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UN INDICADOR DE COMPLEJIDAD EN
SISTEMAS DINAMICOS

RESUMEN

Inicialmente, consideramos la nocién de medida F-expansiva para flujos (donde F
es un subconjunto del conjunto de reparametrizaciones H) generalizando la definida
por Carrasco y Morales en [17]. A su vez, analizamos el comportamiento topolégico
del conjunto de medidas F-expansivas obteniendo condiciones suficientes para que
este sea un conjunto Gy,. Seguidamente, introducimos el concepto de punto F-
sombreable para flujos y probamos que esta nocion satisface propiedades que extien-
den las dadas en [30]. Ademds, mejoramos la clasificacién topoldgica del conjunto
de puntos sombreables, dada por Kawaguchi en [20], al probar que este es un sub-
conjunto Gs. También, probamos que el atractor geométrico de Lorenz, cuyo mapeo
de retorno f satisfaga f(0) #0 6 f(1) # 1, no admite puntos F-sombreables.
Finalmente, definimos la nociéon de complejidad para flujos que actuara como un
indicador de complejidad mas fino que la entropia topoldgica, siempre que existan
medidas positivamente F-expansivas (extendiendo los resultados de [29]). Este in-
dicador depende tan solo del tiempo-uno del flujo, es invariante por conjugaciones y
suspensiones. Adicionalmente, obtenemos un estimado de las érbitas periddicas de
un sistema expansivo cuyos puntos JF-sombreables contienen al conjunto no errante

y admite complejidad.
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AN INDICATOR OF COMPLEXITY IN
DYNAMICAL SYSTEMS

ABSTRACT

Initially, we consider the notion of F-expansive measure for flows (where F is a
subset of the set of reparametrizations H) generalizing the one defined by Carrasco
and Morales in [17]. In addition, we analyze the topological behavior of the set of
F-expansive measures obtaining sufficient conditions for these to be a G, set. Next,
we introduce the concept of F-shadowable point for flows and we prove that this
notion satisfies properties that extend those given in [30]. Moreover, we improved
the topological classification of the set of shadowable points, given by Kawaguchi
in [20], by proving that this one is a G5 set. Also, we proved that the geometric
Lorenz attractor, whose return mapping f satisfies f(0) # 0 6 f(1) # 1, does not
have F-shadowable points.

Finally, we define the notion of dynamical complexity for flows that will act as
an indicator of complexity rather than the topological entropy whenever there are
positive measures F-expansive (extending the result of [29]). This indicator depends
only on the time-one of the flow, it is invariant by conjugations and suspensions. In
addition, we obtain an estimate of the periodic orbits of an expansive system whose

F-shadowable points contain the non-wandering set and admit complexity.
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Introduccion

Esta Tesis Doctoral se enmarca dentro del area de Sistemas Dindmicos, y recoge
nuestras aportaciones en el estudio de la complejidad del comportamiento de las
orbitas en sistemas continuos. Su importancia es tanto tedrica como aplicada por
su estrecha relacién con la inestabilidad y la Teoria del Caos.

En sistemas dinamicos, la nociéon de complejidad admite muchas variantes; pudién-
dose consultar, por ejemplo, las referencias [1-3,12,19]. Nosotros abordaremos la
complejidad de funciones, debido a su estrecha relacion con las nociones de entropia
topoldgica y expansividad. En sistemas discretos, por ejemplo, esta iltima fue intro-
ducida por Utz en [40] y subsecuentemente extendida por Bowen y Walters en [14]
para sistemas continuos haciendo uso en su definicién del conjunto de reparametriza-
ciones H = {h € C(R) : h(0) = 0}. Por otro lado, la nocién de entropia topolégica
tiene una relacion cuantitativa con la complejidad, puesto que entropia positiva es
un buen indicador de la caoticidad de un sistema. Sin embargo, sistemas con en-
tropia nula requieren otros métodos para detectar su complejidad. Cabe destacar
que sistemas que satisfacen la propiedad de sombreamiento para pseudo drbitas,
POTP, tienen relacién con la entropia topoldgica (ver [27]).

En [3], Afraimovich y Glebsky introducen la nocién de (4, n)-complejidad, la que
denotaremos por £(d,m, f), en funcién de la cardinalidad de los conjuntos (4, n)-
separados inducidos por un mapeo continuo f en el espacio de fase. A su vez, Morales

en [29] destaca la existencia de una constante 6 > 0 (que llamaremos constante de
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complejidad de f) que satisface (9, m, f) — oo cuando m — oo y muestra que la
presencia de medidas positivamente expansivas en el sistema implica la existencia de
una tal constante. De este modo, si entendemos por sistemas complejos aquellos que
admiten alguna constante de complejidad (en cuyo caso diremos que f admite com-
plejidad) es posible mostrar que estos satisfacen multiples propiedades relacionadas
con la entropia topoldgica. Por ejemplo, f admite complejidad en cualesquiera de

los siguientes casos:

e Existe A C X invariante tal que fj4 admite complejidad.

f es positivamente expansiva.

Existen medidas positivamente expansivas para f.

Existe un factor de f que admita complejidad.

httm(f) > 0.

Reciprocamente si f es un homeomorfismo admitiendo complejidad, entonces:

e Toda conjugacion de f admite complejidad.
e ™ admite complejidad para todo m > 1.

e f no es equicontinuo (es decir {f™},,cz no es familia equicontinua).

Todo esto a nivel de sistemas discretos. Es asi que, motivados por la reciente
apariciéon de las medidas expansivas para flujos continuos en [17], nos proponemos
estudiar el caos dinamico para los sistemas continuos, especificamente: la comple-
jidad en los sistemas continuos. Es més, apuntamos a obtener un nuevo indicador
para detectar la complejidad de estos sistemas. Para ello, debido a la presencia de
reparametrizaciones de tiempo en los flujos, introduciremos las nociones de medidas

F-expansivas y puntos JF-sombreables, donde F es un subconjunto de H.
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A continuacién, describiremos las motivaciones para la implementacién de cada
una de estas nociones y los resultados obtenidos de ellas a lo largo del trabajo.

En [21], Keynes y Sears extienden la nocién de flujo expansivo de Bowen y Walters
para transformaciones de grupos destacando en esta extensién la restriccion del con-
junto de reparametrizaciones H para subconjuntos F C ‘H dando origen al concepto
de F-expansividad para transformaciones de grupos. La relevancia de esta definicion
radica en los resultados que podemos obtener al tomar una accién de R sobre un
espacio métrico, es decir un flujo, y restringir el conjunto de reparametrizaciones a
un subconjunto F dotado de cierta topologia.

Motivados por ello, en el capitulo 2, hacemos una extension analoga para las
medidas expansivas definidas por Carrasco y Morales en [17]; esto es, consideramos
la nocion de expansividad para medidas sobre flujos en los cuales el conjunto de
reparametrizaciones sea un subconjunto de H.

De esta manera, en la secciéon 2.1, introducimos la siguiente nocién:

Definicién 2.1.2 Dados (X, d) un espacio métrico compacto y F C H, decimos que
una medida de probabilidad Boreliana p de X es F-expansiva para un flujo continuo

¢ en X si existe 6 > 0 tal que:
w(T9(z, F)) =0, para cada x € X.

donde T3(x, F) = | [ =nn(Bléu(x), ).
heF teR
El Ejemplo 2.1.1 muestra que esta nocién generaliza la de [17] y el Ejemplo 2.1.2

muestra que la bola dindmica F-dependiente no siempre es cerrada en X. Por ello,
en la seccién 2.2 dotamos al conjunto H con una oo-métrica en el sentido que esta
permite una distancia infinita entre dos puntos: c/i\(f, g) =sup{|f(z)—g(z)| : z € R}.
Usando esta nociéon probamos que si F es compacto, la bola dinamica F-dependiente

es un conjunto compacto en X (Proposicién 2.2.1) y probamos, en el Teorema 2.2.5,

que una medida p es F-expansiva si y solo si u es F-expansiva. Ademas, en la
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seccion 2.3 probamos que estas medidas satisfacen algunas interesantes propiedades
(Teorema 2.3.4). Estas incluyen la equivalencia con la expansividad cuando F=H,
la anulacion a lo largo de las drbitas, la ausencia de singularidades en el soporte,
la F-expansividad con respecto a los homeomorfismos tiempo-t, la invarianza por
equivalencias y suspensiones.

Luego, en la seccién 2.4, analizamos el comportamiento topolégico del conjunto de
medidas F-expansivas para el flujo ¢, primeramente para las medidas que se anulan
a lo largo de las érbitas (Teorema 2.4.1) y luego en general, obteniendo el siguiente
resultado:

Teorema 2.4.2 El conjunto de medidas F-expansivas de un flujo ¢ en un espacio

métrico compacto X es un Gs, en M(X) en cualquiera de los siguientes casos:
(1) Si F es un subconjunto compacto de H o
(2) Si F =H y el flujo ¢ no tiene singularidades.

Finalmente, en el Teorema 2.4.12 extendemos para flujos algunos resultados de
aproximacién de medidas F-expansivas dados para sistemas discretos por Morales
en [31]. Cabe mencionar que los resultados de este capitulo fueron publicados en el
trabajo intitulado F-expansivity for Borel measures [41].

Por otro lado, Morales en [30] generalizé la definicion de sombreamiento para
homeomorfismos en espacios métricos compactos, al considerar una especie de som-
breamiento puntual en el espacio, dando origen al concepto de puntos sombreables,
los cuales son puntos donde la propiedad de sombreamiento se tiene tnicamente
para las pseudo orbitas que pasan a través de ellos. Ademds es posible mostrar que

esta nocién guarda relacién con los sistemas complejos:

e Si existen p, ¢ sombreables, relacionados (p ~ ¢) y alguno de ellos es periédico,

entonces f admite complejidad.

Lo cual refuerza nuestra consideracion de los puntos sombreables en este trabajo.



Recientemente, Kawaguchi en [20] extiende esta nocién introduciendo el concepto
de puntos sombreables cuantitativos que permiten, entre otros resultados, obtener
una clasificacion del conjunto de puntos sombreables de un homeomorfismo probando
que este es un conjunto de Borel. Sin embargo, en [30] los puntos sombreables
de los ejemplos mostrados forman un conjunto Gs en X. Quedando por tanto la
interrogante de si es posible mejorar esta clasificaciéon para los puntos sombreables
y también el estudiar esta nocién para el caso de flujos, puesto que la propiedad de
sombreamiento para flujos es més elaborada que la misma en el caso discreto, por
la presencia de reparametrizaciones.

Teniendo lo anterior en mente, en el capitulo 3, introducimos el siguiente concepto:
Definicién 3.1.3 Un elemento p € X es F-sombreable si para cada € > 0 existe un
d > 0 tal que toda (6, 1)-pseudo drbita que pasa a través de p es (F, €)-sombreable.

Seguidamente, mostramos que esta nocién satisface las siguientes propiedades
(Teorema 3.2.1): el conjunto de puntos F-sombreables es un conjunto invariante
para el flujo. Un flujo satisface la propiedad de F-sombreamiento si y solo si cada
uno de los puntos del conjunto es F-sombreable. El conjunto recurrente por cade-
nas y el conjunto no errante coinciden cuando cada punto recurrente por cadenas
es F-sombreable. Los puntos recurrentes por cadenas que son F-sombreables son
exactamente aquellos que pueden ser aproximados por puntos peridédicos, en el caso
que el flujo sea expansivo. Ademas, realizamos un estudio del conjunto de puntos
F-sombreables de un homeomorfismo y su flujo suspension.

Luego en la seccién 3.3, con ayuda del (F,¢e)-sombreamiento a través de un con-
junto, probamos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.3 El conjunto de puntos F-sombreables es un conjunto Gs en X.

Proyectando al cociente, mejoramos la clasificacién de los puntos sombreables
para homeomorfismos dada en [20] al probar que este conjunto es un subconjunto

G en el espacio de fase (Corolario 3.3.4).

xi



Finalmente, en la seccion 3.4 estudiamos al conjunto de puntos JF-sombreables
a futuro y obtenemos condiciones suficientes para que dicho conjunto sea cerrado
(Proposicién 3.4.1) y probamos que en caso el flujo sea recurrente por cadenas, los
puntos sombreables son triviales, esto es, no conforman un subconjunto propio del
espacio:

Teorema 3.4.2 Si F es invariante y el flujo ¢ es recurrente por cadenas, entonces
el conjunto de puntos F-sombreables a futuro es todo el espacio X o es vacio.

Como una consecuencia directa del Teorema anterior obtenemos en el Corolario
3.4.4 que el atractor geométrico de Lorenz cuyo mapeo de retorno f satisfaga
f(0) # 06 f(1) # 1 no tiene puntos F-sombreables para todo F que consiste
de reparametrizaciones crecientes. Todos estos resultados fueron publicados, en el
caso particular que JF consiste tinicamente de funciones crecientes, en el trabajo
intitulado Shadowable points for flows [5].

En el capitulo 4, finalmente, implementamos la nociéon de complejidad para flujos,
lo cual, como en el caso discreto, debe ser hecho por etapas. Por ello, en la seccion
4.1 consideramos la siguiente nocién:

Definicién 4.1.2 Decimos que un flujo ¢ tiene F-complejidad si existe un § > 0

(que llamaremos constante de F-complejidad) satisfaciendo la siguiente propiedad:
lim £(9,t, ¢, F) = o0,
t—00

donde E(0,t,¢,F) = max{ Card(E) : E C X es (6,t,F)-separado }.

Notemos que todo flujo con F-complejidad tiene {Idg }-complejidad, donde Idg
es la identidad en R, pero lo reciproco no es cierto (Ejemplo 2.1.1). Sin embargo,
refinando la nociéon de complejidad podemos hallar una equivalencia entre estas
nociones (Lema 4.1.3). Motivo por el cual, en la seccién 4.2 introducimos la nocién
de complejidad de un flujo continuo (Definicién 4.2.1). El Ejemplo 4.2.2 muestra
que los sistemas complejos pueden tener entropia topoldgica nula. De esta forma la

complejidad es mas fina que la entropia topolégica.
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El Teorema 4.2.3 muestra una equivalencia de esta nocién con la complejidad
del tiempo-uno del flujo y la invarianza por conjugaciones. También mostramos la
relaciéon de esta nocién sobre un homeomorfismo y su flujo suspensién (Teorema
4.2.5). Luego, obtenemos un andlogo del resultado entre la complejidad y la exis-
tencia de medidas expansivas dado en caso discreto por Morales en [29].

Teorema 4.2.6 Todo flujo ¢ soportando medidas positivamente F-expansivas, tiene

F-complejidad en cualquiera de los siguientes casos:
(1) Si F =H y ¢ no tiene singularidades o
(2) Si F es un subconjunto compacto de H.

Adicionalmente, obtenemos un estimado de las érbitas peridédicas de un sistema
expansivo cuyos puntos sombreables contienen al conjunto no errante.

Teorema 4.2.8 Sea ¢ un flujo expansivo en un espacio métrico compacto X. Si
Q(p) C Sh(p,S) y el flujo tiene una cantidad finita de drbitas periddicas, entonces
no admite alta complejidad.

Finalmente, en el Teorema 4.2.9 probamos que cada sistema no singular sopor-
tando F-complejidad no admite conjuntos estables de medida positiva para toda
medida no atémica y que, por tanto, no puede ser equicontinuo (Corolario 4.2.11).

Vale la pena resaltar que en el capitulo 1 describimos brevemente los preliminares

necesarios para hacer mas entendible este trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

A continuacion fijaremos las nociones y notaciones bdsicas que usaremos para el

desarrollo del resto de capitulos.

1.1 Sistemas Dinamicos

Estos, junto a las propiedades que podamos definir en ellos, serdan nuestros princi-
pales objetos de estudio. Consideramos adecuado mencionar que a pesar de que el
estudio de estos sistemas usualmente se realice en variedades diferenciables y por
tanto sea implicita la nocién de suavidad; nosotros tomaremos una orientacion mas
inclinada a la Topologia Dindmica por lo cual nuestro espacio de fase sera un espacio
métrico.

Si bien uno tiene la idea intuitiva de que un sistema dindmico es un sistema cuyo
estado evoluciona con el tiempo, es adecuado distinguir entre una dinamica discreta
y una continua; dado que cada una de estas dindmicas presenta propiedades par-
ticulares. Por otro lado, existen nexos entre estos tipos de dinamicas que permiten
transportar propiedades entre ellas, los méas conocidos son las suspensiones y las

transformaciones de Poincaré. A su vez, en una misma dindmica estas relaciones se



efectiian mediante las conjugaciones y equivalencias.
A continuacién formalizaremos algunas de estas nociones.

En adelante X = (X, d) denotard un espacio métrico.

Definicién 1.1.1 Un sistema dindamico discreto en X es una aplicacion continua

F:7Z x X — X que satisface las siguientes condiciones:
o F(0,-)=1Idy, (aplicacion identidad en X )
o F(n,F(m,z)) = F(n+m,x), para todo m,n € Z y cada v € X.

Si denotamos por F,, a la aplicacién F(n,-) : X — X donde n € Z, se sigue que
f = F(1,-) es un homeomorfismo en X tal que F,, = f"; es por ello que usualmente

decimos que un sistema dinamico discreto es generado por un homeomorfismo.

Definicién 1.1.2 Un sistema dindmico continuo o flujo en X es una aplicacion

continua ¢ : R x X — X tal que:
e 5(0,7) = Idy,
o O(t,0(s,x)) = d(t+ s,x), para todo t,s € R y cada x € X.

Al igual que el caso discreto, si denotamos por ¢; a la aplicacién ¢(t,-) : X — X,
obtenemos una familia de homeomorfismos {¢; };cr, conocidos como homeomorfis-
mos tiempo-t, tales que ¢, o s = ¢4 para cada t,s € R.

Dados A C X, I C R consideremos el siguiente conjunto:

¢1(A) = {o(x) : (t,x) € I x A}.
Si A consiste de un tnico elemento z, entonces escribimos ¢;(x) en lugar de ¢;({z});
en particular, el conjunto ¢g(z) es llamado drbita de ¢ por x. De otro lado, si
x € X satisface que ¢r(z) = {z}, diremos que x es una singularidad del flujo ¢ y
denotaremos por Sing(¢) al conjunto de singularidades de ¢.

Un subconjunto A de X se dice invariante por ¢ (o ¢-invariante) en caso que

¢¢(A) = A para cada t € R.



1.1.1 Equivalencias

Una equivalencia entre flujos sobre espacios métricos X e Y es un homeomorfismo
f X — Y que transporta las érbitas en X en orbitas en Y preservando orientacion;
cuando esto ocurre decimos que los flujos son equivalentes.

Si f: X — Y es una equivalencia entre ¢ en X y ¥ en Y respectivamente, se
muestra en [14] que para cada x € X existe un homeomorfismo h, : R — R tal que

h.(0) = 0 y que satisface

d(hy(t), ) = f~1((t, f(z))) para cada t € R.

Adicionalmente, si h, = Idg para todo z € X, f se dice conjugacion entre X e Y.
En ausencia de singularidades es posible mejorar la definicién anterior en el sentido
de que la aplicacién h : X x R — R tal que h(x,t) = h,(t) sea continua y los h,

pueden ser tomados crecientes. El lector puede ver los detalles en [37].

1.1.2 Suspensiones

Sea f : X — X un homeomorfismo y sea 7 : X — (0, 400) una aplicacién continua.
Consideremos el espacio cociente X™/ = {(z,t) : 0 <t < 7(x),2 € X}/ ~, donde
(x,7(x)) ~ (f(x),0) para todo x € X. FEl flujo suspension de f con funcion altura
7 es el flujo ® = {¢7/ Vyer en X ™/ definido para t > 0 como

Pias) = (fm<a:>,s - mei(as))) ,

donde m € N es tal que 7" 3" 7(f'(x)) < s+t < 7" 7(f'(x)) y cuando t < 0

(@, s) = <f_m(fﬁ)78+t+27(f_i($))) :

donde m € N satisface la siguiente relacién 0 < s+t —Y_"", 7(f7*(x)) < 7(f ™ (x)).
Si X es acotado, esto es diam(X) < oo, podemos suponer que diam(X) = 1,

basta tomar la métrica 3 En estas condiciones es posible definir una métrica

—d
diam(X



en X7/ llamada métrica de Bowen-Walters, el lector puede ver los detalles en [14].
Cabe destacar que cuando X es compacto, X™/ también es compacto.

Toda suspensién de f es equivalente a la suspensién de f con altura constante 1.
Un homeomorfismo entre X'/ y X™/ que conjuga los flujos ¢*/ y ¢™/ es dado por

la siguiente aplicacién (x,t) — (z,t7(x)).

1.2 Sombreamiento

La Teoria del Sombreamiento juega un rol importante en la Teoria Cualitativa de
los Sistemas Dindmicos. Ademas, ha sido ampliamente estudiada por muchos inves-
tigadores y estd bien documentada, el lector puede consultar [32]. Esta se refiere al
problema general de la aproximaciéon de érbitas obtenidas en presencia de ruido o
error de redondeo (por ejemplo soluciones obtenidas por calculos numéricos).

En el caso que nos interesa, los flujos, hay varias maneras de definir esta propiedad
conocida como la propiedad de trazado para pseudo orbitas y usualmente denotada
por POTP, vea por ejemplo [35] y las referencias alli. En esencia, la idea central
entre la mayoria de las definiciones de sombreamiento para flujos es la siguiente:
incluso si ocurren pequenos errores en cada iteraciéon, se puede rastrear la pseudo-
orbita resultante por una érbita verdadera con una ayuda de una reparametrizacién
de tiempo.

A continuacion pasamos a formalizar la nocién de sombreamiento que usaremos.

Sea f: X — X un homeomorfismo. Dado 0 > 0, decimos que una secuencia

bi-infinita (z,),cz es una d-pseudo-orbita, si para cada entero n se tiene que:

d(f(xn)> anrl) <.

Definicién 1.2.1 Decimos que f tiene la POTP si para cada € > 0 existe un
d > 0 tal que para toda d-pseudo-orbita (r,)nez, existe un elemento q € X tal

que d(f"(q), ©,) < € para cada n € Z.



En el caso de flujos la formulacién de la POTP, como veremos a continuacion, es un
tanto mas elaborada.

Dados 0, T > 0, a € ZU {—}, b € Z U {400} donde a < b, decimos que una
secuencia de pares (x5, t;)°_, en X x R es una (6, T)-pseudo-drbita del flujo ¢ en X
si para cada indice entero 7 tal que a < i < b — 1 se tiene que:

t>T y  doy(zi), viq1) < 0.
Sia,b € Zy ab <0, decimos que esta es una (9, T')-pseudo-orbita finita. Sia =0
y b = oo diremos que esta es una (6§, T')-pseudo-drbita positiva y en caso a = 0y
b < oo diremos que esta es una (6, T)-cadena. (ver [22,36]).

Para cualquier secuencia de nimeros (t;) jez denotaremos

th 1> 0,

-1

>t i<,

\ J=i

Dada (x;,t;) ez una (d, T)-pseudo-6rbita de ¢ y dado t € R, denotamos por xg*t
al elemento que estd a ¢ unidades de xy a lo largo de la (d, T')-pseudo-6rbita. Més

especificamente,
To*xt = ¢t (x;) siempre que s; <t < Si41.

Denotemos por Rep al conjunto de funciones h : R — R estrictamente crecientes
y sobreyectivas tales que h(0) = 0.

Con estas notaciones podemos, finalmente, enunciar la siguiente definicién [36]:

Definicién 1.2.2 Un flujo ¢ tiene la POTP si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal
que para cada (6, 1)-pseudo-drbita (x;, t;)iez, exviste un z € X y existe una funcion

h € Rep que satisfacen la siguiente propiedad:

d(zoxt, drw)(2)) < €, para cada t € R.



1.3 Recurrencia

La recurrencia tiene una importancia crucial en el estudio de los Sistemas Dindamicos
puesto que uno de los principales objetivos de esta linea es la descripcion del eventual
comportamiento de las érbitas de un sistema dado. A seguir, estableceremos algunas

nociones de recurrencia para flujos que usaremos en el trabajo.

Definicién 1.3.1 Un punto periodico de ¢ es un elemento x € X para el cual existe

un t > 0 minimal que satisface ¢i(x) = x, esto es, t = inf{s > 0: ¢s(x) = x} > 0.

Este minimal ¢ es llamado periodo de =y Per(¢) denotara al conjunto de puntos
periédicos de ¢. Cabe destacar que atin cuando X es compacto, el conjunto Per(¢)
no es necesariamente cerrado en X.

La siguiente nocién es de importancia pues caracteriza a los puntos cuya dinamica,

en el sentido de recurrencia, es relevante.

Definicién 1.3.2 Decimos que un elemento p € X es no errante si para cada vecin-

dad U de p y cada T € R es posible hallar un t > T tal que ¢(U)NU # (.

Otra nocién de recurrencia interesante es la recurrencia por cadenas. Para definirla
necesitamos introducir algunas notaciones adicionales.

Dos elementos p y ¢ se dicen (9, T')-relacionados si existen dos (d, T')-cadenas
(i, )0 v (yi, si)i tales que p = 29 = yn, € ¢ = Yo = x,,. Con esto en mente,
decimos que p y ¢ estan relacionados (denotando esto con p ~ q) si ellos son (6, T)-

relacionados para cada 9, T > 0.
Definicién 1.3.3 Un elemento p € X se dice recurrente por cadenas cuando p ~ p.

Denotemos por Q2(¢) y CR(¢) al conjunto de puntos no errantes y recurrentes por
cadenas de ¢ respectivamente. Estos conjuntos son cerrados e invariantes en X.

Claramente se tienen las siguientes inclusiones que pueden ser propias (ver [4]):

Per(¢) C Q(¢) C CR(9).



1.4 Expansividad

La nocién de expansividad ha sido determinante en el desarrollo de la Teoria de los
Sistemas Dinamicos. Desde su introduccién para homeomorfismos, gracias a Utz
en [40], una extensa literatura relacionada con esta nocién ha sido desarrollada.
Este concepto fue subsecuentemente extendido a flujos por Bowen y Walters en [14].
Béasicamente, la idea de ellos es que puntos de érbitas diferentes puedan alejarse una
distancia determinada al mismo tiempo con ayuda de una reparametrizacion.

Por otro lado, en [28] Morales introduce la nocién de medidas expansivas las
cuales permiten extender la expansividad para medidas de probabilidad Borelianas
considerando el comportamiento de la bola dinamica respecto de la medida. Luego,
Carrasco y Morales extendieron esta nocién para flujos continuos en [17]. Otras
referencias ttiles, sobre la expansividad de medidas, son las dadas en [18] y [26].

Daremos ahora las definiciones formales relacionadas con la expansividad que

seran de ayuda en los capitulos siguientes.

1.4.1 Sistemas Expansivos

Definicién 1.4.1 Un homeomorfismo f : X — X se dice expansivo si existe un

0 > 0 con la siguiente propiedad: para cualesquiera x,y € X con x # vy, se satisface

que d(f*(x), f*(y)) > d para algin k € 7Z.

Equivalentemente en términos de la bola dindmica de radio § > 0, denotada por

F(J; (+), diremos que f es expansiva cuando para cada x € X se tiene:

i (@) = {y € X :d(f"(x), f"(y)) < 6,¥n € Z} = {a}.

Para definir la expansividad en flujos necesitamos algunas notaciones adicionales.
Denotemos por H al conjunto de mapeos continuos h : R — R tales que h(0) = 0.

Dado un flujo ¢ en X, un elemento z € X y un ¢ > 0 definimos la bola dindmica de



la siguiente manera:

T9(z) == | J{y € X : d(¢i(x), dnwy(y)) < 6,V € R},

Con estas notaciones podemos dar una reformulacién del concepto de flujo expan-

sivo introducido por Bowen y Walters en [14].

Definicién 1.4.2 Un flujo ¢ en X es expansivo si para cada € > 0 existe un § > 0

que satisface la siguiente inclusion: F?(m) C P[-cq(x), para todo v € X.

1.4.2 Medidas Expansivas

La o-algebra de Borel de X es la o-algebra, denotada por B(X), generada por los
subconjuntos abiertos de X. Una medida de probabilidad Boreliana es una medida
o-aditiva p definida en B(X) tal que u(X) = 1. A su vez, esta se dice no atdmica si

u({x}) = 0 para todo x € X. Con esto, enunciamos la nocién de [28]:
Definicién 1.4.3 Una medida de probabilidad Boreliana p es expansiva para el
homeomorfismo f: X — X en caso que exista un 6 > 0 satisfaciendo:
w(Ti(x)) =0, para cada x € X.
Note que x € Fg(x) para todo x € X, entonces toda p expansiva es no atémica.

En el caso de flujos la nocién (dada en [17]) es andloga.

Definicién 1.4.4 Una medida de probabilidad Boreliana p se dice expansiva para

el flujo ¢ en X si existe un 6 > 0 (llamado constante de expansividad de p) tal que:
w(D9(x)) =0, para todo = € X.

Finalizamos esta seccion resaltando que las definiciones 1.4.2 y 1.4.4 admiten
versiones positivas, es decir, podemos definir flujo (medida) positiviamente expansiva
al considerar, en las definiciones mencionadas, la siguiente bola dindmica positiva:

Os5(x) = | J{z € X 1 d(du(x), by (2)) < 6,9t > 0}

heH



1.5 (6,n)-Complejidad

En general, la inestabilidad de las 6rbitas en un sistema dindamico induce cierta com-
plejidad en el sistema; la cual puede ser cuantitativamente reflejada por la entropia
topoldgica (pueden verse, por ejemplo, las referencias [1], [12]). Lo cual muestra un
enlace directo entre estos pardametros del caos dinamico. A continuacion formalizare-
mos estas nociones.

Consideremos ahora X = (X, d) un espacio métrico compacto y f : X — X una
aplicacién continua. Fijado un par (6, m) € Ry xN, decimos que un conjunto £ de X
es (0, m)-separado si para cada par de elementos diferentes x,y € E, existe 0 < i < m

tal que d(f(x), fi(y)) > 6. Denotamos por Card(-) al operador cardinalidad.
Definicién 1.5.1 La (6, m)-complejidad de X es el nimero real
E(0,m, f) :=max{ Card(E) : E es (3, m)-separado }.

Note que la compacidad garantiza la buena definicién de la (4, m)-complejidad.
A su vez, esta nocién de complejidad puede ser interpretada como un indicador del
grado de expansividad del mapeo (ver [3]) y ademads tiene una estrecha relacién con

la entropia topoldgica como veremos a seguir (ver [42]).

Definicién 1.5.2 (Bowen-Dinaburg) La entropia topoldgica de f es definida de

1
la siguiente manera hiop(f) := (lsin(l) lim sup— log (5, m, f).
=0 m—oco T

En [29], Morales realiza un estudio de la relacién entre la complejidad y la existencia
de medidas positivamente expansivas. Para ello, se descata la existencia de un ¢ > 0,

que llamaremos constante de complejidad de f, que satisface la siguiente condicion:

lim £(5,m, f) = oo.

m—0o0
Como fue mostrado en la Introduccion, los sistemas discretos que admiten una tal
constante satisfacen variadas propiedades dindamicas. Asi, en el capitulo 4 imple-

mentaremos esta nocion para el caso de flujos.



Capitulo 2

F-Expansividad de Medidas

En este capitulo, haremos una breve descripcién de las nociones introducidas en el
trabajo intitulado F-Ezpansivity for Borel measures (ver [41]). Cabe descatar que
dicho trabajo fue galardonado con el premio TWAS 2018 de Ciencias Bésicas para
Investigadores Jovenes de la ANCYT.

2.1 F-Expansividad

A lo largo del capitulo (X,d) denota un espacio métrico compacto. Dado el par
(x,0) € X x R, denotamos por B[z,d] y B(z,d) a la bola cerrada y abierta en X
respectivamente.

Con el fin de motivar nuestra principal definicion recordaremos la generalizacién
de expansividad para el caso de flujos introducida por Keynes y Sears en [21]: Dado
un flujo ¢ en X, un elemento x € X, un § > 0 y un subconjunto F de H, definimos
la bola dinamica F-dependiente como:

Iz, F) = U ﬂ d_n(ty(Bloi(), d]).

heF teR

Definicién 2.1.1 Un flujo ¢ en X es F-expansivo si para cada € > 0 existe un

5 > 0 que satisface: T%(zx, F) C G—cq(x), para cada x € X.
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Claramente los flujos H-expansivos son precisamente los flujos expansivos en el
sentido de Bowen y Walters. Combinando esta definicién con la de medida expansiva

para flujos, resulta nuestro principal objeto de estudio para el presente capitulo.

Definicién 2.1.2 Dado F C H decimos que una medida de probabilidad Boreliana

u de X es F-expansiva para un flujo ¢ si existe 6 > 0 tal que
(T8 (z, F)) = 0, para cada z € X.

La constante ¢ se denomina constante de F-expansividad para la medida pu.
Claramente de la definicion, toda medida H-expansiva para un flujo es expansiva

en el sentido de Carrasco y Morales en [17].

Ejemplo 2.1.1 Considere ¢ el flujo en X = {(z,y) € R? : 2 +4* € [1, 4]} inducido
por la ecuaciéon diferencial:
o 1
T,Y) = —
(#.9) = —==— =

Este flujo no admite medidas que sean H-expansivas, puesto que todas las érbitas

(_y7 LL’)

son periédicas y por tanto pu(Per(¢)) = pu(X) = 1 lo cual contradice el Teorema 1.1
de [17]. Sin embargo, este flujo es {Idg }-expansivo, ver [8], por lo cual toda medida
que sea absolutamente continua con la medida de Lebesgue en X, es {Idg }-expansiva

pero no H-expansiva.
Recordemos que S! = R/Z admite la siguiente métrica que lo hace compacto:
d(z,y) =min{|la —b[,1 —|la—b| :a ~ z,b ~ y,{a,b} C[0,1)}

Ejemplo 2.1.2 Sea X = [0, 1] xS, con la métrica D[(z,0), (y,%)] = |z —y|+d(6,v)
y el flujo ¢¢(x,0) = (x,tf(x) + 6 mod Z) donde f : [0,1] — [0,1] es continua y
satisface que f(0) =0y f(x) > 0 cuando x # 0. Notemos en principio que, al igual

que el ejemplo anterior, este flujo no admite medidas H-expansivas. Sin embargo,

11



con la finalidad de entender el comportamiento de la bola dindmica, probaremos

1

esto directamente. Para todo ¢ € (0, 5) se tiene:

B(z,6)\ ({0} x SY) € T'¢(2,H), para cada z = (,0) € X conz #0, y 2.1)
B(z,0) C T9(2,H) si z € {0} x S, '
En efecto, dado z = (z,60) € X y w = (y,v) € B(z,0) \ ({0} x S') definimos la

funcién h(t) = t% para todo t € R, entonces h € H y ademas:

Dlgu(2), dnn (w)] = |z — y| + d(tf(z) + 0, h(t) f(y) + ¢) = D[z, w] <,

de donde w € F?(z, H); con ello, si existe alguna medida expansiva u para el flujo,
obtenemos que existe un ¢ > 0 tal que u(B(z,d)) = 0, para cada z € X. Lo cual
junto a la compacidad de X es un absurdo.

A pesar de esto, si consideramos el conjunto B = {h € H : h es limitada} entonces

1

para un ¢ € (0, 3) se tiene:

F?(z,[)’) = (), para cada z = (z,0) € X conz #0, y 2.2)
2.2
B(z,3) C I'9(z,B) si z € {0} x S,
Por tanto cualquier medida de probabilidad Boreliana g en X concentrada en

Z =X\ (I5(0) x S'), esto es pu(Z) = 1, serd B-expansiva para ¢.
2

Los ejemplos anteriores resaltan la importancia de la restriccion del conjunto de
reparametrizaciones H en un flujo, ya que hace posible la existencia de medidas
F-expansivas en un sistema que no posee H-expansivas. Ademds, en la prueba del

Ejemplo 2.1.2 notamos muchas particularidades que en adelante analizaremos.

2.2 Bola dinamica y Topologia

En el Ejemplo 2.1.2, la relacién (2.1) muestra que en general la bola dindmica no

siempre es cerrada en X. Motivados por esto, introduciremos condiciones sobre la
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familia H para entender la naturaleza de la bola dindmica sobre flujos. Para esto
nosotros dotamos al conjunto H con la “distancia” siguiente:

d(f,9) = sup{|f(z) — g(x)| : x € R}.
Lo cual convierte al conjunto H en un espacio con una co-métrica en el sentido que
esta permite una distancia infinita entre dos puntos (ver [16]).

A continuacién describimos la compacidad en este tipo de espacios. Dado f € H,
definimos el conjunto Ay = {h € H : c?(f, h) < oo} yds = cﬂAfof; entonces (Ay, dy)
es un espacio métrico en el sentido usual. Se sigue que H puede ser escrito como
una union de espacios métricos (Ay,ds). Con esto podemos enunciar la siguiente
caracterizaciéon: un subconjunto de H es compacto si y solo si es una unién de
un numero finito de subconjuntos compactos cada uno ellos pertenecientes algin
espacio (Ay,dy) (pag. 15 en [16]).

El siguiente resultado muestra una condicién suficiente para la cerradura de la

bola dindmica.

Proposicién 2.2.1 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X. Si F es un
subconjunto compacto de H, entonces para cada x € X y cada d > 0 la bola dindmica

F-dependiente, Ff;(:v,]-"), es un conjunto compacto de X.

Demostracion. Sean (z,0) € X x Ry v (2,,) C I'Y(z,F). Dado m € N, existe
hm € F que satisface: d(¢¢(), @n,. ) (2m)) < 0, para cada (t,m) € R x N. Por la
compacidad de F podemos asumir que existe un f € F tal que h,, € A; para cada
m € N,y d(hp,, h) = 0 para algin h € Ay N F. También podemos considerar que

existe (2, ) C (2m) tal que z,,, — z donde z € X. Fijando t € R, se tiene
d(¢¢(x), P, (1) (2my,)) < 0, para cada k € N. (2.3)

Haciendo k — oo en (2.3), obtenemos que d(¢¢(z), dns(2)) < 0 lo cual implica
z € T¢(x, F). Asi, T¢(x, F) es compacto. [ |
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En particular, la proposicion anterior muestra que la compacidad de F garantiza
la cerradura de la bola dindmica F-dependiente. Sin embargo, en el caso de medidas

JF-expansivas, veremos que la cerradura de F siempre es posible.

Lema 2.2.2 Las siguientes propiedades se verifican para cualquier flujo ¢ en un

espacio métrico compacto X y cualquier medida de probabilidad Boreliana pv en X :

(1) Si F es un subconjunto de H y u es F-expansiva, entonces i es Fo-expansiva

para cualquier Fo C F.

(2) Si pu es Fi-expansiva, donde F; C H para cada i = 1,--- K, entonces ji es
( U?:l F; )-expansiva.

Demostracion. El Item (1) es como sigue: dada una medida F-expansiva u para
el flujo ¢, para cada subconjunto Fy C F se tiene Ff(x,]:o) C Ff(m,}") para todo
r € X; de este modo la prueba se sigue por la monoticidad de la medida. Para
probar el Ttem (2), sea ¢; > 0 una constante de F;-expansividad para pu. Tomemos

« = min §; > 0, claramente
1<i<k

¢z, U, ) c U, I'§ (x, F;), para cada x € X.
Dado que u <F§i (x, E)) = 0 para todo ¢ € {1,--- ,k}, usando la sub-aditividad de
la medida, obtenemos que p (Fﬁ(x, Ule ]-"Z)) = 0 para cualquier z € X. Por lo cual

pes (U, Fi )-expansiva. [ |

La operacién de clausura en X la denotamos por (-).

Teorema 2.2.3 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X, p una medida
de probabilidad Boreliana en X y sea F un subconjunto de H. Entonces, la medida

u es F-expansiva si y solo si u es F-erpansiva.

Demostracion. Inicialmente notemos que dado 6 > 0, por la compacidad de X existe

un € > 0 tal que ¢(_. () C B(x, ) para cualquier z € X. Ademds dado f € F, el

14



~

conjunto Uy = {g € H : d(f,g) < €} es un abierto en (Ay,dy), y afirmamos que:

% (x,Us) C TY(z, {f}) para todo = € X. (2.4)
2
En efecto, sean z,x € X tales que z € F‘g (x,Uy); por consiguiente, existe un g € Uy
2
verificando:
)
d(Pe(2), Pgr)(2)) < 5 para cualquier ¢ € R. (2.5)
Por otro lado, fijado t € R, de ¢ (¢ru)(2)) C B (¢51)(2),2) , obtenemos:
5
d(5w)(2): 890(2)) = d (050 (2): o1 (50 (2))) < 3 (2.6)

Luego de (2.5) y (2.6) tenemos que:

d(pe(2), o5y (2)) < d(De(x), Pg) (2)) + d(Dw)(2), Pgy(2)) < 6 para cualquier ¢ € R.

Esto es, z € F?(x, {f}) probando la afirmacion.

Notemos también que por el Lema 2.2.2 para probar el Teorema es suficiente
mostrar que si p es F-expansiva entonces también es F-expansiva. Para ello tome
0 > 0 una constante de F-expansividad de p y z,z € X tales que z € Fﬁ (z, F).
Existe f € F satisfaciendo d(¢¢(z), ¢ (2)) < & para todo t € R y existe zambién
h € F tal que f € U, por tanto por (2.4) se tiene que z € T'%(z, {h}) C TY(z, F).

De este modo j es F-expansiva. |

Corolario 2.2.4 Si i es F-expansiva y g € H es tal que para todo v € X y cada
§ >0 existe un f € F con d(dgu)(x), dpuy(x)) < 0 para cualquier t € R, entonces i
es (F U {g})-expansiva.

Finalizaremos esta secciéon con una caracterizacion de las medidas F-expansivas

usando la compacidad de F.

Proposicién 2.2.5 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X y p una
medida de probabilidad Boreliana en X. Si F es un subconjunto compacto de H,

entonces p es F-expansiva si y solo si u es { f}-expansiva para cada f € F.
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Demostracion. Si p es F-expansiva, por Lema 2.2.2, obtenemos que p es {f}-
expansiva para cada f € F. Reciprocamente, dado f € F sea 0 > 0 una constante

de {f}-expansividad para u. Por la afirmacién hecha en la prueba anterior, se tiene:
% (x,Uy) C T%(z, {f}) para todo z € X, (2.7)
2

de este modo, para cada f € F existe una vecindad abierta iy de f que satisface
(2.7). Por compacidad podemos escoger fi,---, f, € F tales que F C J- Uy, y

finalmente, por Lema 2.2.2, 1 es F-expansiva. |

2.3 Propiedades

En el Ejemplo 2.1.2 notamos que en general la bola dinamica F-dependiente no
necesariamente contiene a su centro. Motivados por ello, consideramos la siguiente
nocion:

Definicién 2.3.1 Decimos que F es reqular para un flujo ¢ en X toda vez que:

x € F?(:L‘,]-"), para cualesquiera v € X y § > 0. (2.8)

Claramente si Idg € F, se sigue que el conjunto F es regular para el flujo ¢. El

resultado siguiente muestra una suerte de reciproco de esta afirmacion.

Proposicion 2.3.2 Sea ¢ un flujo sin singularidades definido en un espacio métrico

compacto X. Si F es reqular para ¢, entonces Idg € F.

Demostracién. Supongamos que Idg ¢ F. Podemos tomar un 0 < A\ < c/l\(IdR,]:)
suficientemente pequeno y aplicar el Lema 2.4.4, por lo cual existe un v > 0 tal que
d(pxr(w), z) >~ siempre que d(w, z) < . Dado que F es regular, para = € X existe
g € F que satisface d(¢¢(x), ¢g)(z)) < v para cadat € R. Ademds, existe ¢, € R tal
que g(to) —to = Ay entonces d(¢r, (), Pg(te) (%)) = APty (), Py(to) 1o (D20 (7)) > 7,

lo cual contradice la condicién de regularidad (2.8). [
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Denote por M(X) al conjunto de todas las medidas de probabilidad Borelianas
en X. Dada pu € M(X) decimos que esta medida se anula a lo largo de drbitas
del flujo ¢ cuando u(¢ggr(z)) = 0 para todo x € X. Notemos que cada medida que
se anula a lo largo de drbitas es no atémica, pero lo reciproco no es cierto (basta
tomar una medida Boreliana soportada en un érbita peridédica). También, si ¢ es
F-expansiva, entonces toda medida que se anula en 6rbitas de ¢ es F-expansiva
para ¢, ya que en aquel caso la bola F-dependiente de un punto estd contenida en
la 6rbita que pasa por dicho punto.

El soporte de una medida p € M(X) es el conjunto supp(u) de puntos z € X
tales que para cada vecindad U de x, u(U) > 0. Se sigue entonces que supp(u) es
un conjunto compacto no vacio de X.

Sea f : X — X un homeomorfismo y 7 : X — (0,+00) una funcién continua.
Considere el flujo suspensiéon (X7/, ¢™/) y el mapeo T77 : M(X) — M(XT’f) de
modo tal que T7/ (u) = e )(,u x m)|xrs donde u(t) = [, 7( )y mes la

medida de Lebesgue. Asi, para cada funcién continua h : X™f — R se tiene

/Xﬂf h(y)dT™ () // (2,0))dt dp(z).

Por otro lado, dado otro espacio métrico compacto Y y un mapeo Borel medible
f X — Y podemos definir el pushforward de medidas f. : M(X) — M(Y) tal
que fu(u) = po f~h.

Denotamos con S al subconjunto de H de homeomorfismos crecientes. Dado un
subconjunto F C H escribimos SFS C Fsigiofogs, € Ftodavez que g1,90 €Sy
f € F. Recordemos que B denota al conjunto de funciones limitadas de ‘H. En [21],
se define una especie de conjuntos invariantes de H los cuales satisfacen la propiedad

de cerradura sobre traslacion normalizada.

Definicién 2.3.3 Decimos que F C H es invariante si para cada ¢ € R y cada

f € F, la funcion f. € H definida por f.(t) = f(t + ¢) — f(c) para cualquiert € R
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también pertenece a F.

Claramente los conjuntos: H, S, B, {Idr}, las dilataciones homogéneas de la recta
D ={h: h(t) =at, a € R} y los polinomios que fijan el origen son invariantes.
Con estas definiciones, podemos enunciar las siguientes propiedades que fueron

motivadas por los Teoremas 2.1, 2.2 y 2.4 en [17].

Teorema 2.3.4 Las siguientes propiedades se tienen para cada flujo ¢ definido en
un espacito métrico compacto, cada medida de probabilidad boreliana p y cada sub-

conjunto F de H.:
(1) Si F es reqular y u es F-expansiva, entonces o se anula a lo largo de drbitas.
(2) Sip es F-expansiva y F N B # 0, entonces supp(p) N Sing(¢) = 0.

(3) Si SFS C F y f es una equivalencia entre ¢ y 1, entonces u es F-expansiva

sty solo si f.(pn) es F-expansiva.

(4) Si F es reqular y p es F-expansiva, entonces | es una medida expansiva del

homeomorfismo ¢ para cada T # 0.
(5) Si F es reqular y T (1) es F-expansiva, entonces u es expansiva.
(6) Si F es invariante y p es expansiva para f, entonces TH (1) es F-expansiva.
Antes de realizar la prueba de este Teorema daremos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.3.1 El reciproco del Item (1) es falso en general. Considere ¢ el flujo
definido por la ecuacién diferencial (&,9) = (—y,z) para este flujo la medida de

Lebesgue m, la cual se anula a lo largo de 6rbitas, no es {Idg }-expansiva.

Ejemplo 2.3.2 La reciproca del Item (2) es falso en general. En efecto, considere
el flujo del Ejemplo 2.1.1 este no tiene singularidades pero admite medidas {Idg}-

expansivas.
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Ejemplo 2.3.3 El reciproco del Item (4) es falso. Basta notar que en [17] se muestra
que el atractor geométrico de Lorenz admite una medida p que es expansiva para
cada ¢, pero que contiene una singularidad en su soporte, por lo cual usando el Item

(2) se tiene que p no es D-expansiva.
2.3.1 Prueba del Teorema 2.3.4

Previamente mostraremos dos resultados que seran de utilidad.

Lema 2.3.5 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X y sea F regqular para
¢. Si para cada par (z,0) € X x Ry ezisten v > 0 tales que si y € X satisface que
d(¢u(x), ¢ (y)) < & para todo t € R toda vez que d(z,y) <=, entonces y € T4 (x, F).

Demostracion. Sean x € X y § > 0. Dado y € Blz,~] donde v > 0 es tal que

d(y(x), di(y)) < g para cada t € R. (2.9)

Por la condicién de regularidad de F existe h € F con la siguiente propiedad

J
d(o¢(y), dnw(y)) < 2 para todo t € R. (2.10)
Entonces, de (2.9) y (2.10), se obtiene d(¢¢(x), dnw)(y)) < 9, para cualquier ¢ € R.
De esta forma y € T'Y(x, F). |
El siguiente resultado es motivado por el Lema 2.9 en [17].

Lema 2.3.6 Sea F un subconjunto de H. Si f : X — X es un homeomorfismo en
un espacio métrico compacto X, entonces para cada z = (v,\) € X4 y0 < d < }l

tenemos que
(1) Si F es invariante, existe un 6> 0 tal que F;fl’f(z,]:) C Ti(x) x [0,1] y

(2) Si F es regular, entonces TS (z) x (X — $A+9C F?l’f(z,]:).

2
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Demostracion. Probamos a continuacién el Item (1). Tome 6 > 0 con la propiedad
que 5<§ y ademds para d(x,y) < 5 se tenga d(f~(z), f'(y)) < 6. Sea yo =
(y,s) € F(;fl'f(z,]:). Entonces existe un h € F tal que

d" (¢4 (2), 925;1{({) (yo)) <9, para cadat € R.

Existe un nimero r con |r| < 3 tal que ¢}/ (2) = (z,3). Haciendo 2/ = ¢/ (z),

Yy = gb,ll’({,) (o) v h(t) = h(t + ) — h(r) se tiene que h € F y también

d“ (o7 (), %(}:)(yé)) <3, paratodot € R.

Dado que ¢17 (2') = (x, 3y gb%’(];)(y(’)) = (y, h(147)+s) entonces |h(1+7)+s—3| < 5.
Como0 <6 <6< 1 obtenemos 1 < h(1+r)+s < 2 por lo cual d)%’(];)(y{)) = (f(y),t1)

para algin 0 < ¢; < 1. Entonces

S/ (2), 1) + 3d(2(@), () < dM (01 (), 65 (uh) <,

lo que implica d(f(z), f(y)) < 6 o d(f*(z), f2(y)) < 6. En cualquier caso, por la
eleccién de 9, se tiene d(f(x), f(y)) < 6. Anédlogamente, es posible mostrar que
d(f*(z), f*(y)) < 0 para cada k € Z; esto es, yo € T'L(z) x [0,1].

Para ver el Item (2), tome yo = (y,s) € Fg(a:) X (A — %,)\ + %) y t € R por lo

tanto:
d" (o7 (2), 077 (o)) < d (817 (2), 007 (w1, N) + A (67 (. V), 617 (o))

= d"((f(@),0).(f () 0) + s = A, (a,7) €10,1] x Z
< (L=a)d(f (@), f () + ad(f (@), [ (Y) + s = A

) b 0
< l-a)taly =y
< (I-a)gtag+g=9
Por consiguiente yg = (y, s) € F?l’f(z, F). |

20



Prueba del Teorema 2.3.4. Veamos la prueba del Item (1), sea § > 0 una constante

de F-expansividad para pu. Para dicho § > 0, existe o > 0 que satisface lo siguiente:
Siy € ¢(_awm(x), entonces d(¢(z), d:(y)) < 2 para cada (z,t) € X x R, (2.11)

Tome y € @(—a,0)(x). Dado que F es regular, por (2.11) y Lema 2.3.5, se sigue
que y € I'Y(z, F); esto es, P(—aa)(®) C I'Y(z, F) para cada € X. Ademés dado
cualquier z € X, la érbita ¢r(x) es un conjunto separable en X. Por tanto, existe
una secuencia {x,} C ¢r(z) densa en ¢g(zr) y por lo cual {¢paa(2n) : n € N}
cubre ¢g(z) lo que implica:

M(CbR(x)) < Zﬂ(gb(fa,a) (zn)) = 0.

neN

De este modo u se anula a lo largo de orbitas.

Ahora probaremos el Item (2). Por la F-expansividad de p, existe un 6 > 0 tal
que para todo elemento en X, y en particular para cada o € Sing(¢), se verifica
M(Ff(a, F)) = 0. Por otro lado, dado h € F N B, escogemos un A > 0 que satisface
|h(t)] < A para cada t € R. Fijado o € Sing(¢), es posible hallar un v > 0 tal que

d(ps(y),00) < d para todo |s| < A, toda vez que d(og,y) < 7.

Entonces, se cumple Blog,7] C F?(ao,]-"); por tanto, u(B[og,7]) = 0. Lo cual
implica que o ¢ supp(u).

Veamos la prueba del Item (3), sea f : X — Y una equivalencia entre los flujos
¢ en X y 1 en Y. Previamente, probaremos la siguiente afirmacién: para cualquier
§ > 0 existe un a > 0 tal que f~1(T%(z,F)) C T9(f~'(2),F), para cada z € Y.
En efecto, sea § > 0. Por compacidad de Y, sabemos que f~! es uniformemente
continua, por tanto, existe un 3 > 0 con la siguiente propiedad d(f~*(z), f~}(w)) <
J toda vez que d(z,w) < f con z,w € Y. Fijemos 0 < a < . Dados z,w € Y tales

que w € I'Y(z, F), existe h € F que satisface:
du(2), Yo (w)) < @, para cada £ € R
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Luego
d(f (Wu(2)), f Wy (w))) < 6, para todo t € R,

y usando la propiedad de equivalencia se tiene d(¢:(f~1(2)), &h(t)(f_l(w))) < ¢ para
cada t € R, donde h = hg-1wy o ho h;_ll(z) y h € F. Sabemos por condicion que
SFS C F, por lo cual h € F y de esta manera f~(w) € T(f~1(z), F).

Continuando con la prueba del Item (3), tome 6 > 0 como la constante de F-
expansividad de p € M(X). Dados z € Y y B un conjunto de Borel tal que
B C I'Y(z,F). Por la afirmacién anterior: f~'(B) C I'?(f~!(z),F), por lo cual,
fi(B) = p(f~Y(B)) = 0; esto es, fuu(T%(z,F)) = 0. Luego f.u es F-expansiva.
La implicacién reciproca es andloga (basta colocar f en lugar de f=1).

Probemos ahora el Item (4). Sin pérdida de generalidad supondremos que 7' > 0.

Para cada 0 > 0 existe un a > 0 tal que

d(¢y(2), de(w)) < § para cada t € [0,T] siempre que z,w € X y d(z,w) < «

Sean z,y € X con y € I'7(x). Dado t € R existe un tinico m € Z que satisface
t € [mT,(m+ 1)T]. Entonces

d(¢¢(2), 9:(y)) = A(bt—mr(Pimr(2)), Pt—mr(Pmr(y))) <6,

puesto que d(¢pr (), dmr(y)) < ayt—mT € [0,T]. Por la condicién de regularidad
de F y Lema 2.3.5 se tiene que y € I'§(z, F); de esta manera 7 (z) C T'Y(x, F) lo
que concluye la prueba.

Para probar el Item (5), supongamos que T/ (1) es F-expansiva para el flujo sus-
pensién ¢/, Tome § € (0, %) una constante de F-expansividad de T4/ (). Usando

el Lema 2.3.6 podemos concluir que para todo = € X, existe una particién del [0, 1);

esto es, existen ¢1, -+, tx() € [0,1) que satisfacien [0,1) = U, ;< ltsi tjr1) ¥
r=k(x) .
P <o c | )
j=1
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donde } es el punto medio de [t;,2;,1). Luego, por la expansividad de T (1), para

cada x € X se tiene:

J=k(z) j=k(z)
1,f .
TVOED Sy SR ETED SESI L IR
1= 5 ) Jj=

Por tanto u es expansiva para f.
Finalmente, veamos el Item (6). Sea p y tome 0 una constante de expansividad y
un 0 satisfaciendo las condiciones del Lema 2.3.6. Entonces, dado z = (x,\) € X/

se verifica
T ()0 (2, F)) = / L AT (p) < / AT () = (T (x)) =0,
o' (2,7) T (2)x[0,1)

por lo cual TH/ (1) es F-expansiva.

2.4 Conjunto de medidas F-expansivas

En adelante estudiaremos el comportamiento topolégico del conjunto de medidas

F-expansivas de ¢. Para motivar ello, haremos las siguientes notaciones:
o Mo (X,6,F)={pne€ M(X): ues F-expansiva para ¢}.
o Myp(X,0) ={p € M(X): useanula a lo largo de las 6rbitas de ¢}.
En principio, por el Teorema 2.3.4, estos conjuntos satisfacen en general:
Meo(X, 0, F) G Mo (X, ¢) & M(X).

Los contenidos estrictos pueden observarse, por ejemplo, considerando el siguiente
flujo: sea a € Q, tome ¢ como la suspensiéon de R donde R(z) = z + a en S'. En-
tonces Mo, (X, ¢, F) =0, T4 (m) € M, (X, ¢) donde m es la medida de Lebesgue
en S' y si d, € M(X) es la medida soportada en {p}, se tiene que 6, & M,y4(X, @).
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Un ejemplo menos artifical para el segundo contenido estricto fue dado por Beck [10],
quien construye un flujo ¢ en el toro T? = S* x S! tal que m ¢ M,,4(X, ¢).

Veamos ahora un caso donde se da la igualdad de la primera inclusion: considere
f X — X un esencialmente N-expansivo homeomorfismo, esto es, F(J; () tiene
cardinal N en X (ver [9]). Entonces, la suspensién ¢! no es un flujo H-expansivo,
pero satisface M, (X, ¢, H) = Mp(X, 0).

Asi, teniendo en cuenta las particularidades de estos conjuntos, a continuacion
analizaremos el comportamiento topolégico de cada uno de ellos. Para dicho fin, es
necesario fijar algunas notaciones.

El conjunto M(X) de todas las medidas de probabilidad Borelianas de X es un
espacio topologico compacto metrizable con la topologia débil estrella definida por
la convergencia débil, esto es, w, — p siy solo si [ ¢du, — [ ¢du para cada
mapeo continuo ¢ : X — R. En adelante, toda aproximacion entre medidas serd
considerada en esta topologia.

Un subconjunto Z de un espacio topoldgico Y se dice Gy si es la interseccion
numerable de conjuntos abiertos en Y y se dice Gy, si es la uniéon contable de
conjuntos Gj.

Con estas nociones podemos mostrar la primera caracterizacion.

Teorema 2.4.1 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X . El conjunto de

medidas que se anulan a lo largo de las orbitas de ¢ es un conjunto Gs de M(X).
Demostracion. Para cada (A, e) € R definimos:
AN e) ={p e M(X) : p(¢d_xn(z)) > ¢ para algin z € X}.

Se sigue que

MoX,0)= () (M0\A (k)

(k,m)ENXN
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Resta, por tanto, probar que A(\, ) es cerrado. Sea pu,, € A(A, ) una secuencia con

la propiedad p,, — u para algin g € M(X). Tome una secuencia x,, € X tal que
€ < pin(P-rn(n)), para cadan € N.

Por la compacidad de X, podemos suponer que x,, — x para algin x € X. Fije
una vecindad compacta K de ¢_»(x). Supongamos que exista una subsecuencia
n; — oo tal que ¢y (7n,) ¢ int(K) para cada j € N. Entonces, es posible
encontrar una secuencia w; € @ (7y,) \ int(K) y asi se obtiene t; € [\, \] de
modo tal que w; = ¢, (). Sin pérdida de generalidad, asumiremos que t; — ¢
y w; — w donde w = ¢(x); por tanto, w € int(K') lo cual es una contradiccién.

Entonces, ¢ (z,) C K para todo n suficientemente grande. Dado que ju, — 1,

obtenemos:
€ < limsup pn(@-xn(2n)) < limsup p, (K) = p(K).
n—00 n—00
Por lo cual, € < pu(¢p-x(x)) v en consecuencia p € A(X, ). [ |

El resultado anterior muestra, en particular, que el conjunto de medidas que se
anulan a lo largo de las 6rbitas de un flujo F-expansivo, es un G5 de M(X). Ademsds,
en este caso se tiene M, (X, ¢, F) = M,u(X, @), por lo que podemos concluir que
M (X, 0, F) es un Gs de M(X). Motivados por esto tltimo, daremos condiciones
suficientes para garantizar que el conjunto de medidas F-expansivas de un flujo

tenga un comportamiento topoldgico definido en M (X).

Teorema 2.4.2 El conjunto de medidas F-expansivas de un flujo en un espacio

métrico compacto X es un Gs, en M(X) en cualquiera de los siguientes casos:
(1) Si F es un subconjunto compacto de H o

(2) Si F =H y el flujo ¢ no tiene singularidades.
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El siguiente resultado es inmediato.

Corolario 2.4.3 5i ¢ es un flujo sin singularidades en un espacio métrico compacto

X, entonces el conjunto de medidas expansivas de ¢ es un Gs, en M(X).

2.4.1 Prueba del Teorema 2.4.2

Con el fin de hacer mas entendible la prueba, previamente mostraremos algunos
resultados y notaciones.

En [38], Thomas realiza una variante de la bola dindmica de un flujo para definir
la nocién de h-expansividad fuerte con la cual prueba que un flujo sin singularidades
es h-expansivo. De este modo, teniendo en mente las ideas de Keynes, Sears y
Thomas introducimos una nueva bola dindmica con interesantes propiedades. Mas
precisamente, dado un flujo ¢ de X, z € X, 6 > 0 y un subconjunto F C H,
definimos la F-dependiente bola dindmica fuerte como:

53 ) = (Y (VU ) @-nioy (Blee(@). 7). (2.12)

r>0y>6 heF |t|<r
Una importante propiedad de esta bola, que veremos mas adelante, es que en ausen-
cia de singularidades, f?(az, F) es un conjunto cerrado para cada € X. Claramente
Ff(az,}") C f?(m,]—') para cada x € X. La proposicién siguiente es una especie de

reciproco para esta afirmacion en el caso no singular.

Lema 2.4.4 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X. Si el flujo ¢ no tiene
singularidades, entonces existe Ty > 0 tal que para cada A satisfaciendo 0 < X\ < T
existe un vy > 0 que verifica la propiedad: d(¢+x(x),z) > v siempre que x,z € X y
d(z,z) < 7.

Demostracion. Ver Lema 1 en [14]. |
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Proposicion 2.4.5 Si el flujo ¢ no tiene singularidades, entonces para cada sub-

conjunto F C H y cada § > 0 eziste un §' € (0,9) tal que
T%(x, F) CT%(x, 1) para cualquier = € X.

Demostracion. Por Lema 2.2.2 Item (1), es suficiente probar el resultado para el
caso F = H. Fije Ty como en el Lema 2.4.4. Dado § > 0, existe un 0 < A\ < T con

la propiedad que:
d(¢e(z), ) < g para cada x € X siempre que [t| < . (2.13)
Por Lema 2.4.4, para este A > 0 existe v > 0 tal que:
d(ox(x),y) > v toda vez que d(z,y) < 7. (2.14)

Considere m € N satisfaciendo § < ym y tome ¢ = > > 0. Dado un z € f?, (x,H),

entonces para cada k € N existe un hy € H verificando:

/

30
d(P¢(), Ony1)(2)) < — Dara cada [t| < k. (2.15)
Se sigue que para cada —k <t < k se tiene:

d(¢hk+1(t)(z)7 ¢hk(t)(z)) < d(¢i(), Cbhk“(t)(z)) + d(¢y(), ¢hk(t)(z)) <3 <.

Por tanto,

d(gbhk“(t)*hk(t)(gbhk(t)(z))’ ¢hk(t)(z)) = d(¢hk+1(t) (Z)> ¢hk(t)(z)) <.

De la relacién (2.14) y de (hg+1—hi)(0) = 0 se obtiene que |hgi1(t) —hi(t)] < A para
todo —k <t < k. Con esto, definimos una funcién A : R — R de modo inductivo.
Defina h = hy en [—1,1]. Sabemos que |ho(1) — hy(1)] < A, por lo cual existe una

hi(1), h(2) = ha(2) v [A(t) — ha(E)] < A
para cada t € [1,2]. A su vez, se tiene |hy(—1) — hi(—1)| < A por lo que existe una

funcién continua h en [1,2] tal que h(1) =

funcién continua (que llamaremos h también) en [—2, —1] tal que h(—1) = hy(—1),
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h(—2) = ha(—2) y |h(t) — hao(t)] < A para cualquier ¢ € [—2,—1]. Continuando
del mismo modo, obtenemos en particular una funcién continua h : R — R tal que
h(0) = 0, esto es, h € H. Afirmamos que este h sirve para la definicién de bola
dinamica. En efecto, tome ¢ € R y suponga por comodidad que t > 0. Analizaremos
dos casos:

Caso 1: t € [0,1].

En este caso, por la desigualdad (2.15) obtenemos que:

4(61(2). 6n0(2)) = d(n@). G0 (2)) < 2o = - <
m
Caso 2: t € [k, k+ 1], para algin k > 1 .

Dado que |h(t) — hg41(t)| < A, por la desigualdad

—~

2.13) se sigue que:

A6n0(2). b1 p0(2) < 5.
y finalmente, por (2.15), se tiene:
d($e(x), Sy () < d(Be(2), Dnyyr6)(2)) + ADnie) (2), Phgy0) (2)) < 375' n g,
De donde
Uu(w) buip(2)) < 5+ 5 <0
As, z € TY(z, H). |

La proposiciéon anterior muestra, en particular, que el estudio de las medidas
expansivas puede ser realizado utilizando la bola dindmica definida en (2.12), lo

cual puede ser deducido directamente del siguiente Corolario.

Corolario 2.4.6 Si el flujo ¢ no tiene singularidades, entonces para cada 6 > 0

existe un ' € (0,9) tal que:
U9z, 1) C D9z, H) C T%(x,H) para todo z € X.

Una relacién mas fuerte es obtenida en el caso que las reparametrizaciones formen

un conjunto compacto.
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Lema 2.4.7 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X y sea 6 > 0. Si F

es un subconjunto compacto de H, entonces
f?(m,}") = T¢(x, F) para cada © € X.

Demostracion. Dado que F?(m,]—“) C f?(w,]—“) para cada x € X, bastard probar
entonces la inclusion reciproca. Considere z € f?(m, F), entonces, para cada r > 0

y v > 0 existe un h € F con la propiedad que:
d(¢¢(x), dnwy(2)) < 7, paracada —r <t <.
En particular, dado m € N, existe h,, € F satisfaciendo:
d(P¢(z), Pnot)(2)) <0+ %, para todo —m <t <m. (2.16)

De la compacidad de F podemos suponer que existe un f € F tal que h,, € By para
cada m € Ny h,, — h para algin h € By N F. Seat € R, existe my € N tal que

—my <t < mgy por (2.16) tenemos:
1
d(6n(z), I (2)) < 6+ . para cualquier m > mo.
m

Haciendo m — oo, obtenemos d(¢y (), dny(2)) < & y por tanto 2z € T§(z, F). W

El siguiente resultado es una variante del Lema 12 en [38].

Lema 2.4.8 Sea ¢ un flujo sin singularidades en un espacio métrico compacto X.
Para cada X\ > 0 suficientemente pequeno, existe € > 0 tal que para cada x,y € X y
para cada intervalo [Ty, Ty conteniendo el origen y todo o € H, se tiene lo siguiente:
st d(p1(2), Pa)(y)) < € para cada t € [T1,T5], entonces |a(t) —t| < A para [t| < 2
en [T1, T3] y |a(t) — t| < |t|A para |t| > 2 en [T, T5].

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que 77 = 0. Fijado

0 < XA < Tp, escogemos v > 0 satisfaciendo la hipoétesis del Lema 2.4.4. Tome
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0 < e < 7 con la propiedad que:
d(¢i(x), ¢i(y)) < v para todo 0 <t < 2 toda vez que d(z,y) < . (2.17)
Sea av € H tal que d(¢y(x), daw)(y)) < € para cada t € [0,2]. Afirmamos que
la(t) — t| < A\ para todo t € [0, 2].

En efecto, en caso contrario existe un ¢y € (0, 2] tal que la funcién continua g(t) =
|a(t) —t| satisface g(tp) = A. Podemos suponer que a(ty) > to. Dado que d(z,y) < ¢
por la condicién (2.17) se tiene que d(¢y,(x), d1,(y)) < 7, v asi, por Lema 2.4.4 se
tiene 7 < d(dy, (), oa(D1,(y))) = APt (%), Pato)—to (D20 (Y))) = APt (%), Par)(y)), 1o

cual contradice la hipédtesis, por lo tanto, de la condicién g(0) = 0, se sigue que
g(t) < X para cada t € [0,2]. Esto prueba la afirmacién hecha.
Para el caso t € [2,4], suponga que d(¢:(), paw)(y)) < €. Entonces, haciendo

u=t-2, se tiene:

d(du(92(2)), Pa(ut2)—a2) (Da@)(¥))) = d(Put2(2), Paqur2)(y)) = d(d:(z), da(r (¥)) < €.

Si definimos G : u € [0,2] — a(u + 2) — a(2) se tiene que G(0) = 0 y también:
d(pu(P2(7)), dau)(Pa@)(y))) < € para todo 0 < u < 2.

Repitiendo el argumento anterior, se obtiene que |G(u) —u| < A para cada u € [0, 2],

entonces para cada t € [2, 4] obtenemos:
A2 |Gt =2) = =2)[=la(t) = a2) =t +2| > |aft) — 1] = [(2) = 2],

y se sigue que |a(t) — t| < 2\. Usando un argumento similar, se puede probar por
induccién que para n > 1 se cumple |a(t) — t| < n), siempre que 2n — 2 <t < 2n.

Finalmente, para cada t > 2 en [0, T,] tenemos que n < t y asf:

a(t) — t| < nh = A <t
¢
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Lema 2.4.9 Sea ¢ un flujo sin singularidades en un espacio métrico compacto X.
Eziste un € > 0 tal que para cada x € X, r > 0 y cada par de secuencias (hy,) en H e
(yn) en X cony, =y, dondey € X, se tiene lo siguiente: si d(¢i(x), dn, 1) (yn)) < €

para todo (n,t) € Nx[—r,r|, entonces para cada § > 0 existe un M € N satisfaciendo
APty (Yn)s Phty(y)) < 6 para cualquier —r <t <r yn > M.

Demostracion. Dado 0 < A < Ty podemos escoger € > 0 satisfaciendo el Lema 2.4.8
con respecto de A. Si el resultado no es cierto, entonces existen las secuencias (v, ),

(hn,) v (tx) con la propiedad que —r <t <ry

d(thnk(tk)(ynk)’ gbhnk(tk)(y)) > 5 para tOdO k € N (2]‘8)

Por el Lema 2.4.8 para cada k € N tenemos:
‘hnk(tk> — tk’ < 2X\ max{|tk], 1}

Dado que —r < t; < r, existen a,,b, € R tales que a, < h,, (t;) < b, para cada
k € N. Asi, podemos asumir que hy, (tx) — to donde ¢y € [a,, b,], por consiguiente,

haciendo k — oo en (2.18) obtenemos una contradiccion. [ |

A continuacién exploraremos las propiedades topoldgicas de la bola dinamica
introducida en (2.12). Para esto necesitamos tener en mente algunas nociones de
convergencia sobre mapeos multivaluados.

Denote por 2X el conjunto de todos los subconjuntos compactos de X dotado
con la distancia de Hausdorff dp [24]. Con esta métrica, el espacio (2X,dy) es
compacto. Un mapeo multivaluado ¥ : X — 2X se dice semicontinuo superior si
para cada x € X y cualquier abierto V' C X conteniendo ¥(z), existe una vecindad
U de z en X tal que V contiene ¥(w) para todo w € U. Por ejemplo, en S? el mapeo
multivaluado = — Bz, 1] es semicontinuo superior.

Con estas nociones podemos enunciar el siguiente resultado.
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Lema 2.4.10 Si el flujo ¢ no tiene singularidades, entonces existe un 69 > 0 tal

que las siguientes propiedades se tienen para cada F C H y todo 6 € (0,0d):
1. Para cada x € X la F-dependiente bola dindmica fuerte, f?(m, F), es compacta.

2. El mapeo multivaluado

o: X — 25(
r f?(x,f),

es Semicontinuo Superior.

Demostracion. Escoga 0y > 0 satisfaciendo el Lema 2.4.9. Sea 0 < § < dy. para
probar el Item (1) es suficiente probar que para cada x € X y cadar > 0, el conjunto

M5 BY[w,7, F| es cerrado en X, donde:

BY[x,7,F] = | J{z € X 1 d(¢(2), ¢n()(2)) <7,V 0 < s <1}, Vo € X,
heF

Fije (r,x) € Ry x X. Sea (y,) cualquier secuencia en m7>5 B?[z,~, F] y asuma que
Y, converge hacia y en X. Dado v > 0 tal que 6 < v < Jp tome 5 € (4,7). Entonces,

existe una secuencia (h,) en F con la siguiente propiedad:

d(o¢(x), on, 1) (yn)) < B para cada [t| < 7. (2.19)

Dado que v — 8 > 0, usando el Lema 2.4.9, existe un M € N satisfaciendo

d(Dn,t)(Yn)s Py (y)) < v — B para cualquier [t| <ryn > M. (2.20)

Luego, por (2.19) y (2.20) para cada —r <t <r y n > M tenemos:

d(¢t($)7 ¢hn(t) (y)) < d(gbt(x), Qbhn(t) (yn)) + d(¢hn(t)(yn)a Qbhn(t) (y)) <.

Entonces y € B?[x, v, F] y dado que v > § fue escogido arbitrariamente, el resultado

se sigue.

32



Probemos ahora el Item (2), notemos inicialmente que por el Item (1) el mapeo

multivaluado:
o: X — 2§

T f?(m,}— ),
estd bien definido. Fije x € X. Si ® no es semicontinua superior en x, entonces
existe una vecindad abierta V' de ®(z) y una secuencia x, convergiendo para x
tal que ®(z,) ¢ V para cada n € N, por lo cual, podemos seleccionar una nueva
secuencia z, € ®(z,)\V = f?(zn, F)\V. Dadom € Ny r > 0, existe una secuencia

gn € F que satisface:
1
d(d¢(n), gty (2n)) < 0 + 3, bara cada [t| < 7. (2.21)

Por compacidad podemos asumir que z,, — 2z para algin z € X y como V' es abierto

se tiene, en consecuencia, que z ¢ V. Por otro lado, existe un K € N tal que
1
d(p(), Ppr(x)) < 3, bara cada [t| <ryn> K. (2.22)
m
Entonces por (2.21) y (2.22) para cada —r <t < r y n > K obtenemos:

d(¢e(), Gg,(t)(2n)) < d(P(x), dr(wn)) + d(Pr(2n), dg,)(2n)) <0 + 3% (2.23)

Si m es escogido de tal modo que satisfaga d + % < dg, entonces por el Lema 2.4.9,

existe un M € N verificando:
1
d(Pg, (1) (2n), bgv)(2)) < 3 para cualquier [t| <7y n > M. (2.24)
m

Luego de (2.23) y (2.24) resulta que para —r < ¢t < r y j € N suficientemente
grande:

d(¢u(), ¢9j(t)(z)) < d(¢(), ¢gj(t)(zj)) + d<¢gj(t)(zj)7 ¢gj(t)(z)) <o+ %

De donde se sigue que z € ®(x) = f?(x,}") C V, por tanto, z € V; lo cual es una

contradiccion. [ |
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Prueba del Teorema 2.4.2. Para cada 6, > 0 definimos el conjunto:
C(0,e, F)={pe M(X): ,u(f?(x,}_)) > ¢ para algin x € X}.

Lo cual implica la siguiente equivalencia para el conjunto de medidas expansivas con
la bola dinamica fuerte:

v -0 (e (1)

n=1m=1

La estrategia serd la siguiente: probaremos que el conjunto C(d, e, F) es cerrado en
M(X) para cada 0, > 0, con lo cual Mvex(X, ¢, F) se torna un subconjunto Gy, de
M(X). Con ello, haciendo uso de los casos para el sistema (X, ¢, F), obtendremos
el resultado deseado.

Para probar que C(d, ¢, F) es cerrado, tome una secuencia p, € C(6,¢,F) tal que

iy, — o para algin p € M(X). Luego escoja una secuencia x,, € X tal que:
~ .
e < pn (5 (zy,, F)), para cualquier n € N.

Por la compacidad, podemos suponer que z, — x para algin x € X. Fije una
vecindad compacta K de ff(m, F).

Afirmamos que existe un N € N con la siguiente propiedad:
f?(wn,F) C int(K) para todo n > N.

Probaremos esta afirmacion en los dos casos:
Caso 1: F es un subconjunto compacto de H.

Supongamos que existe una subsecuencia ny — oo con la propiedad:
T¢(x,,, F) ¢ int(K) para todo k € N.

Entonces, podemos escoger una secuencia zj, € f?(:cnk,}" )\ int(K) y asi para cada
(v,7) € Ry, por definicién de bola dindmica fuerte, obtenemos una secuencia gy, € F
tal que:

A(Ge(Tpy, ), Ggvy(2)) < 0+, para cada t € [—r,7]. (2.25)
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Dado que F es compacto, podemos asumir que z — 2 y g — ¢ para algin z € X
y algin g € F. Como int(K) es abierto, entonces z ¢ int(K). Haciendo k — oo en

(2.25) se obtiene que:
d(¢e(), Py (2)) < 0+ 1.

Por consiguiente, se tiene que z € f?(m,]—"), por lo cual z € int(K), lo cual es una
contradiccion.

Caso 2: El flujo ¢ no tiene singularidades y F = H.

En este caso, por el Item (2) del Lema 2.4.10, el mapeo ® es semicontinuo superior,
en consecuencia, se tiene que ®(z,) C K para n suficientemente grande, lo cual
prueba la afirmacién hecha.

Por consiguiente, en ambos casos, tenemos que f?(xn, F) C int(K) para n grande.
Ademas, de la convergencia p,, — 1 obtenemos:

e < limsup ,un(f?(a:n,}")) < limsup 1, (K) < u(K).

T—r00 T—00

Entonces ¢ < ,u(ff(:z:,}")), de donde se sigue que C(d,¢, F) es cerrado en M(X)
para cualesquier (4,¢) € R%, por tanto, Mvem(X, ¢, F) es un subconjunto Gs,, pero
por Corolario 2.4.6 y el Lema 2.4.7 se tiene que Mex(X, ¢, F) = Meo(X, ¢, F) en

los casos analizados. Lo cual finaliza la prueba del Teorema. ]

2.4.2 Aproximacién por medidas de soporte constante

Ahora veremos algunos resultados de aproximacién en el caso que el conjunto de me-
didas F-expansivas sea un subconjunto de Baire, por lo cual, daremos previamente
algunos conceptos topoldgicos usuales.

Un subconjunto Z de Y se dice nunca denso en Y si la clausura de Z en Y tiene
interior vacio en Y, y se dice magro si es una unién numerable de conjuntos nunca
densos en Y. Un espacio topologico Y es un espacio de Baire si la interseccion de

una familia contable de abiertos y densos en Y es denso en Y. Un conjunto A C Y es
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un subconjunto de Baire de 'Y si A es un espacio de Baire con respecto a la topologia
inducida por Y.
El siguiente concepto es una generalizacion de la definicién del centro medible-

ezpansivo, definida recientemente en [31].

Definicién 2.4.11 El centro medible F-expansivo de un flujo ¢, que denotaremos

por E(¢,F), es la union de los soportes de todas las medidas F-expansivas de ¢.

En muchos casos es posible tener que F(¢, F) = X, por ejemplo si X es una
variedad riemanniana compacta y ¢ es un flujo expansivo sin singularidades, la
medida de Lebesgue m en X tiene soporte total, esto es supp(m) = X, y ademas es
expansiva. También es posible mostrar flujos en los cuales E(¢, F) es un subconjunto
propio de X: considere el flujo ¢ : R xID; — Dy definido en el disco unitario complejo
D; de la siguiente manera: ¢(t,z) = ze*™. Entonces para cada § > 0, se tiene
B(0,6)  I'Y(0,B), por tanto, para cualquier medida B-expansiva p se tiene 0 ¢
supp(u), por lo tanto, 0 ¢ E(¢, B).

Lo anterior no es mas que un caso particular del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.1 Si el conjunto FNB es no vacio, entonces toda medida F-expansiva,
por el Teorema 2.3.4, no contiene singularidades del flujo en su soporte, con lo cual

E(¢,F)NSing(¢) = 0.

Con esta definicién, podemos obtener el siguiente resultado que generaliza uno de

los resultados de aproximacién de [31].

Teorema 2.4.12 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X y sea F C H.
Suponga que el conjunto de medidas F-expansivas forma un subconjunto de Baire
en M(X), entonces el conjunto de medidas F-expansivas es no vacio si y solo si
cada medida F-expansiva puede ser aproximada por una medida F-expansiva cuyo

soporte es igual al centro medible F-expansivo de ¢.
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Demostracion. Notemos que basta probar la suficiencia, para ello, supongamos
que el conjunto M., (X, ¢, F) es no vacio y de Baire. Entonces, haciendo uso del
Corolario 1 pag. 71 en [24], el conjunto de discontinuidades D del mapeo multival-
uado ¥ : M. (X, ¢, F) — 2X definido por ¥(u) = supp(i) es un conjunto magro
en M.,(X,¢,F), de este modo, el conjunto R = M_,(X,¢,F)\ D es denso en
Mo (X, 0, F). Dado p € Ry v € Me(X, ¢, F), definamos una medida pu, con la

siguiente propiedad:
fin = (1 — L)p + Lv para cualquier n € N.

Entonces p, € M.(X, ¢, F) para cada n € Ny p, — pu cuando n — oco. Como
i & D, U es continua en p y de esta manera la secuencia ¥ (u,,) = supp(u) Usupp(v)
converge para W(u) = supp(u). Por lo tanto, supp(v) C supp(p) y se sigue que
E(¢,F) = supp(p). Asi, existe un subconjunto denso R de M., (X, ¢, F) cuyos
soportes son todos iguales a E(¢, F). |

Corolario 2.4.13 Supongamos que el conjunto de medidas F-expansivas forma un
congunto de Baire en M(X), entonces las medidas F-expansivas son densas en

M(X) siy solo si las medidas F-expansivas con soporte total son densas en M(X).

Demostracion. Nuevamente basta probar la suficiencia. Supongamos que el conjunto
de medidas F-expansivas M., (X, ¢, F) es denso en M(X). Usando un argumento
similar al del Lema 5 en [31], obtenemos E(¢, F) = X. Por Teorema 2.4.12 existe
un conjunto R denso en M., (X, ¢, F) tal que supp(u) = E(¢,F) = X para cada
i € R. Por consiguiente, usando la condicién sobre M., (X, ¢, F), podemos concluir

que R es denso en M(X). |

Corolario 2.4.14 §ilas medidas F-expansivas forman un subconjunto Baire y denso

en M(X), entonces X no tiene puntos aislados.
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Capitulo 3

Puntos F-sombreables

En este capitulo, presentamos las nociones introducidas recientemente en el trabajo

intitulado Shadowable points for flows (ver [5]).

3.1 Puntos F-sombreables

Como en el capitulo anterior (X,d) denota un espacio métrico compacto. Con la
finalidad de motivar la principal definicién de esta seccién veremos, inicialmente, la
nocion de puntos sombreables para sistemas dinamicos discretos introducidos recien-
temente por Morales en [30].

Sea f: X — X un homeomorfismo. Dado § > 0, diremos que una bi-secuencia
(n)nez €s una d-pseudo Orbita que pasa a través del punto p € X, si zp = p y para

cada entero n se verifica que d(f(x,), Tpy1) < 0.

Definicién 3.1.1 Se dice que p € X es sombreable si para cada € > 0 existe un
d > 0 tal que para cualquier d-pseudo orbita (T,)nez que pasa a través de p, existe

un punto q € X tal que d(f"(q), x,) < € para todo n € Z.

A su vez, el conjunto de puntos sombreables de f es denotado por Sh(f) y se

prueba en [30], entre otras propiedades, que f tiene la POTP si y solo si Sh(f) = X.
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Por otro lado, sabemos que la POTP para flujos hace uso de reparametrizaciones,
por tanto, combinando la nocién de puntos sombreables para homeomorfismos y la
restriccion a subconjuntos F del conjunto de reparametrizaciones H, obtenemos las
siguientes nociones que extienden la propiedad de sombreamiento para flujos.

Sea ¢ un flujo en X. Dado F un subconjunto de H y los nimeros positivos 6§, T
y €, diremos que una (0, T')-pseudo orbita (x;, t;);cz de ¢ pasa a través de p toda
vez que xo = p, y diremos que es (F, €)-sombreable si existe un elemento y € X y

una funcién h € F que satisface d(zgxt, ¢p4)(y)) < €, para cada t € R.

Definicién 3.1.2 Un flujo ¢ tiene la F-POTP si para cada € > 0 existe un 6 > 0
tal que toda (0, 1)-pseudo orbita es (F, €)-sombreable.

La version puntual de esta nocién es la siguiente.

Definicién 3.1.3 Diremos que un elemento p € X es F-sombreable si para cada
e > 0 existe un & > 0 tal que toda (9, 1)-pseudo drbita que pasa a través de p es

(F, €)-sombreable.

Denotaremos con Sh(¢,F) al conjunto de puntos F-sombreables de ¢ en X.

Ahora, daremos algunos ejemplos relacionados con esta nocion.

Ejemplo 3.1.1 Si ¢ es un flujo en X que tiene la F-POTP entonces trivialmente

Sh(¢, F) = X; es mas, la implicacién reciproca también es cierta (Teorema 3.2.1).

Por una isometria en X entenderemos un homeomorfismo f : X — X tal que

d(f(x), f(y)) = d(x,y) para cualesquier z,y € X.

Ejemplo 3.1.2 Si f : X — X es unaisometria en X donde X tiene una componente
conexa no trivial y un punto aislado que es fijo para f, entonces f no satisface la
POTP, por lo cual, haciendo uso del Teorema 2 en [36] el flujo suspensién ¢/
no admite S-POTP en X'/. Sin embargo, si p € X es punto fijo de f, entonces
(p,0) € X'/ es S-sombreable ya que su 6rbita es periédica y aislada.
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Ejemplo 3.1.3 Siun flujo ¢ no tiene singularidades en X y Sh(¢, F) # (), entonces
F ¢ B; en efecto, sea p € Sh(¢, F) por Teorema 3 en [14] para un A > 0 suficiente-
mente pequeno, existen £y > 0y 7, > 0 tales que si (x;, t;);cz es una (4, 1)-pseudo
6rbita que pasa a través de p, donde § > 0 es la constante correspondiente a &y,
Tiy1 = ¢y, (2;), y existen h € Fy z € X con d(x xt, ¢pp)(2)) < € para cada t € R,
entonces h(t + \) — h(t) > 7, para todo t € R. Por lo cual h ¢ B.

El siguiente resultado muestra en particular que existen flujos con finitos puntos

sombreables.

Proposicion 3.1.4 Si ¢ es un flujo F-expansivo en X donde F N B # 0, entonces
Sh(¢, F) = Sing(¢) toda vez que Idg ¢ F.

Demostracion. Note que de F N B # () se sigue que las singularidades son aisladas.
Por el Lema 2.4.4 para A > 0 pequeno tal que A < c?(IdR, F) existe un vy > 0 con la
propiedad que d(¢4x(z), y) > 7 siempre que z,y € X \ Sing(¢) y d(z, y) <. Por

otro lado, existe un € > 0 tal que:

Siy € ¢_c,o)(x), entonces d(¢(x), ¢¢(y)) < %, V(z, t) € (X \ Sing(¢)) xR. (3.1)

Fije un z € Sh(¢, F) \ Sing(¢) y tome gy > 0 tal que 9 < min{3, o} donde ¢, es
la constante de F-expansividad de ¢ para tal € > 0. A su vez, existe un ¢ > 0 tal
que cada (0, 1)-pseudo drbita que pasa a través de = puede ser (F, gy)-sombreable.
Sea (x;, t;)iez una (9, 1)-pseudo 6rbita para ¢ tal que z;41 = ¢y, (z;) y xo = x, por

tanto, existen h € Fy z € X \ Sing(¢) satisfaciendo:

d(x *t, dpe(2)) = d(de(z), drwy(2)) < €0, para cadat € R.

De la expansividad, existe s € (—¢, €) tal que z = ¢s(x). Entonces, por (3.1) para

cada t € R se tiene:

d(de(2), dnw)(2)) < d(dr(2), ¢u(x)) + d(e(2), dnwy(2)) <7,
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de donde d(¢¢(2), Prw—¢(d:(2))) < v para cualquier t € R. Luego, d(Idg,h) < A
por la hipdtesis sobre 7, lo cual es una contradiccion. Asi, Sh(¢, F) C Sing(¢). La

otra inclusién es trivial. [ |

3.2 Propiedades

A continuacién listaremos una serie de propiedades de los puntos sombreables.

Teorema 3.2.1 Dado un subconjunto F C H y un flujo ¢ en un espacio métrico
compacto (X, d), el conjunto de puntos F-sombreables de ¢ satisface las siguientes

propiedades:
(1) Sh(¢, F) es invariante.
(2) Sh(¢, F) = Sh(¢, F)
(3) El flujo ¢ tiene F-POTP si y solo si Sh(¢, F) = X.
(4) Si CR(¢) C Sh($,S), entonces CR(¢) = ().

(5) Si ¢ is expansivo y CR(p) C Sh(p,S), entonces CR(p) = Per(¢).

(6) Si f es una equivalencia entre ¢ y 1, entonces f(Sh(¢,F)) = Sh(y, F) toda
vez que SFS C F.

(7) Si f es un homeomorfismo en X y 7 : X — (0,400) es una funcién continua,

entonces Sh(¢™ S) = (Sh(f) x [0,1])/ ~ .

Antes de realizar la prueba de estas propiedades, mostraremos algunos ejemplos
relacionados al Teorema 3.2.1.

Recordemos que un flujo ¢ en X se dice isométrico si se verifica d(¢;(x), ¢:(y)) =
d(z, y) para cada z, y € X y todo t € R, a su vez, ¢ se llama minimal si todas sus

orbitas son densas en X.
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Ejemplo 3.2.1 Si ¢ y ¢ son flujos continuos en X y F C H, entonces no siempre
se tiene la siguiente inclusién Sh(¢, F) x Sh(y, F) C Sh(¢ x ¥, F), en este caso
(6 x )1, (z,w)) = (¢(t,2),9(t,w)); en efecto, basta considerar ¢(t,z) = >z,
definido en el circulo unitario S!, el cual tiene la S-POTP. Luego Sh(¢, S) = S! por
el Item (3) del Teorema 3.2.1. En caso la inclusion referida sea cierta, obtenemos
que Sh(¢ x ¢, S) = St x St; entonces, por el Item (3), el flujo ¢ x ¢ debe satisfacer
la S-POTP. Sin embargo, esto no es posible dado que este flujo es isométrico pero

no minimal, ver [22].

Ejemplo 3.2.2 Todo flujo isométrico en X con una componente conexa no trivial
no tiene la {Idg }-POTP. En efecto, sean a,b € X diferentes y tales que para cada
d > 0 existe una cadena de puntos zy = a,..., 2, = b que satisface d(zx41,2x) < 0

para todo k =0,...,n— 1. (a y b estdn es la misma componente en X). Sea

or(b), k> n.

Entonces, (xg, 1)rez es una (4, 1)-pseudo 6rbita, dado que para cada k =0,...,n—1
se tiene d(oy, (xk), Ter1) = d(P14x(2k), P14x(26+1)) = d(2k, zk41) < d y para otros
valores de k se tiene zx11 = ¢1(zx). Supongamos que a € Sh(¢,Idg), luego para
e = d(a,b)/3, existe un x satisfaciendo d(a xt,¢;(z)) < e para todo t. Entonces
d(z,a) < ey d(pnt1(b), Pni1(x)) = d(x,b) < €, luego d(a,b) < 2¢ lo cual es una
contradiccién; por consiguiente, Sh(¢p,Idg) # X y por el Item (3) el flujo no satisface
la {Idg }-POTP.

Ejemplo 3.2.3 Sea C' el conjunto ternario de Cantor usual en [0, 1] y considere
X = C UL, 2] con la métrica usual de R. El Ejemplo 2.1 en [30] muestra que
Sh(ldx) = C\ {1}, por tanto, usando el Item (7) del Teorema 3.2.1 se tiene que
Sh(¢™/, 8) = (C'\ {1}) x [0,1]/ ~ el cual es un subconjunto propio de X1/,
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3.2.1 Prueba del Teorema 3.2.1

Previamente introduciremos algunas nociones auxiliares. Diremos que una secuencia
(Tn, tn)nez en X x R atraviesa al subconjunto K C X si g € K (ver [30]). Con
esto en mente, decimos que un flujo ¢ en X tiene la F-POTP a través de K con
respecto al pardametro T' > 0, si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que cada (§, T')-pseudo
érbita que atraviesa K puede ser (F,e)-sombreada. A su vez, diremos que ¢ tiene
F-POTP a través de K si la tiene con respecto al parametro 7' = 1.

En caso que K = X esta nocién coincide con la clasica F-POTP. Note que no
requerimos que la (0, 1)-pseudo 6rbita esté enteramente contenida en K.

Una secuencia de pares (z;, t;)icz es una (6, 11, Ts)-pseudo orbita de ¢ toda vez
que es (0, T1)-pseudo 6rbita de ¢ y ademads satisface t; < Ty, para cada i € Z.

Estas nociones nos permiten enunciar el siguiente resultado que serd de gran

utilidad y que es una variante de los resultados en [36].

Lema 3.2.2 Sean a > 0, K C X, F C H y ¢ un flujo en un espacio métrico

compacto X . Entonces, los siguientes resultados son equivalentes:

(1) Para todo € > 0 existe § > 0 tal que cada (0, a,2a)-pseudo drbita que atraviesa

K es (F,e)-sombreada por una drbita de ¢.
(2) El flujo ¢ tiene la F-POTP a través de K con respecto al pardmetro a.

(3) El flujo ¢ tiene la F-POTP a través de K.

Demostracion. Claramente (2) implica (1). Para ver que (1) implica (2), suponga
que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que cada (0, a,2a)-pseudo 6rbita que
atraviesa K es (F,e)-sombreada por una 6rbita de ¢. Sea (x;,t;);cz cualquier (0, a)-

pseudo orbita de ¢ pasando a través de K. Para cada n € Z, existe un m,, € N

m

"nez la secuencia de sumas

que satisface t, = m,a + r,, donde a < r, < 2a. Sea (s

asociada a m = (my,)nez. Denote A, = s + n para cualquier n € Z y considere la
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secuencia (1;)iez en X tal que y; = @qi—a,)(@n) si A, < i < Apyq. Luego, defina
una nueva secuencia A = (\;);ez de nimeros reales del siguiente modo: para cada

1 € 7, considere
\ — a si A, <i< A, —1,
.=
rn st i=A, 1 — 1.
Afirmamos que (y;, A;)iez es una (6, a,2a)-pseudo 6rbita de ¢ que atraviesa K; en
efecto, fijado ¢ € Z note que a < \; < 2a y tome n € Z satisfaciendo A,, <1 < A,41.

Tenemos dos casos para analizar:

Caso 1: i < A,41 — 1, entonces

d(Dx, (Vi) Yir1) = d(Da(Pa(i-—a,)(Tn)), Pa(is1-4,)(Tn)) = 0.

Caso 2: i = A,41 — 1. Con esta condicion y teniendo en mente que A, 1 — A, =

sy — syt +1=m, + 1, obtenemos:

d<¢)\l (yz)a yi+1) = d(¢rn (¢a(An+1—1—An)(xn))> xn+1) = d(¢rn ((bamn (xn>>7 xn+1)
= d(¢r,(Tn), Tny1) < 0.

Lo cual prueba la afirmacion. Entonces, por hipodtesis, existen z € X y h € F tales
que d(¢,— (yn), O (2)) < € donde sp < r < sy, y (s7) es la secuencia de sumas
asociada a la secuencia A = (\;);ez. Sean w € Ry n € Z tales que s/, < w < s}, 4,

A

donde (s},) es la secuencia de sumas asociada a t = (t;)cz. Dado que s}, = s} ,

A A A - :
entonces s < w < Sy . = S 4m. 41, PO lo cual, existe un 0 < j < m, tal que

sﬁnﬂ- <w< sﬁnﬂﬂ y en consecuencia:
€ > d(¢wfsﬁn+j (yAn+j)7 ¢h(w) (Z)) = d(¢w*8% <¢S%7‘9zn+j (yAn+j)>7 ¢h(w) (Z))

= d(gbw—SZ (gbs;ﬁl—si‘nﬂ (¢aj (mn»)» gbh(“’) (2))
= d(bust,(Tn), D) (2))-

Lo que implica que ¢ tiene la F-POTP a través de K con respecto al parametro a.

Ahora veamos que (2) implica (3). Sin pérdida de generalidad podemos asumir que
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a > 1. Fije m € N tal que m > a. Dado € > 0 escoga un § > 0 satisfaciendo las

siguientes condiciones:

(1) Cada (6, a)-pseudo érbita que atraviesa K es (F, §)-sombreable.

(2) Para cada 0 <t < 2m se tiene d(¢;(x), ¢:(y)) < &, siempre que d(z,y) < 4.

Sea 0 < ¢ < §/my tome 0 < f < ¢ tal que d(x,y) < B implica d(¢¢(x), pi(y)) < '
para todo 0 < t < 2m. Sea (x,,t,)nez una (3, 1)-pseudo 6rbita de ¢ que atraviesa
K y que satisface 1 < ¢, < 2 para todo n € Z. Considere la secuencia de pares
(Tim, \i)iez donde \; = Zj o tﬁzm para cada i € Z y denote \;(k) = Z;n:_kl tivim

para 0 < k < m. Entonces:

(Qb)\ (xzm z+1)m Z QbA (r) ¢tzm+r 1<xzm+r 1))7 (b)\i(r) (xim—l-'r)) S m5/ < 57

puesto que a < \; < 2m; por consiguiente, (Zin, \;)icz €s una (9, a)-pseudo orbita
de ¢ que atraviesa K. Luego, por condicion, existen z € X y h € F tales que
d(Dr—sx (Tm), nwy(2)) < 5 donde sp < ¢ < 53, Ademds, si para 0 < k < m uno

denota st (r) = Zj:; t; se obtiene:

k
(¢s xO Z ¢sk (r) ¢tr 1 377« 1)),(?32(7«)(3%)) < kd' <0,
Por lo cual, para s}, <t < s}, se verifica:

d(Pr—st (T), Pn(r) (2)) < d(Dp—st (Tk), Pt (Dt (0))) + d(Pe(20), Py (2)) < e

Cuando m < k < 2m, es posible realizar un anélisis similar. De esta manera se
obtiene que la érbita (¢:(z))ier (F,€)-sombrea a la (5,1, 2)-pseudo érbita de ¢ que
atraviesa K. Aplicando la equivalencia entre (1) y (2) podemos conluir que es posible
(F,e)-sombrear toda (3, 1)-pseudo 6rbita de ¢ que atraviesa K. De forma andloga,

se muestra que (3) implica (2). Esto finaliza la prueba. [
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Notemos que si un flujo tiene la F-POTP a través de K entonces, naturalmente,
cada punto de K es F-sombreable. Lo reciproco también es cierto en el caso que K

sea compacto.

Lema 3.2.3 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X. Si todo punto del
subconjunto compacto K de X es F-sombreable, entonces ¢ tiene la F-POTP a

través de K.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que exista un subconjunto compacto
y no vacio K tal que cada punto de K es F-sombreable pero el flujo no tiene la
F-POTP a través de K. Entonces, usando el Lema anterior, existen € > 0 y una
secuencia (&%) ren = (&5, tF)ez de (3, 1, 2)-pseudo drbitas que atraviesan K que no
pueden ser (F,2¢)-sombreadas. Como K y [1, 2] son compactos, podemos asumir
que £§ — p para algtin p € K y tf — ty para algiin ¢, € [1, 2]. Sabemos que p es
F-sombreable, en consecuencia para el mencionado &, es posible escoger § > 0 prove-
niente del F-sombreamiento de p satisfaciendo ¢ < £. Como ®ljo,2]xx es uniforme-
mente continuo, podemos asumir que § también satisface que si d((¢, z), (s,y)) <o

entonces d(¢y(), ¢s(y)) < 5 para cada 0 < s,¢ < 2. Ahora, consideramos las

siguientes secuencias & = (éﬁ, ) ez

é (&ns th), sin#0,
(pv tO)a sin = 0.

Claramente, estas secuencias atraviesan K. Ademaés,

d(qbt’ri(éﬁ)’ §7§+1>’ s1n 7é 0, -1,
(03 (€5), €)= S d(6u (p), €%),  sin=0,

d(gbt’il(g{{% p)a sin = _17
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por lo cual obtenemos las siguientes desigualdades:

, sin#£0, —1,

=

A0 (€): nan) < d(@u(p), S5(E) + 4. sin=0,
d(

&k, p)+%, sin=—1.

Usando la continuidad de ¢ y la convergencia (&5, t5) — (&, p) concluimos que (£F)
es una (9, 1, 2)-pseudo érbita para k suficientemente grande; en consecuencia, para
un tal £k se sigue que existen z € X y h € F tales que d(p xt, ¢pp)(7x)) < € para

todo t € R. Por otro lado, dadas las secuencias (t*)rez y (t¥)rez denotaremos:

(i1
fo 1> 0,
=0
$F=140 i=0,
1
w
\ J=i
y
(i1
th 1> 0,
=0
si =140 i=0,
1
k .
\ J=i

Tenemos tres posibles casos a ser analizados: t& < & | th = & y tk > t£. Note que
en cualquier caso se verifica |s¥ — 3¥| = |tk — k| para todo i € Z. Consideraremos
tinicamente el caso tf < tf siendo los otros de andlogo procedimiento. Entonces
st < &% para cada i € Z. Considere t € R e i € Z tales que s} <t < s, ;. Como no

sabemos la ubicacién de §F, analizaremos cada caso por separado:
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Caso 1: si 8F <t < ¥ |, en particular 8¥ <t < &, de este modo:

d((bt—sf (ézk:)? ¢h(t)(xk)) d<¢t—sf(£ ) ¢t s (5 )) + d(¢t s <£zk)7 ¢h(t) (.fk))

€
— <2
3+5 e.

Caso 2: si s¥ <t < 5% nuevamente en particular, 8¢ | <t < 8% por tanto:

(B, (&), dnoy(zn) < (g (€F), drogr (E51)) + (g (E51), by (n)
<A@y (€F), &) + d(EF, o (E50)) + (S (E51), 6, g1 (E51) +2

€
=2
3+3+3+5 £,

luego, en cualquier caso, d(¢,_ (& "), dny(zr)) < 2¢ para cualquier s <t < sF,

Esto muestra que £* puede ser (F,2¢)-sombreado, lo cual es una contradiccién. W

Lema 3.2.4 Dado un flujo ¢ es un espacio métrico compacto (X, d), entonces

Sh(¢, F) es invariante; por tanto, si es no vacio es union de orbitas de ¢.

Demostracion. Sea x un punto F-sombreable de X. Dados e > 0y s € R por la
continuidad uniforme de ¢g, podemos escoger un 0 < &' < ¢ tal que d(z, y) < ¢
implique d(¢s(z), ¢s(y)) < e. Para &', sea 6 > 0 tal que cualquier (9, 1)-pseudo
6rbita que pasa por x puede ser (F,e’)-sombreada. Similarmente, podemos escoger
un ¢’ > 0 con la propiedad que d(¢_s(x), ¢_s(y)) < § siempre que d(zx, y) < ¢'.
Tome ahora (x;, t;)icz una (¢, 1)-pseudo érbita pasando por ¢s(z). Dado que

d(¢y,(x;), i41) < ¢ se tiene por la eleccion de &' que:

d(p—s(b1,(20)), O—s(Tiv1)) = (@, (D—s(:)), d—s(wit1)) <6,

en consecuencia (¢_s(z;),t;)icz es una (9, 1)-pseudo érbita que pasa por z. Luego,
existen h € F ey € X tales que d(x * t,¢pu)(y)) < €, para cualquier t € R,
esto es, d(di—s,(D—s(x:)), dnwy(y)) < € toda vez que s; <t < s;41, lo que implica
d(Pr—s;(x:), dry(¢s(y))) < € para cada t € R. Asi, cada (¢, 1)-pseudo drbita que

pasa por ¢4(x) puede ser (F,e)-sombreada en X. Lo cual completa la prueba. B
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Lema 3.2.5 Si ¢ es un flujo en un espacio métrico compacto X, entonces se verifica

la siguiente inclusion: Sh(p,S) N CR(¢) C Q).

Demostracion. Sea p € Sh(¢,S) N CR(¢) y € > 0 un nimero positivo, en conse-
cuencia, existe un ¢ > 0 del S-sombreamiento en p. Como p es también recurrente
por cadenas, existe una (8, 1)-cadena (x;, ;)% tal que p = x¢ = x;,. Luego si para
cada entero n hacemos xy,; = x;, tgnrs = t; para cada 0 < 7 < k, obtenemos que
(x;, ti)icz es una (9, 1)-pseudo érbita de ¢ y de este modo existen y € X y g € S
tales que d(pxt, ¢4 (y)) < € para todo t € R. Note que y € Bp, €] ya que g(0) = 0.

Si para cada j > 0 hacemos m; = j Z?:_ol t;, entonces:

d(x> ¢g(mj)(y)) - d(x * My, ¢g(mj)<y)>

<e Vj=>0.

Ademas, como m; > jk para cada j > 0 entonces m; — oo (j — 00); por lo cual,

g(m;) — oo. Por lo tanto z € Q(¢). |

Lema 3.2.6 Si ¢ es un flujo expansivo en un espacio métrico compacto X, entonces

se verifica la siguiente inclusion: CR(¢p) N Sh(p,S) C Per(¢).

Demostracion. Si pérdida de generalidad, por la expansividad, podemos asumir que
el flujo no tiene singularidades. Sea x € CR(¢) N Sh(¢,S) y € € (0,1). Podemos
considerar también que e satisface el Lema 2.4.8 con respecto a A = % Tome
5 € (0,¢) satisfaciendo la definicién de expansividad para el € dado y sea ¢’ > 0 la

constante asociada por el S-sombreamiento para g. Dado que x € C'R(¢), existe
una (&', 3)-cadena (x;, ;)¥_, donde 29 = 2, = z y t; > 3 la cual puede ser extendida
a una (¢’, 3)-pseudo érbita de ¢. Por lo que existen z € X y a € S tales que
d(P1—s, (i), da@w)(2)) < g para todo s; < t < s;;1. Haciendo L = tg+ ...+ tgp_1,

obtenemos d(¢a+1)(2), ¢i—s (7i)) < g para s; <t < s;41 vy en general:
d(Pa(i+1)(2), ba@y(2) < 0 para cualquier ¢t € R.
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Si hacemos u = «(t), entonces para cualquier u € R:

d(¢a(a*1(u)+L)<z)7 ¢u(2)) = d(¢a(a*1(u)+L)—a(L)(¢a(L)(Z))> ¢u(2)) < 67

donde a(a™(u) + L) — a(L) € S; por lo que ¢o1)(2) € P(—ce)(2). Ademds de
d(¢aw)(2), ¢e(x)) < 5 para todo 0 < ¢ < tg, concluimos, por Lema 2.4.8, que
s < a(s) para algin 2 < s < t;. Entonces ¢ < a(s) < (L) puesto que s < L, en

consecuencia, z € Per(¢). [

Lema 3.2.7 Si ¢'/ es la suspension de un homeomorfismo f en un espacio métrico

compacto X y (z,t) € Sh(¢™/, F) para algin t € [0,1), entonces z € Sh(f).

Demostracion. Por la invarianza del conjunto de los puntos JF-sombreables para
"/, podemos considerar que (z, %) € Sh(¢"/, F). Dado ¢ > 0, tomemos & > 0
tal que ¢ < min{e, 1} y verificando d(fi(z), f'(y)) < € para i = —1,0,1, toda
vez que d(x,y) < €. Elijamos 0 > 0 de la definicién de punto F-sombreable para
Y con respecto de €’. A su vez, consideremos 0 < ¢ < § tal que d(z,y) < &
implique d(f(x), f(y)) < 0. Sea {x, }nez cualquier ¢’-pseudo dérbita de f con xy = 2
y formemos con esta las secuencias (z,, %)nEZ Y (tn)nez tales que t, = 1 para cada

n € Z. Entonces

dl’f( %;f@;m %)7 (l’n+1, %)) = dl’f((f(xn)v %)7 (anrlv %))

d(f(zn), Tps1) + %d(lﬂ(%z)’ f(ni1)) <6

N[ =

Esto es, ((xn,%),tn)nez es una (§, 1)-pseudo érbita de ¢/ pasando a través de

Ty = z; por consiguiente, existen (x,s) € XUy o € F tales que:
dl’f(qbi’é)(x, s), o (z, 3) <€, paran<t<n+1l (necZ). (3.2)
En caso que t = 0, se tiene:

d"((z,5),(2,3)) < 3

2
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de donde |s — 3| < 7. Ademds, dado que dl’f(¢i’({f) (z,s),

cada 0 < t < 1, se obtiene que d"/((z, s + «(1)), (z,2)) < 1; por lo cual se verifica:

tl’f(z,%)) < < %1 para
1

]%—s—a(l)\ <

AN

Entonces 1 < s+a(1) < 2y de esta manera gbi(fl)(:p, s) puede ser representado como
(f(x),sM) donde 0 < s < 1. De manera similar dlﬂf(gb;’é)(zv,s), (e, 1) <
e’ < ¢ para todo 1 <t < 2, por lo que d"/((f(z),a(2) + s — 1), (z1,3)) < %, por

17f

consiguiente ¢ 2

)(a:, s) puede ser representado por (f?(z),s®) donde 0 < s® < 1.
Prosiguiendo de manera andloga obtenemos que gzﬁtlx(’; ) (x,s) puede ser representado
por (f"(z),s™) donde 0 < s < 1 para cada n € Z. Haciendo t = n en (3.2), se

tiene que:

d" (o (x,5), (zn, 3)) = AV ((f"(2),5™), (20, 3)) < €.
Si f(z) = @, d(f(x), ) < € es trivial. En caso que f*(x) # 2, se sigue que:
(™ (), 2n) + 3d(f" (@), f2n)) < AV ((f"(2), 8™, (20, 3)) <€
Por consiguiente d(f"(z),z,) < & 6 d(f"*'(z), f(za)) < €, entonces, de la manera

en que fue elegido ¢’ se obtiene que d(f"(x),z,) < ¢ para cada n € Z; esto es,

z € Sh(f). [ |

Prueba del Teorema 3.2.1. La prueba del Item (1) se sigue directamente del Lema
3.2.4. Para probar el Item (2), notemos que es suficiente probar una inclusién;
por ello, sea © € Sh(¢, F) y € > 0. Existe un § > 0 tal que para cada (4, 1)-
pseudo 6rbita de ¢ que pasa por x puede ser (F,e)-sombreada. Entonces, dada
(z4,t:)icz una (6, 1)-pseudo 6rbita de ¢ que pasa por z, existen h € Fy z € X
que satisfacen d(z x t, dnr)(2)) < 5, para cada t € R. Tome un go > 0 verificando

P(=co,0)(x) C B(z,5) para todo x € X. A continuacién, fije un g € F tal que

d(h,g) < g9 y tome cualquier t € R. Entonces,

A % 1,640 (2)) < 5+ d(6n00 (2). b (2)).
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Por la inclusién ¢(_.,, o) (@n@)(2)) C B(dnw)(2), 5) vy d(h, g) < €0, obtenemos:

d(Pne)(2): Pg(r)(2)) = d(Dnr) (2), Dg)—n(r) (Pne)(2))) < %

Por lo cual, d(x xt, ¢pg4)(2)) < ey asi v € Sh(, F).

El Item (3) se consigue haciendo K = X en el Lema 3.2.3 con ello se tiene que ¢
tiene la F-POTP si y solo si Sh(¢, F) = X.

Probemos ahora el Item (4), trivialmente Q(¢) C C'R(¢); por tanto, resta pro-
bar el otro contenido. Por hipétesis CR(¢) C Sh(¢,S), de donde Q(¢) = CR(¢)
utilizando el Lema 3.2.5.

El Item (5) se sigue directamente de Per(¢) € CR(¢) y el Lema 3.2.6.

Para probar el Item (6), consideremos f: X — Y una equivalencia entre los flujos
¢y ¢ definidos en los espacios métricos compactos (X, d,) e (Y, d,) respectivamente.

Por definicion, para cada z € X existe h, € S tal que:

F 1 @W(he(t), f(z))) = ¢(t, z), para cada t € R.

Sea a = min{h,(1) : x € X} > 0. Dado € > 0, tome un & > 0 verificando
que dy(y1,y2) < € implique d.(f ' (y1), f *(y2)) < € para cualesquier y;,y2 € Y.
Considere p € f~1(Sh(¢, F)). Por Lema 3.2.2, existe un §’ > 0 tal que cada (¢, a)-
pseudo érbita que atraviesa f(p) puede ser (F,e’)-sombreada por una 6rbita de ).
A su vez, tome 0 > 0 tal que d,(f(z1), f(z2)) < ¢’ toda vez que d,(z1,22) < § para
cada x1, 19 € X. Si (2, t,)nez €s una (6, 1)-pseudo 6rbita de ¢ pasando a través de

p, entonces dy,(f(¢r,(xn)), f(2n41)) < §'. Por definicién de equivalencia se tiene:

dy(Un, @) (f(zn)), f(2n11)) < &', paratodo n € Z.

Consideremos la secuencia (f(x,,), ha, (t5))nez. Como t, > 1 se tiene que h,, (t,) > a
para cada n € Z, por lo cual, (f(x,), hs, (tn))nez €s una (&', a)-pseudo érbita de
que pasa a través de f(p). Entonces, existen y = f(z) en Y y o € F tales que

dy(f(xo) * t, e (y)) < €', para cada t € R.
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Es decir,

do (f7'(f(zo) *t), f (Waw(f(2)))) <&, para cualquier ¢ € R. (3.3)

Ahora fijemos t € R y n € Z satisfaciendo s, <t < s,,1. Como las reparametriza-
ciones h, son crecientes, entonces 0 < h, (t — s,) < h,, (t,). Por tanto, si deno-
tamos s, = Z?:_& he,(t;) paran > 1y 5, = — Z]_:ln hg,(t;) para n < 0 tenemos
que S, < hy (t — sp) + Sp < Spy1. Tome t = he,(t — sp) + S, de esta manera

Q/J?(f(ﬂfo)) = Un,, (t—sn)(f(2n)). Haciendo t = T en (3.3) se sigue que:

Ao (s, (T0); D1 (o7 (2) = da(f T (W75, (F (@), FH(Wo1y (F(2)))) <&

Luego, si denotamos a(t) = h; ' (a(hy, (t — s,) + S,)) obtenemos:

dy (o *t,0a4)(2)) <&, paracadateR.

Ademas, dado que t — h,, (t — s,) + 5, es creciente y SFS C F, entonces a € F;
en consecuencia, f~'(Sh(y,F)) C Sh(¢, F). La inclusién reciproca es andloga.
Finalmente probemos el Item (7), sin pérdida de generalidad por el Item (6)
podemos asumir que 7 = 1. Ademads por el Lema 3.2.7 es suficiente verificar que
dado un punto sombreable de f podemos inducir un punto S-sombreable de ¢'/.
Con esto en mente, sean z € Sh(f) y r € [0,1]. Dado € > 0, tome 0 < ¢’ < ¢ tal que
d(z,y) < ¢ implique d(f*(z), f'(y)) < 3¢ para i = 0,1,2. Fijemos § satisfaciendo
0 <9< %5’ y verificando la definicién de punto sombreable para f respecto de
g’. Tome 0 < ¢ < min{%,d} como en el Lema 2.5 de [36] y ((zk, sk), (tx))rez una
(8,2,4)-pseudo 6rbita que pasa a través de (z,r) para el flujo ¢>/. Denote por

wg = [sk + tx] la parte entera de si + t;. Entonces
A" ((f% (z3), S5+t — wi), (Tpet, Sk1)) < ' para cada k € Z.

Como ¢ < }U por el Lema 2.4 de [36], se tiene que |s + tx — wy — Spy1] < 0 6

|1+ sp + tp — wgp — Spr1| < 8 6|1+ sppq + wp — tx — si| < ¢'. Ahora, sea ng un
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entero positivo definido del siguiente modo:

Wy si ’Sk +tp —wy — 8k+1| < (5’,
ng = w — 1 si|1—|—sk—|—tk—wk—sk+1|<5’,

wy + 1 Si|1+8k+1+wk—tk—8k|<5/.

Entonces por Lema 2.5 en [36] obtenemos que d(f™ (xy), zx+1) < 6 para cualquier

k € Z. Definamos una secuencia (y;);ez en X como sigue:
y; = fNe(z)  para Ny <0 < Nigo,

donde (Ng)kez es la secuencia de sumas asociada a (ng)rez. Obviamente, esta se-
cuencia es una d-pseudo orbita de f que pasa a través de z; por consiguiente, existe

un z € X tal que d(f'(x),y;) < & para cada i € Z. Por tanto, tenemos:
d(f7 e (2), fi(z)) <& para0<j<n (k€Z). (3.4)

Ahora, tome un elemento (z,t) € X/ y defina a : R — R del siguiente modo:

s ng —§
at) = ian +t i k(t —Ty) + sk + Np — s0, toda vez que Ty <t < Tiyy,
k
donde (T} )rez es la secuencia de sumas asociada a (tg)rez. Claramente o es una
funcién continua y a(0) = 0. A su vez, a € S puesto que n; > 1. Afirmamos que
LI (2, r) es una 6érbita en Xf que (S, e)-sombrea a ((x, sx), (t))kez. Seat € Ry
sea k € Z que satisface T, <t < T}, entonces:

— sy —t
at) = sy — N+ so— (1= Ty)| = [ty
k

t—T,
te |

= ’8k+1 +ng — S — tk‘

Dado que |sg + tx, — ng — Sgp1| < 8’y 0 <t — T} < tx, se obtiene:
|Oé(t) — S — N+ sg — (t — Tk)| <.

Ahora, si j es un entero positivo que satisface 0 < s, +t — T — j < 1, entonces

0 <j < sp+tr <ng+ 2. De este modo, por (3.4) y la eleccién de €' concluimos
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que d(fitNe(z), f7(xx)) < e para cada 0 < j < ni + 2. Finalmente
dl f(gb )(ZL‘ T) ¢t Tk(xk, S]C)) = dl’f ((ka(l'>, r—+ a(t) — Nk)7 (ZL’k, Sk +t— Tk))
= d" (7 (z),r + alt) — N, — 5), (f (zr), sk +t — T — )

);
A ((f7 (), r + alt) = Ne = 5), (F7 (), se +t = Th = )
);

+d"T (7N (), s+t — T — 5), (f (@), s6 +t — Ty — 7))

IA

IA

(1= s =t + T+ J)d( 7 (2), f ()

< V+ A —(sp+t—Ti—j))e+i(se+t—Tp—jle<ie+ic=e.

Por consiguiente (z,7) € Sh(¢™/). |

3.3 Conjunto de puntos F-sombreables

En [30], Morales muestra algunos ejemplos en los cuales el conjunto de puntos som-
breables es un conjunto Gy en el espacio de fase. Quedando la interrogante de si este
conjunto siempre tendra aquel comportamiento. Recientemente, en [20] Kawaguchi
prueba que el conjunto de puntos sombreables de un homeomorfismo es un subcon-
junto de Borel; es mas, se prueba que este conjunto es un Fjs en el espacio de fase,
es decir, una intersecciéon numerable de uniones numerables de conjuntos cerrados.

Motivados por esto, nos proponemos hacer un andlisis similar al conjunto de

puntos F-sombreables de un flujo, por lo cual introducimos la siguiente nocion.

Definicién 3.3.1 Dadose > 0, F y K un subconjunto de X. Decimos que un flujo
¢ tiene la (F,e)-POTP a través del conjunto K si existe un 6 > 0 tal que toda

(0, 1)-pseudo drbita que pasa a través K puede ser (F,e)-sombreada.

Note que si un flujo tiene la F-POTP a través de un conjunto K, entonces tiene
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la (F,e)-POTP a través del mismo para todo € > 0; més atin, el siguiente resultado

extiende esta inclusién.

Lema 3.3.2 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X y sea € > 0. Si el
flujo ¢ tiene la F-POTP a través de un conjunto K, entonces existe un 6 > 0 tal
que ¢ tiene la (F,2e)-POTP a través de B[K, ¢].

Demostracion. Supongamos por contradicciéon que el flujo ¢ tiene la F-POTP a
través de un conjunto K, pero para cada ¢ > 0 es posible hallar una (¢, 1)-pseudo
érbita pasando a través de B[K, 0] que no puede ser (F, 2¢)-sombreada.

Tome un 0 > 0 de la definicion de F-POTP a través de K tal que 0 < ¢, y
sea (£F)pen una secuencia de (%, 1)-pseudo érbitas pasando a través de B[K, %] que
no pueden ser (F,2¢)-sombreadas. Para cada k € N escribimos &% = (&%, t5),cz.
Existe una secuencia x;, € K que satisface d(&F, xy) < % para cada k € N. Por la
continuidad uniforme de ¢ en X x [—t}, t}], es posible escoger un k con la propiedad

que:

max{_max {d(ou(&h), o)}, 1} < 5

1
7t0§ =70

Fijado k, definimos la secuencia £ = (&, t,)nez como:

&k tF) sin #£0,

(gna tn) = o

(zg, th)  otro caso.

Afirmamos que £ es una (9, 1)-pseudo orbita. Claramente, d(¢y, (&), Eni1) < % <9

paran # —1, 0. Veamos el resto de casos:

A0r(€1). €0) = e (). 20) < dide (). &)+ diw ) < 1+ 1 =2 <4
y
o 0
d((bto(fo)’ 51) = d((bté(xk)’ ff) < d<¢té<xk)7 (bté(fg)) + d((bté(gg)v ff) < 5 + 5 = 0.
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Ademas &, = z; € K, probando asi la afirmacién. Por lo cual, £ puede ser (F,¢)-

sombreada por un punto y € X; es decir, existe h € F tal que:
d(&o*t, onwy(y)) < e, para cualquier ¢t € R.
Notemos que para i # 0 y t tal que s; <t < s;41, se tiene:
Soxt =, (&) = Prs, (&) = & * 1.

Por consiguiente & x t = &5 x ¢ para todo t ¢ [sg, s1). Ademés, para t € [sg, 1),

(&6 *t, Eoxt) + d(&o x 1), Pn ()

<d
< d((&), du(&0)) + d(o*t, dniny(y))
1)

d(& *t. o (y))

IN
N\

+ e < 2e.

De este modo, d(&f x t, ¢nu(y)) < 2¢ para cada t € R, por tanto, &* es (F,2¢)-
sombreable, lo cual es una contradiccion. ]

Ahora podemos mostrar el principal resultado de esta seccién.

Teorema 3.3.3 El conjunto de puntos F-sombreables de un flujo continuo ¢ en X

es un subconjunto Gs de X.

Demostracion. Dado € > 0 denotemos por Sh(¢, F,e) al conjunto de puntos p €
X tales que el flujo tiene la (F,¢)-POTP a través de {p} (ver Definicién 3.3.1).

Notemos que:

Sh(¢, F) =) Sh(¢, Fe). (3.5)

e>0
Fije 9 > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Sh(¢, F) # (). Dado

x € Sh(¢,F), por Lema 3.3.2 existe un 6, ., > 0 tal que cada (0, .,, 1)-pseudo
érbita que pasa a través de Blx, 0, ] puede ser (F,egq)-sombreada, por tanto,

B(z, 6;.¢,) C Sh(¢,F, o). Asi, para cada g9 > 0 tenemos:
Sh(QSa f7 60) = A<€0) U B(go),
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donde A(gg) = U B(z, 64,.,) v B(eo) = Sh(¢, F,e0) \ A(ep). Ademés, note-
z€Sh(¢)
mos que A(gg) es abierto y B(gg) C Sh(¢, F,e0) \ Sh(¢, F). Entonces, por (3.5)

obtenemos ﬂ B(eo) = 0 y de esta manera:

eo>0
Sh(¢, F) =[] Sh(¢, F. 1) = (AL UBZ) = [ A).
neN neN neN
Por lo cual, Sh(¢, F) es un subconjunto G5 de X. [ |

Retornando al caso de homeomorfismos, haciendo uso del Teorema 3.3.3, nosotros
mejoramos el resultado obtenido por Kawaguchi al probar que el conjunto de puntos

sombreables es siempre un subconjunto G5 del espacio de fase.

Corolario 3.3.4 El conjunto de puntos sombreables de un homeomorfismo f en un

espacio métrico compacto X es un subconjunto G de X.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.3, la suspensién ¢/ satisface que Sh(¢'/, F)
es un subconjunto G de X/, De esta manera existe una secuencia (Ap)nen de
conjuntos abiertos en X/ con la siguiente propiedad Sh(¢", F) = (", A,. Por

otro lado usando el Teorema 3.2.1 se tiene:
p(Sh(f) x [0,1]) = [ An,
n=1

donde p : X x [0,1] — X/ es el mapeo cociente de X'/, Ademas, por la invarianza
de Sh(f) respecto de f se puede probar que Sh(f) x [0,1] = p~(p(Sh(f) x [0,1])).

Por consiguiente
Sh(f) x [0.1] = [ p~"(An). (3.6)
n=1

Asi, dado z € Sh(f), por (3.6) se tiene que z x [0,1] C p~*(A,) para cada n € N.
Dado que p~'(A,,) es abierto, existe un e, ,, < * tal que B(z,e.,) x[0,1] C p~(4,).
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Finalmente, haciendo V,, =, snp B (2,€.n) podemos concluir:

Sh(f) = Va.

Lo cual termina la prueba. [ ]

3.4 JF-sombreamiento a Futuro

Denotemos por Sh* (¢, F) al conjunto de puntos p € X tales que para cada ¢ > 0
existe un 0 > 0 tal que cada (0, 1)-pseudo orbita (x;, t;)2, positiva pasando a
través de {p} puede ser (F,e)-sombreada. Cada elemento de Sh* (¢, F) se dice
F-sombreable a futuro. Claramente se tiene Sh(¢, F) C Sh* (¢, F) y cuando F es

invariante obtenemos una condicion suficiente para su cerradura.

Proposicién 3.4.1 Si F es un subconjunto invariante y Sh* (¢, F) tiene F-POTP,
entonces Sh™* (¢, F) es cerrado en X.

Demostracidn. Suponga que existe un p € Sht(¢, F) \ Sh* (¢, F). Entonces existe
un £ > 0 tal que para todo § > 0 existe una (d, 1)-pseudo érbita que pasa a través
de {p} que no puede ser (F,e)-sombreada. Dado § > 0 (de la F-POTP a través de
Sht(¢p, F)) tome w € Bp,0] N Sht (¢, F) y sea (x;, t;):°, una (0, 1)-pseudo 6rbita
que pasa a través de {p} que no puede ser (F,e)-sombreada. Considere (y;, 1;)52,
que satisface

(¢—1(w)7 1)’ sii= Oa

(i1, t;—1), otro caso .

(vi, i) =

Entonces (y;, T;)%2, es (6, 1)-pseudo drbita que pasa a través de {¢_;(w)}. Por
el Lema 3.2.4, ¢_;(w) € Sh* (¢, F) por lo que existen z € X y h € F tales que
d(p1—s, (i) o) (2)) para S; <t < Sipq, donde (5;) es la secuencia de sumas asociada

a (T;). Si (s;) es la secuencia de sumas asociada a (t;), entonces se verifica que
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Sit1 = 1+ s; para todo ¢ > 1, por tanto: d(di—s,(x;)Pn-)(2*)) para s; <t < si4q
donde z* = ¢pa)(2) vy h*(t) = h(t + 1) — h(1). Luego h* € F, por consiguiente, z*

(F,e)-sombrea (z;, t;)22, lo cual es absurdo. [ |

En [30], se hace la pregunta de cudndo un homeomorfismo transitivo posea un
conjunto de puntos sombreables no trivial, es decir, que sea un subconjunto no
vacio y propio del espacio de fase. En [20] el autor responde esta interrogante
de forma negativa. A continuacién haremos un andlisis similar para los flujos con
sombreamiento a futuro.

Recordemos que un flujo es recurrente por cadenas si satisface que CR(¢) = X.

Teorema 3.4.2 Si F es invariante y el flujo ¢ es recurrente por cadenas, entonces

Sht (¢, F) es trivial.

Demostracién. Supongamos que Sh* (¢, F) # (). Sean p € Sht (¢, F)y q € X.
Dado € > 0, tome 0 > 0 de la definicién de F-sombreamiento a futuro de p. Sea
(x;, )32, una (9, 1)-pseudo érbita positiva pasando a través de ¢ y sea (v;, si)i,
una (0, 1)-cadena tal que yo = p e y,, = ¢q. Consideremos las secuencia de pares
(2, 74)72 dados por:

(yj, s5) si0<j<m,

(25, 1j) =

(Zj—m, tj—m) otro caso .
Entonces (z;, 77)52, es una (4, 1)-pseudo drbita positiva pasando a través de p, por
tanto, existen h € F e y € X tales que d(p xt, ¢nw)(y)) < ¢, para todo t € [0, 00).

Ahora, considere las secuencias:

A

T

i—1
Y i>0,
= j:0

0 1 =0,
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li = q =0
0 1=0
Note que
m4k—1 k—1 m4k—1
Ttk — Tm = E rj—g r; = E t; = tg.
j=0 j=0 j=m

De modo que, si t, < t < ka donde k£ > 0, entonces 7 < t+ 7 < Thama1 Y

haciendo ¢(t) = h(t + 7,,) — h(7,,) obtenemos:

d(q*t, Ogt)(Pn(m)(Y))) = d(D_i, (Tk), Ph(t+7m)—h(im) (Phim) (¥)))
= d(Pt+7p—tpmr (Zmtk)s Puerin) (V) < €.
Hemos probado entonces que dada una (9, 1)-pseudo érbita pasando a través de ¢

podemos (F,¢)-sombrearla por ¢ ,(y), por consiguiente, ¢ € Sh*(¢). Lo cual
muestra que Sht(¢) = X. [

Recordemos que un flujo ¢ se dice transitivo si existe un z € X tal que w(x) = X

donde w(x) = {y € X: y = lim ¢, (x) para alguna secuencia t, — +0o0o}.
n—oo
Corolario 3.4.3 Si F es invariante y ¢ transitivo, entonces Sh*(¢) es trivial.

El Corolario 3.4.3 puede ser utilizado para obtener informacion sobre el atractor
geométrico de Lorenz [23,43]. En [23], Komuro prueba que si ¢ el atractor geométrico
de Lorenz, entonces este no tiene POTP a futuro en caso que su mapeo de retorno f
satisfaga f(0) # 0 6 f(1) # 1. Es decir, Sh™(¢,S) # X por lo cual Sh*(4,S) = 0.

Lo que prueba el siguiente resultado.

Corolario 3.4.4 El atractor geométrico de Lorenz cuyo mapeo de retorno satisfaga

f(0)#0 ¢ f(1) # 1 no tiene puntos F-sombreables si F C S es invariante.
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Capitulo 4
Complejidad dinamica

En este capitulo final, estaremos interesados en la implementacion de la nocion de

complejidad para flujos; lo cual, como en el caso discreto, debe ser hecho por etapas.

4.1 F- complejidad

En el caso de flujos, la nocién de (e, t)-complejidad depende de la nocién de conjunto
separado que se tome en el espacio de fase: conjunto (¢, t)-separado introducida por
Bowen en [15] o conjunto fuertemente (e, t)-separado dada por Thomas en [38]. Cada
una de estas nociones esta directamente relacionada al conjunto de reparametriza-

ciones que el flujo soporte, en efecto, si ¢ es un flujo en un espacio compacto (X, d),

dado (6,t) € R3 y dado E C X, se dice que:

e [/ es un conjunto (d,t)-separado de X si para cada x,y € E, con la propiedad

que x # y se tiene d(¢s(x), ¢s(y)) > 0 para algin s € [0, t].

e F es un conjunto fuertemente (4, ¢)-separado en X si para cada z,y € E, x # vy

y para cada «a, 3 € S se verifica d(¢as)(), ¢s(y)) > 6 para algin s € [0,t] 6
d(Ppi) (y), ¢4 (x)) > 6 algin v € [0,].
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Motivados por esto, introducimos la nocién de conjunto (e, t, F)-separado de tal

modo que las nociones de separacién, dadas en [15,38], queden unificadas.

Definicién 4.1.1 Dados (6,t) € R, E C X y F C H, decimos que E es un
conjunto (9,t, F)-separado de X si para cada x,z € E con x # z y cada o, B € F
se satisface que d(¢a(s)(2), s(2)) > § para algin s € [0,t] 6 d(¢p)(2), o4(x)) > 6
para algin v € [0,¢].

Claramente, cada conjunto (4, ¢, S)-separado es fuertemente (4, t)-separado y cada
(0,1, {Idr })-separado es (4, t)-separado.

Considerando la siguiente notacién

BY[x,6,F] = | J{z € X : d(¢s(2), dn(s)(2)) <6,V 0 < s <1}, Vo € X,
heF

podemos obtener una formulacién equivalente: E es un conjunto (4, ¢, F)-separado
de X si para cada z,y € F con x # y se tiene y ¢ Bf’[x,d,}"] 6 x¢ Bf’[y,é,]—'].

Cuando Idg € F, la compacidad de X implica que existen finitos conjuntos
(0,t, F)-separados, en consecuencia, en adelante supondremos que F contiene tal

elemento. Dicho esto, definimos la F-complejidad para flujos.

Definicién 4.1.2 Decimos que un flujo ¢ tiene F-complejidad si existe un 6 > 0

(que llamaremos constante de F-complejidad) satisfaciendo la siguiente propiedad:
tlggog(é,t,gﬁ,.?) = 00,
donde £(d,t,¢,F) = max{ Card(F) : E C X es (0,t, F)-separado }.

Notemos que todo flujo con F-complejidad tiene {Idg }-complejidad, pero lo reciproco
no es cierto; un ejemplo de ello puede verse considerando el flujo del Ejemplo 2.1.1.
Sin embargo, si consideramos flujos de alta complejidad podemos hallar una equiv-

alencia entre estas nociones de complejidad.
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Decimos que ¢ tiene alta complejidad si existen § > 0y k € [3,+00) tales que

hmg(éataqba {IdR}) — 00

t—o00 /{jt

El siguiente resultado es motivado por la Proposicién 14 en [39].

Lema 4.1.3 Sea ¢ un flujo sin singularidades de alta complejidad y sea F C S.
Entonces ¢ tiene F-complejidad si y solo si tiene {Idg }-complejidad.

Demostracion. Basta probar que la {Idg}-complejidad implica la F-complejidad.

Tome 0 > 0 de la hipétesis y elija un § > 0 tal que d(¢s(w),w) < % siempre que
we X y|s| <pB. Fije 0 < A < min{Ty, g} y 7 > 0 como en el Lema 2.4.4. Por otro

lado, existe ¢ € (0, 2) tal que:
d(¢s(x), ¢s(y)) <~y para cada 0 < s < 2 toda vez que d(z,y) < . (4.1)

Introducimos una notacién dada por Thomas en [38]: E C X se dice que (t,€)-traza
X si para cada v € X, existen e € £y o € S tales que d(¢s(), dpu(s)(€)) < € para
todo 0 < s <t (en este caso z es (t,¢)-trazado por e). Denote por T;(X,¢) a la
menor cardinalidad de los conjuntos que (¢, )-trazan X.

Fije t > 0 y tome E un conjunto que (t,¢)-traza X de cardinalidad T3(X,e). Se
sigue que X = (J, . p{puntos (t,¢)-trazados por e}. Dado e € E, si (ax) es una
secuencia finita de enteros donde k = 0,1...,[t/2], definimos:

Ale, (ag),e] = U {r e X :eecBlx,e {a}],n = a, Yk},
acF

= ([P

Entonces, si P, denota al conjunto de secuencias enteras con [t/2] + 1 elementos

donde

relacionadas con las secuencias (ay), se verifica que:

Puntos (¢, ¢)-trazados por e = U Ale, (ag), €.
(ak)EP;
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Afirmamos que para todo z € Ale, (ay), €] se satisface Ale, (az),e] C BY[z, g {Idr}].
En efecto, dado w € Ale, (ay), €] existe un o € F con ay, = ay, para cada k y ademés
d(ps(w), Pa(s)(e)) < e paracada0 < s < t. Luego de (4.1) y el Lema 2.4.4 se obtiene:
la(ty) — alta) — (t1 — t2)| < 3, toda vez que |t; — t3] < 2. De z € Ale, (ax), €], se

sigue que existe un n € F con 1, = a; para cada k. Por tanto, para cada s € [0, ],

la(s) =n(s)| < la([5]2) = n([5] 2)] +|a(s) — a([5] 2) — {n(s) —n([5] 2)}]
< la([3]2) - [3]2—n([5]2) + [5] 21 + 32
< 6A+3A=0A< B

Por consiguiente

d(¢s(z)’ (bs(w)) < d(¢s(z)7 gbn(s)(e)) + d(¢n(s)(e)v ¢a(s)(e)) + d(¢s (w)7 gba(s) (6))

< 8+%+8§g,

esto es, w € BY [z,0,{Idr}]. Lo que prueba la afirmacién hecha. Entonces, si para
cada secuencia (a;) € P; elejimos un z(e) € Ale, (ax), €], se tiene que:
X = U U Bf[z](e)aga{IdR}]
c€EjeP;

Notemos que CardP, < 3241 por lo cual, para cada t' > t se satisface:

g (57 ta ¢7 {IdR})
32T

S Tt(Xag) S & (%7t/7¢7'/__‘)7

donde la tltima desigualdad es obtenida del Lema 11 en [38]. Por tanto, haciendo

t — oo obtenemos que el flujo tiene F-complejidad. ]

El resultado anterior muestra que en presencia de flujos no singulares de alta
complejidad, el uso de reparametrizaciones diferentes de la identidad es obsoleto
en el sentido que la F-complejidad se torna equivalente a la {Idg}-complejidad.
En general existen muchos flujos altamente complejos, basta tomar flujos con una
variante de la entropia polinomial positiva [25]. Motivados por esto, en adelante

solo trabajaremos con la {Idg }-complejidad.
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4.2 Complejidad dinamica

Introducimos ahora la principal nocién de este capitulo.
Definicién 4.2.1 Un flujo tiene complejidad si tiene {Idg }-complejidad.

Una constante positiva ¢ de {Idg}-complejidad serd llamada constante de com-
plejidad o de no haber peligro de confusién, constante de complejidad del flujo. En
el caso discreto, sobre mapeos, una constante de expansividad positiva puede ser
considerada como una constante de complejidad, esto es, todo mapeo positivamente
expansivo tiene complejidad (ver [29]). Sin embargo, en el caso de flujos la situacién

es diferente.

Ejemplo 4.2.1 Todo flujo positivamente expansivo no tiene complejidad. En efecto,
sea ¢ positivamente expansivo, entonces para cada § > 0 existe un n > 0, tal que
d(¢s(), ¢s(2)) < £ para cada s > 0, siempre que z € ¢[_, (). Haciendo uso del
Teorema 4.2 en [7], obtenemos que X es la unién de un numero finito de drbitas
periddicas y puntos singulares. Sea Kz un conjunto de puntos tal que cada punto
de X esté a menos de 1 de uno de ellos. Asi, para cada ¢ > 0 no es posible hallar
conjuntos (9, t, {Idg })-separados en X con cardinalidad tan grande como uno desee,
puesto que £(,t, ¢, {Idg}) < Card(Ks) para cada t € R,. Por lo cual, ¢ no admite

alguna constante de complejidad.

El siguiente ejemplo muestra una forma directa para reconocer flujos que admiten
complejidad. Para ello, recordemos que la nociéon de entropia topoldgica para flujos,

hiop(@), se define como (ver [13]):

hiop(@) = lim lim sup% log(€(0,t, ¢, {Idr})).

=0 tooo

Ejemplo 4.2.2 Si un flujo tiene entropia topoldgica positiva, entonces admite com-
plejidad, empero, la implicacién reciproca no es cierta. Basta considerar el homeo-

morfismo f: X — X donde X = {-1,1} U{-1—(1/n) :n < =2} U{1l — (1/n) :
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n > 1} con la topologia inducida por R y tal que f mantenga fijos los puntos £1
y envie cualquier otro elemento al siguiente a su derecha. Entonces, la suspension
'/ admite complejidad (ver Ejemplo 4.2.3). Asi, ¢!/ es un flujo expansivo, tiene

complejidad y ademds hy,,(¢") = 0.

El ejemplo anterior muestra que la complejidad es mas fina que la entropia
topoldgica, no obstante, como veremos a continuacion, satisface una serie de carac-
terizaciones que tienen cierta relacién con la entropia topoldgica.

Previamente fijamos algunas notaciones que nos seran de gran utilidad. Dados los

subconjuntos E, F' C X decimos que E (6, t)-genera F' cuando F' C U Bf[x, 8, {Idg}].

zeE
Notemos que para mapeos continuos f : X — X podemos definir, similarmente,

conjuntos (4, m)-generadores, basta utilizar la siguiente m-bola dindmica:
Bl lx, 0] = {y € X : d(f*(x), fF(y)) <0, VO <k <m}.

Lema 4.2.2 Sea ¢ un flujo en un espacio métrico compacto X. Si d > 0 es una

constante de complejidad para ¢ y existen o > 0 y T # 0 satisfaciendo:

Bér(x,a] C B [z, %, {Idr}] para cada (z,m) € X x N, (%)

donde (ty,)men verifica t,, — 0o cuando m — oo, entonces « es una constante de

complejidad para ¢r.

Demostracion. Sea E un conjunto («, m)-generador de X de minima cardinalidad.
De (x), sesigue que X = J,.p Bf’m [m, g, {IdR}], por tanto, F es un conjunto (g, tm)—
generador de X. Entonces G (%,tm,¢) < G(a,m, ¢r), donde G(9,t,¢) denota la
menor cardinalidad de cualquier conjunto (9, t)-generado en (X, ¢) v G(a, m, ¢r)
denota la menor cardinalidad de cualquier conjunto (a,m)-generado en (X, ¢r).
Por el Lema 1 de [13] se obtiene que E(0, t,,, ¢, {Idr}) < G(a, m, pr) < E(a,m, ¢r),

por tanto, haciendo m — oo concluimos la prueba. [ |

67



El resultado anterior también muestra que si 6 > 0 es una constante de compleji-

dad, entonces a > 0 también lo es, toda vez que a < %.

Teorema 4.2.3 Los siguientes enunciados son equivalentes para cada flujo ¢ en un

espacio métrico compacto X :
(1) El flujo ¢ tiene complejidad.
(2) El homeomorfismo ¢, tiene complejidad.

(3) Si v es conjugado a ¢, entonces ¢ tiene complejidad.

Demostracion. Inicialmente, veamos que (1) < (2). Para cada 6 > 0 existe a > 0
tal que d(¢s(2), ¢s(w)) < 0 para todo s € [0, 1] toda vez que z,w € X y d(z,w) < a.
Sean m € Ny z,y € X tales que y € B® [z, a]. Dado un nimero real s € [0, m — 1],
existe un unico k € N tal que £ < m — 1 que satisface s € [k, (k + 1)]. Entonces
d(¢s(2), 05(y)) = d(Ds—k(Pk()), Ps—r(Pr(y))) < J, puesto que d(dx(z), dr(y)) < 'y
s —k € [0,1], por lo cual, se sigue que y € B® | [x,8,{Idg}]; es decir B[z, a] C
Bfl_l[x, J,{ldg}] para cada z € X. Tomando 26 como la constante de complejidad
de ¢, por el Lema 4.2.2 tenemos que « es una constante de complejidad de ¢;.
Reciprocamente, si 6 > 0 es una constante de complejidad de ¢ y t € R, se muestra,
como antes, que Bf’ [x, g, {IdR}} C B[‘f]lﬂ [l‘, g} para cada x € X, de manera que, ¢
admite complejidad.

Para terminar, resta mostrar que (1) = (3). Sea f : X — Y una conjugacion

entre ¢ y ¢ y sea 6 > 0 una constante de complejidad de ¢, entonces:
£ (BY T, o {1dz}]) € BY(f~(x), &, {Ida}] para cada z € X.

De donde usando el Lema 4.2.2, obtenemos que @ tiene complejidad.
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4.2.1 Complejidad y Suspensiones

Previamente enunciaremos un resultado sobre la relacién entre las m-bolas de un

homeomorfismo y su flujo suspension.

Lema 4.2.4 Si f : X — X es un homeomorfismo en un espacio métrico compacto

X, entonces para todo 0 < § < i, m €N y cada z = (z,\) € X1 se verifica que:
(1) Ewiste 5>0 que satisface: Bf;:’f [z,g, {Idg}] C (B};[x, 5]) x [0,1], para A < %

(2) Bl ale. 3] x (A= $, 0+ 3) € B[4, {Idg}].

72

Demostracion. Es una version “en tiempo finito” del Lema 2.3.6. ]

Teorema 4.2.5 5i f : X — X es un homeomorfismo en un espacio métrico com-
pacto X, entonces f tiene complejidad si y solo si la suspension ¢/ también la tiene

con T=1.

Demostracion. Supongamos que f presenta complejidad con constante 6 > 0. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que 0 < § < i. Sea (tx)reny C Ry tal que
t), — 0o cuando k — oo. Tome (ng)keny C N con la siguiente propiedad: ny = [tx],
donde [t;] es la parte entera de t;. Sea E un conjunto (d,ng)-separado en X con
maxima cardinalidad. Sea T X — XU/ el mapeo inclusién de nivel %, esto es,
™ (z) = (, ) para cada 2 € X. Entonces por el Item (1) del Lema 4.2.4, T (E) es

un conjunto (g, n, Idg)-separado en X /. Por tanto
8(5, Nk, f) < g&i N, ¢17f7 {IdR}) < 8(8\7 7% ¢17f’ {IdR})7 Vk € N.

Haciendo k — oo, obtenemos tl}i_r}r(l)of(g, te, o {Idg}) = oo. Por consiguiente, 5 es

una constante de complejidad de ¢, es decir, ¢/ tiene complejidad.
Reciprocamente, sea § > 0 una constante de complejidad de ¢/. Tome (ny)ren C

N tal que nj, > 2 y ny — oo cuando k — oo. Dado z = (x,)\) € X1/, denote por

Kj;(2) el conjunto de puntos (w, s) de X/ tales que |\ — s| < g. Por el Item (2) del
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Lema 4.2.4, dado x € X, cada conjunto (g,nk — 2,{Idg})-separado con puntos en
K;(z) es proyectado en un conjunto (2, n;)-separado en X. Fije yo € X x {0}. Sea
M5 un conjunto de puntos yi, ya, . . . , ¥, de menor cardinalidad de gb(léfl)(yo) tales que
cada punto en (b[léfl)(yo) esté a menos de % de alguno de ellos. Para cada y € Mj, sea
E(k,y) un conjunto (£,n; — 2, {Idr})-separado de Ks(y) de méxima cardinalidad.

Entonces el conjunto |J E(k,y) (3,n, — 2)-genera X'/, Usando el Lema 1

yEMs

en [13], si ¢ = "2 tenemos que:

E0,tr, oM {ldr}) < G (3, — 2,0") < Card ( U E(k‘,y)) .
yEM;
Por lo cual, Card(E(k,y)) — oo para algin y € M; cuando k — 0o, en consecuencia,
5

¢ es una constante de complejidad para f, puesto que Card(E(k,y)) < 5(%, N, f),

para cualquier k € N. |

Ejemplo 4.2.3 Dado un a > 0, consideremos el homeomorfismo f : X — X donde
X ={-a,a}U{-a—(a/n) : n < =2} U{a — (a/n) : n > 1} con la topologia
inducida por R y tal que f(—a) = —a, f(a) = a y f envia cualquier otro elemento
al siguiente a su derecha. Entonces, por Teorema 4.2.4, la suspensién ¢/ admite

complejidad, puesto que £(§,m, f) > m para cada m € N,

4.2.2 Complejidad y Medidas Expansivas

Para motivar nuestro préximo resultado, veamos el siguiente ejemplo que muestra

como hallar una constante de complejidad de manera explicita para ciertos flujos.

Ejemplo 4.2.4 Sea un espacio métrico compacto X soportando un homeomorfismo
N-expansivo f : X — X (ver [9]). Sabemos que ¢!/ admite medidas positivamente
F-expansivas, por ejemplo, T%/(u) para alguna medida no atémica p en X. Sea
§ > 0 una constante de F-expansividad para T/ (). Dado que Bfﬁw[z, 0, {Idg}] C
®s(z, F) para cada t > 0 entonces T (u) (Bf’l'f[z,&, {IdR}]> tiende a cero para
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cada z en X%/ cuando t — oco. Por tanto, los subconjuntos (6, ¢, {Idg })-separados
de X'/ incrementan su cardinalidad cuando ¢ — oo, por tanto, § se torna una

constante de complejidad para ¢/.

El ejemplo anterior muestra que al igual que el caso discreto, ver [29], la presencia
de medidas expansivas induce un grado de complejidad en el flujo. Resultando asi,

otra manera para reconocer flujos que soporten complejidad.

Teorema 4.2.6 Todo flujo ¢ en un espacio métrico compacto X soportando medi-
das positivamente F-expansivas, tiene F-complejidad en cualquiera de los siguientes

casos:
(1) F=H y ¢ no tiene singularidades o
(2) F es compacto.

Demostracion. Trararemos cada caso separadamente.

Caso 1: El flujo ¢ no tiene singularidades y F = H. Al igual que en la prueba del
Teorema 2.4.2 podemos considerar una variante de la bola dinamica positiva. Mas
precisamente, dados = € X, § > 0 definimos

sz, F) = () Bl 7, F).
t>0 >4
Sea v una medida F-expansiva para el flujo ¢ y tome g > 0 como una constante
de F-expansividad de v. Entonces, de manera andloga al Corolario 2.4.6 y al Lema
2.4.10, podemos hallar un § € (0, 8y) tal que ®5(z, H) C 5, (x) para todo z € X y el
mapeo multivaluado x — Ef) [x, 0, F], sea semicontinuo superior, donde éf [z,0,F] =

ﬂ7>5 Bf’[m,%]:]. Dado t > 0, definimos ¥; : X — R tal que:
Wy(z) = v (Ef[x,a, 7—[]) . V(x1) € X xR,

Afirmamos que la secuencia (V;);>o converge uniformemente a cero en X. En efecto,
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dado que
s(x, H) = () B [, 6, H],

t>0

se verifica:
tli)rglol/ (Ef[x, J, ’H]) =v <<T>5(x, 7-[)) :
De modo que ¥; — 0 puntualmente, por lo que usando el Teorema de Dini (ver [11])
basta probar que ¥, es semicontinua superior. Lo cual es cierto por la regularidad
de la medida (ver [33]) y el hecho que & — Bf[x, 8, F] es semicontinua superior.
Luego, para cada € > 0, existe tg € Ry tal que Wy(x) < ¢ para todo z € X y
t > to, en consecuencia, fijado t > tg, si E es un conjunto que (9, t, H)-genera X, se

tiene que X = |J. . BY[z, 8, H]. Por lo cual

zeFE

v(X)<wv (U BY[x, 9, ’H]) < Z v(BY[x,6,H]) < Zl/ (éf[x,& ’H]) < e.card(E).

zeFE el zel

1
Asi — < G(0,t,¢) < E(0,t,¢). De donde podemos concluir que tlim E(0,t,¢) = oo.
IS —00
Caso 2: Si F es compacto en . Notemos que dado (4,t) € R?, se verifica:

Ef[x,é, F| = B?[x,6, F], para cada z € X.

En consecuencia, el mapeo x — ®y(x) = Bf[x,d, F| estd bien definido. De manera
que, para seguir la prueba del Caso 1, es suficiente probar que ®; es semicontinuo
superior en X. Fije x € X y suponga por contradiccién que existe un abierto U
de ®,(z) y una secuencia x, convergiendo para z tal que ®,(z,) ¢ U para todo
n € N. Entonces, podemos hallar dos secuencias z, ¢ U y g, € F con la siguiente
propiedad:

d(Ps(Tn), Pg,(s)(2n)) < 0, para cualquier 0 < s < ¢. (4.2)

Podemos suponer que z, — z para algin z € X y g, — g donde g € F. Ademas

z ¢ U, y haciendo n — oo en (4.2) se obtiene:
d(ps(x), dg(s)(2)) < 0, para cada 0 < s < t.
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Por tanto z € ®,(z) C U, lo cual no es posible. |

Corolario 4.2.7 Todo flujo soportando medidas positivamente F-expansivas, tiene

complejidad.

En [29], en el caso discreto, Morales menciona que no conoce si la presencia de
complejidad implica la existencia de medidas positivamente expansivas; sin embargo,
en el caso flujos esto no es posible, esto es, el reciproco del Teorema 4.2.6 no es valido.
Para ver ello basta considerar el flujo del Ejemplo 4.2.3 y notar que este a pesar
de tener complejidad no soporta medidas expansivas dado que tiene una cantidad

finita de 4rbitas.

4.2.3 Complejidad y Puntos F-sombreables

En principio, estas nociones no tienen alguna relacién directa, pues existen flujos con
puntos sombreables que no admiten complejidad (Ejemplo 3.1.2) y a su vez; existen
flujos que admiten complejidad pero ningiin punto sombreable (Ejemplo 2.3.3).

En el caso de flujos expansivos, tenemos un resultado.

Teorema 4.2.8 Sea ¢ un flujo expansivo en un espacio métrico compacto X. Si
Q(¢p) C Sh(,S) y el flujo tiene una cantidad finita de drbitas periddicas, entonces

no admite alta complejidad.

Demostracion. Se sigue del Teorema 3.2.1 y Lema 4.1.3. |
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4.2.4 Complejidad y Estabilidad

Sabemos por los comentarios finales del Teorema 4.2.6, que la complejidad no implica
la existencia de medidas positivamente F-expansivas; sin embargo, a continuacion
mostraremos que existe una suerte de reciproco.

Recordemos que x € X es un punto estable de ¢ si para cada € > 0 existe un
d > 0 tal que si d(x,y) < d, entonces existe un f € S tal que d(¢s(2), P (y)) < €
para cada s > 0. De manera similar al Lemma 2.5 en [6], podemos obtener que
el conjunto de puntos estables de ¢, que denotaremos por Stab(¢), es despreciable
respecto de cualquier medida positivamente S-expansiva. Lo cual nos motiva a
pensar que los puntos estables deben ser despreciables en algin sentido en presencia

de complejidad.

Teorema 4.2.9 Si ¢ es un flujo sin singularidades que admite S-complejidad en un

espacio métrico compacto X, entonces existe una medida de probabilidad Boreliana

v tal que v(Stab(¢)) = 0.
Probaremos antes el siguiente resultado motivados por el Lema 2.6 en [29].

Lema 4.2.10 Dado F C §. FEuxisten e > 0 y una secuencia de medidas de probabil-

idad Borealianas (i, )men de X satisfaciendo:

lim gy, (B,‘i[x,e,?]) =0, para cada x € X.

m— 00

Demostracion. Sea dy > 0 una constante de F-complejidad de ¢. Dado A € (0, 1),
elijamos 01 € (0, %0) satisfaciendo las hipdtesis del Lema 2.4.8 con respecto de A, por
tanto, 0; es también una constante de F-complejidad de ¢. Existe una secuencia

(Em)men de conjuntos (61, (1 — A)m, F)-separados tales que:

lim Card(E,,) = oo.

m—r00
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Denote por ¢, a la medida concentrada en y € X y defina la siguiente secuencia

(tm)men de medidas de probabilidad Borealianas como:

1
JTi ] Z 0y, para cada m € N.
Em

- Card(E,,
ye

Dado € > 0. Existe un entero positivo M > 2 que satisface: Card(E,,) > %, toda
vez que m > M. Fije m > M y x € X. Afirmamos que si consideramos e = d;/2,

entonces se verifica:

Card (E,, N BY, [z,e, F]) < 1.

En efecto, si y, 2z € E,, N B% [z, e, F], entonces y, z € E,, y ademds

d(¢5(7), ba(s)(y)) <€, d(9s(), Pp(s)(2)) <€ (4.3)

para algunos «, 3 € F y para todo 0 < s < m. Luego d(¢a(s)(y), dss)(2)) < 01.
Haciendo u = f(s), obtenemos: d(¢ap-1(u)(y), u(2)) < 91, para cada 0 < u < B(m).
Del Lema 2.4.8 en (4.3), obtenemos que (1 — A\)m < 3(m) entonces:

d(Pap-1(w)(Y), Pu(2)) < 61, para cada 0 < u < (1 - N)m.

De modo que, y € Bg_/\)m[z, 01, F]N E,, y andlogamente, z € Bg_/\)m[y, o, FINE,,.
Luego y = z, puesto que E,, es un conjunto (41, (1 — A)m, F)-separado en X. Lo
que prueba la afirmacion hecha.

Por consiguiente, concluimos:

(B [z, e, F)) Card (E,, N BY[z, e, F]) < 1 < dam > M

m ) ) = —_ —_ ) T — *

K ml®: € Card(E,,) Card(FE,,) ©  batacadam

De manera que lim g, (B;fl[x, e,]:]) =0, para cada =z € X. [ |
m—ro0

Prueba del Teorema 4.2.9. Por el Lema 4.2.10 existe e > 0 y una secuencia de

medidas (i, )men de X tales que:

lim 1, (B;fl[x, 6,8]) =0, para cada x € X.

m— 00
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Sea v un punto limite de la secuencia (p,)men. De la definicién de punto estable,
obtenemos: B(x,d,) C B?|x,e,S], para todo (x,m) € Stab(¢) x N. De manera que
la coleccién {B(x,d,) : © € Stab(¢)} se torna un cubrimiento abierto de Stab(¢) del
cual es posible extraer un subcubrimiento numerable. Entonces
v (Stab(¢)) <> v (B(xi,da,)) -
ieN

Por otro lado, fijado 7 € N, se tiene:

v(B(x;,0z,)) < l%nrriioréfum (B(x;,64,)) < 1%nniio%fﬂm (BS [xi,e,8]) = 0.

En consecuencia, v (Stab(¢)) = 0. |
Recordemos que un flujo ¢ es equicontinuo si para cada € > 0 existe un § > 0 tal

que si z,y € X satisfacen d(z,y) < § entonces d(¢s(x), ¢s(y)) < e para s € R.
Note que cuando F = {Idg} es posible repetir la prueba del Lema 4.2.10 en

el caso que el flujo admita singularidades. Ademads, Stab(¢) = X en caso ¢ sea

equicontinuo. Lo que prueba el siguiente resultado.

Corolario 4.2.11 Todo flujo en un espacio métrico compacto que admita compleji-

dad, no puede ser equicontinuo.
Finalmente, usando el Ejemplo 4.2.2 obtenemos otra prueba de un hecho conocido.

Corolario 4.2.12 Si ¢ es equicontinuo, entonces hip(¢) = 0.
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Conclusiones

Los resultados obtenidos en esta Tesis Doctoral brindan un mayor conocimiento
acerca de la complejidad del comportamiento de las orbitas en los sistemas conti-
nuos. También, se muestra que la restriccion del conjunto de reparametrizaciones
del flujo conduce a importantes resultados; por ejemplo, en el Capitulo 2 la principal
contribucion fue dada mediante el Teorema 2.4.2 donde, bajo ciertas condiciones, el
conjunto de medidas F-expansivas de un flujo en un espacio métrico compacto X
es un subconjunto Gs, en M(X). Siendo natural preguntarnos sobre la posibilidad
de mejorar esta clasificacién topoldgica.

En caso que el flujo sea expansivo el Teorema 2.4.1 responde parcialmente esta
cuestién, pues muestra que dicho conjunto es un G5 en M(X). Lo cual motiva a
plantearnos el siguiente problema para un trabajo futuro:

Problema 1. ;Bajo qué condiciones sobre F el conjunto de medidas F-expansivas
de un flujo en un espacio métrico compacto X es un conjunto de Baire en M(X) ?

Tras resolver esto, los resultados de aproximacién de medidas F-expansivas con
soporte constante tendrian més ejemplos de aplicacién.

Por otro lado, en el Capitulo 3 los principales aportes son los Teoremas 3.3.3
y 3.4.2 que permiten mejorar la clasificacion del conjunto de puntos sombreables y
probar la no existencia de tales puntos en el atractor geométrico de Lorenz. Ademas,
el Ejemplo 3.2.2 muestra que todo flujo isométrico con una componente conexa no

trivial en su espacio de fase no tiene la {Idg }-POTP. A su vez, sabemos que un flujo
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isométrico es distal, por lo que se genera la siguiente cuestion:
Problema 2. ;Todo espacio métrico compacto soportando un flujo distal con la
{Idr}-POTP es una union de orbitas periodicas?

Otro problema relacionado con los puntos sombreables es una extension de un
resultado cierto en el caso discreto:

Problema 3. ;Si existen p y q sombreables tales que p ~ q y alguno de ellos es
periodico, el flujo admitird complejidad?

En el Capitulo 4 lo més destacado es la introduccién de la complejidad para flujos
y su relacién con la existencia de medidas positivamente expansivas (Teorema 4.2.6).
A su vez, en el Corolario 4.2.11 se muestra que un flujo equicontinuo no puede tener
complejidad, por lo cual tiene entropia topoldgica nula y es conocido que, en sistemas
discretos, los sistemas minimales distales también tienen esta propiedad (ver [34]).
De este modo, es valido plantearnos el siguiente problema:

Problema 4. ;Un flujo minimal distal puede tener F-complejidad?

Una respuesta negativa a este problema mostraria, en particular, que la comple-
jidad es un invariante mas fino que la entropia topoldgica a ser tomado en cuenta
para detectar el caos dindmico de un sistema.

Finalmente, esperamos que el estudio y desarrollo de estos problemas generen
nuevas herramientas para el entendimiento del Caos y la complejidad de las érbitas

de los sistemas dinamicos discretos y continuos.
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