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Resumen

Este trabajo trata uno de los problemas antiguos y abierto de las matematicas como
es la Hipotesis de Riemann [3]. [nvestigadores de multiples areas [4] en todo el mundo
tratan de poder decir si la Hipotesis de Riemann es cierta 6 es falsa.

El Capitulo 1, trata sobre el método clasico de Chebyshev. En el Capitulo 2
tratamos sobre la Funcidon Zeta de Riemann. En el Capitulo 3 se demuestra el Teorema
de los Nimeros Primos.

El problema de la Hipotesis de Riemann por lo general se trata usando Analisis
Complejo (lo que se conoce como Teoria analitica de numeros).

Pero en el Capitulo 4, se reformula la Hipotesis de Riemann como un problema

de analisis funcional [1], usando un teorema de Beurling [2]
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Capitulo 1

El metodo de Chebyschev

El proposito de este capitulo es demostrar la existencia de los limites superiores e
o miz)log z
inferiores para ————
Proposicién 1.0.1
lim =(z)logz _ 1

T — 00 T 2
Prueba
Ya que todos los factores primos de (\2:) son menores que 2n, se deduce que

2n II o 3ny
{: log p

piin

p primo

log2n

pero ya que p‘les» ! < 2n, entonces

(?:) < I #Ec [ o

p<in p<i3n
p primo P primo
2n
n

por otro lado, ya que

(Er:) (2n)!  (2n)(2n—-1)(2n—2)---(n+2)(n + 1)n!

nin! nin!

L
_ 222n—12n—2 n+2n+1
- nn—-1 n-—2 2 1.

e
n factores

1



CAPITULO 1. EL METODO DE CHEBYSCHEV 2

: 2n n .
y como cada factor es mayor o igual que 2 entonces " > 2"y asl

on < <2n> < (Zn)r(Zn)
o ‘
2" < (2n)"@" | deduciendose que
nlog 2
2n) > —
m(2n) 2 log(2n)
7(2n)log(2n) > 1 log 2
2n 2
li 2n)log(2 1 y
lo que significa que lim ~ 7(2n) log(2n) > —log 2, para acabar la demostracion
n — oo 2n 2

debemos ver que
7(2n+ 1)log(2n+ 1)  7(2n)log(2n)

2n+1 2n

para esto basta venficar que

7(2n + 1) log(2n + 1)

" 2+ 1 . 2nm(2n+1)log(2n +1)
ool 7(2n) log(2n) T n—ew (2n+ 1)7(2n) log(2n)
2n
. n . log(2n+1)
en efecto, es claro que lim = lm ——— =
n—o 2n+1 n—co log(2n)
Ahora
T(2n + 1)
yaque, 2n<2n+1=>7(2n)<7(2n+1) = 1< ———
m(2n)
7(2n + 1)
— < = ] -
y ademas 7(2n+ 1) — 7(2n) < 1 @) S + 27
2 1 1
de donde, 1 < TED <y 1
T(2n) m(2n)
. 2 1
Y por el Teorema de Euler hm gontl) =3 [ ]

n—+co 7('(277.)

Proposicién 1.0.2 L
m 7(z)logz < 2log?
T — 00 T



CAPITULO 1. EL METODO DE CHEBYSCHEV

Prueba

Ya que
e VYpprmo: p€ (n,2n]: pl(n+ 1)(n+2)-(2n)
e Vpprimo: p € (n,2n|: p fn!

. 2
e Vpprimo: p € (n,2n]: p|< n)

n
. 2n 2
e VYpprimo: p€ (n,2n]: p|<n) = p < (:)

de donde concluimos que

n<p<in
p primo
< p! a’..."*d d > 1
pues prp2 - Pr S Py Pa Py , donde &, Qa, y @k 2 1.

. o
2n — (2n

de otra parte es claro que < ) < Z ( ) = 2%
n n

k=0

nw(zn)-—‘ﬁr(n) < H p S 2217.

n<p<_2n
p primo
nf(zn)—ﬂr(n) < 92n
2nlog 2
7(2n) — 7(n) < n 08
log n

Sea 2n, el nimero par mas grande que es menor o 1gual que n, esto es
o max{2k: 2%k <n, k=12 n}

es claro que

n , 51 n_es par
In, =

n—1 , sl nesunpar

e Sin es par, 7(2n,) = n(n)

- 2n log 2
r{2n) = 1(2n,) = 7(2n) — 7(n) < ——=2
log n
< 2nlog 2

log n

Ca



CAPITULO 1. EL METODO DE CHEBYSCHEV 4

e Si n es impar, 7(2n;) = 7(n — 1). Ya que 7(n) — w(n — 1) < 1, entonces,

—m(n—=1)<1-=7(n)

m(2n) —7(n = 1) < 1+ 7(2n) - 7(n)

< 14 (n(2n) = 7(n)) < 14 221082
log n
2 2
m(2n) —7(2ny) < 14 2nlog 2
logn

de donde concluimos que

2nlog 2

T(2n) — 7(2n)) <1+
logn

2n—m

tambien sabemos que Vm € Z%: 0 < m < 2n = log ( ) <logn, y como

n

: 1
W=

log n log n — log (=53
n 1 1 1 1 1

‘m=1
-

< = — + .- e
logn — log (5, lngl%] lc-s}[““ “} Tlngq%} log (=)

pero como

2n1+1 n—+1

Iy <n = 2my<n+l= 5 < >
1 1
- log (2£4) ~ log (Bxd)
de donde resulta que
no_ 1 1 1 L 1 N 1
logn ~ log (27") log (""‘ l) B log (22 -2—) ' log (—-’%—?'-) " log (2—"12-*‘—1)

y legamos a la siguiente relacion

(272) - 7('(27).1) 1 + ]

1 1
+o b — e+ -
og (3) " leemD) T log D) T leg )

Analogamente sea 2n, el nimero par mas grande que es menor o igual que n,, esto

(1)

€s



CAPITULO 1. EL METODO DE CHEBYSCHEV 5

es claro que
m , Sl m; es par
272.'_) = ) )
ny — 1 ,s1n; es umpar

y con un procedimiento totalmente analogo al hecho antes se obtiene

] 1 1 1
m(2ny) — m(2n,) < + + o T 2
(2n1) (2n2) < log (%L) log (21!.12—1) M (-n?;z) log (2n;2+1) (2)
Repetiremos el proceso de definir los 2n,, 2n,, 2n,, - - -, pero este proceso es finito; de

log n
log 2

una tras otra cada lado de las desigualdades de la forma 1 y 2 tenemos

modo que tiene que finalizarse digamos en 2nt = 2. Donde £ < [ ], y sumando

| , 2
T(2n) — T(2nk) < J+l+‘--+1'+2log22 =
=3 m=J3 log ?

-

k weces

2n

1
(2n) — n(2) < /c+210g22 —

m=3 log 7

logn]| | o
m(2n) —7(2) < [logQ] + 2log 2 Z =

m=3 log7
log n !
2n) < +1+2log2
") S [109,2] o ;logﬁ
e 2

Ahora para un n grande, es posible expresar

2n
S = Y et S i

m=3 log 5 3<m<n/(logn)? log 7 2n/(logn)i<m<n log B}

Ahora acotaremos cada una de las dos sumatorias de la ultima expresién

m 1 1

e < )
2 legZ ~ log
| | 1 2n

) = B

entonces

3
e Como = <
2

1<m<2n/(log n)? log ) 2 3<m<2n/(logn)?
2n 9 2n ] ¥ 2n
ero |——| -2 < —i < — , y asl
; (log n)? (log n)? (log n)? 4
1 2 n

m

= 2
3<man(log n)* 108 ) log 3 (log )
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1 1 1
<2n= < < =

e Como — <m< < , entonces
(log n)? logn ~ log 2 log
2
(log n)

1

D D D D s

1 leg—
2n/(logn)? <m<3n cgm 2n/(log n)3<m<2n 2 2n/(log n)? <m<2n log (log n)2

2n 1 1 2n 1
n — < In —
( " [Elngn}:]) logn ~ 2 log % - ( ’ [liﬂgﬂl"]) log —

Inf(lognP<m<in [[{}g ﬂjz

2n
y los extremos de estas desigualdades equivalen a [
log 2n



Capitulo 2

La Funcion Zeta de Riemann

o

Definicion 1 Vo € R: o > 1 a la serte Z — se le conoce como la functdn Zeta de
na'
n=1
Riemann y se denota por {(o)
Proposiciéon 2.0.3
o
Vo >1: —— < ((0) <
- g — i
Prueba
Ya que
/‘" dz SN
—_— < —
. TT T &=
- 1=1
" dz iy
him — < lm —
E—— b n—oo 27
g 1=1
* dz 21
— — —
/1 — < 2; —=((0)
1 * dr
= — < g
-1 /1 & > (o)
, — 1 *d
Finalmente, es claro que Z —<1 +/ & [ |
= zd’ 1 IJ
Proposicién 2.0.4
bm ((o) = o0

o—1t



CAPITULO 2. LA FUNCION ZETA DE RIEMANN 8

Prueba

Esto es inmediato a partir de 2.0.3 y haciendo ¢ — 1*. Esto tambien tiene sentido
puesto que {(1) = > > = L diverge. L

Proposicién 2.0.5

im log (o) = +o0

g—1+

Prueba

Por 2.0.3 Ve > 1:0< ﬂ ¢(c), y siendo log una funcién creciente tenemos Yo >
—log(e — 1) < log{(c); y como lim,_,+ log(c — 1) = —00o = lim,_.,+ — log(c —

1) = 400, de donde por comparacion afirtnamos que lim,_,+ log ({7) = +o0. |

Proposicion 2.0.6 (La formula del producto de Euler)

YVoeeR:0>1:(lg) = H er H (1=2""7)""

n=1 p primos n=0 * P prumos

Prueba
Ya que cada serie ) .. =07 1. es convergente (pues es tan solo una serie geometrica), y
esto para cualquier p que es primo. Y por los mismos argumentos dados en la prueba

del lim 7(z) = 400 se tiene nuestro resultado. [

IT—00

Proposicién 2.0.7

Voeﬂ{:a>2:0—l_l-§C(a)§C(o—l)

Prueba
4 o—1 1 )
Vo>2,ne€N : n”>n"7" = —< N
n? no=
21 = 1
DS
n=1 n=1
((e) <¢(e - 1)
Y finalmente usamos 2.0.3 [ ]
De aqui podemos deducir que como
‘ 1 1
7>2=VnelN:n°>n*> = —< —
na' n2



CAPiTULO 2. LA FUNCION ZETA DE RIEMANN 9

Figura 1: Grafica de {(s) en los reales

Y por 2.0.3
VoeER: 0>2: —TSC(U)<C( )
AhoraVo € R: 0 €(1,2), n€ IN : n7 < n”*! = 5 < L obteniendose

Vo €R:0€(1,2):{(c +1) < (o)

Y de todo esto concluimos que Vo € IR : ¢ > 1 la funcidn {(c) es decreciente; y

tambien por 2.0.4 tenemos el siguiente esbozo para la funcion {(o), o > 1.

Proposicion 2.0.8

Vo€ R:0>1:logl(c) = Z i

p priamos n=1

=z[

P oprimos

- Y 2+ Y Y4

P promos P g prymos n=1

’1?3"1

]
* Z rlﬂ«“ﬂ:I

it

Prueba
Por 2.0.6

log¢(c) = log H (1-p7")"

p primos
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Il

Z log(l = p™" )"

p primos

= - Z log(1 —277)

p primnos

1
ycomop>2:>Vd>l:p—"<2—a<Jtenemos

i - - 3 (£2)

p prirmos n=1

> Y=

p primos n=|1

pues ¥z € (=1,1) : log(1 —z) = = Y00 | =
Ahora veamos que Vo > 1 : log {(c) esta bien definido, esto es:

: 1
e Veamos que Vo > 1 la serie Z — converge
p primos
[
Esto es obvio a partir del hecho de Z - < Z =
p primos * n=1
e Veamos que Vo > 1 la serie converge
q > Yo == converg
p primos n=2
1 ] 1 e 1 = 1
Comon>1= - <I1l= <—,ya51§: S}:—.Pero
npd'l pan. np\fﬂ- pﬂn
n=2 n=2

= 2 /1
D D)

n
n=2 n=2
) n+2

(
.

]
nmo \P7
1 & "_L( 1
N zv—,;(p_") TP 1—,,%)

Y asi tenemos

s ¥ S one ¥ o(i-5)

p prsmos n=2 P primos

10



CAPITULO 2. LA FUNCION ZETA DE RIEMANN 11

Ahoracomop>2=>Va>l-p”>"">2:>p"—121=>p—,1:r§1=-

1+ - <2, ycomo(l—-l—-)' =1+ -, entonces
1 -1
Vo> 1 : (l——~) <2
pd
1/ ] “< 2
e 1‘; S

P
] 1\ 7! 2 ]
Y w(-5) <X =2 Y &

p primos P primos p primos

, entonces tenemos

/\
M) s
: Pd

1
Ahora como Z S
p3e

2

p primos n=1
> L(i-2) <22
—_ l——) <2 ——
20’( -4 - 20
ppnmosp p n.=ln
Abhora como Vo > 1, Yn € IN : n7 > n > 0 = n* > n? > 0 de donde
1 1 = 1 =21 ,
Vo> 1, Vne IN . nm_;-:z—:lnzcgzlnv?, teniendose
-1 (%) oo
1 1 1 1
SR B <2 —_< 2 o
Zomlop) sisoky-woe

y por lo tanto hemos concluido que

Vo>1: Y Zﬂpﬂ < 7

p primos n=1 P primos

\*)

|._.
——
|
A~
o S
1A
b
s
i
b
e

Y vemos que nuestra proposicion es realmente cierta. |

Proposiciéon 2.0.9

: |
lim E — = +00
g1t o

P prirmnos
Prueba
: 1 .
Para esto supongamos que lim — < co. Ahora'de 2.0.8 se tendna que:
il p primos p"

lim log((e) = 61:1_.1{1* Z ;—'-r hm Z qum

L e .
P prumos PrifRos n=o



CAPITULO 2. LA FUNCION ZETA DE RIEMANN

Ademas por la ecuacién (*) en la prueba de 2.0.8 tendriamos que lim log{(c) <

pero esto contradice 2.0.5.

Proposicion 2.0.10

e ]

p primos

Prueba

]
Supongamos que Z - < oo.

p primos

I
YVoelR:0>1 : _x:l".jp-_—.:-—"

ZL,

P primos :

1 :
de donde se concluiria que hm Z — < oo, pero esto contradice a 2.0.9.

a—.1+
P primos p

Proposiciéon 2.0.11

YVoeR:0>1: z %5 i ;+1

P pnrno:
Prueba
1 T(n) — 7r n—1
Es claro que Z —a_z (n) )
p pnmo: n=1
Ahora

£ a(n) — m(n— 1 L x(n kw(n—l
yrimorn=n) _ g shrtnoi)

n=1 n=

"
F

._.
P}
Il
=

priamos b

Fg—l1+t

12

o0,



CAPITULO 2. LA FUNCION ZETA DE RIEMANN 13

k k=1
, 7w(n) —w(n—1) . n(k) 1 ]
= lim > = h lh i
fm > —— fim S+ fim 2 | 5 - iy
deduciendose que
Zr(n)—m(n-1) & 1 ]
Vo> 1: . = — -
7 nZ_l n® nZ_l Q) [n" (n+ l)"]
1 1 m+lodz
es facll ver que — — =0 , Y por el mismo argumento usado
no (n + l)d N po+l
n+1
., dz 1 o
en la demostracion de 2.0.3 podemos afirmar que o < —T, asl Mmismo
" z? ne

Vn > 2: 7(n) > 0, de donde

1 /"“ dz mr(n)

e — | = 7(n) < A

neo (n + 1)0- .T,""l no+l
1 1

() [n_"_ (n+1)° ] = nm

> a0 [ - | €0 2

Vo >1 : w(n)

- . 1 1 ) . m(n)
hi’o‘o;”(”) [n—"— nt 1)0] S7ME 2

= 1 1 m(n)

;”( ) F_(n+1)«] gn"“

de donde, finalmente

oot ¥ Lofizoy S .

p primos n=1

Proposicién 2.0.12
Aa < 1:7m(n) =0 .

Prueba

Supongamos que Ja < 1: w(n) = O(ne); esto significa que IM > 0 : |r(n)| < Mn=>.
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Ahora por 2.0.11 tenemos

l o0
VU) l: Z 'p; S UZ n0'+1 — T"'J.
p primos n=1
oo
S" Z notl-o

lim — < limeoeM —_
_"_.].p pﬂ‘ — s [+ ¥ | =i
F Frymos - n=1
1
. I 1
hm E — < M E —
F=s]+ - = e
p primos ° n=1

oo
perocomo ¢ < 1 = 2 —a > 1 = Z < oco. Pero esto significa que

2—c

3

. 1 .
lim Z — < 00, pero contradice 2.0.9. [

o—1+
p primos

2.1 La Funcién ((s) en la region Re(s)> 1

De aqui en adelante consideraremos que s € ¢ Y sea ¢ = Re(s), y Im(s) = ¢, de
modo que s = g + . Se define

oo

Fa — r_’
((s) = E n

n=1

Proposicién 2.1.13

Vs € @: 0 > 1:((s) converge uniformemente

Prueba |
Sabemos que n' = e’l98" = elotullogn — oologneitlogn — prgtlgn y 4q |—| =
o 0]
1 1 1 1 1
e ey e = — entonces E ]—] = E — y sabemos que esta serie
go log |E og | e logn ne ‘
n=

converge siempre que ¢ > | y como toda serle absolutamente convergente converge,

por lo tanto
[e o]

1 .
E — converge uniformemente para g > 1
n

n=1



CAPITULO 2. LA FUNCION ZETA DE RIEMANN 15

que en palabras significa que Vo > 1: {(s) esta bien definida.

Por otro lado como |27 = & < (2)?, con ¢ > 1, obviamente ¥n € IV : (2)7 > 0,
y como
2.2 =, 1 2
2y =2 — ag>1 = —)? converge
S 2rer T4 o>t =Y comes
n=1 n=1 n=1l
converge
y por el Teorema de Welerstrass nuestra proposion es cierta. n

Proposicion 2.1.14

Vs € Q:0 > 1:((s) es analitica y regular

y ademas ('(s) = — Z

Prueba
Como cada termino de la serie de {(s) es una funcidn analitica y regular en Re(s) > 1
y por 2.1.13, entonces podemos diferenciar cada termino de la serie y ademas ('(s)

converge uniformenente cuando o > 1 [

Proposicion 2.1.15

Vsed': o> 1: _C(s):((s)ZA—f:—)

Prueba -
A(n)
En primer lugar veamos que Z converge absolutamente para o > 1
n!
n=1
= |A(n) = A(n) = logn
s | — .0.
S [An)] L AR 3R o n0as
n=1 n=1 n=1
2 A
SR < e
n=1| n

Tambien por 2.1.13 {(s) converge absolutamente para ¢ > 1, entonces Vs € C: o >

IR

aid NN > > Aln
o (Zﬁ:) (E#)

n=1 n=1
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= ) ki,z A(n)!

nlk

©_ log k
=Y Oi Por A.0.40
k=1

y finalmente usamos 2.1.15 [

Proposicion 2.1.16
Vsel: o>1: ((s)#0

Prueba

[ o]

A(n)

Antes que nada sea ¢ > 0 un numero arbitraro, entonces E converge uni-
n=1

oo

A(n)

formemente para ¢ > 1 + ¢, luego Z es regular para g > 1.
=i

n=
Supongamos que Jsg € T: Re(sg) > 1: ((so) = 0, y ademas que sy es un cero

3

de orden p (p > 1) para ((s). Luego afirmamos que s, es un cero de orden p para

¢(s) Z tr(z_?)’ pues Z r(:) es regular para g > 1; y por 2.1.15 afirmamos que s, es
n=1 n=1

un cero de orden p para ('(s).

Pero como estamos suponiendo que sy es un cero de orden p para ({s), entonces
So es tambien un cero para (’(s) pero de orden p — 1.

De donde concluimos que so es un cero para ('(s) pero no tiene un orden (orden
del cero). .

Proposicion 2.1.17 Sea p un nimero primo arbitrario pero fijo, entonces

s k
1
Vse€@: Re(s)>1: E ‘ <—) converge absolutamente
p.‘
k=1

oo oo
. o a b
'Dadas dos series de Dirichlet E —y E — las cuales son absolutamente convergentes. En-
1 n n=1 iy
n= =

tonces (i %) (i %) = i %, donde ¢cq = Z“’dbnld

n=1 n=1 n=l1 d
din
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Prueba
Es clara a partir de,
N | 1
D! - ps.ﬁ T |esklogp | T |e(a+t£)klogp'
o ]
|ekalogpe|ktlogp‘ - ekalogp Ietktlogp|
D T Y 0 L
= ekalogp . pk_a - p_a PAC
oo & oo k
1\* 1
Ahora por el criterio de la raiz lim {/( —) = lim — = —, perocomop > 2, ¢ >
k—-tco p° k—oo p7 p°
. 111
= p" >2=> —< —< -< 1. =

Proposicion 2.1.18 (La identidad de Euler)

Ve>1:((s)= [[ (1-p™)
P primos
Esta identidad es conocida como la "identidad de FEuler” y muestra la relacion entre

¢(s) y los numeros primos.

Prueba
La idea de la demostracién es empezar a tomar productos finitos en la productoria.

Para esto, sea z € IR : £ > 2 un nimero arbitrario, y como antes sea ¢ = Re(s) >

0 k
, 1
1. Entonces para cada nimero p primo tal que p < z, la sere Z <—J> converge
k=0 p
1] 1 1 . .
absolutamente por 2.1.17. Ademas, —'] = — < 5 < 1,y por serles geometricas
p*| p? e
L_ (2 k de dond '
1 —-Z I; , de donde se obtiene que
1 - — k=0
p.!

H(] -p7) " = Hll +p 7 +p P +p T+

pE= p<=
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pero como

H I+ "+ +p™4+..)= Z n~' +f(s;z)
p<= n<z
n<z

> n”
n=l1

18

stendo R(s;z) = E n”’. g n”’, representa la suma que se extiende sobre todos los

n>z n>z

numeros n > z y los mimeros n estan compuestos unicamente de primos no mayores

que z. Obviamente
1 1 1 1 1

= - = — - — = = —
i ptlOgn sle+it)logn T IOE R ie.:lcgﬂ 7

teniendose que |R(s;z)| = | Z n~'| < Z [n™

n>zc n>c
! ] 1
|R(s;2)| < z g Zn—,
nix niz
o0
< ZLS l.;./ i)
e n!? zd’ z uﬂ'
l—0c
< z77+ *
- o-—1

— - l—0o -
ahoracomoz >2, ¢>1=s0—-1<oc=>z"""'<z7=>z7<z 77, yas

Risi2)l € o+ gt I
s; 'z z
: c—1° c—1
|R(s;z)| < L:z:l_", donde ¢ > 1
= 1
O' —
hm |R(s;z)] < 7 lim 2" = ——0 =0
T—00 g —1z—= ag—1
y asi tenemos que lim |R(s;z)| = 0, concluyendose que Vs € € : Re(s) > 1 :
I —* 00
IT a=p) =30 =)
p premos n=1
Proposicién 2.1.19
e
Vs€ C:0 = Re(s) > 1:|¢(s)] > ——> 0
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Prueba

Ya vimos en 2.1.14 que ((s) no tiene ningun polo en ¢ > 1, y asi
((s) = H(l —p7*)7!, esto por 2.1.18
-

Vo> 1:4(s)" = J[0-p"")

p

[Ia-e=]11 -7
P P

pero como: |1 - p~ < 1+1p™| = [¢(s)|™ < [[(1+ Ip™"]). Pero
P

Vo > 1:[¢(s)|™" =|¢(s)™

- e-siugp — e—--:.‘-n“]u;p . e--'rjﬂgp‘___.—tl:ugp

Ty

—1| —clogp e—ztlogp —ologp _— p—o’

e =¢€

I<(s)|™t < H (1+ 7)) H 1+p7° Zn"’

K™ < Zn /; ~du = ai l
<6 <

c—1

pero [((s)[™ < —— =>1¢(s)

Proposiciéon 2.1.20

$a+l

Vsel: o> 1: C(s):s/oo 2] dz

Prueba

Sabemos que Vn € Z : [n]—[n— 1] = 1. Entonces Vo > 1 se satisfacen las relaciones

) = Y L=yl

=1

2
1}
=
2
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n=1 n=1
k=1
. 1 ] |
N klfionz;[n] o (n+ 1)’] i

I
E)

1 1 = "t dg
nt (n+ 1)’] B Z[n]s/ TR

n=1 n=1 W
0O, n+1 d
y finalmente {(s) = s Z/ [jj]+f [ ]
n=1vY"
Proposicién 2.1.21
// Me o)
Vse@: a>1: —=(s)=s —(illd:z:
¢ A
Prueba
Entonces Yo > 1 se satisface
¢’ A (n) —y(n —1)
C(S) = Z:l "L" - nzﬂ nJ
ko
_ Z%’(n)—df(n—l)
- S n=1 n
k
L W(n) (n—1)
- kh—{:go ; n? nzzl n?
k-1
. ] ] . (k)
- — st
kh_.nio; ¥(n) [n’ (n+ ])’] +k—ouolo ke
= 1 1 - gz
= > vt - =] - ;wws/n
’ ©o n+1 d
y finalmente —g;(s) =s w(zzlm [ ]
5 n=1Y" z

2.2 Continuacién de ((s) en Re(s)> 0
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funcidn que tiene una derivada continua en el intervalo [a,b], entonces

b b
S fe) = [ @z +p(6)0) - )i (@) - [ ple)f (aiz

a<z<b

1
y donde p(z) = 3 {z}

e o]

Proposicién 2.2.23 Vs € €: Re(s) > 0: / p(u)u™"" du es una funcidn analitica.
N

Proposicion 2.2.24 St Re(S) > 0, entonces

N o
1 1
YN e :((s)= E n~' + ~S——]N1*’ --N7 + s/ p(u)u™""tdu
n=1 N - N

donde o(u) = %— —{u}

Prueba

Sea M € IN un nimero arbitrario pero fijo. Ahora

VNelN:M>N, RY S n=?

N+0.5<n< M +0.5

tambien, Vn € [N + 0.5, M + 0.5],s € C: Re(s) > 1: f(n) 4l 1=, obviamente esta

funcidn esta bien definida, es continua y ademnas es analitica y regular para todo

s € C: Re(s) > 1 => f'(n) = —sn™*"!. Aplicando 2.2.22 tenemos que:

M+0.5
2 nTe i / n~'dn + p(M +0.5)f(M +0.5)
N+0.5<n<M+0.5 N+0.5
M+0.5
- p(N+0.5)f(N+0.5) - / o(u) (—su™""") du
N+0.5

M+0.5
- / n~tdn + (M +0.5)~p(M +0.5)

N+0.5

- (N+0.5)_’p(N+O.5)+s/p(u)u"—1du
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Ahora p(M +0.5) = :—{M+0.5} = :—0.5 =0 pues M € [N y tambien p(N+0.5) =0

pues N € [N. Tambien para simplificar notemos que

M +0.5 M+0.5 N+0.5
/ u"’du:/ u"’du—/ u”du
N+0.5 N N

M+0.5 M+0.5 N+0.5
/ p(u)u™ " du =/ p(u)u™ " du —/ p(u)u™""'du

N+0.5 N N
de donde
M+0.5 M+0.5
R = / u"du+s/ p(u)u™""tdu, con Re(s) > 1
N+0.5 N+0.5
M+0.5 N+0.5 M+0.5
R = / u“’"ldu—/ u"’"ldu+s/ p(uw)u™ " du
N N N
N+0.5
- s/ p(u)u™"" du
N

Ahora p(u) = 3 — {u}. Pero sabemos que ¥z € IR : {z} = |z| — [|z]]. Entonces
Vu € [N,N +0.5] : {u} = u— [u], pues como u € IV : |u| = u. Tambien Yu €
[V,N +0.5]: [u] = N. Por lo tanto

=

—u+ N

‘

Vu € [N, N +0.5]: p(u) =

~

t

de donde

AM+0.5 N+0.5 M+0.5
R = ‘/. u~'du — / u'du+s f plu)u™"" du
N N N

N+0S 7 .
— 3 (§+N—u) w " du

M+0.5 N+0.5 M+0.5
= f u"du —/ u'du + sf pluyu™""'du
N N N

N+0S £ N+0.5
- s (;-1-1"1’) u"_l»iu+3/ uu"""du
- N

M+0.5 N40.5 AM+0.5
= f u'du — [ u'du + sf plu)u™""'du
N N N

] N+0.5 N+0.5
- s{-+N}[ u"'lu’u+sf u” " du
N N

/2

I

M+0.5 N+0.5 1 N+0.5
u'du+ (s - ]jf udu—s(= + N}f u™ " du
N 2 N

=
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M+0.5
+ s / p(u)u™""du

N
R = ol |MAOS =1 yot+L VoS B s’J - s |[N+05
= —s+]"_ _3+1;N (2 sy
M+0.5
+ s/ p(u)u™* " du
N
(Al +0.5)1—’ Nl L, IN+0.5 1 —,!N+0.5
A Tl R R lN
M+0.5
+ 3/ p(u)u™* " du
N
M +0.5)— NI
= = —(N+05)'7+ N'™°
l1-s 1—s
1 1 M+0.5
+ (GF NI +0.5)7 — (5 + N)N™" + s/ o(w)u™""" du
N
M +0.5)— NI~
= (J l_s) ]_s—(N+0.5)1—,+Nl—,+(N-+—O_5)l—’
1 M+0.5
N T
2 N
(M +05)= N7, ] -
R = — Ni=t _ (2 s
M+0.5
o [
N
+0.5)~ N 1
1-s -5 2
M+0.5
+ 3/ p(u)u™*"tdu
N
(M 0.5 1= —N 1 M+0.5
- \-l’-——s)- + N7’ [l — E] + s/N o(w)u™""du
M +05) N7 1 M+0.5
= ( T— s) + i — _2_N"’ +3/[:[ p(u)u—g—ldu

Y asi, que cuando M € IV es arbitrario pero fijo, tenemos que

0.5 1—4 l—g
Z n~t = (M +0.5) +N Ly
1—3s s—1 2

M+0.5
+ s/ p(u)u™*"tdu
N

N+0.5<n<M+0.5
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y esta relacién es (YN € IN : N < M) A(Vs € C: Re(s) > 1). Tambien es obvio que

jm,  F = YW
N+0.5<n<M+0.5 n=N+1
, M +0.5)}
M ~+00 l1-—3s
M+0.5 o
lim p(u)u™"tdu = [ plu)u=""

]
:l
+

]
=

4
I

M<
.

t

Tﬁ
£

bd | =
<

y esta relacion es valida (VN € IN) A (Vs € € Re(s) > 1).
Finalmente por 2.2.23 afirmamos que ((s) es analitica en Re(s) > 0 .

en el punto s = 1, donde eztste un polo stmple con resitduo 1.

Prueba

Haciendo N =1 en 2.2.24 tenemos:

((s) = Zn_’ + sTl]-(l)l"’ - %(1)—’ +s /1‘°° p(uw)u™*"tdu

n=1
1 1 e
= (1) o — =(1)" !
(1) +s—l 2(1) +3[ p(u)u™ " du
= <1—1)+ 1 +s/w()-"1d
- 2 s—1 1 A v

1

((s) = — - % -+ 3/lwp(u)u""1a’u
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y como 2.2.24 afirma que ((s) es analitica en el semiplano Re(s) > 0, entonces

— 1 1 [ —4—1
C(s)—s_l-i-z-i-s/1 p(u)u™" " du

es analitica para Re(s) > 0, excepto para el punto s = 1, donde existe un polo simple.
Ahora sabemos que si una funcién f(z) tiene un polo simple en z = a entonces su

residuo en este polo es im{(z — a)f(z)}. De donde

hm(s — 1)¢(s) = {1_12 {1 + % +s(s—1) /°° p(u)u_’_ldu} =1 L

s—1

Propesicion 2.2.26

Vsel: o 21: ((s) - es analitica y regular

o

Prueba
Por 2.1.20 se tiene que Vo > 1 : ((s) —

S

s—1

. L | [u] = uf 1
converge para ¢ > 0y por lo tanto tambien para ¢ > 3, y asi |=— -

. u.1+1

| [u] = uf “ du o . ® u] — u
donde / .[u] s [ < / —~, lo que significa que la integral / in——afu es
1| 1 U 1 ul
analitica y regular. ]

Vse@: a>1: %(3) + es analitica y regular

S—

Prueba

2.3 Continuaciéon de ((s) a todo el plano

Proposicién 2.3.28 (Suma de Poisson)

o)

> 1

n=-—oco n=-—oco

Proposicion 2.3.29

o0
Ze—zwn3 — O (e—wz) LT — 00

n=1
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Prueba
& ) 1) )
. — 2 — — n . — n .
Es facilver que E e "™ < E e~ " = 5 (e™*)". Pero la serie E (e™™)" tiene
n=1 n=1 n=1 n=1

. 5 , o .o = 0
la forma de una serie geometrica y esta convergera siempre que e ™" < 1 = e —=>

—mz < 0=z >0.
[o o]

Yz > 0: Z (e'”)n, converge y ademas 0 < e™ ™" < 1.

Vo3V g s
n=1 )

Entonces
ke oo oo
vz > 0: Y & N ey (@)t
=1 n=1 n=1
Ahora s, z > % =7z > 1= -1 < -1=>e ™ <e! €038 = - >
1 1 1 .
—-038 =>1—e"™ > 1-0.38, de donde Vz > — : < . Y as1

x* l—e 77 1—-0.38

l e—vrz l
v — T < 1.62e77F
T > < <l = 0.38) e e

_1-':

—z7nl S f: —zrn __ < 1.626“71

e

<
3]
;
2| —
[\’J*

1

3
1}

e™*™ < 1.62¢7"°

]~

1

d
1l

k
lim Rt < 1.62e7™*
k—oco0 -
oo
z:e'“”"‘2 < 1.62e™"™*
n=1
©0
Por lo tanto E e =0 (e™™), £ — oo [
n=1

Proposicion 2.3.30

Vse (' [ (z%_l -+ z_z"_;') (Z e'"“z) dz

n=1

define una funcidn analttica y regular en todo el plano.
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Proposicion 2.3.31 Vs € @\ {0, 1} se satisface:

S 1
w7r(§)<(3)= : +/1 (zi_]n?_i)u(z)dx

s(s = 1)

donde w(z) = O(e'”), z — 00. Y asi se tiene una continuacidn analitica de ((s) a

todo el plano complejo.

Prueba

La representacion de Euler para la funcién Gama es

Vs € @: Re(s) >0 : I'(s) = / y*"leTVdy
0

s *®
(g« [
5 /0 y: e “ay
Haciendo el cambio y = mn?z, entonces para Re(s) > 0 tenemos
r (f) = / frm.zr} 5 ep*ﬂ:[ﬂn:rfm)
0

(e =]
L -2 L] —wni= 2
= / 73 Int e e ™ F a0t de
0

o ]
£_1 —wnd

i e *dz

Le =]
= / gi=la=™iz4p
0
[n =]
./ri"le"'“lzriz)
0

' 3 i 3
/ I-;-—lﬂ—'rn :dz +f x,—le—'ﬂ'l. rriTI)
wm1 Wo 1
1 oo ;
L1 —rniz
= z3 e dz +
[

n=1

™ f=1 - :-.'rr:.1= d
)

n=1

1l

=

[T

;-
‘5‘"‘-;



CAPITULO 2. LA FUNCION ZETA DE RIEMANN 28

Ahora trabajemos solamente con la primera integral del lado derecho la ultima iden-

tidad. Antes es facil ver que se cumple la siguiente identidad Z e = 1+
n=—00
[ o]
3 5
QZ e "™ . Y asi
n=1

O\,
=
8
wle
|
=
.
e
|
o
3
3
-
o
Q.
3]
I
O\,
| o
13}
o
|
. R |
B
[
(]
aQ
|
a
3
:U
+
—y
""h-._,___.-""
|
[—
A—
QU
3]

Ahora por 2.3.28 tenemos

[o o]

1 1 oo
L - 3 1 L3 ]
74 ke e ™ ldz = / —-z173 e Y™ 1 d
J (Z ) : ( 2, ) ’

n=1 n=-—00

1/1 —
- - 3 dz
2 Jo

1
dondey = —, 2 > 0 =>dz = —22, y ahora trataremos de reducir la primera integral
T

del lado derecho de esta ultima desigualdad. Esto es,

O e P L W A I =
A PP L U PP i

n=~o00 =—00

(5 )

n=—oo

Il
'\‘8
DO | =

N
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1 _, =
= /; 50:'7“]2' ( Z e"""a) dz

n=-—00

esto, por que la variable de integracion es muda, teniendose entonces

/1 z37} (i 6—""1) dz = /°° -l-x'i'é' ( i e_""z) dz
0 2

n=1
l 1
- —/ iz
2 Jo

[a 0] oo
— 3 - 3
y como E e "™ =142 E e~ *™™  entonces,
n=-—00 n=1

= -z 373dz
IE
1 Y — —zxn3
+ /1 ‘2-I33(2§€ )dz
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de donde Vs € C': Re(s) > 0 se tiene,

i) () =

(.—.f~: + ;—f—%)u(r).ﬁx T

donde w(z) = Ze’"":, pero por 2.3.29 w(z) = O(e="*), z — co. Pero por 2.3.30
n=1
podemos afirmar que

1 L. 2L
-+-/1 (z? t4+ 7 2)u.a(z)d:z:

s(s—1)

es una funcién regular Vs € (, excepto para para los dos polos simples en s = 0 y

s = 1. Por lo tanto la ecuacion

W_T,F(%)C(S) = G- +/1’°° (Ié—l +2777 w(z)dz

define una continuacion de {(s) a todo el plano complejo u
Teorema 2.1 (Ecuacién Funcional para ((s))
—s

1-5
VSGG’\{O,]}:WTF(%)C(&‘):W ( 2 )F(}%)C(l—s)

Prueba

Basta solo observar que la ecuacion 2.3.31 permanece invariable si reemplazamos s

por 1 — s, esto es

=301 (1 3 s) 1 =3) =7 . 3 +/1w (=

[ES

-1 + x—%—.}

) w(z)dz
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de donde concluimos a partir de esta ecuacion y 2.3.31

it (S —(l=e l1-3s
‘v’sE(l’\{O,l}.w2F(§)C(s)_7r( )r( 5 )C(l—s)
y esta ecuacidn es conocida como la ecuacion funcional para ((s). [ |

Definicion 2
Vs € C: &(s) & %s(s — 1)7~iT (%) ¢(s)

Proposicion 2.3.32 £(s) es una funcidn entera, y ademas £(s) = £(1 — s).

Prueba

Solo tendriamos que ver la funcién f(s) = s(s — 1)T' (2) ¢(s) es entera.

Las posibles singulanidades de la funcion f son aquellas de la funcién ' (%) y

la funcion ¢(s). Ahora bien I (%) tiene polos simples en los puntos s = —2m con
m =0,1,2,3, -, los cuales se cancelan con los zeros triviales de la funcion Zeta (los
cuales son simples), cuando m = 1, 2, - - -; mientras que cuando m = 0 la singularidad

se cancela con el cero de la funcién h(s) = s (sT (-;—) esta acotada). Por otro lado

(s — 1)¢(s) esta acotada en s = 1. Luego f(s) no tiene ninguna singularidad en el

plano complejo. |
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2.4 La Hipotesis de Riemann en forma grafica

Figura 2: La hipotesis de Riemann en forma grafica



Capitulo 3

El Teorema de los Numeros

Primos

Aqui demostraremos el Teorema de Hadamard-la Vallée Poussin. (Teorema de los

numeros primos)

Proposicion 3.0.33

1 [? A sin’ v
v 0p: = 1— —)e"dt =
vE R\ {0} 2/_2< 2)3 ~

Prueba

Vv € IR\ {0}, se satisface
/2 <1 = ]—;-') [cos(vt) + isin(vt)]dt

2 ;
lf 1-—-ﬂ)g""rﬂ_—_l
2 - 2 2 -2
2
t
= }-/ <1—|—l> cos(vt) dt
2 =2 2 N o

\..—-vdfunc"on par
funcson par
L

o

_p
funcion par

1 [? I¢| .
+ = 1 - — sin(vt) dt
3/, 7 | 28

Sem == {uncion smpar
Juncion par
L —
—
funcion smpar

o

0

33
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_Lr |¢]
= 52/0 (1—-5-) cos(vt)dt

l/‘2 (1—“—') gy _ 1—c Ec(2v):sin2v

Yty —2 2 292 v2

Definicion 3
YVue R: H(u) dat e “Y(e")

Proposicion 3.0.34
5t y2 2 yy entonces H(ya) 2 H(y,)e¥' ™
Prueba Se deduce a partir de C.0.50. En efecio

c omg; >y => e¥ >e¥ = ih(e??) > ()
= e-mw(eyz) Z e—yz w(eyl )e—m eyl
N " | ——

H(yz) H(yl)

y finalmente H(y,) > H(y, )e" ™

Definicion 4

Proposiciéon 3.0.35

(a) Y(y,A) € R x (IR*\ {0}) tenemos que

Ky, 2) = /—Av H( B ;_) sin’ v-dv

©o

converge.

(b) Para A > 0 se tiene que 3 him K(y,A), y ademas
y—so00

lim K(y,A\) =P

y—oo

/02 <l - %) ¢ dwt)dt = 1_-%

34
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Prueba

(a) Para o > 1y por 2.1.21 se tiene que
] " [e ¢}
""‘"C‘{S'I / (e )e " du
s ¢ 0
/ —ud)( ) uw —quu

/ H —u(s l)du

usando/ e~ 0=y | tendriamos
s —

Il

l(’
——=(s)

e~ Vdy = / (H(u)—l)e_“(’_l)du
0

< C()_s—l)% /Ow(H(u)—l)e"‘(”Udu

ahora usando esta ultima relacién y VA > 0, Vy € IR, Ve > 0, se tiene que

A [P I\ v [ € 1+e+ A2 dt
- 1— — e’ 1+e+ M) — =
2/2< 2)6 < L )% >1+5+Ati

Il

Il
N> o> N> | >
[
~
S
|
v |=
N——
=
b=t
m /_\
o\,o
8
—~~
=
e
N
|
[
A —
(¢
I
£
n
+
=
.
e
N—
&

y por el Teorema de Fubini:

: LAY
/ f —1)e e ANl (] — —}-) eV b du
1]
. It| ;
/ n - 1} _t"duf (l — ) g My—ults gy
0 -2 2

¥

= A‘/ (H(u) - 1)e™*"du (1,/' (1 ia %) eMy=u)ti 4y

b3 2 B3| =
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Ahora haciendo el cambio de variable © = y — —, tenemos

k)

—00 v s —dy 5 ltl
= A Hy-+<)-1 «(y )( )_/ (__) A($)e
\/.«\y ( (y /\) ) ¢ /\ 9) - 1 2 e dt
Ay >
= / (H(y - ;) - 1) e_‘(!l—{')d'l)%/ (l — %) ev)tldt
—00 -

y por 3.0.33 tenemos que

Ay v 22
— _ 2y _e(y__;_) Sin- v
/_ (H(y /\) l) e dv ( = )

Ay v c 2
= [T (H- - 1)eenitiy,
_ Ay H v _e(y_:‘:_)s.lnzv _e(y_g)mzv
= (y s ;)e = =N A 02 dv

pero como

-

>|

Ay Ay 1n2
/ _,(v__)sm Ua'v _ e“‘”/ e8IV

(o) v oo

s1 hacemos v = w, y lo reemplazamos en el lado derecho de la anterior relacién

tendriamos que

/\ .
Yo y-9) sin? vy Gy W sin’ w
e A
02
—o0 =y

JSID'U
= o / L
Ay

sin> v < exp(—ev/A)

2

exp(—cv/A)

y como, im v exp(—cv/,\) = 0, entonces

ya que,

1
Yu>wuy @ exp(—ev/A) < =
Ub
exp(—ev/A 1
v v
y asi
=] 002 vo oo
f ¥ < [Tt [Tond
=y v? Ay v? vo v?




CAP{TULO 3. EL TEOREMA DE LOS NUMEROS PRIMOS 37

v L dy " du
s e 2t o
—Av v 0 U
—— ——— N s’
conver ge conver ge
oo 1002
_eeSIn‘v
y por lo tanto hemos probado que / e” A dv
-y v

converge absoluta y uniformemente siempre que -;{ > 0. Y por lo tanto tenemos

que

A[? |t|> 5 ( ¢ 142+ Ati dt
o B P L} DR SO W VRS ek ) _
2/_2< 7 )¢ c( et M) — e

Ay 2,810y sin® v
[ (- Bt )
- v v
Ay Ay o2
_ / H(y _z(y__)smzvdv_/ e_°(y_%)bm, Y
- ] o v?

Ahora haciendo que € — 0 y por el Teorema de la Convergencia Monotona es

clerto que el lado 1zquierdo de esta ultima relacidn satisface

1) e (_€  l4e+ Mt dt
-z0 Ati) — =
Hozf ( (I+e+ M) = =) Tr et

’ /\ )
5/ hm( l;') \ytt( i(l+5+/\tz)—l+6+t1> dt s

g e—0 €+ Atz 1+e+ M2

y usando 2.2.27 afirmamos que

1+¢e+ M2 ! . 1+ Ate
hm—c—(1+e+/\t) +_+_2=_%(1+m)— “;n.“

e—0 €+ M2

y asi tenemos que

A2 AN < ¢’ : ]+s+/\ti) dt
im — 1— =] e [ -2(1 A1) — — =
11332/_2( 2)6 C( tet M) - et

A2 1L\ e (€ L 1M dt
5/_2<]—7>e (_f(“’m)_ At >l+/\ti

Ahora haciendo que € — 0 y por el Teorema de la Convergencia Monotona es
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clerto que
Ay 2 Ay

lim H(y - Z)e—e(y--})sm Y v — Lim _e(y__)sm v
“=0J—c0 A v2 e—0 |__, ,)2
A
vli q —e(y—4) sm 1} Ay . —« __)Sln v
m Ay~ 7)e dv— [ lime= o
_fO e—0 A A‘U = e—0 v2
Y v sinv Y sinlv
Py [Fae,
K (y, )

y despues de despejar K(y, \) se tiene finalmente:

A It] ¢’ 1+ Atr)  dt Y gin? vy
K(y. \) = = — Bl pwns ' :
(v, A) 2/_2(1 2>e < A Ati71+m.+/:w ——dv

(b) Se ve que el termino

A 11\ i [ ¢ N 1At dt
— 1 — = vie [ _ > —
2/_z< 2)e ( C(l+m) A1 >1+Atz’

es una constante de Fourier de alguna funcidn continua que va a cero, siempre

que y — ©O.

Y finalmente lim K(y,A) = Lm

y—co y—oo

)
M ogin2 v

2dv [ |

-0 UV

Teorema 3.2 (Hadamard-la Vallée Poussin)

lim H(y) =
y—oo

y por lo tanto, deducimos que

Y(z) ~ 2

Prueba
La idea central de la demostracion es ver que
H(y) satisface la definicién de li_.m H(y) =1.
Tambien si € > 0 es un nﬁnzer: arbitrario, es posible elegir un A = P;(A) > 0 que

satisfaga simultaneamente (tener en mente que P = 7):

(1+5) 5P <l+e; l—e<(1-5-2_ ) .F#
E — € — i — A L&
er’;—‘ ‘""-**d ) 5 P\/,\—. € | ]




CAPITULO 3. EL TEOREMA DE LOS NUMEROS PRIMOS 39

e Aqui veremos que parael ¢ > 0 dado 3N,(¢) € IR tal que Vy > N, : H(y) <
1+e.

Para esto, por 3.0.35 parte(b): VA > 0,Vz € R: lim K(z,\) = P; haciendo el

Z—+00

y—oo

cambio y = z — 7— afirmamos Lm K <y + \/IT /\> = P

y por la definicién de K (y, A) dada en 3.0.35 parte(a), esto equivale a

Mo+%) 1 in?
i : h'ﬁ'(y+-——i) ﬂmﬁ”:P
Y=ol —aa V{I 1'5 =

y por definicidon del anterior Limite

Mo+x) 1 v sin®y
v >G,EN« Yy > Ni(e) : /" . H('.—i———--— [ P4+e
e (€)/Vy > Nife) N v m-g) <
or otro lado, H |y + : 2 sm?'v >0 la defi 3( 34); t
p ) y \/X 3 ) por la definicién pag. am

bien (—v/}, VA) C (=00, Ay + V1), luego

i ‘ Pk Ay
1 v\ smv , | v\ sin’v |
[,ﬁH(y+TI_I)TdU{_/_m H(J-\f‘:‘_i) 2 —dv < P4

cnchb“::»—::-l::r =>e=>P(1+5)>P+e

5y .
£ -1 v\ smm-v
P1e9> [r(r DB o
\/,\- o) \/,T -2
o 1 v sm”vy =3 81n° v
No es dificil ver que /—\/IH <y+ \/_X - X) v_zdv > /_ﬁH(y)eVE = dv
y reemplazando esta desigualdad en (++) se tiene
Vi sin?

VA 2

€ 1 v v 1 sIn” v
Pl1+ = > H + —_ - - d >/ H v d
( +2> /-ﬁ <y A X)) T E g (v)e Y
S y)eV'/ sin? v

(1+¢ )eV»'P -
f /\ gin3 ud

H(y) <

y por (»x) H(y) < 1+¢,Vy > Nife)
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e Aqui veremos que para el ¢ > 0 dado IN,(¢) € IR tal que Yy > Nz : 1 —¢€ <
H(y).

Analogamente.

Teorema 3.3 :
o T(@)log(z) _
o ()
Prueba

Para z > ¢ hacemos w = —’I;- teniendose

m(w)log z + 98P 1o £
[ = 1 Zlogp log z < 7r(:r:)log:::S (w)log Zu(pf_zl@g_u 8T
o logp

6 ¥(z) ¥(z)
wlogz logz
=) logw



Capitulo 4

Beurling y la Hipotesis de

Riemann

Aqui enunciaremos la hipotesis de Riemann como un problema de Analisis Funcional.

Y en este capitulo siempre p significa la parte fraccionaria.

Proposicion 4.0.36

f — [ J a\? :
v0,z € (0,1],Yge R: pF (;) = Z (: & “-) X(2,4(2) + (:) X(g.](%)

n=1 K

Prueba . .
Como 6,z € (0,1]: — € R*\ {0}, ie ;E(O,I)U[1,+oo)
z

9 -
l.Si—€(0,1)=>€<z.Perocomox§1=>9<:z:§1:—_¢>p<€> =
z

. o 6 6\
siempre que § <z < 1. oo p? <—) = (;) X(g'll(I), Yge R

z

g
2289 =-2>21=3ne IN: n§g<n+l<=> <IS€=>p(g):
z z , n+1 n z
7 . ) < <9
- e 1 -
. n ,mmpreqen+l :c_n
P g g "
oo pl|=)=|==-n] o uylz), Y9€R
r T M| T

41
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6 :
Este resultado se obtuvo para un valor tijo de — > 1, de donde nuestro n es fijo.
z
6 o ,
De donde para un — > 1 arbitrario se tendria que:

g — 0 x
#(2) =2 (2) 1t

n=1 =

Ahora como é € R*\ {0}y por (1) y (2), Vn € IV : {6,1]N{(=%:, ¢] = B, entonces:

n+1?

SER IR PRI -

Proposicion 4.0.37

1 3] a 12 4 o
7 A x o o l.__{::J
Vo>0: pl=)r''dz = -

Prueba

6
Es claro que p ) =p <—> X(O.l](z)a y por 4.0.36 tenemos que:
T

P(g)X(O.ll(-’C) = Z_(_'i‘ - n) X( 2 i]( z) + Z*X(g'll(:c), de donde
Zg - n> (=2, 2)(2)f(z) + ;%X(e,l](x)f(z)

[ xoat@e (5) fladis = f [ @) (5 - ) el
+ /Xw.u(z)%f(m)dw

Ke)
P
<
N~—
~
=)
=
~~~
3
S—
~
—~
N
Il
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[+

o

[ (@) [ 12

ahora haciendo f(z) = z*~!

) '~ dz

v [ St

lim [Z /_L = f(z)dz — X;n/; f(:z:)d:z:]

;xe 1 o -z-
+ , ;f(:z:)d:z: + ; ;—f(:c)d:c - 2 n‘/-’_1 f(z)dz
6 1 oo %
k].l_.ngo ) —f(z)dz + [ —f(z)dz — Z n/J_ f(z)dz
4 1 00 .0;
T Y PO
1 oo £
gf(:z:)d:z: = Zn/ f(z)dz
o % n=1 Py

, con ¢ > 1, tendriamos:

1 oo £
9/ ' %dr — Zn/ ' ldz
0 X g

>

n=1

g

S—

1
_ xsl
0

© |3
;'@ dja ~

't
1

43
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- {nZ:;n’l g(n+l)"l+;(n+l)’}
y asl, )
1 9 3 oo
/(;;;(;) ’ld:c—s—f—T—%{C(s—l)—((s—l)-’r—;%},cono>l

¢ g°

——((s), y usando la continuacién
s

Ahora s = 1 es unasingularidad removible de

analitica para ((s) probamos nuestra proposicién u

Teorema 4.4 (Beurling)

Sea p(z) = ¢ — [z], Vz € R. Mdd{f f(z Zakp< >Za"9“—00<
0 <lL,ar € ;1< k< N,Ne IN}. Entonces

— 1
M =[1P(0,1),1<p< oo <= C(s)#O,Vo>;

Prueba Dada en [2].

Teorema 4.5
Sea A, : L*(0,1) +—> L?(0, 1), un operador integral tal que

1002 [ 5(2) st2)ee

i) la Hipotesis de Rieman se cumple s1 y solo si A, es inyectivo.

FEntonces:

ii) la Hipotesis de Rieman se cumple si y solo si h € Ran A,, donde h(z) = z.

Prueba
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(=)
Siker A, # {0} = 3Jg € L%(0,1)\ {0} : [A,g](8) = 0. Pero esto equivale a

[ o (&) stz =0

Ahora Vf € M, se tiene que

0 = | 'S ( %) o(e)d

Il
WE
R
_~
(\
=
©
/
8|2
\—/
Q
~~~
3]
N
Q.
3]

entonces g L M

de aqui se deduce que M no es denso en L*(0, 1)

Por el Teorema 4.4 afirmamos que Vo > = : ((s) = 0, pero esto contradice a la

Hipotesis de Riemann.

(=)
Si la Hipotesis de Riemann no se cumple, entonces 3r € @, Re(r) > —3: ((r+

1) = 0. Abora teniendo en mente esto y usando 4.0.37 tenemos que

1 /o
/ 4 <—> rz"dr = 0; y tomando partes imaginarnas alli obtenemos
0

[0 (2) mterris =

pero esto nos dice que ker 4, # {0}, pero esto contradice el hecho de que

ker A, = {0}

(=)

St h € RanA, entonces,

e 0,0\ (0} [ 5 (3) steriz =
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Ahora Vf € M, se tiene que

(9, f) = /01 ZN:aw (i—") g(z)dz

entonces g L M

de aqui se deduce que M no es denso en L?*(0, 1).

Por el Teorema 4.4 afirmamos que Yo >  : {(s) = 0, pero esto contradice a la
Hipotesis de Riemann.

(¢=) La prueba la haremos por el absurdo.

Si la Hipotesis de Riemann no se cumple, entonces 3r € €, Re(r) > —2: {(r+

1) = 0. Ahora teniendo esto en mente y usando 4.0.37 tenemos que

/9 .
/ 0 (—) rz"dz = 0; lo que significa que ~ € Ran(ker A,), pero esto contradice
5 z

el hecho de que h ¢ RanA,.

Proposiciéon 4.0.38

// ()d@da:_—[log(%r—’y]——

donde v es la constante de Fuler.

Prueba

Haciendo ¢ = 2 en 4.0.36, y r € IR un valor fijo, es claro que

2

[ = L ) o [ ()
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o0 .1_ 4 ] 1
= Zf (— - n) ;::'d:—f—ﬁlf z" "%z
- i C

n=1
1 1 gr-!
4 L8t )
y camo] 2 dp=d ! ! #
8 —log¥d r=1
y por integracion por partes tenemos que
u v 5
——
= (0 : 7 2zl 5 ozrtlo/g 26
/ (——n g’'de = [—-—-n +/ ——n| —=dz
o \z T r+1 2 r+ 1\z z?
e
n+1

= - + ——n|z" 7 dz
r+1\n+1 r+1 /s \z

asimismo por un argumento de integracion por partes

©w ” %
=
2 0 . 0 z’ .0
/ ——n|)z'7dz = ([--n] — + ——.zd:r
2 \Z fr r £ Tz
e
il
1/ 6\ 6 [
= —= +—/ ' "%dz
r\n+1 rJ=
1 6 )r g =t =
= —= + = |
r\n+1 r r—l.—7—l
1 g ’+ 0 1 1
T or\n+1 r(r—1) [~ (n+1)!

de donde podemos deducir que

9 I I +21]
/_L (;—n) rar o= r+1|(n+ 1)yt r(n+1)

n41

Sl

267 +1 ! I
* (r=Dr(r+1) [n"'l B (n+ l)"l]
y todo esto es tan solo para poder afirmar que
gr+1 >

i/_:_ (g—n>21'dx = —m;[(n+ll),+l+f(nil)']

= §
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T e
] (RPN

9r+1 2 97+1 D
" —= [C(r+l)+;((r)]+r+l(l+;)

07+1 )
= -2 a4y + 2]
gr +1 1+2 2 ]
i P+ 1 [ r r(ir—1)
9r+l 2 9r+1
= -2 e+ e+

y por lo tanto, Vr € R\ {1}:

1 r+1 9r+1
[#(2)7e = - l[c(r+1>+§<(r)]+r

z + - 1
9'2 9r+1
NS
gr+l 2 2
= I e+ Ro) + 5

Haciendo que » — 0 en esta ultima expresion, obtenemos:

1
/ 0° <.9_) dz = —0 lim [C(r +1)+ 2C(r‘)] — 6%, y vemos que debemos expresar en
0 I r—0 r

otra forma equivalente la expresién involucrada dentro del limite. Para esto, como

¢(r) es un funcién analitica en r = 0, entonces es posible expresarla como una serie

de potencias alrededor de 0, i.e. {(r) = ¢(0)+ ¢'(0)r + O(r?). Por otro lado tambien

sabemos que para r suficientemente cercano a cero {(1+7) = - +v+ O(r) Y asi,
2 1 2¢(0 ,

(r+1)+ ;C(r) = ;+’Y+ O(r) + -—(—)+2C(0)+ O(r)

L2204 iy 4201+ OC)
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y por lo tanto

r—o0
Ahora orientaremos nuestros esfuerzos para calcular ¢(0) y ¢’(0).
e Calculo de (0)

Sabemos que para s suficientemente cercano a cero, tenemos las siguientes ex-

pansiones
T3

. 1
sin (—) =E+O(33), ((1-s)=—=+~v+0O(s).
. 2 s s
y las reemplazamos ambas en 7((s) = (27)*sin <7) ['(1—=s)¢(1—s), 1e. en
el Teorema 2.1 (ver pag. 30) de donde se tiene que

(27)* sin (’;) L1 - s)¢(1 - s)
= (27)° (”—; +O(s%)) 11 - 5) (—1 4+ O(s)>
lim7{(s) = lim{(27r) (— +O(s )) I'(1-23) <—l+’}'+o(3)>}

1—0 3—0

t((0) = F(l)lim{(m+o )(——+7+O( ))}
5

((s)

3—0

= lim (—% + O(s)) = -

1—0

€)= -5

e Calculo de ¢'(0)

Ahora dernivando termino a termino la ecuacién funcional para la funcidn zeta,

obtenemos
(27)° {log (27)sin (%3) I'(1=5)¢(1-5)
— sin (”23) I'(1 — s)¢(1 — s)

+F(l—s)%[sm( ) l—s)]}
mlim{'(s) = [log(%)l‘(l)—F’(l)]}iggsin(%) ¢(1=s)
Somm—

¢'(0)

¢'(s)
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+ ['(1) im 4 (sin (zr_.s‘) ¢(1 - s))
1—0 | ds 2 . ,

ya que ['(1) = 1, ['(1) = —v; y para s suficientemente cercano a cero, tenemos

las sigulentes expansiones

sin () = 2+ 067, ¢(1-9) = —é +7+O(s).

Y as
sin () C1-9) = =2+ 295+ O(s?)
Gl ()0-a] = 500
deduciendose que
iy () (1= o) e g
i 7 fin () c0-9)] = 5

y por lo tanto, al reemplazar estos valores obtenemos

n¢'(0) = log(2n) + 1] (—3 ) + T = -7 log(2n)

1

g
y reemplazando estos valores en (*) se tiene que / o2 (;) dz = [log(27) — ~]6 — 62.

0
Integrando sobre € y aplicando el Teorema de Fubini, finalmente

/'/ ()dﬂdz“ff 7 ( 7) deds = 3o(2m) =71 - 5

El siguiente teorema nos determina la clase de operadores compactos a la cual

pertenece A,.

Teorema 4.6
A, es un operador Hilbert-Schmidt.
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Prueba .
Ya que 0 < p —) < 1, y ademas por 4.0.38 y por [5] concluimos que A, es Hilbert-
T

Schmdt. O
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