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Resumen.

El presente trabajo aborda el problema de la construccion del Movimiento Browniano
con reflexién en el intervalo [0, 1] partiendo de caminos aleatorios con reflexién reescalados
en tiempo y espacio. Para ello se usa la teoria de los espacios cadlag, Procesos de Markov,
Procesos de Difusion y los Problemas de Martingala y Submartingala de Stroock y Va-
radhan. Se demuestra que los caminos aleatorios verifican las condiciones de dos teoremas
fundamentales que implican su convergencia débil a un proceso que satisface el Problema
de Submartingala. Finalmente se prueba que dicho proceso también verifica el Problema
de Martingala y es una Difusion.
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Abstract.

The present work addresses the question of the construction of the Reflected Brownian
Motion in [0, 1], begining of rescaled reflected random walks. This is done using the cad-
lag’s theory, Markov Processes, Diffusion Processes, the Martingale and Submartingale
Problems of Stroock and Varadhan. It is shown that the random walks verify the conditions
of two important theorems that imply their weak convergence to process that verifies
the submartingale problem. Finally it‘s shown that this process verifies the martingale

problem, and is a diffusion.
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Capitulo 1

Introduccion.

El Movimiento Browniano es uno de los procesos estocasticos mas conocidos en el
ambito cientifico y técnico, debido a sus multiples aplicaciones. La idea basica de lo que
es un Movimiento Browniano es intuitiva: Un proceso erratico y continuo. Sin embargo su
fundamentacion o construccion matematica rigurosa requirié herramientas, algunas bas-
tante abstractas, de la teoria de probabilidades y fue desarrollada por varios matematicos
entre los que se encuentran Wiener, Levy y otros.

Usando el Movimiento Browniano como paradigma pronto surgieron interrogantes,
algunas de las cuales involucraban el comportamiento en el borde de subconjuntos de
espacios métricos. Una pregunta era si puede construirse un proceso que en el interior
de una regién acotada no vacia se comporte como un movimiento Browniano usual pero
que al llegar al borde retorne inmediatamente al interior. El planteamiento usado para la
construccién del movimiento Browniano no puede aplicarse, pues en aquel se parte de una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas para aplicar
el teorema central del limite. Fue entonces que se crearon diversos métodos que ayudaron
con el problema planteado, uno de los cuales fue el del método de la forma de Dirichlet
(ver [8]). En la presente tesis se usa otro método, la teorfa creada por Varadhan y Stroock
en la década del 70, llamada Problema de Martingala y Submartingala.

El objetivo del presente trabajo es mostrar que partiendo de una familia de caminos
aleatorios (en [0, 1] ) con reflexién se puede construir un proceso estocdstico continuo que
resuelve el problema de submartingala. Luego evidenciar que dicho proceso resuelve tam-
bién el problema de martingala y finalizar con la demostracion de que en dicho intervalo
el proceso es una difusion con coeficientes de difusién y arrastre iguales a los de un movi-

miento Browniano con reflexion.



La monografia se organizé iniciando con la teoria matematica necesaria extraida de
libros y articulos especializados, ordenados de manera que cada capitulo sea comprensible
leyendo los capitulos previos, ademéas de tratar de homogenizar las multiples notaciones
y conceptos. En el capitulo final se presenta el trabajo hecho luego de asimilar la teoria

previa y usarla para el objetivo.

En el capitulo 2 se desarrolla una breve teorfa, basada en [3], de convergencia débil
asi como del espacio cad-lag. En Teoria de Probabilidades el concepto de convergencia
de probabilidades mas usado es el de convergencia débil debido a que es suficientemente
amplio y a que muchas propiedades se demuestran o enuncian bien en términos de dicha
definiciéon. Es necesario un espacio métrico, con su respectivo o—algebra boreliano, que
soporte las probabilidades con las que se trabaje y para ello se usa el espacio de las fun-
ciones cad-lag junto con la métrica de Skorohod debido a que es suficientemente general

y posee propiedades topologicas y funcionales adecuadas.

En el capitulo 3, teniendo como base [7], se expone de forma general qué es un Proceso
de Markov y como se deduce la propiedad simple de Markov de la definicién. Después se de-
finen los procesos de Feller, un caso especial de procesos de Markov, se introduce la nocién
de semigrupos de procesos de Markov y se prueba la propiedad fuerte de markov. Final-

mente se define qué es el generador infinitesimal de un proceso de Feller y sus propiedades.

En el cuarto capitulo, en base a [9] y [11], se definen los Procesos de Difusién desde un
punto de vista analitico y se muestra como se asocia a un operador diferencial. También

se introducen la forward equation y la backward equation.

En el siguiente capitulo, haciendo uso de [1] y [4], se escriben las definiciones de Pro-
blema de Martingala y Submartingala como técnicas para estudiar los procesos difusivos,
y se muestra cémo se dedujo la idea de dichos problemas a partir del método de ecuacio-
nes diferenciales parciales. Se muestran condiciones que garantizan que dichos problemas
estén bien planteados. Finalmente se muestra que bajo ciertas restricciones, o anadiendo
términos adicionales, el problema de submartingala implica el de martingala.

En el sexto capitulo, utilizando [6], se inicia con la definicién de un Movimiento Brow-
niano en RN? y se presentan las construcciones de dicho proceso, el primero heurfstico y
el segundo formal, pero ambos basados en versiones del teorema central del limite. Luego
se enuncian algunas propiedades basicas del movimiento Browniano y se prueban las pro-
piedades simple y fuerte de Markov a partir de la definicién inicial. Al final se demuestra

que el proceso tiene como generador infinitesimal al operador laplaciano con un dominio



adecuado y se enuncia el Movimiento Browniano con Reflexion a partir de dicho operador

pero con otro dominio.

En el sétimo capitulo , tomando como base [4], se definen cadenas de Markov en tiem-
po discreto y a partir de ellas se construyen funciones que imitan a los coeficientes de un
proceso de difusién. Se enuncian y prueban proposiciones planteadas en [4] que muestran
bajo qué condiciones se cumple el problema de submartingala.

En el capitulo ocho se muestra que puede construirse una sucesién de procesos que

converjen a un proceso que tiene caracteristicas de un movimiento Browniano con reflexion.



Capitulo 2

Convergencia débil y espacios cadlag.

En esta seccién se repasan conceptos y proposiciones acerca de la teoria de convergen-
cia débil, asi como del espacio de las funciones continuas a derecha y con limite por la

izquierda.

Dados un espacio topolégico €2 junto a su o—algebra boreliano I' = ¢(B(£2)) y la familia
de probabilidades (P,),>1, se necesita alguna definicién de convergencia de probabilidades
que permita, a partir de probabildades conocidas, construir o probar la existencia de otras
probabilidades mas complejas y tutiles. La primera opcién es definir una convergencia, de-
notado como P, — P, si se cumple que P,(A) — P(A) , YA € I'. Pero esta definicién
es demasiado restrictiva para la mayoria de probabilidades, por lo cual es necesario rela-
jar las condiciones a cumplir, lo que lleva a definir la Convergencia Débil de probabilidades.

Sea (Q,T, Q) un espacio de probabilidad abstracto y un proceso estocastico

Zi: (QT,Q) — R

W Zy(w)
con t > 0. Una forma equivalente de denotar lo anterior es mediante
Z: (Q,T,Q) — RO
W Z(w).
Debido a que usualmente los procesos estocasticos describen el comportamiento de

magnitudes que son continuas en el tiempo, en la expresion anterior se suele reemplazar

RO2l por el espacio de las funciones reales continuas:
Z: (Q.T,Q) — C([0, 00])
W Z(W).



Lo anterior se generaliza si se usa un espacio de funciones que contenga a C([0, c0[)
y que posea propiedades tutiles como la existencia de limites laterales, que es de mucha
ayuda para estudiar la convergencia débil.

2.1. Convergencia débil en espacios métricos.

Sea {2 un espacio métrico y I' su o—algebra boreliano. A continuacién se muestra la
definicién de convergencia débil de probabilidades mencionada al principio :

Definicién 2.1.0.1. Dado un espacio medible (€2, I'), una sucesién de probabilidades (P,)
converge débilmente a la probabilidad P, que se denota como P, = P, si para toda funcién
f continua y acotada se cumple P,f — Pf.

Observacion. La nociéon de convergencia estd relacionado con el de topologia, por ello es
instructivo definir una topologia en P(£2) cuya definicién de convergencia sea equivalente
al de convergencia débil. Para todon > 1, > 0y f; € C*(Q) sea

Vipfirfure) = {v € P(Q) : ‘/fid,u — /fidy| <e Vi=1,..n}.

Entonces {Vi, . oo :n >1, u € P, fi € C°(Q), € > 0} es base para una
topologia en P(), llamada 7, en donde la convergencia es equivalente a la convergencia
débil ([10]p.12).

Los conjuntos compactos poseen muchas propiedades, por ello es muy ttil si la proba-
bilidad de un boreliano se puede determinar usandolos:

Definicién 2.1.0.2. Una probabilidad P en (£2,T") se llama rigida si para todo € > 0
existe un compacto K tal que PK > 1 —e.

Si Q es completo y separable entonces toda probabilidad P en (£2.I") es rigida.

En muchas ocasiones probar la convergencia débil con la definicién es poco conveniente,
afortunadamente hay una coleccién de proposiciones equivalentes a dicha definicién, a
menudo mas féaciles de probar:

Teorema 2.1.0.1. (Teorema de Portmanteau). Las siguientes proposiciones son equiva-

lentes:
1. P,= P .

2. P,f = Pf para toda funcion f uniformemente continua y acotada.



3. limsup P, F' < PF para todo cerrado F.

4. liminf P,G > PG para todo abierto G.

5. P,A — PA para todo conjunto A P-continuo.

Demostracion. 1. 1 implica 2: Evidente de la definicién.
F
2. 2 implica 3: Sea la funcién f(z) = (1— M>+ acotada y uniformemente continua.
€
Debido a

ﬂpgf:(l—M)J’gﬂFe

se obtiene que limsup,, P, F' < limsup P,,f = Pf < PFy con € | 0 obtenemos lo
requerido.

3. 3 implica 4: Evidente tomando complementos.

4. 4 implica 5: Se prueba debido a PA~ > limsup P,A~ > limsup P,A > liminf A >
liminf P,A° > PA° .

5. 5 implica 1: Sin pérdida de generalidad sea 0 < f < 1. Como Pf = fol P(f > t)dt,
P.f= fol P,(f > t)dt, por continuidad O(f > t) C (f = t) por lo cual (f > t) es
P-continuo excepto para un ntumero contable de ¢, por lo tanto P,f = fol P,(f >
t)dt — [\ P(f > t)dt = Pf.

]

Existen otros teoremas que permiten decir si hay convergencia débil a partir de analizar
la convergencia sobre ciertas familias de conjuntos.

Proposicion 2.1.0.2. Supongamos que se tiene una coleccion de conjuntos Ap C I' que
cumple:

1. Ap es un w—sistema,
2. Todo abierto en ) es union contable de conjuntos en Ap.
Entonces
P,(A) — P(A) VA € A, implica P, = P.
Demostracion. Ver [3]p.17. O

La siguiente es una proposicién muy util, llamada teorema de la aplicaciéon, que permite
trasladar la convergencia débil a otros espacios
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Proposicion 2.1.0.3. Sea (Q/) un espacio métrico con su respectivo o — algebra boreliano
I y h € T/T con conjunto de discontinuidades Dy,. Si P, = P y PD; = 0 entonces
P,h~' = Ph~t.

Demostracion. Para F C Q' arbitario se cumple que si € (h"'F)~ — I{a, )y C A7 'F
tal que x, — z. Six € D§ — h(z) € F~ y por ello D§ ((h'F)~ C h™}(F™).

Ahora sea F cerrado en Q', por limsup P,(h~'F) < limsup P,(h~'F)~ < P(h™'F)~ =
P(DsO\(R7YF)™) < P(h7Y(F)) se cumple el item 3 del teorema de Portmanteau. O

Definicién 2.1.0.3. Una coleccién II de probabilidades en (€2, ') se llama relativamente(o
condicionalmente) compacta si cada sucesién en II tiene una subsucesién que converge
débilmente a una probabilidad en (€, T").

Observacion. La definiciéon anterior se puede trasladar al espacio topologico 7, definido al
principio, e incluso se puede adaptar usando la metrizacién de dicho espacio con la métrica
de Prohorov.

Definicién 2.1.0.4. Una coleccién II de probabilidades en (€2, ') se denomina rigida si
para todo € > 0 existe un compacto K de modo que PK > 1 — € para todo P en II.

El teorema siguiente muestra una interesante equivalencia, si el espacio {2 cumple

ciertos requisitos, entre las definiciones previas:

Teorema 2.1.0.4. (Teorema de Prohorov). Sea Il una coleccion de probabilidades en
(Q,T).

1. Si Il es rigida entonces es relativamente compacta.

2. Suponiendo € separable y completo, si Il es relativamente compacta entoces es rigida

Demostracion. La demostracion es extensa. Ver [3]p.59-63. O

2.2. El espacio DJ[0,1].

El espacio D[0, 1] sera el primero en estudiar por ser el més simple. Dado 0 < T < o0,

las definiciones y proposiciones mostradas en D]0, 1] se extienden facilmente a DI]0,T].

Definicién 2.2.0.1. Sea D = DJ0, 1] el espacio de las funciones reales  con dominio en

[0,1], continuas a la derecha y con limite a la izquierda, es decir:

1. Para todo z € D y t € [0, 1] existe xz(t+) = h'in x(s) y x(t) = z(t+).
slt



2. Para todo x € D y t €]0, 1] existe z(t—) = h’%l x(s).

Con el fin de empezar a describir el espacio D se define

we(T) =w(z,T) := sup{|zs —zs|] x€ D, T C|0,1]}.

s, teT

Lema 2.2.0.1. Para todo x € D y todo € > 0 existen numeros 0 =tg < t; < ... <t, =1
tal que

wx[ti_l,ti[<e V= 1,2,...,1}. (21)
Demostracion. Sea
t°> = sup{t € [0,1] : [0, ¢ puede ser particionado de manera que cumple 2.1}.

Como z(0) = x(07), se tiene que t° > 0. Ademés debido a que z(t°—) existe, [0, ¢°[ también
puede ser descompuesto. Finalmente ¢° no puede ser menor a 1 por lo anterior y por que
z(t°) = x(t°+). O

Entre las implicaciones mas importantes del lema precedente se encuentran:

» Dado cualquier € > 0 existen a lo méas un nimero finito de puntos ¢ donde |x(t) —
z(t™)| > e y por lo tanto existe a lo mds un nimero contable de discontinuidades.

» z es acotado ||z, < 00.

= 1 puede ser puede ser uniformemente aproximado por funciones simples, constantes
sobre intervalos, de manera que es medible.

Es necesario dotar a D[0, 1] de una métrica para poder usar la subseccién precedente. Para
tal fin, sea el conjunto:

A :={\:[0,1] — [0, 1], estrictamente creciente,continua y sobreyectiva}.

Definicién 2.2.0.2. Se define la distancia de Skorohod entre dos elementos x e y de D
como: d(z,y) := inf{e > 0: I\ € A} tal que:

1. sup |A(t) —t| =sup |t — A7 (#)| < €
¢ t

2. sup y(A(t)) — alt)] = suply(t) ~ (3" (1))] < e

o equivalentemente, con I € A la funcién identidad:

d(z,y) = f A =]V ]z —yoAl.

8



Para probar que en realidad d es una métrica, nétese que para cualquier par z,y € D
d(x,y) < oo pues basta tomar A = [ y la primera implicacién del lema 2.2.0.1. Es evi-
dente que d(z,y) > 0y si d(z,y) = 0 entonces para todo ¢ se cumple ya sea z(t) = y(t)
o z(t) = y(t~) lo que implica que * = y. Si A € A entonces A™' € A, por lo tanto
d(z,y) = d(y,x). La desigualdad triangular sigue del hecho de que si A; y Ay pertenecen
a A también lo estard su composicion A\ g, junto a ||[MAs —I|| < [|A = I|| + |A = 1] ¥
|2 — 200X <z —yolof +[ly —z0A].

Con la siguiente definicién:

Definicién 2.2.0.3. Una d—separacion de [0, 1] es una particién {t; }o<i<, de [0, 1] tal que
ml,nlgigv(ti — tifl) > 9.

se construye un modulo de continuidad para estudiar la propiedad de compacidad o
compacidad relativa de subconjuntos de D:

Definicién 2.2.0.4.

wy(0) = w (z,0) = inf mdx wWalti1, til

con el infimo tomado sobre todas las d—separaciones.

Observacién. Ellema 2.2.0.1 muestra que si x es un elemento de D entonces lim;_,ow, (§) =

0

Ejemplo 2.2.1. D[0, 1] no es completo con la métrica d: Sean las funciones x, = L1

oM

y A\n definida de manera que )\n(zin) = 5o y es lineal en [0, 5[ , [55,1], se obtiene

1

[Zns10 A0 —2nll =0y [N = I]| = on+1’

por lo que d(Tp, Tpy1) < 2n1+1, lo que implica que {z,} es Cauchy. Como x,(t) — 0 para

t >0, pero d(x,,0) =1Vn > 1, {z,} no puede converger.

También se define otra distancia en D, topolégicamente equivalente a la distancia de

Skorohod pero que con algunas propiedades adicionales:

Definicién 2.2.0.5. Si A es una funcién no decreciente definida en [0, 1] tal que A(0) = 0
y AM(1) =1, se define

1A = sup [1og 2 ALy,

s<t t—s

y con ello

&*(wy) = ol (N V 2 =y o Al).

9



Para comparar esta nueva distancia con la distancia de Skorohod se pueden usar los

lemas:
Lema 2.2.0.2. Dados (z,),x € D, si d°(x,,x) — 0 entonces d(x,,z) — 0.

Demostracion. Debido a que |u — 1| < el'8¥l —1 4 > 0, se tiene

Alt) — A o
sup |A(t) —t| = sup t|(3§f0(0) — 1< el —1

0<t<1 0<t<1

o lo que es lo mismo ||A — I]| < el —1.
Usando lo anterior y la conocida desigualdad u — 1 < e* | Vu se obtiene:

d(z,y) < eX@¥ 1,
que demuestra el lema. O
Lo reciproco se prueba en el siguiente lema:
Lema 2.2.0.3. Si d(z,y) < 6% y 6 < 3 entonces d°(z,y) < 46 + w,(6).

Demostracion. Sean € < & y {t;} una d—separacién que satisface w,[t;_1,t;[< w,(8) + €
para todo i. Se puede escoger un u € A de tal manera que:

supla(t) ~ y(u(t)| = sup o(u™ (1) ~ y(0)] < &°

sup |p(t) — t| < 6%
¢

A partir del p anterior se define una funcién A € A que coincide con p en cada t; de la
d—separacién y es lineal en cada subintervalo [t;_1,t;[.

Como p~'(A\(t;)) = t; Vi y es creciente, t y u~'(\(t)) pertenecen al mismo intervalo
[ti_1,t;[. Por lo tanto

[2(t) —y(A®)| <l (t) — 2(p™ (A1)l
+Ha (T (A1) — (A1)
< w,(8) + e+ 02
< 46 4 w, ().

Falta probar que ||\|| < 40, que puede obtenerse de la siguiente observacion:

10



esto se extiende facilmente para puntos s,¢ en un mismo subintervalo [t;_1, t;[. Para el caso

s,t arbitrarios se tiene:

[(A() = Als)) = (t = 9)] <[(A(t:) = Als)) — (i = s)]
(M) = Alti) — (£ — 1)

que implica

log(1 —20) < log( ) <log(1+ 29).

A(t) — A(s)
t

Finalmente de la desigualdad |log(1 F u)| < 2|u| para |u] < i se concluye que [|A[]° <

46. O
De los lemas previo se concluye:
Proposicion 2.2.0.4. Las métricas d y d° son topoldgicamente equivalentes.

El teorema anterior implica que toda propiedad topdlogica es compartida por ambas
métricas.

Teorema 2.2.0.5. El espacio D es separable con d y d° y completo con d°.

Demostracion. Para probar la separabilidad de ambas métricas basta probar la de d.
Sea By, la coleccion de funciones que tienen valor racional constante en cada intervalo
1—1 1

[T’ E[ , 1 <1 <k asf como un valor racional en 1. Entonces B = |J,~, B, es contable.

1 01
Dados x y € se puede elejir k& de manera que A < ey wm(E) < €. Aplicando el lema
3([3]p.127) con o = {%} se tiene d(z, A,x) < e. Claramente d(A,x,y) < € para algin
y € By y por ello d(z,y) < 2e.
La demostracién de la completitud de d° es mas extensa. Ver [3|p.128-129. O

Existe un teorema en D similar al de Arzela-Ascoli en C', para demostrarlo se define:
Dados A C Dy € > 0, una e—red de A es un conjunto contable de puntos (x;) C D tal
que para todo x € A existe un zy € (z1) que cumple d(x, z;) < €.

Teorema 2.2.0.6. Un subconjunto A de D es relativamente compacto en la topologia de
Skorohod si y solo si

sup [|z|| < oo,
z€EA

lim sup w,,(6) = 0.

11



Demostracion. Sea a = sup,¢, ||z||. Dado € se escoge una e—red finita en [—a, @] y un
§ < e tal que w,(d) < € para todo € A. Aplicando el lema 3 ([3]p.127) para cualquier
o = {s;} satisfaciendo méx;(s; — s,-1) < 0 se tiene que x € A implica d(z, A,x) < €. Sea
B C D finito tal que en cada intervalo [s;_1, s;[ toma un valor constante perteneciente a H
y ademds y(1) € H. Debido a que B contiene a un y que cumpla d(A,(z),y) < €, entonces
es una 2e—red finita de A. Asi A es totalmente acotado con respecto a d.

Falta probar que también es totalmente acotado con respecto a d° pues es respecto a
esa métrica que D es completo. Dado otro e, se elige un § de manera que 0 < § < % y
40 +w, (8) < € para todo 2 € A. De lo obtenido en el péarrafo anterior se deduce que existe
un conjunto finito B que es un 62— conjunto de A en el sentido de d. Pero por el lema
2.2.0.3, se obtiene que B’ es una e—red de A en el sentido de d°.

La direccion reciproca se prueba del hecho de que si A~ es compacto entonces es
d—acotado y por ello sup, 4 ||z]| < oo. Por el lema 2.2.0.1 w'(x,6) — 0 cuando § — 0.
Como w'(.,6) es semicontinuo por arriba (Lema 4 [3]p.130.) la convergencia anterior es
uniforme en subconjuntos compactos de D. O]

Con el teorema previo se demuestra el siguiente, muy importante para probar rigidez:

Teorema 2.2.0.7. La sucesion {P,} es rigida si y solo si se cumplen:

1.
aanolo limsup P,(x : ||z]| > a) =0,
2.
(lslllg)limnsup Po(z:w,(0)>e)=0VYe>0.
Demostracion. Ver [3]p.139. O

El estudio de las proyecciones finito dimensionales de procesos en D puede dar algunas
propiedades de convergencia de dichos procesos, es por ello que se inicia su estudio. Dado
T C [0,1] see denota como p[Xy;t € T a la coleccién de conjuntos {X; ' , (H) Vk €
N, HeB(R") , t;eT}.

Observacion. p[Xi;t € T| es un m—sistema.
Teorema 2.2.0.8. Se cumple:

1. Las proyecciones Xy y X1 son continuas. Parat €]0, 1] X; es continua en x si y solo

st x es continua en t.
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2. Cada X; € B(D)/B(R) yVk € N | t; € [0,1] se cumple que Xy, . 1, € B(D)/B(RF).

3. Si T contiene a 1 y es denso en [0, 1] entonces o(Xy :t € T) = B(D) y p[X;:t € T]

es una clase separadora.

Demostracion. 1. Como las funciones § € A cumplen A\(0) =0y A(1) = 1 se obtiene la
continuidad de Xy vy X;.
Debido a la desigualad

[0 (t) = 2(8)] < fzn(t) = 2An()] + [2(Aa(t)) — 2(1)]

se observa que si x, — z y t es punto de continuidad de x entonces X; es continua.
Para la otra implicacién supéngase que x es discontinua en ¢ .Sea A, un elemento de
A que lleva ¢ en t — X y es lineal en los segmentos [0, ], [¢, 1]. Se definen las funciones
T, como Z,(s) = x(A,(s)) que convergen a x en la topologia de Skorohod pero x,(t)
no converge a z(t).

2. Dado t < 1 sea

Si z,, — = en la topologia de Skorohod entonces z,(s) — z(s) para todos los pun-

tos de continuidad s de x, es decir para todos los puntos de un conjunto de medida 1.

Como para todo € > 0 existe N tal que para n > N se tiene d(x,,0) < € + d(z,0),
los x,, son uniformemente acotados. Luego haciendo uso del teorema de convergencia
dominada de Lebesgue

lim he(z,) = he(x)

por lo cual la funcién h. es continua respecto a la topologia de Skorohod. Por conti-
nuidad a la derecha se tiene

11;211 h%(x) = Xi(z) = x(t).

3. Ver [3]p.134-135.
0

La convergencia débil de las proyecciones finito dimensionales suele ser mas facil de
probar, pero por si sola no basta para asegurar la convergencia de un proceso:

13



Ejemplo 2.2.2. Sean las funciones

n’n

que son continuas y por lo tanto estan en D. A partir de ellas se definen las siguientes

probabilidades en D
P,=4,,

junto a P = 6g. Para cualquier k > 0, sea la coleccion finita 0 < t; < ... < ty. Se escoge n
suficientemente grande de manera que % sea menor que el mds pequeno de los t; diferente
de cero. Entonces P, X;" , = PX; ' . para todo H € B(R*), pero P, # P pues z, - 0
en la topologia de Skorohod.

Mas si se adicionan condiciones, la convergencia de las distribuciones finito dimensio-

nales pueden dar la convergencia de procesos, como se muestra a continuacion.

Dado (D, B(D), P) se define Tp como el como el conjunto de puntos ¢ € [0, 1] tales que
X, is continuo excepto en un conjunto de medida nula, es decir Tp := {t € [0,1] : P(z :

x es continuo en t) = 1}.
Observacion. Tp contiene a 0 y 1 y su complemento(en [0, 1]) es a lo més contable, por

ello Tp es denso en [0, 1].

Teorema 2.2.0.9. Si {P,} es rigida y P, X" ,
finita de t; € Tp, entonces P, = P.

—1 - -z
. = PXy i para cualquier coleccion

Demostracion. Por el corolario del teorema 5.1 ([3]p.59) basta probar que si una subsuce-
sién { Py, } converge débilmente a alguna probabilidad @, entonces @ debe coincidir con
P. Con esa idea sea P, = Q. Si ty,...,t; € Tp entonces por la hipétesis se tiene que
Pant:}...,tl = PXt:,l...,tl' Sity, ...t € T entonces Pan[l}_m = QXt;l...,tl por la proposi-
cién 2.1.0.3. Por lo tanto si ¢y, ..., € Tp N1y se tiene PXt:,l...,tl = QXt:,l..‘,tl‘ Como TpNTy
es denso en [0, 1] y contiene a 0 y 1, se aplica el teorema anterior y se obtiene lo pedido. [J

2.3. El espacio D|0, o<l.

Para todo ¢ > 0 si se considera el espacio D; = D]0,t] := {funciones cadlag con dominio[0, ¢]}
es evidente que todas las definiciones dadas en D0, 1] se pueden adaptar ( como ||||¢, Ay, ||||7, dt, d5)
asi como los teoremas. Se podria pensar en definir una convergencia =, — = en D|0, oo[=
D pidiendo que d§(x,,x) — 0 para todo t positivo (con z,, y x rstringidos a [0, t]), pero
el siguiente ejemplo muestra una incongruencia: Sean las funciones

.I'n — 1[071_%[,
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T = ]1[071[.

En D., uno desearia que z,, converja a x, pero dj(z,,z) = 1, Vn. El problema es que x
es discontinua en 1, por tal razén es necesario restringirse a los puntos de continuidad de

x y definir cuidadosamente una métrica en D,
Definicién 2.3.0.1. Definiendo previamente las funciones reales , con m > 1

lsit<m-—1;
gn(t)=¢ m—tsim—1<t<m;
0stt>m.

tal que para cualquier © € D4, obtenemos ™ € Do, definido como x™(t) = gy, (t)x(t) t > 0

con los cuales definimos una métrica en Do,

=1
(1A, (2™, y™).
;2771 "ym))

Teorema 2.3.0.1. Eriste convergencia lim,, d3. (x,,x) = 0 en Dy, si y solo silim,, dj (z,,x) =

0 para todo punto de continuidad t de x.

Demostracion. Si d2(z,,z) — 0 entonces d;, (z', 2™) = 0 para todo m. Dado un punto

de continuidad ¢ de z, se escoge un entero m tal que t < m — 1. Por el lema 1 ([3]p.167) y
como y y y™ coinciden en [0, ¢] para todo y € Dy, se tiene dj(x,,z) = df (', ™) — 0.
Para probar la otra implicacién se eligen puntos de continuidad t,, de z, de manera que

tm T 00. Se eligen elementos A" € A, de manera que

para cada m.
Se escogen enteros m,, que converjan al infinito y ademés que cumplan €' < ——» ¥ con

n

ellos de definen A,, € A, mediante

A () sit <t
)\nt — n ) — n )
®) {t , sitm, <t.

1
Entonces |\, (t) —t| < — para todo t, y si ¢ < t,,,, por lo cual
m

n

1
[ 0 A — zlle = [lzn 0 AY — zf|c < o —n 0.

n

Por lo tanto del teorema 16.1 ([3]p.168.) se concluye que d3 (x,,x) — 0.
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Sea x € D, de define la funcién v, de D, en D,,, como la restriccion de x al dominio
[0,m]. Debido a la igualdad d2, (Y@, Ymx) = d2, (2, ™) se ve que 1, es continua.

1
En el espacio producto II = D; X Dy x D3 x ... la métrica p(a, ) = > .o

m=1 om

(1A
dS (m, Bm)) define la topologia producto.
Se define ¢ : Dy, — II como ¢x = (Y1x, o, ...).

Observacion. Debido a que d2 (z,y) = p(¢x,1y) : 1 es una isometria.
Lema 2.3.0.2. La imagen de 1) es cerrada en II.
Demostracion. Ver [3]p.170. O

En las siguientes proposiciones se muestra que las propiedades de separabilidad, com-
pletitud, rigidez de probabilidades y convergencia débil en D., pueden ser verificadas si
se comprueban para D,, Vm > 1 con ayuda de las funciones v,,. Las definiciones son

omitidas por ser similares a las de la subseccién anterior.
Teorema 2.3.0.3. El espacio Dy, es completo y separable.
Demostracion. Ver [3]p.170. O

Definiendo un moédulo de continuidad apropiado

Wy, (2, 60) = fn méx w(wfti-, til)

con el infimo tomado sobre todas las particiones {t;}o<i<, tal que t; — ;-1 > J para
1<i<w.

Teorema 2.3.0.4. Un conjunto A C D, es relativamente compacto si y solo si para todo

m , YA es relativamente compacto en D,,.
Demostracion. Ver [3]p.171. O

Teorema 2.3.0.5. Un conjunto A C D, es relativamente compacto si y solo si se cumplen

las siguientes condiciones para todo m > 1
e sup,cqlelln < o0,
= lims o sup,c 4w, (7, 0) = 0.
Demostracion. Ver [3]p.171-172. O

Como en el capitulo previo se define, para T C [0,00] p[X; : t € T] = { X, +.(B) :
Vk>1,t €T, BeB(RY}.
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Teorema 2.3.0.6. Se verifica:

1. La proyeccion Xy es continua. Parat > 0, X; es continua en x si y solo si x es

continua en t.
2. Cada X; € B(Dy)/B(R) yVk € N, t; € [0,1] se cumple que X, 4, € B(Ds)/B(R¥).

3. 8t T es denso en [0,00[ entonces 0(X; 1t € T) = B(Dw) y p[Xi : t € T] es una

clase separadora.
Demostracion. Ver [3]p.173. O

Sean P, y P probabilidades en (Dy, Dy ).
El lema siguiente muestra que hay convergencia débil (en D) si se prueba la convergencia
débil en cada espacio D,, usando las funciones ,,.

Lema 2.3.0.7. Una condicion suficiente y necesaria para que P, = P(en Dy, ) es que
Pt = Pyt (en D,,) para todo m > 1.

Demostracion. Ver [3]p.173-174. O

Para finalizar la seccién se enuncia un teorema que garantiza la rigidez de P, exami-

nando dos condiciones en cada espacio D,, , m > 1.

Teorema 2.3.0.8. La sucesion P, es rigida st y solo si se cumplen las siguientes condi-

ciones
» Vm
aliriloh'msup P.(z:||z||m > a) =0,
= VYm, Ve >0
(lsii% h'mnsup P(z:w, (2,0)) =0.
Demostracion. Ver [3]p.175-176. O
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Capitulo 3

Procesos de Markov.

Entre los procesos estocédsticos hay algunos que tienen una peculiaridad: No tienen
memoria. Esto quiere decir que el futuro de dichos procesos a partir de un tiempo ¢ no
depende de lo que sucedié antes de t. Los procesos descritos son llamados Procesos de
Markov.

Los procesos de Markov mas sencillos son los de tiempo discreto y espacio de estados
contable (también llamados cadenas de Markov). Sean (€2, I', P) un espacio de probabilidad
y un proceso (Z,)n>1 con espacio de estados I = {i, },>1 . Para describir dicho proceso se
requiere de una matriz (p;;); jer cuyas entradas pertenecientes a cualquier fila sean todas

no negativas y sumen 1, a la que se denomina matriz de transicion
piy =0 Vijel y Y py=1Vi
jEI
Las entradas p;; cuantifican la intensidad o facilidad con la cual la cadena que estd en el

estado 7 en un tiempo ¢ salta al estado j en el tiempo ¢ + 1. La forma en que la matriz
(pi;) controla el comportamiento de la cadena es la siguiente :

P(Zn+1 = in+1|Zn = in, ceey Zl = 11) = piminJrl.

Posteriormente se suelen estudiar las cadenas de Markov en tiempo continuo y espacio

de estados contable. Para ello se parte de una matriz ) = (¢; ;) que cumple

Gij>0sii#jy qi+ Yy q;=0Vi
JFi
Después se define la funcién matricial

P(t) = @
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que puede ser vista como la Unica solucién de cualquiera de las ecuaciones diferenciales

siguientes
dP
— (1) =P()Q.
dP
() = QP(1).

Las ecuaciones anteriores son similares a las que se veran en la proposicion 3.3.0.1, lo que
hace notar que papel jugaran los generadores y las funciones de transiciéon en la subseccién
3.3.

P(t) controla el proceso mediante la ecuacién

P(Zy, ., = ins1|Z, = ns s Zty = 1) = Disins (tng1 — ).

El caso més general, con tiempo y espacio de estados continuos se desarrolla a partir de

la siguiente subseccién.

3.1. Procesos de Markov.

En primer lugar se busca definir una funcién que juegue el papel de la aplicaciéon P(t)
de las cadenas de Markov.

Definicién 3.1.0.1. Dado (R,B(R)), una transicién de probabilidad N en R es una
funcién de R x B(R) en R+ U {oc} tal que:

1. Para todo z € R la funcién N(z,.) : B(R) — R U {oco} es una probabilidad en
B(R),

2. Para todo A € B(R) la funcién N(.,A) : ® — RT U {oco} es B(R)—medible.

Definicién 3.1.0.2. Dado feB® )+, si N es una transicién de probabilidad, definimos
N f en R como N f(x) = [ N(z,dy)f(y).

Observacion. N f € B(R)..

Definicién 3.1.0.3. Una funcién de transiciéon f.t en (R, B(R)) es una familia P,
0 < s <t de transiciones de probabilidad en (R, B(R)) tal que V s < t < v:

/ Py (2, dy) Py, A) = Pyo(x, A) Vo € R VA € B(R).
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La igualdad anterior es conocida como la ecuacion de Chapman — Kolmogorov. Si la
ft Ps; depende solo de t — s se denomina homogénea, en cuyo caso escribimos FP;_; en

lugar de Ps; y la ecuacién de Chapman-Kolmogorov seria
/Ps(xa dy)Pt(y7 A) - Ps-i-t(x’ A)

Definicién 3.1.0.4. Sea (2, ', (I';)¢>0, P) un espacio de probabilidad filtrado, un proceso
adaptado X es Markov con respecto a (I'), con f.t Py, si para todo f € B(R); y s <t

E(f(Xt>|Fs) - Ps,tf(Xs) P —c.c
Observacion. Un proceso X es Markov si cumple:
E[Y 0 0,|I'y] = Ex,(Y) VY €T.

Para ello basta definir la transicion de probabilidad
Pz, A) = P.(X; € A).

La medida de probabilidad PX; "' es llamada la distribucién inicial de X. El proceso

es homogéneo si la f.t es homogénea, en cuyo caso la ecuacién de arriba se escribe
Observacién. Si X es Markov respecto a (I'y)¢>o lo serd tambien respecto a (I'?);>q -

Proposicién 3.1.0.1. Un proceso X es un proceso de Markov con respecto a (T?)y>o con
funcion de transicion Py y distribucion inicial v si y solo si para todo 0 = tg < t; < .. < t;

y fi € BL(R) se tiene:

E[[] (X))l :/%le’of()(x[))/%Ptl(xoﬂd‘rl)fl(xl)“'/é};Ptk_tk—l(xk_17dxk)fk(xk)' (3-2)

i=0
Demostracion. Ver [7]p.76. O

Proposiciéon 3.1.0.2. (Propiedad Markoviana) Si Z es T° —medible y positiva(o acota-

da), entonces para todo t > 0 y medida inicial v :
E,[Z 00, = Ex,(Z) P, —c.c.
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Demostracion. Primero se prueba para Y = Hf:o filXy,) con f e BR); , 0<t; <ty
7 = H?:19j<er) con f; € B(R), :

E[Hfi(Xti)ng<er+t)] :/%deofo(xo)/mptl(xo?dxl)fl(%)---

=0

/Ptktkl(xkl,dxk)fk(xk)

R

.../Prl(xk,dxk+1)gl(xk+1)...
R

/ Prn*T‘n—1 (anrk*ladanrk)gn(anrk)
R

_ /% vz fo(o) / Py (0, dz1) f1 (31)...

R

/SEE Py (her, day) fu(ar) B, [ [ 95(X,)]

j=1
k

= E[H [i(Xy,) Ex, [H 9; (X))

i=0 j=1
Lo anterior se extiende utilizando el lema de Dynkin, y aproximaciones con funciones

simples. O

3.2. Procesos de Feller.

Luego de demostrar la proposicion 3.1.0.2 una pregunta natural es si se tendria una
expresién similar para un tiempo de parada. Hay un ejemplo, que se muestra al final de
la subseccién, que prueba que no todo proceso de Markov cumple lo pedido. Por ello se

requieren mas condiciones, para lo cual se hace la siguiente definicién.

Definicién 3.2.0.1. Un semigrupo de Feller en Cy(F) es una familia de operadores lineales
positivos (1;)i>0 en Co(E) tal que:

1. Ty =Id y ||T;]| < 1 para todo t.
2. Tyyy =T, 0T, para todo t y s.
3. limyyo |73 f — f]| = 0 para todo f € Cy(E).

Proposicién 3.2.0.1. A cada semigrupo de Feller en (1})i>0 podemos asociar una unica

f.t homogénea (P;)i>o tal que

Tif(z) = Pif(x)
para todo f € Co(E) yx € E.
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Demostracion. Para cualquier x € R se define la aplicacion f — T, f(x) en Cp, que es una
forma lineal lineal positiva. Por el Teorema de Riesz se tiene una medida P;(z,.) en B(R)(
tal que:

Tof(x) = / Pz, dy)f(y) ¥ f € Co. (3.3)

La aplicaciéon x — [ Pi(z,dy)f(y) pertenece a Cy y por ello a B(R). Haciendo uso del
teorema de clase mondtona se cumple que z — P;(x.A) € B(R) VA € B(R).

Se acaba de verificar que P;(.,.) es una transiciéon de probabilidad. Haciendo uso del item
2 de la definicion de semigrupos de Feller se prueba la ecuacion de Chapman-Kolmogorov.
Con ello se demuestra que P,(.,.) es una funcién de transicion. n

A la f.t anterior se la denominara f.t de Feller.

Definicién 3.2.0.2. A un Proceso de Markov con una f.t de Feller se le llamara proceso
de Feller.

Proposicién 3.2.0.2. (Propiedad Fuerte de Markov) Si Z es una variable aleatoria
['wo—medible y positiva(o acotada) y T es un tiempo de parada, entonces para cualquier
probabilidad v:

EV[Z o) 9T|FT] = EXT(Z) PV — C.C.

Demostracion. En primer lugar se demuestra para el caso en que 7' toma valores en un
subconjunto contable D:
2007 D7) =) Lr—gB,[Z00,|Ty] = Lr—yEx,(2) = Ex,(Z).
q€D qeD
Para el caso general definimos una sucesién de tiempos de parada a partir de 7"
|2"T| + 1
2n
y se observa que cada uno toma valores en un conjunto contable y a la vez T,, | T'. Para
funciones f; € Cf i€ {0,1,....k} y tiempos t; < 1y < ... < t; se define

@) = [ Puloda) fiwn)ee [ Py (ansido) o)
Como X es Feller entonces g € Cf y por lo hallado al principio:
EV{H fi(Xy,) 0 07,7, ] = 9(X7,,).

T, =

Usando el corolario 11.2.9 de [7] se llega a:
B[] £i(X4) 0 02|T7] = g(X7) = Ex,(J ] £i(X,)
Finalmente se usa el la extensién usual usando funciones simples. O
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El siguiente ejemplo muestra que no todo porceso de Markov cumple la propiedad
fuerte de Markov

Ejemplo 3.2.1. Sean W la medida de Wiener en el espacio (C([0,00[,R),T") y la funcidn
f de R en R? definida como

(x,0), six<0;
f(x) =< (sin(x),1—cos(z)) , si0 <z <2m;
(x —2m,0) , siz>2m.

Se observa que f es continua e inversible en todo punto excepto el origen (0,0).

Se define el proceso Z como Zy = f(Xy + m) y debido a que (X;) es un proceso de
Markov, se tiene

W(Zyn € B|Z,) = W(Zy, € BIT?)

por lo cual Z es un proceso de Markov.

La variable aleatoria 7 = inf{t > 0: Z; = (0,0)} es un tiempo de parada en la filtracion
generada por Z debido a que {T > 1} = U1 Nseppine {1 Zs| > 1}

Las expresiones que deben ser iguales para verificar la propiedad fuerte de Markov son
las siguientes

Ez.Zn = E@0,0)Zh,

E(Zy 0 0:|07) = E(Zr4a|T7),

pero en el caso de Z, el origen puede ser alcanzado ya sea acercdndose por el semieje
negativo de las abscisas o terminando la circunferencia de radio 1 y centro (0,1), por
lo que el futuro luego de alcanzar el punto (0,0) no puede ser determinado. Por ello las
ecuaciones anteriores no son iguales y no se cumple la propiedad fuerte de Markov (ver

[12]p.626).

3.3. Generadores infinitesimales.

Entre los multiples fenémenos naturales que pueden ser descritos por procesos de Mar-
kov hay un ejemplo interesante: El de una pequea particula que flota en la superficie de
un liquido que se desplaza con velocidad o constante. El movimiento de la particula es
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adecuadamente descrito por las funciones de transiciéon pero también puede ser descrito,
al menos en lapsos muy cortos, en parte por 7 en la forma de campo de velocidades y
en parte por las interacciones con las moléculas del liquido. De la observacién anterior
partiendo de (P;) se define un operador que muestra la forma en que el proceso se mueve

punto a punto.

Definicién 3.3.0.1. Sea X un proceso de Feller con f.t (P;), decimos que f € Cy(E)

pertece al dominio Z,4 del generador infinitesimal de X si
Af = lim (Pf — )
ot

existe y pertenece a Cy(FE). El operador A : P4 — Cy(F) asi definido es llamado el
generador infinitesimal del proceso X.

Debido a que X es un proceso de Markov y de la definiciéon anterior obtenemos la

expresion para f € Py
E(f(Xesn) — f(X)|Tt) = hAf(Xy) + o(h)

que muestra como A describe el movimiento del proceso en tiempos infinitesimales.

En la introduccién de la presente seccién se mostraron dos ecuaciones diferenciales
para cadenas de Markov. El siguiente teorema tiene expresiones similares en el item 2, que
reciben el nombre de backward y forward equation. El origen de dichos nombres es mas
evidente cuando (P;;) es no homogénea (ver la seccién 4) en donde se obtienen al derivar

respecto a s (pasado) y ¢ (futuro), respectivamente.
Proposicién 3.3.0.1. Si f € P4 entonces:

1. Pf € 94Vt > 0.

2 CPf=ARf=PAS

3. Pif = f= [y ARf = [y BAS.

Demostracion. Fijando t, por la propiedad de semigrupo y a que g, — ¢ implica P,gs —
Pg:

g PP =P _ g (P =]

s—0 S s—0

= RAf

lo que demuestra el primer item, asi también que AP, f = P,Af y que la aplicacion t — P,
tiene derivada por la derecha igual a P,Af.
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Debido a que la funcién t — fot P,Afds es diferenciable y su derivada es P,Af y al hecho
de que si dos funciones tienen iguales derivadas por la derecha difieren en una constante:

¢
Ptf:/ P,Afds+ g
0

lo que prueba la segunda parte de la proposicion.
Para concluir si se toma ¢t = 0 se obtiene que g = f, lo cual termina la demostraciéon. []

Proposicion 3.3.0.2. FEl espacio P4 es denso en Cy y A es un operador cerrado.

Pof—f
— Y

Demostracion. Se definen en C, los operadores Ay f = N

&fz%l‘ﬂﬂhme

son acotados y cumplen:
ApBy, = AyB, = B,Ay, = ByA,
Ademés Vs > 0y f € Cyy debido a lim,_,o Bsf = f
llzlir(l) Athf = llzlir(l) As(Bhf) = Asf

Por lo cual B,f €D,y f €Dy .
Sea ahora f,, una sucesion en D4 que converge a f € Cy y supone que Af, — g

B,g = lim B,Af, = lim Bs(h;{n Apfn) = lim h'}an Ay Bpfn) =lim Ay f,, = Asf

Lo anterior prueba que f € Dy y Af = lim, A,f = g, por lo tanto A es un operador
cerrado. O

Antes de ver la siguiente proposicién se define ”la resolvente de orden p del semigrupo

P, gomo la aplicacién f+— U,f de Cj en si mismo, tal que : U, f(x) = fooo e P P, f (x)dt.

Proposiciéon 3.3.0.3. Para todo p > 0 la aplicacion f — pf — Af de P4 en Cy es

biyectiva y su inversa es U,.

Demostracion. Sea f € Dy, por la proposicién 3.3.0.1 se tiene:
Uypf ~Af) = | e Rpf - A7) = f
0
Para el reciproco sea g € Cj, usando la proposicion 3.3.0.1:

Phg—yg

; . P2 1t —pt
i = fiy Uy = Jiy [ PG

)dt = pUpg — g.
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La siguiente proposicién fue probablemente una de las motivaciones que llevaron a
formular el Problema de Martingala (ver seccién 5). Lo que muestra es que si se tiene un
proceso de Feller se puede construir para toda f € ¥4 una martingala Mtf que involucre

al proceso y a su generador.

Proposicién 3.3.0.4. Si f € P4 entonces el proceso

M = 106~ 1% [ Af)as

0

es un ('Y, P,)—martingala para toda v.

Demostracion. Como fy Af son acotados, Mtf es integrable para todo t. Ademds
t
BMI02) = M + EJ(X) - 06) = [ A7(X,)du),

Usando la propiedad markoviana, la esperanza condicional en la izquierda de la ecuacién

anterior es igual a

Ex. (f(Xis) — f(X0) - /0 AL du)).

Para todo y € R, debido a la proposicién 3.3.0.1 se cumple

By (Xm0 - 10%0) - [ AP = ) - 1)~ [ RAS=0

lo que demuestra la proposicion. O

De lo anterior la pregunta inmediata serfa si es posible asegurar que (X;) es un proceso
de Markov si se cumple que Mtf es una martingala para todo f € %4, cuestion tratada en

la seccién 5.
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Capitulo 4

Procesos de Difusion.

La idea base con la que inician las varias formulaciones de Procesos de Difusion es la
de describir un proceso con dos componentes: Una componente global debido a un campo

exterior y una componente que actua en forma de pequenas fluctuaciones locales.

Definicién 4.0.0.1. Un proceso de Markov (X;);>o con transicién de probabilidad P(s, z,t, dy)
es llamado un Proceso de Difusién si las siguientes condiciones son satisfechas:

1. (Continuidad) Para todo x y € > 0:
/ P(s,z,t,dy) = o(t — s)
|z—y|>e

uniformemente en 0 < 5 < ¢.

2. (Definicién de coeficiente de arrastre) Existe una funcién b(s, z) tal que para todo z

ye>0
[ -a)Pentdy) =bsa)(t - s) +oft - 5)
lz—y|<e
uniformemente en 0 < s < ¢.

3. (Definicién de coeficiente de difusién) Existe una funcién a(s,z) tal que para todo

rye>0
/ y (y — 2)*P(s,z,t,dy) = a(s,x)(t — ) + o(t — s)

uniformemente en 0 < s < ¢.

En la definicion de los coeficientes a y b se trunca la integral debido a que no se sabe
si al considerar puntos muy alejados dichos coeficientes serdan finitos, mas si se asume que

existe 6 > 0 tal que

1
lim — / lz — y|*°P(s,z,5 + h,dy) =0 (4.1)
h—0 h
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entonces se puede quitar la restriccién de integrar solo en |x — y| < e. Esto es cierto por
la desigualdad:

1
/ | ly — z|"P(s,z,s 4+ h,dy) < m/ly—x|2+5p(87$,8+hady) k=0,1,2.
Yy—x|>e€

Asumiendo 4.1 se pueden hallar, a partir de la definicién, expresiones explicitas para los
coeficientes de difusiéon y arrastre:

X, — X,
lim B(— X, = 2) = b(s, x)
t—s t—

X, — X2
h’mE(‘ L | X, =) = a(s, z)
t—s t—s

y el generador del proceso de difusién:

Lgf _lﬁﬁ)lh/ VP(s,z,s + h,dy)
ki / )
Y C)) _
Hy —2)" = +oly — 2)]P(s, 2,5 + h, dy).
Si se considera f € C{°(R) lo anterior se simplifica a
! 1 "
Lof(2) = bls,2)f (2) + Gals, 2) " (@) (12)

Usando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se tiene:

[P(s,z,t + h,dy) — P(s,z,t,dy)]f(y)

Q/P@LWMﬂwzml

ot h10 h
— Ym [ P(s,z,t,dz)P(t, z,t + h,dy) — P(s,z,t,dy)| f(y)
10 h
i [ P(s,z,t,dz) [ P(t,z,t + h,dy)f(y) — | P(s,x,t,dz)f(2)
h10 h

i [ Ps. .t do) ] P2 dy)F ) ~ /()
hi0 h

—/P(s,x,t,dy)Ltf(y>-

De donde se obtiene la expresion conocida como ”forward equation”debido a que usa

la variable ¢(futuro):

O Pls.a,ty) ~ LiPls,n,ty) =0 0< 5 <1 (4.3)
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l{frlP(s,x,t,y) = 0,(y). (4.4)

De manera similar

%/P(Smt’dy)f(y) ~ 1im JIP(s — h,x,t,dy) ;LfP(S,x,t,dy)]f(y)
Clm JI(J P(s = h,x,s,dz)P(s, z,t,dy)) — P(s,z,t,dy)] f(y)
hl0 h
_ g S = by d2) [ Pls, 20t dy) f(y) = [ Ps @t dy) f(y)]
hl0 h
——tim s [ PG~ hontdy)l [ (Ps.y.tdy) = Pls,2.1.9) 1 (0)

=L, / P(s,z,t,dy)f(y).
De donde se halla la ”backward equation”, que involucra el pasado (tiempo s)

0
6—P(s,m,t,y) + LyP(s,z,t,y) =0 0<s<t, (4.5)
s

ligl P(s,z,t,y) = 0.(y). (4.6)

Debido a que el operador L; resulta complicado de usar, se prefiere trabajar con la Back-
ward equation.

Las siguientes proposiciones resumen lo hallado: Si existe la densidad p(s, z,t,y) de la

funcién de transicién:
P(t,xz, A) = / p(t, z,y)dy
A

la forward equation se puede expresar como :

Teorema 4.0.0.1. (Forward Kolmogorov) Asumiendo se cumplen las condiciones de la

definicion 4.0.0.1, entonces la funcion de transicion resuelve la ecuacion
Op  Ob(t,y)p 10%a(t,y)p
ot oy 2 Oy
limp(s, ,t,y) = 6.(y).
tls

Demostracion. De la ecuacion (4.3) y del hecho que la adjunta formal del operador L,
por definicion es igual a

2 (a(t, y)u) d(b(t,y)u) _ d*(alt,y)u)  d(b(t,y)u)

Liu= (-1 -1)! = -

También se puede consultar [11]p.57. O
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Teorema 4.0.0.2. (Backward Kolmogorov)Sea f € Cy(R) y asumiendo que:
u(s,x) == /f(y)Pts(:c,dy) € CZ(R) (respecto a x)

Asumiendo ademds que las funciones a(.,.) y b(.,.) son continuas. Entonces u(.,.) €
CH2(R$ x R) y resuelve el "problema del valor final”
du du 0*u
- = 90 b(s x)a >
hglu(s,x) = f(z).

Demostracion. De la ecuacién (4.5). También se puede consultar [11]p.54-56. O
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Capitulo 5

Problema de Martingala y de

Submartingala.

Entre los métodos para construir una difusion, hay dos bastante conocidos: el método

de aproximacién diferencial y el método de Ito con ecuaciones integrales estocasticas. En

el primer caso se inicia con el estudio de un ejemplo paradigmatico de transiciones de

probabilidad:
1@—%?
P(s,x,t,A) = e 2 (=5
V(2m(t —s)
0<s<t, AeB®R.
Dado ¢ € Cy(R?) y fijando t > 0, se define :
1w—xP

fls,2) =

Con algo de calculo se comprueba que f resuelve la ecuacion

of

A =0 <t
as+ f 78 Y

lim f(s,.) = () -

(t=5) g(y)dy , s <

t.

De lo anterior surge la interrogante de si dado un operador con ciertas caracteristicas es

posible construir un proceso de Markov asociado. La respuesta es afirmativa y se muestra

en el siguiente teorema:
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Teorema 5.0.0.1. Sean a : [0,00[xR? — Sg y b : [0,00[xR? — R¢ funciones continuas

0 o?
acotada y con derivadas parciales — continuas y acotadas. Sea
Ox;  Ox;0x;
1l
Ly=— ;. j b;(t
t7 9 ”Z_l 3%8% Z 3:182

Entonces existe una tinica funcion de transicion Pi(.,.) tal que P(x, B) es B(R?)—medible
para todo v € R? y B € B(R?).
También se cumple:

/Wp(s,x,t,dy)f( f(s,x) /du/w u,y)P(s,z,u,dy)  (5.1)

para todo t > 0,0 € R y f € C*(]0, oo[x RY).

Mas aun, para todo (s,z) € [0,00[R? existe una tinica probabilidad P, tal que

» P,(Xo=2)=1,

» P, (X, € AITy)) = P(ty, Xy, t2,A) Pp—cc VO<s<t <ty AeB®RY
Vi, <ty A€ BRY.

Demostracion. La prueba es extensa (ver [1]p.79) e inicia a partir de los dos lemas siguien-

tes. O
Lema 5.0.0.2. Sea el operador Ly como en el teorema anterior. Si se asume que ¥t > 0 y
¢ € C(R) existe f € CH2([0,t[xRY) N Cy([0,t] x RY) tal que f(t,.) = () y % +Lyf =

0, s<t, entonces dicho f es unico.

Lema 5.0.0.3. Sea el operador L; como en el teorema previo. Fxiste una unica transicion
de probabilidad P(s,x,t,.) tal que

f(s.2) = / P(s,,t,dy)(y).

5.1. Problema de Martingala.

El teorema precedente muestra que bajo ciertas condiciones impuestas al generador se
puede construir un proceso de Markov. Partiendo de los resultados obtenidos, si €2 es el
espacio C([0, oo[, R?), (I't)¢>o la filtracién candnica, f € Cg°(R?), se considera un proceso
homogéneo y se reescribe 5.1 como:

[ i) - 550 = [ [ R d L



y ademas se combina con la propiedad Markoviana obtenida al final del teorema 5.0.0.1,
se obtiene :

Eolf (X0 0)[T] — F(X0) = / Eol(Lf) (X 12) T
B (X a)ITa] — [(X0) = B / Lf(Xopey)dulT ]

B (X e)ITn] — [(X0) = B / ' LA(X,)dulTy]

t1

o lo que es lo mismo:

JX0) — / Lf(X,)du (5.2)

es una P,—martingala para toda f € C5°(R%).

Luego de lo visto la pregunta inmediata es si P,(Xo = 2) = 1y 5.2 bastan para asegurar
la existencia y unicidad de un proceso de Markov P,, para responder dicha interrogante
se define el Problema de Martingala:

Definicién 5.1.0.1. Dadas las funciones medibles y acotadas a : [0,00[xR? — Sy v
b:[0,00[xRT— Ry
d

1< 52 0
¢ 2 al’](t’x) ('3361396] + - bl(t’$) ('3351

1,j=1

Dado z € R¢, una solucién al Problema de Martingala para L;(o para a y b) es una
probabilidad P, en (€2, T") que satisface

(a) Po(Xo=12)=1,
(b) f(X:) — [y Lyf(X,)ds es una P,— martingala para todo f € C5°(R?).

Si el problema de martingala tiene solucién y es tnica, se dice que esta bien propuesto.
En el lema siguiente se muestra que si las funciones a y b son adecuadamente restringidas,
el problema de martingala tiene solucién unica.

Lema 5.1.0.1. Sean c: [0,00[— Sy y b: [0,00[— R funciones medibles acotadas y

Entonces el problema de martingala para L, estd bien propuesta. Ademds si {P,,x € R¢}

denota la familia de soluciones determinada por L, entonces x +— P,(A) es medible para
todo Ael .
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Demostracion. Ver [1]p.140. O

Se sabe que todo proceso de Markov y en especial los procesos difusivos satisfacen el
problema de martingala; a continuacion se vera el reciproco, es decir que una solucion del

problema de martingala es un proceso de Markov:

Teorema 5.1.0.2. Sean a : [0,00[xR? — Sy y b : [0,00[xRE — R? funciones medibles
acotadas para las cuales el problema de martingala estd bien propuesto, y se asume que
la correspondiente familia se soluciones { Py} ena es medible (i.e v — P,(A) es medible
V A € I').Entonces {P,} es Markov fuerte en el sentido de que si T es un tiempo de
parada finito se tiene:

0w ®r(w) Prw)x, ) € un d.p.crde P[l':. (5.3)

Demostracion. Por el teorema 6.2.1([1]p.145.) se conoce que si {P,} es un depr de P,

entonces

0X, (@) Orw) Lo = Prw) X, ()
VweNYcon Ne I,y P, .(N)=0. Por ello

Pw = 6w ®‘r(w) (5X7.(w>(w) ®‘r(w) Pw) - 5w ®‘r(w) PT(UJ),XT<W)(UJ) Yw € N.

5.2. Problema de Submartingala.

En ocasiones es més facil probar un problema mas general, que se enuncia a continua-
cién, de manera que si se adiciona un término implica el Problema de Martingala. Sea
Q = C([0, 00, R9), la filtracién canénica y G' un subconjunto abierto no vacio de R? al
que asociamos una funcién ¢ : ¢ — R de manera que

L. ¢ € CF(RY),
2. G={zeR: ¢(z) >0} yOG ={x € R?: ¢(x) =0},
3. |[Vo(x)| > 1 en 0G.
Sean también las funciones
(a) a:[0,00[xG — S continua y acotada,
(b) b:[0,00[xG — R? medible y acotada,
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(c) v :[0,00[x0G — R continua, acotada y satisface (y(t,x), Vo(z)) > B > 0 en todo
su dominio,

(d) p:0,00[xIG — [0, 00] continua y acotada.

Definimos los operadores

2 d

1< ) 0
Lu = 5 Z am(u, l')axlax] + Zbl(u, .Z')a—x

ij=1 g

. )
=" il x) .
;7 (w,2) 5
Definicién 5.2.0.1. Se dice que una probabilidad P en (€2,I") resuelve el problema de
submartingala en GG para los coeficientes a, b,y y p si :
1. P(X; €G)=1parat>0,

2. My(t) = f(t,Xy) — fot[]]_g(fu + L.f)(u, X,)]du es una P—submartingala para cual-
quier f € C’SQ([O, oo[xR?) que satisface pf; + J;f > 0 en [0, 0o[xIG.

Lema 5.2.0.1. Sea P la solucion del problema de submartingala , si f € 05’2([0, oo[xR9),
entonces

My(t) = 650 = [ et + Luf)la, X )ldu (5.4)
es una P—martingala local en G.

Demostracion. Ver [4]p.159. O

Si los coeficientes a y b, asi como las funciones 7 y p tienen propiedades como conti-
nuidad, acotamiento y otras, se puede asegurar la existencia y unicidad de soluciones del
problema de martingala:

Proposicién 5.2.0.2. Sean G y ¢ como en el inicio de la subseccion y ademds se cumple
que

1. a:[0,00[xG — SI es continua y acotada,
2. b:[0,00[x0G — R¢ es medible y acotada,

3. v :[0,00[x0G — R es continua, acotada y (v, V) > 3 >0,
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4. p:]0,00[x0G — [0, 00[ continua y acotada.

Entonces para todo xg € G existe una solucion P al problema de submartingala para a, b,y

Y P que inicia en xg.
Demostracion. Ver [4]p.181. O

Proposicién 5.2.0.3. St las funciones a, b,y y p son independientes del tiempo, tienen
dominio G y cumplen:

(a) a(x) es continua, simétrica y positiva definida en cada punto de G,
(b) b(x) es medible y acotada,

(¢) v localmente Lipschitz y acotada en OG, y ademds satisface (y(x),Vo(x)) > 5 >0
en 0G,

(d) p(x) es acotada, continua y no negativa en 0G.
Entonces la solucion al problema de submartingala es unica para todo punto de partida x.

Demostracion. Ver [4]p.195-196. O

Observacion. En las dos proposiciones previas se modifican los dominios de las funciones
respecto a como aparecen en la definicion del problema de submartingala. Por ejemplo en
5.2.0.2 solo se pide que la funcién b esté definida en el borde OG pero se pide que a lo esté
en la clausura G. Dichos cambios pueden aclararse si se considera que las funciones a, b, 7
y p tienen dominio [0, co[x G, satisfacen lo pedido en el problema de submartingala en el
subconjunto adecuado del dominio asi como propiedades adicionales en otros subconjuntos

del dominio.

5.3. Del Problema de Submartingala al de Martinga-

la.

Por el teorema de descomposicion de Doob-Meyer si P resuelve el problema de sub-
martingala y f € Cp*([0, 00[xR?), existe una funcién &; : [0,00[xQ — [0, 00| integra-
ble, no decreciente, no anticipante y continua tal que &;(0) = 0y X;(t) — £¢(t) es una
P—martingala.

Dado f € C,*([0,00[xR%) puede encontrarse un « suficientemente grande tal que f, +
Juf > 0en [0,00[x0G donde f = f + a¢ debido a

fut Juf = fut Juf + (v, ) > fu+ Juf + B

y a que v y las derivadas parciales de f son acotadas.
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Observacion. Lo mismo sucede si se elige f = a¢p — f.

Observacion. Debido a que ¢ € C2(R), puede entenderse como elemento de C, ([0, co[x R)
y como (7, V@) > 0, entonces existe £, continua, no decreciente, no anticipante e integra-
ble.

Por ello se puede elegir un {7 para £. Sise define ¢ 5 = &—ag, se observa que dicha {; es
una funcién continua, no anticipante de variacién acotada tal que £7(0) = 0,E(]&;(t)|) < oo
y Xf(t) — &f(t) es una P—martingala.

Lo visto lleva a considerar a C,*([0, oo[xR4) como subconjunto de una clase de funciones

F', definida con las condiciones:
» f e Cy([0,00[xR) N C;’l([O,oo[XBG),

» existe una funcién K f € B([0,00[xG) tal que

Xp(t) = f(t. Xo) — /Ot K f(u, X,)du

es una P—martingala local en G,
» existe una funcién continua, no anticipante £y : [0, 00[x 2 — R tal que

o £4(0) = 0,£4(t) es de variacién acotada local y E[|&f|(t)] < oo parat >0,
o X;(t) — &f(t) es una P—martingala,

msige C’b1 2([0, co[xR?) entonces f = f + g satisface las condiciones anteriores, y si
pfi + Jof > 0en [0,00[xIG entonces £7(t) puede ser elegido no decreciente.

Teorema 5.3.0.1. Sea P la solucion del problema de submartingala. Fxiste una unica
funcion & : [0, 00[xQ — [0, 00[ continua, no decreciente y no anticipante tal que &(0) =

0, E(&(t)) < oo,

@wzlﬁwMW%w (55)

t

ft, Xe) = /Ot[ﬂc(Kf)(uaXu)]du —/0 (pfu+ Juf)(u, Xo)d€o(u) (5.6)

es una P—martingala para todo f € F. En particular si f € Cp([0,00[xRY) y pfutJuf >
0 en [0,00[x0G entonces

t

ﬂmw—Ahdn+MﬁWXMM—Awn+hm%xmmm. (5.7)

es una P—martingala.
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Observacion. &¢(t) = fot(pfu + Juf)(u, Xy)déo(u)
Demostracion. En primer lugar sea f = a¢ — f, entonces para « suficientemente grande
pf, +Jif >0 en [0,00[x0G

y por ello adéy(t) > d&f(t) > —ad€y(t), lo que implica que d&;(t) es absolutamente
dé;(t) -
d€y(t)

continua respecto a df,(t). Sea

Dado s €]0,00[ y x € 0G, sea

(pfs + Jof)(s, )
(v(s,x), Vo(z))

Si e > 0, se elije s €]a,b[C [0,00[ y un abierto U que contiene a = de manera que

b=

(B=e) (7, Vo) < pfu+ Juf < (B+€)(7, Vo)

en |a, b[xU. Por ello

/ !/ ’

b

b b
(3-0 [, Lo (e < [ 1 (Xaludtalu) < (5+0) [ 1y (X
para Ja', b [Cla,b[ y U C U. Por lo tanto
(8- ILu(X,) < Lu(XJalu) < (8 +Lu(X,).

Se sigue que

a(u) = plu+ Juf
(v, Vo)

Se define

mwaA@%%@w>

que verifica las propiedades deseadas.
Sea £ otra funcién con las propiedades requeridas, entonces

t

AWVW%W=%@=AWNWMM

por lo que &(t) = £(t). O

Otro teorema que permite estudiar, anadiendo una expresién extra, el problema de sub-

martingala como uno de martingala es el siguiente:
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Teorema 5.3.0.2. La probabilidad P resuelve el problema de submartingala para a,b,~y y
p siy solo si existe una funcion continua, no decreciente y no anticipante & : [0, 00[xQ —
[0, 00[ que cumple:

1. &(0) =0, B(e®) <00 YA>0, t >0,
2. &) = [y Loa(X,)d&(u) Yt >0,

3. Xpo(t) = exp[(0, Xs) — 3 [ La(0, ab)du — [ 1e(0,b)du — [ (0,7)déo(w)]
eﬁp)\[fot Lo Xydu — f()t pdéo(u)]

es una P—martingala.
Demostracion. Ver [4]p.166. O

Otra manera de verificar el problema de martingala es usar la distribucion condicional
de probabilidad regular derp:

Proposicion 5.3.0.3. 5@ P resuelve el problema de submartingala y si 7 es un tiempo
de parada, entonces existe un N en I'; tal que P(N)=0 y para todo w & N el dcpr
P, de P dado I'; es nuevamente una solucion y P,(Xrw) = X(rw)w) = 1. Ademds si

7' (w) = inf{t > 7(w); X; € G} entonces para todo w ¢ N P, = Qr(w), Xy (w) €N F:,(L(u(j),
donde Q¢ resuelve el problema de martingala para a y b partiendo de x al tiempo t.
Demostracion. Del teorema anterior. Ver [4]p.166. O
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Capitulo 6

Movimiento Browniano.

En la naturaleza como en otros ambientes se ha observado sistemas en los que algu-
nas magnitudes(como la posicién de una particula, concentraciéon de una sustancia, etc)

dependientes del tiempo, se comportan de maneras similares:
1. Aparente cambio erratico pero continuo en el tiempo,
2. El cambio entre dos tiempos s < t es independiente de lo sucedido hasta s,
3. El cambio entre s < t es una funcion con distribucion gausiana dependiente de t — s.

Para describir tales sistemas se construy6 por el ano 1900 un modelo matematico preli-
minar basado en la Teoria de Probabilidades, que captaba todas sus caracteristicas y las

enunciaba formalmente. A continuacién se muestra la definicién actual:

Definicién 6.0.0.1. Sea (2,I', P) un espacio de probabilidad, un d-dimensional Movi-
miento Browniano en (£2,T', P) es un proceso estocastico (B;)>o , R9— evaluado que

cumple:
1. P(Bp=0)=1.

2. Las variables aleatorias By,, By, — By, ..., By, — B, , Vn € N Vt; > 0 son indepen-
dientes (incrementos independientes).

jzf?
1 Y —_—
3. Parat >0, s>0y A€ BR?) se tiene P(By,s — Bs € A) = D) f e 2t dx (
t)2 A
es decir By s — By ~ N(0,t1) ).

4. t > 0 — Bi(w) es continuo P-c.c.
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Solo hacia falta probar que existia un proceso en un espacio adecuado que cumpliera
las condiciones impuestas, esto fue resuelto gracias a las construcciones de Wiener, Levy
y otros. En el presente trabajo se mostrara una construccién basada en el teorema de
Donsker.

6.1. Construccion heuristica del Movimiento Brow-

niano.

Imaginemos una particula flotando en la superficie de un liquido en reposo y aislado

de fuerzas externas, entonces la particula en cuestién manifestard un movimento erratico
debido a las multiples colisiones con las moléculas del liquido. Para construir un modelo
simplificado de lo anterior podemos pensar en una particula en la recta real que cambia
su posicién en tiempos miultiplos de una cantidad At y si estd en el sitio x salta a v + Ax
y * — Ax con igual probabilidad. En el limite cuando At — 0, Az — 0 se obtiene la
fluctuacion aleatoria continua del Movimento Browniano.
Designemos por £(t) la posicién de la particula al tiempo ¢ y supongamos que al tiempo
0 la particula se encuentra en x = 0. Durante la fluctuacién discreta hasta el tiempo ¢ se
realizan n = A pasos. Designamos por S, los pasos en direccién positiva por lo que el
desplazamiento en esa direccién serd S, Ax y el desplazamiento neto £(t) = (25, — n)Ax.
Claramente el modelo muestra que £(s) y £(t + s) — £(s) son independientes, siendo la
distribucién del incremento £(t + s) — £(s) igual a la de &(¢), por lo tanto:

Var((t+s)) =Var(&(s)) + Var(&(t+s) —&(s)) = Var(&(s)) + Var(&(t)).

Se observa que la varianza depende ”linealmentegomo funcién de ¢, por lo que:
Var(&(t)) = 0%t 0<t < o0

donde o? es una constante llamada coeficiente de difusién. De otro lado, recordando que
t = nAt, también se tiene:

Var(&(t) = > Var(§(t:) — &(timr))
i=1
t
= n(Ar)? = —(Ax)?
n(Ax)? = (Ax)
con to = O,tn = t,tz — ti,1 = At Vi.
Por ello obtenemos la relacion:
(AI)Z )
N
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Introducimos la magnitud S} = —(25,, — n) de tal manera que:

NG

€(t) = Stv/AAT = SiVES

VAL

Utilizando el Teorema de De Moivre-Laplace se obtiene que la distribucién de £(t) en

= S*ov/t.

el limite At — 0(dado por cierto que en el caso limite los incrementos siguen siendo
independientes y sus distribuciones solo dependen de la diferencia de los tiempos) es dada
por:

7
P(z; < @ x9) = lim Pz < S < x9) \/%/ e 2dz

O'\/% At—0

La férmula anterior ademas da la distribucién de los desplazamientos, ya que vimos que
la distribucién de £(t + s) — &(s) es la misma que la de £(t):
22

e 2 dx.

§(t+s) —&(s)
P(x; < oL < xy) = \/%/

Se observa que la magnitud &(t) verifica que los incrementos son independentientes y tienen
distribucién normal.

6.2. Construccion formal.

Sean &1, &»,... variables aleatorias iid, centradas y con varianza 1, S, = Z?:o &y
X" :Q — D definido como

X70) = —=Si).

Teorema 6.2.0.1. La funcion aleatoria definida arriba converge débilmente a un proceso
llamado Proceso de Wienner

X" =W.
Demostracion. Debido al teorema central de Lindeberg(Teo4.12[2]) y a que m — t se
obtiene
X! = VN

con N teniendo la distribucién normal estandar. Por la independencia de X! y X" — X7

para t > sy ej,3,2[3] se sigue
(ng XZZ - X:) =n (Nla NQ)
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teniendo Ny y N, distribuciones normales centradas con varianzas s y t — s respectivamente
y siendo independientes entre si. Usando el teorema de aplicacion se obtiene

(X3, X{) =0 (N1, N1+ Ny)
que se puede generalizar facilmente a

(X7, X7

t1 to

o X4 ) =0 (N1, N1+ Ny, Ny + Na + 4 Ny).

De lo anterior se ve que las distribuciones finito dimensionales convergen débilmente a
vectores aleatorios con componentes normales. Denominando como W; al limite débil de
(X[")n se observa que W, ~ N(0,t) y tiene incrementos independientes.

Se cumple que

W, —Wi_s =0 cuando 6 — 0

debido a que si A es un intervalo abierto ]a,b[, a > 0, podemos asegurar:

2

u
S -
(Wl_Wl—é)_l(A): \/ﬁ/ € 25du
2
a

b—a eiﬁdu
27

<

(o)

que tiende a cero cuando 0 — 0. Lo anterior se generaliza facilmente para intervalos
arbitrarios en general .

Por independencia, para t; <t <t

[nt] [ntz]
n n n n 1 1
EIX; = XOPIXG - XPP) =B Y &g |-E ), &

t,j=|nt1|+1 i,j=|nt|+1

|_7’Lt2J — Lntﬂ

(] — Lnt ) (o) — nt]) < ( ?.

Site—1t; > % el lado derecho de la desigualdad serfa a lo mas 4(ty — t1)% y si ty — t; < %
entonces t y t; ot y ty estan en un intervalo del tipo ]%, %[ con lo cual el lado izquierdo
seria 0.

Con esto se han probado las tres condiciones del lema 9.0.0.3 y por ello
X"=W

donde W es denominado Proceso de Wiener, y cumple con ser un movimiento Browniano.
m
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6.3. Propiedades basicas.

En la subseccion anterior se probd que podia construirse un movimiento Browniano en
el espacio D([0,T],R), de forma similar se construye uno en el espacio C([0, oo[, R%). En
lo que sigue de la seccién Q = C([0,00[, R?) y [y = 0(X,, s < t). Se inicia el estudio del

movimiento Browniano con la nocién de Proceso continuo Gausiano:

Definicién 6.3.0.1. Un proceso estocdstico (Xy),cpt definido en (€, T, P) y Rd— evaluado
es un Proceso Centrado Gausiano si para cualquier n € N | t,t9,...t, € R, A1, Ao, ..., Ay €
RE S (N, Xi,) es una variable gausiana real y centrada.

Ademss la funcién matricial (d X d) con dominio en (R{)? , ¥(u,v) = E(X,X!) =

(E(X:X7)o<ij<a) es la funcién covarianza del proceso.
Observacion. V(u,v) = W7 (v, u).

Lema 6.3.0.1. Sea (Xt)%g un proceso centrado Gausiano con funcion covarianza V. La
funcion V(.,.) determina completamente las distribuciones finito-dimensionales (X, , X, ..
para todon € N | ty,....,t, € R}.

Proposicién 6.3.0.2. Sea B; t > 0 un proceso definido en (Q,T, P) con valores en R? y
con trayectorias continuas P-cc, entonces:
By es un Movimiento Browniano si y solo si es un Proceso Gausiano centrado con funcion

covarianza V(u,v) = (u A v)lixq.
Demostracion. Paralaimplicacién deida,dadosn >1, 0 <t < ... <tn, A\1,..., \n € R,
por la definicién del movimiento Browniano se tiene

n

A= Zui, B) =Y (A.Y B, —By ) - Z«Z A), By, — By, ).

=1 j= j=

Como las variables B;; — By, , son independientes entre si y tienen distribucién N (0, (t; —

1

tj—1)laxa), entonces A es una variable Gausiana real centrada.
Luego para 0 < s <t se tiene

(s, t) = BE(B'B,) = E(BTB,) + E(BY (B, — B,)) = slgxa = (s AN)Igxq.

Para la implicacién reciproca seann > 1, 0 < t; < ... < t, junto a las variables alea-
torias Y; ,7 < n en un espacio de probabilidad auxiliar, de manera que son independientes
entre siy Y; ~ N(0, (t; — tj_1)laxa) ,? < n. Se define

J
X; =) Y
k=1
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Por el argumento al inicio de la demostracién se tiene que X; ,1 < 7 < n es un proceso
Gausiano centrado, y para 1 <7 < j < n:

(i, j) = B(X!X;) = E(XTX )+ E(XT(X X; ))
ZYk Zyk ZE Y4) = tilgxa.

También se verifica que U(i,7) = (¢; A t;)laxq para 1 < i,5 < n. Por el lema 6.3.0.1 se
observa que (X1, ..., X,,) tiene la misma distribucién que (By,, ..., By, ). Por ello (By,, By, —
By, ..., By, — By, ,) tiene la misma distribucién que (X3, X — Xq,...,X,, — X,,.1) =
(Y1,Y5,...,Y,), lo que implica la segunda y tercera condicién en la definicién del movi-

n

miento Browniano. La cuarta condicién se cumple por hipétesis y la primera debido a que

E(BT By). 0

Algunas propiedades:
Invarianza por escalamiento. Si B; es un Movimento Browniano R?— evaluado y A > 0,

entonces )\B% también lo es debido a que si definimos el proceso
A

Bt)\ = AB.¢ (6.1)

A2

es evidente que es una proceso gausiano centrado continuo con funcién de covarianza:

E[(BNTB}] = )\ZE[BT Bs]= AQ(p A AQ)IM = (s At)yxa.

Invarianza por inversién del tiempo. Si B; es un Movimento Browniano R?— evaluado y se

define B, =0, B, = sB1 s > 0, entonces B s > 0 es tambien un Movimiento Browniano.
S
Para esto primero se demuestra que el proceso

Po=0, B:=tB1 t>0 (6.2)

es un proceso gausiano centrado con matriz de covarianza E[B7 ;] = (s A t)I4xq. Lo que
queda es mostrar la continuidad de los caminos para t = 0. Para tal fin primero se observa
que los brocesos (B)i>0 v (B¢)i>0 tiene la misma distribucién Pen (C'(RT, RY), o(X, : u >

0)) (Las distribuciones finito dimensionales coinciden y se aplica Dynkin). También

{lim X, = 0} = AU N {X/<0}ea(Xy:u>0).

n>1m>1yeQn)o, L
Con lo cual:

P(lim g, =0) = P(lim X,, = 0) = P(lim B, = 0) = 1.
u—0 u—0

u—0
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6.4. Propiedades simple y fuerte de Markov.

En esta subseccién se estudia al movimiento Browniano como un proceso continuo de
Markov. Sea la funcién g, : C(R], R?) — C(RF, RY) definido como g,(w(.)) =w(.) +x ¥
W, =Wg, '

Teorema 6.4.0.1. (Propiedad simple de Markov)SiY € bT', s > 0 y x € R? entonces
E.[Y 004U} = Ex,[Y] W, —cc
Bajo W, (Bsiu — Bs)u>o es un Movimiento Browniano independiente de I'Y.

Demostracion. En primer lugar se prueba que si Y € bI' entonces la funcién
y — E,Y pertenece a bB(R?).

Para tal fin se parte del caso mas simple Y = Ix, eAs Xiyes, . X ea, con 0 <t <ty <
oo <tny Ay € B(RY) con lo cual:

Ey(ﬂth €A1, X1y 6A2,~--,thEAn) = EO(:[I‘th+y€Al7Xt2+yeA27~"7th+y€An)'

Por el lema de Dynkin se puede generalizar para funciones Y = 14 con A € T', luego para
funciones simples y finalmente para Y € bI" en general.

[Paso 2] Sean 0 = ug < uy < .. <u, =5,0 =1y <t < ..<ty f,g medibles y
acotados, entonces

Ecc[f<Xu07 Xu17 ceey Xun)g<Xto+57 Xtﬁ-s; ceey th—i-s)] -

_d
= /(%d) . fla,zy, o xn) (X, ey o) T (27 (0 — wi—q)) " 2) X

R | N [ B It
I (27 (2 — tj-1)) 2)e o e A
= / f(l’, L1y ey In)Eﬂﬁn (g(Xtov th? ) th))Hglzl«zﬂ-(ui - ui—1)>7%)x
(Rd)n
. |$z - %‘—1|2
e T w i
- Ew[f(‘XU()v XUl’ ) Xun))EXs (g(Xtov Xt17 s th))]
Por el lema de Dynkin se puede generalizar lo anterior para A € I’
Ex[lAg(Xto-l-& Xt1+87 EEEE) th-FS)] = EI[ILAEXS (g(Xtov th? ) th))] (63)

Si se escoge ¢ continua y acotada, la funcién y — E,(g(Xy,, X¢,, ..., X)) con
y € R es acotada y continua por el teorema de convergencia dominada.
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Dado € > 0, si se reemplaza s por s + € en 6.3y A € ' C Ty, y posteriormente se hace
e J 0 entonces por el teorema de convergencia dominada se verifica 6.3 para A € T'}.

Por aproximacion se prueba que 6.3 se verifica para funciones g = 1, ek, z.ck, con K;
cerrados en R¢. Debido al lema de Dynkin se obtiene para Y = 1g, BTl

Ex(]lBY @) 03) = Ez<ILBEXS (Y))
que se generaliza para funciones simples y Y € bl en general. O]
Por lo tanto el movimiento Browniano en un proceso de Markov.

Corolario. (Ley 0-1 de Blumenthal)Para todo x € R y A € T se tiene
W, (A) € {0,1}. (6.4)
Demostracion. Como A € T':
E.(14T¢) = 14.
Debido a que 1406y =1aya W, (Xg=2) =1
E,(14|T) = Ex,(E.(14) = W,(A) W, —c.c.
[l

Ejemplo 6.4.1. En el caso d = 1 se define H, := inf{s > 0 : X; > 0} y se verifica que
W—c.c H. =0:
{Hy =0} = N> Urep, 110 {X, >0} eIy

y parat >0

Sitl 0 se tiene

Por el corolario anterior se concluye que W(H, =

De manera similar a lo hecho para procesos de Feller, se asociara al movimiento Brow-

niano un semigrupo de transicion, que lo describe completamentamente:
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Definicién 6.4.0.1. Definimos el Semigrupo de Transiciéon Browniano (R;);>o como:

ly —

! fe 2t dy

(2t)

Ryf(x) = Eof(Xy) =

Wl

Rd
conz € Ry f € bB(RY).

Proposicién 6.4.0.2. Sea (B;);>o un proceso estocdstico R:— evaluado definido en (Q, T, P)
con trayectorias continuas P—c.c y sea Gy = 0(Bs , s <t), entonces (By , t > 0) es un
Movimiento Browniano si y solo si By =0 P—c.c y E[f(Bys)|Gs] = Rif(Bs) P—c.c para
todo f € bB(RY) y t,s > 0.

Teorema 6.4.0.3. (Propiedad fuerte de Markov) Sea T un (T} );>0—tiempo de parada,
Y €I, x € R, entonces.

E.[Y 0 07|TF] = Ex,(Y)
en {T < oo} W,—c.c.
Demostracion. En primer lugar se prueba que
O : ({T < o0}, I'N{T < 0) — (C,T)
es medible. Para ello es suficiente probar que para todo s > 0 la funcion
X 000 : ({T < 00}, T N{T < o) — (R, B(RY)).
es medible, lo cual se obtiene de:

X, 00p(w) = Xeprw)(w _JEEOZX W)Lzt ()<t

Se necesita probar que la variable
X7 ({T < 0}, T4 N {T < 00) — (R, B(RY))

es medible. Esto es cierto debido a que el proceso X (t,w) es continuo a derecha en ¢ y por
ello progresivamente medible.

Si se asume que T' toma valores en un subconjunto contable de R, U {oo}. Se
denota con {a,} a dicho conjunto excluyendo el infinito. Entonces para A € T'HN{T < oo,
0=ty <ty <..<ty yfe€ObB((R)H )

E.lf( Xty s Xt,) 0001 a] = EL[f(Xritgs oo Xt ) La] =
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Z Ex [f(Xan+tO7 Tty Xan“l‘tk):u'Am{T:an}]'

Por la propiedad simple de Markov lo anterior es igual a
> EEx,, (f(Xig, o Xo)) Lanqr=any] = EalEx, (f(Xig, - Xo,))La.
Despues usando el lema de Dynkin y aproximacién por funciones simples se concluye que
para Y € bl
E.(Yob0rly) = E.(Ex,.(Y)1,4).

Para un tiempo de parada en general T" se define la sucesién variables

k1
To=> 5 Ligeraspy

k>1

Claramente las variables anteriores cumplen T,, > T'y T,, | T, y debido a que para k,n > 0

k+1 k+1
@< o ey
asi como para t € [2, L]

k
{Tngt}:{Tngz—n}eF;ﬂgrj

son también (I'})— tiempos de parada.

Como T' < T, se tiene I';, € T'] | también es claro que {T' < oo} = {T,, < co},y por ello
dado A € TF N {T < oo} entonces A € I'f N {T;, < oo}. Como T,, toma valores en un
conjunto contable, para toda f € bI':

Eo(Y 007,14) = E(Ex, (Y)14)

k+1

Sea f una funcién continua y acotada con dominio (R?)**! entonces Vn > 0

Ew[f<XTn+t07 ) XTn+tk>]‘A] = El“[EXTn (Xtoﬂ ) th)ﬂA]'

En la prueba de la propiedad simple de Markov se mostré que la funcion y — E, (f( Xy, ..., Xt ))
es acotada y continua, por ello haciendo n — oo

E:E [f(XTtho? ) XT+tk)]lA} = Ex [EXT (Xt07 ceey th)]lA]

Mediante aproximaciones se prueba que lo anterior tambien se cumple para funciones
del tipo f(zg,...,zx) = Hf:o l.,cx, con K; cerrados en R¢. Por el Lema de Dynkin y

aproximacién por funciones simples se extiende
Eo(Y 0br,14) = Ex(Ex,, (Y)1a)

para todo Y € bI'y A € T N {T < oo}. O
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Entre las aplicaciones de la propiedad fuerte de Markov se encuentra el siguiente co-

rolario:
Corolario. (El principio de reflexion). Sea d =1,a > 0 y t < a, entonces se cumplen:

W(X; <bsupX; >a)=W(X;>2a—0b) parat > 0.
s<t
W(sup X5 > a) = 2W(X; > a).
s<t
Demostracion. Para la primera igualdad, sea la variable aleatoria H, = inf{s > 0: X =
a}, que es un (T'})) tiempo de parada.
W(Xt S ba Sust Z CL) = W(Ha S taXt S b)

s<t

=W{w: Hy(w) < t7X(t7Ha(w))+(9Ha(w)(w)) <b}).

Aplicando el lema de [6]p.39. para T' = H, y h(wy,wy) = 1x < que es I'®

(t—Ha(wg))+ (@1)
Fga—medible se tiene

!

W(H, <t,X; <b) = E(Hy <t, Wy, (X(,_py+ <))
= E(H, <t, Wy, (X( g+ =2a—0))
=F(H,<t,X;>2a—-b)=W(X; >2a—-0).
Para la segunda igualdad

Wi(sup X5 >a)=W(H, <t)

s<t

— W(H, <t,X,>a)+W(H, <t,X, <a)
= W(Xt Z CL) -+ W(Ha S t,Xt S CL)
= W(Xt 2 a) + W(Xt Z a) = QW(Xt Z a)

6.5. Generadores infinitesimales.

Proposicién 6.5.0.1. Para el Movimiento Browniano unidimensional el espacio P4 coin-
cide con CZ(E) y

1 d*F
Af = SR
Demostracion. Por la proposicién 3.3.0.3 se sabe que Z4 = U,(Cy) y para todo p > 0 se
cumple AU, f =pU,f — f.
Si f € Cp entonces U,f € CZ y pUp,f — f = 3(U,f)". O
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Proposicion 6.5.0.2. Para d > 2 el generador infinitesimal del Movimiento Browniano
es igual a 32 con dominio C§.

Demostracion. Para f € Cj se puede expresar

2]

flx+ 2Vt)dz

1
i = V@) S

Si f € C2, por la expansién de Taylor se tiene

—Jta:

PI@) = 110)+ 12T 0) + s

donde

|Z|2 d

i il
= 2 —

J(t’ .T) ¢ [ 8!@837] ) (99(:20%

Jj=1

(x)]ziz;dz
Rd

con # un punto del segmento [z, + Z\/I_f]

Sea F(z,2,t) = méx, ; | 37 O -(0) — O (x)| entonces para todo r > 0:
e 1l 2uii=1 gr.00, ) B0 P '
LR
|J(t,z)] g/ F(z,zt)e 2 Z 2| |2 dz + (6.5)
|z[<r =1

21> 4
82 L
2/ max | f le 2 |zz||z]|dz
|z|>r axl

Como las segundas derivadas son uniformemente continuas cuando hacemos tender ¢ a 0
se observa

hmsupF(x z,t) =0

0 gd
por lo cual el primer término a la derecha de la desigualdad 6.5 converge a 0.
Para el segundo término se puede elegir un r suficientemente grande de manera que tam-
bién converja a 0.

Por lo anterior

PA—f 1|

lim
10
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Capitulo 7

Condiciones para verificar el
problema de submartingala.

Sea G una regién de R? con borde OG y clausura G al que se asocia una funcién
¢ : RT— R en CZ(RN?) tal que
G ={z: ox) > 0},
0G = {z: ¢(x) = 0},
|IVo(x)|| > 1 en 0G.

Para cada h > 0 damos un proceso de Markov con espacio de estados G cuyos saltos se
dan en tiempos multiplos de h y con transiciones de probabilidad H;‘(x, dy) en el tiempo
jh.

Sea P! la probabilidad, en el espacio D([0,T], ), asociada a la cadena de markov que
inicia en x € G. El proceso P! es definido por las relaciones:

2. PMX;=Xjppara jh<t<(j+1)h)=1,
3. PMX(jron € Alljn) = I (X, A).

Con base en los coeficientes de difusién a, de arrastre b y de error A que se mostrd en la

seccién 4, se definen los siguientes coeficientes para el proceso P!

Definicién 7.0.0.1. Se definen los siguientes coeficientes
. 1 o
8 (jhoa) = 5 [y = a1 e dy) a0,
ho/ - 1 h
(i) = 3 [ (=)@ (- D (z.dy
, 1
V(o) = 5 [ (0= o))
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Extendemos la definicién anterior para cualquier tiempo t € [0, 7]
1 . .
At z) = & / lly — :B||2+O“H?(x,dy) para jh <t < (j+ 1)h.

a'(t,z) = %/(y — 1) @ (y — x)1}(z,dy) para jh <t < (j+ 1)h.

1
v (jhx) = / (y — 2)I1} (2, dy)) para jh <t < (j+1)h.

El teorema que sigue es fundamental porque demuestra que asumiendo condiciones para
los coeficientes a”,b" y A" la coleccién de procesos de Markov { P}~ es relativamente
compacta, es decir existe un proceso que es limite débil de una subsucesién de {P"};o:

Teorema 7.0.0.1. 5% se verifican las condiciones:
1. Sea supgc<p sup, g A"(t,z) = A(h). Si h — 0 entonces A(h) — 0,

2. FEristen constantes M < oo y ¢ > 0 tal que ||b"(t,z)|] > M — (Vé(x),0"(t,x)) >
cl|b"(t, ),

3. Para todo § > 0 existe una constante Ms < oo tal que |[b"(t,z)| > M; — ¢(z) < 0,
4. FEziste una constante M < 0o tal que Supg<y<r SUP,c@ a(t,z) < M.

Entonces para cualquier compacto K C G la coleccion {P" h > 0x € G} es relativamente

compacta. Ademds cualquier limite débil estd concentrado en C([0,T],G) C D([0,T],G) .

Demostracion. Para esta demostracion se usan algunas lemas previos que introducen de-
finiciones y propiedades, que se mencionan brevemente en la presente demostracion. Para
una mejor comprension se puede ver [4]p.198-200.

Se define

k—1

Yi = Xpn — > hb"(1h, Xip),

=0

que resulta ser una martingala:

E[X(er1yh — Xin — hb" (kh, Xin) | Tin) =

/yHZ(ka dy) — Xpn — /(y — Xy T (X, dy) = 0.

Por ello

k
Vi = Yol PTon) = > EP ([ Vigan — YinlP|Ton) <

l=r

EP
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> " EP (| X gn — Xl PIToa] < (k — r)Mh.

Por lo cual

w\»—t

BT

Youll[Trn) < [M(E —1)]2.

De lo anterior y el lema 6.1([4]) se obtiene

k—1
EP (|| Xen = XonllIUon] < [M (k= )B4+ B [0 (16" (U, Xon) [[To] <

l=r

[M(k — r)h]% + [A(k — )h] + AET* [¢(Xin) — ¢(Xon)|onl.

Con lema 6.2([4]) se hace la estimacién

N

E™ (¢(Xin) Do) < [E™ (6 (Xin) Ton)]2 <

[V

(62(Xon) + My(k — r)h + 6C)E < @(Xo) + MZ ((k — r)h)} + 63 CE.

En consecuencia para cualquier § > 0 existe una constante Cs tal que

B Xol[|Ton] < 0+ Cs((k — r)R)z2.

Segun el teorema 7.5 del apéndice([4]), el resultado anterior implica la compacidad relativa
en D([0,T],G).
Finalmente, debido a

T
h . — o > < (|l = NS
it [OSS}:LI;T|X(]H)}Z Xinl 2 €] < (LhJ * 1)oggli?§TP (IXG+n = Xjn = €)
T 7’
= (LEJ +1) ng?i(T e2+p / |X(J+1 n— Xjnl #edp
T ) 1

= (LEJ +1) méx E[/ I (X, dr)|y — X7 7]

0<jh<T €2+r

—Tpu

=1

|+ DRE[A"(jh, Xjn)]

(1] DA,

que tiende a 0 cuando h — 0, lo prueba que cualquier limite débil esta concentrado en
C([0,T),G). O
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Proposicién 7.0.0.2. Sea f € C}*([0,T] x G). Si se define

Fli(x) = / (G + Dhey) — fGh )T, dy) — hfi(h )~

1
entonces se cumple que para K CC G
: ph h(vy . _
lmsup B[ >, |F} (X)) = 0. (7.2)

0<jh<T

Demostracion. Ver [4]p.201. En dicha prueba es evidente que si se parte de cadenas de

Markov homogéneas (Il independiente de j) no es necesario trabajar con funciones en
Cr*([0,T] x G), basta con f € C2(G). O

En la seccién 5 se mostraron dos proposiciones, 5.2.0.2 y 5.2.0.3, que probaban que
con algunas condiciones en los coeficientes a, b,y y p se podia asegurar la existencia y
unicidad de soluciones del problema de submartingala. Pero el problema que se trabaja en
la seccién 8 no satisface los requisitos de dichas proposiciones, principalmente en el borde
0G. Es por ello que se necesita un teorema mas potente que los anteriores pero a la vez
méas complejo que asegure la solucion del problema:

Proposiciéon 7.0.0.3. Si se cumplen las condiciones

1. a® — a y b" — b uniformemente en compactos de [0,T] x G, con a y b coeficientes

continuos de difusion y arrastre ,

2. Ezisten una funcion continua acotada p(t,x) > 0 y una funcion vectorial continua

A(tx) en [0.T) x OC tal que (v(t.y). V() = 1. Sean Jo = {(t.1) : plt.y) =
0}, J1 = {(t,y) : p(t,y) > 0}, p y v estdn relacionadas con a™ y b de la forma:

2.1. Dado (t,y) € J1 ye > 0 existen hy, dp > 0 tal que si |xr—y| < o, |s—t| < o, h <

bo 1 (V0(e), a(5,2)V6(a) < 6o = ot (s, < €y [04(s,) — 2o <

2.2. Dado (t,y) € Jy existen g >0 My < 0o tal que si |x —y| < dg, |s—t| < dp —
[b" (s, ) || < Mo Vh,

2.3. Dados (t,y) € Jo y M < oo existen hg,dp > 0 tal que si |x —y| < dp, |s —t| <
S, b < ho 3 (Vo(x), a"(s, 2)Vo(x)) < 6o — [04(s, )| > M,

2.4. Dados (t,y) € Jo y € > 0 existen hy,09g > 0 y Ny < oo de tal manera que si
b (s, )
—yl <4 —t] < by, h < h b > N, ’ -
|l’ y| 05 |S ’ 05 0Y || (S,JI)H 0o H(bh<871’),v¢(l')>
Yt y)ll <e
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y st ademds h, — 0, x, = T y P;L: = P. Entonces P tiene las siguientes propiedades

2. Para toda funcién f en Cy*([0,T] x G) con paa—{ + (7, Vf) >0 en [0,T] x 0G,

la expresion f(t, X;) — fot(fs + Lsf)(s, Xs)1a(Xs)ds es una submartingala, donde

’f of
d d
Lif = %Zm:l %’m + i oz,

Demostracion. La prueba de esta proposicién requiere varios lemas previos que involucran
definiciones y propiedades, que en la presente demostracion se expondran brevemente. La
proposicién anterior es usada en la demostracién de la presente en el lema 6.4[4]p.205. All{
se muestra que para procesos de Markov homogéneos se puede restringir el conjunto de

funciones a CZ(G).
Previamente, dado f € C;%([0,7] x G), se definen las funciones
bals0) = s, ) + 5T (5,2) D2 (5,2)) + (s, 2), T (5,2),
K(s,) = fi(s,2) + 3 Tr(a(s, 2) D F(s,)) + (b(s, ), ¥ (s, ).

. Ademds si ® es una funcién acotada, continua y no negativa en D([0,7],G) se definen
las medidas @, y () como

dQ = BdP.

Con lo anterior, se definen:

V() = [ (Gt L X)1a(Xds = [ bls X 16(X.)as.

Yn<t):hn Z kn(jhn)thn)7

0<jhn<t

Zo(t)= > [+ Dhusy) = £l Xn, )T (X, dy).

0<jhn<t

Respecto a (I'kp, Jk>0 v P

f(khy, Xpn,) — Zn(khy,)
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es una martingala:
B 10k + Do, Xen, )= (b X, ) = { [ (£ + D)
= F ko, Xien, )L (X, dy)} T,
= E[f((k + Dhn, X(rr1)n, ) [Crn,,]
=B [ 0 (Xu, dg)F((k + Do X, ) T,

= E[f((k 4+ 1)hn, Xr1)n,) U]
—E[f((k 4+ 1)hn, X(es1)p0) T
=0

Se elije un ¢y tal que 0 < ¢y < T. Sea ¢ una funcién no negativa, continua y acotada en

D([0,T],G) que es I'y, medible. Sea t un elemento arbitrario de |¢y, T']. Existen sucesiones
(rn), (qn) tales que r,h, — to por la derecha y ¢,h, — t. De lo visto previamente se
obtiene

/[f(rnhna Xrnhn) - Zn(rnhn) - f(thna anhn) + Zn(thn)]q)dPn =0

para todo n.
Por la proposicion 7.0.0.2 se sabe que

E™ sup |Z,(t) — Y,(t)] = 0 cuando n. — oo

0<t<T

También se cumple
f(rnhnaXrnhn) — f(t07Xto) y
f(qnhn7XQth) — f(t’ Xt)
Por lo tanto

EVI{f(t, Xe) = [(to, X¢o)}@] = Mim [ [Z,(t) = Za(to)|PdP,

n—o0

lim [ [Z,(t) — Zn(to)]dQn

n—o0

t
= lim / /kn(s,x)d,un(s,x)
n—oo to 6

> / | s a)duts.e)

= B9 [ £+ Lof) s X)L (X )

to

= EP[® /t(fs + Lo f) (s, Xo)1g(X,)ds].

to
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Por lo tanto
EPIf(6.X) — f(to, Xsy) — / (fy + Lo f) (5, X) T 6(X.)ds] > 0.

]

., . . . Y .
Observacion. Lo importante de las funciones v y p es su cociente — debido a que una de
p

las condiciones que las relaciona es
of
p—
ot
que guarda semejanza con la ecuacion de conveccién-difusion:

of
E_DAf—<7,Vf>

+(7,Vf) >0,

con D el coeficiente de difusividad y el campo de velocidades. Por ello J actua como

un campo de velocidades en la frontera.
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Capitulo 8

El Movimiento Browniano con
reflexion como limite débil.

8.1. Construccion de Caminos Aleatorios con Refle-

X1011.

Sea un camino aleatorio n™ con transiciones en tiempos enteros y espacio de esta-
dos {0,1,...,n}, definido de manera que si el camino esta en un estado i del subespacio
{1,2,...,n—1} entonces podré saltar a los estados i —1 e i+ 1 con probabilidad % en ambos
casos, si estd en el estado 0 podra saltar al estado 1 con probabilidad 1 y si se encuentra
en n saltard al estado n — 1 también con probabilidad 1. A partir de este camino aleatorio

se construye un proceso
X" (Q,T,Q)— D([0,7],{0,1,2,....,n}) Vn € N (8.1)
mediante la relacién
X' =nsik<t<k+1,Vk>Q0,
con distribuciones
P"=Q(X"™!' ¥vn € N. (8.2)
Otra forma de expresar el proceso es
X;:(Q,I,Q)—{0,1,2,....,n}. (8.3)

Para comprender mejor lo anterior se hace la siguiente representacion grafica de las

transiciones del proceso X°:
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0100 000
1010 000
1 1

04401 00
0000..2%01
0000 ... 010]

y su generador actua en f: {0,1,...,n} — R como:

s(FU+1D) =)+ 500G 1) = f(5)) si j € {1,2,..,n— 1}
(Laf)(3) = f(1) = f(0) si j = 0;
fln=1) = f(n) st j =

= n.

Haciendo el reescalamiento del proceso anterior obtenemos

XTL
yp =t
n

: _ 1
con espacio de estados E, = {0, -, ..., "~ o113},
Si ademas se reescala el tiempo en el factor n? se tendra el proceso

n (8.4)

tn?

cuyo generador aplicado a funciones g : {0, %, e "T_l, 1} — Res

n?[5(g(z + ) —g(2) + 5(9(x — 3) —g(@)] si x € {5, ..., 2}
(Lng)(x) = n°[g(3) — g(0)] si z = 0;
n’lg(1— 1) —g(1)] si x = 1.

De la coleccién de procesos (Y),>q seleccionamos la subcoleccion (Y2"),>¢ debido a que
nos permite construir una sucesion de procesos con espacios de estados crecientes y enca-

jados
E, CEy,C E3C

60



Dos caminos aleatorios para Y.

Estados x107!

0

| | | | 1 L | | | | 1 1 I | | | _ 1
0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
Tiempo x1072

8.2. Propiedades de los Caminos Aleatorios con Re-

flexién construidos.
Con base en el capitulo anterior, dado G' =|0, 1[, 0G = {0, 1} se verifica que la funcién

¢:[0,1] = R

x— x(l—2x)
determina bien la regién [0, 1], en el sentido de que cumple:

]07 1[: ¢71(]07 OOD,

{0,1} = ¢~ ({0}),

/ !

9 (0)] = o (1)] = 1.
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Debido a que para el proceso Y?" el espacio fue reescalado en el factor 27, se debe reescalar

el tiempo en el factor ™ = 22" y se define la funcién de transicién como:
H?”(m,x + 2%) = H?”(m,x — Qin) = % si T € {zln, o 2n2: 1},
I} (0, 2%) =1,
H?«1,T;;1)::L

Luego se hallan los coeficientes de arrastre y difusiéon de los procesos en tiempo discreto
(Definicién 7.0.0.1):

A (g, ) = 2" P + () ()] = g s 1 € Lo S,
h . h ) on 1 ora 1
A (hj, 1) = A"(hj,0) = 2"[(5) " (1)] = oo
(7,0) = a*(jh, 1) = 2712 (0)] = 1
(i) = 205 () + () ()] = 0 si 2 € (o 2ot

e (7h,0) = 2[() (1] = 2",

P (jh,1) = 22°(— ) (1)] = —2".

2n

Resumiendo los resultados obtenidos:

1 n
WSiZ‘E{%,...,% )
. 1
A (hj, ) = San si x = 0;
1
— st x = 1.
San SUT
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( lsize{s&, ...
a" (jh,x) =< 1 siz=0;

\ 1sixz=1.

( 0sizé€ {5, .., 52}
V' (jh,x) = { 2" six=0;

—2"s1x = 1.
\

De ahora en adelante se simplificard la notacién escribiendo a™(.,.) en lugar de a™(.,.)
y de igual manera para b y A

Se verifica que los coeficientes anteriores satisfacen las condiciones del Teorema 7.0.0.1:
" 1
1. A(n) = supg<;<7 SUPep1) A" () = Jam POT lo tanto A(n) — 0 cuando n — oo,

2. Sean ¢ = M =1 tal que si |0 (¢, z)|| > 1 (entonces x € {0,1}) y por ello para z = 0
tenemos (1)(2") > (1)(2") y para x = 1 (—=1)(—2") > (1)(2"),

3. Para cualquier ¢ elijamos M5 = 1 de manera que si ||b"(¢, x)|| > 1 entonces = € {0,1}
yox) =0<9,

4. Eligiendo M = 1 obtenemos supy<;< sup,ep,1) @" (¢, ) < 1.

Por lo tanto la coleccién de procesos (Y2"),,>q es relativamente compacta en D([0, T, [0, 1])
y cualquiera de sus limites débiles estd concentrado en C([0,77,[0,1]) ,es decir 3(k,,) C N
y Y (Q,1,Q) = D([0,T],[0,1]) tal que

Yy oy

con la distribucién P = QY ! concentrada en C([0,T7, [0,1]).
A continuaciéon comprobamos que los coeficientes cumplen las condiciones de la Proposi-
cion 7.0.0.3:

1. Como a™ =1y b" =0 en ]0, 1] la primera condicién se cumple,

2. Sean p = 0y v(¢,0) = 1,7(¢,1) = —1 funciones en [0,7] x {0,1} que cumplen la
igualdad (y(t,y), Vo(y)) = 1. Los conjuntos Jy y J; serfan respectivamente [0, 7] x
{01}y 0

2.1. Se cumple pues J; = 0,

2.2. Se cumple pues J; = 0,
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2.3. Se sabe que (¢ (z))? = (1 — 22)?, si elegimos y < 1= entonces los z para los

que |y — x| < & y (Vo(z),a"(s,2)Vé(x)) < dy deben estar a una distancia
menor a ﬁ de los bordes y pertenecer a ]%, %
lo tanto por defecto se verifica el item,

[, cosa que no se cumple. Por

. b(s,x
2.4. Si Ny = 1 con lo que z € {0,1} y por ello || (s ;) V)¢($)) —v(t,y)|l =0
cumpliéndose la condicion.

1,2 of of
Por lo tanto para todo f en Cy“([0,T] x [0, 1]) con a—(t, 0) >0y (9_<t’ 1) <0,t>0,

x x

la expresion
t 1 an
£6.0) = [ (4 550005, X Wa((X.)ds (85
0 2 0x

es una P— submartingala.

Como P esta concentrada en C([0,77,]0,1]) la expresién (8.5) es una submartingala
para f € Cy ([0, 7] x R). Ademés una funcién f € Cy*([0, co[xR) restringida al dominio
[0, 7] x R pertenece a Cy%([0,T] x R), por lo que para t € [0, 7] (8.5) es una submartingala
para [ € 03’2([0, oo[xR), y por ello P resuelve el problema de submartingala.

Observacion. En la observacion final de la seccién anterior se evidencié el papel cumplido
por el cociente T Enel presente trabajo se eligiéo p =0y v(0) =1, v(1) = —1, hecho que

puede ser interpretado asegurando que el campo de velocidades en 0 es 00 y en 1 es —oo0,

lo que explicaria el hecho de que en los bordes el proceso es reflejado inmediatamente. Si J

fuera finito cabria la posibilidad que el proceso se quedara pegado un lapso en la frontera.
Por ello, como los caminos o trayectorias son continuos, tocaran la frontera en tiempos

aislados y por lo tanto una cantidad contable de veces en un tiempo finito ¢ .

Debido al teorema 5.3.0.1 se puede hallar una funcion &, que solo aumenta cuando el

proceso toca el borde {0,1}, de manera que

t 82 t
F050 = [ oaiChu+ 5500 Xk = [ Jufa, Xo)dafo)

es una P—martingala para f € Cy ([0, co[xR).

0 0
Observacion. Nétese que ya no se requieren ni a—f(t, 0) > 0 ni 8_f(t’ 1) <0,t>0. Ver la
T x
subseccién 5.3.
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Fijando un w € C([0,00[x]0,1]), como &, es continua, no decreciente y solo puede
aumentar en un conjunto contable de tiempos aislados (ver Observaciones precedentes),
&o(.,w) es constante. Por ello, con f bajo las mismas condiciones que arriba se llega a:

t 1 62 f
F0.0 = [t 555 (0 Xl
es una P—martingala.

Hasta esta parte se ha usado la versién general expuesta en [4], que trabaja con cadenas
de Markov homogéneas o inhomogéneas. Debido a que las cadenas de Markov construidas
al inicio de la seccién eran homogéneas, las proposiciones y definiciones se pueden adaptar
de manera que el proceso limite también sea homogéneo. Desde ahora se asumiran procesos
de Markov homogéneos, con lo cual la expresion anterior se simplifica a:

150 = [ (G Kol

es una P—martingala para f € CZ(R). Por lo tanto P es un proceso de Markov.

Para comprobar que es una difusion se inicia notando que los caminos del proceso son
continuos, asi como:
con f(z) ==z
Ep[X; — XI5 =0

y con f(z) = z*

Ep|(Xe — X,)*|Ts] = (t — ).

El generador del proceso de difusion P se puede hallar usando el hecho que si existe

dicho operador, entonces describe el proceso en tiempos infinitesimales. Dado f € CZ(R) :

t+h 1 d2f'
Brlf () = SOOI = ol [ 555 (X)arIE
t x
por lo que
t+h1d2f 1d2f t+h 1d2f 1d2f
-2 R N < -2 ) )
Bel | 3 an] — s e < Bel [ 155500 - 5 (laniny

Fijando un w € C([0, 0o[, [0, 1]) se tiene que la ecuacién anterior es del orden o(h), por
2

1 d°f - .
lo que el generador es 372 con dominio por determinar.
x

Basandose en que el generador de un Proceso de Markov determina la evolucion de
sus caminos, se puede afirmar que los caminos del proceso P seran similares a los de un
movimiento Browniano, con la restriccion de que seran reflejados en el borde. Por tal razén

se denominara al proceso P el movimiento Browniano con reflexién.

65



8.3. Otra aproximacion al Movimiento Browniano con

Reflexion.

Debido a que se busca que el proceso limite Y sea el movimiento Browniano con refle-
xion, cuyo generador se obtuvo en la subseccién previa pero no su dominio, en la presente
subseccién se sigue un camino distinto, hallando primero el dominio que debe tener dicho
generador y con apoyo del movimiento Browniano se busca que el proceso con reflexién

satisfaga una variante del problema de martingala.

Se construye el movimiento Browniano con reflexiéon camino a camino partiendo del
movimiento Browniano en R, para tal fin sea @ un camino de este ultimo proceso al que
cuando llega al borde {0, 1} se refleja inmediatamente al interior, obteniendose el camino
w. El siguiente grafico ilustra tal construccion:

Caminos del proceso P y el movimiento Browniano.

T T T T T T T T T l

—En azul w: camino de P. En rojo w: camino del movimiento Browniano.

3, -

Tiempo

Dada una funcién f € C?[0,1] se puede construir una funcién f € CZ(R) mediante

sucesivas reflexiones. Se define
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fx—n)sixzenn+1connparyne{—4,..4}

f(—x+n+1) six € n,n+1] connimpar yn e {-5,...3}

e @E fx—n)sizenn+1]connpar, +sin<—4dy — sin >4

e~ @E) f(—x+n+1)sizenn+1] connimpar, +sin<—5y — sin>3.

Un ejemplo muy sencillo se muestra partiendo de la funcion

f:[0,1] - R

T+ cos(mx),

El siguiente gréfico muestra lo realizado

2 4 " » + ' . o ®
1,5 | 3 3 3 3 3 3 3
~15] f f 3 3 3 3 3
_2 I I I I I I e\ }
4 -3 92 1 0 1 9 3 A
T

De forma similar a lo hecho en [14]p.125-126, sean (7] );>0 y Ln €l semigrupo y gene-
rador del movimiento Browniano con reflexién construido, entonces

(Tz‘f)(l’) = Ezf(Xt © T) = Ex?(Xt%

con T la aplicacién que lleva, mediante reflexiones, caminos del Movimiento Browniano

usual a caminos del Movimiento Browniano con reflexién.
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Por lo tanto f pertenece a Ly si y solo si f € C2(R).

La forma en que fue definida f no implica problema alguno en 3 — Z pero para que

verifique lo pedido en = € Z se requiere el siguiente analisis:

Hmw — limw = h’m—w = —£(0).

h10 h R10 h hi0 h

Por lo cual es indispensable que f (0) = 0y f'(1) = 0. Para la segunda derivada en 0
se tiene

ffm 2 — LY A m 2 — ().
f%l h h10 h fﬂ)l h J(0)

Por ello no son necesarias restricciones para la segunda derivada. Como consecuencia se
tiene que Ly = {u € C?0,1] : v'(0) = ' (1) = 0}. Es importante notar que para hallar el
dominio de £y lo determinante fue que f debe ser de clase C? mientras que el hecho de

que se anule en el infinito no fue trascendental.
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Capitulo 9

Conclusiones.

A partir del trabajo realizado la primera conclusion es que el proceso Y construido
en el capitulo 8 resuelve el problema de submartingala en el intervalo [0, 1] asi como el

problema de martingala, por lo que puede ser estudiado como un proceso de Markov.

La segunda conclusién es que el proceso se comporta en el intervalo [0, 1] como una
difusién, con un coeficiente de arrastre nulo y un coeficiente de difusion 1. De esta manera

se puede entender dicho proceso como una difusién en el sentido mas amplio.

Una tercera conclusiéon es que el proceso se comporta como un movimiento Browniano

con reflexién en el sentido de que tiene asociado el coeficiente difusivo 1, tiene generador
2

%@ con dominio Ly = {u € C?[0,1] : u'(0) = u'(1) = 0} y los caminos luego de

alcanzar el borde {0, 1} son reflejados. Localmente en el intervalo |0, 1] el proceso tiene un

comportamiento similar al de un Movimiento Browniano.
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Indice de simbolos

Simbolo  Significado

c.c casi ciertamente
aNb minimo de a y b
aVb maximo de a y b
K CC G K es un subconjunto compacto de G
Ro Reales positivos
Ry Reales no negativos
2

9 ) . .
D*f matriz Hessiana de f ( es decir <M)”)
f.t funcion de transicién
C espacio de las funciones continuas de [0,1] en R
D espacio de las funciones cad-lag de [0,1] en &
B(E) o—algebra boreliano de un espacio topolégico F
Yel Y es una funcién real I'—medible
Iy derivada parcial respecto a y
Pf = [ fdpP
f* =fVvo
X, funcién coordenada
['ols) =o0(X;, t>0)
rY o(Xs, t>s>0)
r o(Xs, u<s)
Iy o(Xs, u<s<t)
Iy Nesol 74
r# filtracién generada por el proceso Z
b’ funciones I'—medibles y acotadas
(TY) filtracion canénica asociada a X;
Co(E) funciones reales continuas con dominio en E y con soporte compacto
C:(E) funciones reales que junto a sus primeras y segundas derivadas parciales

son continuas y acotadas
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03’2([0, oo[xR4)  funciones reales f tales que junto a f; y f,, 1 <i d son continuas y
se anulan en el infinito

Sh matrices n X n siméticas no negativas

Sk matrices n X n siméticas positivas

0 0, : C(Ry, R — C(RT, RY) tal que b;(w(.)) = w(s+.)

w medida de Wiener en C(R{, %) (o en D([0,T],R) segiin sea el caso)
W, = Wh™! con h una aplicacién de C(R§, R?) en si mismo y h(w(.)) =w(.) + =z
E, esperanza respecto a la medida W,

Lx adjunta formal del operador lineal L

= convergencia débil

® producto de Kronecker

A° interior de A

A~ clausura de A

Ae ={z:d(z,A) <€}

derp distribucién condicional regular de probabilidad

P(Q) conjunto de probabilidades en un espacio métrico 2
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Apéndice.

Apéndice A.

Existe otro teorema que asegura compacidad relativa pero que involucra un segundo
modulo de continuidad en D, que se define a continuacion:

wa(0) =w'(2,8) = sup  [la(t) —a(tr)| Ala(t) — 2 (ta)]).

t1<t<ta,t2—t1<6
., " ’ . ,
Observacion. w,(0) < w,(d), en general no se cumple la desigualdad reciproca.

Teorema 9.0.0.1. Para que un conjunto A C D tenga una clausura compacta en la
topologia de Skorohod es mecesario y suficiente que :

sup [|z| < oo,

z€A
lim sup w, () = 0,
=0 zeA
lim sup |z(d) — z(0)| = 0,
6—0 rxEA
limsup |z(17) —z(1 = §)| = 0.
Demostracion. Ver [3]p.132-133. O

Bajo condiciones diferentes se tienen los siguientes teoremas similares 2.2.0.9:

Teorema 9.0.0.2. Supdngase que PnXt:}“,tk = PXt_l,l...,tk para cualquier coleccion finita
de t; € Tp. Ademds supongase que Ve > 0:

(1$1'_r>1(1)P(x Se(l) —z(1—0)]>€) =0

y que Ve, >0 39 €]0, 1] y no tal que

1"

Pz :w,(d)>¢€) <n

para todo n > ng. Entonces P, = P.
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Demostracion. Ver [3]p.141. O
Si P es la distribucién de una variable X, Tp también se denota como Tx.
Lema 9.0.0.3. Si se supone que

(X7,

tio

LX) = (X4, Xy,) para puntos en Tx

X1 —Xi1_5=0 cuando 6 — 0

yqueparar <s<t,n>1yA>0

1
P(IX = XPIN XY = XP1 2 A) < 5(F(1) = F(r)™

donde o > %, B >0y F esuna funcion continua y no decreciente en [0,1]. Entonces
X" = X.
El dltimo requerimiento puede ser reemplazado por otro mds fdcil de cumplir:
B(IXy = XMPPIXT = XJP7) < (F(t) = F(r)*.

Demostracion. Ver p.142 [3]. O

Apéndice B.

Para comenzar se define una variable aleatoria que generaliza el concepto de tiempo:

Definicién 9.0.0.1. Sea (2, ', (I';)¢>0, P) un espacio de probabilidad filtrado, una variable
aleatoria T': Q@ — [0, 00| es un I';— tiempo de parada si para todo t > 0 {T' <t} € T'.
Ademas se define el o—algebra del pasado de T' como:

Tr={AeT:An{T <t}eT,Vt>0}

Ejemplo 9.0.1. Tiempo de ingreso a un conjunto cerrado:
Sean el espacio candnico (C,T') y A C R4 un conjunto cerrado. El tiempo de ingreso del
proceso X en A se define como

Hy=inf{s>0,X, € A}

Entonces Hy es un (I'y)—tiempo de parada: Fijando w € C, el conjunto {s > 0: X(w) €
A} es un subcongunto cerrado que contiene a Ha(w) si es finito. Por ello parat > 0

Ha(w) > t &5 € [0.1], d(X,(), 4) > 0 & fuf d(X, (), 4) > 0.
y

Por lo tanto

1
{HA > t} = UnZl ﬂseQm[O,t] {d(XS(w), A) > ﬁ} - Pt.
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Algunas propiedades de los tiempos de parada se muestran a continuacion.

Proposiciéon 9.0.0.4. Sea el espacio medible filtrado (2,1, (I't)i>0), T y S tiempos de
parada, entonces

1. T es I'p-medible.

2.TNS yTVS son tiempos de parada.

3. 515 <T entonces I's C I'p.

4. {S <T} y{S <T} pertenecen a I's N I'r.

Demostraciéon. Ver [6]p.37. O

1)



