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Abstract

We develop the classical theory of duality through the classical Lagrangian as well
as a more general theory (based on the Legendre-Fenchel conjugate) through the aug-
mented Lagrangian, with the objective of eliminating the duality gap that arises when
optimization problems are non-convex. In particular, we study the sharp augmented
Lagrangian for a DC optimization problem, that is, a problem whose objective function
or constraints are given as the difference of two convex functions. We also describe two
nonsmooth optimization algorithms the subgradient and the cutting planes ones, for
the augmented dual problem.

Finally we describe an application to an energy problem and we give the formulation
via the sharp augmented Lagrangian for the problem, as well as some initial results to
solve it.
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Resumen

En este trabajo desarrollamos la teoria clésica de dualidad por medio del lagran-
giano clasico asi como la teoria general (basada en la conjugada de Legendre-Fenchel)
mediante el lagrangiano aumentado, con el objetivo de eliminar el salto de dualidad
que surge cuando tratamos con problemas de optimizacién no convexos. En particular
estudiaremos el lagrangiano aumentado sharp para un problema de optimizaciéon DC,
es decir, un problema cuya funcién objetivo o restricciones es la diferencia de dos fun-
ciones convexas. Describimos ademas los algoritmos de subgradiente y de los planos
cortantes para el problema dual aumentado.

Finalmente describimos una aplicacion a un problema de energia y realizamos una
reformulacién de este, via el lagrangiano aumentado sharp, ademas damos algunos
resultados iniciales para resolverlo.
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Introduccion

Dualidad es una herramienta muy utilizada en optimizacién matematica, ya que nos
permite ver un problema de optimizacién desde dos perspectivas, el problema primal
y el problema dual. La solucién del problema dual nos da una cota inferior para la
solucién del primal (en el caso de un problema de minimizacién). Sin embargo en
general los valores 6ptimos del problema primal y dual no necesariamente coinciden y
su diferencia es llamada salto de dualidad.

La teoria de dualidad obtenida a través del lagrangiano clasico es bien conocida,
sobre todo cuando es aplicada a problemas primales convexos. Sin embargo cuando
el problema primal es no convexo y utilizamos el lagrangiano clésico puede existir un
salto de dualidad. Esto justifica la bisqueda de otros tipos de lagrangianos. Trabajos
recientes se han enfocado en problemas duales construidos utilizando funciones lagran-
gianas aumentadas. Un tipo particular de tales funciones es el lagrangiano aumentado
sharp, que ha sido estudiado para resolver problemas no convexos y no diferenciables
en [6], [8].

Lagrangianos clasicos y lagrangianos aumentados han sido utilizados en el diseno
de métodos para resolver problemas de optimizacién con restricciones. Las principales
dificultades en el desarrollo de tales métodos son garantizar el salto de dualidad nulo
y probar la convergencia de los métodos a una soluciéon del problema original.

Los métodos basados en lagrangianos clasicos convergen bajo hipdtesis restrictivas,
desde el punto de vista de las aplicaciones, tales como asumir convexidad del conjunto
factible o de la funcién objetivo [10].

El uso de lagrangianos aumentados permite desarrollar algoritmos para una amplia
clase de problemas de optimizacion restringidos no convexos donde el salto de dualidad
nulo no puede ser alcanzado mediante el lagrangiano clésico.

El primer algoritmo genérico basado en el lagrangiano sharp, denominado Algorit-
mo de Subgradiente Modificado, fue introducido por Gasimov [5]. Este algoritmo no
requiere de convexidad ni diferenciabilidad de la funciéon objetivo ni las restricciones.
Se demostro que el algoritmo genera una sucesion creciente de valores duales que con-
vergen al éptimo dual. El método necesita hallar soluciones globales de los problemas
lagrangianos que hay que resolver para evaluar la funcién dual aumentada en cada ope-
racion. Este requerimiento es en general dificil de satisfacer en las aplicaciones. En una
versién modificada, desarrollada por Kasimbeyli [9], se propusieron férmulas especiales
para actualizar las variables duales en el algoritmo y se probé la convergencia para el



caso donde no se requiere el calculo de un minimo global del lagrangiano aumentado
en cada iteraciéon. Por lo tanto en esta variante cualquier algoritmo de minimizacion
local puede ser aplicado para la minimizacion no restringida del lagrangiano aumenta-
do. Otras formas similares para actualizar las variables duales fueron consideradas en
[6],[7].

En [8], se propone dos variantes del Algoritmo de Subgradiente Modificado que, a
diferencia de las anteriores, poseen convergencia primal y dual, es decir, todo punto de
acumulacién de una sucesién primal (respectivamente dual) generada por el método es
una solucién primal (respectivamente dual) del problema original.

Este trabajo estd organizado del modo siguiente. El capitulo [1| contiene algunas
definiciones y resultados de andlisis convexo y analisis variacional que seran utilizados
en los siguientes capitulos. Asimismo introducimos algunos hechos basicos sobre fun-
ciones DC' y presentamos diferentes tipos de condiciones de optimalidad utilizadas en
optimizacién DC'.

En el capitulo [2] se estudia la relajacion lagrangiana, que consiste en aproximar un
problema dificil de optimizacion con restricciones por un problema de menor dificultad.
Para un problema (primal) dado formulamos su problema dual respectivo utilizando
la relajacién lagrangiana y estudiamos algunos resultados que garantizan la existencia
de solucién para dichos problemas.

En el capitulo 3| se estudia la transformada de Legendre-Fenchel, sus consecuencias
y el rol que desempena en la dualizaciéon de problemas de optimizaciéon. Definimos la
funcion lagrangiana y el lagrangiano aumentado en un contexto general y abordamos
el estudio del salto de dualidad en problemas no convexos.

En el capitulo |4 revisamos los algoritmos clasicos destinados a resolver el problema
dual, en particular estudiamos el método de subgradiente y de planos cortantes, asi
como sus respectivos resultados de convergencia. Ademas aplicaremos estos algoritmos
a un tipo particular de problema de optimizacién DC' (con restricciones en forma
de desigualdad) utilizando el lagrangiano sharp y realizamos una comparacién con el
trabajo de Gasimov, [5], que se enfoca en problemas primales con restricciones en forma
de igualdad.

Finalmente, en el capitulo [5| se estudia un problema de manejo de energia, donde
describimos la formulacién binivel para dicho problema y una formulaciéon utilizando
el lagrangiano aumentado sharp asi como algunas aproximaciones iniciales para la
resolucion del problema via esta ultima formulacion.



Definiciones y nociones basicas

Este capitulo contiene algunas definiciones y resultados de andlisis convexo que
seran utilizados en los siguientes capitulos. Siendo de nuestro interés los problemas de
optimizacién DC', también introducimos algunos hechos basicos sobre funciones DC'.
Finalmente debido a su importancia para detectar soluciones candidatas, donde la eje-
cucion de un algoritmo pueda parar, presentamos diferentes tipos de condiciones de
optimalidad utilizadas en optimizacion DC'.

1.1. Analisis convexo y analisis variacional
Sea f: R" — R una funcién, el epigrafo de f es el conjunto
epi(f) =={(z,a) e R" xR:a > f(x)},

la imagen de epi f bajo la proyeccién (z, ) — z es el dominio de f, y serd denotado
por dom f.

Un conjunto C' de R™ es convexo si para todo x¢g € C'y x; € C' tenemos:
(1 —t)xg+txy; € C paratodo t e (0,1).

Una funcién f: R® — R es convexa si su epigrafo es un conjunto convexo. Se dice que
f es propia si f(x) > —oc para todo x y dom f # ().

Definicién (Semicontinuidad). Una funcién f: R™ — R es semicontinua inferior (sci)
en T St

liint () > /(7).

St esta propiedad se tiene para todo T € R", se dice que f es semicontinua inferior en
R™. La funcion f es semicontinua superior (scs) en T si —f es sci en Z.

El siguiente resultado da una caracterizacion de la semicontinuidad inferior:
(i) f esscien R™

(ii) El epigrafo de f es cerrado en R™ x R.
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(ii) Todos los conjuntos de subnivel [f < a] := {z € R": f(z) < a} son cerrados en
R’I’L

Basado en este resultado se define la regularizacién sci (clausura) de f, denotada por
cl f, como la mayor funcion sci tal que cl f < f. Anédlogamente definimos la envoltura
convexa de f, denotada por co f, como la mayor funcién convexa tal que co f < f.

Teorema 1.1. Dada una funcion convexa f: R™ — R, entonces cl f es convera. Mas
aun cl f es propia si y solo si f es propia.

Se dice que una funcién afin [ soporta a una funcién f en z si l(x) < f(x) para
todo x y I(Z) = f(Z). Uno de los principales resultados de andlisis convexo afirma que:
Una funcién propia, sci y convexa f: R® — R es el supremo puntual de sus soportes
afines, es decir

f=sup{l:l(z) < f(x) YV, | afin} (1.1)

Definicién (Acotacién de nivel). Se dice que una funcion f: R — R es de nivel
acotado si para todo o € R el conjunto de subnivel [f < o] es acotado.

El siguiente resultado da condiciones suficientes para que una funcién f alcance su
minimo sobre R”

Teorema 1.2 (Existencia de un minimo). Sea f: R® — R una funcion propia, sci y
de nivel acotado, entonces el valor inf f es finito y el conjunto argmin f es no vacio y
compacto.

La siguiente definicion es una generalizaciéon del concepto de funcién de nivel aco-
tado, y es util en optimizacion paramétrica.

Definicién (Acotacién de nivel uniforme). Una funcion f: R x R™ — R con valores
f(z,u) es de nivel acotado en x, localmente uniforme en w si para cada u € R™ y
a € R existe una vecindad V' de u tal que el conjunto {(z,u) : u € V, f(z,u) < a} es
acotado en R™ x R™.

Teorema 1.3 (Optimizacion paramétrica). Sea f: R™ x R™ — R una funcién propia
y sci tal que f(x,u) es de nivel acotado en x, localmente uniforme en u. Consideremos

p(u) = inf, f(x,u), P(u) := argmin,, f(z,u),

entonces, la funcion p es propia y sci en R™. Ademds, para cada v € dom p, el conjunto
P(u) es no vacio y compacto.

Dado un conjunto C' C R", la capsula afin de C, denotada por aff C', es la intersec-
cion de todos los subespacios afines que contienen a C'.

Definicién (Interior relativo). El interior relativo de un conjunto convezo C C R",
denotado por riC, es el interior de C' en la topologia relativa a la capsula afin de C'.

El siguiente resultado muestra la importancia de esta definicién

Teorema 1.4. Sea C C R"™ un conjunto convexo no vacio, entonces riC' # (). Mds aiin
existe un simplex A := {(to,- -+ ,t,) € R": 3" ¢, =1,¢; > 0} tal que riA C C
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Definicién (Subgradiente, subgradiente proximal). Sea f: R® — R una funcién propia
y conveza con T € dom f, el subgradiente de f en T estd definido por

of(z) == {v : f(z) > f(Z) + (v,x — %) para todo x € R"} (1.2)
Un vector v es un subgradiente prozimal de f en T si existen p >0 y d > 0 tales que
1
f(@) = (@) + {v,x = &) = Splz —a* para |z —2[ <6 (1.3)

El conjunto df(Z) es convexo; no vacio si & € ridom f y se reduce al conjunto
unitario {Vf(x)} si y sélo si f es diferenciable en z. Una aplicacién directa de la
definicion da el siguiente resultado.

Para f: R” — R propia y convexa, las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i)  es un minimizador de f, es decir, f(z) > f(Z) para todo = € R",
(i) 0 € Of(x)

La conjugada de Fenchel de una funcién f: R™ — R estd definida por

fr() == sup,{(v,2) — f(2)}.
Los dos teoremas siguientes contienen reglas de cdlculo con subgradientes.

Teorema 1.5 (Subgradiente del supremo de funciones convexas). Sea J un conjunto
compacto de indices y {f;}ics una coleccion de funciones converas de R™ en R tales
que las funciones j — f;(x) son scs para cada x € R"™. St

f(x) :==sup{fj(z):j € J} < +oo para todo = € R",
donde J(x) :={j € J: fj(x) = f(x)} es el conjunto de indices activos, entonces

Of(x) = co{Udfi(z) - j € J(2)},

Teorema 1.6 (Pre-composicién con una transformacion afin). Sea f: R™ — R una
funcion convexa y cerrada y Ag: R™ — R™ una tranformacion lineal. Definamos A(x) =
Ag(x)—q y supongamos que A(R™)Ndom f # (. Entonces fo A es una funcion conveza
Y

(f o A)* () = clinf{ f*(u) + (g, u) : Aju =~}

Definicién (Coercividad de nivel). Una funcion f: R®™ — R es de nivel coercivo si
este es acotado inferiormente en conjuntos acotados y satisface

liminf @ > 0.
Proposicién 1.7 (Nivel acotado). Sea f: R" — R una funcidn conveza, sci y propia.
Si algin conjunto subnivel [f < a] es no wvacio y acotado (por ejemplo el conjunto
subnivel argmin f ), entonces [ es de nivel acotado.

Proposicién 1.8 (Coercividad). Sea f: R" — R una funcion sci y propia, entonces
f es de nivel-coercivo si y sdlo si existen v € (0,00) y 5 € R tales que f(x) > v|z|+
para todo x.



Proposicién 1.9 (Coercividad y convexidad). Sea f propia y sci. Si f es de nivel-
coercivo entonces [ es de nivel-acotado. Cuando f es ademds conveza, las dos propie-
dades son equivalentes.

Definicién (funcién “calm” inferiormente). Una funcién f: R* — R es “calm” infe-
riormente en T con moédulo k > 0 si f(Z) es finito y en alguna vecindad V de T se
tiene

f(z) > f(z) — klx — Z| para todo x € V.

En particular, si f es convexa y lineal por partes, f(z) := max;—y.. m{{a;,x) +
b;}, entonces f es “calm” inferiormente. En general toda funcién convexa es ”calm*
inferiormente, esto es debido a que toda funcién convexa es localmente lipschitz en el
interior de su dominio.

1.2. Optimizacién DC

Dado el problema de optimizacién

min - fi(z) — f2()
sa. reX (1.4)
c1(z) — eo(x) <0,

donde X es un conjunto convexo y fi, fa,c1,co: R™ — R son funciones convexas.
La funcién objetivo del problema se denomina funciéon DC' por ser la diferencia de
dos funciones convexas. El problema es conocido como programa general DC'. Si el
conjunto factible no presenta la restriccién de desigualdad, el problema correspondiente
es llamado programa DC' con restriccién convexa.

Una funcién f : R®™ — R es una funcion DC' si esta puede ser representada como

f(x) = filz) = falx),

donde f; y fy son funciones convexas.

Las funciones DC' son localmente lipschitzianas y pueden ser no diferenciables,
ademds estas preservan su estructura DC' bajo algunas operaciones (multiplicacién
por un escalar, suma, maximo, producto, valor absoluto) utilizadas con frecuencia en
optimizacién.

Un problema de optimizacién DC' consiste en minimizar una funcién objetivo DC'.
Luego el problema de minimizacién DC' irrestricto es de la forma

min f(x)
sa. ze€R" (15)

donde la funcién objetivo es una funcién DC'. Por definicién Z es un minimo global de
si f(z) < f(z) para todo z € R™. Sin embargo debido a que una funcién DC' es
usualmente no convexa, el problema puede tener muchos minimizadores locales
diferentes del global.

Un punto € R" es llamado minimizador local si existe € > 0 tal que f(z) < f(z)
para todo x € B(Z,€). Atin cuando un minimizador global es siempre un minimizador
local, puede ser dificil de distinguir de un minimizador global ya que los minimizadores
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globales y locales usualmente satisfacen las mismas condiciones de optimalidad en los
algoritmos. Por lo tanto estaremos satisfechos con métodos de optimizacion local que
permiten encontrar soluciones locales.

El siguiente resultado contiene tres condiciones necesarias de optimalidad

Teorema 1.10 (Condiciones necesarias de optimalidad-DC'). Dado las funciones con-
vezxas fi, fo: R® — R. St T es un minimizador local de una funcion DC f = f1 — fs,
entonces se tiene las siguientes condiciones

0f2(x) C () (L6)
0 € af(z) (1.7)
Of1(F) N Of2(T) # 0.

Los puntos que satisfacen la primera condicion son denominados puntos inf-
estacionarios, esta condicién es la mas fuerte entre las presentadas pues implica las
otras dos. Mas aun, esta condicién garantiza optimalidad local si fy es una funcion
poliedral de la forma f(r) = max;=1 .. m{(a;x) + b;}. Por lo tanto podria resultar
util usar ((1.6) como un criterio de parada en un algoritmo. Desafortunadamente esta
condicién es dificil de utilizar en la practica puesto que necesitamos conocer todos los
subdiferenciales de las componentes DC'.

Los puntos satisfaciendo la condicion son llamados puntos estacionarios de
Clarke. En el caso convexo esta condiciéon también es suficiente, puesto que este ga-
rantiza un 6ptimo global. Ain cuando estas condiciones son utilizadas en optimizacion
convexa y no convexa, ésta puede ser dificil de verificar para una funciéon DC' si rea-
lizamos los cédlculos solamente para las componentes DC'. Esto se sigue de la regla de
calculo para subdiferenciales

9f(x) € 0f1(x) — Ofa(x)

para un funcién DC', f = f; — f5. Sin embargo para una descomposicion DC' arbitraria
la estimacién 0f;(z) — 0 fz2(x) puede ser muy mala.

La tercera condicién es una relajacion de la condicion inf-estacionario. Los
puntos satisfaciendo esta condicién relajada se denominan puntos criticos y son co-
munmente utilizadas como criterio de parada en optimizacion DC' ya que es mas facil
de verificar a diferencia de las condiciones y (1.7) y en general prevee buenas
soluciones candidatas.

En el siguiente capitulo, estudiamos la dualidad lagrangiana (clésica) y algunos
resultados para la existencia de solucion del problema dual.



Aspectos practicos de dualidad

El tema central del presente capitulo es la relajacién lagrangiana, que consiste en

aproximar un problema dificil de optimizacién con restricciones por un problema apa-
rentemente menos dificil. Para un problema (primal) dado se formulara su problema
dual respectivo utilizando la relajacion lagrangiana y estudiaremos algunos resultados
que garantizan la existencia de solucién para dichos problemas.
Entre las aplicaciones mas relevantes de minimizacién convexa, se destacan: la des-
composicion en programacion matematica y los algoritmos duales. Por un lado los
algoritmos de minimizacién convexa tienen su campo de aplicacion en temas de des-
composicién; por otro lado cuando descomponemos un problema de optimizacién (de
gran escala) mediante un algoritmo, esencialmente estamos minimizando una funcién
convexa, llamada la funcién dual asociada con el problema. Gran parte de este capitulo
corresponden a [Il, Cap XII].

2.1. Introduccién a la dualidad en optimizaciéon ma-
tematica

Consideremos el siguiente problema de optimizacion,

inf  o(x)
sa. x €U, (2.1)
Cj(x):OJj:17"'7m7

al cual llamaremos problema primal, caracterizado por un conjunto no vacio U de varia-
bles de decision factibles x, una funcién objetivo ¢: U — R y funciones de restriccion
c1, -+ ,Cm: U — R. En particular, comparando con , o=fH—fo,U=Xy
cada ¢; serfa la diferencia de dos funciones convexas.

Denotando por ¢(z) := (¢1(x), -+ ,cm(x)) € R™ al vector de valores de las restricciones
en x € U, consideramos la funcién de Lagrange, definida por:

L(z,\) :=p(z) + (N, c(z)) paratodo Ne R™ y xe€U.

Para A € R™ dado, esta funcion se asemeja a una perturbacion de la funciéon objetivo
del problema primal (2.1) y nos dice que una violacién de las restricciones es aceptada
pero un precio (A, ¢(x)) debe ser pagado. Por ahora ninguna hipétesis es hecha en los



datos (U, ¢, ¢). Sin embargo, para propdsitos practicos supondremos lo siguiente:

Hipétesis 2.1 (Practica). Asumiremos que el problema de optimizacion en x

inf{L(z,\) : x € U}, (2.2)
donde X\ esta fijo en R™, es considerablemente mds simple que el problema primal .
El problema sera llamado problema de Lagrange asociado con .

En los siguientes ejemplos consideraremos problemas del tipo descomponible, es
decir:

s U = U x U? x --- x U™ las variables de optimizacién serdan denotadas por
r=(x',--- 2"), donde 2' € U’ parai=1,--- ,n;
»  es una suma de “funciones objetivo individuales”: x = (z',--- | 2") — @(x) =

Z:'Lzl Spi(xi)Q

= de igual manera, cada restriccién es una suma: ¢;(x) = >_i_, ¢ (a'). Entonces el

i=1Cj
problema primal (2.1) adopta el formato

inf 3 gi(a)
=1 )

sa. zreU', 1=1,---,n (2.3)
Zcz(atl) =0, j=1,---,m.
i=1

Observacién 2.2. Si la restriccion (acoplante) Y77, ci(z') = 0, j = 1,---,m, no

estuviera presente, (2.3) se reduciria a n problemas, cada uno planteado en el conjunto
U'. Es esto precisamente lo que sucede con el problema de Lagrange, que se divide en

inf{goi(xi) + </\,Ci(xi)> : :L‘i € Ui} para 7 = 1, ceem.

En particular, el problema de Lagrange resulta ser “considerablemente mds simple”de
resolver pues cada subproblema estd definido en un conjunto mds simple, U*.

Ejemplo 2.3 (Problema de la mochila). Tenemos una mochila y n objetos que desea-
mos poner en ella. Cada objeto tiene un precio p* y un volumen v'. Nuestro objetivo es
obtener la mochila de mayor precio, sabiendo que la mochila tiene un volumen mdxi-
mo v. Asignando a la variable de optimizacion x' el valor 1 si el i—ésimo objeto es
introducido en la mochila; 0 en caso contrario. El problema puede escribirse como:

n . . n . .
max »_ p'z' sujeto a ' € {0,1}, > vz’ <o,
i=1 i=1

que expresado en el formato del problema primal (2.1) es

min Y —piz’ 4 02°

i=1
sa. #°>0, z0€{0,1}, i=1,---,n
c(z) = vt + 2% —v =0,
i=1



donde x° es una variable de holgura anadida para obtener la restricccion’y ;. via'—v <
0 en forma de igualdad. Asociando con la restriccion de igualdad un multiplicador
A € R, el problema de Lagrange correspondiente es

inf{\z? — \v + Z()\Ui —p)a' 2 >0, 28 €{0,1}, i=1,---,n}.
i=1

Si A < 0, minimizando con respecto a x°, obtenemos L(xy,\) = —oo. Para A > 0,
obtenemos

L(zx, A) = Z (W' —p') = v, c(xy) = Z vt —w,
i€I(N) i€I(\)
donde ' .
IN) ={i: W' —p' <0}
Ejemplo 2.4 (Maximizacién de la entropia). Consideremos U = L1(£2,R), donde Q
es un intervalo de R. Queremos resolver el siguiente problema:

inf /Qw(w,x(w))dw
sa. x € L1(Q,R), (2.4)
/Q”yj(w,x(w))dw:O, j=1---.m,

donde 1, v1,-++ ,Ym: 2 X R — R son funciones dadas.
El lagrangiano para este problema es la integral sobre €2 de la funcion

w2, 3) = wlw,a(w) + 3 A (w,2(w).

En particular si cada funcion v;j(w,-) es afin y la funcion ¢¥(w,-) es estrictamente
conveza, por ejemplo,
vj(w, x(w)) = cos2mjw)z(w) —b;, j=1,--- ,m;

tlogt si t >0,
P(w,t) = 0 s t=0,
+oo st t <0,

entonces se cumple la Hipdtesis[2.1]: el problema de Lagrange tiene la solucidn explicita
dada por

zp(w) = exp(—l — i A cos(27rjw)>, (2.5)

2.2. Teoria necesaria para resolver el problema pri-
mal

Con el objetivo de resolver el problema primal formularemos un A-problema
explicito (llamado problema dual), estudiaremos la existencia de solucién y algunas
condiciones bajo las cuales el problema dual resuelve el problema primal.

Para resolver el problema debemos encontrar al menos un punto factible. Esto
resulta ser suficiente, gracias al siguiente resultado.
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Teorema 2.5 (Everett). Sea A € R™ fijo, supongamos que el problema de Lagrange
tiene una solucion optima x) € U, entonces x) también es una solucion optima
de
inf ()
sa. veU, (2.6)
c(x) = c(x)y).

Prueba. Sea x € U arbitrario. Por definicién de x,, tenemos
p(x) + (A c(x)) = Lz, A) = L(za, A) = () + (A, c(za))-
Si ademds, ¢(z) = ¢(x,), entonces z es factible para (2.6) y o(x) > p(z)). O

Observacion 2.6. El Teorema nos dice que, una vez resuelto el problema de La-
grange para algin X, tenemos resuelto al mismo tiempo una perturbacion de (2.1)).
En particular si x es factible para el problema (2.1]), entonces x) también es solucion
optima para dicho problema.

2.2.1. El problema dual
Definicién 2.7 (Funcién dual). La funcién dual, denotada por ©, estd definida por
O(\) :==1inf{L(x,\) : z € U}.

Se deduce inmediatamente de la definicién que, para todo A € R™ y todo x factible de

se cumple
O(\) < ¢(z) (2.7)

La desigualdad ({2.7)) es conocida con el nombre de dualidad débil. Asi cada valor de
la funciéon dual es una cota inferior para el valor 6ptimo primal; luego es razonable
encontrar la mayor de las cotas inferiores:

Definicién 2.8 (Problema dual). El problema de optimizacion en A
sup{O(\) : A € R™} (2.8)
es llamado el problema dual asociado con (U, ¢, c) del problema primal .
El siguiente resultado muestra la importancia del problema dual

Teorema 2.9 (Relacién primal-dual). Si A es una solucién del problema

Encontrar X :3 x € argmin L(-, A) : ¢(x) = 0. (2.9)

zeU

Entonces \ es también una solucion de problema dual (2.8). Reciprocamente si A re-
suelve el problema dual, entonces \ es solucion de (2.9)) si este admite solucion.

Prueba. Como A es solucién de (2.9)), entonces existe z € U con ¢(z) = 0, tal que

O(\) = inf L(z, \) = L(z, \) = ¢(%).

zeU
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Utilizando la desigualdad de dualidad débil (2.7)) obtenemos

o(Z) > sup, O(A) > O(X) = p(2),

de donde concluimos que A es solucién del problema dual.
Reciprocamente si ([2.9)) tiene una solucién A*, entonces existe algin z* € U tal que

c(x*) =0y L(z*, \*) = O(X*) = p(z*). Utilizando tenemos que
p(z) =2 O(N) = sup ©(4) 2 O(X) = (),

por lo tanto el valor méaximo de la funcién dual, ©()), debe ser igual al valor ©(\*),
luego

L, A) = p(") + (A, e(a)) = p(a") = O(X7) = O(\) = inf L(w, ),
es decir, * factible minimiza L(-, \).
O
El siguiente resultado nos dice que la existencia de una solucién para ([2.9) nos garantiza
pleno éxito en el enfoque dual

Corolario 2.10. Supongamos que (2.9) tiene solucion. Entonces para cualquier solu-
cion A del problema dual, el conjunto solucion primal estd formado por aquellos x que
minimizan L(-,\) y que son factibles para el problema primal (2.1)), es decir

argmin ¢ = {x € argmin L(-, A) : ¢(z) = O}.
z€U,c(x)=0 zelU

Prueba. Cuando tiene una solucién, por el Teorema A maximiza © siy
sélo si A resuelve y existe algun z tal que ¢(x) = L(z, \) = O(A).

Entonces , para cualquier Z resolviendo (2.1)), tenemos ¢(z) = 0y ¢(Z) = ¢(z), por lo
tanto L(Z,\) = O(A). O

Proposiciéon 2.11. La funcion dual © es concava y scs en R™. Si © no es identi-

camente —oo, entonces para cualquier solucion optima xy del problema de Lagrange
(2.2)), el —c(xy) correspondiente es un subgradiente de —© en \.

Prueba. Por definicién de O(u). Para cada A\ y p tenemos
O(n) < () + (p, c(zr)

@ (1 )
p(za) + (A c(@a)) + (1 — A c(wn))
O(A) + (1 — A, c(xa)),

luego —c(z)) € 9(—O)(A). Para probar la otra afirmacién, por definicién:

I IA

R™ 2 A= O(A) = inf[p(x) + (\, c(x))],

zelU
luego © es el infimo de funciones afines indexadas por z, por lo tanto céncava. O
Note que el caso © = —oo es posible: basta considerar U = R, p(x) = —2?, ¢(z) = =,
entonces para cualquier A, ©()\) = inf,{—2?+ Az} = —oo. Note también que en general

O no es diferenciable a menos que el problema de Lagrange tenga solucion tnica.
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Ejemplo 2.12. Consideremos el Ejemplo . Reemplazando el valor de x)(w) obtenido
en dicho ejemplo. Las funciones © y ¢ vienen dadas por

O(A) = —(b,\) — / exp(—1— Z)\j cos(2mjw))dw,

Q =

c(zy(w)) = / cos(2mlw) exp(—l - Z Al cos(27rlw)>dw —b para l=1,--- m.
0 o

Luego, siendo © diferenciable, —c(z\(w)) € I(—O)(\) ={V —O(\)}.
Volviendo al caso general, el problema dual posee propiedades importantes:
= Tiene sentido maximizar en R™ una funcién céncava scs como O.

= El conjunto de maximizadores de una funcion céncava, tal como ©, estd bien defi-
nido: no existe ambigiiedad entre maximo global y local. Mas atn, la desigualdad
de dualidad débil nos dice que © esta acotado superiormente, a menos que
no exista xd factible.

La aproximacion dual es equivalente a explorar el siguiente conjunto primal para-
metrizado por A € R™

U:={z € U:x resuelve el problema de Lagrange ([2.2) para algin A}. (2.10)

Usualmente, U est4 contenido estrictamente en U: por ejemplo las funciones (2.5)) solo
describen una parte muy pequena de U = L;(2,R) cuando A describe R™. El interés
de la dualidad reside precisamente aqui: la aproximacion dual producird una solucion
primal si (y sélo si) U contiene puntos factibles; de lo contrario esta fracasa.

Ejemplo 2.13. Consideremos un problema de la mochila de la forma
min —z, sujeto a 2x <1, x€{0,1}.

Con unos cdlculos simples resulta que el dptimo dual tiene solucion tnica X = 1/2 en
la cual el valor dptimo es ©(1/2) = —1/2, sin embargo el valor éptimo primal es 0. En
A = 1/2 el problema de Lagrange tiene dos soluciones (con holgura)

(z,2°) = (0,0) y (z,2")=(1,0)

con valor de restriccion —1 y 1 luego ninguna de ellas es factible. Por otro lado la
solucion sin holgura x = 0 es factible con respecto a la restriccion con desigualdad.

Este ejemplo ilustra el siguiente concepto

Definicién 2.14 (Salto de dualidad). Se dice que en un problema de optimizacion,
eziste salto de dualidad si la diferencia entre los valores optimos primal y dual,

inf{p(x) : c¢(x) =0} — sup O(N),

zelU )\ERm

es diferente de cero.
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Como consecuencias inmediatas de esta definicién tenemos:
» Por la desigualdad de dualidad débil (2.7)), la diferencia anterior es no negativa.

= Si existe salto de dualidad, entonces U no contiene ningin punto factible. En
efecto si existiese un punto factible x) € U, por dualidad débil obtendriamos que

O(A) = w(zr).

= La ausencia de salto de dualidad no es suficiente para concluir que ambos pro-
blemas tienen solucién: por ejemplo si el problema primal es no acotado,
entonces el dual correspondiente resulta infactible. No existe salto de dualidad
pues ambos problemas tienen valor 6ptimo —oo y ninguno de los problemas tiene
solucion.

2.2.2. Caracterizacion de optimalidad primal-dual

Supongamos que el problema dual ha sido resuelto, con el objetivo de garantizar
que existe al menos una solucion para el problema primal debemos de hacer
algunas suposiciones.

Una solucién dual A es caracterizada por 0 € 9(—0)(\), pues argmax © = argmin —0O.
Consideremos el conjunto éptimo del problema de Lagrange :

UN :={zeU:Lx,\) =0(\)} (2.11)
por la Proposicién 2.11]
I(—0O)(A) Dco{—c(z):x € UN)}.

Por lo tanto, la inclusién reciproca es crucial, pues nos da una descripcion alternativa
del conjunto 0(—©). Consideremos la siguiente propiedad

I(—0)(\) = co{—c(z) : x € UN)}. (2.12)
Observamos que el lado derecho de ([2.12)) es cerrado, pues el lado izquierdo lo es.

El siguiente resultado nos da condiciones suficientes para una descripcion sencilla del
conjunto J(—0O) en términos de puntos primales.

Lema 2.15. Suponiendo que el conjunto U en (2.1)) sea compacto, en el cual la funcién
@ es semicontinua inferior y cada funcidn c; continua . Entonces se cumple la propiedad

(2.12) para cada A € R™

Prueba. Por las hipdtesis sobre ¢ y ¢;, la funcién de Lagrange L(-, ) = ¢(-)+(\, ¢(+))
resulta ser semicontinua inferior, luego tiene un minimo para cada A debido a que U es
compacto. Asi dom © = R™. El resultado se sigue de aplicar el Teorema al supremo
de funciones afines A — —p(x) — (A, ¢(x)), indexadas por z € U.
O
El principal resultado respecto a las relaciones primal-dual es el siguiente:
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Teorema 2.16. Supongamos que se cumple la propiedad (2.12)) y sea
C(A\) :=={c(x) eR":x € U(N)},

la imagen por c del conjunto [2.11). Entonces A es un éptimo dual si y sélo si existen
puntos 1, ,x en U(N) con k < m + 1 y escalares no negativos aq,- -+ ,y, con
Zle a; = 1, tales que

k
Z a;c(z;) =0
i=1

En particular si C(\) es convero para algin X dptimo, entonces, para cualquier solucion
dual \ , los puntos factibles en U(X) forman el conjunto solucion del problema primal

ED).

Prueba. Como 9(—0)()\) = co{—c(z) : z € U(\)}, la condicién de minimalidad nos
dice que 0 € 9(—O)(X) si y sélo si existen {z;,a;} con la propiedad requerida; es decir,
0 € coC(A). Si C(A) es convexo, coC(A) = C(X) y 0 es el valor de restriccion de algtin
z minimizando L(-, ). El resto del Teorema se sigue por el Corolario m O

Ejemplo 2.17. Consideremos el problema de la mochila de la forma
min —z sujeto a 2z <1, x € {0,1}.
La solucion dptima de este problema es 0, la funcion de Lagrange viene dado por
L(xz,\) = —x + (N, 22 — 1),
para X > 0; —oo en otro caso, luego la funcion dual © viene dada por

—00 st A <O,
ON)=<¢ A—=1 si 0<A<1/2,
-\ st A>1/2

en el dptimo dual A = 1/2, C(\) = {—1,+1} no es convero y existe salto de dualidad
igual a 1/2.

Los tinicos casos en los cuales no existe salto de dualidad son aquellos descritos por el
siguiente resultado, consecuencia del Teorema [2.16]

Corolario 2.18. Supongamos que se cumple la propiedad (2.12)). En cualquiera de las
siguientes situaciones (i) ¢ (ii), no existe salto de dualidad; para cada solucion dual
\* (si existe), los puntos factibles en U(N*) forman el conjuno solucion del problema

primal (2.1)).

(i) Para alguna solucion dual X, la funcion de Lagrange asociada L(-, \) es minimizada
en un unico T; entonces T es la unica solucion de (2.1)).

(i) En (2.1), U es convexo, ¢ convezxa y c: U — R™ es afin.

Para el Ejemplo , el problema de Lagrange tiene solucién unica dada por z,(y), luego
por el Corolario 2.18(i) no existe salto de dualidad. Por otro lado para el problema de la
mochila del Ejemplo existe un salto de dualidad igual a 1/2, un resultado esperado
pues el conjunto U no es convexo y la funciéon dual © no es diferenciable en el punto
donde alcanza su méaximo.
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2.2.3. Existencia de solucion dual

Para que el problema dual (2.8) tenga una solucién A € R™, la funcién dual © debe
ser acotada superiormente ; mas ain, este debe alcanzar su valor supremo. El objeto
de interés es la imagen del conjunto U bajo la funcién de restriccion ¢ : U — R™,

CU) ={y€eR":y=c(x) paraalgin x € U}. (2.13)

Note que si 0 € C(U), el problema primal resulta ser factible, en cuanto al problema
dual los casos en el cual 0 ¢ C(U) también son de interés.

Observaciéon 2.19. Denotando por T a la cdpsula afin de C(U):

k k
I:= {veRm:7:Zaic(xi),xiGU,Zaizlk:1,2,--~}

i=1 =1

y por L'y al subespacio paralelo a T'. Fijando xy € U, tenemos que c(x) — c(xg) € Ty
para todo x € U, por lo tanto, para todo (A, ) € R™ x I'y,

Lz, A+ p) = L, A) + (p, e(2)) = L(z, A) + (p, c(x0)),
tomando infimo sobre los x € U en esta igualdad obtenemos
O\ + 1) = O(A) + (i, c(wo)) para todo X € R™, € I'y. (2.14)
En otras palabras, © es una funcién afin en el subespacio I'y.

Tenemos dos casos posibles a considerar:

» Si0¢T (0¢ C(U)), sea pp # 0 la proyeccién del origen sobre I'. Fijando A en
(2.14) y tomando u = tug con t — +oo. Debido a que ¢(zg) € I' obtenemos

O\ + to) = O(X) + t{po, c(wo)) = O(A) + tl|so]|* = +00,

luego por la desigualdad de dualidad débil (2.7)), el problema primal resulta ser
infactible.

= Por lo tanto el tnico caso interesante es cuando 0 € I'. Entonces el conjunto
6ptimo dual es A+ T3, donde A C Ty es el conjunto éptimo (posiblemente vacio)

de
sup{O(\) : A ey =aff C(U) =1linC(U)}. (2.15)

En cierta forma el problema dual relevante a considerar, suponiendo que I'y es
conocido, es ([2.15)). En particular el problema dual permanecera sin cambios si
asumimos que [' =T'yg = R™.

El siguiente resultado contiene las condiciones esenciales para la existencia de una
solucion optima dual.

Teorema 2.20. Supongamos que © no es identicamente —oo, sea C(U) definida en
(2.13)),

(i) si0 ¢ clcoC(U), entonces sup, O(A\) = +o0;
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(i1) si 0 € coC(U), entonces sup, O(A) < +oo;

(1ii) si 0 € ricoC(U), entonces el problema dual tiene una solucion.

Prueba.

(i)

(i)

Por los teoremas de separacién, el conjunto convexo cerrado clco C(U) es sepa-
rado de {0}, esto significa que para algin o # 0y 6 > 0, se cumple

(o, c(z)) > 6 >0 paratodo x € U.
Sea \g < 400, escribiendo para todo x € U

L(x, Ao + tho) o(x) + (Ao, c(x)) + {10, c(x))
O(Xo) + t{po, ¢())
O©(Xo) + to.

Se deduce que O(N\g + tug) > O(Ng) — td de donde O(A\g + tpg) — oo cuando
t — o0.

VIV

Como 0 € co C(U), existen un nimero finito de puntos 1, - - - , x, en U y escalares
no negativos ag, -+ ,ap, con » ©_ o; = 1, tales que 0 = Y2 | a,¢;(x). Entonces
escribiendo para todo A € R™:

O(N) < @las) + (A ela)) para i=1,-- p.

luego
O(\) < aip(wi) + ai(A, c(x;)) para i=1,--- p,

de donde sumando y teniendo en cuenta que Y -, a; = 1, obtenemos
p p p
O(A) < Z; aip(x;) + (A, ;%‘C(%)) = Z; ip(i) < max ().

Por el Teorema [1.4] si 0 € ricoC(U), entonces 0 estd en el interior relativo de
algiin simplex contenido en co C'(U), esto significa que existe un nimero finito de
puntos z1,--- ,x, en Uy § > 0 tales que

B(0,6) N Ty C co{c(z1),- - ,c(zyp)},
donde I'y := aff C(U). Por definicién de ©(\),
O\ < o(x;) + (N e(x;)) para i=1,--- p. (2.16)
SiTy = {0}, es decir, C(U) = {0}, L(z, \) = ¢(z), asi © es una funcién constante
diferente de —oo por hipdtesis. Si 'y # {0}, tomando 0 # A € Ty en y

A
Y= _6W S B[O,(S] N Fo,

por lo tanto, este 7 es una combinacién convexa de los c(x;). Para cada i =
1,---,p multiplicando por «; la i-ésima desigualdad en ([2.16)), luego sumando
obtenemos,

P P P
O(N) < Y awp(rs) + (A, Y () = ) aup(a:) = SAll < max p(z;) — Al
i=1 i=1 i=1 -
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De donde concluimos que ©(A) — —oo si A crece indefinidamente en I'y: Por la
Proposicién 2.11, © es una funcion scs, luego tiene un maximo en I'y y por lo

tanto en R™ debido a .
El siguiente ejemplo analiza el caso 0 € fr C(U) en el Teorema [2.20)
Ejemplo 2.21. Consideremos un ejemplo de mazximizacion de la entropia de la forma
info(x) sa  zelU x—x9=0,
Consideremos dos casos particulares
Uy =10,40] ¢ =zxlogz Up = [0,+00[ @2 =—logz
luego los conjuntos C(U;) correspondientes son ambos convexos y vienen dados por
C(U1) = [=mo, +oo[ y C(Uz) = [0, +00],
calculando las funciones duales correspondientes obtenemos
O,(\) = — exp 17 =z O(A) =log A — Axg  para A > 0.

Note que los casos kg < 0 y xg > 0 son justificados por el Teorema[2.20, Sin embargo
el para el caso xo = 0 obtenemos que 0 € frC(U;) para i = 1,2 y sup, ©1(A) = 0,
supy O2(A\) = +00.

Ejemplo 2.22. Consideremos una variante del problema de la mochila dada por:
inf—z, 2x=1, z€{0,1}.

FEs claro que este problema es infactible, luego su valor infimo es +o0o. Por otro lado
como c(x) = 2x—1 entonces C(U) = {—1,1} y0 € ricoC(U) = [—1, 1], por el Teorema
(i) existe solucion dual. En efecto podemos verificar que la funcion dual para este
ejemplo viene dada por

A—1 si A<1/2
O\ =4 —1/2 si A=1/2
-\ si A>1/2,

de donde supycgr O(\) = ©(1/2) = —1/2.
2.2.4. Relacion entre dualidad y funcién primal
Definicién 2.23 (Funcién primal). La funcion primal estd definida por
R™ 5 v p(y) :==inf{p(x) : x € U ¢(x) = v} (2.17)

FEs decir, el lado derecho de las restricciones del problema primal (2.1]) es considerado
como parametro variable 7.
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infe —sup©

Figura 2.1: Salto de dualidad

Teorema 2.24 (Relacién entre las funciones primal y dual). Supongamos que dom © #
(). Entonces

p*(A\) = —O(=A), para todo X\ € R™.
Prueba. Por definicién

p*(A) = sup, {(\,7) — p(7)}
— sup, {supl(A, 1) — () : () = 41}

= SUPV{iEBKA’ co(x)) — o(x)]}
= sup[(A, e(w)) — p(a)] = —O(=A)

zeU

Como consecuencia del Teorema tenemos que:
P () =clcop(y) = (=O)*(—y) para todo v € R™. (2.18)
Esto nos da algunas conexiones entre el problema primal y el problema dual
(i) Cuando hay salto de dualidad, este es igual al nimero
p(0) — sup © = p(0) = (=©)7(0) = p(0) — clcop(0).
luego, no existe salto de dualidad si p es convexa y cerrada en 0.
(ii) El minimo de la funcién convexa y cerrada, —©, esté caracterizado por
Ao € argmin{(—0O)(\) : A e R"} <=0 € 9(—0)(\g) <= Ao € 9(—0)"(0).
Luego
argmax{O(A) : A € R™} = argmin{(—0)(\) : A € R™} = 9(—0)*(0) = —9(clcop)(0).
Si 0 € ridom(clcop), entonces d(clcop)(0) # (), luego existe solucién dual, esto

explica el Teorema [2.20((iii).
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(iii) El problema dual resuelve la “versién convexa cerrada”del problema primal. Por
ejemplo, para simplificar, consideremos en particular los datos (U, ¢, ¢), donde U
es un subconjunto acotado de R™, o(z) := (q,z) lineal y ¢(z) := Az — b afin,
luego el problema primal correspondiente es

inf (q,z)
s.a. velU (2.19)
Ar —b=0

Ejemplo 2.25. Consideremos un problema de la mochila de la forma
min—z s.a. 2x<1, z€{0,1}

es claro que el valor optimo de este problema es 0, mientras que el valor dptimo dual
es —1/2, luego existe un salto de dualidad igual a 1/2. Por otro lado, un cdlculo de p
y p™* en cero nuevamente nos da como resultado un salto de dualidad de 1/2 como lo
muestra la Figura|2.2.

p(0)
N
-1~ 1 g
MR
A
p*™(0) =clcop(0) [-1

P

Figura 2.2: Funcién primal y salto de dualidad

Proposicién 2.26. Consideremos el problema dual asociado con ([2.19)). Entonces su
valor supremo coincide con el valor infimo

inf{(¢q,z) : € clcoU, Az — b = 0}. (2.20)

Mas aun, asumiendo que el problema dual tenga alguna solucion optima A, entonces

las soluciones de (2.20) son aquellas
7€ (cleoU)(N\) = {z € cleoU : L(x,\) = O(\)}
que satifacen Az =b.

Prueba. El problema primal (2.19) puede ser re-escrito utilizando la definicién de
funcién primal como

p(y) = inf{ly(x) + {q,z) : Ax =~y + b} paratodo v € R™.
Calculando la conjugada de p obtenemos

p*(A) = sup, {(\,7) —inf, {Iy(2) + (¢, x) : Az =~ +b}}
= Supu{<A*)‘ — g, l’) - IU(’I)} - </\7 b>
— I(AN — ) — (A b) = ou(AA — g) — (A D).

20



Como I}; = (cleo Iy)* = I*

luego tenemos
clcov

entonces oy = 0¢lcoy

p* + <7b> = 0Oclcou © (A*() - Q)a

tomando conjugada en ambos miembros y aplicando el Teorema|1.6|al segundo miembro
obtenemos

cleop(y —b) =cl inf{[c](:oU(aj) +(q,z) : Ar =~}
= inf{(q,z) : © € clcoU, Ax = v} para todo v € R™.

En particular para v = b y teniendo en cuenta el comentario que sigue al Teorema
obtenemos 0 = p(0) — clcop(0) = p(0) — supgm O, es decir, no existe salto de dualidad
para los problemas primal y dual considerados.

Para concluir la prueba, notemos que el problema primal satisface las hipdte-
sis del Lema y el Corolario 2.18

O

Un ejemplo de es la programacién lineal entera. Considerando el problema

primal en R™ (un tipo de problema de la mochila generalizado).

inf (¢, z)
sa. Ar=a€R"™, Bx<beRP (2.21)
reN, 20<z, i=1,---,n,

donde ¥ es algin entero positivo. El resultado siguiente utiliza el esquema de dualidad.
N™ x R™ x (R+)P 2 (IL‘, )\,/l) = L(:L‘a )\,M) = <(C+ AT + BTM)ax> - </\7a> - </‘va>

Corolario 2.27. El valor éptimo dual asociado con es el valor optimo de

inf (c,x)
sa. Ar=a, Bz <b (2.22)
0<z2'<z i=1,---,n.

Prueba. Introducimos variables de holgura en (2.21]) para escribir las restricciones
de desigualdad como Bx + z = b, con z > 0. Como el conjunto admisible de los z es
acotada entonces z también lo es, poniendo 2/ < Z para j = 1,--- ,p, estamos en el

caso (2.19) con
U={(z,2) eN"x [0, 2z=b—b,, 2'<7T, i=1,---,n,}

cuya cépsula convexa cerrada es [0, ] x [0, Z]P,luego aplicando la Proposicién y
eliminando la variable de holgura z obtenemos ([2.22)). a

Observacion 2.28. Es claro que es un programa lineal estandar; el cual podemos
dualizar mediante la relajacion lagrangiana. El problema también es llamado
relajacion convexa de , las restricciones enteras son relajadas para formar un
problema de minimizacion convexa. El corolario anterior nos dice que ambas técnicas
son equivalentes para programacion lineal entera.
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2.3. Lagrangiano aumentado

Para r > 0, consideremos el problema de optimizacién

inf  o(x) + 57{le(2)|?
sa. €U, (2.23)
c(x) =0€R™

Es claro que ([2.23)) es quivalente al problema primal ([2.1]), pues tienen el mismo conjun-
to factible y la misma funcién objetivo, sin embargo en el espacio dual la equivalencia
ya no se cumple. La funcién de Lagrange asociada con (2.23)) es

L, 3) 2= () & grlle(@)[? + (@) = Lz, ) + grle(@)]

llamado Lagrangiano aumentado asociado con ({2.1)). La funcién dual aumentada co-
rrespondiente es
O,(\) = in£ L.(z,\). (2.24)
re

Observacion 2.29. Aplicando la desigualdad de dualidad débil (2.7) al par primal-dual
" ) " obtenemos

O,(A) < olx) + (A e(z)) + %TIIC(x)II2 = ¢(z).

para todo r > 0, A € R™ y x factible en (2.23). Por otro lado L, > L, implica que
O, > 0O, obteniendo asi
inf  ¢(z) >0, >0

z€U,c(z)=0
esto nos dice que el langragiano aumentado no empeora el salto de dualidad. En efecto,

esta aprorimacion resulta ser eficiente cuando la falta de converidad de la funcion
primal puede ser corregida por un término cuadrdtico:

Teorema 2.30 (Salto de dualidad nulo). Sea p la funcién primal definida en (2.17)),

supongamos que existen ro > 0 y A € R™ tales que
p(y) > p(0) — (\, ) — %7“0]\7”2 para todo v € R™. (2.25)

Entonces, para todo r > rqy el salto de dualidad asociado con lagrangiano aumentado
L, es ceroy

p(0) = ©,.(\) > O,.(\) para todo X\ € R™

Prueba. La desigualdad (2.25)) también se cumple con 7y reemplazado por cualquier
r > ro luego para cualquier v tenemos:

—p(0) = —p(7) + A7)+ 57l
= infaerdip(e) + Ou9) + Sl elw) =}
= —infuep{L.(z, ) : c(x) =~}

Como 7 era arbitrario, tenemos que
—p(0) > —inf, o {L,(2,A) : c(z) =7} = =6, (),

es decir p(0) < 0,()). Utilizando la dualidad débil (2.7), también se cumple que
©,(X) < p(0), concluimos asi que no existe salto de dualidad y A maximiza O, O
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Observacion 2.31. Por el Teorema p*(\) = —O(—=A) para todo \ € R™, luego

P (y) = (=0)"(=7) = supy{(=A, ) — (=O)(=A)}

por lo tanto, p**(0) = sup, O(—A) = sup, O(A). Por otro lado, veremos en el capitulo 3
que la desigualdad (2.25)) nos da una condicion necesaria y suficiente para la “exactitud
del lagrangiano aumentado”.

Ejemplo 2.32. Consideremos el ejemplo siguiente
min —x sujeto a 2xr <1 x € {0,1}

cuyo valor optimo es 0 y por el Ejemplo tenemos que el valor éptimo dual es
—1/2. Considerando el lagrangiano aumentado obtenemos

L(z,0,0) = —z+ A2z — 1 +0v) + ir(2z — 1+ v)?,

minimizando respecto de v obtenemos v = max{0, —(2x — 1) — %}, luego

L.(z,\) = {
Considerando |\ < r obtenemos
©,(A) = min{—1+ r + X, =N’}
Sir>2y X prozimo a0, entonces

I EA>AS 2> N2> 2

—z+ A2z — 1)+ 3r(2z —1)* s 20-1>-2
X st 20 —1< -2

S

por lo tanto ©,(\) = —2—17)\2 cuyo valor mdximo es 0, Asi tenemos salto de dualidad
nulo.

Observaciéon 2.33. La funcion primal asociado con (2.23)) es

pe(1) = inf{p(x) + 5l - elw) =} = () + 7l

Esta funcion primal perturbada establece una conexién entre el lagrangiano aumentado
y la regularizaciéon de Moreau-Yoshida. Dados ¢ > 0 y una funcién f: R™ — R convexa
y cerrada, la regularizacién Moreau-Yosida de f esta definida por

(f & 5ell- 1) () = min{f(y) + scllz —y|* : y € R}

Proposicion 2.34. Supongamos que p es una funcion convexa y cerrada en R™; en-
tonces para todo r > 0

—0,(A) = (=0 5 [I'*)(\) = min{-O(u) + [l — A* : p € R™}
Prueba. Aplicando el Teorema [2.24] a la funcién primal perturbada p, obtenemos
=0,(=N) =p;(N) = (+ 5[ (V),
siendo p y ||-|| funciones convexas y cerradas
—0,(\) = (0" 57l I*) (=) = min{—O(—p) + 3r(lv[|* : p+v = —A}.
O
Supongamos que nuestro problema inicial (2.1)) sea tal que p + %ToH'HQ es convexa

y cerrada para algin ry > 0 entonces la aproximacion por medio del Lagrangiano
aumentado resulta ser eficiente, pues:
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= Elimina el salto de dualidad, debido al Teorema [2.30:
» Suavisa la funcién dual, pues por la Proposicién para r > 1
-0, = _@m ¥ MHW
es una regularizacién de Moreau-Yoshida

Sin embargo la técnica del lagrangiano aumentado termina con la Hipdtesis [2.1
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.35. Consideremos el problema
min —z; —xy s.a. 2r;+x=1, x;€{0,1},i=1,2.

la funcion dual aumentada viene dada por

1
O,(\) =inf{—z1 — 29 + A(221 + 22 — 1) + §T(2x1 +ay—1)*:2;, €{0,1}}

en contraste la funcion dual (sin aumento) es

1
@()\) = inf {—131 — X9 + )\(2%1 + Ty — 1) + —T(?Il + Iy — 1)2 X € {0, 1}}

T1,T2 2
A—2 si A<1/2

=inf{z1(2A — 1)} + inf{zs(A - 1)} = A = -1 si 1/2<A<1
o " A st A>1

Nos centraremos ahora en estudiar la teoria general de dualidad y veremos su ca-
pacidad para eliminar el salto de dualidad en ciertos problemas no convexos.
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Dualidad no convexa

El capitulo anterior, dedicado a la dualidad lagrangiana, resulta en problemas dua-
les convexos. De este modo, el salto de dualidad con problemas primales no convexos
es inevitable. En este capitulo estudiaremos un enfoque méas general, que incluye las
lagrangianas estudiadas, pero ademas permite considerar otras funciones, cuyos pro-
blemas duales (no convexos) eliminan el salto de dualidad. Iniciamos estudiando la
transformada de Legendre-Fenchel, sus consecuencias y el rol que desempena en la
dualizacion de problemas de optimizacion, en particular se estudiara la dualizacién en
problemas convexos. Definiremos la funcién lagrangiana y el lagrangiano aumentado
en un contexto general y abordaremos el estudio del salto de dualidad en problemas
no convexos. El marco general para la teoria de dualidad explicada en este capitulo
corresponde a [2, Cap XI].

Para cualquier funcién f: R® — R, la funcién f*: R® — R definida por
f*(v) = sup,{(v,2) — f(2)}

es la conjugada de f, mientras que la funcién f** = (f*)* definida por
[ (@) = sup, { (v, z) — f*(v)}

es la biconjugada de f.
La interpretacion geométrica de la funcion conjugada, utilizando la nocion de epigra-
fo de una funcioén, es la siguiente: por definicién de f*,

(v,8) € epi f* < > (v,z) — «a para todo (z,«a) € epif
< l,3 < f, donde I,3(z) = (v,x)—p,

de la primera equivalencia resulta
f(v) = sup{ (v, z) —a: (z,) € epi f },

esto nos dice que f* es el supremo de la familia de todas las funciones afines (-, z) — «
para (z,a) € epi f. De manera andloga la definicién de f** nos dice que

(x,a) € epi f™ <= a > (z,v) — f para todo (v,[) € epi f*
<= a > (z,v) — § paratodo l,5 < f,
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de donde obtenemos

= sup{(:t,v) —fBilyp < f}, (3.1)
esto significa que f** es el supremo de todas las funciones afines [, 3 mayoradas por f.

Teorema 3.1 (Legendre-Fenchel). Sea f: R™ — R una funcion tal que co f es propia,
entonces f* y f** son propias, sci y converas, ademads

f=clcof.

Si f es propia, sciy convexa, tenemos que f = f**. Independientemente de las hipdtesis,
siempre se cumple que:

fr=(cof)" = (clf)" = (clco f)".

Prueba. Siendo f*y f** supremo de funciones afines, estas resultan ser convexas y
sci. mas ain co f propia implica que f* sea propia. Por otro lado, como co f es propia
entonces por el Teorema clco f resulta ser propia (sci y convexa); luego por el
Teorema [1.1] obtenemos que f *=clco f.

Cuando f es propia convexa y sci, entonces co f = f es propia y clco f = f luego
¥ = f. La ultima parte del teorema se sigue de la interpretacion de f* y de las
siguientes equivalencias

ff(v) <<= (v,2) —a < B paratodo (z,a) € epif
<= (v,x) —a < paratodo (z,a) € epico f
< (v,x) —a < paratodo (z,«a) € epiclf
< (v,z) —a < para todo (z,«a) € epiclco f

|

Ejemplo 3.2. La condicion co f propia no es superflua, por ejemplo para la funcion
f: R — R definida por

logz si € (0,400)
flz)y=¢ 0 si x=0
+00 en otro caso.

tenemos que co f(x) = —oo si x € [0,400); +00 en otro caso, asi f* = oo y f* =
—o00; mientras que clco f(x) = —oo en el caso que x € [0,00) y +00 en otro caso. Por
lo tanto f** # clco f.

Por definicion de la conjugada de una funcién, si f; < fs entonces f; > f5. El hecho
que f = f** cuando f es propia, Isc y convexa significa que: si f* es la conjugada de f
entonces f es la conjugada de f*, lo que denotaremos por f «— f*; es decir

f(v) = sup,{(v, z) — f(x)},
f(x) = sup,{{v,z) — f*(v)}.
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Las siguientes relaciones se siguen inmediatamente por definicién de conjugacion. En
cada caso la expresién del lado izquierdo es una funcién de z mientras la del lado
derecho es funcion de v. Bajo la hipotesis que f sea propia, convexa y sci.

f(z) ={a,z) 5 f(v+a),
f@) e e 7)) —c
af(z) < af(a 'v) para a > 0.

Proposicién 3.3 (Relacién de subgradientes). Sea f: R" — R una funcién propia,
sci y conveza, entonces

1€ 0f(T) <= T € df"(v) < f(z)+ [*(v) = (z,0)
ademds
Of(z) = argmax,{(v,Z) — f*(v)}, Of*(v) = argmax,{(v,z) — f(z)}.

Prueba. El resultado se sigue utilizando el hecho que una funcién afin [; 5(-) :
(0,-) — B soporta f en ¥, con & = f(7) si y sélo si la funcién afin Iz 4(-) := (Z,-) —
soporta f* en v, con = f*(v).

O ol

Ejemplo 3.4 (Funciones soporte y cono polar).

Para cualquier C'C R", la conjugada de la funcion indicatriz I es la funcion soporte
oc, En efecto

I5:(0) = sup,{(0.2) — To(@)} = sup(v.2) = o),
Te
St K CR" es un cono Ij; = Ix~, donde K* es un cono polar de K definido por:
K*={v:(v,z) <0 VzeK}

Proposicién 3.5 (Conjugacion en espacios producto). Para funciones f; definidas en
R™, la funcion conjugada de f(x1,...,xy) = f(z1) + ... + fi(zm) es

o, evm) = fi(v) + oo+ fr (0n).

Prueba.

[r(vr, e vm) = Supm{<v7x> - f(5'7)} = Zsupxi{<vi,$z’> - fz(l'z)} = Zfz*(vz)

Ejemplo 3.6. En el problema de la mochila, consideremos una funcion objetivo de la
forma p(x1,x9) = x1 + 229, con Uy = Uy = {0,1}. Entonces por la Proposz'cio’n la
conjugada de p viene dada por
©*(v1,v9) = sup {(v1 — a1} + sup {(vy — 2)x2}
r1€U; z2€Us
vy—1 st vy >1 Vg —2 81 Vg > 2
{ 0 st v <1 { 0 st vy < 2
V1 +vs—3 st v >1,v9 > 2
Vg — 2 st v < 1,9 >2
vy — 1 st v > 1,09 <2
0 st v1 < 1,09 <2
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Figura 3.1: Conjugada en espacios producto

El siguiente resultado muestra la dualidad que existe entre f y f* cuando f repre-
senta un problema de optimizacion.

Teorema 3.7 (Propiedades duales en minimizacion).
(a) inf f = —f*(0) y argmin f = Jf*(0).
(b) argmin f = {Z} si y sdlo si f* es diferenciable en 0 con 7 f*(0) = Z.

(c) f es nivel-coerciva (6 nivel-acotada) si y sélo si 0 € int(dom f*)

Prueba. La primera propiedad en (a) se sigue por definicién, pues
f7(0) = sup{(0, ) — f(x)} = —inf f,

mientras que la segunda es consecuencia de la Proposicion y el hecho que argmin f
consiste de los puntos z tal que 0 € 9f(z).

Para la parte restante del teorema ver [2, Teorema 11.8] a
Teorema 3.8 (Operaciones duales). Se cumplen las siguientes propiedades

(a) (Adicién / epi-adicién) Sean f; funciones propias, si f = f1 ¥ fo, entonces
= fi+f5. Dualmente si, f = fi1+ fo siendo f1, fo propias, sci y convexas tales
que dom fi intersecta al dom fo, entonces f* = cl(fi¥ f3). La operacion clausura
puede omitirse cuando 0 € int(dom f; — dom f5).
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(b) (Composicién / epi-composicién). Sig = Af para f: R™ - R y A € R™*",
donde (Af)(u) := inf{f(x) : Az = u}, entonces g* = f*A*, con (f*A*)(y) =
f*(A*y) y (A* = AY). Dualmente si f = gA para una funcion g: R™ — R propia
, sci y convexa tal que el subespacio ran A intersecta al dom g, entonces f* =

cl(A*g*). La operacion clausura puede omitirse cuando 0 € int(dom g — ran A).

(¢) (Restriccién / proyeccién infimal). Si p(u) = inf, f(x,u), donde f: R™ x
R™ — R es una funcion arbitraria, entonces p*(\) = f*(0,\). Dualmente, si
f es propia, sci y conveza, entonces la funcion ¢ definida por p(x) = f(x,u)
para algin u € U = {u : Jz, f(z,u) < oo} cumple p* = clq, donde q(v) =
inf\{f*(v, \) — (z,u)}. Aqui la operacion de clausura es superflua si u € int U

(d) (supremo / infimo puntual). Para una familia de funciones {fi}ticr, si f =
inficr fi, entonces f* = sup;c; f. Dualmente si f = sup,c; fi, con f; propia, sci
y conveza, si ademds f es propia, entonces f* = clcoinf,cr f;

Prueba. La primera relacién en (a) es consecuencia de la definicion de f*y fi ¢ fa:

f*(U) = sup${<v,:c> - f(Q?)} = Sup,, Supy{(v,x> - fl(y> + f2(£l? - y)}
= sup, sup, { (v,y) — fi(y) + (v,y) — f2(2)} = fi(v) + f5(v).

Considerando f en lugar de f;, la relacién anterior implica que (f; ¥ f3)* = fi* +

5* = fi+ fo; la ultima igualdad se debe a que fi, fo son propias sci y convexas.
Si dom f; Ndom fy # 0, entonces f = fi + fy es propia, luego por el Teorema [3.1
concluimos que f* = (ff ¥ f3)™ = cleo(ff ¥ f5) = cl(ff ¥ f5), la dltima igualdad se
debe a que la convexidad de los f; implica la convexidad de f; ¢ f5.

Para (b), por definicién de funcién conjugada obtenemos

g (v) = sup, { (v, u) — inf{ f(x) : Az = u}}

= sup, sup,{ (v,u) — f(z) : Az = u}

= sup, {(A"v,z) — f(z)} = (f*A")(v),
de esto, considerando A* en lugar de A y ¢* en lugar de f, obtenemos (A*¢g*)* =
g**A* = gA cuando ¢ es propia, sci y convexa. Si ran A Ndomg # (), entonces gA
es propia, luego por el Teorema obtenemos que (gA)* = (A*g*)*™ = clco A*¢g* =
cl A*g*. La ultima igualdad se debe a que la convexidad de ¢* implica la convexidad
de A*g*.

Andlogamente en (c) las definiciénes de p y p* nos da
pr(A\) = supu{<)\,u> — inf, f(x,u)}
= sup,, {((0,\), (z,u)) — f(z,u)} = f7(0, N).

Mediante un calculo similar obtenemos que ¢*(z) = f**(x,u). Cuando f es propia, sciy
convexa obtenemos que f** = f, asi ¢* = ¢. Por otro lado, la convexidad de f* implica
la convexidad de ¢ . Si w € U entonces ¢ es propia. Por el Teorema |3.1| concluimos que
p*=q¢*™* =clcoq=clg.

La primera relacién es consecuencia inmediata de la definicién, de donde, conside-
rando f; en lugar de f; obtenemos (infie; f;)* = sup,c; f7*; cuando f = sup,¢; fi con
fi propia, sci y convexa, entonces por el Teorema tenemos f; = f;*. Si ademas f es
propia y convexa, obtenemos que f* = (infie; )™ = clco(infier f7).

Para la demostracion de las condiciones suficientes para omitir la operacién de
clausura, ver [2, Teorema 11.23]. O
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3.1. Problemas duales en optimizacion

En esta seccién estudiaremos la dualidad en el sentido de Fenchel para problemas de
optimizacién. El Teorema (¢), nos da una forma alternativa de calcular la conjugada
de una funcion dada en un punto dado por minimizacion. Esta idea es capturada en el
siguiente resultado.

Lema 3.9 (Célculo dual en optimizacién paramétrica). Sea f: R™ x R — R una
funcion, definamos p(u) = inf, f(x,u), ¢(x) = f(x,0) y p(N) == —f*(0,\), entonces

p(0) = inf o(z) y p™(0) = supyP(A).
Prueba. Por definicion, p(0) = inf, f(z,0) = inf, ¢(z). Por otro lado,
p*(A) = sup, { (X, u) = p(u)} = sup, , {((0, ), (z,u)) — f(z,u)} = f*(0,)),

de donde p**(0) = sup, {(0, A) — p*(A)} = sup,{—f*(0, \) } = sup, ().
O

Observacion 3.10. Las condiciones bajo las cuales p(0) = p**(0) y por lo tanto infp =
sup ¥ son de gran interés en el sentido que dichas condiciones nos garantizardn salto
de dualidad nulo y en general estan gobernadas por el Teorema 3. 1.

El siguente resultado, consecuencia del Lema distingue las principales caracteristi-
cas de los problemas de optimizacion de tipo convexo.

Teorema 3.11 (Problemas duales en optimizacién convexa). Sea f: R™ x R" — R
propia, sci y convexa. Consideremos el problema primal

ming(z) en R™, () = f(z,0),
junto con el problema dual
max(N) en R" () := —f(0,N).

Sean p(u) = inf, f(z,u) conU =domp y q(v) = inf\ f*(v,A) con V = dom ¢, entonces
estos conjuntos y funciones son converas. Ademds,

(a) Siempre se verifica que inf, ¢(x) > sup, ¥(A). Por otro lado inf, p(z) < oo si
y solo si 0 € U, mientras que sup, () > —oo si y sélo si 0 € V. Ademds si
0eintU ¢ 0 €intV, entonces

inf, () = sup, Y(A).

(b) EIl conjunto argmax, ¥(\) es no vacio y acotado si y sélo si 0 € int U y el valor
inf, o(x) = p(0) es finito, en cuyo caso argmax, ¥ (\) = dp(0)

(¢) El conjunto argmin, p(x) es no vacio y acotado si y sélo si 0 € int V' y el valor
sup, ¥(A) = —q(0) es finito, en cuyo caso argmin, p(z) = Aq(0).

(d) Las soluciones optimas de los problemas primal y dual estan caracterizadas por:

T € argmin, p(x)
A € argmax, ¢(\) <= (0,)\) € 0f(7,0) <= (7,0) € Of*(0.))
infy p() = supy 1(A)
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Prueba. La convexidad de los conjuntos y las funciones en el preambulo es conse-
cuencia directa de la convexidad de fy f*. Para probar (a), por definicién de conjugada
50, A) = sup,{((x,0),(0,\)) — f(z,0)} > —f(z,0) para todo x € R™, de donde ob-
tenemos que inf, ¢(x) > sup, ¥(A). Por otro lado tenemos que

p(0) = inf, p(z) < 0o <=0 € domp = U.
q(0) = inf, f*(0,\) > —oc0 <= —¢(0) = sup, ¥(\) < oo <=0 € dom —q = V.

Finalmente si 0 € int U, entonces por el Teorema [3.8|c), con p(z) = f(z,0), tenemos
que ¢*(v) = inf,{f*(v,y)}, de donde, considerando v = 0, obtenemos que inf, ¢(z) =
supy ().
Andlogamente, si v € intV, por el Teorema con —Y(y) = f*(0,y) y plu) =
inf, f(x,u), tenemos que (—1)* = p, de donde, considerando u = 0 obtenemos sup, ¥ ()
inf, p(z).

Para la parte (b), Por el Teorema|3.7|c) tenemos que 0 € int U y p(0) := inf, p(x) >
—o00 si y solo si — es propia y de nivel acotado pues

p*(A) = sup, {(A, u) = p(u)} = sup, ,{{(0, A), (z,w)) = f(z,u)} = [7(0,A) = =(}).

Pero por el Teorema [[.2] la funcién propia, convexa y sci —1 es de nivel acotado
si y solo si su conjunto argmin — es no vacio y acotado, entonces también, por el
Teorema [3.7|(a), dp(0) = argmin p* = argmax .

La prueba de (c) es andloga a (b), reemplazando f por f* y usando la relacién
f = f*. Luego —supy = ¢(0) > ¢** = —infy con ¢ = ¢*, en particular 0 € int V'
implica que ¢(0) = ¢**(0). Asi 0 € intV y ¢(0) > —oo corresponde, por argumentos
paralelos a (c), a que argmin ¢ sea no vacio y acotado. Esto tambien nos da dq(0) =
argmin ¢* = argmin .

Finalmente en (d), por el Teorema [3.3] (0,\) € 0f(7,0) y (z,0) € 9f*(0,)) si y
s6lo si (z,0) € Af*(0, ) siy sélo si p(7) = 1(N). Por (a), infe > sup v, luego también
es equivalente a tener () = infp = supy = ¥(N).. O

Corolario 3.12. En el contexto del Teorema(3.11], las siguientes condiciones son equi-
valentes y sirven para garantizar que —oo < min ¢ = maxy < Q.
(@) 0eintU y 0 €intV;
(b) 0 € intU, argmin ¢ es no vacio y convexo;
(¢) 0 €intV, argmax v es no vacio y acotado,
(

d) argmin g y argmax es no vacio y acotado

Ejemplo 3.13. Consideremos la siguiente relajacion convexa del problema de la mo-
chila:
min —z s.a. x €[0,1], 2z <1

este problema es equivalente a min,eg p(z), con p(z) = f(z,0) y f dado por

_ i —u <
fu,u):{ )
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Luego el problema dual de Fenchel es maxycg ¥()), donde
w<>‘) = _f*(oa >‘) - Sup{<(0a >‘)a (x,u)) - f(x,u)}
= —sup{(\,u) + & — Ipy(z) : 2z +u+v=1v>0}

= inf]{—x+<)\,2x—1+v> cv >0}

z€[0,1
-0 siA<O0
=< A—-1 si0<A<1/2
-\ sil/2<A

Observe que el dual de Fenchel coincide con el dual lagrangiano estudiado en el Capitu-
lo [2| (ver Ejemplo [2.17)). Por otro lado, calculando la funcién p definida en el Teore-
ma [3.11] obtenemos

p(u) =inf f(z,u) =inf{—z:2€[0,1], 20 — 1 +v=u, v>0}

400 siou<—1,
=< —(u+1)/2 si —-1<u<l,
—1 si 1 <.

Note que el valor 6ptimo primal y dual coinciden y es igual a —1/2, luego no existe salto
de dualidad. Este resultado es justificado por el Teorema M(a), pues 0 € int domp
Note también que dp(0) = {1/2} = argmax, 1(\), resultado que es justificado por

el Teorema [3.11|(b), pues p(0) = 0 es finito.
El hecho que los valores 6ptimos primal y dual sean finitos es justificado por el

Corolario [3.12c), pues 0 € int domp y argmax vy = {1/2}.

Ejemplo 3.14 (Esquema de dualidad tipo Fenchel). Para el siguiente problema de
MANIMIZACION:

mine en R" o(x):= (c,x) + k(z) + h(b— Az),

donde k: R* = R y h: R™ — R son propias, sci y convezas; A € R™" y ¢ € R™.
Este problema encaja en el formato del Teorema defintendo f como:

f(z,u) == {c,z) + k(x) + h(b — Az + u),
con lo cual obtenemos el problema dual
max1 en R™, ¥(A) = (b,A) — h*(\) — kE(A"\ — ¢).
En efecto,

v(A) = =f7(0,A) = —sup, , {(A\, u) = {¢,z) — k(z) — h(b — Az + u)}
= —sup, ,{(\,w —b+ Az) — (c,r) — k(x) — h(w)}
= —sup, {(A"A — ¢, z) — k(2)} + sup, { (A, w) — h(w)} — (y,b)
= (b, \) —h*(\) = k" (A*\ —¢).
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Por otro lado, considerando p y q definidos como en el Teoremal3.11], obtenemos

u € domp <= inf, f(z,u) < 0o
< J 1o : f(xg,u) < o0
<= J xg: (¢, x0) + k(xo) + h(b — Axy + u)
< 19 € domk,b— Axg+u € domh
<= u€domh —b+ A(domk),

luego, 0 € int domp si y sélo si b € int(A(dom k) +dom h). De manera andloga obtene-
mos que 0 € int dom q si y sdlo si ¢ € int(A* dom h* —dom k*). Mds ain, las soluciones
optimas estan caracterizadas por

T € argmin ¢ AN — ¢ € Ok(3), T € Ok*(A*X —¢),
)\ € argmax v p <= —

nfo — sup \ € Oh(b — Az) b— Az € Oh*(N).

En efecto, escribiendo f = go F, con
g, w) = {e,2) + k(z) + h(b+w) y Flo,u) = (2, ~ Az + u),

note que F' es lineal y no singular. Como Og(z,w) = {(c+v,A\) : v € Ok(x), X €
Oh(b+ w)}, aplicando la regla de la cadena para subdiferenciales obtenemos

8f(95,u) = a(g © F)(x>u) = VF('T7U)*89(F($’U))
={(c+v—A"\ ) :vedk(z), A€ Oh(b— Az +u)}.

La condicién (0,)) € 0f(z,0) en el Teorema |3.11)(d) se reduce a tener A*X —c €
Ok(Z) para A € Oh(b— AZ). La expresion de optimalidad en términos de Ok* y Oh* es
consecuencia inmediata de la Proposicion 3.3,

3.2. Funcién Lagrangiano

La dualidad en el contexto del Teorema |3.11| caracteriza solamente problemas de
optimizacién del tipo convexo. En general, para un problema de optimizacion repre-
sentado como minimizar ¢(-) = f(-,0) sobre R™ para una funcién f : R® x R™ — R
independiente de la convexidad, decimos que el problema de maximizar ¢ (-) = — f*(0, -)
sobre R™ es el problema dual asociado. Nuestro objetivo principal es garantizar que
no existe salto de dualidad para dichos problemas, es decir, inf, ¢(x) = sup, ¥(A). La
siguiente definicion sera el primer paso hacia dicho objetivo.

Definicién 3.15 (Lagrangiano y parametrizacién dualizante). Para un problema de
minimizar p(x) en R™, una parametrizacion dualizante es una representacion p(zr) =
f(z,0), donde f: R" x R™ — R es una funcion propia tal que f(x,u) es sciy convera
en u. El lagrangiano asociado L: R™ x R™ — R, estd definido por

L(z,\) = inf,{ f(z,u) — (\,u)}
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Observacion 3.16. Para cada x € R™ tenemos,

[z, \) = supu{<)\,u> — f(a:,u)} = —infu{f(x,u) — ()\,u)} = —L(x,\), (3.2)

por lo tanto, la funcion —L(x,-) es conjugada a f(x,-) en R™. Por otro lado utilizando
las hipotesis sobre f, para cada x € R™ obtenemos

fle,u) = f7(@,u) = supy { (A, u) — f*(2,A)} = supy{(\w) — (=L(z, )}, (3.3)
es decir la funcion f(x,-) es conjugada a —L(z, ).

Ejemplo 3.17 (Lagrangianos en el esquema de Fenchel). Para el problema del Ejem-
plo el lagrangiano correspondiente es

L(z, A) = inf,{({c,z) + k(z) + h(b— Az + u) — (A, u) }
= (c,x) + k(x) + (b, \) — (\, Ax) — h* ().

Por otro lado, 0, L(Z,\) = c+ 0k(z) — A*\ y O\[—L](Z, \) = —b+ Oh*(\) + Az, luego
las condiciones de optimalidad en el Ejemplo pueden ser reescritas de manera
equivalente como

0€ 0, L(z, N, 0 € O\[—L)(z, N). (3.4)
Note ademds que el lagrangiano L(x,\) es convexo en x y concavo en .

Proposicién 3.18 (Convexidad del lagrangiano). Para cualquier parametrizacion dua-
lizante ¢ = f(z,0), el lagrangiano asociado L(x,\) es scs y cdncavo en A. Este es
ademds convezo en x si y solo si f(x,u) es convexa en (x,u). En este caso tenemos

(v, A) € Of (x,u) <= v € 0, L(x, \), u € d\[—L](z,\),
ademds el valor de L(z,\) es finito e igual a f(z,u) — (A, u).

Prueba. Dado x, por la Observacién —L(xz,\) = f*(z,\), luego L(x,-) es
concava, scs en A. Si f(z, A) es convexa en (x, \), entonces para todo A € R™ la funcién
iz, u) = f(z,u) — (X u) es convexa, luego inf, fi(x,u) = L(z, \) es convexa en z.

Reciprocamente, si L(z, \) es convexa en z, la funcién Ly(z, \) := L(z, \) + (\, u)
es convexa en (z,u) y por la Observacién f(z,u) = sup\{Lr(x,u)}, luego f es
convexa en (z,u), pues es el supremo de la coleccién de la familia de funciénes L
cuando A varia sobre R™.

Para probar la equivalencia en la relaciéon de subgradientes, sean g, ug, vg, Ag, por

el Teorema [3.3y el hecho que f*(xo,-) = —L(xo, -), obtenemos

Ao € Ouf (w0, ug) <= uo € O\ [ (20, No) = Or[—L](z0, \o)
<> f(o,uo) + [ (w0, Ao) = (uo, Ao)
<~ L(I’O, )\0) = f([[’o,Uo) — <)\0, U()>.
Si f es convexa, por la Definicién [L.2] la condicién (vg, Ag) € f (w0, up) es equivalente
a

f(z,u) = f(zo,u0) + (vo, © — o) + (Ao, u — ug) para todo z,u, (3.5)
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Para x = zy tenemos que \g € 0, f(xo,ug) siy sélo ug € Ox[—L](zo, o), ademas de la
desigualdad ([3.5)) obtenemos que

inf, {f(z,u) — (Ao, u)} > f(xo,u0) — (Ao, uo) + (vo, z — ) para todo =z,

esto es equivalente a L(x, \g) > L(xg, \g) + (vo, x — o) para todo x, por la Definicién
y la convexidad de L(z, \g) en z, obtenemos que vy € 9, L(xg, \g). Asi (vg, Ag) €
Of (o, up) siy solo si vg € OL(xg, \g) v ug € IN[—L|(xg, Xo) ¥ uo € O\[—L](xg,No) O

Ejemplo 3.19. Consideremos un problema de la mochila de la forma
min —z sujeto a 2x <1, x € U ={0,1}.
este problema es equivalente a mingecg p(z), donde

—z+Iy(z) si 2x4+u<l
“+00 en otro caso.

@) = f(@,0), flo,u)= {

El Lagrangiano para este problema viene dado por
L(z,\) = inf{f(z,u) — (u, \)} = inf{—z + Iy(z) — (\u) : 20 +u+v=1, v >0}

=inf{—z+ Iy(z) + (\,2e — 1 +v) : v >0}

x4+ Iy(z)+ (N 2z —1) st A>0
- —00 st A <0,

expresion equivalente al lagrangiano (clasico) del Capitulo @ ver el Ejemplo . Por
otro lado vemos que la funcion L(x,-) es concava, esto es justificado por la Proposi-
cion . Note también que L(-,\) no es convexo, pues la funcion f no es conveza.

Siempre que L(x, \) sea convexo en x y céncavo en A, la condicién de optimalidad
en términos del lagrangiano (3.4)) puede ser interpreado a travéz del siguiente concepto

Definicién 3.20 (Puntos desilla). Un par de vectores (7, \) es punto silla de la funcién

L definida en R™ x R™ si y sdlo siinf L(x, \) = L(Z, \) = sup, L(Z, \), es decir,
L(z,\) > L(z,\) > L(z,\) para todo w,\.

El conjunto de todos los puntos silla (Z,\) serd denotado por argminimax, , L(z, ).

Teorema 3.21 (Relaciones minimax). Dado un problema de min ¢ en R"™ con parame-
trizacion dualizante p = f(z,0), f : R"xR™ — R, sea L: R" xR™ — R el lagrangiano
asociado y v = —f*(0,-) en R™, entonces

() = sup, L(x, \), Y(A) = inf, L(z, \), (3.6)

inf, ¢(x) = inf, [sup L(x, \)] > sup[inf, L(x, \)] = sup, ¢(A), (3.7)
ademds

7 € argmin, ¢() B
A € argmaxy Y(A\) <= (7, \) € argminimax, , L(z, \)
inf, ¢(x) = sup, ¥(A) (38)

= 9(7) = (\) = L(T, \).
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La condicion de punto silla (Z,\) € argminimax,, L(z,\) implica la condicion de
subgradiente

0€0.L(z,\), 0 € h[-L](z,\) (3.9)

y son equivalentes siempre que L(x,\) sea convezo en x y concavo en A, en cuyo caso
también es lo mismo que tener (0,\) € 0f(Z,0).

Prueba. La expresién para ¢ en ([3.6) es consecuancia de (3.3) con u = 0, mientras
que para v se sigue considerando v = 0 en

—f* (v, \) = 1inf, {f(z,u) — (v,2) — (A, u)} = inf, {L(z,\) — (v, 2)}.

Las relaciones en se sigue inmediatamente de ([3.6). Como inf, p(z) = p(0) y
supy ¢ (A) = p™(0) para p(u) := inf, f(z,u), con u = 0 obtenemos ([3.8). Para la tltima
parte del Teorema, por definicién es claro que (z,\) € argminimax, , L(z, \) implica
la condicién en ([3.8)), mientras que el reciproco es consecuencia de la Proposicin [3.18|
(I

3.3. Lagrangiano aumentado generalizado y duali-
dad no convexa

Estamos interesados en conocer bajo que condiciones se cumple la relacién de dua-
lidad inf, ¢(x) = sup, ¢¥»(\) para problemas no convexos, es decir, no existe salto de
dualidad. No obstante anular el salto de dualidad no quiere decir que al resolver el
dual se encuentra una solucién del problema primal (ver el comentario después de la
Deﬁnicién, simplemente se encuentra el valor 6ptimo del problema primal. Encon-
trar soluciones del problema primal via el dual depende de otras condiciones, llamadas
en programacion no lineal “exactitud del lagrangiano aumentado”, ver el Ejemplo|(3.33|

Una interpretacién de las relaciones dadas por el Lema (3.9

oz para { ¢(z) = f(2.0) (3.10)
PO = e el o) = =F0N) = P ).

serd nuestra principal herramienta en el objetivo de eliminar el salto de dualidad en
problemas no convexos.

El caso general se muestra en la Figura , por definicién de p**, el valor sup, ¥(\) =
p**(0) es el supremo de las funciones afines mayoradas por p que interceptan al eje ver-
tical; los vectores A € argmax, ¥()), si existe, corresponden a dichas funciones afines.
Un salto de dualidad, inf, ¢(x) > sup, ¥()), ocurre cuando los interceptos no alcanzan
el valor inf, ¢(x) = p(0). En particular la falta de convexidad (de la funcién p) puede
ser la fuente de tal salto.

Lema 3.22. Con las notaciones en (3.10) tenemos que

inf, p(z) = supy () | [ p(0) = p(0)+ (M) para todo
A € argmax, ¥(A) con p(0) # —o0
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p(0) =infp — 4

'
2 — supy = p*(0)

0 U

Figura 3.2: Salto de dualidad en problemas de minimizacién.

Prueba. Basta observar que

p(O) :p**(O) == *(0’ 5‘) = —supLu{((O,/_\), (x,u)} - f(x,u)}
< f(xuu) - <5"u>

Ejemplo 3.23. Volviendo a considerar el ejemplo de la mochila dado por
min —z sujeto a 20 <1, z € U ={0,1}.

que es equivalente al problema Hlilél o(x), donde p(z) = f(x,0), siendo f una parame-
re

trizacion dualizante dada por

_ i 20 —u<
f(x, U) = { ’ io[g(x) Zln zfro Cl;s:).l

Un cdlculo de la funcion p nos da
p(u) =inf f(x,u) ={—z:2€{0,1}, 22 —14+v=u, v>0}

400 si u< —1
= 0 si -1<ux<l1
-1 s1 1<y

Note que la funcion p no es otra cosa que la funcion primal estudiada en |2.2.4. Por
otro lado observe que p no es convexa y que existe salto de dualidad p(0) —p*™*(0) = 1/2
como lo muestra la Figura

Este resultado sugiere que el salto de dualidad puede evitarse si el problema dual se
define de manera conveniente, lo cual motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.24 (Funcién de aumento). Una funcion o: R™ — R se denomina funcion
de aumento si o es propia, Sci, convexra y verifica:

mino =0, argmino = {0}.
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Figura 3.3: Salto de dualidad en un problema no convexo

Como ejemplos podemos citar la funcién norma y la funcion valor absoluto.

Definicién 3.25 (Lagrangiano aumentado). Para un problema primal de minimizar
p(x) sobre x € R™ y cualquier parametrizacion dualizante p = f(-,0) con f: R"xR™ —

R, el lagrangiano aumentado con parametro r > 0 correspondiente a una funcion de
aumento o : R™ — R es la funcion £: R" x R™ x (0,00) — R definida por

Uz, A\ r) = infu{f(x,u) +ro(u) — ()\,u>}.

El problema dual correspondiente estd dado por

sup (A7),

(A,r)ER™ % (0,00)
donde (N, 7) := inf, £(x, \, 7).

Observacién 3.26. Note que, como con el lagrangiano cldsico la funcion dual ¢ es el
infimo del lagrangiano aumentado en la variable primal x.

La idea del lagrangiano aumentado es remplazar la desigualdad p(u) > p(0) + (X, u)
para todo u por una de la forma

p(u) > p(0) + (A, u) —ro(u) para todo wu, (3.11)

para alguna funcion de aumento o y un valor del parametro r suficientemente gran-
de. Esta aproximacion del problema dual elimina el salto de dualidad debido a que la

desigualdad (3.11)) es idéntica a
pra(u) Z pTJ(O) + <5\, U> para todo u

donde p,o(u) = inf, fro(x,u) para la funcion f.o(x,u) = f(z,u) + ro(u). En efecto
Pro(u) = p(u) +ro(u) y pro(0) = p(0), debido a que o(0) = 0.

Por otro lado tenemos que, ¢(-) = frs(-,0). Mds ain como o es propia, sci y
conveza, la representacion de ¢ en términos de f,, (como en términos de f) es una
parametrizacion dualizante. El lagrangiano asociado con f., es L., = €(x,\,r). El
problema dual resultante, que consiste en mazimizar ¥,.(-) = —f* (0,-) sobre A € R™,

ro

verifica Vre(N) = V(A 1).

El siguiente resultado contiene algunas consecuencias importantes de la Defini-

cion 3.2581
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Proposicién 3.27 (Propiedades del lagrangiano aumentado). Para una parametriza-
cion dualizante f y una funcion de aumento o, el lagrangiano aumentado {(x, \,r) es
concavo y scs en (A, 1), mds aun éste es no decreciente en r. Si f(x,u) es convexa en
(x,u), entonces €(x, \,1) es convexo en x. Si o es finita en todas partes, el lagrangiano
aumentado es dado en términos del lagrangiano ordinario L(x, \) por

Oz, \, 1) =sup {L(z,\ — z) —ro*(r~'2)} (3.12)

Andlogamente, la expresion dual aumentada (X, 1) es concava y scs en (N, 1), mds
atn, esta es no decreciente en r. Si f(x,u) es convera en (x,u) y o finita en todas
partes tenemos que

() =sup {Y(A — 2) —ro*(r~'2)}. (3.13)
Luego (X, 7) mazimiza ) siy s6lo si X mazimiza 1; el valor de ¥ > 0 puede ser escogido
arbitrariamente.

Prueba. Las propiedades de ¢ es consecuencia directa de la Definicion [3.25, mientras
que " se debe a que —g(l’,)\ﬂ") = Supu{<)‘7u> - (f(l’,U) + TU(U))} = [f(xa ) +
ro(-)]*(A) y el Teorema [3.§|(a), pues
Uz, A1) = —sup, { (A u) = (f(z,u) +ro(u)} = —[f(z,-) +ro()]"(A)
= —inf, {f*(x,\ — 2) +ro*(r'2)} = sup_{L(z, A — 2) —ro*(r '2)}.

La ultima igualdad es debido a (3.2). De manera anéloga se deducen las propiedades
de . O
Ejemplo 3.28 (Lagrangiano proximal). Un lagrangiano aumentado generado con la

funcién de aumento o(u) = Lu|? (|| es la norma 2 definida por |u| = (312, u?)"/?) se

denomina lagrangiano proximal. Entonces
Uz, N\ r) = infu{f(x, u) + g|u|2 — (A, u>}

1 1
Supz{ (x7)\ Z) 27,‘2’ Supz (:C, Z) 27,,|’Z )\| Y

donde la sequnda igualdad se debe a (3.12)). En particular para el problema de la mochila
de la forma

min —z sujeto a 2x <1 x €U ={0,1},

el cual es equivalente a mingeg p(z), con p(z) = f(z,0) y f(x,u) == —x + Iy(z) si
2¢ +u < 1; +00 en caso contrario. Por el Ejemplo |5.19, el lagrangiano para este
problema viene dado por

L(z,\) = {

luego el lagrangiano proximal es

—x+Iy(x)+{(\2z—1) st A>0
—00 st A <0,

1
Uz, A1) = supZ{L(:v, z) — §|z — )\|2}

1

= supz{—x + Iy(z) + (2,22 — 1) — 2—|z — )\|2}
r

{ —r+ Ip(z) + N2z — 1) + 3r(22 —1)% si 20—1> -2

—x—i—IU(x)—;‘—j si 2r—1< =2,

S>3
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Observe que esta expresion es igual (excepto por el término Iy(x)) al lagrangiano
aumentado estudiado en el Capitulo[d, por lo tanto se ha eliminado el salto de dualidad,
ver el Ejemplo[2.33. La diferencia estd en que en el capitulo anterior r era un pardmetro
externo y aqui es una componente mas de la variable dual.

Ejemplo 3.29 (Lagrangiano sharp). Es un lagrangiano aumentado generado con la
funcion de aumento o(u) = ||u|| (cualquier norma ||-||). Entonces

fa A r) = it { f (e 0) + rllul = (0w }

= supZ{L(x, A—2z)— ITBO(Z)} = sup L(z,2)

[z=Alle<r

donde la sequnda igualdad es debida a . En particular, st consideramos la norma
1, entonces la norma dual es la norma del mdximo, luego para el Ejemplo de la mochila
de la forma

min —x sujeto a 2x <1 x €U ={0,1},

el lagrangiano sharp es

Uz, \,r)= sup L(z,2)

[z=Allo<r
=  sup —z+Iy(x)+ 22z —1)
—r4A<z<r+A
—x+Iy(x) + A2z — 1) +r(2z — 1) st 2r—1>0
- { —x+Iy(z) + A2z —1) —r(2x — 1) = [r = ANT(2x — 1) st 20 —1<0,

en cualquier caso tenemos que
Uz, \r)= -2+ Ig(x) + X2z — 1) +r2z — 1| = [r = \|T(2z - 1)".

Teniendo en cuenta que U = {0,1} la funcion dual aumentada viene dada por

(A, ) =min{l(0,\,7), (1, \,r)}
=min{-A+7r—[r =\, -1+ X+7r}
—win{r = AL — [r = X" — [ = Y, —1+ A1}
=min{r — \,0,—1+ A +r}

El valor optimo dual es
sup (A7) = 0,
A,
por lo tanto se ha eliminado el salto de dualidad.
Aqui hemos utilizado la parte positiva y negativa de un numero real a, definida
respectivamente por a® := max{0,a} y a= := max{0, —a}, de donde obtenemos que
a=a"—a ylal=a"+a".

El siguiente resultado nos dice que la teoria de dualidad desarrollada en el contexto
del lagrangiano aumentado es capaz de eliminar el salto de dualidad incluso en ciertos
problemas no convexos.
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Teorema 3.30 (Dualidad sin convexidad). Para un problema de minimizar ¢ en R™,
consideremos el lagrangiano aumentado €(x, \,7) asociado con una parametrizacion
dualizante p(-) = f(-,0), f: R" x R™ — R y alguna funcién de aumento o : R™ — R.
Suponiendo que f(x,u) es nivel acotado en x localmente uniforme en u, sea p(u) :=
inf, f(z,u). Suponiendo ademds que existe (A, 1) € R™ x (0,00) tal que inf, {(z, \,r) >
—00, entonces

90(1') = Sup)\,r g(lC, )\7 7"), E()\, T) = lnfx g(l’, )\, 7“)

inf, ¢(z) = inf, [supy, {(z,\,r)] = sup,,. [inf, €(z, A, 7)] = sup,, ¥(\, 7). (3.14)

Mads atn, las soluciones optimas de los problemas primal y dual aumentado estdn ca-
racterizadas como puntos de silla del lagrangiano aumentado:
T €argmin, p(z) y (A7) € argmax, . (X, 1)

) - - ~ (3.15)
= inf, l(z,\,7) = £(Z,\,T) = sup, . £(T,\,7),

los elementos de argmax, , P(\, 1) son los pares (M, 7) satisfaciendo la propiedad
p(u) > p(0) + (\, u) — Fo(u) para todo wu. (3.16)

Prueba. La primera igualdad es consecuencia de la definicién de parametrizacion
dualizante y conjugacién, en efecto:

p(z) = f(2,0) = f*(2,0) = sup,{{(z,0), (0, X)) — f*(0,\) }
= sup, —f*(0, A) = sup, —sup, {{(0, A), (z,u)) — f(z,u)}
= sup,, —sup, { (A, u) — (f(z,u) +ro(u))}
= sup, . inf, { f (2, u) +ro(u) — (A, u)} = sup, . £(z, A, 7).

Mientras que la segunda recae en la definicion de funciéon dual aumentada y lagrangiano
aumentado, en efecto:

(A1) = inf, {f(z,u) +ro(u) — (\u)}
= igfigf{f(x, u) +ro(u) — (N u)} =inf, l(x, A\, r).

Mostraremos ahora la segunda igualdad en (3.14)). Por definicién de supremo obtenemos
inf, [sup,, £(z, A, r)] > sup,, [inf, £(z, A, r)].

Como ¥(\,r) = inf, £(x, \,r) > —o0, entonces existe al menos un par (\,7) tal que
w()\ 7) es finito. Para conseguir la iguadad requerida sera suficiente mostrar que w()\ T)

converge a p(0) := inf, p(z) cuando 7 — oo, pues la funcién (X, ) es creciente en r
(Proposicién -} En efecto, por definicién de ¢ obtenemos, para todo r > 0

P\, 7) = inf {p(u) + ro(u) — (A, u)}.
Sea p(u) = p(u) + Fo(u) — (A, u), notemos que p(0) = p(0) pues (0) = 0, luego p es
una funcién acotada inferiormente por 1 (A, 7), ademds p es propia y sci, pues p y o lo
son. Escribiendo o
Y\, 7+ s) =inf {p+ so(u)} para s> 0,
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probaremos que el limite de (X, 7 + s) cuando s — 0o es p(0). Como o es propia, sci,
y argmino = {0}, entonces por la Proposicién [L.7] la funcién o es nivel acotado. La
convexidad de o y la Proposicion [1.9| nos dice que o es nivel-coercivo, luego, debido a
que p es una funcién acotada inferiormente, la funcion p+ so también es nivel-coercivo.
Como o > 0 entonces p+so crece puntualmente cuando s — oo a la funcién Iroy +p(0),
por lo tanto inf(p + so) — inf(L0y + p(0)) = p(0) O

La importancia de las soluciones del problema dual aumentado se encuentra en la
siguiente definicién.

Definicién 3.31 (Repesentacién exacta de penalidad). Un vector A soporta una re-
presentacion exacta de penalidad para el problema de minimizar ¢ en R™ si para todo
r > 0 suficientemente grande, este problema es equivalente a minimizar £(-, \,r) en R"
en el sentido que

inf, p(x) = inf, £(x, \,r) y argmin, ¢(z) = argmin, £(z, \, 7).

Se dice que un valor especifico ¥ > 0 sirve como un umbral de penalizacion adecuado
st la propiedad es vdlida para todo r € (7, 00).

Teorema 3.32 (Criterio para una representacién exacta de penalidad). Con las no-
taciones e hipotesis del Teorema un vector X\ soporta una representacon exacta
de penalidad para el problema primal si y solo si existen una vecindad W de O yr > 0
tales que

p(u) > p(0) + (A, u) — fo(u) para todo u € W (3.17)

FEste criterio a su vez es equivalente a la existencia de un 7 > 0 con (\,7) €

argmax, . ¥(A, ). Mds aun T es un umbral de penalidad para la propiedad de pena-
lidad exacta respecto de \.

Prueba. Como f es propia, sci y de nivel acotado en x localmente uniforme en u
(hipétesis del Teorema , entonces, por el Teorema , la funcién p es propia y sci
en R™, luego por la desigualdad p(0) = inf, p(x) es finito.

Mostraremos primero que la condicién (A, 7) € argmax, ,. (A, 1) es necesaria y
suficiente para que \ soporte una representacién exacta de penalidad con 7 umbral
de penalizacién. Para la necesidad, note que la ultima condicién implica, por Defini-
cién m que inf, p(z) = inf, £(z,\,r) = ¥(\,r) para todo r € (7, 00), por lo tanto,
debido a que 9 es sci (por la Proposicién [3.27) obtenemos que (), 7) > inf, o(z).
Como sup, . (A, 7) = inf, p(z) por (3.14), se sigue que (A, 7) maximiza ¢.

Para la suficiencia, note que por (N, 7) = inf, £(x, A\, 7) = inf, p(z). Por otro
lado, por el Teorema [3.30} la condicién (A, 7) € argmax, , (), r) corresponde a tener
la desigualdad .' Cuando el valor de 7 es reemplazado por cualquier valor r > T,

esta desigualdad es estricta para u # 0, pues 0(0) = 0 y o(u) > 0 para u # 0, entonces

argmin, {p(u) +ro(u) — (A, u)} = {0}

Fijando tal r > 7, consideremos la funcién g(z,u) := f(x,u) +ro(u) — (\,u) y sus inf-
proyecciones asociadas h(u) := inf, g(z,u) y k(z) := inf, g(z, u), notando que h(u) =
p(u) + ro(u) — (A, u) mientras que k(z) = ¢(x, \,r), tenemos que

u € argmin, h(u) T € argmin, k()
T € argmin, g(z, ) u € argmin,, g(Z, u)
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Con esto, vamos a mostrar que argmin, ¢(z) = argmin, £(z, A, 7). Vimos que argmin,, h(u) =
{0}, luego si z € argmin, p(x) = argmin, g(z,0), entonces = € argmin, k(z) =
argmin, /(z, \, 7). Reciprocamente, notando que argmin,, g(z,u) = {0}, si z € argmin, £(z, \,r) =
argmin, k(z), entonces T € argmin, g(z,0) = argmin, p(z).
Para completar la prueba del teorema basta mostrar que si se tiene , entonces
debe existir 7 € (7,00) tal que la condicién mas fuerte se tenga. Tomando
W = €eB en y teniendo en cuenta que la desigualdad (3.17) continua valiendo
para 7 > 7. Como inf, {(z, \,r) > —oo (hipdtesis del Teore existe (\,7) €
R™ x (0,00) tal que (A, 7) es finito; entonces para o = ¢(\, 7) tenemos

p(u) > a+ (A u) — Fo(u) para todo u

Sera suficiente mostrar que, cuando 7 es suficientemente grande, se tendra

a— (A\u) +7o(u) > p(0) + (A u) —To(u) para |u| > e.

Esto equivale a mostrar que para valores grandes de 7 tendremos

{u:(F—7)o(u) < (A= \u)+p(0) —a} C B(0,e).

denotando por s = 7 —7 > 0, y = |\ — A y p := p(0) — a, solamente necesitamos
probar que
C(s) = {u s so(u) < ylu| + u} € B(0,¢

cuando s es elegido suficientemente grande.

En efecto sabemos que o es de nivel coercivo, pues argmin o = {0} (Proposicién 1.7}
[.9), luego existe v > 0y 8 tal que o(u) > v|u| + 3 para todo u (Proposicién [L.8)).
Sea so > 0 suficientemente grande tal que sgy —y > 0. Para u € C(sg) tenemos que
so(y|ul+B) < ylul+ p, por lo tanto [u| < p := (n—s08)/(s07 —y). Como C(s) € c(so)
cuando s > sg, puesto que o(u) > 0 para todo u. Por lo tanto para s > sy tenemos

Cls) C{uza(u) < (yp+p)/s}.

Por otro lado, como o(u) = 0 sélo para u = 0, el conjunto nivel {u : o(u) < §} debe
estar incluido en B(0, €) para ¢ pequetio, tomando tal 0 y notando que (yp+ p)/s <6
cuando s excede cierto sy, concluimos que C(s) C B(0,¢€) cuando s > s. O

Ejemplo 3.33. Consideremos el lagrangiano sharp del Ejemplo bajo la hipotesis
que inf, {(z,0,7) > —oo para algin r. Entonces el vector X\ = 0 soporta una repre-
sentacion ezxacta de penalidad si y sdlo si la funcion p(u) = inf, f(z,u) es “calm”
inferiormente en u = 0.

En efecto, por el Teorema X\ = 0 soporta una representacion exacta de pena-
lidad si y solo si existe una vecindad W de 0 y 7 > 0: p(u) > p(0) + (0, u) — 7||u|| para
todo w € W si y solo si p(u) > p(0) — 7||u — 0| para todo u € W, es decir p es “calm”
inferiormente en u = 0.

En particular para el problema de la mochila dado por

min —x sujeto a 2x <1 x €U ={0,1},

el cual es equivalente a mingcg p(x), con p(z) = f(x,0) y f definido por
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— I 2 1—u<1
o) = r+Iy(x) si 2e+1—wu <
+o00 en caso contrario.

Como p(0) = 0, pues p(u) estd dado en el Ejemplo A = 0 soporta una re-
presentacion ezacta de penalidad si y sélo si existen W = (—=1,1); 7 = 1 tales que

p(u) > p(0) — 7lul. i
Por otro lado, considerando A = 0, una aplicacion directa de la Definicion nos

da
_ _ _ +_
0= ;gﬂg o(x) = 121%(:17, 0,r) = ;g{f]‘ r+r2r—1) 0

parar > 1, es decir, A = 0 sorpota una representacion exacta de penalidad. Ademds esto
nos dice que resolviendo el problema dual aumentado se resuelve el problema primal.

Veremos ahora los métodos duales del subgradiente y de los planos cortantes, cuya
finalidad es resolver el problema dual.
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Métodos de optimizacion no diferenciable

En este Capitulo describiremos algunos métodos clésicos destinados a resolver el
problema dual, en particular estudiaremos el método del subgradiente y de planos
cortantes, asi como sus respectivos resultados de convergencia, ademas aplicaremos
estos métodos a un tipo particular de problema de optimizacién DC (no convexo),
utilizando el lagrangiano sharp.

4.1. Métodos duales clasicos

Los métodos clasicos de optimizacion tienen por objetivo resolver el problema dual,
por lo tanto nuestro problema es el siguiente:

= Debemos maximizar una funcién céncava, la funcién dual ©;

» La unica informacién disponible que tenemos es la “black box” que resuelve el
problema de Lagrange (2.2]), para cada A € R™;

= Hipotesis: Para todo A € R™ existe al menos una solucién para el problema de
Lagrange (12.2)). Por lo tanto la “black box” calcula el nimero ©(\) y algin vector
s(A) == —c(uy) € I(—O)(N).

Esta Hipdtesis se cumple para el Ejemplo (de la mochila), vemos que siempre
existe una solucién éptima para el problema de Lagrange y esta es tinica excepto
cuando A es igual a uno de los n valores p;/v;.

Luego la aproximacion general para resolver nuestro problema sera la siguiente:
en la k—ésima iteracion llamamos a la "black box“; es decir se resuelve el problema
de Lagrange en Ay, para obtener ©(\;) y s(Ax); luego en la k + 1—ésima iteracién se
calcula A\py1. Asi un algoritmo dual esta caracterizado por un conjunto de reglas que
permiten calcular Agiq.
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4.1.1. Algoritmo del subgradiente

Algoritmo 1: Subgradiente
Datos: Dado una sucesién {t;}, con ¢, > 0 para k = 1,2, -
Elegir A\; € R™ y obtener s; € 9(—0)(A1). Poner k =1
if s, =0 then
‘ parar;
else
‘ poner >‘k+1 = )\k — tkHz—iH

[ B N VN

end
7 Obtener sg11 € O(—0O)(Ar+1). Reemplazar k por k + 1 y retornar al paso 2.

(=]

Observacion 4.1. Note que el valor ©(\;) no es usado por el Algoritmo |1, esto se
debe a que: si p es mejor que A\, por la desigualdad del subgradiente de —© en A\
obtenemos

(s, 1t = M) < O(A) —O(n) <0,

esto significa que el dngulo entre la direccion en la que nos movemos —sg y la di-
reccion p — N, es agudo. Si nuestro movimiento a lo largo de esta direccon (—si) es
suficientemente pequeno, lograremos acercarnos a fi.

Por la Observacion el tamano del paso t; debe ser pequeno, por lo que considera-
remos
ty = 0 cuando k — +4o0. (4.1)

Por otro lado tenemos que [[Aer1 — Axll = [|=tepesyll = ¢ v la desigualdad triangular
implica que todas las iteradas estdn contenidas en alguna bola:

A € B(A,T), donde T :=) t.
k=1

Suponiendo que el conjunto de minimizadores de —0; argmin —©, es no vacio, entonces,
si B(A1,T) no intersecta al conjunto argmin —©, el Algoritmo (1| no producird una
sucesién minimizante (es decir una sucesiéon {\;} tal que A\ — inf —© cuando k — o0),
por lo tanto los tamanos de paso no deben de ser muy pequenos y se requiere que

> = +oo. (4.2)
k=1

Los dos Lemas siguientes son la base para probar la convergencia del Algoritmo del
subgradiente [1}

Lema 4.2. Sea {ty} una sucesion de nimeros positivos satistaciendo (4.1)) y (4.2),

denotando . .
Ty = Ztk, Pn = th
k=1 k=1

Entonces i—n — 0 cuando n — “+00.
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Prueba. Como t; — 0, dado § > 0; existe algin n(J) tal que ¢, < § para todo
n > n(d), entonces

Pn 1+Zt2<Pn 1+5Ztk<pn 1+ 0T,
k=n(9) k=n(0)
luego
In < P14 para todo n > n(J);
Tn T'fl
asi, hmsup < 4. Como ¢ era arbitrario, obtenemos el resultado. O

Lema 4.3. Sea ©: R™ — R una funcion céncava y A € R™ fijo. Para todo \ € R™ tal
que O(X) < ©O(N) y para todo s € I(—O)(N), tenemos que

- (5, A —A)

d(X) := sl > 0. (4.3)

Ademds, dado M > 0 existe L > 0 tal que

d\) < M = 0(\) —0(\) < Ld(\).
Prueba. Para s € 0(—0)(\) tenemos
—0O(y) > —O(\) + (s,7 — \) paratodo v R™

en particular para v = A obtenemos que d(\) > 0. Sea u()\) la proyeccién de A sobre
el hiperplano

{peR™: (s,;u—A) =0}.

entonces ||u(\) — M| = d(\) y ©(u(N\)) < O(N). Si u(N) € B[\, M] entonces siendo —O
convexa resulta ser localmente lipschitz, por lo tanto existe L tal que

—O(A) < —O(u(\) < —O() + Ll|u(A) — Al

Definimos la sucesion de mejores valores generados por el Algoritmo
O :=min{—-O(\;) :i=1,...,k},

luego necesitamos conocer cuando esta funcién de mejores valores converge al infimo
de —© en R™.

Teorema 4.4 (Convergencia del método del subgradiente). Aplicando el Algoritmo
a la funcion convexa —O: R™ — R con los tamanos de pasos ty, satisfaciendo (4.1)) y
(4.2). Entonces

O, — inf —O(\) cuando k — +oo.

Prueba. Procedemos por contradiccion, si existiera A € R™ y n > 0 tal que

—O(\) >0, > —0O()\) +1n paratodo Fk; (4.4)
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entonces desarrollando

IA = Xesa I = 1A = Ml + 200 = X, Ak — Aigr) + 1A — |12

[
A = Xl = 2t,d(Ng) + £,

donde d()\,) = (kA=) o mayor que cero, por el Lema . Para n > k, sea 9, :=

lIskll
ming_; ... , d(A;) tenemos que

IA = NI <X = Aell = 2660, + 5, para k=1,--- ,n;

sumando de 1 a n, obtenemos
20, Ztk <A =M|*+ Zti para todo n.
k=1 k=1

Por el Lema se sigue que 9,, — 0 cuando n — +o0. )
Asi tenemos un subconjunto infinito de enteros K tal que limgex d(Ag) = 0. Por el

Lema [4.3| {d(\y) }rex es acotado y
lim[O(\) — O(M\)] =0

el cual es una contradiccién con (4.4]).
O
Note que en el Algoritmo|[I|no existe un criterio de parada adecuado, en particular sy
no necesariamente tiende a 0. El algoritmo debe ser detenido “manualmente”, cuando
. es pequeno comparado con la escala del problema.

4.1.2. Meétodo de planos cortantes

Se asume conocido un conjunto compacto y convexo C' C R™ que contiene una
solucion dual. Nuestro problema dual

sup{O(A) : A € R™}, (4.5)
O(A) :=inf, L(x, ), donde L(z,\) = ¢(x) + (A, c(x)) puede ser reformulado como

max 0
sa. 0eR, Ae(, (4.6)
0 < L(x,\) paratodo =z €U

La idea basica del algoritmo de planos cortantes es acumular las restricciones una
tras otra en (4.6). Ademas, aprovechar el hecho de que el indice de restriccién x puede
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restringirse al conjunto més pequeiio U de (2.10)).

Algoritmo 2: Planos cortantes

Datos: Dado un conjunto compacto,convexo C' y una tolerancia de parada
e > 0.
[Inicializacién]. Escoger Ao € C'y resolver el problema de Lagrange en )¢ para
obtener z( := x,,. Poner k = 0.
[Problema maestro]. Resolver la siguiente relajacién del problema ([4.6)):

[uny

N

max 0
sa. 0eR, Ne(| (4.7)
0 < L(x;,\) para i=0,...,k—1

para obtener una solucién (fg, Ay).
[Problema local]. Resolver el problema de Lagrange en A:

w

inf, {¢(z) + (A, c(z)) 1z € U},

para obtener el préximo punto primal zy 1= ), .
4 [Criterio de parada] if

O, < O(N\g) + €, (4.8)
then
5 \ parar
6 else
7 ‘ reemplazar k por k4 1 y retornar al paso 1
8 end

Tipicamente el conjunto C' esta caracterizado por cotas conocidas en las componen-
tes de A; entonces es un programa lineal con 2m + k restricciones. Es importante
senalar que la descripcion de puede ser hecha sin hacer referencia a los puntos
primales u: siendo la funcién de Lagrange afin en A, tenemos

valido para todo A y i = 0,1,---. Asi, (4.7) puede ser reformulado como

max 6
sa. 0eR, Ne(| (4.10)

el cual solamente involucra objetos duales, esto es, los valores de © y s.
El siguiente resultado establece la convergencia del Algoritmo 2]

Teorema 4.5. Sea C' C R™ convexo compacto y ©: R™ — R una funcion concava,
constderemos el valor optimo

O¢ == max{O(\),\ € C}.

Entonces en el Algoritmo @ Oc < 0y, para todo k y se tiene la siguiente propiedad de
convergencia:
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(i) Si e >0, la parada ocurre en alguna iteracion k. con A\, satisfaciendo
@c S @()\ke) + €.
(ii) Sie=0, las sucesiones {0x} y {O(\p)} tienden a O¢ cuando k — +oo.

Prueba. Como el conjunto factible de (4.6)) estd incluido en el conjunto factible de
entonces O¢ < ). Si se cumple el criterio de parada , entonces O¢ < 0, <
@()‘ke) +e€

Por otro lado, supongamos por contradiccién que, para k = 1,2, ---

O(\) + € < B¢ <O <OMN) — (s(\), e — \i) para i <k

por lo tanto
€ < O(A) = O(Ae) + [[sAa)ll[[Ak — Adll-

Como —O es convexa, luego es lipschitziana en el conjunto acotado C', existe L tal que
€ < 2L|| A — N\i|| paratodo k=1,2,---

esto contradice la acotaciéon de {A\x} C C. Como € > 0 fue arbitrario y debido a que
0x > O¢ > O(\;), hemos probado que O(\;) — 6, — 0, si k — +o00 (esto sucede s6lo
si € = 0); entonces O¢ es el limite comun entre {6} y {©(\p)}
O

El método del plano cortante tiene buenas propiedades de convergencia para fun-
ciones “sharp”; ver [?]. En particular para funciones poliedrales el método tiene con-
vergencia finita: esto es una consecuencia del Teorema [4.5((ii).

Si e = 0, el Algoritmo 2 normalmente no se detiene. Un caso de particular interés es
cuando U es un conjunto finito, pues el algoritmo se detiene siempre, incluso si € = 0.
Esto es consecuencia del siguiente resultado

Proposicién 4.6. Sin ninguna hipdtesis sobre el conjunto C' en el Algoritmo[3. El xy
generado en el paso 2 es diferente de todos los puntos xg, -+ ,Tr_1 @ NO SET que Se
accione el criterio de parada en el paso 4.

Prueba. Si x;, = z; para algin i < k — 1, entonces, por la reformulacién (4.7)),
obtenemos

O
La presencia del conjunto compacto C' en el Algoritmo [2lno solamente esta motivada
por el Teorema . Puede suceder que (4.10f) no tenga soluciones si C' fuese no acotado:
por ejemplo cuando C' = R™, en la primera iteracién teniendo en 6 y s(\g) # 0. Esto
es una desventaja del Algoritmo, el cual corresponde a una inherente inestabilidad: la
sucesion {\} debe ser artificialmente estabilizado.
En algunos casos favorables C' puede ser eventualmente eliminado. Esto usualmente
sucede cuando

(i) La funcién O tiene un conjunto acotado de maximizadores y
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(ii) Se han realizado suficientes iteraciones duales, entonces el “conjunto-subnivel
linealizado”

{ANeR™: —O(N;) + (s(Ni), A\ = \;) < —0 para i=0,--- ,k—1}

es acotado (para algin 6, ver ...); este incluso puede estar incluido en C'. Bajo
estas condiciones, es claro que (4.10]) puede ser reemplazado por

max{6: 0 < O(\;) — (s(N\;),A—X\;) para i=0,--- ,k—1} (4.11)

Es interesante dualizar el problema(4.11)). Denotando por a € R* a la variable dual,
el lagrangiano respectivo viene dado por

k-1 k-1 k-1
L, )\, o) = 6(1 — Zai) +. a;[O(N) + (s(\), \)] — Zais()\i)/\.

el problema dual resultante es

k=1

min > o;[O(A;) + (s(Ai), Ai)]

1

>oais(A) =0

&

S =1l >1,i=0, k-1

i=0
Este problema puede ser escrito en notacién primal recordando que s(\;) = —c(x;) v
recordando que Ay := {a € R* : Zf:_ol a; =1,0;>1,i=0,--- ,k — 1} obtenemos

gg}c{gaw(wi) ; %;:aic(xi) = 0} (4.12)

Cuando utilizamos en lugar de el algoritmo de planos cortantes (un
mecanismo de generacién por columnas) recibe el nombre de algoritmo de Dantzing-
Wolfe (mecanismo de generacion por columnas). En térnimos del problema primal ;
©(+) v ¢(+) son reemplazados en por combinaciones convexas apropiadas. Por lo
tanto, el punto

k-1
A darmz(a) = Zaixi
i=0

puede ser visto como como una soluciéon primal aproximada como lo menciona el si-
guiente resultado

Teorema 4.7. En el problema primal consideremos U convexo, ¢ concavo y ¢
afin. Supongamos ademds que el Algoritmo |9 aplicado a la funcién céncava ©: R™ —
R, puede ser usado con (4.11)) en lugar de (4.10). Cuando la parada ocurre, denotando
por & € Ay una solucion optima de entonces, (&) es un e—solucion del problema

primal (2.1)).
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Prueba. Note que por construccion z(a) es factible, ademds no existe salto de dua-
lidad entre los programas lineales (4.11)) y (4.12), utilizando la convexidad de ¢ resulta

= 3 dipler) 2 pla(a).

Por el criterio de parada (4.8]) y la desigualdad de dualidad débil (2.7)) obtenemos
p(z(@) <0 <O +e < p(a) +e

para todo x pfctible para el problema primal (2.1)). a

4.2. Aplicacion al lagrangiano sharp
Dado el problema de optimizacién

mgn fi(z)
sa rveX (4.13)
<C,.T> - CQ(J:) S 07

donde f7, ¢ son funciones convexas y lineales por partes y X es un conjunto poliedral,
la principal dificultad en el problema estd en la restriccién DC' (diferencia de una
funcién lineal y otra convexa). Estamos interesados en calcular el lagrangiano sharp
de considerando la norma 1. Asociando un multiplicador escalar A > 0 a la
restriccion DC, el lagrangiano (clésico) viene dado por

fi(z) + Ix(x) + M{(C,z) — ca(x)) si A >0
L(I’M:{—oo S A <0

La expresién del Ejemplo |3.29| nos dice que

lx,\,7) = sup L(z,2)

[z=Alle<r

como la norma dual de la norma 1 es la norma infinita, entonces

B sup L(z,2)
Uz, Ar) = {s.a A< z2<7r+ ).

Calculando este supremo con z € [max{0, —r+A},r+A] = [A—r+max{0,r—A},r+ ],
obtenemos

Uz, A\ r) = { L(z,A) +7({C,z) — ca(x)) si (C,x) —co(x) >0
T L(xz,\) —r({C,x) — ca(x)) — [r = A]T[(C,x) — ca(x)]” si (C,x) — co(x) <O.

Luego, en cualquier caso el lagrangiano sharp viene dado por
Ua, A1) = L(z, ) +r[(C,2) — ea(a)| = [r = AT [(C,2) — ea(2)]” .

El problema dual aumentado, consiste en maximizar sobre todo (A,7) € R x (0,00) la
funcion

(A r) = igfﬁ(m,)\,r) (4.14)
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Proposicién 4.8. Si ¢ no es identicamente —oco, entonces para cualquier solucion
dptima xy, € X del problema (4.14)) y para

c(xy,) == (Coxry) — ca(xry)

se tiene que

s 1) = — ( f(“””) T acl@a)” ) € (~d)(\ 1),

c(xy,)| — ac(xn,)”

cona=0siA—r<0;ac[0,l] siA=rya=1siA\—r>0.

Prueba. Para cada A; y 71, por definicién de ¢(A;,71), tenemos que

V(A7) < fi(zas) + (s e(@ag) + rile(@ag)| — [ — Ml e(an,)”
=\ r) + <c(:13>\,,,), A — )\>+|c(:v,\,7~)| (7‘1 — r) + c(x)\7r)_([7" At = [r - )\1]+)

o)) (4 o o

Para limitar superiormente el dltimo término a la derecha T := c(zy,)” ([r — \J* —
[r1 — A1] 1), consideremos la funcién convexa h(z) := [2]* definida para z € R. Es fdcil
ver que para todo z, z; € R vale la desigualdad

=0 2 <0
h(z) <h(z1) +a(z—2z) con «ag €[0,1] z2=0
=1 z>1.

Como T = ¢(xn,)” <h(r —A) — h(r; — )\1)), aplicando la regla de la cadena para «

como en la proposicion vale que

Tgozc(m,r)_<< _1)’(2:?>>7

s\ 1) = — ( ’C(l’x,r) + ac(zr,)” ) |

c(xy,)| — ac(za,)”

satisface la desigualdad del subgradiente, como se queria mostrar. O

y, en consecuencia

Algoritmo de subgradiente para el problema dual aumentado

Algoritmo 3: Subgradiente modificado

Datos: Dado una sucesién {t;}, con t;, > 0 para k = 1,2, -

1 Elegir Ay, y obtener sy = s(A1,r1) € (=) (A1, 7). Poner k =1

2 if s = (0,0) then

3 \ parar;

4 else

5 ‘ poner (Api1,Tkr1) = (Mg, Tr) — tk”‘;—:”

6 end

7 Obtener sp4; € 9(—1)(Mrt1). Reemplazar k por k + 1 y retornar al paso 2.
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Algoritmo de planos cortantes para el problema dual aumen-
tado

Recordando que la funcién dual aumentada esté definida por

(A ) = zlél)f{ Uz, \),
haciendo el cambio de variable # = (A, r), la desigualdad 6 < {(x, A\, ) debe verificarse
para todo x € X, por lo tanto el problema dual de maximizar (A, r) sobre (A, r) €
R x (0,00) es equivalente al siguiente problema

max 6
sa. #eR, (\r)eC, (4.15)
0 <l(z,\r), zelX.

Note que el problema (4.15]) es un programa lineal en las variables x, A y r. sin embargo
las restricciones son infinitas y no se conocen explicitamente. Supongamos que tenemos

los puntos xg, - - - , xx_1 en X y consideremos el siguiente relajacién del problema (4.15])
max 0
sa. #eR, (\r)eC, (4.16)

0 < /l(x;,\,v) para i =0,...,k—1

Este problema es un programa lineal con un nimero finito de restricciones y puede ser
resuelto. Sea (0, Ak, rx) una solucién éptima. Si esta solucién satisface , entonces
es una solucion para el problema dual. Para verificar cudndo se satisface , se
considera el siguiente subproblema

min l(z, A\, 1) s.a. v € X
Sea 1z}, una solucién para este problema, entonces (A, %) = (g, Mg, 7%). Si
O < O( Ak, 1), (4.17)

entonces (Ag, 7)) es una solucién para el problema dual. En otro caso, para (A, r) =
(Mg, 1) la desigualdad en (4.16|) se satisface para x = x. Asi, adicionamos la restriccion
0 < l(zy, A\, r) alas restricciones en y resolvemos el programa lineal. Es claro que
el punto 6ptimo actual (0, A, ) contradice esta restriccién anadida. Asi, este punto
se corta y por lo tanto el nombre, algoritmo de planos cortantes.
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Algoritmo 4: Planos cortantes modificado

Datos: Dado un conjunto compacto,convexo C' y una tolerancia de parada

e > 0.
[Inicializacién|. Escoger (Ao, 79) € C'y resolver el problema inf, ¢(x, Ao, ry) para
obtener zy := ), ,,. Poner k = 0.
[Problema maestro]. Resolver la relajacién (4.16)), para obtener una solucién
(Ok, )\k, T k:)
[Problema local]. Resolver el problema en (A, r):

[uny

N

w

infz{ﬁ(x, M, ) - T € X},

para obtener el préximo punto primal zj 1= xy, r, -
4 [Criterio de parada] if

Qk S E()\k, Tk) + €, (418)
then
5 ‘ parar
6 else
7 ‘ reemplazar k por k + 1 y retornar al paso 2
8 end

En este algoritmo nada nos garantiza que en cada iteracién, el valor de la funcién
dual crecera.

Relacién con el trabajo de Gasimov

En [5], Gasimov estudié el lagrangiano aumentado sharp para problemas de mi-
nimizacion con restricciones en forma de igualdad. En esta seccién realizamos una
descripcion en el contexto de nuestro problema considerando la restriccién en
forma de igualdad, es decir, consideramos el siguiente problema

mzin fi(z)
sa reX (4.19)
(C,z) — co(x) =0,

donde fi,co son funciones convexas y lineal por partes. En este caso los calculos se
simplifican considerablemente. Dada la parametrizacion dualizante

) siz € Xy (C,z) —c2(x) = —u
f(z,u) = { j:-léo) en caso cgnt<rari(z A 7

por definicion, el lagrangiano sharp viene dado por

Uz, A1) :irl}f{f(x,u) +rjul — (A u)} = inf {f(z,u) +rlu] — (\,u)}

—u=(C,z)—ca(x)

=fi(@) +r[(C.x) = ca(@)| + (A {C, 2) — ea(2))

Note también que

sup

() ERx (0,00) +00  en caso contrario

Uz, N\ r) = { filz) si (Cx) — () =0
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de esto se sigue que el problema primal (4.19)) puede expresarse de manera equivalente
como

inf sup U, N\, ),
TEX () r)ERx (0,00) ( )

tal y como lo afirma la primera igualdad en (3.14]) del Teorema m
En el presente contexto, el siguiente resultado, ver [5, Teorema 5], puede ser utilizado
como criterio de parada en el algoritmo del subgradiente modificado.

Teorema 4.9. Si no eriste salto de dualidad entre el problema (4.19) y su problema
dual aumentado correspondiente considerando el lagrangiano sharp y para algin (A, 7) €
R x (0,00) y T € X,

min f(z, A\, 7) = f1(z) + 7{C,Z) — c2(Z)| + (N, (C, Z) — ca(2)), (4.20)

zeX

entonces T es una solucion para (£19) y (\,7) es una solucion para su problema dual
correspondiente si y solo si

(C,z) — co(T) = 0. (4.21)
Prueba. Si se cumple (4.20) y se satisface (4.21]), entonces Z es factible para el

problema (4.19)), por lo tanto, (C,z) — c2(Z) = 0.

Reciprocamente si se cumplen (4.20) y (4.21) pero Z y (A, 7) no son soluciones,
entonces existe T factible para el problema primal tal que f1(Z) < f1(Z). Por lo tanto

h(@) <fi(@) = [(Z) +TIC,7) — e2()] + (A, (€, 7) — e2(T))

=min{(z,\,7) < sup min {(z, A\, r)
(\,r)eRx(0,00) reX

= inf sup Uz, N\ 1) < f1(2),
€X (\,r)ERX(0,00)

esto es una contradiccién y concluye la prueba del teorema. O
Recordando que el problema dual viene dado por

sup (A7),
(Ar)ERX(0,00)

donde (X, 7) := inf,ex £(x, \,7), la Proposiciénen este contexto adopta un formato
simplificado

Proposicién 4.10. Si ¢ no es identicamente —oo, entonces para cualquier solucion
optima xx, € X del problema (4.19) y para

c(xy,) == (C,xry) — ca(xrs)

se tiene que

s 1) = = (eloar), le(arl) € O(=D)AT).
Prueba. Para cada A; y 71, por definicién de ¢(A;,71), tenemos que

DA, m1) < fileae) + s elaag)) + rile(z,)]
= 1h(A\, ) + (c(zar), At — A)+|c(zr,)](r —7)

sso () (A7)
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luego, — <c(:z:>\7r), |c(x,\,,4\> € 9(—v)(\, ), como se queria mostrar. O

En el contexto del problema (4.19)) y con estos resultados, el Algoritmo |3| puede ser
mejorado del siguiente modo

» En el paso 2 ahora tenemos un criterio de parada, si ¢(z,,) = 0 parar, por el
Teorema , (A, 7) es una solucién para el problema dual y ), es una solucién
para el problema primal.

» En el paso 5 modificamos la actualizacion del siguiente modo
)\k+1 :)\k + tkC(l'k), Tk+1 = Tk -+ (tk -+ Gk)|C($k>’, (422)
donde t, €, son escalares positivos que representan los tamanos de pasos.

El siguiente resultado, ver [, Teorema 7], muestra que a diferencia del método del
subgradiente desarrollado para problemas duales formulados utilizando el lagrangiano
clasico la nueva iterada mejora estrictamente para todos los valores de los tamanos de

paso tr y €g

Teorema 4.11. Supongamos que el par (Mg, ) € Rx (0,400) no es una solucion para
el problema dual y x), € argmin f(x, A\, ry), entonces para la nueva iterada (Agy1, Tke1)
calculada por (4.22) para todo tamano de paso ty y € tenemos

0 < P Nir1, Thr1) — YAk, ) > (2t + €)|c(zp) .

El siguiente resultado nos dice que para ciertos valores de los tamanos de pasos tj
y €, la distancia entre los puntos generado por el algoritmo y la solucion del problema
dual decrece en cada iteracién (ver [10, Proposicién 6.3.1])

Teorema 4.12. Sea (A, i) cualquier iteracion, que no sea solucion para el problema
dual,luego c(xy) # 0, entonces para cualquier solucion dual (A, T) tenemos

(A7) = Nt )| < T T) = (Mg 7|

para todos los tamanos de paso t; tal que

200N, 7) = (M, i)
5lc(zy)|?

Anélogamente al caso del algoritmo de subgradiente, en [5], considerando (4.19)
como problema primal, se hace una modificacién del Algoritmo [4] y se presenta un
algoritmo combinado que contiene iteraciones del método de planos cortantes usual
(calculado para el problema dual construido respecto al lagrangiano sharp) e iteraciones
del método de subgradiente modificado descrito en la seccciéon anterior.

Esta modificacién consiste en tomar en cada iteracion el valor mas reciente de la
funcién dual e incrementando este al aplicar las iteradas del método de subgradiente
modificado descrito. Asimismo, en este caso, se tiene un nuevo criterio de parada, puesto
que es solamente una condicion suficiente mas no necesaria para la optimalidad,
puede suceder que el procedimiento se convierta en la solucién éptima (A, %), pero
aun no se satisfaga y por lo tanto el algoritmo continua realizando nuevas itera-
ciones. Esta situacion logra solucionarse utilizando la condiciéon necesaria y suficiente
para la optimalidad presentado en el Teorema 4.9

A continuacién realizamos la formulacién dual generalizada de un problema de
manejo de energia.

0<ty <

y 0 <ep <ty
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Aplicacion a un problema de energia y perspectivas
futuras

En este trabajo se ha estudiado la teoria de dualidad clasica y la dualidad en un
marco general utilizando la transformada de Fenchel, resaltando la importancia de esta
ultima debido a su capacidad para eliminar el salto de dualidad aiin en problemas no
convexos. En particular se ha puesto atencion especial a problemas de optimizacién
DC' debido a su importancia en aplicaciones practicas.

Un trabajo futuro pendiente es la implementacién orientada a problemas de despa-
cho energético utilizando una aproximacién numérica via el lagrangiano generalizado.

A continuaciéon se explica el modelo binivel considerado para manejar de modo
eficiente una “smart grid”.

5.1. Un problema de manejo de energia

En optimizacién energética, el problema llamado despacho de corto plazo permite
producir energia eléctrica durante un periodo de 24 6 48 horas, coordinando la pro-
duccién de un conjunto de generadores eléctricos de modo a satisfacer la demanda del
sistema con costo minimd]

En contraste, los problemas llamados de “unit commitment” en la literatura con-
sideran para cada periodo de tiempo y para cada usina, también cuales generadores
deben ser puestos en marcha y cuales apagados. Modelar este tipo de accién requiere
variables 0-1 para representar los estados “prendido” y “apagado”. En este trabajo no
son consideradas variables binarias, habiéndose preferido representar incertezas en la
generacion renovable (por fuentes solares o edlicas intermitentes). En el contexto de
optimizacién binivel presentado a continuacién, el modelo estocastico en variables con-
tinuas ya complica suficientemente el problema de optimizacion que debe ser resuelto.
La inclusién de variables 0-1 puede ser una extension interesante de la investigacion
iniciada con este trabajo.

Lo maximizando los ingresos de los generadores de energia
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5.2. Formulacion binivel

Nos concentraremos en estudiar un modelo de interacciéon entre un actor global y
un actor local representando una “smart grid”. El actor local dispondra de diversas
tecnologias de generacion de energia, tales como paneles solares o generaciéon edlica, e
intentara satisfacer la demanda local (de los componentes de la “smart grid”). Por su
parte, el actor global representa un gran productor de energia, que dispone de varias
usinas eléctricas y es responsable de mantener el balance entre generacion y demanda
en la red de transmision de todo el sistema eléctrico considerado.

La interaccion entre los dos tipos de agentes se da a través de la comercializacion
de energia eléctrica, ya sea porque el agente local no tuvo suficiente produccién propia
y debe comprar energia de la red, o porque la “smart grid” tuvo una generaciéon mayor
a su demanda, y le vende el excedente al actor global, para uso en la red “nacional”.

La energia intermitente tiene efectos indeseables en la calidad de la electricidad,
pues causa variaciones bruscas de voltaje, que no fueron previstas al disenar la red de
transmision. Por ejemplo, rafagas intensas de viento aumentan subrepticia y despro-
porcionadamente el aporte de energia edlica. De modo similar, cuando el sol se pone,
quienes durante el dia eran productores de energia solar y no usaban luz del sistema,
se tornan consumidores, todos al mismo tiempo, y en un horario de punta. Para ate-
nuar estos vaivenes, el actor global aplica un dispositivo llamado “peak-shaving”, que
le permite desplazar parte de la demanda del actor local que llega en horarios de pun-
ta para otro momento, menos critico, porque la red estara menos congestionada. FEn
compensacion por la potencial pérdida parcial del servicio, el actor local recibe tarifas
preferenciales para la compra de energia en algunas horas.

En lineas generales, el actor global optimiza la gestién global de energia del sistema,
de modo a mantener la red eléctrica en equilibrio, satisfaciendo la carga/demanda en
las barras de la red, con minimo costo. Como el sistema contiene fuentes de energia
intermitente, la demanda en cada paso de tiempo no se conoce de antemano, y esta
representada en el modelo por un conjunto de escenarios, {d? : s € S}, con probabilidad

asociada m, > 0 satisfaciendo Zws = 1.

seS
Por su parte, en funcion del precio fijado por el actor global para la compra y venta

de energia, el agente local optimiza el funcionamento de su “smart grid”, para un valor
de demanda estimada en funcion de su conocimiento de los clientes locales, denotada
por d', un valor deterministico.

Dependiendo de cuanto viento sople en un determinado momento, deberan efec-
tuarse correcciones para ajustar la generaciéon (y no producir energia de fuentes no
edlicas, més caras, si hay suficiente viento). Para representar este fenémeno, algunas
componentes del vector de decision son variables aleatorias. El modelo considerado pa-
ra tratar la incerteza funciona en dos etapas, con recurso (“two-stage with recourse”
en inglés, [11]) Més precisamente, independientemente de la realizacién de la incerteza,
tanto el agente global como el local deciden los valores de la generacién e intercambios
para un primer conjunto de variables, denominadas “first stage”, o “here-and-now”. En
la segunda etapa, una vez que la generacion incierta se torna conocida, solamente el
actor global corrige sus decisiones de primera etapa, para ajustarlas a la realizacion de
la incerteza, generando por ejemplo mas electricidad en algunas usinas. Este segundo
grupo de variables son llamadas de recurso, o de tipo “wait-and-see”.
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Para un horizonte temporal con T" periodos, se adopta la notacién siguiente:

d € RT representa la demanda total en cada paso de tiempo. Por simplicidad,
se supone que no hay déficit de energia: la carga de todo el sistema es la suma
algebraica de la carga del actor global y el actor local, es decir, d = d9 + d', con
d? e {df:seS}.

La generacion de energia proviene de las m fuentes disponibles en el sistema, de
las cuales las indexadas {1, --- ,m,} son propiedad del actor global, en tanto que
los indices {m, + 1,--- ,m} corresponden al actor local.

los vectores zq, - - - , x,, representan decisiones relacionadas con la generacion de
la i—ésima planta o tecnologia, para i = 1,--- ,m (nuclear, de carbén, hidro-
eléctrica, solar, edlica),

Los conjuntos X!,---  X™ contienen las restricciones tecnoldgicas asociadas con
estas decisiones.

xg es el vector de gestion de demanda, con costo ¢f y conjunto de restricciones
X0,

Las funciones de costo cfj,- - , ¢y, son lineales.

A° ... A™ son matrices tales que A’z; representa el efecto de una decisién dada
sobre la cantidad de energia generada. De modo general, la ecuacién de satis-
faccién de la demanda se expresa como una restriccion afin de igualdad de la

forma .
Z AjZEj = d .
§=0

Los intercambios de energia adoptan dos formas:

e cuando el actor local tiene un excedente y°, éste es comprado a precio c® €
R” por el actor global, hasta una cota j°.

e Si, en cambio, el actor local tiene escasez de energia generada con fuen-
tes propias (no puede satisfacer la demanda en su smart grid), compra la
electricidad faltante ' del actor global, a precio ¢! € R”, hasta una cota .

En la formulacién binivel el actor local debe resolver el siguiente problema de op-

timizacion:
( m
min (e ) = () + ()
xngrlv"""Em’ye’yl i=mo+1
=mg+1
s.a. r;e€X!, j=myg+1,---,m
y € [0,5°] CRT,y' € [0,7] CR”
yl —ye + Z Ajl‘j = dl — Zijj — AOI‘().
. J=mg+1 jeL
En la dltima ecuacién, de demanda local, el conjunto L C {1,...,m,} representa

las usinas del actor global que pueden generar electricidad en la “smart grid”. En
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consecuencia, como las variables zg y {z; : j € L} son decididas en el nivel superior,
por el actor global, el problema del agente local tiene la forma abstracta

min (C,v)
o) =4 sa vev (5.1)
Mv =d' — Nu'.

donde

- ul= (950, {xj}j€L>’ uti= X X [Lie, &,

V= <{Ij};‘n:mg+1a Y yl)a V= H;n:mg-i-l X x RT x RT,

C .= <{Cf};'1mg+1a —ce,cl>,

M = ({Aj}gn:ngrla —Irxr, ITXT):

N = (AO, {AJ’}JEL).

Supondremos que el problema del agente local tiene recurso completo. Para
nuestra aplicacion esto significa que la capacidad de generacion del actor global y el
actor local siempre conseguiran satisfacer la demanda, para cualquier escenario consi-
derado. Esta hipdtesis nos permite asegurar que el problema primal es factible y que
hay un dual.

Lema 5.1 (Propiedades del problema de nivel inferior). El problema del agente local
(5.1)), considerando su parametrizacion en las variables “here-and-now” de primer nivel,
u!, define una funcion convexa, linear por partes y con subdiferencial dado por

Ocy(uy) = —N argmax{(d' — Nu},7) : M"r < C}
Prueba. El problema dual de (5.1)) viene dado por

max <dl—Nu1,v>
sa. Mnm<C(C.

definiendo
v(z) :==inf{(C,v ) : M"v = z, para v € V}

entonces cp(ul) = v(d' — Nu'). Si el conjunto primal factible es diferente del vacio y el
dual también es factible entonce v(z) es finito y

max (z,7)
s

V\zZ) = =
(2) sa. veVv sa Mr<C

min (C,v) {
Mv =z.

de esta expresion, siendo v el maximo de funciones afines, concluimos que la funcién
¢y es convexa, lineal por partes. Por otro lado, como I =TI(C) := {7 : 7 € M'x < C}
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es un poliedro entonces IT = co{w!,--- ,w'} + I, donde Il es un cono de recesion,
luego

max (z,7) ~max (2,35, auut) max (z,d)

v(z) =

max  (z,w') n 0 si(d,z)<0
sa. =1 , L +oo si (d,z) >0,

luego Ov(zp) = co{w! : (2o, w') = v(2)} = argmax{(zg, ) : 7 € II}, de donde aplican-
do la regla de la cadena obtenemos
dcy(uy) = ov(d' — Nup) = —N argmax{(d' — Nu},7) : 7 € II}.

|

Recordando que el agente global usa variables de recurso para corregir las decisiones
“here-and-now”, el problema de optimizacién del nivel superior se escribe como sigue:

min (cf, @) + (¢, y%) — (L) + > mQ(y)

x}y
‘ seS
sa wx; €X', 7=0,---,my
($m9+1, o, T, ?/67 yl) € argmin "
con
( mg
min Z ¥ oad
a’ﬂi’”"xfng . < J’ j>
Q°(y) := sa. 1S E€X j=1,---,my
mg
; l
Y Alzs=df -y +y
\ Jj=1

En optimizacién estocastica la funciéon Q*(y), que representa el impacto de las
correcciones realizadas para ajustarse a la realizacién s-ésima de la demanda incierta,
se llama funcion de recurso. Por simplicidad, empleando nuevamente una formulacién
abstracta, resulta el problema del agente global

min (€', u') + ) 7.Q°(v)

oy seS

sa uleu (5-2)

v € argmin (5.1]) .
En formato abstracto, la funciéon de recurso es
min (C?,u?)
Q'(v) =19 sa ueU? (5.3)
Wu?=d¢ —Tv,

donde definimos U* := ™ X7, y las matrices W := {A7}7" y T := [-1,I]

Lema 5.2 (Propiedades de la funcién de recurso). Para cada escenario de demanda
d? dado y para cada vector de sequndo nivel v, la funcion de recurso definida en (5.3
es convexa, linear por partes y con subdiferencial dado por

0Q*(vo) = —T argmax{(d? — Tvo,7) : W'nr < C?}.
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Prueba. La prueba es idéntica a la del Lema 5.1
O

Siguiendo la transformacién de la funcién de valor 6ptimo debida a [4], reescribimos
en el problema (5.1))-(5.2)) la restriccién “abstracta” como sigue

v € argmin (5.1) <= (C,v) < cp(u') para todo v € V tal que Mu' + Nv =d'.

Resulta el problema

min (€', u') + ) 7.Q°(v)

oy ses

sa uleU,vev (5.4)
Mu' + Nv = d'
<Ca V> < CQ(U'1> :

La funcién objetivo es convexa y lineal por partes, por el Lema [5.2] en tanto que la
ultima restriccién es de tipo DC (diferencia de una funcién lineal y otra convexa lineal

por partes), por el Lema .

5.3. Formulaciéon dual generalizada del problema

Para poder aplicar las técnicas de dualidad no convexa a la restriccion DC, alige-
ramos la notacién una vez mas, definiendo

T = (Ul,V), X :=U' XVﬂ{(ul,v) : Mu1+Nv:dl}

la funcién objetivo

fi(z) == (" u') + Z’/TSQS(V)

ses
y escribimos la restriccién en variable x, para trabajar con el problema

mmin fi(z)
sa reX (5.5)
(C,x) — co(x) <0.

Asociando un multiplicador escalar A > 0 a esta restriccion resulta un lagrangiano
Lz, \) = fi(2) + Ix(z) + A((C,x) . cgm) .
Por el Ejemplo el lagrangiano Sharp tiene la forma
U, A1) = Lz, ) +r[{C.x) — c2(@)| = [r = 9] [(C,2) — ea(2)]

En efecto considerando la norma dual de la norma 1 (en este caso el valor absoluto) es
la norma infinito, la expresion en el Ejemplo [3.29

Uz, \,7)= sup L(zx,z)

lz—ylle<r
resulta

sup L(z, z
laAr) = s.ap —E"—i—;\SZS?‘-F)\-
= L(z,\)+7r|{C,z) — ca(x)| — [r = A\]T[(C, z) — ca(x)]”
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Como no tenemos disponible explicitamente ni f; ni ¢, en la k-ésima iteracion
tendremos las aproximaciones de planos cortantes
ff( ) = max{ fi(x +<g T — x’> = []]f} y cg(:c) = max{CQ(xi)+<’yi,m — xl> = If},

para conjuntos de indices I]'f I8 c {1,...,k — 1}. Como tanto f; y ¢, son convexas,

i< fiy & < cy, mds ain por ser lineales por partes, las aproximaciones coinciden
con las funciones a partir de algun k.
Para las lagrangianas resultan las aproximaciones

LH(w,\) = fi(@) + Le(@) + A ((C.2) = ()

ék(xv )\,7’) - Lk(x’ )‘) + T| <C>*’E> - ég(l’ﬂ + [T - )‘]_ [(C,$> - ég(l‘)} )

luego, la aproximacién de la funcion dual generalizada en la k-ésima iteracion viene
dada por:
O%(\,r) := min{(*(z) : 2 € X}

Denotando por w = (C,z) — ¢i(x), y teniendo en cuenta que w = w' — w™y que
|w| =wT 4+ w™ la funcién dual generahzada adopta la forma

min{f{(z) + (r + M[(C,2) = &(@)]" = (r = N)7[(C,x) = @)} (5.6)

5.4. Aproximaciones en la resoluciéon del problema

Considerando el cambio de variable y = f#(z), z = C(z) — & (z) en (5.6), obtenemos
el problema lineal

min 0z +y+ (r+X)zm—(r—X\)"z"
T,Y,2 T2
5.a. yzfl <gl7‘r l‘l>7’L:1,7l{}
—2>—(C,x)+ s+ (y,x—2a), i=1,-- |k (5.7)
Bx > d

(x,y,27,27) e R" x Rx Ry x Ry
que escribiendo matricialmente resulta
min(b,w) s.a. Cw >h, w=(r,y,27,27) ER" xR xR, x R,

con

-G+ 1" Opx1 O
b:=(0,1,(r+\),—(r=A)7), h:==(ff,ch,d), C=| 1% —TF 0pq —-1% 1% |,

Bmxn 0m><1 Om><1 0m><1
donde G* y I'* son matrices de orden k x n con los k gradientes ¢ y 7' en sus filas

respectivas; 1¥ es un vector columna de orden k x 1 cuyas entradas son unos; f¥ y ck
son vectores en RF con componentes respectivos definidos por

(ff)i = fulz:) = (g", ")

()= ealet) = (1, afh > TR
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El problema dual de (5.7) viene dado por:

max (h, )

sa. a1 (=GF) +ay(1kc] = TF) + a3B = 0
Oéllk =1
aa(—1%) < (N (5:8)
apl® < —(r=XN)"

a = (a1, a9, a3) € RY x RE x R

Observacion 5.3. A partir del problema dual (5.8)), podemos obtener informacion
relevante de nuestro problema primal (5.7). Tenemos dos casos:

» Si —(r— X))~ < 0(& X > 1), entonces axl® < 0; dando como resultado un
problema dual infactible, pues p > 0 implica que ax1® > 0, luego el problema
primal (5.7) serd no acotado o no factible. Este caso es de poco interés.

» Si—(r— A" =0(& X <7r), en este caso obtenemos ay = 0, pues ag > 0 y la
suma de sus componentes es menor o igual que cero.

Lema 5.4. Dados dos niimeros reales z y b, denotando por z*,b" y 27 b~ la parte
positiva y negativa de z y b respectivamente, entonces z < b si y sélo si z+ < bt y
z= >b"

Prueba. Siz < b tenemos que 2t — 2z~ < bt —b~, considemos los tres casos posibles:
si b = 0 se cumple la conclusién. Si b > 0 entonces 2™ > b = 0 y en cualquier de los
subcasos |z] < b 6 z < —b obtenemos z* < b*. Finalmente si b < 0 entonces |z| > |b|
de donde obtenemos —zt — 27 < —b" — b~ y sumando con 2T — 2z~ < b" — b~ implica
que 2~ > b, por otro lado dado que b < 0 también se cumple que z* > b* = 0. Por lo
tanto en cualquier caso se cumple zT < b* y 2= > b~ . La otra implicacién se deduce
directamente por definicién de parte positiva y parte negativa de un nimero real. 0O

Observaciéon 5.5. Aplicando el Lema a las restricciones —z > —(c1,x) + ¢ +
(v, x —a%),i=1,---  k del problema lineal (5.7) obtenemos.

A7)z <+ [(Ca) — (@) y —(A=r)"27 < (A =7)7[(C,2) — ()]
Proposicién 5.6. Si (o, %0, 24, 25 ) €s solucién dptima del problema lineal (5.7, en-
tonces su valor éptimo es una cota inferior del problema (5.6). Mds atin yo = fF (o)
Prueba. Como (o, Yo, 20 , 2y ) es solucién éptima de ((5.7)), entonces

sor=yYo+ (r+Nzg —(r—=XN"zp <v+(r+A)z"—(r—A"z",

para todo (z,y,2",2") factible para (5.7). Mas atn yo = fF(z0) (en caso contrario,
obtenemos una contradiccién con la minimalidad de sp).
Por otro lado, si existiera 1 € X:

fi @) + (r + MC.an) = (2] = (r = X)7UC,21) — & (@1)]” < s0

obtendriamos una contradiccién, pues (z1,y; := fF(x1), 21 == [(C, 1) — (x|, 2z =
[(C,x1) — & (x1)]7) es factible para (5.7)) y so es el valor minimo, en consecuencia para
todo x € X se cumple

fi @)+ (r+y) ((C,2) =& ()" = (r—y) " ((C,2) =& (x))” = fi (wo)+(r+y)zf —(r—y) 2

O

La proxima etapa del trabajo sera la implementacion a un problema real como el
empleado en [3].
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