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Resumen

El presente trabajo, estudiamos la descomposicion de las transiciones de codimensiéon
uno, que altera el conjunto singular de una aplicacion estable de 3-variedades en el
espacio tridimensional R3; en particular cuando la 3-variedad es la S y M,, la suma
conexa de n copias de la S? x S*. Describimos el comportamiento topolégico del conjun-
to singular y las singularidades en el conjunto de ramificaciéon que involucra las curvas
cuspidales y colas de golondrina usando el 7 grafo asociado a este tipo aplicaciones
estables estudiadas. También, analizamos los efectos de estas descomposiciones en los
invariantes globales que introducimos, ademas de dar algoritmos para la construccién
de aplicaciones estables con conjuntos de ramificacion predeterminados.
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Abstract

In the present work, we study the decomposition of codimension-one transitions, that
alter the singular set the of stable maps from 3-manifolds in the three-dimensional
space R?; in particular when the 3-manifold is the S and M,, the connected sum of n
copies of the S% x S'. We describe the topological behavior of the singular set and the
singularities in the branch set that involves the cuspidal curves and swallowtails tails
using the 7 graph associated with this type of stable maps studied. We also, analyze
the effects of these decompositions on the global invariants that we introduce, as well as
giving algorithms for the construction of stable applications with predescribed branch
sets.
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Introduccion

El estudio de aplicaciones estables entre variedades es un tema de investigacién que ha
interesado a muchos matematicos alrededor del mundo, como Whitney H. [29], Mat-
her J. N. [I7], entre otros. Sigui6 Eliésberg J., en su trabajo [4], presenta resultados
sobre aplicaciones pliegue entre variedades de dimensiones altas. En dimensiones mas
especificas, tenemos que las aplicaciones estables de S! en R? fueron estudiadas por
Vassiliev V. A. [26]. Sigue Arnol’d V. I. [2], estudiando las aplicaciones de S! en R?;
Aircadi F. en [I] continué en esta misma linea y estudiando nuevos temas. Para apli-
caciones de R? en R?, es Goryunov V.V. [6], quien ahondé en este tema. Ohmoto T.,
Aircadi F., en [21], desarrollaron su trabajo para el caso de aplicaciones de M? en R?
(donde M? es una superficie cerrada), otros autores que esturdiaron y profundizaron
este tema son: Mendes de Jesus C., Hacon D. y Romero Fuster M. C. en [9] [10, 1],
Demoto S. en [3], y Kdlman T. [14]. Las aplicaciones de R? en R?, fueron estudiadas
por Goryunov [7] todo desde un punto de vista local. Para el caso global de aplicaciones
de M3 en R? (M3 es una 3-variedad) fueron estudiadas por Mendes de Jesus, R. Oset
Sinha C. y Romero Fuster M. C. en [22].

En este trabajo, nos centraremos en el estudio de las aplicaciones estables de 3-
variedades en R®, mds precisamente cuando la 3-variedad es S3, S% x S' y la suma
conexa finita entre ellas. Todo este estudio se hard desde un punto de vista global,
describiendo el comportamiento topoldgico de los componentes del conjunto singular,
curvas cuspidales y colas de golondrina de una aplicacién estable (ver Definicién ,
describiremos también la descomposicion de las transiciones de codimensién 1, lista-
das por [7]. Extenderemos y formalizaremos resultados de los trabajos estudiados por
Mendes de Jesus C., Oset Sinha R. y Romero Fuster M. C., en [I8] 19, 22], donde intro-
dujeron invariantes para la clasificacion de estas aplicaciones, como los grafos asociados
a aplicaciones estables. En [I8], Mendes de Jesus C., Oset Sinha R. y Romero Fuster
M. C. introdujeron estos grafos asociados a las aplicaciones estables de 3-variedades ce-
rradas y orientadas en R3. Una de las dificultades de los grafos asociados a aplicaciones
estables es que, para dos aplicaciones que tienen dominios no homeomorfos, podemos
tener que sus grafos sean idénticos. La Figura ilustra dos aplicaciones con dominios

distintos S% y S? x St en R? respectivamente, donde sus grafos asociados son iguales.



Esto fue observado por los autores en [23]. Esta dificultad nos permitié redefinir los
grafos introducidos en [I8] 23], sumando més informacién, que ayuda caracterizar las
3-variedades del dominio. Los grafos con estas nuevas informaciones seran llamados de
H-grafos (ver Definicién {4.1)).

Dividiremos este trabajo en 5 capitulos: el Capitulo 1 es una recopilacion breve de algu-
nos temas basicos, para entender los resultados que siguen en los siguientes capitulos;
comenzamos describiendo algunas 3-variedades, homologia, ntimeros de Betti, grafos,
aplicaciones estables entre variedades, aplicaciones estables de 3-variedades en R?, sus
grafos asociados y cirugias entre aplicaciones estables. El Capitulo 2 se enfoca en el
estudio exclusivo de las aplicaciones estables de S* en R3, en la cual introducimos los
invariantes globales de este tipo de aplicaciones; subdividimos las transiciones de co-
dimension 1 respecto a los invariantes; finalmente, enunciamos y mostramos algunos
resultados referentes a las relaciones de estos invariantes globales, obteniendo condi-
ciones para la construccién de aplicaciones estudiadas en este capitulo. El Capitulo
3 esta enfocado en la definicion de un nuevo grafo asociado a las aplicaciones esta-
bles de 3-variedades en R3, bautizado como el #-grafo; este grafo es basicamente una
redefinicién del G-grafo, asociado definido en [23]; también, estudiamos los efectos de
las transiciones de codimensién 1 sobre el J7-grafo de las aplicaciones estables. El
Capitulo 4 presenta las propiedades y resultados mas relevantes del .77-grafo asociado
a una aplicacién estable de la M,, en R3. El resultado principal de este capitulo es el
Teorema 5.5} también, en este capitulo, describimos las cirugfas entre aplicaciones esta-
bles usando los .77-grafos; al final, damos un esquema de construccion de aplicaciones
estables con ciertas propiedades preestablecidas. El Capitulo 5 es una generalizacion
del Capitulo 1, en el sentido que estudiamos las aplicaciones estables de la S3, la suma
conexa de n copias de la S? x S, denotado por (M, 6 n-(5% x S1)) a R3. Ademés
este estudio ya se realiza teniendo en cuenta los .77-grafos de estas aplicaciones, lo que
motiva a la definicién de mas invariantes globales, las cuales también ramifican mas las
transiciones de codimension 1 y enunciamos probamos también resultados que relacio-
nan este tipo de invariantes, dando también demostraciones alternativas (ver Teorema

5.5) al teorema principal (Teorema |4.10]) del Capitulo 3.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo, presentamos algunos conceptos y resultados importantes para facilitar

la lectura de los siguientes capitulos.

1.1. 3-variedades compactas y orientadas

Cubo con asas

En esta seccion, damos la definicién de un cubo con asas y describiremos algunas de
sus propiedades bésicas. En la siguiente seccién, describiremos como un cubo con asas
se combina para formar la descomposicion de Heegaard (Heegaard splittings). Para més

informacién, ver [12].

Definicién 1.1. Sean B, ..., B, una coleccién de 3-bolas cerradas y Dq,...,D,,,
Dj, ..., D), una coleccién de pares de discos disjuntos en J;_, 0B;. Para cada 0 < i <
m, sea ¢; : D; — D} un homeomorfismo. Sea H el resultado de pegar a lo largo de los

homeomorfismos ¢1, ¢s, ..., ¢,,. Cuando H es conexo lo llamaremos un cubo con asas.
Notacién: Usaremos el simbolo H™™ para denotar un cubo con asas construido con
n bolas y pegado a lo largo de m pares de discos.

Ejemplo 1.2. Un cubo con asas construido con 3 bolas, pegadas a lo largo de 5 pares

de discos. Este cubo con asas est4 denotado por H>%, ver Figura [1.1]
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Figura 1.1: Cubo con asas H>5.

)

Observaciéon 1.3. Para que un cubo con asas sea conexo es necesario que m > n — 1.
En la siguiente proposicién, presentamos algunas propiedades interesantes de los cubos
con asas.
Proposicién 1.4. [72] Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
a) Dado un cubo con asas H™™, entonces el género y la caracteristica de Euler estan
dadas por g(OH™™) =m —n+1 y x(OH™™) = 2n — 2m, respectivamente.

b) Dos cubos con asas son homeomorfas si y solo si sus bordes tienen el mismo

género.

¢) Un cubo con asa de la forma H™™, donde n > 1, es homeomorfa a un cubo con

asas de la forma H"bm=1,

d) Un cubo con asas de la forma H™™ es homeomorfa a un cubo con asas de la
forma HYm+1=n,

Demostracion. Solo probaremos la primera propiedad, la prueba de las otras puede
ser encontrada en [12]. Dado un cubo con asas H™™, primero calcularemos el género de
OH™™. Para conectar estas n bolas, es necesario un minimo de n — 1 pares de discos,

que al conectarlos es homeomorfa a una bola solida. Se observa que:
gOH")=m—-(n—1)=m—n+ 1.
Como x(OH™™) =2 —2g(0H™™), reemplazando el género g(0H™™), tenemos:

Y(OH™™) = 2—2g(dH™™),
= 2-2(m—n+1),

= 2n — 2m.



Concluyendo la prueba. [

Como ya conocemos algunas propiedades de la estructura de los cubos con asas, el
siguiente paso es poner estas “simples”’piezas juntas y formar més variedades compli-

cadas.

Observacion 1.5. Al tomar un par de cubos con asas Hy, Hs, del mismo género y

pegarlos juntos por un homeomorfismo ¢ : 0H; — 0Hs.

Hay una inclusién natural de H; y de H, en la variedad M = H; Ug Hy a lo largo
de ¢. Las imagenes de los bordes, dH; y 0H,, son superficies en M que coinciden
completamente. En otras palabras, hay una superficie 3, el cual es borde de H; en M
y de Hy en M. Si hubiésemos comenzado con dos cubos con asas en M y una superficie
a lo largo del cual sus bordes coinciden, podriamos inferir que M fue construido por
pegar los cubos con asas juntos. Asi, para entender las formas de que una variedad M
puede ser construida por pegar cubos con asas, deberiamos examinar las maneras que

un cubo con asas puede ser encajado en M tal que sus bordes coincidan.

De la Observacion obtenemos la siguiente definicién de una descomposicién de

Heegaard.

Definicién 1.6. Una descomposicion de Heegaard para una 3-variedad M es una terna
ordenada (X, Hq, Hy), donde X es una superficie encajada en M y Hy y Hs, son cubos
con asas encajadas en M tal que OH; = ¥ = 0Hy, = HHNHy y HH U Hy = M. La
superficie Y es llamada una superficie de Heegaard. El género de Heegaard de M es el

méas pequeno género posible de la superficie de Heegaard, 32, de una descomposicién de
Heegaard de M.

Teorema 1.7. [12] Toda 3-variedad compacta, cerrada, conexa, orientada posee una

descomposicion de Heegaard.

Ejemplo 1.8 (La 3-esfera). Una 3-esfera unitaria en R* es el conjunto de todos los
puntos cuya distancia del origen es una unidad. Esto es, {(x1, 22,73, 74) : 23 + 23 +

x3 4+ x5 =1} y es denotado por S®.

Una forma de ver una 3-esfera sin necesidad de preocuparse de R* es usar la proyeccién
estereogréfica, el cual nos dice que podemos pensar en S? como la unién de R? con un

punto en el infinito.

Sea B; el conjunto de puntos en S® donde su primera coordenada es negativa o cero,
esto es el conjunto de puntos por “debajo”del 3-plano definido por z; = 0. La aplicacién
i de la proyeccién estereografica envia este conjunto a la bola unitaria en R3, asi B,

es una 3-bola. El conjunto By C S® consiste de puntos donde la primera coordenada



en positiva o cero es homeomorfa a Bj, asi By es la segunda bola. La interseccién
S? = By N By es el conjunto de puntos donde la primera coordenada es precisamente
B1 y Bs. Asi, por definicién, la terna (52, By, By) es una descomposicién de Heegaard

de género cero para S°.

Observacién 1.9. A partir del Ejemplo [1.8] tenemos que el género de Heegaard de

S3 es cero.

Ademas, en el texto [12], se prueba que para cada entero no negativo g, existe una

descomposicién de Heegaard de S® de género g.

Ejemplo 1.10. Sea H;, H, dos cubos con asas de género uno, de la definicién de cubo
con asas, hay dos curvas simples o« C 0H; y  C dHs los cuales son bordes de discos

propiamente encajados en Dy C Hy y Dy C Hj, como en la Figura [1.2]

ot 5

Figura 1.2: Identificando « y 3 construimos S? x S*.

Asi, hay un homeomorfismo ¢ : 0H; — 0H,, tal que ¢|,(a) = . Si pegamos a lo

largo de ¢, el resultado M = H; U Hy es una 3-variedad conocida como S? x S*.

Ejemplo 1.11 (El 3-toro). El andlogo 3-dimensional del toro 2-dimensional, S* x S,
es el 3-toro, T° = S* x S x S'. Si parametrizamos S* como el intervalo [0, 1] con los
puntos finales identificados, entonces 7% es el resultado de identificar las caras opuestas
del cubo [0, 1] x [0,1] x [0, 1]. Sea C' el cubo y sea ¢ : C' — T* es la aplicacién inducida
por la inclusién [0,1] — S*. Los ocho vértices del cubo aplican a un solo vértice
v € T3. Aristas paralelas en C' aplican en la misma arista en T° asi las doce aristas
del cubo aplican a tres aristas en 7. Se prueba que T tiene una descomposicién de

Heegaard de género 3.

Ejemplo 1.12 (La 3-variedad M,). La 3-variedad M, es la suma conexa de n
copias de S? x S!, y tiene el género Heegaard es n, otra forma de construir M,, es a
partir de dos cubos con asas cuyos bordes tiene género n y identificar estos bordes por

el homeomorfismo ¢ como fue construido S? x S*.



1.2. Homologia singular, nimeros de Betti

Las referencias utilizadas en esta subseccién son [15], [20] y [27].

Definicién 1.13. Un subconjunto C' C R" es convexo si, dados z y y en C, el segmento
que va de x a y estd enteramente contenido en C. Note que una interseccion arbitraria

de conjuntos convexos es convexo.

Definicién 1.14. Si A C R" es la envoltura convexa (i.e. la cerradura convexa), de A

es la interseccion de todos los conjuntos convexos de R" que contienen A.

Definicién 1.15. Un p-simplejo s en R™ es la envoltura convexa de una coleccién de
(p+ 1) puntos {zo,...,z,} en R" en la cual z1 — x,...,z, — x¢ forman un conjunto
linealmente independiente. Note que esto es independiente de la eleccién del punto xg.

Los elementos o, . .., x, son llamados vértices de s.

Observacion 1.16. Observe que un 1-simplejo es un segmento de recta, un 2-simplejo
es un triangulo lleno (frontera con su interior), un 3-simplejo es un tetraedro lleno
(caras con su interior) y asi sucesivamente. Si a los vértices de s asignamos un orden
especifico, entonces s es un simplejo ordenado. Asi, s es un simplejo ordenado con

vértices xg, . .., Tp.

Denotemos por o, al p-simplejo de RP™ con vértices:

o = (1,0,...,0),...,21 = (0,1,0,...,0),...,2, = (0,...,0,1).
o, es llamando p-complejo simplicial con orden natural. Los puntos

o = (1,0,...,0),...,21 =(0,1,0,...,0),...,2, = (0,...,0,1),

son llamados vértices de o,,.

Definicién 1.17. Sea X un espacio topoldgico. Un p- complejo singular en X es una

funcién continua ¢ : 0, — X, siendo o, el p-complejo simplicial.

Definicién 1.18. Si ¢ es un p-complejo singular e ¢ es un entero con 0 < i < p,

definimos 9;(¢), un (p — 1)-complejo singular en X. Por:

82(925)(250, e 7tp—1) = ¢(t0, tl, Ce 7ti—17 O, ti, e ;tp—l)a

tenemos que 0;(¢) es la i-ésima cara de ¢.

Definicién 1.19. Si X es un espacio topolégico, definimos S,(X) el grupo abeliano

libre cuya base es el conjunto de todos los n-complejos singulares de X. Un elemento

7



de S,(X) es llamado una n-cadena singular de X si tiene la forma
> 100,
¢

. ’ . /
donde ng4 es un entero, igual a cero para todo, excepto para un numero finito de ¢ s.
Como el i-ésimo operador d; es una funcion del conjunto de n-complejos singulares en el

conjunto de (n—1)-complejos singulares, existe una tinica extensién a un homomorfismo
0; + Sp(X) — Sp1(X),

dado por 8,(3,16.6) = 3, nsdio.
Definicién 1.20. El operador borde, denotado 0, es dado por el homomorfismo
0: S (X) — S,_1(X),
donde 0 =0y — 01 + 0o — -+ (=1)"0p, = Y1 ,(—1)"D;.
Proposicién 1.21. [27] La composicion 0o 0 en
Sp(X) — Sp-1(X) — Sp—2(X)

es la aplicacion nula.

Definicién 1.22. Un elemento ¢ € S,,(X) es un n-ciclo si 9(c) = 0 (0 9,(c) = 0).
Un elemento d € S,(X) es un n-borde si existe e € S,11(X), tal que d = J(e) (o

d = Op41(€)). Puesto que 0 es un homomorfismo, definimos

Zp(X) =kerd y B,(X):=1Imo.
Observacién 1.23. La Proposicién implica que B,(X) C Z,(X) como subgrupo.

Definicién 1.24. Sea X un espacio topoldgico. Para cada n € N el grupo cociente

es llamado de n-ésimo grupo de homologia singular de X.

Observacion 1.25. El n-ésimo grupo de homologia singular de X mide el niimero de n-
ciclos que no son (n+1)-bordes. Geométricamente, los ciclos son objetos (combinaciones
lineales de n-complejos) que “comienza” y “termina” en el mismo lugar. Decir que no
son bordes (fronteras) es lo mismo que decir que existen “huecos” en el espacio. El

nimero de generadores de H,(X) nos da el nimero de huecos n-dimensionales de X.
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Para presentar algunos ejemplos de determinacién de los grupos de homologia singular

de ciertos espacios topoldgicos, necesitaremos de los siguientes resultados:
Teorema 1.26. [27] Si X es conexo por caminos entonces Hy(X) = Z.

Teorema 1.27. [27] Si X tiene el mismo tipo de homotopia de Y entonces Hy(X) =
H(Y), para todo k > 0. En particular, si X es homeomorfo a Y, entonces Hy(X)
Hy(Y), para todo k > 0.

I

Veremos ahora dos herramientas poderosas para el calculo del grupo de homologia de

espacios, el Teorema de Mayer-Vietoris y el Teorema de la Formula de Kinneth.

Teorema 1.28. [25/[Mayer-Vietoris] Sean U,V subconjuntos de un espacio to-

polégico X, tal que X = int(U) U int(V'). Entonces, existe una secuencia exacta larga,

hn -1

A g UAV) S HyU)® Hy (V) 25 Hy(X) 22 H (UnV) S

donde, g2(x) = (1. (2),33.(x), W2(y,2) = i%.(y) + B.(2) y A es el homomorfismo
conezion, con j7 :UNV — U, j3:UNV —V, 1:U—Xy i5:V — X son

las inclusiones naturales.

Teorema 1.29. [27][Férmula de Kinneth] Si X y Y son espacios topoldgicos,

existe un isomorfismo natural

Hy(X X Y) (@H ) Hoy(Y)) @ (@Tor X), Hypa(Y))),

para todo entero n > 0.

Corolario 1.30. [27] Si M y N son n-variedades orientables sin borde, entonces
W(M % N) @H ) @ H,_p(N),

para todo entero n > 0.
Lema 1.31. [27] Si M es una n-variedad con borde, entonces H;(M) = 0, para i > n.

Ejemplo 1.32. Se tiene el segundo grupo de homologia para los siguientes espacios:



o Hh(T ) XZ DZ D L.
o MH,)(S* x SY) = Z.

Definicién 1.33. Dado el espacio X, definimos el r-ésimo nimero de Betti dado por
b (X) =dimH,.(X),

para todo entero r > 0.

Ejemplo 1.34. Numeros de Betti de algunas 3-variedades:

53 T8 S2 x St
Hy =7, by=1| Hy>7Z, bo=1 | Hy=7, by=1
Hi={0}, by=0 | HH2Z®ZSZ, bj=3 | HHEZ, b =1
Hy 2 {0}, bo=0 | HoRZBLBZL, by=3 | Hy =7, by=1
=7, by=1| H327, by=1 | Hy =7, by=1

H, = {0}, asi b, =0, para todo entero n > 4.

Teorema 1.35. [27] Dado el espacio topoldgico X, la caracteristica de Euler de X

estd dada por

Grafos

En esta subseccién, introduciremos algunos conceptos de la teoria de grafos, necesarios

para este trabajo, para mas detalles ver [2§].

Definicién 1.36. Un 1-simplejo conexo es llamado grafo.

Una arista en un grafo G, conectando dos vértices u y w, serd denotada por el par [u, w]
o simplemente por uw cuando no hay confusion. En este caso, decimos que los vértices
u vy w son adyacentes. Las aristas de un vértice u son aquellas que se conectan a ese

vértice; esto es, las aristas de G del tipo uw.

Definicién 1.37. Cuando u posee una unica arista, u es llamado vértice extremo; este
caso, la arista de u es llamada arista extrema. Aristas adyacentes son dos aristas con

un extremo en comun. Un lazo en un grafo G es una arista de la forma uu.

Definicién 1.38. Un camino en un grafo es una sucesién alternada de vértices (dis-

tintos) y aristas

Vo, [Uo,vl], U1, [Uh U2]7U27 ceey Up—1, [Ut—bvt]; Vg
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El niimero natural ¢ es llamado de tamano del camino. S vy = v;, con t > 1, en este

caso el camino sera llamado ciclo.

Ejemplo 1.39. La Figura ilustra cuatro ejemplos de grafos. El grafo en a) no tiene

ciclos, en b) y ¢) tienen un ciclo y en d) tiene un lazo (ciclo con unica arista).

Definicién 1.40. El ntimero de ciclos de un grafo G es llamado nimero de Betti de G

y es denotado por b1(G).

Lema 1.41. [13] Sea G un grafo, el nimero de ciclos estd dado por

donde V' y p son, respectivamente, el niumero de vértices y aristas de G.

Definicién 1.42. Un drbol es un grafo G que no posee ciclos.

Por ejemplo, el grafo ilustrado en a) es un arbol.
a) b) c) d)
Figura 1.3: Ejemplos de grafos, a), b) bipartitos, ¢), d) no-bipartitos.

Definicién 1.43. Un grafo G es llamado bipartito si es posible atribuir signos + a cada
uno de sus vértices de forma que cada arista conecte vértices de signos opuestos. Caso

contrario, decimos que G es no-bipartido.

Teorema 1.44. [29] Un grafo G es bipartito si, y solamente si, todos sus ciclos tienen
tamano par. Caso contrario, si G tiene un ciclo de tamano impar, este es no-bipartito.

Consecuentemente, todo drbol es un grafo bipartito.

1.3. Aplicaciones estables de 3-variedad en R’

En esta seccion, presentaremos algunos conceptos de la teoria de singularidades de
aplicaciones estables entre 3-variedades. Para mas detalle sobe estos conceptos ver las

siguientes referencias [5], [17] y [24].
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Aplicaciones estables en el espacio C*(M, N)

Sea M y N variedades diferenciables de clase C*° de dimensiones m y n, respectiva-
mente. Considere C*°(M; N) el conjunto de todas las aplicaciones de clase C* de M
en N. La topologia C* de Whitney en C*°(M; N) es definida como sigue. Dado € > 0

un numero real, entonces una vecindad fundamental de f € C*(M; N) es el conjunto

- = [olelf  lelg
{gEC (M,N) : ;_:1 S <e},
donde « recorre todas las m-uplas de nimeros naturales a = (aq,...,q,), tal que
la] = ay + -+ + a,, ademds
olel f olelf

0 Oxg, - OTq,

Considere el espacio C*(M,N) = {f : M — N, f € C*>} como el conjunto de las

aplicaciones suaves de M en N.

Definicién 1.45. Sean f y g elementos de C*(M, N), entonces f es A-equivalente a
g si existen difeomorfismos h: M — M y k: N — N, tal que el siguiente diagrama
conmuta.

M—L-N
ht\ k
Definicién 1.46. Una aplicacién f € C>(M,N) es estable si existe una vecindad

abierta Wy de f en C*(M, N) con la topologia C*°-Whitney, tal que cada g € Wy es

A-equivalente a f.

Definicién 1.47. El conjunto de las aplicaciones estables en C*(M, N) es denotado
por £(M, N). El conjunto A = C>®(M, N)\E(M, N), complementario del conjunto de

las aplicaciones estables en C*(M, N), es llamado conjunto discriminante.

Teorema 1.48. [17] Las aplicaciones estables f : M — N forman un conjunto denso

en el espacio de las aplicaciones C°(M,N).

Definicién 1.49. Sea f € C°(M, N), el conjunto singular de f, denotado por X f, es el
conjunto formado por los puntos de M, donde la diferencial de f no tiene rango méximo.
La imagen del conjunto singular, f(Xf), es llamado de conjunto de ramificacion de f

y es denotado por Bf.

Definicién 1.50. Un punto r € M\Xf es llamado de punto regular de f. Un punto

z € R? es llamado valor regular de f si f~1(z), contiene solo puntos regulares.
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En este trabajo, estamos interesados en el estudio de aplicaciones estables f : M —
R3, donde M es una 3-variedad compacta, orientable y sin borde. Por esta razoén, a
partir de ahora, a menos que hagamos menciéon de lo contrario, vamos a considerar

aplicaciones estables de este tipo.

En lo que sigue M serd una 3-variedad salvo se exprese lo contrario.

Conjunto singular y conjunto ramificacion

Segun [5] 22], el conjunto singular 3 f de una aplicacién estable f consiste de superficies
disjuntas encajadas en M, que seran llamadas superficies singulares. Cada superficie
consiste de puntos de plieque, curvas de puntos cuspidales (puntos cuya imagen es un
punto de cispide en el conjunto de ramificacién f(3f)), donde pueden existir puntos
de cola de golondrina isolados (ver Figura .

El conjunto de ramificacién de f, denotado por Bf = f(Xf), consiste de un con-
junto de superficies en el 3-espacio, no necesariamente disjuntos (puede tener auto-
intersecciones). A seguir, tenemos las formas normales de los germenes de esos puntos

singulares en el conjunto B f:

corte seccional punto cola de golondrina

X
. arista cuspidal

interseccion transversal

Figura 1.4: Ejemplos de puntos de curva cuspidal y cola de golondrina.
a) A;: un punto de pliegue, (z,v,2) — (2%, v, 2);
b) Ay: un punto cuspide, (z,y,z) — (2* + yz,y, 2);

c) As: un punto de cola de golondrina, (z,y,2) — (z* + yz? + 2z, 9, 2).

Por otro lado, el conjunto de ramificacion Bf = f(Xf) de una aplicacién estable f

puede tener auto-intersecciones de las siguientes formas:

i. A%: interseccién transversal de dos hojas suaves,
71. AgAq: interseccion transversal de una arista cuspidal con una hoja suave,

iii. A3: punto triple isolado obtenido por la interseccién de tres hojas suaves.
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A2 Ay Ay A3
Figura 1.5: Puntos del tipo A%, AyA; y A3.

Las componentes (superficies) del conjunto singular X f, de una aplicacién estable f :
M — R3, separan la 3-variedad M en regiones conexas, que son las componentes del

complemento M — X f.

Ejemplo 1.51. En la Figura tenemos f1, fo ejemplos de aplicaciones de pliegue
de la 3-esfera S3 en el espacio R3. Las superficies que componen el conjunto singular
(las superficies de pliegue) no pueden ser disenadas en la 3-variedad. En la Figura
son mostradas las imagenes del conjunto singular que forman las superficies del
conjunto de ramificacién (superficies encajadas en R?). En la aplicacién f;, tenemos
como conjunto singular 3 superficies disjuntas homeomorfas a una S? y divide la S3
en 4 componentes. En la aplicacion fs, tenemos 5 superficies como conjunto singular y

divide S® en 6 componentes.

3 3
f1 f2 g1 92

N

Figura 1.6: Ejemplos de aplicaciones de pliegue de S® y del 3-toro 7.

Definicién 1.52. Sea S una superficie singular tal que la imagen f(.S) es una superficie
compacta, conexa e inmersa en R3. A esta imagen le asociamos una direccion interior
(resp. direccion exterior) si la imagen de los puntos regulares en una vecindad tubular V
suficientemente pequena de S en M tal que VNX f = S estan en la region interior (resp.
exterior) de f(S). Esta direccién serd representada por un segmento perpendicular al

interior o exterior de f(.S) segin sea el caso, ver Figura

Ejemplo 1.53. Si consideramos la proyeccién canénica m: S* — R3, entonces X =
S? y suimagen 7(X7) = 7(S?) = 52 es solo una 2-esfera. Como la imagen de los puntos

regulares se encuentra en la regién interna de S?, esta tiene una direccién a su interior.

Note que una superficie de X f esta siempre separando las regiones de direcciones opues-

tas.
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Grafos de aplicaciones estables 3-variedad a R?

En [18, 23], los autores introdujeron grafos con pesos en sus vértices y aristas, asociados
a aplicaciones estables de una 3-variedad a R?® y estudiaron sus propiedades como

invariantes globales. A continuacién presentaremos la definicién de estos grafos.

Definicién 1.54. Sea J;", S; C M una coleccién de superficies disjuntas, encajadas
y orientadas en la 3-variedad cerrada. Definimos el grafo pesado G asociado a esta
coleccién de superficies en M como sigue: a cada superficies S; asociamos una arista
y a cada componente conexa M; de M — |J*, S; un vértice. Una arista es incidente
a un vértice si la superficie correspondiente a la arista es adyacente a la 3-variedad
representada por el vértice. Si una superficie es adyacente a una sola componente de
M —J", S;, entonces esta representard un lazo en el grafo. Los pesos son asignados
como sigue: dado un vértice v; (correspondiente a la region M; ), definimos su peso como
¢; = by(M;) — s; + 1; donde s; estd formado por el nimero de componentes conexas
del borde de M;. Intuitivamente, c¢; puede verse como el nimero de generadores de
Hy(M;), los cuales no estan determinados por las superficies adyacentes a M;. A cada

arista, asociamos un peso dado por el género, g;, de la superficie S; que esta representa.

Definicién 1.55. [23] Dada una aplicacién f € £(M,R?), donde M es una 3-variedad y
Y. f su conjunto singular, que son superficies orientadas inmersas en M. Por la Definicién
tenemos un grafo pesado asociado al par (M, X f); este grafo asociado serd llamado

grafo asociado a la aplicacién f y serd denotado por Gy.

Notacion: Sea G; el grafo asociado a la aplicacion f € £(M,R?), usaremos las siguien-

tes notaciones:

: numero de vértices de Gy.
D= E};lcj, peso total en los vértices de Gy.
: numero total de aristas de Gy.

Qo<

: = XE  g;, peso total en las aristas de G.
Mis adelante estas cantidades serdn definidas como invariantes (Por ejemplo E serd de-
notado por Ig como invariante).

Notacién: La 3-variedad dada por una S® con n asas (i.e. la suma conexa de n copias
de S? x S' con S?), serd denotada por M,, 6 #™(S5? x S'). En [23], los autores probaron

el siguiente resultado para grafos de aplicaciones estables de M,, en R3.

Teorema 1.56. [23, Theorem 5.5] Sea G un grafo bipartito con pesos enteros y positivos

¢; Y gi, en los vértices y en las aristas, respectivamente. Entonces, existe una aplicacion
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estable f : M,, — R3 tal que G = Gy con ¢; = ¢;(Gy) v g: = 9:(Gy) si y solo si

¢+ b01(G) < bs(My) <Y e +b1(G) + D gs. (1.1)

J=1 Jj=1

Corolario 1.57. Si f € £(S53 R?), entonces el grafo Gy es un drbol con peso cero en

sus vértices.

Ejemplo 1.58. En la Figura tenemos ejemplos de G-grafos de aplicaciones de S3 en
R3, cuyas superficies presentadas son los conjuntos de ramificacién de cada aplicacion.
Para ver una forma de construir estas aplicaciones, ver [§]. La aplicaciéon f; es la
proyeccién trivial de la 3-esfera en R3 la cual cuenta solo con una superficie singular
homeomorfa a la esfera S?, formada solo por puntos de pliegue cuyo grafo Gy, tiene
una sola arista con peso 0 en sus vértices y arista. La aplicacion fs tiene dos superficies
singulares homeomorfas a la esfera S? y una de ellas posee una curva cuspidal; por
tanto, Gy, es un arbol con dos aristas con peso 0 en sus vértices y aristas. La aplicacién
f5 tiene tres superficies singulares homeomorfas a la esfera S?, formada solo por puntos
de pliegue; por tanto, Gy, es un arbol con tres aristas con peso 0 en sus vértices y
aristas. La aplicacién f4 tiene cinco superficies singulares, tres de ellas homeomorfas a
la esfera S? y dos de ellas homeomorfas al bitoro bidimensional, todas formadas solo
por puntos de pliegue; por tanto, Gy, es un arbol con peso 0 en sus vértices, con tres

aristas peso 0 y dos aristas con peso 2.

3] A f2
N 0 N 0 0 0
\ | |0 /lo 0l \o[o
: 0 \ 0 0 \ 0 0

Figura 1.7: G-grafo asociado a aplicaciones estables de S® en R3.

Ejemplo 1.59. En la Figura , tenemos ejemplos de grafos de aplicaciones de S? x
S1 en R3, cuyas superficies presentadas son los conjuntos de ramificacién de cada
aplicacion. La aplicacién h; cuenta solo con una superficie singular homeomorfa al
toro bidimensional, formada solo por puntos de pliegue cuyo grafo Gy, tiene una sola
arista con peso 0 en su vértices y 1 en su arista. La aplicacién hy tiene dos superficies
singulares homeomorfas a la esfera S?; por tanto, Gy, es un ciclo con dos aristas con
peso 0 en sus dos vértices y aristas. La aplicacién hg tiene tres superficies singulares,

dos de ellas homeomorfas a la esfera S? y una homeomorfa a un toro bidimensional,
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formada solo por puntos de pliegue; por tanto, G, es un arbol con tres aristas con peso

0 en sus vértices y dos aristas, y con peso 1 en la tercera arista.

5% x St h1 b hs
0 0 0
0 0 1 010
0 0 0

Figura 1.8: G-grafo asociado a aplicaciones estables de S? x S! en R3.
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Capitulo 2
Aplicaciones estables de S° en R?

Este capitulo esta basado en los resultados obtenidos por Huamani N. B., Mendes de
Jesus C., y Palacios J. en []], en la cual se estudia las descomposiciones de las transicio-
nes de codimensién 1 que alteran el conjunto singular de las aplicaciones estables de S*
a R3. En dicho articulo se estudia el comportamiento topolégico del conjunto singular
y las singularidades en el conjunto de ramificaciéon que envuelven curvas cuspidales y
colas de golondrina que alteran el conjunto singular. También, estudiamos los efectos
de esas descomposiciones sobre las invariantes globales, ademas describiremos como

construir aplicaciones con un conjunto de ramificacién predeterminado. Los resultados

principales son el Teorema y el Corolario [2.18]

2.1. Transiciones de codimension 1 e Invariantes

globales

Recordemos que el complemento de (M, R?) en C*(M,R3) es el conjunto discrimi-
nante denotado por A. Consideremos una homotopia F : M x [a,b] — R3, (z,t) —
F(x,t) = Fi(z), entre dos aplicaciones estables f,h : M — R3. A medida en que ¢
varia en el intervalo [a,b], el conjunto de ramificacién de F, = f es deformado con-
tinuamente en el conjunto de ramificacion de F, = h. Puede suceder que para algin
to € [a,b], la aplicacién Fj, esté en el conjunto discriminante. Por ejemplo, si f y h son
A—equivalentes, entonces no necesariamente existe un ¢y € [a, b] tal que Fj, estd en el
conjunto discriminante. Sin embargo, si f y h no son A—equivalentes; entonces existe

por lo menos un ¢y € [a, b], tal que Fy, estd en el conjunto discriminante A.

Las aplicaciones en &(M,R?) tienen A.-codimensién 0, ver [22]. Las componentes co-

nexas de £(M,R?) son abiertos en el espacio de aplicaciones suaves C™(M,R?), y el
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conjunto discriminante estd formado por aplicaciones inestables (codimensién mayor

que 0 ) en C*(M,R3).

Figura 2.1: Esquema simbélico de los conjuntos C*(M,R3), £(M,R?) y A.

Marar y Tari listan las transiciones de codimension 1 en [IZS]] esta lista también se

puede encontrar en el trabajo de Goryunov [7] (ver Figura[2.3)

G
% .
=

2.1
A2.(’ 2 EZ 2 E;
2.h,+,—
K " /%b

A <7

Figura 2.2: Transiciones codimensién 1 uni-germenes. Imégenes retiradas de [7].
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El conjunto discriminante A puede ser visto como “paredes”(de dimensién infinita)
formadas por las aplicaciones de codimension 1. En las intersecciones de estas paredes,
estdn las aplicaciones de codimensién mayores que 1. El conjunto A separa £(M,R?) en
componentes conexas por caminos en C°°(M,R?). La Figura ilustra una configura-
cién simbdlica de C*(M,R3), £(M,R3) y A que puede ser obtenido por la interseccién

de un plano con el conjunto C*°(M,RR3).

Observacién 2.1. El espacio C*°(M,R3) es conexo por caminos, luego existe un
camino en C*(M,R3) que conecta dos aplicaciones en diferentes en clases de A-
equivalencia, y una homotopia entre estas aplicaciones atraviesa A pasando solo por

aplicaciones de codimensién 1.

La Figura muestra algunas transiciones de codimensién 1 (multi-germenes) dadas
en [7]. Estas transiciones no seran estudiadas en este trabajo pues no alteran o conjunto
singular de una aplicacion. Las transiciones que alteran el conjunto singular estan en
la Figura [2.3]

La Figura muestra transiciones de codimensién 1 (uni-germenes). Las formas nor-
males de las aplicaciones de transicién dadas [7], tienen la siguientes formas normales
(z,y,2) — (h(x,y,2,\),y, z), donde h es un polinomio y A parametro real. Las férmu-
las locales nos dicen que las aplicaciones son estables para A # 0 y no estables para
A = 0 (figuras del extremo izquierdo y derecho son estables y las figuras del centro son
las no estables, dadas en la Figura . En adelante o es el signo del eje cuspidal, y

las dos sumas en la notacién son los signos de los cuadrados de los coeficiente de .

ST
o DD C A At

Agv_v_ v - - ; AZ:5 JEE
“ > - 2
© u'mh/c =08

Figura 2.3: Algunas transiciones codimensién 1 uni-germenes. Estas imagenes fueron

tomadas de Goryunov [7].

Definicién 2.2. Una curva cuspidal, en el conjunto de ramificacién de una aplicacién

estable, es una curva cerrada que consiste solo de puntos de cuspide (ver curvas n,n; y

12, en Figura[2.4] parte i)).
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i)
Figura 2.4: Ejemplos de curvas cuspidales en el conjunto de ramificacion.

Es importante senalar que las curvas formadas por los puntos de la cispide y puntos
de cola de golondrina no se consideran como curvas cuspidales. Por ejemplo, la curva

a en la Figura parte i7) no es una curva cuspidal.

AGTY (2% + (y? + 22 — A\)x), nacimiento de un disco volador;
AGPT (2% + (y? — 2% + N\)x), transformacién hiperbélica de un eje cuspidal;

A7 s (2 — (y® + 2% + AN)z), muerte de una componente compacta de un eje

cuspidal;
A§ : Nacimiento del labio cuspidal con dos puntos de cola de golondrina;

Al Bifurcacién de picos en un eje cuspidal.

En este trabajo, solo necesitaremos las siguientes 5 transiciones: A‘;**, Ag*", AT,

¢, Al ilustradas en la Figura los cuales son las transiciones que alteran el ntime-
ro de curvas cuspidales; también pueden alterar la topologia del conjunto singular y
el nimero de puntos de cola de golondrina. Por motivos de conveniencia, las tres pri-
meras transiciones que alteran la topologia del conjunto singular se denotaran por L,
B y P, respectivamente. Veremos, con méas detalle, las propiedades de las transicio-
nes L, B, P, AS, A% y subdividir cada uno de ellos, si es necesario, para distinguir las
propiedades globales que pueden suceder cuando el camino que une dos aplicaciones

estables atraviesa estas transiciones.

Direccion de una transiciéon de codimension 1

Ya que una transiciéon de codimension 1 se efectiia de una aplicacién a otra, esta puede
modificar el nimero de ejes cuspidales, superficies singulares, etc. Si nuestra intencion
es medir la variacion de dichos numeros, entonces es necesario dar una direcciéon a
estas transiciones. En la siguiente definicion vamos a adoptar una direccion positiva o

negativa para las transiciones L, B, P, A y Ah.
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Definicién 2.3. Sea f una aplicacién obtenida de una aplicacién € de M a R3, de forma
que el camino que une f y £ pasa a través de T' € {L, B, P, A5, A"}, una transicién de
codimension 1. Diremos que la transicién T tiene direccién positiva (resp. negativa) en

los siguientes casos:

1. L tiene direccion positiva (resp. negativa) si f tiene exactamente una curva cus-
pidal més (resp. menos) que £. (Ver transicion A3 " Figura [2.3).

2. B tiene direccién positiva (resp. negativa) si f tiene exactamente una curva cus-
pidal y una superficie singular mas (resp. menos) que &; o si f tiene una curva
cuspidal menos (resp. mas) que & y la diferencia entre el género de las superficies
singulares de f y £ es —1 (resp. 1). (Ver transicién B_ , Figura .

3. P tiene direccién positiva (resp. negativa) si f tiene exactamente una curva cus-
pidal menos (resp. méas) que . (Ver transiciéon P Figura [2.5)).

4. A, Ab tiene direccién positiva (resp. negativa) si f tiene dos colas de golondrina
mas que £. (Ver transicién A5 Figura [2.5)).

Ejemplo 2.4. En la Figura 2.5 tenemos que la transicién A§ tiene direccién positiva;
pues, el camino F} : [0,1] — E(S3,R3), que une Fy = & y Fy = fi, atraviesa solo la
transicién A§; ademas f1, tiene dos colas de golondrina mas que &;. De manera similar
la transiciéon P tiene direccién negativa; pues, el camino Fy : [0,1] — £(S?, R?), que
une Fy = & v Fy = fo, atraviesa solo la transicion P; ademads, f, tiene una curva

cuspidal menos que &,.

A3 P

N

Figura 2.5: Ejemplos de direccién de una transicion.

22



Observacion 2.5. Del ejemplo anterior, si el camino F; va de f; a & (i.e., si construi-
mos & a partir de fi), tenemos que la orientacién de A§ ahora es negativo; pues, &
tiene dos colas de golondrina menos que f;. De esta manera, si la linea vertical debajo
de las transiciones representa a la transicién, la pequena linea horizontal perpendicular
a esta linea de transicién, que estd a la izquierda (o derecha) de esta linea de transicion

nos dice lo siguiente: (ver Figura

e Si un camino inicia de un lado de la transicién y la pequena linea horizontal
estd en el lado opuesto de la linea de transicién, y ademas este camino atraviesa

esa transicion, entonces la transicion tiene direccion positiva.

e Si un camino inicia de un lado de la transicién y la pequena linea horizontal
estd en el mismo lado de la linea de transicién, y ademds este camino atraviesa

esa transicion, entonces la transicion tiene direccién negativa.

De esta forma, si vemos la Figura [2.5] para conocer la direccién de las transiciones,
solo tenemos que tener en cuenta la orientacion de los caminos. De igual modo, si F;
va de & a f; entonces A§ tiene direccién positiva. Ahora si F; va de f; a & entonces
A§ tiene direccion negativa. Asi, en las figuras siguientes, se muestra el conjunto de

ramificacién de una aplicacion estable donde haya transicién entre ellas.

En esta seccion, introduciremos las definiciones de algunas invariantes globales para
aplicaciones estables de una 3-variedad en R?, esto con el fin de estudiar las relaciones

entre ellas cuando uno perturba la aplicacion continuamente.

2.1.1. Invariantes globales

Si f es una aplicacién estable de una 3-variedad compacta y orientada M a R3, las
superficies singulares en M, las curvas cuspidales, colas de golondrinas en f(3f) son
finitas, asi ©f = (J", S; y si ¢; es el género de la superficie S;, para cadai=1,...,m

Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.6. Sea f una aplicacién estable de una 3-variedad compacta y orientada

a R3. Consideraremos las siguientes invariantes globales de f:

Ig(f) : el nimero total de superficies singulares en X f,

Iy (f) : el niimero total de componentes regulares en M-Xf,

Ic(f) : el nimero de curvas cuspidales en X f,

Ig(f) : suma de todos los géneros de las superficies en X f, (:= Zfﬂf ) g)
Is(f) : el nimero total de puntos de cola de golondrina en X f.

23



A veces, escribiremos g en lugar de Ig(f), si no surge confusion, similarmente para

las otras invariantes.

Ejemplo 2.7. La Figura [2.6] ilustra algunos ejemplos del conjunto de ramificacién de
aplicaciones estables de S* a R? con Iy < 3, donde la terna de enteros son (I¢, I, Is).
Para Ir = 1, las aplicaciones estables tienen I < 4 y Is < 4; para Ig = 2, las
aplicaciones estables tienen I < 7y Ig = 0; para (Ig = 3), las aplicaciones estables
tienen I < 6 y Is = 0. Ademads, las curvas bajo el conjunto de ramificaciéon son sus

correspondientes secciones transversales.

(0,0,0) (2,0,0) (4,0,0)

-
IA

3.

Figura 2.6: Ejemplos de aplicaciones estables de S® a R3 con

Observaciéon 2.8. Hay otras invariantes que no seran analizadas en este trabajo. Por
ejemplo, el nimero de puntos triples Ir, el nimero de puntos dobles cerrados Ip, la
caracteristica de Euler de un conjunto singular (resp. ramificacién), ver [[22], pp. 400-

404] para mas detalles sobre estas invariantes. Tenemos,

IE IE

=> 2-g)=2Ip—-2) g =2Ip -2,

=1 =1

X(3f

~—
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donde cada g; es el género de la superficie singular de f correspondiente. Asi, x(Xf)

depende de Ig v Ig. De la férmula de Izumiya-Marar, se tiene

XFEF) = X(SF) + Ir + 1—2’5 Ly — I I+ %S

En particular, x(f(Xf)) depende de Ig, Ig, Is y Ir; sin embargo, este ultimo no es

considerado en la Definicién 2.6l

Si M = S3, entonces Iy = Ig + 1, el cual es consecuencia del teorema de Jordan-
Brouwer; donde X f es la unién disjunta de superfcies cerradas, orientadas e inmersas

en S°. Por tal motivo, solo consideraremos las invariantes I, I, I v Is.

2.2. Subdivision de transiciones de codimension 1

Las transiciones de codimensiéon 1, con las que estamos trabajando, son L, B, P,
AS y Al (ver Figura 2.7). Las tres primeras son las que modifican la topologfa, el
nimero de componentes del conjunto singular; ademas, de modificar el niimero de ejes
cuspidales. También, A y A% modifican los ejes cuspidales y principalmente el nimero

L - . C/\D

~—

R
% P

9

B

<

SO

g

(s

Figura 2.7: Transiciones de codimension 1.

de colas de golondrina. En los parrafos siguientes, describiremos el comportamiento y
la descomposicion de las transiciones de acuerdo con la alteracién del ntimero de curvas
cuspidales, cola de golondrina y superficies singulares en direccion positiva. El caso de
la direccion negativa es de manera similar, solo que los valores de los incrementos en

cada invariante son el negativo de los incrementos de los positivos (ver Figura [2.9).

L : Esta transicion no serd descompuesta. Esta crea una superficie singular homeomorfa
a una esfera, incrementando una unidad el nimero de superficies singulares y el niimero

de curvas cuspidales. Denotemos por ) y n la nueva superficie singular y curva cuspidal,
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respectivamente (ver Figura [2.8)). Asi,

(Ig,Ic,Ic, Is)(f) = (Ig, Ic, Ig, Is)(f') + (1,1,0,0).

B : Esta modifica no solo el nimero de curvas cuspidales, también el nimero de
superficies singulares y su género. Esta transcicion sera descompuesta en B, 4, By,
B_, vy B,. La Figura 2.9 muestra la imagen local de las transiciones en el conjunto de

ramificacién con respecto a la direccién positiva, donde:

L B_’g
F,__ T T
(Ig,Ic,Ig,Is) (Ig+1,Ic+1,1g,Is) (Ig,Ic,1g,Is) (Ig,Ic —1,1g—-1,Is)

e DSt EY°

Figura 2.8: Ejemplo de transiciones L y B_ .

e B_, : Las curvas cuspidales 1; y 72 en la superficie W uniendo cada una tan-
gencialmente en una curva cuspidal 1 en la superficie Z. En niimero de curvas

cuspidales y el género de una superficie singular disminuye una unidad (ver Figura

. Asi,

(g, Ic,Ia, Is)(f) = (I, Ic, Ia, Is)(f) + (0,—1,—1,0).

e By, : Dos arcos de aristas cuspidales 7, y 72 en la superficie W se unen una con
otra tangencialmente; luego, se divide en dos nuevas aristas cuspidales 31 y B2 en
una superficie Z. El nimero de géneros de una superficie singular disminuye una
unidad. Asi,

(IEv]Cv]Gv]S)(f) = (IEaICv[GaIS)(f/) + (0707 _170)'

e B., : Dos arcos, una que es curva cuspidal y la otra arista cuspidal 1, y as en la
superficie W, se unen una y otra tangencialmente; luego, se separa en dos aristas
cuspidales 81 y f2 en una superficie Z. El nimero de géneros y curvas cuspidales

disminuyen una unidad. Asi,

Up,Ic,1a, Is)(f) = (I, Ic, Ia, Is)(f) + (0,—1,—1,0).
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e B, , : Dos arcos de una curva cuspidal v en la superficie W se une una y otra
tangencialmente; luego, se separa en dos curvas cuspidales 1y y 15 en la superficie
F. El niimero de curvas cuspidales se incrementa una unidad y el género de una

superficie singular disminuye una unidad. Asi,
(IEa ]C7 IG7 IS)(f) = (IEy IC7 IG7 -[S)(f/) + (07 17 _17 0) .

e B, :Dos arcos de una curva cuspidal 1 en la superficie W se une una y otra
tangencialmente, separa en dos curvas cuspidales 77 y 15 en las superficies U; y
U, espectivamente. En ntimero de superficies singulares y el nimero de curvas

cuspidales se incrementan una unidad. Asi,

(Ig,Ic,Ia, Is)(f) = (Ig, Ic, Ia, Is)(f') + (1,1,0,0).

P : Esta transicion modifica el nimero de curvas cuspidales, superficies singulares y el

género de las superficies singulares. Esta transicién serd subdividida en P, y P,. Donde:

e P, : Esta elimina la curva cuspidal n y el género en la superficie W, obteniendo

una nueva superficie singular D. Asi,
(IE7 [C7 IG7 IS)(f) = ([E7 [C7 [GJ [S)(f/) + (07 _17 _17 0)

e P, : Esta elimina la curva cispidal n encogiéndolo y separdandolo para descom-

poner la superficie W en dos nuevas superficies singulares, K; y Ky (ver Figura

. Asi,

(IEv]Cv]Gv]S)(f) = (IEaICv[GaIS)(f/> + (17 _17070)'

A$ : Esta transiciéon no serd descompuesta. Esta crea dos colas de golondrina en
una region de una superficie singular formada por puntos de pliegue, nace el labio

cuspidal con dos nuevos puntos de golondrina. Asi,
([E7 [C'a [Ga [S)(f) = ([Ea [Ca [Gu [S)<f/) + (Oa 07 07 2)

Ag . Esta transicién altera el nimero de colas de golondrina y el nimero de curvas

: ‘ h h h :
cuspidales. Esta serd descompuesta en Ay,., A3 .y Az,. Donde:

o AN

3,2¢c
la superficie W. El nimero de curvas cuspidales disminuye dos unidades, y nacen

: Dos arcos de las curvas cuspidales 7; y 72 son unidas tangencialmente en
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dos nuevas colas de golondrina. Asi,

(IE7 ]C,]G,Is)(f) - (IE7IC7IG7]S>(f/) + (07 _2707 2)

° Ag . - Un arco de una curva cispidal 7 y una arista cuspidal a son unidas tan-
b
gencialmente en la superficie W. El niimero de curvas cuspidales disminuye una

unidad, y nacen dos nuevas colas de golondrina. Asi,

(IEv]Cv]Ga]S)(f) = (IE7IC7IG7IS)(f/> + (07 —1,0, 2)'

Ag,o 1%
F,_ I~ 15
7 g . M
(IE,IC,IG,Is+2) (IE,Ic,IG,IS) (IE+1’IC_1aIGaIS)

<< @)~

Figura 2.10: Ejemplos de transiciones A:fio y P,.

° Ago : Dos arcos de las aristas cuspidales o y as son unidas tangencialmente. El
9
numero de colas de golondrina incrementan dos unidades (ver Figura[2.10]). Asi,

(Ig,Ic, I, Is)(f) = (Ig, Ic, Ig, Is)(f') + (0,0,0,2).

Una imagen local de estas transiciones se muestra en la Figura [2.9]

TeT Al T L B—,g BO,Q BC,Q B+ag B, P.‘l Py Ag Ag,2c Ag,c Ag,O
F Alg | 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
i flAI|1|-1 | 0o |-1 |1 |1 |-11]-11]0|-2]-1]0
Alg | 0 | -1 -1 -1 |-1 0 |-1 0 0 0 0 0
Als [0 | © 0 0 0 |0 oo |2 212 |2
Cuadro 2.1: Incrementos de las invariantes sobre las transiciones 7" € 7 en direccién
positiva.
Escribimos:

T = {L’ B—7g’ BO,g? chgv B-hgv B, Pg> Py, A§> Ag,ch Ag,m Ag,o} . (2'1)
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Los efectos de las transiciones en direccion negativa alteran las curvas cuspidales, las
superficies singulares y las colas de golondrina exactamente de la manera opuesta a lo

que hacen las transiciones en direccién positivas, segtin sea el caso.

En la tabla [2.0] recogemos los efectos de todas las modificaciones de las invariantes
Ig, Ic, I, Is através de las transiciones en 7. Si una aplicacién f es obtenida desde una
aplicacion f’, a través del camino F}, atravesando una transiciéon T' en direccién positiva,
escribimos Alg = Ig(f) — Ig(f’) para el incremento de las superficies singulares en la
transicion T'. Similarmente, definimos los incrementos Al-, Alg v Alg en la transicién
T'. Por otro lado, f’ es obtenida de f a través del camino F_;, atravesando las transicion

T en direccién negativa. En este caso, tenemos: Algp = Ig(f') — Ig(f).

Figura 2.11: Ejemplo locales de las transiciones P,, A%, A%y Al,..
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Ejemplo 2.9. La Figura [2.11]ilustra los incrementos de los ntimeros de cola de golon-
drina Ig y curvas cuspidales I¢. Las curvas bajo de los conjuntos de ramificacion ilustra
cortes seccionales; estas tienen un segmento perpendicular y representa la direccion de
la superficie singular. Los segmentos horizontales en los trazos verticales apuntan al

sentido positivo de las transiciones. Uno tiene lo siguiente:

a) La aplicacién w; es obtenida de la proyeccién trivial de la S? en R?, tal que el
camino que los liga pasa por la transicién A§ en direccién positiva. La aplicacién
wy es obtenida de la aplicacion wq, tal que el camino que va de w; a ws, pasa por la
transicion P, en direccién negativa. Similarmente, se obtiene ws de la aplicacién

wy. Entonces: Io(ws) = Io(wy) +2 y Is(ws) = Is(wr).

b) La aplicacién w) es obtenida de la aplicacién wy, tal que el camino que los liga

pasa por la transicion A% en direccién positiva. Entonces: Is(w}) = Is(wr) + 2.

c) La aplicacién w) es obtenida de la aplicacién ws, tal que el camino que los liga,
pasa por la transicion Al , en direccién positiva. Entonces: Io(ws) = Io(wh) + 1
y Is(wy) = Is(ws) + 2.

d) La aplicacién wj es obtenida de la aplicacién ws, tal que el camino que los liga,
pasa por la transicion A%, en direccién positiva. Entonces: I¢(ws) = I (wh) + 2
y Is(wh) = Is(ws) + 2.

n utor robaron que, si un conjun ni n uperfici m-
En [23, [18], los autores probaro e, si {0 es un co to finito con E superficies co
pactas, orientadas, disjuntas e inmersas en S®, entonces existe una aplicacién estable

f:8% — R3, tal que f = Q. Construir estos ejemplos no es trivial.

La Figura ilustra ejemplos de secuencias de aplicaciones estables en que las inva-

riantes Iy, I, I, Is tengan un valor menor o igual a 3, asociado al par (Q, S3).

La parte i) comienza con la aplicacién fi, tal que (Ig, Ic, g, Is)(f1) = (3,0,0,0).
Ahora, f5 es obtenida de la aplicacién fi, tal que el camino que los liga pasa por la
transicién P, en direccién positiva. Asi, obtenemos: (Ig, Ic, I, Is)(f2) = (2,1,0,0).
Luego, f3 es obtenida de la aplicacién fs, tal que el camino que los liga pasa por la
transicion P, en direccién negativa. Asi, se obtiene: (Ig, Ic, Ia, Is)(f3) = (2,2,1,0). De

la misma forma, construimos la parte i) y iii) de la Figura[2.12]

La Tabla presenta un resumen de los efectos de las transiciones By 4, B, P, y P,

en las invariantes Ig, I¢, I, Is, obtenido de las aplicaciones construidas en las Figuras

21Ty RT12

Proposicién 2.10. Sea {S;}!; una coleccion de n superficies disjuntas y encajadas

en S* sin auto-intersecciones. Haciendo ¢ = X7_1g(S;), donde g(S;) es el género de S;.
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Figura 2.12: Ejemplo de transiciones B g4,
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Erl o 010 47 n | 4| 4| 4
TUP sl o s | G| & | & | bufha]hs|wn[ws|ws|wnfwi|ws|wh|ws|os
I (3202223223122 |2]1]1]1]1]1
Io |o]1|2|2|1]ol2]z]o|o]1]2|o]ofofol|2]0
Ic |oJofl1|1fo]o|z|2f2|ofz]2|oflof1]1]2]2
Is loloJolo|lo]olo]olo|2]2]2]2]4|2]|4]|2]4

Cuadro 2.2: Resumen de las transiciones en las Figuras y [2.12]

a) Eziste una aplicacion estable f : S — R3 tal que Xf = U, Si, Ic(f) =
g+m—1Ic(f) =qyls(f)=0.

b) Si m = 2n + 1; entonces, existe una aplicacion estable f' : S — R3, tal que
S =Um S, Ia(f) = 4, Io(f) = 0 y Is(f') = 2n+ 2q.

En cada una de las aplicaciones construidas, se puede alterar I y Is sin alterar Ig vy
Ig.

Demostracién. Considere a S% en R*, imagen de la inclusién de S2, por la aplicacién
j: 8% — R* Sea 7 : S® — R? una proyeccién trivial, tal que fy = 7 o j. Entonces,
Ie(fo) = 1y Ig(fo) = Ic(fo) = Is(fo) = 0. Probemos a), para esto construyamos
la aplicacién f de la aplicacién f; como se describe en la Tabla 2.3] La aplicacién fi
es obtenida de la aplicacion fy, tal que el camino que los une atraviesa m — 1 veces
por la transicién L en direccién positiva; de modo que (Ig, I¢o, Ig, Is)(f1) = (m,m —
1,0,0). Tenemos m — 1 nuevas superficies singulares, cada una tiene una curva cuspidal.
Finalmente, f es obtenida de la aplicacién f7, tal que el camino que los une atraviesa
q veces la transicién P, en direccién negativa, a través de m — 1, superficies creadas

por las transiciones previas. Asi, tenemos (Ig, Ic, I, Is)(f) = (m,q+m —1,0,0).

Para probar b), consideremos nuevamente f; como aplicacién inicial en orden para
construir la aplicacién f’ pasando por las aplicaciones fi, fo, f3 v f1, (ver Tabla .
Iniciamos la aplicaciéon fi, es obtenida de la aplicacion fy, tal que el camino que los
liga pasa n veces por la transiciéon L en direccién positiva; tal que (Ig, I¢o, Ig, Is)(f1) =
(n+1,n,0,0). Luego, f> es obtenida de la aplicacién fi, tal que el camino que los liga
pasa n veces por la transiciéon P, en direccién positiva; tal que (Ig, Ic, Ig, Is)(f2) =
(2n+1,0,0,0). Ahora, f; es obtenida de la aplicacion fs, tal que el camino que los liga,
pasa n-veces por la transicién A§ en direccién positiva; tal que (Ig, Io, Ig, Is)(f3) =

(2n+1,0,0,2n). Sigue que f; es obtenida de la aplicacién f3, tal que el camino que los
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Caso m=3 L P, 1) (m—1) veces q veces
.. — .E P

I N, 1 Fr

A I Jo 1 f
\ \ Ig 1 m m
\ \ @ @ Io 0 m—1 | g+m—1
Iq 0 0 q
) e DS e G Is 0 0 0

~

Cuadro 2.3: Resumen de la construccién de f de la parte 1) Proposicién m

liga, pasa g veces por la transicién P, en direccién negativa; tal que (Ig, I, I, Is)(f1) =
(2n+1,0, ¢, 2n). Finalmente, f es obtenida de la aplicacién fy, tal que el camino que los
liga pasa ¢ veces por la transicién Ag”c en direccién negativa; tal que (Ig, Io, Ig, Is)(f) =
(2n + 1,0,q,n + 2q). Esto completa la prueba. Finalmente, para alterar Is (res. I¢),
sin alterar Ig y I, basta que el camino atraviese la transicion A§ (resp. la transicién

Ay Al,.) en direccién positiva, tanto como uno desee. Asi, completamos la prueba.
O

2) n veces n veces n veces q veces q veces
C C C C C4h
L P, A P, As .

I ol fo fi fo f3 fa f
Ip 1 n+1 on+l | 2n+1 | 2n+l| 2n+l
Io 0 n 0 0 0 0
Iq 0 0 0 0 q q
Ig 0 0 0 2n 2n |2n+2q

Cuadro 2.4: Resumen de la construccién de f de la parte 2) Proposicién m

2.3. Relaciones entre las invariantes globales

El préximo resultado (Teorema [2.13|) determina los incrementos de las invariantes glo-
bales I, Is,Ig y Ig en funcién de las descomposiciones de las transiciones locales que

se tiene en el conjunto 7 dado en (2,1]).

Definiciéon 2.11. Sea T una transicién en 7 y consideremos el camino F; que une

dos aplicaciones estables. Decimos que el incremento local de T es +1 (resp. —1) si
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el camino F; pasa a través de T' en direccién positiva (resp. negativa). El incremento

global de T' es la suma de todos los incrementos locales de T'. Escribimos

_ e h hoh
V(T) = {£,;b_ 4,004, bc,g; b1 g, bu, Dy, Do, a3, Q3.9¢5 A3 ¢ a3,0}>
para denotar al conjunto de los incrementos de las correspondientes transiciones en 7T,
a lo largo de un camino que une dos aplicaciones estables.

Lema 2.12. Sea fo, f € E(S3,R3). Entonces, el incremento de Ic,Is, Ip y Ig, a lo
largo de un camino transversal a las transiciones de codimension 1 en T, estd dada

por:
Alg =+ b, + py,
Alg=—b_g—byg—beg—biy— Dy,
Al =0—=b_g—beg+byg+b,—py—py— QGQL,QC - alg,c:
Als = 2(a5 + az o, + @, + a3)-
Demostracion. De la Tabla Alp aumenta en 1 cuando pasa por una de las
transiciones L, B, y P,, pero no aumenta en nada si pasa por las demads transiciones.

Ast:
Al =1+ b, + p,.

Similarmente, de la Tabla uno puede verificar las otras igualdades. [

Teorema 2.13. Si f : S® — R? es una aplicacion estable, entonces las invariantes

Ip, I, Ig y Is satisfacen la siguiente igualdad:

Ie(f)+I1c(f)+1c(f)+1s(f) = 1+2(£+bv—b,’g—bc,g—pg+a§+a§70)+a§,c—b0,g. (2.2)

Demostracion. Considere la aplicacion f; como en la demostracion de la Proposicion
Si f: S — R? es una aplicacién estable. Entonces f puede ser obtenida de
fo pasando solo por transiciones de codimensiéon 1. Como solamente las transiciones

L, B, P, A5, Ah v sus respectivas subdivisiones alteran las invariantes I, Io, Ig v Is,

tenemos:
Ip(f) = Is(fo) + Alp = 1+ Alg, Ia(f) = Ia(fo) + Al = Alg,
Io(f) = Ic(fo) + Ale = Alg, Is(f) = Is(fo) + Als = Alg.

De estas igualdades, obtenemos:

]E(f) + Ic<f) + ]G(f) -+ ]g(f) = 1 + AIE + AIC + AIG + A]s.
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Y del Lema [2.12, obtenemos la igualdad ({2.2]). O

Ejemplo 2.14. Sea f una aplicacién estable de una 3-variedad a R3. A continuacién

ilustraremos el comportamiento local de su conjunto de ramificacién, donde s; y s9

son dos colas de golondrina (ver Figura [2.13). Estas colas de golondrina son creadas

y después eliminadas solo a través de la yuxtaposicion de caminos entre los nueve

caminos Fy, i =1,...,9. A continuacién describiremos cada uno de estos caminos:

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

F} inicia en wy; luego pasa por la transicién A’ic en direccion positiva, llegando
a f en la que se crea colas de golondrina s; y so. Continuamos por F; pasa por
Agyc en direccién negativa, llegando a f; (fs 0 ws); eliminando asi las colas de

golondrina s; y s;. En este caso, se tiene af, — by g = (1 —1) — 0 = 0.

F? inicia en ws; luego, pasa por la transicién Agﬁc en direccion positiva, llegando
a f, creando asi las colas de golondrina s; y ss. Continuando por F; pasa por
By 4 en direccién positiva, llegando a f3. Seguimos por F; pasando por AQO en
direccién negativa, llega a f;, eliminando asi las colas de golondrina s; y s5. En

este caso, se tiene af , — by = +1 — (+1) = 0.

F? inicia en ws; luego pasa por la transicién Ag’c en direccién positiva, llegando a
f, creando asi las colas de golondrina s; y so. Continuando por F; esta pasa por
By 4 en direccién negativa, llegando a f5. Seguimos por F; pasando asi por AQ’QC
en direccion negativa, llegando a fg, eliminando las colas de golondrina s; y ss.

En este caso, se tiene aff,, —byy = +1 — (—1) = 2.

F} inicia en f3; luego pasa por la transicién By, en direccién negativa, llegando a
f asi, se tienen las dos colas de golondrina s; y so. Continuando por F; este camino
pasa por By, en direccién positiva, volviendo a f3. Seguimos por F; pasando por
Al en direccién negativa, llega a f;, eliminando las colas de golondrina s; y so.

En este caso, se tiene af ) — by =0— (—=1+1) = 0.

F? inicia en f3; luego pasa por la transicién By, en direccién negativa, llegando
a f asi, se tienen las dos colas de golondrina s; y s5. Siguiendo por F; pasa por
By 4 en direccién negativa, llegando a f5. Luego pasando por AQL’QC en direccién
negativa llega a fg, eliminando las colas de golondrina s; y sg. En este caso, se
tiene af, —bpg =0— (=1 —1) = 2.

FP inicia en f3; luego pasa por la transicién By, en direccién negativa, llegando a
f; asi, se tienen las dos colas de golondrina s; y so. Continuando por F; pasa por
Al en direccién negativa, llegando a (f2 0 ws), eliminando las colas de golondrina

s1y s2. En este caso, se tiene af , — by, = —1 — (—=1) = 0.
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vii)

viii)

ix)

FY inicia en fs; luego pasa por la transicién By, en direccién positiva llegando
a f, asi se tienen las dos colas de golondrina s; y so. Continuando por F} pasa
por By, en direccién negativa volviendo a f5. Luego, pasa por AQQC en direccion
negativa llega a fg, eliminando las colas de golondrina s; y so. En este caso, se
tiene alf, —boy =0— (1 —1) = 0.

(1,1,1,2) 43 (1,0,0,2)

Figura 2.13: Relacién entre las trancisiones A% . y By ,. Donde F{ = f;.

F? inicia en fs; luego pasa por la transicién By, en direccién positiva llegando
a f, asi se tienen las dos colas de golondrina s; y so. Continuando por F} pasa
por By, en direccién positiva, llegando a f3. Siguiendo por F; pasa por A’g}o en
direccién negativa llega a f;, eliminando las colas de golondrina s; y so. En este

caso, se tiene af , — by =0— (1+1) = —2.

FY inicia en f5; luego pasa por la transicién By, en direccién positiva llegando a
f, asi se tienen las dos colas de golondrina s; y so. Continuando por F; pasa por
Al en direccién negativa, llegando a (f2 0 ws), eliminando las colas de golondrina

51y s2. En este caso, se tiene agc —bpy=—1—(+1) = -2.
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Observacion 2.15. En resumen, del Ejemplo[2.14]cabe destacar que, si un camino pasa
por Ag’c en direccion negativa y queremos eliminar las colas de golondrina, esta debe
pasar por A}g’c en direccién negativa o pasar primero por By, en direccién positiva (o
negativa). De manera analoga, si un camino pasa por By, en direccién positiva (resp.
negativa). Si queremos eliminar las colas de golondrina esta debe pasar por By, en
direccién negativa (resp. positiva) o pasar por la transicién A’:,},C en direccion negativa,

ver Figura 2.13]

Proposicién 2.16. Sea fy la proyeccién candnica de S* a R?, y sea f € £(S?,R?). Si
Is(f) = 0 entonces

agjc — by g = 0mod 2,

a lo largo de un camino que une f y fo.

Demostracién. Si Is(f) = 0, f no tiene colas de golondrina, por lo tanto f puede ser
obtenido por un camino 7, compuesto por caminos entre los nueve caminos del Ejemplo
2.14, En cada caso, tenemos a . — by, = 0mod2. Si v no contiene ninguno de estos

nueve caminos, entonces aj . — by, = 0 — 0 = 0mod 2. [

Ejemplo 2.17. Dadas las aplicaciones fy, fi € £(S%,R?), descritas en la Figura[2.14]
Por el Teorema [2.13] calculamos Ig(f1) + Io(f1) + Ic(f1) + Is(fs) usando la variacién

de los incrementos de la transiciones entre fy y f se tiene:

Ig(f1) + 1a(fa) + Io(fa) + Is(f1) =1+2(0+by —b_ g —beg — pg + a§ + al )+

+al, — bog
=1+2[(1) +(0) = (0) = (0) = (=1) + (0) + (0)]
+(0) = (0) = 5.

Efectivamente, si calculamos directamente (ver Figura [2.14)), tenemos que Ig(f4) = 3,
Io(fa) = 2, Ic(fa) = Is(fs) = 0. Por tanto

Ig(f)) + Ia(f1) + Ic(f1) + Is(fs) =34+ 2+0+0=05.

Corolario 2.18. Sea f : S® — R3 una aplicacién estable.

a) SiIs(f) =0, entonces Ig(f) + Ia(f) + Lo(f) = 1 mod 2.

b) Si f es una aplicacidn plieque, entonces Io(f) = Is(f) =0 y Ig(f) + Ig(f) =
1 mod 2.

Demostracién. Si I5(f) = 0, su conjunto de ramificacién no tiene colas de golodrina

y por la Proposicion tenemos a3, — boy = 0mod2. Ahora, por el Teorema [2.13]
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Figura 2.14: Relacién de transiciones e invariantes globales.

obtenemos

I(f) +1c(f) + Ic(f) =142 +by —b_y—py+ a5+ al,) + 0mod 2,
= 1mod?2.

Esto prueba a). Ahora probemos b). Si f es una aplicacién pliegue, entonces su conjunto
de ramificacién no tiene curvas cuspidales ni colas de golondrina; en otras palabras,

Io(f) = Is(f) = 0. Reemplazando esto en la parte a), tenemos inmediatamente:

Ig(f)+ Ic(f) = 1mod?2.

g

Observacion 2.19. El Corolario b) implica que no existe una aplicacién pliegue
de S? en R? tal que su conjunto singular sea un toro. Esto parece contradecir a una

consecuencia del Teorema B de Eliasberg [4].
Sea {S;}; una coleccién de n superficies suaves, compactas y orientadas inmersas en
R3, surge una pregunta natural:

. Qué condiciones debe satisfacer la coleccién {S;}"_; en R? para que sea el conjunto

de ramificacién de una aplicacién pliegue f : S3 —s R3?.

Una de las condiciones necesarias en la coleccion {S;}7,, es la parte b) del Corolario

2.18| En este caso, tenemos Ip = ny Ig = X ,9(5;); por lo tanto, obtenemos la
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formula:

f
Rzy NSt
Rzy N Sy
/Rzy N .Ss

54
<>

Figura 2.15: Ejemplo [2.20, caso n = 3.

Ejemplo 2.20. Sea {S;}, una coleccién de esferas centradas en el origen de R* con
n impar, tal que el radio de cada S; es r; = ¢, para todo i = 1,...,n. Entonces, existe
una aplicacién estable f : S — R3, tal que el conjunto de de ramificacién coincide
con {S;}1; esto es f(Xf) = Ui, Si- En particular podemos escoger las superficies de
radio menor o igual a (n — 1)/2 tienen direccién hacia el exterior y las superficies con
radio mayor que (n — 1)/2 tienen direccién hacia su interior. La Figura muestra

la construccién para el caso n = 3.

P, P, By 4

7 S(©
s
= -Z-a DByl [

\IRWHS;;

Figura 2.16: Ejemplo 2.21} caso n = 3.
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Ejemplo 2.21. Sea {S;}" , una coleccién de superficies inmersas en R* con n impar,

tal que:

a) La superficie S; es una esfera inmersa en R3.

b) Las superficies {S;}", son disjuntas y encerradas por S;; ademads, los pares {Ss;,
Soi41} son superficies homeomorfas una dentro de otra, con género k; € Z*, para
todoi=1,...,(n—1)/2.

Entonces, existe una f : S? — R3, tal que su conjunto de ramificacién coincide con
{Si}iy; es decir, f(Xf) = U;_, Si- La Figura muestra la construccién para el caso

n=3 y kg = 2.
Ejemplo 2.22. En la Figura presentamos las imégenes de algunos conjuntos de

ramificacién de aplicaciones pliegue de S® en R3, con I = 5 v I < 6, que podemos

construir de manera similar como las aplicaciones construidas en los Ejemplos [2.20] y

Figura 2.17: Algunos ejemplos de aplicacién pliegue de S3 en R3 con I =5y I < 6.
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Capitulo 3
Asas removibles de X f

En la Seccién del Capitulo 1, se presenté el G-grafo asociado a las aplicaciones
estables de M,, en R?. En este capitulo, se definirdn los elementos necesarios para
definir un nuevo grafo asociado a una aplicacién estable, al cual llamamos 7#-grafo,
cuya definicién es posible gracias a la Proposicién [3.18| Este nuevo grafo nos dara mas
informacion sobre el comportamiento de las superficies singulares en la 3-variedad y su
comportamiento respecto a las transiciones de codimensién 1. Ademads, veremos otros
resultados interesantes que extienden los estudios realizados en [I8],23]. En ese sentido,
el siguiente ejemplo nos muestra las deficiencias del G-grafo que mas adelante podremos

superar.

Ejemplo 3.1. Dados f € £(M,R?) y h € £(N,R?); entonces, puede suceder que Gy =
G, siendo que M # N. La Figura [3.1]ilustra dos aplicaciones estables f : S% — R3 y

h:8%x S — R3, asociado a un mismo grafo.

2 1
G(f) (s x 51 G(h)

\@L ™

1§ OO

Figura 3.1: Ejemplos de grafo asociado a aplicaciones estables.

Para separar estos diferentes casos, vamos a redefinir los pesos en las aristas del grafo.
Antes, veremos algunos conceptos y definiciones necesarios como las asas de aplicaciones

estables.
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3.1. Asas removibles en el conjunto singular

Recordemos que una superficie S cerrada y orientada, con género g, es homeomorfa a
una esfera con ¢ asas. Estas ¢ asas son copias de S! x I inmersas homeomorficamente
en S. Ver la Figura . Denotemos por H}, ..., HY las asas de S;.

T2 Hi i

% N)

1%

S? con dos asas

Figura 3.2: Bitoro T2 homeomorfa a S? con 2 asas.

Sea F} : [0,1] x M — R3 un camino entre dos aplicaciones estables f,h € £(M,R3)
tal que Fy = f vy F} = h, pasando por una unica transicion de codimensién 1 que altera

el niumero de ejes cuspidales, esto sucede cuando:

a) F pasa por la transicién Ag’J“*, ilustrado en la Figura .

b) F, pasa por la transiciéon A3 ilustrado en la Figura .

El caso a) puede ser descompuesto en cuatro casos de la siguiente forma (ver Figura
3.3):
Ao-1+a

@5 %w
@
i) ‘ \j@%% 7 iv) \JwNw@i

Figura 3.3: Casos donde el camino F} atraviesa la transicion A"~

(1) En este caso, cuando vamos por el camino F;, de f a h, una asa de la superficie
singular f~!(TV) es retirada; luego, obtenemos la superficie h~!(Z); ademads, se

juntan las curvas cuspidales 1, y 1o (de W) en n (de Z).
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(74) En este caso, cuando avanzamos por el camino F; de f a h, una asa de la superficie

singular f~1(W) es retirada para obtener la superficie h™!(F); ademds, la curva
cuspidal v (de W) se divide en v1 y vy (de F).

(77i) En este caso, cuando una va por el camino F; de f a h, una asa de la superficie
singular f~!(WW) es retirada para obtener la superficie h~!(7); ademads, las dos
aristas cuspidales a; y ay (de W) se transforman en dos nuevas aristas cuspidales
Biy B2 (de Z).

(iv) En este caso, F; divide a la superficie f~1(W) en dos superficies h='(U;) y
h=1(U,); ademds de dividir el eje cuspidal n (de W) en n, (de Uy) y ny (de

Uy), cuando f~1(W) es modificado cuando vamos de f hasta llegar a h.

El caso b) puede ser descompuesto en dos casos de la siguiente forma (ver Figura [3.4)):

(1) En este caso, cuando avanzamos por el camino F; de f a h, la superficie singular
f~HW) es modificada hasta llegar a la superficie h=1(D); ademds, una asa de
f7H(W) es retirada y el eje cuspidal v (de W).

(i7) En este caso, si vamos por el camino F}, de f a h, la superficie singular f~1(W)
se divide en dos superficies h™1(K}) y h™(K>); ademas de retirar el eje cuspidal
n (de W).

A;;_a_
F

S | WS

Figura 3.4: Casos donde el camino F; atraviesa la transicion A5".

Definicién 3.2. Sea f € E(M,R3) y H : M x [0,1] — R?® un camino en C°°(M,R?),
tal que Hy = f. Decimos que X f tiene una asa removible, si existe to € (0,1) tal que
H;, € A =C>(M,R?)/E(M,R?) e I5(f) satisface las siguientes condiciones

I6(f) = Ig(H,), VL€ [0,t0) y Ia(f) —1=Ic(H:), Vte€ (to,1].

Observacion 3.3. Notemos que todas las asas de X f son las asas de las superficies
singulares en X f. De aqui podemos ver que una asa de Xf coincide con una asa de

alguna superficie singular de f
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Ejemplo 3.4. En la Figura [3.5 tenemos una aplicacién f € £(S% R3) con Ig(f) =
1 > 0, donde una asa de f tiene una asa removible. En efecto si consideramos el camino
H descrito en la figura, tal que I5(f) = 1, donde Hy = f. Ademas, existe ¢ty € (0,1)
tal que 1 = I(f) = Io(Hy), YVt € [1,t0) vy 0 = Ig(f) — 1 = Io(H,), ¥Vt € (o, 1], donde
H,;, € A. De manera similar, la aplicacién £ € £(5% R?) tiene una superficie singular

que tiene su asa removible.

o —,—
A2, ’

Figura 3.5: Ejemplos de asas removibles.

Definicién 3.5. Dado un a aplicacion f, la suma de todos los pesos de los vértices del

grafo Gy es un invariante global y serd denotado por I,(f).

Escribiremos solo Ip en lugar de Ip(f) si no causa confusién.

Recordemos que I es el nimero total de géneros de las superficies singulares de una
aplicacion estable. Asi la siguiente definicién nos relaciona las asas de una aplicacién

estable, transiciones e Ig.

Definicién 3.6. Sea f € E(M,R3) y H : M x [0,1] — R3 un camino con Hy = f y
H; = h. Si Xf tiene una asa removible, entonces diremos que X f tiene una asa trivial

(resp. pesada) si, Ip(f)+b1(Gs) = Ip(h)+b1(Gp), (resp. Ip(f)+b1(Gs) # Lp(h)+b1(Gp)).

Observacién 3.7. Si tenemos f € E(M,R?) con Ig(f) > 0, entonces las asas de f
pueden ser reducida mediante transiciones A3 " y A3 transiciones que modifican
las superficies singulares en una de las siguientes tres formas dadas a continuacion;

donde la superficie singular en que esté la asa:

a) Esta formada solo por puntos de pliegue y su orientacién apunta hacia su regién

interior y no envuelve ninguna superficie singular. (Ver aplicacién (; de la Figura

57).

b) Estéd formada por puntos de pliegue y contiene ejes cuspidales. (Ver aplicacion &;

de la Figura .
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Figura 3.6: Transicién para remover asas, caso i), de la demostracion de la Proposicién
5.9

Figura 3.7: Transicién para remover asas caso 1), de la demostracién de la Proposicién
5.9

AU,—,— a,+,

Sl

L,+ X j/x

Figura 3.8: Transicién para remover asas caso #ii), de la demostracion de la Proposicién
5.9
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c¢) Estd formada por puntos de pliegue y envuelve otra superficie singular formada
por puntos de pliegue cuyas orientaciones apuntan a la regién regular entre estas

dos superficies. (Ver aplicacién ¢; de la Figura .

3.2. Descomposicion de I

En esta seccion descompondremos en dos niimeros el invariante I de una aplicacién
estable, esto lo aremos de forma tnica. Para la cual enunciaremos algunos lemas y

proposiciones.

Lema 3.8. Sea f € E(M,R3), con Ig(f) > 0. Si existe £ € E(M,R3) con Ig(f) >
I5(&); entonces existe un camino H : M x [0,1] — R3 tal que Hy = f, Hi = h y
Ia(f) =1+ Ig(h).

Demostracién. Asumiendo que existe £ € £(M,R?), podemos construir un camino
F: M x[0,1] — R3, tal que Fyy = f, F} = & donde F atraviesa solo transiciones de
codimensién 1. Como Ig(f) > I5(€), entonces existe Fy, € E(M,R?), tal que I5(f) =
1+ Ig(Hy,) para un tg € (0,1). Pues, las transiciones de codimensién 1 solo modifican
los géneros de las superficies singulares, ver [§]. Tomando H como la reparametrizacién
de la restriccion de H = Fjg4,) : M % [0,1] — R? tenemos h = H; = F, terminamos
la prueba. La Figura muestra un esquema de esta prueba. O

, (b Ie®) (h, I(»)

Ft ~—/_\. Ft \/\. Hs
(€,1c) (&,1)

H=Dlo,z,]
Ic(H=1+1Igm), h=F; =Hy=Fy, h=H,=F,
I6() > Ia® c)=1+Ig®), h=Fi,  |/=Ho=Fo 1=F
Ti, T; : Transiciones de codimension 1

Figura 3.9: Esquema de demostracién Lema (3.8

Proposicién 3.9. Sea f € E(M,R?) con Ig(f) > 0. Si existe & € E(M,R?), con

Ic(f) > 1a(€); entonces, las siguientes condiciones se verifican:

a) Erziste un camino H : M x [0,1] — R3 tal que Hy = f, H = h y Io(f) =
1+ Ig(h).
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b) Ezistety € (0,1) tal que Io(f) = Ig(Hy), YVt € [0,t0) y Ia(f)—1= Ig(H;), Vt €
(th 1]

Demostracion. Para la parte a) la existencia del camino H : M x [0,1] — R? tal
que Hy = f, Hi = hy Ig(f) = 1+ Ig(h), es garantizada por Lema el 3.8

Para probar la parte b) vamos a construir un camino H que verifique las condiciones de
la parte a) de esta proposicién de forma que, Ig(f) = Ig(H;), Vt € [0,t0) y Io(f)—1 =
I6(Hy), YVt € (tg, 1] para un ¢y € (0,1). Por la Observacién [3.7, tenemos que las asas
de una superficie singular de f se presentan en tres formas distintas. Para finalizar
la demostracién, vamos a construir h considerando en cada uno de los tres siguientes

casos, conforme a la Observacién [3.7}

Asi, cuando las asas de las superficies en el conjunto de ramificacién, esta formada por

los siguientes:

i) Solo por puntos de plieqgue. En este caso, hacemos nacer un labio cuspidal con
la transicién Ag, formado por dos colas de golondrina y dos aristas cuspidales.
Ahora, uniendo las colas de golondrina, pasando por la transicién AQQC, creamos
dos ejes cuspidales. Luego, para construir la aplicacion h con las propiedades
de la parte b) de la Proposicién , pasamos por la transicion A7, disminu-
yendo asi una asa de la superficie considerada inicialmente. En la Figura |3.7],

presentamos un ejemplo de cémo construir la aplicacién h para este caso.

i1) Por dos ejes cuspidales y el resto por puntos de pliegue. En este caso, contraemos

7 la cual hace

una seccion de la asa considerada y pasamos por la transiciéon Ag
que reduzca una asa de la superficie considerada, es la superficie singular de la
aplicacién h buscada, que cumple las propiedades de la parte b) de la Proposicién
3.9, En la Figura 3.6, presentamos un ejemplo de como construir la aplicacion h

para este caso.

iii) Solo por puntos de plieque y envuelve otra superficie singular. En este caso, tan-
genciamos estas dos superficies singulares, pasando por la transicién A3~ crea-
mos una curva cuspidal uniendo las dos superficies. Luego, para construir la apli-
cacién h con las propiedades de la parte b) de la Proposicién , pasamos por la
transicién A;’*", disminuyendo asi una asa de la superficie considerada inicial-
mente. En la Figura presentamos un ejemplo de como construir la aplicacién
h para este caso.

De esta forma concluimos con la demostracién. O

Corolario 3.10. Sea f € £(M,R3) tal que Ig(f) > 0. Para que una asa de L f sea
removible, es suficiente que exista una aplicacion & € E(M,R?), tal que Io(f) > I5(£).
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Demostracién. Por la Proposicién existe un camino H : M x [0,1] — R? con
Hy = f, Hy = hy verifica lo siguiente: Existe ¢y € (0, 1) tal que Ig(f) = Io(H:), Vt €
[0,t0) y Ic(f) —1 = Ig(H;), Yt € (19, 1]. Estas son las condiciones para que una asa de

Y. f sea removible. O

Lema 3.11. Toda asa de f € E(S,R?) es removible.

Demostracién. Si Ig(f) = 0, no hay nada que hacer. Ahora si Ig(f) > 0, por el
Corolario , es suficiente mostrar que existe una aplicacién & € £(S3 R?) tal que
Io(f) > I5(¢) = 0. Considere a S? en R?, imagen de la inclusién de S? por la aplicacién
j 8% — R% Sea 7 : S® — R3, una proyeccién candnica tal que & = 7 o j. Entonces
Sigma& = 5% e I(€) = g(S?) = 0. O

En adelante M,, denotard la suma conexa de n copias de S? x S*.

Proposicién 3.12. Sea f € E(M,,,R?) tal que Ig(f) > 0. Entonces toda asa de X f

es remouible.

Demostracién. Si I¢(f) = 0, no hay nada que hacer. Ahora, si I¢(f) > 0, pa-
ra que toda asa de X f sea removible, por el Corolario [3.10] es necesario que exista
£ € EM,,R?), tal que I(f) > I5(€) = 0. Construyamos dicha . Comencemos con-
siderando un grafo pesado y bipartito G con peso cero en sus aristas y que cumpla la
siguiente igualdad by(M,,) = 2521 ¢j + b1(G). Luego, podemos notar que G verifica
las condiciones del Teorema . Como consecuencia, existe £ € £(M,,R?), tal que
G = G¢. Esto implica que G también es un grafo que tiene peso cero en sus aristas.

Asi, podemos concluir que £ no tiene asas, por tanto I;(§) = 0. [

Proposicién 3.13. Dado f € £(M,,, R?) entonces se tiene las siguientes afirmaciones:
a) Si f tiene una asa trivial, entonces existe h € E(M,,,R3) tal que
Ia(f) =1=1c(h) y Ip(f)+bi(Gs) = Ip(h) + b1(Gn)-
b) Si f tiene una asa pesada, entonces existe h € E(M,,,R3) tal que
Ia(f) =1 =1Ig(h) y 1p(f)+b1(Gy) # Ip(h) + bi(Gn).

Demostracién. Si f tiene una asa trivial (o asa pesada) entonces existe un camino

H: M, x[0,1] — R3 con Hy = f y para algin t, € (0,1) verifica lo siguiente

Ia(f) = 1a(Hy), Vt € [0,t0) y Ic(f) — 1= Ia(H,), Vi € (fo,1] (3.1)
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Definiendo h = H; de (3.1]) tenemos que Ig(f) — 1 = Ig(h). Esto verifica la primera
igualdad del item a) y b) de esta proposicién. La otra parte se verifica directamente de
la Definicién [1.55] considerando h = H. [

Proposicién 3.14. Sea f € £(S3,R3), toda asa de S f es trivial.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que existe una asa de Xf
pesada. Por la Proposicién |3.13] existe h € £(S3%,R?), tal que

Ip(f) +01(Gs) # Ip(h) + b1(Gn). (3.2)

Aplicando el Corolario a fy h, tenemos que: Ip(f) = Ip(h) =0y los grafos Gy,
Gy, son arboles, asi:

b1(Gy) = b1(Gn) = Ip(f) = Ip(h) = 0. (3.3)
Reemplazando las igualdades de (3.3)) en (3.2), tenemos:

0=1p(f)+01(Gs) # Ip(h) + b1(Gr) = 0.
Esto es un absurdo, por tanto toda asa de una aplicacién f € £(S3 R3) es trivial. O

Observacién 3.15. (Existencia de asas que pesan) Sea f € (M,,R3) y If =
U?Z, S;. Por el Teorema m tenemos:

ZVCj -+ bl(gf) S bg(./\/ln) S Z Cj + bl(gf) + Zgz (34)

j=1 j=1 i=1

La igualdad se cumple si g; = 0, para todo ¢ = 1,..., Iy, donde g; es el género de la
superficie S; de X f, lo que significa que by(M) = Z]I‘;l ¢j +b1(Gy). Ahora, si 2521 ¢+
b1(Gy) < ba(M). Debemos verificar si existe una constante L(f) > 0 que depende de f
tal que:

Iy

D i +b1(Gp) + L(f) = ba(My). (3.5)

=1

Por la desigualdad (3.4]) tenemos:

M€Y (@) + Y al) 36

Si reemplazamos (3.5)) en (3.6, tenemos:

1
cherlgf )+ L(f <Z:cj+b1 )+ZE:gi.
i=1

7j=1
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Esta dltima inecuacién implica que, 0 < L(f) < ijlgi, y si g; = 0 para todo 1,

tenemos que L(f) = 0. Concluimos que, en realidad, la constante L(f) depende més
especificamente de los g;. Se mostrara mas adelante que estos g;, de los cuales depende
L(f), son exactamente las asas pesadas de X f y més ain se probard en el Teorema

que L(f) es igual al nimero de todas las asas pesadas de ¥ f.

Considerando esta tultima Observacién [3.15] la siguiente Proposicién [3.16] muestra la

existencia de aplicaciones con asas pesadas.

Proposicién 3.16. Sea f € E(M,,,R?). Si Ip(f) 4+ b1(G;) < ba(M,,), entonces X f

tiene una asa pesada.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos todas las asas de X f son triviales.
Luego, por la Proposicién [3.13] existe h € £(M,,, R3), tal que Ig(h) = 0. Ademas, se

verifica la siguiente igualdad:

Ip(f) +b1(Gr) = Ip(h) + b1(Gh). (3.7)

Como Ig(h) = 0 (i.e. cada superficie singular de h tiene género cero). Luego, por el
Teorema [1.56|, la aplicacién h verifica lo siguiente:

ba(My) = Ip(h) + b1 (Gn)- (3:8)
Por hipétesis, Ip(f) + b1(Gr) < ba(M,,), reemplazando esto en (3.8). Tenemos:

Ip(f) + b1(Gy) < Ip(h) + b1(Gn) (3.9)

De (3.7) v (3.9), tenemos una contradiccién; por tanto, podemos concluir en que existe
una asa de X f pesada. O

Puesto que la Definicién distingue dos tipos de asas removibles (las triviales y las
pesadas). Ademéds cuando M = M,, entonces se tiene que el nimero de asas removibles
de una aplicacién es igual al nimero de asas de la misma (ver Proposicion [3.12). En

consecuencia, todo esto nos lleva a la definir los siguientes invariantes globales.

Definicién 3.17. Dado f € £(M,,,R?), introducimos dos nuevas invariantes globales

para la aplicacién f, dados por:

Ig, (f) : nimero total de asas triviales de X f.

Ig, (f) : nimero total de asas pesadas de 3 f.

Proposicién 3.18. Dado f € E(M,,R3), entonces Ig(f) = Ia, (f) + Ia,(f).
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Demostracién. Dado f € £(M,,R?), por la Proposicién toda asa de X f es
removible y coincide con I5(f), luego por la Definicién una asa removible es trivial

o pesada. Por tanto las suma de asas triviales Ig,, mas la suma de asas pesadas I,
coincide con Ig(f). O

Corolario 3.19. Dado f € E(M,,,R?) y g;(f) el peso de la i-ésima arista del grafo
Gy, entonces existen dos numeros enteros w;(f),t;(f) > 0 que dependen de la i-ésima

arista, tal que

9i(f) = wi(f) + t:(f),

donde w;(f) es el numero de asas pesadas de X f que estan en la superficie singular S;,

y t;(f) es el numero de asas triviales de f que estdn en la superficie singular S;.

Demostracién. Sea f € £(M,,R3), con Bf = Ufjl S; v g; el género de S;, Vi =
1,...,Ig. Luego como el nimero de asas de f es Ig(f) = Zfil gi, también I5(f) es
la suma del nimero de asas de cada superficie singular de f. Observemos que tenemos

dos casos: si el peso de la i-ésima arista del grafo Gy es cero y si es distinto de cero.

1. Siel peso de la i-ésima arista del grafo G es cero, esto es g;(f) = ¢g; = 0, entonces
si queremos escribir ¢;(f) como la suma de dos niimeros enteros no negativos tal
que 0 = ¢;(f) = w;(f) + t;(f), en consecuencia w;(f) = t;(f) = 0. En otras
palabras, puesto que la superficie S; con género g; = 0 no tiene asas, entonces f

no tiene asas de ningun tipo.

2. Si el peso de la i-ésima arista del grafo Gy es distinto de cero, esto es g;(f) =
g; > 0 donde g; es el género de la superficie singular S;. Por el algoritmo descrito
previamente, tenemos que las asas de esta superficie pueden dividirse en dos tipos,

asas triviales o pesadas. Por tanto existen w;(f),;(f) > 0 tal que
9i(f) = wi(f) + t:(f)

donde w;(f) es el nimero de asas pesadas de X f que estan en la superficie singular

Si, v ti(f) es el nimero de asas triviales de f que estan en la superficie singular

S;.

Algoritmo para la clasificacién de asas con peso y asas triviales

Sea f € E(M,,,R?), con Bf = Uffl S; y gi el género de S;, Vi =1,..., Ig. La Propo-
sicién nos dice que I(f) = Ia, (f) + Ig,(f). Como Ig(f) = 3217, g;, el siguiente

52



algoritmo nos permite relacionar de manera tunica, las asas removibles de X f con las

asas de las superficies singulares de f. Luego podemos clasificar las asas de una super-

ficie singular de ¥ f en asas triviales y asas pesadas, ya que las asas removibles de X f
son triviales o pesadas (ver Definicién . En lo que sigue, dado Zfil g =1a(f) >0,

podemos clasificar en dos tipos las asas de una superficie singular. Haremos esto con

el siguiente algoritmo que consiste de 4 items del i) al iv).

i)

i)

)

Dado Zfﬁl g; = Ig(f) > 0, por la Proposicién , Y f tiene una asa removible.
Luego de la Definicién [3.2 existen f; € E(M,,,R?). H : M,, x [0,1] — R?, con
Ho=f, Hi = f1 y ty € (0,1), tal que verifica la siguiente condicién:

]G<f) = 1+IG(f1)7 IG(f) = IG(Ht)7 Vit € [07t0) Yy IG(fl) = ]G(Ht)a vt € (t07 ]-]a

esta condicion nos dice que para llegar de f a f; mediante el camino H;, solo
se elimina una asa de alguna superficie singular de f. Luego identifiquemos la
asa removible de f por la asa eliminada en alguna superficie singular de f, (esto
podemos hacerlo pues para que una asa de f sea removida debe existir siempre
una asa de alguna superficie singular de f, tal que esta asa es eliminada). Ahora
de la Definicién [3.6| esta asa removible es trivial o es pesada, luego como esta
asa removible puede ser identificada con una asa de alguna superficie singular de
f, entonces podemos decir que la asa de esta superficie singular es trivial o es

pesada.

Si Zfil gi—1=1I5(f) — 1= 1g(f1) = 0, paramos ahi. Ahora si Zfil gi— 1=
Io(f) = 1 = Ig(f1) > 0, repitamos todo el procedimiento que hicimos en el
item 7). Asi, llegamos a la conclusién que existe una asa removible de f; y una
fo € E(M,,,R?) tal que junto con f; verifican las condiciones de la Definicién
.2l Ademéds concluimos que una superficie singular f; tiene una asa trivial o es

pesada.

Procediendo al item anterior, si Zfil g—2=1c(f)—2=1I5(f1)—1=1Ig(f2) >0
repetimos el mismo procedimiento del item (ii) para fo. Luego encontramos un
f3 junto con una superficie singular de f; que tiene una asa trivial o es pesada.

Repitiendo este mismo algoritmo encontramos una sucesion finita de aplicaciones
f?flafZa o '7fm7 donde

Zgi—m:]G(f)—m:]G(fl)—(m—l):---:]G(fm) > 0. (3.10)

De ([3.10]) tenemos que el tltimo término de la sucesion { f;}*,, es cuando m =
Ia(f).
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iv) Del item i) y i) podemos observar que; para cada aplicaciéon en {f; : i =
1,...,Ig(f)} hay una asa removible de f. Ademds hay una identificacién 1-1
entre asas removidas de f y las asas de las superficies singulares de f. Luego de

la Definicién [3.6| cada una de estas asas es trivial o es pesada.
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Capitulo 4

Grafo asociado a f € (M, R?)

En este capitulo, definiremos el .7-grafo asociado a aplicaciones f € £(M,,, R?), estu-
diaremos més propiedades del sZ-grafo de una aplicacién estable, su relacion con las

transiciones y las cirugias entre aplicaciones. Los resultados principales son el Teorema

y la Proposicién [£.21]

4.1. El grafo asociado a f € £(M,,,R%)

En esta parte, definimos el #-grafo asociado a las aplicaciones estables de M,, en R3,

estudiando sus propiedades y estableciendo resultados.

Definicién 4.1. Dado f € £(M,,,R?) y G; el grafo asociado a f. Si sustituimos todos

los pesos g; de todas las aristas de G, por el par de pesos (w;, t;), tal que:

donde w; y t; son nimeros enteros no negativos como del Corolario [3.19, El nuevo
grafo obtenido al hacer esta sustitucién de los pesos en las aristas serd llamado 77-

grafo asociado a f y denotado por 77;.

Ejemplo 4.2. En la parte superior de la Figura tenemos ejemplos de J7-grafos
de aplicaciones de S? x St y #2(S? x S') a R3, cuyas superficies presentadas son
los conjuntos de ramificacion de cada aplicacién. La aplicacién & cuenta solo con
una superficie singular homeomorfa al toro bidimensional, formada solo por puntos de
pliegue, cuyo #-grafo /%, tiene una sola arista con peso 0 en su vértices y (1,0) en
su arista. La aplicacion ¢; cuenta solo con una superficie singular homeomorfa al bi-

toro bidimensional, formada solo por puntos de pliegue, cuyo #-grafo J#, tiene una
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sola arista con peso 0 en su vértices y (2,0) en su arista. La aplicacién fy tiene tres
superficies singulares homeomorfas a la esfera S?, formada solo por puntos de pliegue;
por tanto, 7, es un grafo con dos ciclos, con peso 0 en sus vértices y peso (0,0) en

las tres aristas.

(52 x St ¢ #2(S2x S| 4 ly
0 0
(1,0) (2,0) (0,0) (0,0)
0 0

Figura 4.1: Ejemplo de JZ-grafos de aplicaciones.

Observacién 4.3. El grafo G; puede ser obtenido trivialmente del grafo JZ;. Ademés

se tiene

bi(Gy) = bi(H7);

pues, dado el grafo ., para obtener Gy solo tenemos que reemplazar los pares de
pesos en las aristas de %7 por la suma de las mismas, y el nuevo grafo obtenido de

esta manera coincide con el grafo Gy.

Ejemplo 4.4. La Figura ilustra dos aplicaciones f y h con sus .77-grafos asociados
J; y S, respectivamente, notemos que estos grafos son distintos; estas aplicaciones

son las mismas que se presentaron en la Figura

, o T

@0

0 (0,1) (0,0)

%’(h)

Figura 4.2: Ejemplos de J#-grafo asociado a aplicaciones estables.

Efecto de las transiciones de codimensién 1 sobre el J7-grafo

Presentamos en la Figura[£.3]1os efectos de las transiciones de codimensién 1 para L, B

y P en los s#-grafos asociados a aplicaciones estables de M,, a R?, como un paralelo a lo
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presentado en la Figura 10, dado en [23], en relacién al grafo asociado a las aplicaciones
estables. A diferencia de los grafos pesados, podemos percibir muchas mas propiedades
de los superficies singulares de las aplicaciones estables; en este sentido, por ejemplo,

podemos afirmar lo siguiente: i) Cuando una de estas transiciones modifican el peso de

A o

Cjt+1 Cj L (pj.t;)
o o—- -
> (0,0)
0
II) 2) 2j+1 ij

Cjt1 ¢j B ¢ P / ;1)

R o
® (pjatj) ® caso 1 \ Cj+1 Cj+1
b) © @ ----
T

~ S
CJ+1 p Cj
Cj+1 ¢j B /
o -~ .. (k,q)
(pj,t;) caso2
__0 jl op

PN s
N\ 10._

ls&\ ls;)\
(0,q)

RIS O

Figura 4.3: Efecto de las transiciones L, B y P sobre el 7 -grafo.

la segunda componente de la arista del 7-grafo; entonces, los pesos de los vértices y

el nimero de ciclos del 77-grafo no se modifican.

i1) Si una transicién modifica el peso de la primera componente del peso de la arista
del 7 -grafo; entonces, también modifica el peso de los vértices del grafo (o modifica

el nimero de ciclos de grafo) y viceversa. Es decir, si modificamos el niimero de ciclos
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del grafo (o se modifica la suma de los pesos en los vértices), entonces se modifica el

peso en la primera componente en el peso de las aristas del grafo.

Estas y mas propiedades se estudiaran en el siguiente capitulo.

Ejemplo 4.5. En la Figura tres aplicaciones de S? x S! en R3, las cuales se
construyen o modifican por las transiciones de codimensién 1 como sigue. La aplicacion
f2 es obtenida de fi, tal que el camino que los liga pasa por la transicién P en direcciéon
positiva, eliminando una superficie singular y un ciclo del grafo .77 . Asi obtenemos
la aplicacion fo, cuyo grafo tiene peso 1 en uno de sus vértices y no tiene ciclos. La
aplicacion f3 se obtiene de la aplicacién fo, tal que el camino que los une solo pasa por
la transicion L en direccion positiva, creando una nueva superficie singular homeomorfa
a una esfera S?, lo cual crea una arista con peso 0 en el vértice creado y peso (0,0) en

la arista creada, el cual se percibe al comparar %, y J¢%,.

hi P s

0 1
,/(0’0) (0,0)
(0,0) 0
J_’y @ < < <
{ L@wo%»(/\/pv\) P:%—»%—»

Figura 4.4: Ejemplo del efecto de las transiciones en el .7 -grafo.

4.2. Propiedades del J7-grafo

Comenzamos el estudio de las propiedades de un 77-grafo, demostrando una propo-
sicion que generaliza la condicién necesaria del Teorema [1.56] Esta proposicion que
mostraremos nos permitird reemplazar la cantidad I de la Ecuacion por Ig,.
Recordando que I¢(f) v Ig,(f) son el nimero de las asas de X f y el nimero de las

asas de X f pesadas, respectivamente.

Proposicién 4.6. Sea 7 el grafo de f € E(M,,,R3). Entonces:

Ip(f) + bu(H7) < ba(My) < Ip(f) +bi(H7) + e, (f),

o8



donde Ip(f) = Zj‘/(f) ¢; suma los pesos en los vértices del grafo 5 y Ig,(f) =

ZIE(f) w;(f), respectivamente.

Demostracion. Consideremos el grafo G; asociado f € £(M,,,R?). Por el Teorema

1.56| se verifica las siguientes desigualdades
Ip(f) +b1(Gy) < bo(My) < Ip(f) + 01(Gy) + La(f).

Del Corolario es facil ver que SV . (f) = S5 s () + 2D 15(f). Puesto

que Zfi Ef ) t;(f) son el numero de las asas triviales, por la Proposicién , existe una
aplicacién h € £(M,,,R3) tal que las asas triviales de ¥ f son removidas y las asas
pesadas de ¥ f no se remueven. Asi, Zzﬂh) ti(h) =0y Zfﬂh) w;(h) = ZIE(f) w;(f).

(2

Esto implica que:

Ig(h) Ig(h) Ig(f) Ig(f) Ig(f)
Z gi(h) = Z w;(h) + Z ti(h) = Z wi(f)+0= w;(f)-
=1 =1 =1 =1 =1

En otros términos:

Ig(h) = Ig, (h) + I, (h) = I, (f) + 0= Ig,(f). (4.1)

Ademas, como XA no tiene asas triviales de X f, por la Proposicién Yh tiene solo

asas pesadas, luego por la Proposicion [3.13] se verifica la siguiente igualdad:

Ip(f) + b1(Gy) = Ip(h) + b1(Gn)- (4.2)

Aplicando el Teorema [1.56]en A, tenemos:
Ip(h) + by(Gn) < ba(My) < Ip(h) + by(Gn) + Ta(h). (4.3)

Luego, sustituyendo (4.2]) y (4.1)), en la Ecuacién [4.3] obtenemos la desigualdad busca-
da:

Ip(f) + b1(57) < b2(M,) < Ip(f) +01(547) + g, (f). -

(2

Corolario 4.7. Sea #; el grafo de f € E(M,,,R?) y I, (f) = Z.Iﬂf) wi(f) > 0. Si
una asa pesada de S f es removida. Entonces, existe h € E(M,,,R?), tal que:

Ip(f) + bi(7) < Ip(h) + bi(H4).

Demostraciéon. Si una asa pesada de X f es removida, entonces por Proposicién [3.13],
existe h € £(M,,, R?), tal que:
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Ip(f) + b1(H7) # Ip(h) + bi (A7), (4.4)

De (4.4)) probemos la desigualdad: Ip(f)+b1(77) < Ip(h)+b1(54,). Por contradiccién,

supongamos que se cumple:
Ip(h) + by () < Ip(f) + b (7). (4.5)
Aplicando la Proposicién f.6]a f y a h, tenemos:
Ip(f) + bi(5) < ba(M) < Ip(f) + b1 () + Ta (), (4.6)

Ip(h) + b1(H) < bo(My) < Ip(h) + b1(H) + (Ig, (f) — 1) (4.7)

Reemplazando (4.5]) en la segunda desigualdad de (4.7)), obtenemos:
by(My) < Ip(f) +b1(7) + (Ig, (f) — 1).

Retirando k asas con peso de f, obtenemos: by(M,,) < Ip(f)+ b1 (7)) + (Ig, (f) — k).
Haciendo k = Ig, (f), se tiene:

ba(Mo) < Ip(f) +by(45). (4.8)

Por otro lado, de (4.6), tenemos Ip(f) + b1(J¢;) < by(M,,), reemplazando esta de-
sigualdad en (4.8]), resulta la siguiente desigualdad:

bg (Mn) < b2 (Mn),

la cual es una contradiccién. Por tanto tenemos que Ip(f) + b1(7¢;) < Ip(h) + b1 (54,).
U

Corolario 4.8. Sea #; el grafo de f € E(M,,,R?). Si Ig,(f) > 0, entonces existe un
L(f) € Z, con 0 < L(f) < Ig,(f), tal que

by(Mn) = Ip(f) + b1(HF) + L(f).

Demostracién. Si f € £(M,,,R3), entonces f verifica las condiciones de la Proposicién

.6, por tanto tenemos:
Ip(f) +01(57) < bo(My,) < Ip(f) + b1(I7) + L, (f)- (4.9)

Donde Ig, (f) = foif) w;(f) es la suma de todas las asas pesadas de las superficies
singulares de X f. De la Definicién (asa pesada) y por la Proposicién [3.13] existe
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h € E(M,,R?) tal que $h solo poseen asas triviales (i.e. Ig,(h) = 0). Nuevamente,
aplicando la Proposicién a h, tenemos:

(M) = Ip(h) + by (7). (1.10)
Del Corolario [.7], f y h satisfacen lo siguiente:
In(F) + bi(3) < In(h) + b ().

De esta desigualdad, existe un nimero entero L(f) > 0 (dependiendo de f) que satisface

la siguiente igualdad:

Ip(f) + () + L(f) = Ip(h) + b1 (H4). (4.11)

Finalmente, reemplazando (4.11]) en (4.10):
ba(My) = Ip(f) + bi(H7) + L(f). (4.12)

Obteniendo asf la igualdad que querfamos. Por otro lado, para mostrar que 0 < L(f) <

f:(];) w;(f), sustituimos (4.12) en la segundad desigualdad de (4.9). Ast:
Ip(f) +01(H7) + L(f) < Ip(f) + b1 (57) + 1a, (f)-

Luego, L(f) < Ig,(f). Como L(f) > 0, entonces 0 < L(f) < Ig,(f). O

El teorema siguiente mejora la condicion suficiente del Teorema [1.56, pues nos da una

condicién exacta para que la aplicacién estable exista con una M, fijada.
Teorema 4.9. Sea #; el grafo de f € E(M,,,R3). Si I, (f) > 0, entonces

by(My) = Ip(f) + b1(HF) + Ia,(f),

donde Ig, (f) = Zfigf) w;i(f). Ademds L(f) es igual al nimero de asas pesadas de 3 f,
donde L(f) es el nimero dad en el Corolario[{.§

Demostracién. Si f € £(M,,,R?). Entonces cumple con la hipétesis del Corolario

y satisface:
by(My) = Ip(f) +b1(Hf) + L(f),  con 0 <L(f) < Ig,(f).

Asi solo tenemos que mostrar L(f) = Ig, (f). Por induccién en Ig, (f). Supongamos
que Ig,(f) = 1. Como 0 < L(f) < Ig,(f), reemplazando I, (f) = 1, tenemos 0 <
L(f) <1; como L(f) € Z", se tiene L(f) = 1, lo que implica que L(f) = I, (f) = 1.
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Ahora, supongamos que se cumple para el caso m — 1. Esto es: si I, (f) = m — 1,
entonces L(f) = Ig,(f) = m — 1. Ahora, si Ig,(f) = m, mostremos que L(f) =
I, (f) = m. Por la Proposicién , f se verifica la siguientes desigualdades:

Ip(f) + b1(H7) < ba(Mn) < Ip(f) +b1(H7) + La, (f), (4.13)

donde I, (f) = m. Consideremos la aplicacién g € £(M,,, R?) que puede ser obtenida
de f por la remocién de una asa pesada de X f. Por el Corolario [4.7] tenemos:

Ip(f) + bi(HA7) < Ip(g) + bi(H). (4.14)
Lo que implica que existe un entero k > 0 que satisface lo siguiente:
Ip(f) + bi(H7) + k = Ip(g) + b1 (). (4.15)

Como g € £(M,,R3) cumple con la hipétesis de la Proposicién tenemos que g

verifica la siguientes desigualdades:
Ip(g) + b1 () < ba(Mn) < Ip(g) + bi(Hg) + 1e, (9), (4.16)

donde I, (9) = Ig,(f) — 1 = m — 1 asas que tienen peso. Entonces por hipdtesis de

induccién como Ig,(g) =m — 1, tenemos L(g) =m — 1= I5,(f) — 1 y:
ba(M,) = Ip(g) + bi(H) + (g, (f) — 1). (4.17)
Reemplazando en , obtenemos:
ba(My) = Ip(f) + bi(H7) + k + (I, (f) — 1). (4.18)
Sustituyendo en la segunda desigualdad de , tenemos
Ip(f) + b () + ke (S wi(f) = 1) < Tp(f) + 0a(547) + Lau ().

Simplificando de ambos lados, tenemos k£ < 1, k > 0, de donde k£ = 1. Reemplazando

k= 1en (4.18), implica:
by(My) = Ip(f) + b1(H7) + Ic, (f)- (4.19)
Ya que f cumple la hipétesis del Corolario tenemos:

by(M,) = Ip(f) + bi(7) + L(f). (4.20)
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Finalmente, reemplazando (4.19) en (4.20)), tenemos L(f) = Ig, (f). O

El teorema siguiente generaliza y refina el Teorema [1.56 También, nos dice que el

A -grafo asociado a aplicaciones estables M,, a R? es un invariante global de M,,.

Teorema 4.10. Sea la 3-variedad M.,,, y sea € un F€-grafo bipartito. Entonces,
existe una aplicacion estable f: M, — R? tal que G = 3, si y solo si

ba(My) = Ip(f) + 01(57) + L, (f),

donde Ip(f) = Z]I‘;(lf) ci(f) v la,(f) = Zfﬂf) w;(f).

Demostracién. La condicién necesaria viene directamente del Teorema [4.9] La nece-

sidad viene del Teorema [L.56l O

4.3. Cirugia entre aplicaciones estables con J7-grafo

Introducimos dos tipos de cirugia en aplicaciones de 3-variedades en el 3-espacio y sus
efectos en su grafo asociado ¢, que denominaremos cirugia tipo I y cirugia tipo I1.

Estas definiciones extienden las cirugias introducidas en [24].

Cirugia horizontal entre aplicaciones

Definicién 4.11. Dadas dos aplicaciones estables f € E(M,R?) y h € £(N,R?), donde
M y N son 3-variedades, llamaremos cirugia horizontal entre las aplicaciones f y h a
la aplicacién f#h : M#N — R3, construida como sigue: comenzamos removiendo
dos 3-bolas By e B, en M y N, respectivamente, tales que sus intersecciones con el
conjunto singular de f y h son dos discos Dy y D5 de puntos de pliegue (no interceptan
curvas cuspidales o curvas de pliegues dobles). Después, conectamos las variedades M
y N en dB; y OBy por un tubo S? x I (donde D; y D, son unidos por un tubo
St x I). La proyeccién en R? de este tubo no intercepta parte alguna del conjunto de
ramificacién. El conjunto de ramificacion de la aplicacién resultante es la suma conexa

de los conjuntos de ramificacién de f y h.

Sean J; y 76, los grafos asociados a las aplicaciones f y h, respectivamente. El efecto
de esta cirugfa sobre J#; y /), es mostrado en la Figura [4.5] La suma conexa de los

conjuntos singulares (que no es nada més que la suma conexa de superficies) resulta una
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superficie con género igual a la suma de las dos superficies involucradas. Si realizamos
la suma conexa de las superficies S; y S; asociadas a la i-ésima y j-ésima aristas de
H; y I, respectivamente y si ademds (w;,t;) y (w;,t;) son los pesos de la i-ésima y

j-ésima aristas respectivamente, entonces tenemos g(S;#5S;) = g(S;) + 9(S;) v
(U)i, tz)#(w], t]) = (wz + wy, tz + t])

Por otro lado, el peso de los vértices es sumado también; pues, si M; y M; son las
regiones correspondientes a los dos vértices involucrados con pesos ¢;, ¢;, y My es la

region resultante. Asi,

C — bQ(Mk) — S + 1= bg(Ml) + bQ(MJ) — (Si + Sj — 1) +1= c; + Cj.

H(f#h)

c +¢j

(pi +pj, ti +15)

Ci+1 + Cj+1

Figura 4.5: Cirugia horizontal entre J#-grafos.

Definicién 4.12. (i) Si la cirugia tipo I es hecha entre dos aplicaciones que son
provenientes de dos 3-variedades separadas M e N, es llamada suma conexa horizontal
entre aplicaciones. (i7) Si la cirugia horizontal es hecha en la misma aplicacién f, es

llamada de cirugia horizontal en M y sera denotada por fx.

f f 2#2(5T x §7)

g cirugia horizontal

Figura 4.6: Cirugfa horizontal en f € £(5% x S, R3).

Ejemplo 4.13. La Figura[4.6)es un ejemplo para la Definicién parte ii). Los pesos

en el grafo de la aplicacién fy son calculados de la siguiente forma: Para comenzar,
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tenemos que los pesos en los dos vértices son iguales, pues la aplicacién fy es la apli-
cacién proyeccion (que fu(S? x ST#S% x S1), es exactamente homeomorfo a la mitad
de S% x S1#52 x S'). La componente de borde de la imagen de fg es homeomorfa a
una esfera y su segundo nimero de Betti es dado por bo(Im(f4)) = 1. Asi, los pesos
en los vértices son ¢; = ¢y = ba(Im(fx)) —s;+1=1—-1+1=1, donde s; = 1, pues

solo tiene una componente de borde.

Cirugia vertical en aplicaciones

Definicién 4.14. Sea f € £(M,R3?) una aplicacién, donde M es una 3-variedad,
remueva dos 3-bolas By y By en M en las regiones U; y U,, correspondientes a los
vértices vy y vy, sin interceptar el conjunto singular X f y tales que tengan la misma
imagen en R3. Una de las regiones preservando orientacién y la otra aplicada revertiendo
orientacién. Después, unir los bordes M\ ByUB, por un tubo S?x I, de forma que tengan
una superficie S? como una superficie singular, que divide en dos partes iguales el tubo,
cuyas imagenes coinciden cuando la aplicacién es extendida sobre los mismos. Esta
cirugia aumenta una esfera S? al conjunto singular adyacente a las dos componentes
del conjunto singular de la aplicacion original, de donde las dos 3-bolas fueron retiradas
aumentadas con parte del tubo. En el grafo de f corresponde, a conectar una arista
en los vértices vy y v, denotaremos a la aplicacion resultante de este proceso por f,,

y llamaremos cirugia vertical de f. Esta aplicacion f, esta definida en la 3-variedad
M, = M#(S? x S1).

Las dos regiones involucradas (correspondientes a los vértices v; y vs), después de la
cirugfa, tienen un nuevo generador de H,, que es la S? adicionado al conjunto singular.
Mas las componentes regulares correspondientes, tienen una nueva superficie en el

borde (la misma S?); entonces, el peso no varfa. El grafo resultante puede ser visto en

la Figura [4.7]

g(f) G(fv) 2(f) H(f2)

Figura 4.7: Cirugfa vertical en los G y ¢ Grafos.

Ejemplo 4.15. La Figura es un ejemplo de una cirugia vertical entre aplicaciones.

En este ejemplo particular, la cirugia es realizada en la misma aplicaciéon, como podemos
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visualizar la aplicacién f € £(S?,R?), la cual se perturba convenientemente en la misma
clase de A-equivalencia, para luego realizar la cirugia vertical, como muestra la Figura
y se obtiene una nueva aplicacién f, € £(S? x S, R3).

(8%)p~ 8 x 57

0’ & 0, % g 0 0 0’

vertical surgery
ﬁ

@

‘sr_>

Figura 4.8: Ejemplo de cirugia vertical en el 5#-grafo de f € £(S3 R?).

4.4. Construccion de aplicaciones estables

Sea f € £(M,,,R?), para esta aplicacién, existe un .##-grafo pesado asociado a este. El
Teorema [4.10| nos da las condiciones necesarias y suficientes para que un grafo pesado
sea igual al J#-grafo asociado de una aplicacién estable. Ahora, dado un grafo pesado
g, en esta seccion, construiremos aplicaciones concretas cuyo .7¢-grafo asociado a este

es igual a G.

Definicién 4.16. Dado un J7-grafo G, diremos que este grafo es realizable si existe
una 3-variedad M,, y una aplicacién estable f: M,, — R3 tal que G = ;.

Para construir estas aplicaciones, definamos las aplicaciones basicas y usando las ci-
rugias entre aplicaciones estables de la seccién anterior, daremos un esquema de cons-

truccion de las aplicaciones que realizan a un #-grafo fijado.

Ejemplo 4.17. Sean fi, fo, f3 € E(S3,R3) y hy, hy € £(S? x S1,R3), cuyas superficies
en la Figura son sus conjuntos de ramificacién, junto con sus .7#-grafos asociados,
Iy, Iy, Ky y I, H,, Tespectivamente.

Definicién 4.18. Los 7 -grafos 7}, #;, v H7},, que estén en la Figura son
llamados de J#-grafos bdsicos del espacio £(S3, R3).

Definicién 4.19. Los J¢-grafos /4, y 76, que estan en la Figura [4.9] son llamados
de S -grafos bdsicos del espacio £(S? x S, R3).
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s 0 0 0 o [#2(S' x 5?) 0

(0,0) (0,1) (0,0)] \(0,0) (1,0) (0,0)

ho

Figura 4.9: #-grafos bésicos de aplicaciones estables de S, S% x S! a R3.

Proposicién 4.20. Dado cualquier 7 -grafo drbol con c¢; =0, en todos sus vértices, y
donde el peso en cada arista es (0, z;), con z; € N. Entonces este € -grafo es realizado
por una aplicacién estable f : S® — R3, construido convenientemente a partir de los

grafos bdsicos del espacio (S, R3).

Demostracion. Daremos una prueba por induccién sobre el nimero de aristas del
JC-grafo arbol dado. El drbol con una sola arista, es decir 4 = 1, y cualquier peso
(0,2), con z € N, en esta arista, es realizable haciendo cirugia horizontal entre z + 1
aplicaciones, cuyo #-grafo asociado es igual al de la aplicacion basica f; del espacio
E(S3,R3). Obtenemos asi una aplicacién f : S — R? que realiza al drbol con una
arista y con peso (0, z) en su arista. Ahora, suponiendo que todo J#-grafo arbol G,

con p = m, aristas con pesos (0, z;), z; € NVi=1,...,m es realizable.

Mostremos que todo .#-grafo arbol G,,11 con p = m + 1 aristas y pesos (0, z;), con
2z € NVi=1,...,m+ 1 es realizable. Haremos esto en cinco pasos: (1). Comencemos
escogiendo cualquier arista final del grafo G,,, 11 (conectada a un vértice con grado 1), sea
esta arista la k-ésima de G,,,11; luego, retiramos el peso (0, zx) de la k-ésima arista final
escogida; asi, obtenemos un nuevo #-grafo G’ que tiene yu = n + 1 aristas, ver Figura
(2) Retiramos del grafo G’ la arista final escogida y asi obtenemos otro #-grafo
G" con p = n aristas. (3) Ahora, por hipétesis de induccidn, este grafo es realizable por
una aplicacién f” : S? — R3 tal que 5% = G”. (4) Haciendo cirugia horizontal entre
la aplicacion f”, con la aplicacién f3, correspondiente al grafo basico 7#%,, obtenemos
la aplicacién f': S* — R?® de forma que #} = G'. (5) Finalmente, haciendo cirugfa
horizontal entre la aplicacién f’y z,-veces con la aplicacién fo, correspondiente al grafo
bdsico #},, obtenemos la aplicacién f : S — R?, de forma que .#; = G, ver Figura
4.10 0

67



Por hipotesis de induccion |®)
eriste : £/, 53 5 R3

Figura 4.10: Esquema de demostracién de la Proposicién [£.20

Proposicion 4.21. Dado cualquier 7 -grafo bipartito. Entonces existe una unica 3-
variedad M, tal que este F€-grafo es realizado por una aplicacion estable f : M,, —

R3, construidos convenientemente a partir de los grafos bdsicos del espacio £(S3 R?)
y £(S% x ST R3).

Demostracién. Mostraremos por construccién, dividiéndolo en siete pasos: (1) Re-
tiramos todos los pesos de los vértices y los pesos de la primera coordenada de las
aristas del #-grafo G, obtenemos asi un nuevo grafo G, ver Figura (2) Del grafo
G’, identificamos una arista py en cada ciclo, con su respectivo peso (0, zx); retirando
todos los pesos zj de estas aristas identificadas, obtenemos el grafo G”, con peso (0, 0)
en todas sus aristas identificadas. (3) Luego del grafo G”, retiramos las aristas identi-
ficadas pu; asi, obtenemos el grafo G"”, que es un arbol con peso zero en sus vértices y
sus respectivos pesos en sus aristas. (4) Por el Teorema , G" puede ser realizado
por una aplicacién estable f” : S* — R3 cuyo . -grafo asociado % es igual al
grafo G"”, ver Figura (5) Ahora, haciendo cirugfas verticales en la aplicacién f"
cada una entre las dos regiones correspondientes a pares de vértices incidentes a una de
las aristas retiradas p, de G”, obtenemos una aplicacién f” : S? — R?, cuyo #-grafo
asociado 77 es igual al grafo G”. (6) haciendo cirugias verticales convenientemente
entre f” con un nimero necesario de aplicaciones tipo la aplicacién fs, correspondien-
te al grafo bésico %, ilustrado en la Figura , que aumentan los pesos (0, z;) de
las aristas identificadas en G’, obtenemos asi la aplicacién f’ : S — R3, cuyo grafo

asociado 7} es igual al grafo G'. (7) Por ultimo, haciendo cirugfas horizontales entre
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la aplicacién f’ con un nidmero necesario de aplicaciones tipo a la aplicacion hq y ho,
ilustrado en la Figura [4.9] obtenemos una aplicacién f : M — R3 cuyo grafo asociado

¢} es igual al grafo G, con sus pesos originales. O

g Cjq @ g, 0 @ 0 g”

Cis2

2
(gk+1s 2t1) (0, 26-1)

, ® L ® 4

Figura 4.11: Esquema de demostracién de la Proposicién [4.21]
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Capitulo 5

Invariantes globales para
aplicaciones estables de S? x S! al

espacio tridimensional

En la siguiente seccion, estudiamos la descomposicién de las transiciones de codimen-
sicion 1, que alteran el conjunto singular, y aplicaciones basicas para la construccién
de aplicaciones estables de S? x S' en R?, con conjuntos singulares predeterminados.

Los resultados principales son el Teorema [5.5]y el Teorema [5.8

5.1. Ramificacion de transiciones de codimension 1

Si f es una aplicacién estable de una 3-variedad compacta y orientada M a R3, las
superficies singulares en M, las curvas cuspidales, colas de golondrinas en Bf son

finitas.

En la Definicién 2.6 se introdujo algunas invariantes globales de una 3-variedad com-
pacta y orientada a R3) y estos son: Ig(f), nimero de superficies singulares; Iy (f),
nimero de componentes regulares; Io(f), nimero total de curvas cuspidales; I(f),
suma total de géneros de las superficies singulares; I(f), suma total de géneros de las

superficies singulares.

A estas invariantes, agregaremos dos invariantes globales mas, las cuales se definen
naturalmente tras introducir los 7#-grafos asociados a estas aplicaciones estables, y

estas las definimos a continuacién.

Definicién 5.1. Sea f € £(M,R?). En ntimero total de ciclos del grafo .} serd de-

notado por Iz(f) y sera llamada invariante global I7(f) de f. Escribiremos solo Iz en
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lugar de Iz(f) si no causa confusién.

Para dar nuevas subdivisiones de las transiciones, recordemos la Definicién 2.3] Sea f
una aplicacién obtenida de una aplicacién € de M a R3, de forma que el camino que
une f y & pasa a través de T' € {L, B, P, A5, A%}, una transicién de codimensién 1.
Diremos que la transicién 7' tiene direccién positiva (resp. negativa) en los siguientes

Cas0os:

1. L tiene direccion positiva (resp. negativa) si f tiene exactamente una curva cus-

pidal més (resp. menos) que &.

2. B tiene direccién positiva (resp. negativa) si f tiene exactamente una curva cus-
pidal y una superficie singular mas (resp. menos) que &; o si f tiene una curva
cuspidal y la diferencia entre el género de las superficies singulares de f y & es
—1 (resp. 1).

3. P tiene direccién positiva (resp. negativa) si f tiene exactamente una curva cus-

pidal menos (resp. més) que &.

4. A, Ab tiene direccién positiva (resp. negativa) si f tiene dos colas de golondrina

mas que &.

En los siguientes parrafos, describiremos el comportamiento y la descomposicién de
las transiciones de acuerdo con la alteracion del nimero de curvas cuspidales, colas de

golondrina, superficies singulares, pesos en los vértices y ciclos del grafo en direccién

positiva (ver Figuras [5.1]y [5.2).

L : Esta transicién no sera descompuesta. Esta crea una superficie singular homeomorfa
a una esfera, incrementando una unidad el nimero de superficies singulares y el nimero
de curvas cuspidales. Denotemos por () y n la nueva superficie singular y curva cuspidal,
respectivamente, (ver Figura |5.1)). Asi:

(IE7[V7]P7[Za107IG7[S)(f> = (IE7[V7]P7[Za[C'7IG7[S)(f,) + (1a 17070707070)'

B: Esta modifica no solo el nimero de curvas cuspidales, mas también en numero de
superficies singulares y su género. Esta transicion serd descompuesta en By ,, By g,
BY,, B_4y By, BZ. La Figura muestra la imagen local de las transiciones en el

conjunto de ramificacién con respecto a la direcciéon positiva. Donde:

e By 4: Dos arcos de aristas cuspidales 7, y 72 en la superficie W se unen un con

otra tangencialmente y luego se dividen en dos nuevas aristas cuspidales 81 y 52
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en una superficie Z, el género de una superficie singular disminuye una unidad.
Ast:

([E7[V7 [P7[Z7[C'7IG7[S)(f> = ([E7[V7 [P7[Z7IC'7IG7[S)(.]N) + (0707070707 _170)

B_ 4: Las curvas cuspidales 1; y 72 en la superficie W, uniendo cada una tran-
gencialmente en una curva cuspidal 7 en la superficie Z, en ntimero de curvas

cuspidales y el género de una superficie singular disminuye una unidad (ver Figura

B.1). Ast:

([E7[V7IP7[Z7107 [Ga [S)(f) = <[E7[V7IP7[Z7107 [Ga [S)(f/)+<07070707 _17 _170)

B_. ;4 : Dos arcos de una curva cuspidal v en la superficie W se unen una y otra,
tangencialmente separa en dos curvas cuspidales 14 y 15 en la superficie F', el
nimero de curvas cuspidales incrementa una unidad y el género de una superficie

singular disminuye una unidad. Asi:

(IE7-[V7 IP; ]Z7107IG>-[S)(f> = (IE7-[V7 IP; ]Z7107-[G7-[S)(f/) + (07070707 17 _170)

BY ,: Dos arcos de una curva cuspidal v en la superficie W se unen una y otra,
tangencialmente separa en dos curvas cuspidales 1y y 5 en la superficie F', el
nimero de curvas cuspidales incrementa una unidad, el género de una superficie
singular disminuye una unidad y aumentando una unidad el peso del vértice de

la arista asociada a la superficie F'. Asi:

(IE7-[V7 ]P7]Z7107IG>IS)(f) = (IE7-[V7 ]P7]Z7-[CvIG7-[S)(f/) + (0707 ]-707 17 _170)

B,: Dos arcos de una curva cuspidal n en la superficie W se unen una y otra
tangencialmente separa en dos curvas cuspidales 7; y v en las superficies Uy y U,
respectivamente; el niimero de superficies singulares (o el nimero de aristas) y el
nimero de curvas cuspidales, ambos incrementan una unidad, simultaneamente

incrementando en una unidad el nimero de vértices (o las componentes regulares).

Ast:

(IE'7[V7IP7[Za107IG7[S)(f) = (IE7[V7IP7[Za107IG7[S)(f,) + (17 17 170707070)'

Bf : Dos arcos de la curva cuspidal n en la superficie W se tangencia y separa
en dos curvas cuspidales 77 y 7o en las superficies U, U,, respectivamente, in-
crementando una unidad el nimero de curvas cuspidales, una unidad el nimero
de superficies singulares (o el nimero de aristas), y una unidad el numero de

ciclos y disminuyendo una unidad el peso de un vértice de la arista asociada a la
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superficie U del grafo 7, Ast:

(-[E7[Va ]P7]Z7107IG7[S)(f) = (-[E7[Va IP7]Z7ICalG7[S)(f/) + (]-707 _17 17 1a 070)

Figura 5.1: Descomposicion de las transiciones L y B.

(132

Notemos que el valor “x” en los pesos de los vértices y de las aristas puede ser
cualquier valor entero no negativo, independiente de donde se encuentre; es decir, el
[13%2]

valor de “x” en vértices y aristas puede ser distinto, tal como en el par de pesos en las

aristas.
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P: transicion que modifica el niimero del curvas cuspidales, superficies singulares, géne-
ro de las superficies singulares, el peso en los vértices y el nimero de ciclos del 7Z-grafo.
Esta transicion sera subdividida en Py, Py y P, PZ. La Figura ilustra localmente

las transiciones en el conjunto de ramificacion, en el sentido positivo.

Figura 5.2: Decomposicién de las transiciones P.

A continuacion describiremos cada una de ellas:

e P, : Esta elimina la curva cuspidal 1 y un género en la superficie W, obteniendo

una nueva superficie singular D. Asi:

(IEa ]V7]P7IZ7-[Ca -[G'a -[S)(f) = (IEa ]V7]P7IZ7-[Ca -[G'a IS)(f,)+<Oa070707 _17 _170)

o PV : Esta elimina la curva cuspidal n y un género en la superficie W, obteniendo
la nueva superficie singular D; ademads, incrementa una unidad el peso en uno de

los vértices de la arista asociada a la superficie D, en el J#-grafo. Asi:
(IEa IVa IP7 IZ7 [Ca [Ga [S)(f) = (IEa IVa IP7 IZ7 [Ca [Ga [S)(f/)+<07 07 17 07 _17 _17 O)
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e P, : Esta elimina la curva cuspidal n, encogiéndolo y separandolo para descompo-
ner la superficie W en dos nuevas superficies singulares, K; y K5, incrementando
una unidad el nimero de superficies singulares (o aristas en el JZ-grafo de f;

ademds, se crea un nuevo vértice (o una nueva componente regular). Asi:

([E7[Va [P7[Z7IC7IG7[S)(f) == ([E7[Va [P7[Z7IC7IG7[S)(f/) + (17 170?07 _17 070)

Z . . . . ., ’
e P? : Esta elimina la curva cuspidal 7, encogiéndolo y separdndolo para descompo-
ner la superficie W en dos nuevas superficies singulares, K; y K5, incrementando
una unidad en nimero de ciclos y disminuyendo una unidad en peso en uno de

los vértices de la arista asociada a la superficie K (o K3) del s#-grafo de f. Asi:

([E7[V7[P7[Z7107 [Ga [S)(f) = <[E7[V7[P7[Z7107 [Ga [S)(f/)+<1707 _17 17 _17070)

A$ : Esta transiciéon no serd descompuesta. Esta crea dos colas de golondrina en una
region de una superficie singular formada por puntos de pliegue, nace el labio cispidal

con dos nuevos puntos de golondrina. Asi:
(IE'7[V7[P7[ZaICaIG7[S)(f) = (IE'a[V7[P7[Za[CaIG7[S)(f,) + (0507 07070707 2)

A’g : Esta transicion altera el nimero de colas de golondrina y el niimero de curvas
cuspidales. Esta serd descompuesta en A%,  Ab v Al Figura , donde:

° A’g o - Dos arcos de las curvas cuspidales 7; y 7, son unidas tangencialmente en
b
la superficie W. El ntimero de curvas cuspidales decrece dos unidades, y nacen

dos nuevas colas de golondrina. Asi,

(IE7IVa ]P7]Z7IC7IG7]S)(f) = (IE7IVa IP7]Z7I(77-[G7]S)(]N) + (0707070a _2a 072)

° Agc : Un arco de una curva cuspidal 7 y una arista cuspidal o son unidos tan-
b
gencialmente en la superficie W. El nimero de curvas cuspidales disminuye una

unidad, y nacen dos nuevas colas de golondrina. Asi,

(Ig,Iv,Ip, Iz, 1c,1g,Is)(f) = (Ig, Iv, Ip, 17, 1c, I, Is)(f") + (0,0,0,0,—1,0,2).

° A;‘O: Dos arcos de las aristas cuspidales a; y g son unidos tangencialmente. El

nimero de colas de golondrina incrementan dos unidades (ver Figura [2.10]). Asi:

(IE'7[V7IP7[Z5107IG7[S)(f) = (IE'a[V7IP7[Z5107IG7[S)(f,) + (050707070707 2)

Una figura local de estas transiciones se muestra en la Figura [2.9
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Escribimos
T - {L7 B—,g7 BO,g7 B+,ga Blﬁ,g? B’Ln BvZ7 Pg7 Pgwa Pvapfv A§7 A§,2c7 Agm Ag’(]} (51)

Los efectos de las transiciones en direccion negativa alteran las curvas cuspidales, las
superficies singulares y las colas de golondrina exactamente de la manera opuesta a
lo que hacen las transiciones en direccion positivas, segin sea el caso. En la tabla
b.1] recogemos los efectos de todas las modificaciones de las invariantes Ig, Iy, I¢,
I, Is, 16, Ig,, Ip vy Iz, a través de las transiciones en 7. Si una aplicacion f es ob-
tenida desde una aplicacién f’, a través del camino F} atravesando una transiciéon T
en direccion positiva, escribimos Alp = Ig(f) — Ig(f’) para el incremento de las su-
perficies singulares en la transicion 7'. Similarmente, definimos los incrementos Alq,
Alg v Alg en la transicién T. Por otro lado, f’ es obtenida de f a través del ca-

mino F';, atravesando las transicion 7' en direccién negativa. En este caso, tenemos

Alg = Ig(f') — Ie(f)

NPT L[Bog|Bog|Bi | BL,| B. | BZ] B[ Py| P.] PZ] 45 [4h,.] 4b, [ 45
Alg|1| olo|lo o |1]1|lO0OfO0l1]1]0] O] O0OT]oO
Aly |1 o | O] o0 ol1]oflolol1]lo]lo] o ]| oO0]oO
Al | 1[-1 0] 1 1 |1 |1 |-1|-1|-1|-1]|0|-2]|-11]0O
Alg|of-1]-1|-1 |-1 |O0O]|O|-1|-1|0]O|O] O] O]O
Alglo|l o|o|o o ]|]o|ololOolO|loO|2]2|2]2
Alg,| 0 |-1 | 0 |-1 O lOo|O|-1|0]O o0 ] 0O
Alg,lo|l o] o |0 |-1 |o|O|O|-1]O ol 0] 0O
Alp | 0| O | 0] O 1 |{0of|-1|lofl1|lo|-1 |00 ]oO}|oO
Alz{ol o|lo|lo|ofo|1]lolo|lo|l1]o]|O]|oOf|oO

Cuadro 5.1: Incrementos de las invariantes sobre las transiciones L, B, P, A3 y Al

5.2. Relaciones entre las invariantes globales

El siguiente resultado (Teorema determina los incrementos de las invariantes glo-
bales Iy, Iy, Ic, Ig, Is, 1g,, lg,, Ip y Iz, dependiendo de la descomposicion de las tran-
siciones locales que se dan en el conjunto T, dado en (5.1]).

Definicion 5.2. Sea T una transicién en 7 y consideremos el camino F; uniendo dos

aplicaciones estables, decimos que el incremento local de T es +1 (resp. —1) si el camino
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F, atraviesa T en direccién positiva (resp. negativa). El incremento global de T es la

suma de todos los incrementos locales T'. Asi, escribimos:

_ w Z w Z e _h h h
V(T) - {f, b*,ga bO,g7 b+,g7 b-s-,gv bm bv 7pg7pg y Posy Py 5 A3, a3,2¢7 OJS,c? a370}'

Para los incrementos correspondientes de las transiciones en 7 respecto a un camino

que une dos aplicaciones estables.

Lema 5.3. Sea fo, f € £(S®,R3). Entonces, el incremento de I, Ic, Ig y Is a lo largo
de un camino que atraviesa las transiciones de codimension 1 en T, son dados por:
Al =0+ b, + b7 + p, + pZ,
Aly =L+ b, + py,
Alg=0—b_y+byy+ b2, +b, +b7 —p, —p¥ —p, —p? — 2ak,. — ak,
Alg==b_g—bog—byy—bY, —ps— 1y,
Als = 2(a5 + agy + . + a3),
Alg, = —b_ 4 — by 4 — Dy,
Alg, = b2, —p",
Alp =bY ,—bZ +p¥ — pZ,
Aly = bZ + p?,
Demostracién. De la tabla 5.1, Alp incrementa en uno cuando esta pasa a través de
una transicién L, B,, BZ, P, y PZ, pero no cuando esta pasa a través de las deméds

transiciones. Asi:
Alg = { + b, + b7 4 p, + pZ .

Similarmente, de la tabla [5.1] podemos verificar las siguientes igualdades. ]

Proposicion 5.4. Dados una 3-variedad M,, y 75 un J€-grafo con una sola arista,
si el par de pesos en la arista son ceros, entonces existe una fo € £E(M,,R3), tal que
J = H4,. Ademds:

bQ(Mn) = ]P(f0>-

Demostracién. Dado un grafo 4. Por el Teorema [1.56] existe una fo € £(M,,, R?)
tal que S = 53, y

2

ba (M) = ¢;(fo) + bu(H5,) + wifo). (5.2)

Jj=1
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Ahora, como el grafo ¢}, tiene una sola arista y el par de pesos en su unica arista es
cero, tenemos que by (%,) = 0y wi(fy) = 0. Reemplazando esto en la Ecuacién 5.2y
del hecho que Ip(fy) = 25:1 ¢;(fo) obtenemos la siguiente igualdad:

by(M,) = Ip(fo). O

Teorema 5.5. Si f : M,, — R3 es una aplicacién estable, entonces las invariantes

Ip, I, y Iz satisfacen la siguiente igualdad:

Ip(f) + 1a, (f) + 1z(f) = ba(Ma).

Demostracién. Considere la aplicacién fy como en la Proposicién . Si f e &M, R3);
entonces, f puede ser obtenida de f; pasando solo por transiciones de codimension 1.
Como solamente las transiciones L, B, P y sus respectivas subdivisiones alteran las

invariantes Ip, I, v Iz, entonces:

Ip(f) = Ip(fo) + Alp = by(M,,) + Alp, Io, (f) = I, (fo) + Alg, = Alg,,
I7(f) = Iz(fo) + Al; = Al

Sigue de estas cuatro igualdades y del Lema [5.3] que:

Ip(f) + Ig, (f) + I7(f) = ba(M,). O

Observaciéon 5.6. Al comparar el Teorema [5.5| y Teorema tenemos que estos
teoremas tienen el mismo resultado, pues I(f) = b;(7¢;). Pero como podemos ver sus

demostraciones tienen enfoques y herramientas distintas.

Proposicién 5.7. Dado M, una 3-variedad, entonces existe fo € E(M,,, R?), tal que:

Ig(fo) =1, Iv(fo) =2, 1a(fo) = ba(My), Ic(fo) =0, Is(fo) = 0.

Demostracién. Por induccién en n.
Si n = 0, por definicién tenemos M, = S3, para este caso, tomemos la aplicacién fo,

que se construyo en la demostracién de la Proposicién|2.10} asi, tenemos que Ig(fy) = 1,
Iv(fo) = 2, bs(S%) = Ia(fo) = Ic(fo) = Is(fo) = 0.

Si n = 1, por definicién tenemos M; = S? x S!, para este caso, tomemos a fy = {;

donde ¢ es la aplicacion construida en la Figura ; de donde tenemos que Ig(fy) = 1,
Iv(fo) = 2, b2(S? x ) = Ia(fo) = Ly Ic(fo) = Is(fo) = 0.

Ahora, supongamos que para n — 1 es valido, entonces existe un fy € £(M,,, R?), tal
que Ip(fo) =1, Iv(fo) = 2, Ic(fo) = b2(Mn-1), Ic(fo) =0, Is(fo) = 0.
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A seguir, mostremos que, para n, también se cumple. En efecto, basta realizar cirugia
horizontal entre la aplicacién fy para el caso n — 1 con la aplicacion ¢ del caso n = 1.
Asi, obtenemos la aplicacién estable f = fo#¢, donde Ig(f) = Ig(fo#l) = 1,
Iv(f) = Iv(fo#tl) = 2, Ia(f) = Ia(fo#l) = Ia(fo) + 1a(€) = ba(My—1) + ba(My) =
(n—1)+1=mn, Io(f)=I1c(fo#l) =0, Is(f) = Is(fo#l) = 0. De esta forma, se
concluye la prueba. 0

Teorema 5.8. Si f: M,, — R?® es una aplicacion estable, entonces las invariantes

Ig, I, Ig y Is satisfacen la siguiente igualdad:

Ig(f) + 2Ly (f) + Ia(f) + Ic(f) + Is(f) = ba(My) +1+2[0 —b_ g+ by, + b7 — py—
Py + pv+ a5+ ag,o] + ag,c —bog- (5.3)

Demostracion. Consideremos la aplicacion f; como en la Proposicion 5.7, Dada una
aplicacién estable f: M, — R3, entonces f puede ser obtenido de f, construyendo
un camino que inicie en fy y pase solo por transiciones de codimensién 1. Ya que las
transiciones de codimensién 1 L, B, P, AS, A% y sus subdiviciones son las que alteran

las invariantes Ig, Iy, Ic, I v I, tenemos:

Ip(f) =1Ip(fo) + Alg =1+ Alg, Ig(f) = Ig(fo) + Alg = by(M,,) + Alg,
Iv(f) = Iv(fo) + Aly =2+ Aly, Is(f) = Is(fo) + Als = Alg,
[C(f) = [C<f0) + A[C = AIC

De estas igualdades, se tiene:
Ie(f)+2lv(f)+1c(f)+Ic(f)+Is(f) = 1+ bo(M,) + Alp+ ALy + Alc+ Alg+ Al .
Del Lema , obtenemos la igualdad ([5.3)). O

Corolario 5.9. Sea f: M, — R3 una aplicacién estable.
a) Sils(f) =0, entonces: Ig(f) + 21y (f) + Ia(f) + Ic(f) = (b2(M,,) + 1) mod 2.

b) Si f es una aplicacion plieque, entonces
Ie(f)=1s(f) =0 y Ip(f)+2Lv(f) + Ic(f) = (b2(M,) + 1) mod 2.

Demostracién. Si Is(f) = 0, su conjunto de ramificacién no tiene colas de golodrina y
por el Lema [2.16, tenemos a5, — by, = 0mod 2. Ahora, por el Teorema , obtenemos:

Ip(f) +2Lv(f) + Ia(f) + Lo(f) + Is(f) = ba(My) +14+2[0 =b_ 4+ by, + b7 —p,
Py + po + a§ + al o] + 0mod 2
(ba(M,,) 4+ 1) mod 2.
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Esto prueba a). Ahora, probemos b). Si f es una aplicacién pliegue, entonces su conjunto
de ramificacion no tiene curvas cuspidales ni colas de golondrina; en otras palabras,

Io(f) = Is(f) = 0. Reemplazando esto en la parte a), tenemos inmediatamente:

Ig(f) +2Iv(f) + Ig(f) = (ba(M,,) 4+ 1) mod 2. O
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Conclusiones y trabajos futuros

En presente trabajo de tesis presentamos invariantes globales; entre estos, los .7-grafos
para la clasificacién de aplicaciones estables, enfocando nuestro trabajo en aplicaciones
cuyo dominio son S y M, (suma conexa de n copias de la S? x S') en R?; en la
cual encontramos relaciones precisas entre las invariantes, los cuales nos proporcionan

informacion para la construccion de aplicaciones con propiedades preestablecidas.

Para trabajos posteriores, podemos encontrar otras relaciones entre las invariantes
globales, cuando la 3-variedad es otra distinta a la S® y M,,. Como por ejemplo, para
el tri-toro T® = S'x S1x S, lens space (espacios lentes) L(p, q), entre otras 3-variedades

y la suma conexa de las mismas.

También, otro trabajo a desarrollarse son la construccién de mas ejemplos de aplica-
ciones estables de 3-variedades en R3, respondiendo a la pregunta: ;Qué coleccién de
superficies de revolucion coincide con el conjunto de ramificacion de alguna aplicacién
estable?

En el trabajo de construccion de aplicaciones estables, tenemos el problema importante
de la construccién de aplicaciones pliegues o “fold maps” usando cirugias entre aplica-
ciones estables y la relacién entre las invariantes globales. Ademas, buscar condiciones
para la construccion de este tipo de aplicaciones, todo para responder la siguiente
pregunta: ;Que tipo de grafos coinciden con el J7-grafo de aplicaciones pliegues de

3-variedades en R3?

Por otro lado, puesto que todo el trabajo propuesto y realizado hasta ahora es desa-
rrollado cuando la 3-variedad es orientable, otra propuesta de trabajo a realizarse es
cuando la 3-variedad es no-orientable y cuando el espacio de llegada puede ser una

3-variedad distinta a la R3.

Todas estas propuestas de trabajos posteriores ya tienen un desarrollo o resultado par-
cial, que podrian ser estudiadas en conjunto con investigadores nacionales, extranjeros

y alumnos de pregrado y posgrado en los anos subsiguientes.
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