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Resumen

En el presente trabajo se desarrolla el Teorema de Mordell - Weil para curvas
elipticas sobre el cuerpo gaussiano, para ello se define la curva sobre una extension
finita Q(7). Previo a esto, se desarrolla la teorfa de las curvas elipticas se tratard
también lo relacionado al espacio proyectivo bidimensional P%, pues permite iden-
tificar los puntos del plano afin con los del plano proyectivo. Una curva eliptica es

aquella de la forma

Y24+ a1 XY +a3Y = X3 4 4o X? + ay X + ag

Siendo ay, as, ag, a4, a5 € K (cuerpo) y se caracteriza por no poseer puntos sin-
gulares. Lo anterior es conocido también como ecuaciéon de Weierstrass, la cual se

puede simplificar a
Y2=X*+AX + B, con A,BEK

cuando la caracteristica es diferente de 2 y 3. En ella se define la operacion adi-
cion de puntos de una curva eliptica, y en la que se estudiaran los casos que se suelen

presentar para efectuar dicha operacién (secante, tangente).

Posteriormente se estudiara lo concerniente al Teorema de Mordell-Weil sobre
una extension finita Q, el cual establece que todos los puntos racionales de una
curva eliptica pueden generarse a partir de un nimero finito de ellos. Para ello se
estudiard el Teorema del Descenso en la que definida una funcién altura h: A — R
y siendo (A; @) un grupo abeliano y el grupo A/Ma es finito, entonces A es finita-

mente generado, siendo m un entero.

Demostraremos, luego, el Teorema débil de Mordell - Weil, el cual nos asegura
que el grupo cociente F(Q)/2E(Q) es finito. A continuacién se demuestra el Teore-
ma de Mordell - Weil, el cual dice que siendo E una curva definida sobre QQ, entonces
E(Q) es un grupo abeliano finitamente generado. Ya estudiado el Teorema de Mor-

dell - Weil para Q, se procede a tratar el teorema para Q(7), el cual nos dice que el
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grupo cociente F(Q(i))/2E(Q(7)) es finito.

Asi, la presente tesis consta de cuatro capitulos los cuales son desarrollados como

sigue:

En el capitulo 1 se aborda lo concerniente a las Curvas en el espacio proyectivo,
en el que se abarca el estudio del espacio proyectivo, las curvas y tangentes, conclu-

yendo con el estudio de los enteros gaussianos.

El capitulo 2 trata sobre la Teoria basica de una curva eliptica, en donde intro-
duciremos la Ecuacion de Wierstrass, el estudio de los puntos de la curva eliptica

en el plano proyectivo, la ley de grupo, finalizando con el Teorema de Lutz Nagell.

En el capitulo 3 se trata lo referente a Curvas elipticas en QQ, en donde se define

el método del descenso y se tratan los teoremas de Mordell - Weil.
Finalmente, en el capitulo 4, se estudia el Teorema débil de Mordell - Weil en

Q(i), apoyandonos para esto con la definicién de Altura para el caso gaussiano, para

luego proceder a demostrar el Teorema de Mordell-Weil para Q(7).
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Introduccion

Una curva eliptica sobre un cuerpo K es una curva plana completa no singular
con un punto distinguido. Cuando la caracteristica de K no es 2 o 3, la curva puede

abordarse como una curva proyectiva plana
Y27 = X34+ aXZ2+ 023, 46>+ 270 #0

En donde cada ecuacion define una curva eliptica sobre K. El punto distinguido es

(0:1:0).

Aunque el problema de calcular los puntos en una curva eliptica E, con nume-
ros racionales como coordenadas, ha fascinado a los matematicos desde la época
de los antiguos griegos, no fue hasta 1922 que se demostré que es posible construir
todos los puntos a partir de un ntimero finito, dibujando cuerdas y tangentes. El
teorema de Mordell muestra con mayor precisiéon que los puntos racionales forman
un grupo finito generado E(Q). Hay un simple algoritmo para calcular el subgru-

po de torsién de E(Q) pero todavia no hay algoritmo probado para calcular el rango.

Las curvas elipticas se han utilizado para arrojar luz sobre algunos problemas
importantes que, a primera vista, parecen no tener nada que ver con las curvas

elipticas.

Motivacién para estudiar curvas sobre )

Con la teoria que vamos a desarrollar en la presente tesis, podremos tratar pro-

blemas como el siguiente (resuelto por Mordell en 1962):



Demostrar que los 1unicos numeros naturales no nulos que pueden expresarse

simultdneamente como producto de dos y tres niumeros consecutivos son
6=2-3=1-2-3 y 210=14-15=5-6-7

El problema puede ser abordado mediante técnicas de la teoria algebraica de
numeros, es decir utilizando la factorizacion real o ideal de los anillos de enteros
algebraicos de los cuerpos numéricos. Sin embargo en éste se puede tratar desde el
punto de vista de la geometria algebraica pues la ecuacién anterior determina una
curva proyectiva regular en el cudl se debe encontrar los puntos con coordenadas

enteras de una curva algebraica dada.

Motivacién para estudiar curvas sobre Q(7)

Esta teoria nos permite notar que las soluciones enteras a la ecuacién diofantica
se convierten en puntos racionales gaussianos en la curva eliptica. El siguiente ejem-

plo fue presentado por Peter Brown (2016).

Consideremos la ecuacién dioféntica
v =2t —1

La ecuacién anterior posee como soluciones enteras a (1,1) y (13,329). Por un

cambio de variables
_ 2iv —2 —4(v +1)

Zz Y Y=

u? u3

esta ecuacion se transforma en una curva eliptica

yQ — 1,3 + 8
donde sus soluciones iniciales (1,1) y (13,329) corresponden a los nimeros ra-

cionales gaussianos

2(—1+ 239i) —4(239 + i)
132 13®

(=2 + 21, —4 — 44), ( )



Capitulo 1
Curvas en el espacio proyectivo

El estudio de las curvas en el espacio proyectivo es de gran utilidad al trabajar
con puntos en el infinito, lo cual visto en el plano afin suele a veces ser no tan
sencillo. En este espacio se encuentran curvas que inicialmente se encontraban el el
espacio afin, cuyo comportamiento se trabajara en este capitulo, asi como también
obtendremos una completa respuesta al estudio de las unidades, de los elementos

primos y de la factorizacién tnica.

1.1. Espacio proyectivo

Definicién 1.1. Dado un cuerpo k, definamos la relacion ~ sobre k* — {(0,0,0)}

como
(z,y,w) ~ (2',¢,w') & IN € F\{0} tal que (2,9, w") = Nz, y,w).

Definicién 1.2. Definamos el espacio proyectivo bidimensional, denotado por P% |

Pi = {[(a:,y,w)] : (%,y,TU) € kg - (07 070)}
donde
[(z,y,0)] = {(2", ¢/, w) : (x,y,w) ~ (2", ¥/, w)}

Denotaremos la clase de equivalencia [(x,y, z)] como (z :y:2). Si (z:y: z) es

un punto con z # 0 entonces (x :y : 2z) = (z/z:y/z: 1) son los puntos finitos en



P%.. Sin embargo, si z = 0 entonces dividir por z puede ser tomado como un punto
al infinito y por lo tanto los puntos (z : y : 0) son llamados puntos al infinito en
P2..

Definicién 1.3. Sea k un cuerpo. Se define la recta sobre k como el polinomio no

nulo L = ax + by + cw en klz,y, w]

Consideramos que L y una recta L' = a’x + b'y + cw se encuentran sobre una

misma recta si (a’,V', ') es un miltiplo de (a, b, ). El lugar

L(k) ={(z,y,w) | ax + by + cw = 0}

definido en P%, es llamado el conjunto de k puntos o los k puntos racionales de
L.

Definicién 1.4. Definamos el plano afin bidimensional sobre k, denotado por A2

como

A ={(z,y) €k x k}
Sean U ={(z:y:w)|w # 0} y Leo(w) ={(z : y : w)|w = 0} tenemos que

vy A — U y vy P = Lo(k)
(x,y) — (x:y:1) (x:y) — (x:y:0)

siendo 11 y 19 biyecciones.

De esta manera el plano afin esta identificado con los puntos finitos de P%, ademds
P2 = U U Lo (k), siendo esta unién disjunta. Es mds, el plano afin A? = {(z,y)} se
relaciona uno a uno con el proyectivo P4. Podemos relacionar a un punto (z,y) con
[(z,y,1)] de ambos planos respectivamente.

De cierta forma, la geometria de P es mds simple que la geometria de k2, y esto se

nota ya que:

1. Dos rectas distintas en P2 se intersectan en un tinico punto. En efecto, esco-

gemos el siguiente sistema de ecuaciones



Puesto que las lineas son diferentes, la matriz de coeficientes tiene rango igual
a 2, por lo que el nicleo tiene dimensién igual a 1, y asi hay un solo punto de

interseccion.

2. Dos puntos distintos en P? descansan en una tnica recta. En efecto, escogemos
k )

el sistema de ecuaciones

y argumentamos de manera similar.

Sea ¢ € GL(3,k). Luego ¢ lleva elementos del conjunto k*, hacia k3 y los pasa a

una aplicacién P? a P? llamada la transformacién proyectiva correspondiente a ¢.

Si L es la recta, cuyos coeficientes estan dados por el vector fila (a b c) y si

¢ es una transformacion proyectiva, entonces el vector fila (a b c) ¢! define una

nueva recta L? y los k puntos racionales de L? se encuentran dados por

x x T
En efecto, sea | y | en L(k). Entonces | o/ | = ¢ | y | esta en ¢(L(k)) y
w ! w
satisface
a:,/



x/

por tanto se encuentra en L?(k). Andlogamente si | ¢/ | se encuentra en L?(k),

/

x x
entonces | y | =o' | v/ | satisface
w w'
x '
(a b c) Y =<a b c)gb*l y | =0;
w /

x/

y asi | ¢/ | es imdgen de ¢ de algin elemento en L(k).

wl

Para cualquier punto en P2, podemos introducir varios sistemas de coordenadas
locales afines.

Fijemos [(zo, Yo, wo)] en P%. Escojamos algin ¢ en GL(3,k) con ¢(zo,yo,wy) =
(0,0,1). Luego podemos definir coordenadas locales sobre ¢! (k x k x {1}) a k? via

la aplicacién uno a uno con

o: ¢ Hekxkx{1}) — K
(z,y, w) = (W)

tal que

e(¢~(2,y,1)) = (z,y)

Ejemplo 1.5. Supongamos que (g, yo, wo) = (Zo, Yo, 1). Podemos escoger

1 0 —x
=10 1 —yo | .- Entonces
00 1
T 1 0 —x T T — X
Ply[ =01 —w||y|=|vy—w
1 00 1 1 1



En este caso, las coordenadas locales se encuentran definidas sobre

Mk xkx{1})=kxkx {1}

y son dadas por

o(x,y,1) = (¢~ (p(z, 5. 1)) = (¢~ (x — 20,y — %0, 1)) = (& — To, y — Yo)-

Este ¢ es util para llevar de (g, yo, 1) en P% a (0,0) en k2.

0 01
Ejemplo 1.6. Supongamos que (zg, ¥o, wo) = (0, 1,0). Podemos escoger o = [ 1 0 0
010
Entonces
T 0 0 1 T w
ol1l=|10 0 1|l=1=z
w 010 w 1
y

90(:B7 1,21]) = 90(¢_1(¢(IL", L, w))) = gp(gb‘l(w,x, 1)) = (w’ 93)

Este ¢ sera util para para estudiar el comportamiento del punto al infinito en la

forma cubica de Weierstrass.

Las coordenadas afines locales son usadas en el estudio de polinomios homogéneos
de tres variables. Decimos que un polinomio no nulo F' € k[x,y, w] es homogéneo
de grado d si cada monomio en F' posee grado total igual a d. Podemos escribir

k[x,y,w]; para denotar el conjunto de tales polinomios. Para cada F se satisface

F(z, \y, \w) = M F(x,y,w) para z,y,w,\ €k (1.1)



Lema 1.7. Si k es un cuerpo infinito, entonces un polinomio no nulo f € klxy, ..., x,]

es no nulo en algun punto.

Demostracion. Usemos la induccién sobre n. El caso n = 1 es trivial. Asumamos el
resultado para n— 1, y supongamos que f(cy,...,c,) = 0 para todo (cy, ..., ¢,). Por

induccién

flz,...,xn1,0) (1.2)

es el polinomio nulo de n—1 variables para cada c escogido. Fijemos un monomio

QA — . . . .
.. x,"7" de n — 1 variables. Los monomios de n variables que que contienen a

este monomio de n — 1 variables

JPpwes] QAn—1_.9
E bjxit...x," @),

>0

originan a f y (1.2) nos dice que Z bjcj = (0 para todo c. Por lo tanto, todos los
>0
b; son cero. Repitiendo el proceso para todos los monomio de n — 1 variables, vemos

que f es el polinomio nulo. [

Proposicién 1.8. Si k es un cuerpo infinito, entonces un polinomio no nulo F €

klx,y,w] que satisface (1.1) es homogéneo de grado d.

Demostracion. Escribamos F' como la suma de los términos homogéneos de dife-
rentes grados: F' = Y77 | Fj con Fj de grado d; y con d; = d. Luego (1.1) nos
da

M E (20,90, wo) = AN F (20, Yo, wo) + A2 Fy (20, Yo, wo) + ... + A" E, (30, Yo, wo)

para todo A. Puesto que k es infinito, esta igualdad para todo A implica que
F(zo,y0,wo) = Fi(xo,yo,wp) y también que Fj(zo,yo, wo) = 0 para todo j > 2.
Haciendo que (zo, yo, wo) varie y aplicando el lema (1.7) a F'— F} y a Fj para j > 2,

queda probada la proposicién. [



Un polinomio homogéneo F # 0 de grado mayor que 0 no es una funcién en P? .
Sin embargo, podemos examinar el comportamiento de F' cerca al punto (xg, 4o, wp)
en k% — {(0,0,0)} al escoger ¢ en GL(3,k) con ¢(xg,yo, wo) = (0,0,1) y definiendo

flz,y) = F(¢~ (2,9, 1)).

Ejemplo 1.9. Supongamos que (zg, Yo, Wo) = (o, Yo, 1) ¥

1 0 —xz
¢ = —Yo
00 1
luego
x T+ Zo
oyl =|v+w
1 1
f(z,y) = F(x + 20,y + yo, 1)
Para

F(z,y,w) = 2°y + 2yw + w?’,

el correspondiente f(z,y) se divide en términos homogéneos como
fla,y) = (x5yo+2oyo +1) + (25y + 2x0yor + xoy + Yo ) + (yor® + 2xoxy +2y) + (2°y).

Ejemplo 1.10. Supongamos que (zg, yo, wo) = (0,1,0) y

0 01
p=11 0 0
010
luego
x Yy
oyl =11
1 T



fz,y) = F(y, 1, ).

Para el mismo F' del ejemplo 1.9, al hacer
F(z,y,w) = 2°y + 2yw + w?’,

obtenemos
flz,y) = (° + zy) + (2°)

sin términos de orden total 0 o 1.

Reciprocamente si d y ¢ se encuentran dados y si f en k[x,y] tiene grado d,
podemos reconstruir F. En el ejemplo 1.10 con d = 3 y con f como como ya se
vi6, definimos G(x,y,w) al insertar potencias de w para hacer todos los términos de

grado 3:

Gz, y,w) = y*w + zyw + (2°)

A continuacién escribir F' = G o ¢ y hacer F(z,y,w) = 2%y + zyw + w?.

1.2. Curvas y tangentes

Una curva plana o curva proyectiva plana definida sobre k es un polinomio ho-
mogéneo no nulo F € kfz,y, w|y para algin d > 0, excepto que consideremos dos de
tales polinomios como la misma curva si ellos son miltiplos de cada una. Como ya
se menciond, F no se encuentra definida sobre P%. Sin embargo, el lugar cero de F
da lugar a un conjunto en el espacio proyectivo. Esto es, si K es una extension del

cuerpo k, entonces el lugar

FK) = {(z,y,w) | F(z,y,w) = 0}

se encuentra bien definido en P%, puesto que F es homogéneo. Este lugar es
llamado el conjunto de los K puntos o los K puntos racionales de la curva. En el caso
especial que d = 1,2 o 3, la curva es llamada recta, curva o ctibica respectivamente.
Si F' es una curva plana y si tenemos un sistema de coordenadas afin dado por ¢

con ¢(xg, Yo, wo) = (0,0, 1), entonces la curva afin correspondiente es

10



flz,y) =F(¢~ (z,y,1)) en klz,y]

Entre los k puntos racionales de una curva, podemos distinguir entre puntos sin-
gulares y no singulares. Asi, sea F' # 0 en k[z,y,w|q, fijemos (xo,yo, wo) € F (k)
y escojamos coordenadas locales afines sobre (z,yo, wy) dados por algin ¢ con
o(xo0, Yo, wo) = (0,0, 1). Sea

flz,y) = F(¢~ (2,y,1)) € K[z, y).
Por ejemplo, como se vio en el ejemplo 1.9., se tuvo que wy =1y
F(x,y,w) = 2%y + zyw + w’,

como consecuencia

f(z,y) = (x5yo +zoyo + 1) + (25y + 27040 + 2oy + Yor) + (Yor* + 2z0y + 2Y) + (2°Y)

= fo(l’,y) + fl(l’7y) + fQ(xvy) + f3(l’,y)-

El término constante fy es 0, puesto que (xg, Yo, 1) estd en F(k). En este ejemplo
y en general, f es la suma de términos homogéneos de grado 1 hasta d, es decir
f=/ i+ ...+ fa depende de (xg, yo, wp) y de ¢
Decimos que (zg, Yo, wp) es un punto no singular si f; no es el polinomio nulo en
klx,y] , de otra forma (z,yo,wy) es un punto singular. En nuestro ejemplo, con

wo = 1, consideremos
fi(@,y) = (2zoyo + yo)z + (2§ + T0)y.

Los puntos singulares en F'(k) son aquellos en donde los coeficientes de x y de y
son cero. Los coeficientes son cero cuando (zo,%0) = (0,0) vy (zo,y0) = (—1,0). En

IP%, estos puntos son (0,0,1) y (-1,0,1)). Pero ninguno de estos se encuentra en F(k).

11



Por lo tanto, F' es no singular en cada punto de F(k) para el cual wy = 1.

Necesitamos comprobar que la no singularidad no depende de la eleccién de ¢. Asi,
a b 0

debemos suponer también que ¢ (zg, yo, wo) = (0,0,1). Luego oo™t = | ¢ d 0
r s 1

b
con (a . invertible. Escribamos f(z,y) = F(¢~'(z,y,1)) y también
c

Foyp™)(¢po¢™)(z,y,1)
F oY (ax + by, cx + dy,rx + sy + 1)

flay) = (
(
= (Foy™ ((m +sy+1) <r;ﬁjﬁl’ riﬂ_ﬁl’ 1>)
(
(
(

ax+by cx+dy
re 4+ sy + ) g (rx+sy+1’ rac+sy+1>

ro sy + 1) g1+ g0) (725, )

re + sy + 1) gy (ax + by, cx + dy) + ... + gq (az + by, cx + dy.)
(1.3)

Al expandir las diferentes potencias de (rz+sy+1) y reagrupando por homogeneidad,

tenemos
fi(z,y) = g1(ax + by, cx + dy). (1.4)
Similarmente
) -1
a1(z,y) = fi(ax + By, vz + dy) con con a p ~ .
v 0 c d

Asi f1 v g1 son nulos o no son nulos.

Proposicién 1.11. Supongamos que F € klx,y,w], y G € klz,y,w], son curvas
planas. Si (xo,y0,wy) se encuentran en F(k) U G(k), entonces (xg, Yo, wo) es un

punto singular de FG.

Demostracion. Escogemos coordenadas locales afines con ¢(xq, yo, wo) = (0,0,1), y

definimos f(z,y) = F(¢~ " (z,9,1)) y g(z,y) = G(¢™ (x,y,1)).
Entonces podemos escribir f = fi + ...+ f,, v 9 = g1 + ... + gn. Puesto que

fla,y)g(z,y) = (FG) (W (zy, 1)),

12



y puesto que f no tiene términos de primer grado, se sigue que F'G tiene un punto
singular en (zg, Yo, wo)-
O

Decimos que la curva plana F' sobre k es no singular (o suave) si F' es no singular
en cada punto de F(k), donde k es la clausura algebraica de k. De otro modo decimos
que F es singular. La no singularidad en todos los puntos de F'(k) no implica que

F' sea no singular. Por ejemplo, la curva

F(z,y,w) = 2° — 6zw? + 6yw? — 1°

se encuentra definida sobre £ = Q. es no singular en cada punto de F(Q),y tiene

un punto singular en (z,y,w) = (v/2,v/2,1). Asi la curva es singular.

Teorema 1.12. (Teorema de Bezout). Supongamos que F € k[z,y,w|, y G €
k[x,y,w], son curvas planas. Entonces F(k) N G(k) es no vacio. Si tuviese mas
de mn puntos, entonces F' y G tienen como un factor comin a algin polinomio

homogéneo de grado mayor que cero.
Demostracion. Consultar [5,p.50] O

Lema 1.13. Supongamos que F es una curva plana e irreductible sobre k. Entonces

los factores son polinomios homogéneos, y F' es singular.

Demostracion. Escribamos F' = F1 F,. Sea dy y e; los grados mas alto y mas bajo,
respectivamente, de los términos en Fy. El producto de los términos de grado d; en
F} y los términos de grado dy en F, es no nulo y es el grado ejes de F'. Puesto que
F' es homogéneo, didy = ejes. Se sigue que dy = ey v dy = eg, asi F1 y F2 son
homogéneos. El teorema de Bezout nos dice que Fy(k) N Fy(k) es no vacio, ademds
la proposicién 1.1 nos dice que cualquier punto en esta interseccion es un punto

singular para F'. Por lo tanto, F' es singular. O

Supongamos que (xo, Yo, wp) = (0,0,1) es un punto no singular de F(k) y que
¢($07y07w0) = (07 07 1) = (0707 1) Hemos escrito f(a:ay) = F(¢_1($,y, 1)) con f =
fi+...+ fa. Luego fi(x,y) = pr+qy con py g en k, distintos de cero. Consideremos f;

como un polinomio en tres variables fi(x,y, w) independiente de w. Reincorporemos
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un miembro distinto de cero L = f o ¢ de kl[z,y,w|;, y el resultado es llamado la
recta tangente a F en (zg, Yo, Wo).

Veamos que la recta tangente es independiente de la eleccién de las coordenadas

locales afines. Asi, supongamos también que ¥ (xo,yo,wo) = (0,0,1). Formemos
a b 0

g(z,y) = F(Y Y z,y,1)) ypoo™ = | ¢ d 0], y sean las respectivas rectas
r s 1

tangentes Ly y L. Tenemos entonces

Ly(z,y,w) = fi(¢(x,y,w)), (1.5)

fl(xmyuw) = fl(x,y)zgl(ax+by,cx+dy)
= gilax +by,cr +dy,re + sy +w) = Gi(Y oo~ (z,y,w)),

L¢(l‘, Y, w) = §1(¢(9€; Y, U)))

N : (1.6
- gl<¢ © ¢_1(¢(I7y7w))) - f1(¢(x7y7w>>

Comparando (1.5) y (1.6) vemos que Ly(x,y, w) = Ly(z, y, w).
Si F es una curva plana y ¢ es una transformacién proyectiva, entonces F'® = Fo¢p~*

es otra curva plana, y los k& puntos racionales de F* son dados por

F2(k) = ¢(F(k)),
Notemos que si (g, Yo, wp) €s un punto no singular para F, entonces ¢(zo, yo, Wo)

es un punto no singular para F'?.

Proposicién 1.14. Sea F una curva plana sobre k. Si (xo,yo, wo) Se encuentra

sobre la curva, entonces (xq, Yo, wo) es un punto no singular si y solo si al menos

una de las derivadas ‘g—i,%—g,g—g es no nula en (xg, Yo, wo). En este caso, la recta
tangente L a F en (o, yo,wo) se encuentra dada por
OF OF OF
L= a— T+ 3_ Yy + a— w.
L 1 (20,y0,w0) L 1 (20,y0,w0) L 1 (20,y0,w0)

14



Demostracion. Escogemos coordenadas locales afines con ¢(xg, yo, wo) = (0,0,1).

Puesto que (g, 4o, wp) se encuentra sobre la curva, F o ¢~! contiene un factor de x
o ¥, lo cual conlleva a que

aan (Fo¢)(0,0,1) =0 paracada n (1.7)

Escribamos f(z,y) = F(¢~*(x,y,1)) con f1+...+ f4. Los coeficientes del término
lineal f; son %(0, 0)y %(0, 0). Puesto que

f =Fo d)_l © ((I7y) - ('T7y7 1))7

la regla de la cadena nos da

of Of ) (8F oF 8F> 1
- 2L - = = = 1.8
(8x dy 0.0) or Oy Ow (20.0,10) ¢ (1.8)

o O =
o = O

‘,L,/
Sean (2,3, w") dados. Multiplicando a la derecha por < /), obtenemos
Yy

/
O Y N A af ﬂ) x

y/
x (1.9)
oF  OF a_F) 1|
<ax gy Ow (Zo,yo,w0)¢ Y
w/

Por (1.7) para n = 1, la tercera entrada de

oF or ory
dr  Jy Jw (z0,y0,w0)

es cero. Asi, el lado derecho de (1.9) es
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/

or or oy (7
O dy  Ow (z0,y0,wo0) Y

w/

Tomando (z/,y', 2') = ¢(x,y,w), obtenemos

L'y, w') = fio o(x,y, w)

X
_ (8_F or 8_F> , (1.10)
ox dy ow (20,y0,w0)
w

por (1.8), tenemos un punto singular si todas las primeras derivadas parciales de
F son cero. De otra manera (1.10) nos muestra que fl no es cero; por tanto f; no

es cero y el punto es no singular. En este caso, (1.10) nos da la recta tangente. [

El término cuadrético f o ¢(z,y, w) puede ser identificado similarmente, siempre
que la caracteristica de k£ no sea 2. Pero la expresién es mas complicada y depende

de la eleccién de ¢. Esto implica también la matriz hessiana de F', definida como

9’F 9’°F  9*F
Ox2 0xdy  OxOw
— — o’°F  9*°F  O*F
o’°F  9°F  9*F
O0xOw  Oyow Ow?

(z0,y0,w0)
1.3. Los enteros gaussianos

Las igualdades

2=1+41, 5=1+4, 13=4+9, 17=1+16, 29=4+25 37=1+36

muestra que los primeros niimeros primos pueden ser representados como la suma
de dos cuadrados. Exceptuando a 2, ellos son congruentes a 1 médulo 4. En general
cualquier nimero primo impar de la forma p = a? + b? satisface p = 1 méd 4, esto
debido a que todo cuadrado al dividirse por cuatro posee residuo cero o uno, lo cual

se evidencia. Lo que no es evidente, es el hecho que lo reciproco se cumpla también.
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Teorema 1.15. Dado p € Z* , un niimero primo mayor que 2, se tiene que

p=a*+v* (a,b€Z) <= p=1 mdd 4.

Para la resolucién de este teorema, recurrimos al conjunto de los enteros gaus-

sianos

Zli)={a+bi|a,beZ}, i*=-1

En este anillo, la ecuacién p = 2% + 32, se convierte en el producto

p = (z +1iy)(z —iy),

Es decir, el problema se convierte en uno de factorizacién en Z[i].

Proposicién 1.16. El anillo Z[i] es euclideo, por tanto, en particular, dominio de

factorizacion unica.

Demostracion. Mostremos que Z[i] es euclideo respecto a la funcién Z[i] — N U
{0}, |af?. Asf que, para a, 3 € Z[i], 8 # 0, uno tiene que verificar la existencia

de enteros gaussianos -, p tales que

a=v8+p v ol <|B)

(0%
2 —
enmallado en el plano complejo C (los puntos con coordenadas enteras respecto a

Basta encontrar v € Z[i] tal que 7‘ < 1. Los enteros gaussianos forman un
las bases 1,4). El nimero complejo % cae en una malla del enmallado y la distancia
desde el punto enmallado mas cercano no es mayor que la mitad del tamano de

la diagonal de la malla, es decir, \/Li Por tanto, existe un elemento v € Z[i] con

%—7‘§\%<1. 0

Basado en este resultado para el anillo Z[i], el teorema 1.15 se puede enunciar
como que es suficiente mostrar que un nimero primo p = 1 mdd 4 de Z no sigue
siendo un elemento primo en el anillo Z[i]. En efecto, si esto se prueba, entonces

existe una descomposicion
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p=a.f

en dos elementos «, f de Z[i]. La norma de z = x + iy se encuentra definida por

N(z +iy) = (z +iy)(x —iy) = 2° + o/

es decir por N(z) = |z|*. Al ser multiplicativo, tenemos que

Puesto que o y 8 no son unidades, se sigue que N(«) y N(f3) son diferentes a 1.
Por tanto, p = N(a) = a® + b?, donde escogemos o = a + bi.
Finalmente, para probar que un primo racional de la forma p = 1+ 4n no puede ser

un elemento primo en Z[i], notemos que la congruencia

—1=2% médp

admite una solucién a la cual llamamos = = (2n)!.

En efecto, puesto que —1 = (p — 1)! méd p, por el teorema de Wilson tenemos que

—1=@p-DI=[1-2...2n0)][(p - D —2)...(p - 20)] = [(20)] [(=1)*"(2n)1] = [(2n)!] = p.

Asf tenemos que p | 22 +1 = (x +4)(x — 7). Pero en vista que 2+ % ¢ Z[i] no
divide a ninguno de los factores x + ¢,z — 4, por tanto no es un elemento primo en
el anillo Z[i].

Cuando se desarrolla la teoria de divisibilidad para un anillo, se presentan dos pro-
blemas basicos: determinar las unidades del anillo en cuestion y determinar sus
elementos primos. La respuesta a lo primero es relativamente facil. Un nimero

a = a + bi € Z[i] es una unidad si y solo si su norma es 1:

N(a) := (a+ib)(a—ib) =a®> +b* =1

es decir, ya sea a®> = 1,b> = 0 0 a®> = 0,b> = 1. Asi obtenemos la siguiente

proposicion
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Proposicién 1.17. El grupo de unidades del anillo Z[i| consta de las cuatro raices

de la unidad,

2] = {1, ~1,i,—i }.

Para responder la pregunta para los primos, es decir, elementos irreductibles del
anillo Z[i], recordemos que dos elementos «, 5 en un anillo son llamados asociados,
simbolicamente a ~ (3, si ellos difieren solo en un factor unitario y cada elemento

asociado a un elemento irreductible 7 es también irreductible.

Teorema 1.18. Los 7 elementos primos de Z[i], hasta los elementos asociados, son

dados como sique

1. m=141
2. m=a+bi cona®>+ 0> =p,p=1 méd 4,a > |b| > 0,
3. m=p, p=3 mod 4.

Aqui p denota un nimero primo en Z.

Demostracion. Los nimeros como en (1) o en (2) son primos debido a que una

descomposicién m = «.f en Z[i] implica una ecuacién

con algun nuimero primo p. Por tanto, ni N(a) =1 ni N(f) = 1, asi tenemos que ni
a ni  es una unidad.

Los nimeros m = p, donde p = 3 mdéd 4, son primos en Z[i|, debido a que una
descomposicién p = .8 en «, 3, los cuales no son unidades, implicarfa que p? =
N(a).N(B), asi que p = N(a) = N(a + bi) = a* + V?, lo cual, deacuerdo con el
teorema 1.15., nos lleva a que p =1 mdd 4.

Dicho esto, tenemos que comprobar que un elemento primo arbitrario 7 de Z[i| se

encuentra asociado a uno de la lista. Antetodo, la descomposicién
N(m) =n.7 = p1...pr,
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con primos racionales p;, muestra que 7 | p, para algin p = p;. Esto nos da que
N(m) | N(p) = p?, asi que, de cualquier manera, N(w) = p o N(p) = p?. En el caso
que N(7) = p, tenemos que ™ = a + bi con a* + b* = p, asi que 7 es del tipo (2), o
si p = 2, es asociado a 1 + i. Por otra parte, si N(m) = p?, entonces 7 se encuentra
asociado a p puesto que p/m es un entero con norma uno y por tanto una unidad.
Ademaés p =3 mdd 4 se debe mantener, pues de lo contrario, tendremos que p = 2
oque p=1 mdd 4 y debido al teorema 1.15., p = a® + b* = (a + bi)(a — bi) no

puede ser primo. O

La proposicién también resuelve la interrogante de como los ntimeros primos
p € Z se descomponen en Z[i]. El nimero primo 2 = (1 4 4)(1 — i) es asociado al
cuadrado del elemento primo 1+ . En efecto, la identidad 1 —¢ = —i(1+4) muestra
que 2 ~ (1+14)% Los nimeros primos p = 1 mdd 4 se descomponen en dos factores

primos conjugados

p = (a+bi)(a— bi)

y los nimeros primos p =3 mdd 4 permanecen primos en en Z[i|.

Los enteros gaussianos, juegan el mismo papel en el cuerpo

Qi) = {a+bi|abeQ}.

tal como los enteros racionales lo hacen en el cuerpo Q. Asi que deberian ser vistos

como enteros en Q(7).

Proposicién 1.19. El cuerpo Z[i] consta de elementos del cuerpo de extension Q(7)

de Q los cuales satisfacen la ecuacion polinomial monica

24+ar+b=0

con coeficientes a,b € 7.

Demostracion. Un elemento a = ¢+ di € Q(4) es un cero del polinomio
> +ar+b€Q[x] con a= -2 b=c+d.
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Si ¢ y d son enteros racionales, entonces lo son también a y b. Reciprocamente,

si a y b son enteros, entonces 2c¢ y 2d lo son también. De (2¢)? + (2d)? = 4b = 0

méd 4, de donde (2¢)? = (2d)? = 0 méd 4, puesto que los cuadrados son siempre
=0 o = 1. Por tanto ¢ y d son enteros.

m
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Capitulo 2
Teoria basica de una curva eliptica

Las aplicaciones de las curvas elipticas poseen diversos usos en las matematicas,
como es en el caso de factorizacion de enteros, o en forma méas general en criptografia.
La idea principal en esas aplicaciones es que al tener un algoritmo el cual emplea
ciertos grupos finitos, se pueda reescribir, usando para ello, los grupos de puntos
racionales de curvas elipticas. En este capitulo, vamos a ver que una curva eliptica
posee la estructura de un grupo abeliano, la cual se da mediante la operacion de
adicién, finalizando con el teorema de Lutz-Nagell para curvas elipticas de la forma
y? = a® +ax +b.

2.1. Ecuacion de Weierstrass

Definicién 2.1. Una curva eliptica E sobre un cuerpo K se encuentra definida por
la ecuacion:
Y2+ a XY +asy = X° +asX? 4+ ay X + ag (2.1)

Con ay,as,a3,a4,a6 € K y A # 0, siendo A la discriminante de E, la cual se

encuentra definida por

A = —dsdg — 8d; — 27dg + 9dodyds (2.2)
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donde:

d2 = CL% + a9

dy = 2a4+ aja3

d6 = a% + 4a'6

ds = aiag +4asag — arazas + asa3 — aj

Denotemos E(K) como el conjunto de puntos que cumplen dicha ecuacion.
Observaciones
1. La ecuacién (2.1) se conoce como la ecuacién de Weierstrass.

2. La curva eliptica se encuentra definida sobre K, pues ai,as,as, as,a6 € K.
Al encontrarse E definida sobre K, entonces E también esta definida entre

cualquier extensién de K.

3. La condicién A # 0 asegura que la curva eliptica no tenga puntos singulares,

esto es, puntos que anulen las derivadas parciales de la funciéon polinomica
FX,Y) =Y+ a1 XY + a3y — X? — ;X% — ay X — ag

asociada a la curva eliptica. Esto asegura que no haya puntos en los que la

curva tenga dos o mas rectas tangentes.

4. El punto O lo llamaremos punto al infinito. Es el iinico punto en la recta del

infinito que satisface la forma proyectiva de la ecuacién de Weierstrass.

2.1.1. La ecuacién simplificada de Weierstrass

Definicién 2.2. Dos curvas elipticas E1 y Fs definidas sobre K y dadas por las

ecuaciones de Weierstrass:

Ei: v*4+axy+asy = 22+ ax® + agx + ag
Ey: V4 awvy+asy = a2+ axx® + aux + G

se dicen isomorfos sobre K si existe u, v, s, t € K, u # 0, tal que el cambio de
variables:

(z,y) = (x4 7, uPy + u’sw + 1) (2.3)
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transforma la ecuacion FEy a Ey. Esta transformacion es llamada un cambio admi-

sible de variable.
Dado (z,y) € E(K), entonces la ecuacién de Weierstrass
y? + a1y + azy = 7 + axx® + asx + ag

puede ser simplificado considerando el cambio admisible de variable.

Analicemos tres casos:

1. Sila caracteristica de K no es 2 ni 3, el cambio admisible de variable:

(z,y) — (

r—3a? —12ay y — 3ayx B ad + 4ayay — 12a3
36 " 216 24

Transforma a E en la curva:
v =2°+ar+b (2.4)
donde a, b € K, siendo A = —16(4a> + 27b%)

2. Si la caracteristica de K es 2, debemos considerar dos casos.

Si a; # 0, entonces, el cambio admisible de variable:

2 2

as ajas + a

(a,b) — (a?x—i——a ,aty + +———2 3 3)
1 aj

transforma a £ en la curva:
v +ay=2"+az’+b (2.5)

donde a, b € K, siendo A = b. Esta curva es no singular si y solo si b # 0.

Si a; = 0, entonces, el cambio admisible de variable:

(z,y) = (v + az,y)

transforma a F en la curva:
v +cey=a>+ar+b (2.6)
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donde a, b, ¢ € K, siendo A = ¢*. Esta curva es no singular si y solo si ¢ # 0.

3. Si la caracteristica de K es 3, debemos considerar dos casos.
Si a? # —ay, entonces el cambio admisible de variables

dy
da

Siendo dy = a2 + ay y dy = a4 — ajas

dy
(r,y) = |2+ Y +a1w+a1d—+a3
2
Transforma a E en la curva:
y* =2°+ar’ + b (2.7)
donde a, b, € K, siendo A = —a?b.

Si af = —ay, entonces el cambio admisible de variable
(z,y) = (2,y + 17 + as)
transforma a E en la curva:
=2 +ar+b (2.8)

donde a, b, € K, siendo A = —a?.
Como no es posible visualizar las graficas de curvas elipticas sobre todos los

cuerpos arbitrarios, los ejemplos se abordaran en R.

Ejemplos

y? = —4x 42 Y2 = 2% — 4z + 4
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2.2. Puntos de la curva eliptica en el plano pro-

yectivo

Definicién 2.3. Un polinomio F € K[X,Y, Z] se dice que es homogéneo de grado

positivo n st todos sus términos poseen el mismo grado n.

Es decir un polinomio F' € K[X,Y, Z] es homogéneo de grado n si
FOAX,\Y,\Z) = \"F(X,Y,Z)
para todo A € K.

Definicién 2.4. Dado un polinomio F € K[X,Y, Z] homogéneo no constante, defi-
namos el conjunto de los K-puntos racionales de la curva proyectiva sobre el cuerpo

K como
CK)={(r:y:2) €P}|F(x,y,2) =0}

Observaciones:

1. Si (21,91, 21) ~ (2, Y2, 22) con (x1,Y1, 21) ¥ (@2, Y2, 22) pertenecientes a (x : y :
z) € C(K) entonces

F(z1,y1,21) = 0siy sélo si F(xg,ys,29) =0,
esto quiere decir que no depende de quién sea el representante.

2. Si F(X,Y,Z) fuese un polinomio no homogéneo no podriamos hablar de un
cero en P%, esto debido a que si el polinomio por ejemplo fuese F(X,Y,7) =
X3 + 2XY — 3Z tenemos que F(1,1,1) = 0 sin embargo F(3,3,3) = 36,
aqui si dependeria de su representante, este es uno de los motivos por lo que

trabajaremos con polinomios homogéneos.

3. El polinomio f(X,Y) = Y? — X3 — AX — B puede ser transformado a un
polinomio homogéneo agregandole potencias de Z, de la siguiente manera
F(X,Y,Z)=Y?Z — X® - AXZ? - BZ3.
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Veamos el significado de que dos rectas paralelas se cortan en el infinito. Sean
y=mx+b;, y=mz+ b
dos rectas paralelas con by # by, su forma homogénea seria
y=mx+bz, y=max+byz.

Al resolver ambas ecuaciones se tiene que z = 0 y y = ma con z # 0 por lo tanto

estas rectas se intersectan en el punto
(x:mz:0)=(1:m:0).
De igual manera, si x = ¢; y ¥ = ¢g, con ¢; # ¢ su forma homogénea seria
r=c2z, T=Cz.

Resolviendo tendriamos que z = 0 y = = 0, entonces y # 0 por lo tanto el punto de

interseccién de ambas rectas seria
(0:y:0)=(0:1:0).

Para el caso de una curva eliptica, veamos que puntos se encuentran en el infinito.
Sea la curva eliptica y?> — 2> — Az — B = 0 definida sobre K , su forma homogénea
serfa y?z — 23 — Ax2? — Bz3 = 0, los puntos en la curva eliptica original de la forma
(x,y) corresponden a los puntos (x : y : 1) en su forma homogénea, pero si z = 0
entonces x = 0 y como (x,y,2) # (0,0,0), tenemos que el inico punto de P2 que

pertenece a la curva eliptica es

0:y9:0)=(0:1:0)=(0:—1:0).

Es més, debido a que (0 : 1:0) pertenece a una recta vertical podemos afirmar
que toda recta vertical intersecta a la curva eliptica E en dicho punto, esto ocurre

en PK.
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2.3. Ley de grupo

Definicién 2.5. Sea E una curva eliptica definida por la ecuacion y? = x®+ Az + B

sobre un cuerpo K de caracteristica distinta de 2 y 3. Definimos la operacion binaria
+:E(K)x E(K) = E(K)

como Ssigue:

Dado un par de puntos P = (z1;y1) y Q = (22;Y2) que pertenecen a la curva eliptica
E(K), tracemos una recta L que pase a través de P y Q). Vemos que L intersecta a
la curva E en un tercer punto R'.Reflejamos R’ sobre el eje X (cambia el signo de
la sequnda coordenada del punto R'). Definimos P+ Q = —R' = R

Teorema 2.6. El conjunto E(K) con la operacion definida anteriormente posee la

estructura de un grupo abeliano. Es decir:
1. Dados P, y P, puntos en E(K) se tiene que P, + P, € E(K) (Clausura)

2. P+O=P, para todo P € E(K) (Ezistencia del neutro)

Co

. Dado P € E(K) existe un P' € E(K) con P+ P' = O. Este punto P’ se

denota por —P. (Ezistencia del inverso)
4. (PL+ Py)+ Py = P+ (Py+ P3) para todo Py, Py, Py € E(K). (Asociatividad)
5. PL+ P, = P, + Py, para todo Py, P, € E(K) (Conmutatividad)

Demostracion. Consultar [8,p.28] O

2.3.1. La formula de adicién

Supongamos primero que P; # P, y que ningun punto es O. Tracemos la recta

L que pasa a través de P, y P, su pendiente sera:

Y2 — Y1
m =
To — T

Se presentan dos casos:
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1. Si xy # x4, la recta L esta dada por
y=m(z—z1)+y

Para ver donde intersecta la recta L a la curva eliptica E, reemplazamos y en

la ecuacién de la curva
(m(x —2)) +y)? =2+ Az + B

Ordenando obtenemos

0=a—m2z®+ ...

Las tres raices de esta ecuacién ctibica corresponden a los tres puntos de inter-
seccion de L con FE. Como P;, P, son puntos de L y E entonces se conoce dos
raices de esta ecuacién que serfan las primeras coordenadas de estos puntos se

puede conocer la tercera raiz x, ya que x; +x2 4+ = m?, ordenando obtenemos:

xr = m2—$1—x2

y = m(z—x1)+uy;
Ahora reflejando sobre el eje x obtenemos el punto P3 = (x3,y3) con
r3 = m2 — X1 — X2

ys = m(r1 —T3) —

2. Sixy = x9 pero y; # Yo, la recta que pasa por P y P, es una recta vertical por
lo tanto intersecta a E en O. Reflejando O respecto al eje x genera el mismo

punto O. Por lo tanto, en este caso P + P, = O.
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Q= (X, Yo)

P = (X1: Y1

2.3.2. La férmula de duplicacién

Ahora consideremos el caso donde P, = P, = P = (x1,y1). La recta que pasa
por esos puntos es una recta tangente. Por lo tanto, cuando dos puntos coinciden
tomamos una recta L que pase por ellos, esta sera la recta tangente. Calculemos la
pendiente m de esta recta L:

dy 3zi+ A
de 2

d
2y—y = 32° + A ,entonces m =
dx

1. Si y; = 0 entonces la recta es vertical y P, + P, = O, ademas el numerador
3z3+ A #0.

2. Siy; #0, larecta L es:
y=m(r —x1) +y

De igual manera como en el caso anterior obtenemos la ecuacion ctbica

0=2a%—m?2%+ ..
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En este caso s6lo conocemos una raiz, digamos que sea x1, pero es una raiz

doble, ya que L es tangente a F en P y sea 2P = (x3,y3) . Por lo tanto

T3 = m? — 2,
ys = m(r1—3) — Y

3z2+A
ZIT obtenemos que

Reemplazando m =
r] — 2Ax? — 8By + A?

4y?

T3 =

(2.9)

2§+ 5Azt +20Bx} — 5A%2} — 4ABxy — A® — 8B?
(241)°

Esta férmula de duplicacion también puede estar dada en funcién de una de las

Ys (2.10)

raices del polinomio p(z) = 3+ Az + B con A, B € K, supongamos que r € K es

una raiz de dicho polinomio entonces
B=—r*—Ar

reemplazando en la ecuacién (2.9) tenemos que

x] —2Ax% — 8(—r® — Ar)a; + A?

T3 =
4yt
4 _2Ax2 —8(—2 - A A?
_n 11 ( 7; r)z t +4r(r® + Ar + B)
4y
(2rzy — x3)? + 2(2rzy — 23) (A + 2r?) + (A + 2r?)?
= 3 +r
4y
Por lo tanto ) y )
— 2 2
py= [(AFIN AT, (2.11)

2y,
Finalmente supongamos P, = . La recta que pasa por P; y O es una recta

vertical que intersecta E en el punto P el cudl es reflejada por P; respecto al eje X

para conseguir P; = P, + P,. Por lo tanto
Pl + (9 = Pl

para todo P; en E. Podemos decir ademas que O + O = O. Notemos que, si P, y P,
tienen coordenadas en un cuerpo K con A, B € K entonces P; + P, también tiene

coordenadas en K. Por lo tanto E(K) es cerrado con la suma de puntos.
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P= (x4, ¥4) -

~ [
Ty

R = (X3, ¥3)

Ejemplo 2.7. Para la curva eliptica definida sobre R, dada por:
Y?=X?*4+2X+3

Sean P, = (—1,0) y P, = (0,/3), puntos de dicha curva.

Luego tenemos que:
P+ P, = (4;-8,66)

Ejemplo 2.8. Para la curva eliptica definida sobre R, dada por:
V?P=X*+X+1
Sean P, = P, = (2,1/11), puntos de dicha curva. Luego tenemos:
Py + P, = (=0,16;0,915)

Es bien sabido que el grupo de torsién de una curva eliptica esta conformado por
toda los puntos de la curva eliptica que tienen orden finito. Veremos un teorema que

nos permita hallar el grupo de torsiéon de una curva eliptica el cual fue demostrado

por Lutz-Nagell:
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2.3.3. El teorema de Lutz-Nagell

Teorema 2.9. (Teorema de Lutz-Nagell)
Sea E una curva eliptica dada por Y? = X3 + AX + B con A,B € Z. Sea P =
(x,y) € E(Q) se cumple:

1. Si P tiene orden finito entonces x,y € 7Z.

2. Si P tiene orden finito con y # 0 entonces y* | 4A% + 27B>.
Demostracion. Consultar [14,p.205] O
Ejemplo 2.10. Sea la curva eliptica dada por
Y?=X%-2

Siy = 0 entonces 2> —2 = 0, pero esta ecuacién no posee soluciones racionales, por lo
tanto y # 0. Sea P = (z,y) € E(Q) con orden finito entonces y* | 443 +27B? = 108.

Los posibles valores para y son:
y==+1, +£2 £3 +6.

Notamos que ninguin valor de y produce un valor entero para z, asi el tinico elemento

del subgrupo de torsion es el neutro. Luego

E(Q)tors - {O}

Ejemplo 2.11. Sea la curva eliptica dada por
V?=X%+4X

Siy = 0, entonces x = 0; —4, El punto (0,0) tiene orden 2. Sea P = (x,y) € E(Q)
con orden finito entonces si y # 0, tenemos y* | 44% + 27B? = 16. Los posibles
valores para y son:

y— 41, 42 +4.

Trabajando todas las posibilidades obtenemos los puntos (2, —4) y (2,4). Rapida-
mente se muestra que 2(2,4+4) = O Por lo tanto, el subgrupo de torsién es ciclico

de orden 2.
E(Q)tors = {07 (_27 _4>7 (_27 4)}
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Capitulo 3
Curvas elipticas sobre

En este capitulo veamos que el conjunto de puntos racionales de una curva elipti-
ca denotada por E(Q) es un grupo finitamente generado. La demostracién se basara
en la aplicacion del teorema de Mordell, para ello, en la seccién 1 demostraremos el
teorema del descenso, en donde dado un grupo abeliano A en el cual se define una
funcién altura que cumple con ciertas hipdtesis, y un entorno m < 2 tal que A/mA
es finito , lleva a que A es finito.

En la seccion 2 demostraremos el teorema débil de Mordell, el cual nos asegura que
el grupo cociente E(Q)/2E(Q) es finito.

Por 1ltimo, en la seccién 3 definiremos una funcién altura en el grupo abeliano
E(Q), de modo que, aplicando los teoremas de las secciones anteriores, llegaremos

a demostrar el teorema de Mordell.

3.1. El teorema del descenso

Definiciéon 3.1. Sea (A, &) un grupo abeliano y sea h : A — R una funcion.

Decimos que h es una funcion altura si cumple:

(i) Dado Q € A, eziste una constante C; = C1(Q) que depende de QQ y A, tal que
para todo P € A,
h(P & Q) < 2h(P) + C)

(i1) Eziste un entero m > 2 y una constante Cy que depende sdlo de A, tal que
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para todo P € A,
h(mP) > m*h(P) — C,

(111) Para cualquier constante Cs,

{P € A:h(P)<C3} es un conjunto finito.

Teorema 3.2. (Teorema del descenso)
Sea (A; ®) un grupo abeliano y h : A — R una funcién altura. Si para el entero m

de (ii) el grupo A/mA es finito, entonces A es finitamente generado.

Demostracion. Supongamos que el grupo m/mA tenga r elementos. Elegimos @1, ..., Q, €

A, representantes de las clases de A/mA. Sea P € A, luego
Jip €{l,..r}y3P, € Atal que P =mP, & Q;,

Procediendo inductivamente se tiene

Pl = mp2®Qi27

Py = mB,®Qi,,
es decir:
P = Qi,®&mP=Q; ®mQ;, ®m*P,...=
= m"P, @ Z?:l m? Q.
Por tanto
Pe<@Q,...,Q,., P, >.

Ahora para cada j, por (ii) se tiene:

h(mP;) > m*h(P;) — Cs,
de donde

A(P) < —lh(mP) + Cs] = 5 [h(P1 © Q) + O

1
m? 2
Al usar (i) se tiene

1
m?

h(P)) < —[2h(Pj 1) + C, + Cy] (3.1)
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donde C] = 1n<1é¢<X{C’1(—Qi)} (O} v Cy no dependen de P;). Al repetir la desigualdad
(3.1) se tiene

hP,) < L[2h(P,q) +C) + Cy)

= Hh(Pu1) + 52(Cy + Cy)

< Z [ L2h(Pas) 4+ C) + Co]] + 5[C] + O]

= () h(Pua) + [+ 2] [C) + Cy]

< (Z)"nP)+ [#+%+ L+t 2"273} [C] + C)

< (&)"W(P)+3[C+ Co). 31 (&)

Como m > 2 entonces
n Ci+Cs o2
hP,) < ()" h(P)+ 252 20

< 27"h(P) + S

Asi, para n suficientemente grande, se cumplira que

h(Pn) < 1+¥’

Por lo tanto todo elemento de A es una combinacion lineal de puntos del conjunto

(@)U {QeA @ <1+ T

el cual es un conjunto finito y por la propiedad (iii) se tiene que A es finitamente

generado. O]
En resumen para encontrar generadores de A se debe seguir los siguientes pasos

1. Calcular las constantes C} = C1(Q;), para cada elemento Qi,...Q; € A,

representantes de las distintas clases de A/mA.
2. Calcular la constante Cs.

3. Para cualquier constante Cs, deberemos ser capaces de encontrar los elementos
en el conjunto finito {P € A : h(P) < Cs}.
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Se pueden obtener estas constantes para las funciones altura, que se define en
curvas elipticas, para encontrar elementos en E(K) que generen el grupo finito
E(K)/mE(K). Desafortunadamente no se conoce ningin método que nos propor-

cione generadores para E(K)/mE(K).

3.2. El teorema débil de Mordell-Weil

Teorema 3.3. (Teorema débil de Mordell Weil. Caso especial). Sea E una curva

eliptica definida sobre R, por
y? =23+ Az + B, donde A, B € Q.
Y supongamos que las raices de p(x) = x> + Az + B, ey, €9, €3 estdn en Q. Entonces
B(Q)/2E(Q)
es un grupo finito.

Antes de la prueba de este teorema, mencionamos algunos resultados que nos
seran necesarios:

Sea F un curva eliptica de la forma
Y’ = (z —e1)(z —es)(z — e3)

con e, e9,e3 € Zy e; #e; parai # j. Sea (x,y) € E(Q) con y # 0.

Sean:
r—e = au’
r—ey = ?
r—e; = cw?

2

con a,b,c.u,v,w € Q. Entonces 4> = abc(uvw)? con a,b, ¢ € Z, es mas, podemos
) ) b ) b ) b b )

suponer que a, b, c € Z son libres de cuadrados.
Teorema 3.4. Sea

S={p€Z:pesprimoyp|lles —ez)(er —e3)(e2 — e3)}.
Si p es primo y plabe, entonces p € S
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Demostracion. Sea plabc, entonces pla, p|b o p|c. Supongamos que p|a. Como x—e; =
au?, entonces p*, con k € Z impar, es la potencia exacta de p dividiendo x — e;.

k > 0, en efecto, si k < 0, entonces p~* es la potencia exacta de p en el denominador
de z, va que e; € Z. Asi mismo p~* es la potencia exacta de p en el denominador
de x — ey y en el de & — e3, ya que ey, e3 € Z. Entonces p~3* es la potencia exacta

de p en el denominador

(z—e)(z—ex)(z —e3) = 3

lo cual es un contradiccién, puesto que 3k es impar. Asi, & > 0 (k = 0 no puede
ocurrir ya que hemos supuesto que pla, y por tanto, p es un factor de x —e; = auz),
esto es, x = e; mdéd p.  x no tiene p en el denominador puesto que x =e; méd p y
e, € 7.

Como z — ey = cv?, tenemos que

b = e; — ey m6d D,
y puesto que z — e3 = cw?,

cw? = e; — e méd p,
Supongamos que p € S, luego pt (e — e2)(e1 — e3)(e2 — e3). Asi, tenemos que

pf(x—e2) ypf(z—es),

Entonces p* es la potencia exacta de p en el numerador de (z — e1)(z — e3)(x — e3).
Luego p¥, con k impar, es la potencia de p en el numeral de y2, lo cual es una
contradiccién.

Por tanto p € S O]
Teorema 3.5. Sea E una curva eliptica dada por
y* = (x—e)(z — e2)(z —e3),
definida sobre Q, con ey, eq,e3 € Z. La funcion definida por
¢: B(Q — (@/(@)) P /(@) P@ /@)
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(x —e1,x —eq,x —e3) si y#0

(1,1,1) si (z,y)=0
d(x,y) = § ((e1 —ea)(eg —e3),e1 — ez, e1 —e3) si (z,y) = (e1,0)

(62— €1, (e2 —er)(e2 —e3), €2 —e3) si (x,y) = (2,0)

(€3 —er,e3 — €2, (e3 —e1)(e3 —e2)) si (z,y) = (e3,0)

es un homomorfismo y su nucleo es 2E(Q).

Demostracion.

¢ es un homomorfismo

En efecto, analicemos por casos:

1. Si P, = (x;,y;) € E(Q), i =1,2,3 tales que y; # 0y P3 = —(P; + P), como
Py, P,, P53 son colineales, entonces sea la recta y = ax + b que contiene a dichos

puntos. Sea el polinomio

P(X)= (X —e)(X —e)(X —e3) — (aX + b)?

De raices w1, x, r3. Notemos que P(X) posee coeficiente principal 1, luego

podemos escribir
P(X)=(X —e)(X —e)(X —e3) — (aX +b)* = (X — 1) (X — 22)(X — x3)

Notemos que:

¢(331,3/1) = (11— e, 11 — e, 11 — 63) = ¢(P1)
P(w2,92) = (T2 —e1,29 —€2,20 —€3) = P(P)
¢($37 y3) = (953 —€1,T3 — €3,T3 —€3) = ¢(P3)

Entonces

pues evaluando cada e; con 7 = 1,2, 3, tenemos:
(271 — ei)(IQ — Gi) = (aei + b)2 € (@*)2
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Ahora: ¢(Py + Py + P3) = o((—Ps) + ) = ¢(0) = (1,1, 1)
Por lo anterior

O(P)o(P)o(Ps) = (P + Py + F)

. Si P = (21,0)y Py = (x9,y2) con ys # 0, luego P = —(P1+P,) = (x3,y3), con
ys # 0, por lo anterior tenemos que ¢(Ps + P3) = ¢(Ps)d(Ps3), reemplazando
P; = —(P, + P,) tenemos que

(=) = ¢(P+—(P+ P))
= ¢(Po)d(—(P1 + Pr))

En consecuencia

O(Pr + Po) = ¢(P1)¢(Ps)
L SiP =0y P+ 0, tenemos que

O(PL+ P2) = ¢(P2) = (1, L,T)p(P2) = ¢(P1)$(F)
El caso en que Py = O y P # O es similar.

. Si P = (21,0) y P» = (22,0), puesto que x; € {eq, 2, €3}, podemos considerar
Py = (e1,0) y P, = (es,0), obteniendo:

¢(P1) = ((61 - 62)(61 - 63)761 — €3,€61 — 63)
¢(P2) = (62 — €1, (62 - 61)(62 - 63),m)

En consecuencia

o(P)d(P) = ((e1 —e2)(er —es)(e2 — e1), (e1 — e2)(ea — e1)(e2 — e3),

(e1 —e3)(e2 — e3))

Puesto P, + P, = P3, tenemos que

o(P1+ Py) = ((e3 — e1), (e3 — e2), (e3 — e1)(e3 — ea))

Por lo tanto ¢ es un homomorfismo.

Asi queda probado que ¢ es un homomorfismo

ker (¢) = 2E(Q) .
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1. 2E(Q) C ker(¢): Sea P € 2E(Q) entonces existe @) € E(Q) tal que P = 20,

entonces
¢(P) =o(Q+Q) = d(Q)o(Q) =1
De ahi que P € ker(¢). Por lo tanto

2E(Q) C ker(¢)

2. ker(¢) C 2E(Q): Sea P = (x,y) € ker(¢), entonces
T —e; :Uf, 1=1,2,3.

Por simplicidad, asumamos que e; +e3+e3 = 0, lo que significa que la ecuacién
para nuestra curva eliptica tiene la forma y? = 2® 4+ Az + B. Cuando e; + e5 +
es 7 0, el coeficiente de 2 es diferente de cero, podemos hacer un cambio de

variable. Sea f : R — R una funcion tal que
f(T) = Ug + UlT + U2T2

tal que f(e;) = v, @ = 1,2,3. Para probar la existencia de f es suficiente

tomar:

1 1
(61 — 62)(61 — 63) (T_62)(T_63>+1)2 (62 - 61)(62 - 63)

f(T) =u (T—e1)(T—e3)

1
+ U3 Gmenyeey (T —e)(T" —e2)

Definamos ¢(T') =z — T — f(T)? tal que cumple g(e;) = 0,1 =1,2,3, y
T+ AT + B = (T — e1)(T — e3)(T — e3) divide a g(T)
Por lo tanto g(T) = 0mod (T® + AT + B), asf
v —T = (ug +wu T +uT?)? mod(T? + AT + B).

Sabemos
T? = —AT — Bmod (T? + AT + B)
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T*=T.-T% = —-AT? — BT mod (T® + AT + B).
Por lo tanto
r—T = (uo+wuT +ugT?)?
ud + 2uguy T + (u? + 2ugug)T? + 2uyusT? + udT*
= (u3 — 2Bujus) + (2uou; — 2Auyus — Bu3)T
+(u? + 2uqug — Au3)T?,

Por otro lado si dos polinomios P; y P, de grado a los mas 2 son congruentes
modulo un polinomio de grado 3, entonces la diferencia P, — P, es un polinomio
de grado a lo mas 2 que es divisible por un polinomio de grado 3. Esto significa

que P, = P,. Por lo tanto

T = ud — 2Buyusy (3.2)
—1 = 2ugu; — 2Aujuy — Bu} (3.3)
0 = u? + 2uguy — Auj. (3.4)

Si ug = 0, reemplazando en (3.4) tenemos que también u; = 0. Entonces
f(T) es constante, asi v; = vy = wv3. Esto significa que e; = ey = eg, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto uy # 0, multiplicando (3.4) por wu; /u3
y multiplicando otra vez a la misma ecuacién (3.4) por 1/u, restando las

nuevas ecuaciones obtenemos

1 2 U1 \3 (75}
(e a4 B
(= (2 + A +
Sea
(751 1
= — Uy =—
U9 U

asi (z1,y1) € E(Q). Afirmamos que 2(x1,y1) = £(z,y).

De la ecuacion (3.4) tenemos que

Aud —u?  A—2?
Uy = = .

QUQ 2y1
Reemplazando esto en (3.2) tenemos

r] — 2Az? — 8By + A?
4yt ’

Tr =
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Esta es la primera coordenada de 2(z1,y;) por (2.9). La segunda coordenada
esta determinada por la primera coordenada, asi 2(x1,y1) = (z, +y) = £(z,y).

Por lo tanto (z,y) = 2(z1,y1) 6 2(x1,—y1). En ambos casos tenemos que

(z,y) € 2E(Q).

Ahora procedamos a demostrar el teorema 3.3

Demostracion. Puesto que eq, es, e3 € Q, supongamos que ey, es, e3 € Z. Del homo-

morfismo ¢ definido en el teorema 3.5 tenemos el homomorfismo inyectivo inducido,

$:E(Q/2E(@Q — (Q/(Q@))e(Q/(Q)) e (@/(@Q)?)

s Al (3.5)
(z,y) — ol(z,y) = d(z,y).

Del teorema 3.4, si (a,b,¢) € Im(é),, entonces, existe P = (z,y) € E(Q) tal que

~ —

¢((z,9)) = ¢((z,y)) = (a,b,0),

donde a,b y ¢ son representantes de clase de Q*/(Q*)?, los que pueden ser elegidos

enteros libres de cuadrados. Luego a,b y ¢ son productos de primos en el conjunto

S={p€Z:pesprimoy pl(e: —ez)(e1 —e3)(ez —e3)}.

del teorema 3.4. En vista que si p € Z es primo tal que p|a, entonces plabe y del
teorema 3.4 tenemos que p € S. Puesto que el conjunto S es finito, existén soélo
una cantidad finita de factores primos de a. De igual forma, la cantidad de factores
primos de b y ¢ es finito. Asi, tenemos que existe a lo mas una cantidad finita de

elementos de
$(E(Q)/2E(Q)) = E(Q)/2E(Q).

Lo cual prueba el teorema. [

Definicién 3.6. Sea Q* un grupo multiplicativo y su subgrupo (Q*)?. Definamos el

grupo cociente

={7:2€Q"} conT={ru® € Q" :ucQ}
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Esto significa que si consideramos dos niimeros racionales 77, T3 como equivalen-
tes entonces la razén x;/xs es el cuadrado de un nimero racional. Todo elemento
de Q*/(Q*)? puede ser representado por +1 veces un producto de primos distintos,
ya que T es congruente a z— médulo cuadrados. Asi podemos decir que

@*
(@)

Notemos que si x — e; = au?, entonces 7 — €; = a en Q*/(Q*)>.

{£2m3n 52 ... |m,n,p,...€{0,1}} (3.6)

Teorema 3.7. (Caso general del teorema débil de Mordell-Weil) Sea E una curva

eliptica definida sobre Q por
v =2+ Az + B, conA,BEZ

y sea K el cuerpo de descomposicién del polinomio cibico p(x) = 23 + Ax + B con

raices ey, eq,e3 € K. Entonces
E(Q)/2E(Q)

es un grupo finito.

Demostracion. Para probar el caso general, debemos imitar el caso particular reem-

plazando Q por K, con lo que se nos presentan tres problemas:

1. Obtendremos informacién de E(K)/2E(K) y no de E(Q)/2E(Q). Para tal fin,

debemos hallar una relacién entre ellos.

2. Para conseguir que F(Q)/2E(Q) sea finito en el teorema anterior usamos el
hecho de que el conjunto S definido en el teorema 3.4 sea finito, usando para
ello la factorizacion tnica en Z. Pero esto podria fallar en el anillo de enteros

algebraicos Ax que reemplazara a Z.

3. Como todo elemento de Q*/ Q*Q, se puede representar como £1 veces un pro-
ducto de primos distintos y +1 representa las unidades en Z, estas unidades

necesitan ser controladas en el anillo que reemplaza a Z en el caso general.

El siguiente teorema nos ayudard a cubrir la parte 1).
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Teorema 3.8. Sea E una curva eliptica definida sobre Q por

' = (v —e1)(w—er)(x — e3)

Sea K el cuerpo de descomposicion de p(x) = (z — e1)(x — ea)(x — e3) € Q[z] sobre
Q. Entonces el homomorfismo canénico

p: E(Q)/2E(Q) — E(K)/2E(K)
P+2E@Q) — P+2E(K)

tiene a lo mds 22U clementos en su niicleo. En consecuencia, si B(K)/2E(K) es
finito, entonces E(Q)/2E(Q) también lo es.

Demostracion. Dado Q € E(K) y 0 € Gal(K/Q), entonces 0(Q) = (o(z),0(y)) €
E(K), ya que E se encuentra definida sobre (). Denotemos en adelante Q7 = o(Q).
Sea P € ker(p), entonces P € E(Q)N2E(K). Como P € 2E(K), existe Qp € E(K)
tal que P = 2Qp.

Para cada P € ker(y), definamos la funciéon

Ap: Gal(K/Q) — E[2]
o = Qp—Qp
siendo

E2) = {P € E(K): 2P = O}.

La funcién esta bien definida, pues la imagen de Ap se encuentra en E[2].

En efecto
20QF —Qp)=2Qp —2Qp=P"—-P=0
Afirmamos que si A\p = Apr entonces P’ € P + 2E(Q).
En efecto:

Como Ap = Apr, luego
Q% —Qp = Ap(0) = Ap(0) = Q% — Qp para todoo € Gal(K/Q)

Luego:
(@p —Qp)” =Qp — Qp.
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Ahora, puesto que K es una extension, entonces K “K/Q = Q.
Por lo tanto Qpr — Qp € E(Q). De ahi que

P — P =2(Qp — Qp) € 2E(Q)

Puesto que cada elemento P € ker(y), podemos asociarlo a Ap y para cada elemento
diferente del nicleo tenemos una funcién diferente A\p de Gal(K/Q) a E[2].
Asi, el orden del nicleo es menor ¢ igual al nimero de funciones de Gal(K,Q) a

E[2], el cual esta por
AlGal(K,Q) _ 92[K:Q]

Al mostrar que E(K)/2E(K) es finito, entonces F(Q/2Q) también es finito. O

Ahora veamos como resolver los problemas 2) y 3), empecemos viendo unos

ejemplos.
Ejemplo 3.9. Sea E una curva eliptica definida sobre Q por
V2=X*+X

El cuerpo de descomposicién es K = Q(¢). El anillo de enteros Ax = Z[i] es un

dominio de factorizacién tnica y su grupo de unidades es {(i)*}3_, = Z,

Ejemplo 3.10. Sea E una curva eliptica definida sobre Q por
Y?=X?-2X

El cuerpo de descomposicién es K = Q(v/2). El anillo de enteros Ax = Z[v?2]
es un dominio de factorizacion unica, y su grupo de unidades es el grupo infinito

[0+ VDI .

Ejemplo 3.11. Sea E una curva eliptica definida sobre Q por
Y?=X°+5X

El cuerpo de descomposicién es K = Q(1/—5). El anillo de enteros algebraicos Ax =
Z[v/—5] no es un dominio de factorizacién tnica, ya que 2-3 = (1 —v/—=5)(1++/—5)

, es mas, estos numeros son todos primos. El grupo de unidades es {£+1} = Z,.
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Teorema 3.12. Sea K|Q una extension finita. Sea Ak el anillo de enteros alge-

braicos de K sobre Q. Luego, existe un anillo R con Ax C R C K, tal que:

1. R es un dominio de ideales principales, por tanto un dominio de factorizacion

unica.
2. El grupo de unidades de R es finitamente generado.
Demostracion. Consultar [6,p.122] O

Teorema 3.13. Sea E una curva eliptica dada por y* = (x — e1)(z — e2)(x — €3),

definida sobre Q, con ey, es,e3 € R. La funcion definida por

¢: E(K) — (K" /(K")*) @D K"/ (K")*) DK™/ (K)?)

(x —e1,x —eq,x — e3) si y#0
(1,1,1) si (z,y)=0
o(z,y) = ((e1 —e2)(e1 —e3),e1 —eg,e1 —e3) si (z,y) = (e1,0)
(ea —e1,(ea —e1)(ea —e3),e2 —e3) si (z,y) = (e2,0)
| (es —e1,e3 — €2, (e3—e1)(es —ea)) st (z,y) = (es,0)

es un homomorfismo y ker (¢) = 2E(K).

Demostracion. Reemplazando Q por K en la prueba del teorema 3.3 tenemos,
e1,e2,e3 € K = frac(R), haciendo un cambio de variables podemos asumir que
€1, es,e3 € R. Del homomorfimo dado en el teorema anterior, tenemos el homomor-

fismo inyectivo inducido

¢: BE(K)2B(K) — (K*/K*)@(K*/K*) @K /K*)
(z,9) — o((7,y)) = (7, y))

Por el teorema de homomorfismo de grupos tenemos que

E(K)/2B(K) 2 ¢(E(K)/2E(K))
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Afirmamos que E(K)/2E(K) es finito. En efecto basta probar que ¢(E(K)/2E(K))
es finito. Sea (@,b,¢) € ¢(E(K)/2E(K)) (considerando a, b, ¢; enteros libre de cua-
drados), entonces existe P = (z,y) € E(K) tal que

¢((7,9)) = o((x,9)) = (@,b,0)

Por el teorema 3.4, tenemos que los primos de R que dividen a a, b, ¢; también dividen
a (e —ez)(e1—es3)(ea—e3). Luego, la imagen de ¢ esta contenida en el grupo generado
por S y las unidades de R y asi las componentes de la imagen de ¢ forman grupos
finitamente generados. Como ¢(E(K)/2E(K)) es finitamente generado y de torsion,
entonces ¢(E(K)/2E(K)) es finito. Por el teorema 3.4 tenemos que E(Q)/2E(Q)
es finito. O

3.3. El teorema de Mordell-Weil

Definicién 3.14. Sea z = a/b € Q, con mcd(a,b) = 1. Definamos

H(z) = max(|al,|b]) (altura dea/b)
hWz) = logH(a/b) (altura logaritmica dea/b).

Definicién 3.15. Sea P = (z,y) € E(Q), con P # O . Definamos

H(z,y) = E[(x) (altura de(z,y))
h(z,y) = h(z) (altura logaritmica de(z,y)).

Si P =0, entonces H(P) =1

Teorema 3.16. FExiste una constante c; tal que
h(P+ Q)+ h(P — Q) = 2h(P) = 2h(Q)| < &1
para todo P,Q € E(Q)

Demostracion. Afirmamos que existen constantes ¢’ y ¢” tales que:
2h(P) +2h(Q) — < h(P+ Q)+ h(P — Q) (3.7)
h(P+ Q)+ h(P—Q) <2h(P)+2h(Q)+ " (3.8)
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En efecto, comenzaremos probando la segunda desigualdad.

Sea una curva eliptica E dada por y* = 23 + Az + B con A, B € Z. Sean

_ (M _ (2
P_<blyy1)7Q (b27y2)
a a.
P+@=<b—§,y3>,P—@=<b—jy4>

con P,QQ € E(Q) vy a;,b; € Z tal que med(a;,b;) = 1, para i = 1,2,3,4. Para la

adicién de dos puntos se tiene:

Gz_mz ax Gz_conm_yz—?h
5 — My = 5 7 7 = 1— 7 a
b3 by by T b
Gy 2 1 a2 —Y2— U
_:mz_b__b_:am”m:ﬁ
ba 1 2 B by

Efectuando operaciones, obtenemos:

as Q4 g1 Q3G4 G2

b3 E B 93’ b3by g3

con
g1 = 2((11[)2 + agbl)(Ablbg + CL16L2) + 4Bb%b%

gs = (a1a2 — Ab1b2>2 — 4B(6L1b2 + (lgbl)blbg
gs = (albz - @251)

Los siguientes lemas permitiran continuar la prueba.

Lema 3.17. Sean cy,co,dy,dy € Z. Se cumple:
HléX(’Cl‘, |d1’) < 2HléX(|0162’, |Cld2 + C2d1’7 ’dldQ')

Demostracion. Supongamos que |¢;| < |dy], si no fuese asi intercambiamos los luga-
res. Sea L la parte izquierda de la desigualdad del lema y R la parte derecha. Esto

indica tres casos:
1. Si |eo| < |dg|, entonces L = |dyds| y 2|dids| < R, asi L < R.

2. Si|co| > |da] > (1/2)|ca|, entonces L = |dyca| y R > 2|dyds| > |dica| > L.
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3. Si |ds| < (1/2)]co|, entonces L = |dico| y

R 2|Cld2 +ng1|
2(|cady| — |erdal)
2(|cads| — |d1](1/2)|cal)

’ngl‘ =L

AV VALY,

Esto completaria la prueba. O
Lema 3.18. Sean ¢y, cq,dy,ds € Z, con med(c;,d;) =1 para i =1,2. Se cumple
mcd(clcg, Cldg + ngl, dldg) =1

Demostracion. Sea d = med(cids + cody, dids). Sea p € Z un numero primo tal
que p | ¢1 y p | d. Como med(ci,dy) = 1, entonces p 1 dy, pero como p | dids,
entonces p | do. Asi p1 ¢y ya que med(ca,ds) = 1. Luego p | e1ds y p 1 cady entonces
p 1 c1ds + cady. Por lo tanto p 1 d, lo cudl es una contradiccién. De la misma manera
no existe un primo p que divida a ¢y y d. Por tanto no existe un primo p que divida

a cico y d, con lo cual queda probado el lema. [

Continuando con la prueba del teorema, como med(ag, bs) = 1y med(ay, by) = 1,

debido al lema anterior tenemos que
med(agay, agby + agbs, bsby) = 1.
Luego existen x,y, z € Z tales que
azasx + (asby + agbs)y + bsbyz = 1.

Puesto que
93(Clsb4 + a453) = 91(5354) y 93((13614) = 92(5254)7 (3-9)

tenemos que

g5 = gs(asas)r + gs(asby + asbs)y + gs(bsbs)z
= 92(b3bs)x + g1(b3bs)y + g3(b3bs)z.

Por lo tanto bgby | g3, asi
|bsbs| < |g3].
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De manera analoga tenemos que
|azas| < |gal.
De la ecuacion (3.6) y de |bsbs| < |g3| tenemos que
lasbs + asbs| < |g1].
En funcién de la altura H tenemos que

H(P+Q)H(P - Q) = méx(|as], [bs|) max(|a4, |bs])
2 IIléX(’CLgCL4|, |a3b4 + CL4b3|, |b3b4|)

<
< 2méx(|gal, [g1], [g3])-

Sean Hy = méx(|ay|, |b1]) y He = max(|az|, |b2|). Entonces

lg1] = |2(a1bs + azby)(Abiby + aras + 4Bb7H3)|
2(H1H2 + Hng)(|A|H1H2 + H1H2) + 4|B’H12H22
4(|A| +1+ 8|B|)H12H22

IA A

De manera analoga

lg2| = [(a1ay — Abiby)? — 4B(a1bs + asby)bybs|
< (H\Hy+ |A|H,H,)? + 4|B|(H,Hy + H,Hy)H,H>
< ((1+[AD* + 8|B|) HY H;.
y lgs| < 4HPH3
Por lo tanto H(P + Q)H(P — Q) < CH?H? = CH(P)’H(Q)?, donde C =
2m| Alz{4((1+|A|*)+8|B|),4(|A|+1+|BJ),4}. Tomando logaritmo a cada miembro
de la desigualdad

log(H(P + Q)H(P — Q)) < log(CH{H3) = log(CH(P)*H(Q)?),
tenemos
h(P+ Q)+ h(P — Q) < 2h(P) +2h(Q) + . (3.10)
donde ¢’ = logC'.

Lo cudl probaria la ecuacién (3.5). Probaremos a continuacién la ecuacion (3.4),

para tal efecto veamos un lema que nos sera de utilidad en nuestra prueba. O
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Lema 3.19. Sea A = 4A3 + 27B? y sean los polinomios

F(X,7) = X*—2AX27%_8BXZ3+ A*Z*
G(X,Z) = 4Z(X*+ AXZ2+ BZ%).

Entonces existen f1, f2, 91,90 € Z[X, Z], polinomios homogéneos de grado 3, tales
que
Ff1 — Ggl = 4AZ7 Yy ng + Ggg = 4AX7

Demostracion. Reemplazando Z =1 en F(X,Z) y G(X, Z), tenemos

F(X,1) = X*—24X%—8BX + A2
G(X,1) = 4(X*+ AX + B).

Dividiendo F'(X, 1) entre G(X, 1), tenemos que
F(X,1) = G(X, 1)(}1)() +(=3AX2 —9BX + A?)
Por consiguiente:
G(X,1) = %(F(I, 1)+ 3A2* + 9Bx — A?), con A # 0

XG(X,1) = (—34X% — 9BX + A (—— x + By L (22 ) oA 20

3A A? 3A2?
De ahi que
4A 943
_ 2 _ 2y _ (22 2 _ 2
(—3AX* —9BX + A*%) (3A2X)( 4AX)+( 9BX + A%)
4A 4A 4A
—X) = (-9BX + A*)(— A B
() = BN o) T g con A B A0
Por lo tanto
4A = (12X% + 16A)F(X, 1) + (=3X® + 5AX + 27B)G(X, 1). (3.11)
Reemplazando X por & en (3.8) tenemos
X2 X X3 X X
4A = (Hﬁ + 16A)F(§, 1)+ (_3ﬁ + 5AE + 27B)G(§, 1). (3.12)

52



Como F(X,Z)y G(X,Z) son polinomios homogéneos de grado 4, multiplicando a
(3.9) por Z7 tenemos

ANZT = (12X*Z + 16AZ*F (X, Z) + (=3X° + 5AX Z* + 2TBZ*)G(X, Z).

Haciendo f1(X,Z) = 12X?Z + 16AZ% y ¢1(X,Z) = —3X? + bAXZ* + 27TBZ3

tenemos el resultado requerido. De igual manera se puede obtener

fo = 4AX3 —4A’BX?7Z 4+ 4A(3A? + 22B%)X 72 + 12B(A? + 8B?) 73
go = A?’BX®+ A(FA3+32B?)X?Z + 2B(13A% + 96 B*) X Z? — 3A%(A* + 8B?) 23,

tales que

FfQ + Ggg = 4AX7
[

Lema 3.20. Sea R € E(Q). Existe una constante Cs, independiente de R que
cumple
4h(R) < h(2R) + Cs.

Demostracion. Sea

R=(,y)

@
b
cony € Qya,beZ, conmed(a,b) = 1.

Definamos
hy = a*—2Aad’b?* — 8Bab® + A%b*

hy = (4b)(a® + Aab® + Bb?)
A = 4A3 +27B2
Por el lema anterior, van a existir polinomios homogéneos 71,79, $1, 5o € Zla,b] de

grado 3 tales que
4Ab7 = Tlhl + T2h2 (313)

4A(l7 = Slhl + 82h2 (314)

Para un polinomio homogéneo de grado 3 de la forma

p(X,Y) = coX?® + a1 X?Y + o XY? 4 Y
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tenemos
[p(a, b)| < (leo| + lev] + fea| + Jes]) méx([al, [B])*.
Supongamos que |b| > |a|, de ahi que
[4A[B]T < [ri(a, b)lha] + [ra(a, b)][he|
< C[oP méx(|hal, |hal),

para alguna constante C. Por lo tanto
4A[Jbl* < Cymax([h . hal).
Sea d = med(hy, hy). Entonces por (3.12) y (3.13) tenemos que
dl4Ab" y d|4Aa”.

Como med(a,b) = 1, tenemos que d|4A, asi d < [4A|, por otro lado, como

H(2R) = H(x1,y1) = f](ml) = méx(%, @),
tenemos que
[4AIH(R)Y = [AA[[b]*
c1 max(|hq|, |hal)
c1|4A| max(|hy|/d, [hsl/d)
1 |4A|H(2R).

Dividiendo entre 4A y tomando logaritmo tenemos

IAIAIA

4h(R) < h(2R) + Cy
donde Cy = log(Ch).
Reemplazando P por P + ) en (3.7) tenemos
h(2P) 4+ h(2Q) < 2h(P + Q) +2h(P — Q) + "
Por el lema anterior
4h(P) 4+ 4h(Q) — 2¢2 < h(2P) + h(2Q).

Luego
2h(P) +2h(Q) — ¢ < WP+ Q)+ h(P — Q)

para alguna constante . Esto completaria la prueba del teorema 3.11.
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Teorema 3.21. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Existe una funcion

~

h : E(@) — Rzo

con las siguientes propiedades:

~

1. h(P) > 0 para todo P € E(Q)
2. Existe una constante ¢; tal que |$h(P) — h(P)| < ¢, para todo P.

3. Dada una constante ¢, existe solamente una cantidad finita de puntos P €

E(Q), tales que h(P) < c.
4. h(P + Q)+ h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q), para todo P, Q.
5. h(mP) = m2h(P), para todo m € Z y todo P € E(Q).

6. h(P)=0siy sélo si P es un punto de torsién.
Demostracion. (1) Haciendo @ = P en el teorema anterior, obtenemos
|h(2P) — 4h(P)| < ¢1, paratodo P € E(Q). (3.15)
Para cada P € E(Q), definamos

1,1
Veamos si esta bien definida, para ello probemos la existencia del limite. Te-

nemos
00

n j—1
Tlim 4—h(2 P) Z h(2'P) — 4h(2771P)). (3.16)

=1

Por (3.15) tenemos

1 - ) c
- Jipy _ j—1 he3
S (hP) — h@ P < 2

asi la suma infinita converge. Por lo tanto fL(P) esta bien definida, de ahi que
h(P) > Oparatodo P € E(Q).
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(2) De la parte (1) tenemos que
ya_a
U3

De ahiA que |h(P) — Lh(P)| < ¢1/6.

(3) Si h(P) < ¢, entonces h(P) < 2¢ + <. Por lo tanto existe una cantidad finita

de puntos P que satisfacen esta desigualdad.

(4) Esta propiedad es conocida como la ley del paralelogramo debido a que es
originada por 0 y los vectores P, Q, P + @ (adicién ordinaria de dos vectores),

estos puntos son los vértices de un paralelogramo. Sabemos que
1
IR P +27Q) — 2h(2"P) - 20(2"Q)| < %.
haciendo que n — oo tenemos el resultado esperado.

(5) Como la altura depende solamente de la primera coordenada, h(—P) = h(P).
Por lo tanto, asumamos que m > 0. Para m = 0,1 la prueba es trivial. Si
@) = P por la parte (4) tenemos el caso en que m = 2. Supongamos que

conocemos el resultado para m — 1 y m. Entonces

~ A~

h((m +1)P) = —h((m — 1)P) + 2h(mP) + 2h(P) (por la parte (4))

= (=(m +1)2+2m> + 2)h(P) = (m + 1)*h(P).
Por induccién el resultado es verdadero para todo m.

(6) Si mP = O, entonces m*h(P) = h(mP) = h(O) = 0, asi h(P) = 0. Recipro-
camente, si h(P) = 0, entonces h(mP) = m2h(P) = 0, para todo m. Sabemos
que existe una cantidad finita grande de puntos de altura 0, el conjunto de
multiplos de P es finita. Por lo tanto P es un punto de torsiéon. Esto completa

la prueba del teorema.
m

Teorema 3.22. (Teorema de Mordell-Weil) Sea E una curva definida sobre Q.

Entonces E(Q) es un grupo abeliano finitamente generado.
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Demostracion. Sean los puntos Ry, ..., R, € E(Q) representantes de las clases del
grupo cociente finito E(Q)/2E(Q). Definamos

¢ =méx{h(R;))} coni=1,..n

y sean {Q1, ..., Qmn} el conjunto de puntos en E(Q) tal que H(Qz) < ¢, el cual es

finito por el teorema anterior. Definamos

G = <R1, ceey RTL7Q17 Qm>

el subgrupo de F(Q) generado por Ry, ..., Ry, Q1,...Qn.
Afirmamos que G = E(Q). En efecto, supongamos que existe P € E(Q) \ G, enton-
ces existe una cantidad finita de puntos de altura menor que la de P, podriamos
cambiar P por uno de estos, si fuese necesario, y asumamos que P tiene la altura
mas pequena entre todos los puntos que pertenecen a E(Q), pero que no estéan en G.
Por otro lado, como P € E(Q)/2E(Q), entonces P = R;, para algin i = 1,2,...,n.
De ahi que

P—R,=2P,
para algin i = 1,2,...,ny algin P, € E(Q). Por el Teorema anterior:

A~

4h(P) = h(2P)

= 2h(P)+2h(R;) — h(P + R;)
< 2h(P) +2¢

4h(Py) <
<

= 4h(P).

Por lo tanto
h(Py) < h(P).

Como P tiene la altura més pequenia de puntos en F(Q), pero que no estdn en G,

tenemos que P; € G. Por lo tanto

P=R,+2P €.
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Lo cual serfa una contradiccion, por lo tanto F(Q) = G. Esto completaria la prueba
del teorema de Mordell. O]

58



Capitulo 4
Curvas elipticas sobre Q(7)

En el capitulo anterior hemos probado que E(Q)/2E(Q) es finito. Aunque esto
parece ser una propiedad local segiin el cuerpo en el que trabajamos, resulta que
esto sigue siendo cierto para cualquier extensién de Q, incluyendo Q(4).

En esta seccién mencionamos otra forma de demostrar el teorema de Mordell-Weil
para que luego con esa idea pasemos a probar que E(Q(7))/2E(Q(i)) es también
finito. En vez de tratar con la teoria de grupo avanzada, se construye el resultado
via una extensién elemental de la prueba original. En este capitulo, solo se prueba

este resultado para todas las curvas elipticas de la forma
v’ = f(r) =2+ Avr+ B, A,B € Z(i)
asumiendo que f(z) = (x —r)(z —r2)(x —r3), donde r; € Z(7) para todo j = 1,2, 3.
Definicién 4.1. Los enteros gaussianos son de la forma
Z(i) ={a+0bi: a,beZ}

Definicién 4.2. Sean z,w € Z(i) con w # 0. Decimos que z es divisible por w si

existe u € Z(1) tal que z = wu.
Observaciones
1. Para cada z = a + bi € Z(i) la norma se define como N(z2) = ||2]|? = a® + b*.

2. Las unidades de Z(i) son +1 y +i.
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3. Un nimero p € Z(i), decimos que es un primo gaussiano si y solo si p es
divisible por +1, +i, +p y +ip.

4. Un nimero primo p € Z es también un primo gaussiano si y solo si p =
3(mod4).

5. Un ndmero p € Z(i) es un primo gaussiano si y solo si N(p) es un primo en

los enteros.

6. Si z € Q(i) entonces v = ¢ con g,h € Z(i) y ademds g y h son coprimos (no

poseen factores comunes a excepcién de £1, +i).

Ejemplo: No todo niimero primo en los enteros resulta ser un primo en los enteros
gaussianos, por ejemplo 5 es primo en los enteros pero no es un entero gaussiano ya

que 5 = (1 + 24)(1 — 21)

4.1. El teorema de Mordell-Weil

Teorema 4.3. (Teorema de Mordell-Weil)
Sea E una curva eliptica sobre Q. El grupo E(Q) es finitamente generado.

La prueba usa dos resultados:

1. E(Q)/2E(Q) = {R; +2E(Q) : R; € F(Q)}, es finitamente generado, donde
R; es el representante de cada clase de E(Q) relativo a 2E(Q) .

2. El descenso infinito.

Recordando la prueba vista en el capitulo 3, £(Q) es la unién finita disjunta
de estas clases. Asi cualquier punto P € F(Q) debe estar en alguna clase, es decir
P =R,, + 2P, para algin n; € Z,y P, € E(Q). Entonces, P, € E(Q) implica que
P = R,, + 2P, para algin ny € Z, y P, € E(Q). Repitiendo el proceso, tenemos
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P = R, +2P,
Ry, + 2R, + 4P,
= Rn1 + 2Rn3 + 8P3

14
= > YR, +2'P,

j=1

después de (¢ iteraciones. Si podemos mostrar que el proceso termina, es decir, si
existe un conjunto finito S tal que para cada P € E(Q), P, € S, para algtn ¢, luego
el conjunto {R,; : 1 < j < £}{JS genera P. Esto se conoce como el método del
descenso. El primer problema es la construcciéon de tal S, el cual se logra recurriendo

a los siguientes conceptos:

4.1.1. La funcion altura

Definicién 4.4. (Funcion Altura)
Dada una funcién H : Q — Z*, definimos

max{|al,|[b|} six #0,x=a/b, med (a,b) =1
H(x) =

1 six =0
Con la definicién anterior, podemos extender H para medir la complejidad de

un punto racional P = (x,y) € E(Q), por

H(P) = Hz.y) - H(z) siP#0O

1 para cualquier otro caso.

Lema 4.5. Para cualquier constante K > 0, el conjunto {P € E(Q): H(P) < K}

es finito.

Lema 4.6. Sea R € E(Q), un punto fijo. Entonces, existe una constante ¢ > 1 que
depende solo de R y E, tal que H(P+ R) < ¢(H(P))? para todo P € E(Q) , siempre
que P # O; +R.
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Lema 4.7. Existe una constante d > 1 que depende solo de E , tal que H(P)* <
d(H(2P)) para todo P € E(Q).

Prueba del descenso infinito:
Mostremos como obtener el teorema de Mordell-Weil usando el método del descenso.
El lema 4.5 siempre es verdad. Los lemas 4.6 y 4.7 se prueban mas adelante. Sean
Ry, Ry, -+, R, los representantes de cada clase en E(Q)/2E(Q). Sea ¢; la constante
en el lema 4.6, que depende solamente de —R; y E. Sea d la constante dada en el
lema 4.7 (que depende solamente de E). Ahora sea

p=d- méx(c),

y definamos
S={PeB(Q): HP) < p*}.

Luego S es finito por el lema 4.5. Mostremos que S es el conjunto deseado, es decir
P, € S, con P, ya definido anteriormente. Supongamos lo contrario, es decir, existe
P e E(Q) tal que P; ¢ S para todo j > 1. Notemos que P;_; = R; +2P; para j > 1
y P=F,.

Luego tenemos

dH(2F))

dH(Pj—1 — Ry,))

dcn]‘ H(Pj—l)2

p((H(Pj-1))?%,

IA A

y asi H(P;) < pY*\/H(Pj_1) < py/H(Pj_1). Pero P;_; ¢ S, es decir H(Pj_;) > p*.

Por tanto tenemos
H(P;) < p\/H(Pj—1) < H(Pj1),

en otras palabras, H(FP;) < H(Pj_1) — 1 puesto que H es un entero positivo. Se

sigue que
H(P) < H(Pr) =1 < H(Prp) =2 < -+ < H(P) = (£~ 1) S H(P) — ¢.

Escogemos ¢ > H(P) que hard H(P;) negativo, lo que contradice la positividad de

H. Asi queda completa la prueba del descenso infinito.
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Definicién 4.8. (Modificacion de la funcién altura)
Sea E una curva eliptica sobre Q(i). Asumamos que E posee la forma y*> = a3 +
Az + B, donde A, B € Z(i), Definimos la funcién altura extendida H' : Q(i) — Z7
por

() = max{|z1|?, |22]?} siz#0,2=21/2

1 st z2=0

Siendo z = z1/z9 un cociente de enteros gaussianos primos entre si.

Con lo anterior podemos definir la funcién altura extendida para un punto P =
(x,y) € E(Q(i)) de manera similar por
H(z) siP#0
N LR
1 para cualquier otro caso.

Mostremos que la definiciéon de H’ satisface los lemas anteriores al reemplazar H

por H'.

Lema 4.9. Para cualquier constante K > 0, el conjunto {P € E(Q(i)) : H'(P) <
K} es finito.

Demostracion. Sea P = (z,y) € E(Q(i)). Por definicién de H’, tenemos H'(P) =
H'(x). Puesto que cada = € Q(i) da a lo mas dos valores de y, queda probar que el
nimero de tales x € Q(i), con H'(z) < K, es finito. Recordando la definicién de H’,
el problema es equivalente a contar el nimero de puntos enteros en un hipercubo

4-dimensional de lado VK, el cual es finito. Esto completa la prueba. O]

Lema 4.10. Para P = (z,y) € E(Q(i)), existen x1,y1,2 € Z(i) , donde 1,y son
primos relativos a 7 como enteros gaussianos, tal que

non

r = —F Yy
22’ 23

Demostracion. Escribimos x = x1/21 y y = y1/29 como cociente de enteros gaussia-
nos, es decir, med(z1, 21) y med(y1, 22) es la unidad. Sustituyendo z, y en la ecuacién

de la curva F, tenemos:
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2 3
A
(y_> _ (2) LAn g
Z9 21 21

2.3 _ 3.2 2.2 3.2
Y12y = w125 + Ary 2725 + B2iz;

es decir

Asf tenemos 23 | 2} y 2% | 23. El dltimo resultado implica que 23 | 2322 y 23 | 23, y

con ello tenemos que 25 = 22. Sea z = 2/2, € Z(i), entonces

3
z z
2 _ Ry 3_ R
=5 =2, 2'=-3=2,
<1

y esto prueba el lema. O

Lema 4.11. Existe una constante K > 1, que depende solo de FE, tal que
ly| < K(H'(P))**
para cada punto P = (z,y) € E(Q(7)).

Demostracion. Escribamos P = (x1/2% y1/2%) como en el lema 4.10. Sustituyendo

en la ecuacién de E, y multiplicando ambos lados por 2%, tenemos
v =25 + Az 2t + B2
Notar que H'(P) = H'(z) = méax{|x,|?, |2?|*}. Por la desigualdad triangular, tene-
mos
2 |21 [23/2 4 | Al [2V/2|22)2 + | B |2[23/2

Iy |* <
< (H'(P))*?*(1+ |A| +|BJ)

es decir

< TEOPEVIRIAIHIBL g pyyarn /T3 AT 18] = K (H'(PY)

23

puesto que z # 0 € Z(i) y asi |z| > 1 O
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Supongamos que tenemos dos puntos P = (z1,v1), R = (z2,72) € E(Q(i)), tal
que ninguno es O, y P # +£R. Denotemos por (P + R) a la primera componente
de P 4+ R. De la férmula de adicién, tenemos:

Y2 — U1
To — T

2(P+R) = ( )? = (21 + 22).

Usando el hecho que 3,2 = 21* + Az, + B v 12? = 29> + Axy + B, podemos reescribir

esto como

(A+ x122) (21 + 22) + 2B — 24192

r(P+R) = (0 — 1,2

(4.1)

Lema 4.12. Sea R = (x¢,yo) € E(Q()) un punto fijo. Existe una constante ¢ > 1,
que depende solo de R y F, tal que

H'(P+ R) < c(H'(P))?
para cada P € E(Q(1)), donde P # O, +R

Demostracién. El resultado es trivial si R = O. Sea P = (z,y) = (x1/2% y1/23),
con z1,y1, 21 € Z(i) como ya se vié antes. Luego de (4.1), tenemos

ToX T 2
(A—i— 021) <x0+—;>+23— YoY1
z z

t(P+R) = 2

To— —
22

a2t 4 o 22 + s ? gy z

a5zt + agri 22 + 142

después de multiplicar el numerador y denominador por z*. Aqui o, s, - - - , o son
algunas de las constantes que dependen de R (en términos de x¢, yo) y £ (en términos

de A, B). Notemos que

o1 < VH'(P), |2 < H'(P), |yl < K(H'(P))**
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por la definicién de H'(P) y el lema 4.11. Luego tenemos que

|y 2 + w1 2® 4+ sz ® + auyiz] < (lag] + || + |as| + K|oy|) H' (P),

las2* + agr12® 4+ 23| < (Jas| + |og| + 1) H'(P).

Por lo tanto, podemos concluir que
H'(P+ R) = H'(2(P+ R)) < o(H'(P))?

donde ¢ = max{(|ay| + |az| + |as| + K|ay|)?, (Jos| + |ag| +1)*}. Claramente ¢ > 1
y depende solo de Ry E. [

4.1.2. Foérmula de duplicacién gaussiana

Sea y* = f(zr) = 2 + Axr + B con A,B € Z(i) una curva eliptica sobre
Q(7). Sean ry, 7y, 73 raices de f(x), asumiendo que r; € Z(i), para todo j = 1,2, 3.
Escribiremos r para cada una de estas raices.

Sea P = (x1,y1) € E(Q(7)), tal que P # (O), (r,0). Puesto que la linea tangente a la

curva en P intercepta a la curva en el punto —2P, entonces estos puntos satisfacen

323+ A

m(z —21) +y1]* =2 + Ar + B, donde m = %
1

(4.2)
son Py £2P. Para una raiz fija r = r;, escribimos
Xi=z1—7r y X=x—r
Por (4.2) tenemos
m(X = X))+l =m@—xz)+wy)*=2"+Az+ B = f(X +7)

Pero podemos reescribir esto como

f(X+7r) = 2+ Az + B
(x—7r)3+32°r +2(A-3r*)+1+ B
(x—rP+3r(xr—7r)*+x(A+3r?) —2r°+ B
(x =71 +3r(x—r)*+ (A+3r?)(xz — 1)+ (r* + Ar + B)
= X3+ 3 X2+ (A+3rH)X (pues f(r)=0).
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Esto implica que X = 0 es una raiz de f(X +r).
Puesto que z; y x(2P) satisfacen (4.2), 1 —r y x(2P) —r son raices de f(X +7). El
producto (con multiplicidad 2, debido a x; — r) de estas raices debe ser el término

constante de la ecuacion anterior, es decir

(z(2P) = 7)(z1 —7)* = () —mXy)?

322+ A)(x1—r 2
= [yl——( e )l (4.3)
_ | 2yi—(z1—r)(3zi+A)
= o

Asi el numerador de (4.3) se convierte

Qy% — (zq — 7")(320% +A)=(r; — r)(—x% 4+ 2rz; + A+ 27‘2)

Después de simplificar la expresién, tenemos

—a2 4+ 2rmy + A+ 20277

z(2P) —r = o (4.4)
para cada r = ry,ro, 3.
Lema 4.13. FEuxiste una constante d > 1, que depende solo de E, tal que
(H'(P))* < dH'(2P)
para todo P € E(Q(7)).
Demostracion. La prueba es trivial cuando P = O. Si P = (r;,0) donde r; es

la j-ésima raiz de 23 + Az + B, entonces P = O y asi H'(2P) = 1. En este caso,
podemos incrementar d si fuese necesario para hacer que la desigualdad se mantenga.
Por tanto, asumamos que P no es ninguno de estos puntos. Escribamos P como

(r1/23,91/23), y 2P como (xo/23,y2/73) en (4.4). Luego de simplificar obtenemos

—x% + 2rjx 2] + (A + 27"?)21l 2
2121

Ty — 7"']'23 =
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y hacemos

Z9
aj = <2y1z1) (=27 + 2rjmz) + (A + 2r)2] (4.5)

Claramente o; € Q(i). También o = x5 — ;25 € Z(i), puesto que ; € Z(i) por

lo que se asumié. Asi «; € Z(i). Ahora tenemos

|oy|? = |z — 7523 |wa] + |l 23]
|7;] (Jxa| +|23])  (como r; € Z(i), entonces |r;| > 1)

)1/2

VAN VAN VAN

2/r;| (médx{|za|?, 22|}

2|r;|\/H'(2P)

Por tanto |o;| < ¢ (H'(2P))"*, donde ¢ = Vméx{2|r1|,2|ra|, 2|rs|} > 1 depende

solamente de F.

Ahora deseamos estimar H'(P). De (4.5), podemos reordenar términos para obtener:

Qi = fy + H2T; + ,U37“J2-

siendo ) A .
2o(—xf + AzY) T121%9 2927
H1 = 9 3 Mo = ) 3 = ——.

Y171 n Y121

Podemos escribir el sistema de ecuaciones(j = 1,2,3) en forma matricial como

1 r r% I o

L r 2l m|=|la|=Rr=a
2

I ry om 3 o

donde R es la matriz de Vandermonde, siendo su determinante
detR = H(T’z — T’j).

Claramente detR € Z(i) y nunca es cero, pues todas las raices son diferentes. Luego
/4 se encuentra unicamente determinada por la regla de Cramer. Para ser precisos

para 7 =1,2,3.
Dj . detRj

Hi="D 7 qetR’
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donde R; es obtenido al reemplazar la j-ésima columna de R con «. En otras pala-
bras, Dyi; es una combinacién lineal de oy, g, a3 con coeficientes enteros gaussianos.
Ast Du; € Z(i) para todo j = 1,2,3. Un calculo directo nos lleva a
Azoz} — 2o(—22 + Azf)} (DZ2) 2

—= _— xl

Uiz1 Y121

D(Aps — 2u) = D {

y también

D) = (12)

Y1z1

Puesto que 7 y 2 no tienen factor comin no unitario, esto implica que z|zp. Si-
milarmente, puesto que y; y z1 no tienen factor comin no unitario, entonces y;|Dzo
también.

Por tanto, concluimos que y,21| Dz, es decir

Dz
=2 e
U121

lo cual implica que
e1D(Aps —2i1) y 2 |DAps,

entonces
21> < |D(Aps —2m)| y |23° > [DAps|.

Asi mostramos que Dy; es una combinacion lineal de «; con coeficientes enteros

gaussianos, y también

| < c(H'(2P))"*

para j = 1,2, 3. Por lo tanto.

ja1[* < el (H'(2P), |27 < eo(H'(2P)) M

69



para algunas constantes apropiadas c1,cy > 1 (las cuales atin dependen solo de FE).

Por tanto
H'(P) = méx{|z1|?,|22|*} < d(H'(2P))"*, donde d = méx{ci,c,}
Elevando ambos lados a la cuarta potencia, se obtiene lo requerido. O

Se vé inmediatamente que el método del descenso infinito es atin valido si reem-
plazamos la funcién altura con la funcién altura extendida. Probemos que el analogo
del teorema débil de Mordel-Weil es valido.

4.2. El teorema débil de Mordell-Weil

Definicién 4.14. Sea Q*(i) un grupo multiplicativo y su subgrupo (Q*(i))?. Defina-
mos el grupo cociente
Q*(Z) ={z:2€Q*(i)} conz={2u* € Q* () :u € Q*(d)}
(Q*(4))?
Teorema 4.15. (Teorema débil de Mordell-Weil)
El grupo cociente E(Q(i))/2E(Q(i)) es finito.

Para la prueba, imitemos el caso (), es decir:
1. Construir un homomorfismo

¢: E(Q) — Q()/(Q*(4)* x Q*(1)/(Q*(4))* x Q*(4)/(Q*(4))?
P — (¢1(P), 92(P), 93(P))

2. Probar que ker ¢ = 2F(Q(1))
3. Probar que la imagen de ¢ es finita

Empecemos definiendo ¢.
Para cada j, definamos la aplicaciéon ¢; : E(Q(:)) — Q*(i)/(Q*(:))* por

;(P) = 6;((x,)) = [p;()|(Q" (7))’
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donde

1 siP=0
pi(z) = (x—ri)(x—ry), (i#j#k) siP=(r;0)
T -, para cualquier otro caso.

¢(P) = (¢1(P), $2(P), ¢3(P))-

Lema 4.16. ¢ es un homomorfismo.

Demostracion. Es suficiente mostrar que para cada j,

¢;(P+ Q) = ¢;(P)9;(Q) (4.6)

para cualquier P, @ € E(Q(i)). La prueba es trivial si uno de estos punto es O.
Asumamos que ningiin punto es O.
Es facil ver que ¢(P) = ¢(—P) para cualquier P € E(Q(7)) (ya que ¢ es indepen-

diente de la coordenada y). También
(6;(P))* = (2(P) = r))*(@"())* € (Q*()))*
Por lo tanto probar (4.6) es equivalente a probar que

¢i(P +Q)¢;(P)¢;(Q) = (Q*(1))*. (4.7)

Sea y = mx + b la linea que intersecta P, @, y —(P + Q). Entonces x(P), z(Q), y
(P + Q) deben satisfacer

v = (mx +b)* = (x — 1) (x —79)(x — 73).

Por lo tanto (z — ry)(x — m2)(z — r3) — (mx + b)? = 0 cuando = = z(P), x(Q),
z(P+ Q) y asi
(z—1)) = (mz+0)* = (z —2(P))(z —2(Q)(z —2(P+ Q).  (48)

1

J

Consideremos los siguientes casos:
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e Ningun punto es (r;,0) donde j = 1,2 o 3. Si hacemos z = r; (para j = 1,2, 3)

en (4.8), obtenemos
(mrj +0)* = (2(P) — ) (x(Q) — r)(@(P + Q) — 1))
lo cual implica (4.7).

e Exactamente un punto es de la forma (r;,0), es decir, P = (ry,0). De (4.8)

tenemos
(x—r1)(z—ro)(x —73) = (M +0)* = (x —11)(z —2(Q))(z —2(P+Q)). (4.9)

Si hacemos © = 19,73, esto implica (4.7) para cuando j = 2,3. Para j = 1,
notemos que la linea y = mx + b intercepta al punto P = (r1,0), asi tenemos

0 = mr; + b, es decir, b = —mry, de modo que
y=mz+b=m(x—r) (4.10)

Tomemos el limite cuando = — r; en (4.9). Al sustituir (4.10) en (4.9), obte-

(z =) (@ =)z —r3) =m*(z —11)* = (z = 1) (z — 2(Q)(z — 2(P + Q).
Cancelando (z — ;) de ambos lados tenemos
(& = 1r2)(x = 13) = m*(2x — 1) = (z — 2(Q))(x — 2(P + Q)).
Sea x = ry, obtenemos
(r1 = 7r2)(r1 —73) = (2(Q) — r1)(@(P + Q) — 1),

lo cual implica que ¢1(P) = ¢1(2(Q))P1(x(P + Q)), luego (4.7) es cierto para
= 1.

e Si ambos puntos son de la forma (r;,0), podemos decir que P = (r1,0) y
Q = (r9,0). Es facil ver (de la construcciéon geométrica de la adicién) que

P+ @ = (r3,0). Por lo tanto para cualquier j = 1,2, 3, tenemos
9 (P + Q)0;(P)0;(Q) = (11 —12)*(r1 — 13)*(r2 — 73)*(Q"(2))* = (Q*(7))*.
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Esto completa la prueba. O]

Lema 4.17. Sea P € E(Q(i)), con P € {O,(r1,0), (r2,0),(r3,0)}. Si P € ker ¢,
entonces P = 2Q) para algin Q € E(Q(7)).

Demostracion. Supongamos que P = (z,y) € ker ¢. Si existe tal punto Q = (z1, 1),
entonces x; debe satisfacer la formula de duplicacién:
—af 4 2w + A+ 217 2

r—rj=ux(P)—r;=x(2Q) —r; = % (4.11)

]

para todo 7 = 1,2,3. Puesto que P € ker ¢, la definiciéon de ¢ implica que
¢;(P) = (x —r;)(Q*(i))* = (Q*(7)?), es decir  — r; es el cuadrado de un nimero en

Q(7), y escojamos \; =/ —r; € Q(i).

Luego de ordenar los términos con respecto a las potencias de 7; en (4.11) obtenemos

Nj = i+ pary + pars, (4.12)
donde 2, 4
—x{ + T 1
1 = 21— fo = —, jp3=— (4.13)
Y1 Y1 Y1

Se puede ver que el sistema de ecuaciones correspondiente es

1 (&1 7”% M1 )\1
Loy il =X]=Ru=2A
Loy ) \ps A3

donde R es la matriz de Vandermonde. Puesto que det R # 0, u € (Q(7))? y es
tinico por la regla de Cramer. Por (4.13), @ = (z1,v1) € (Q(i))?. Ahora queda por

ver que QQ € E(Q(7)).
Notemos que A? = x — r;. Entonces de (4.12), obtenemos

(13 — 2Bpapis — x)vo + (1 + 2pap10 — 2Apaps — Bpig)vy + (p3 + 2pa i3 — Api)ve = 0
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(usando el hecho que 7% = —Ar;— B para los términos r?,77), donde v; es la j—ésima

columna de R. Puesto que det R # 0, todas las columnas de R son linealmente

independientes y por lo tanto cada escalar es cero. En particular,
241 piz — 2Apaps — Bz = —1 (4.14)

13 + 2pu i3 — Api =0 (4.15)

Puesto que pus3 = 1/y; # 0, podemos resolver para p; en (4.15). Sustituyendo p; en
(4.14) tenemos
i+ Apops + Bpi = pig

Dividiendo ambos lados por 3 tenemos

3 1\2
() w2 (e)er=(o)
M3 M3 H3
es decir 23+ Az + B = y? por (4.13). Por lo tanto Q € F(Q(i)), con lo cual concluye

la prueba.

Lema 4.18. Sea E : y* = f(x) = 2° + Az + B una curva eliptica sobre Q(i), con
A, B € Z(i) y r1,79,173 € Z(1) los ceros de f(x). Entonces

(rj —m)(r; —ry) = 37“? + A
donde 3, k,l € {1,2,3} yk#j #1.
Demostracion. Usando la suma y productos de las raices, vemos que
ritret+rs=0 'y rirgtrars+riry=A

Asi,
(ry =m)(ry —ri) = 13 —1rTK — T Ty
3+ (ryre + v k) — 2r5(rg 4 1)
3rF 4+ A= 2r(r; + 1+ 1)
= 37+ A—2r;(0) =37 + A
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Lema 4.19. Sea P € E(Q(i)) con P € {O}yU{(r;,0) : j =1,2,3}. Si P € ker ¢ ,
entonces P = 20Q) para algin Q € E(Q(i)).

Demostracion. El caso cuando P = O es trivial, ya que claramente P € ker ¢ y
P = 2@, cuando Q = O, (r;,0) € E(Q(4)) para j = 1,2,3 por suposiciéon. Asi
podemos asumir que @ # Oy (Q) # 0.

Supongamos que P = (r;,0) y P € ker ¢. Por simplicidad, tomemos P = (r1,0) (los

casos cuando j = 2,3 son tratados similarmente). Por la definicién de ¢,

¢1(P) = (r1—72)(r2 —13)(Q*(9))?,
$2(P) = (ri—r2)(Q"(2))%
¢3(P) = (r1—73)(Q*(i))%
Ya que P € ker ¢, entonces cada componente es el cuadrado de un nimero en Q(7).
Es decir,
=T =S5y ,r —1r3 =t (4.16)
para algun s,t € Q(¢). Si hay tal punto @Q = (x1,y1) tal que P = 2Q, la linea

tangente a la curva en el punto () es

3z + A
y—y1 =m(x—1x1), dondem = Tt
2y,
que puede ser reordenado
2y1y = 3(2% + A)z + (2B — 23 + Axy). (4.17)

Si P = 2Q), entonces —P = P esta sobre esta linea. Sustituyendo P = (r1,0) en
(4.17) resulta
23— 2r2? — Az, — (Ar; +2B) =0

Claramente x1 — rq es un factor de este polinomio. Dividiendo por z; — r; tenemos
2 2y _
x] —2rx; — (A+717) =0

y por lo tanto

2r144/4r2 +4(A+2r2
== i G DA rE3rF+ A

T = 3 =
ry \/(7“1 —1ro)(ry —r3)
= ry st €Q),
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por el lema 4.18 y (4.16). Después de sustituir (z,y) = Q = (x1,71) en (4.17),
tenemos que

y% :$%+AI1—|—B,
es decir Q = (x1,y;) estd en E, y por lo tanto y7 = (z; — 1) (z1 — r2)(z1 — 73). Un

calculo directo muestra que

S2(s+1)?,  sim =1+ st
=
S22 (s —t)?, siw; =1 — st

Ya que s,t € Q(7), entonces tenemos y; € Q(i). Por lo tanto P = 2@Q) para algin
Q € E(Q(7)). Esto completa la prueba. O

Proposicién 4.20. ker ¢ = 2E(Q(7)).

Demostracion. Afirmamos que 2FE(Q(i)) C ker ¢. En efecto, sea P € E(Q(i)).
Entonces P = 2@) para algin Q € E(Q(7))

9;(2Q) = 6;(Q);(Q) = (¢;(Q))* € (Q*(7))?
para todo 7 =1,2,3, ... [

El dltimo paso es asegurar que la imagen de ¢ es finita. Antes de probar esto,

notemos que se puede escribir

r—r =au?, T—ry="0% x—r;=cw’

para algin u,v,w € Q(i) con a,b, c enteros gaussianos libres de cuadrados, esto es,

enteros gausianos que no tiene factor cuadratico.

Definicién 4.21. Se define la valuacion p-adica de un niumero racional como:
a) vy(r) =max{n € Z: p"|z, siz € Z \ {0}}
b) vy(q) = vy(a) —vy(b),sig=a/beQ

Por convencion se toma v,(0) = 0o.

Ejemplo 4.22. v5(1) =0, v3(162) = 4, yv,(7/50) = —2.
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Definicién 4.23. Dado un nimero p € Z(i) primo gaussiano. Se define la valuacion

p-ddica gaussiana de un nimero q € Q(1):

a aq

a a
9p(q) = gp(g) =1, tal que 3 =P,

donde a,b,ay,by € Z(i) y p1{aiby. Por convencion se toma g,(0) = oo.
Ejemplo 4.24. ¢,(5i/48) = —4, ¢7:(49/(3i + 1)) = 2.

Proposicién 4.25. Sea

S ={p:p es un primo gaussiano, y p|(r1 — r2)(r1 — r3)(ro — r3)}.
Sip es un primo gaussiano tal que plabe, entonces p € S.

Demostracion. Supongamos que p es un primo gaussiano que divide a abc. Sea

k= gp(x - T1)7 [ = gp(‘r - 7’2), m = gp(x - T3)7

donde w),, es el valor p-adico extendido.

Ya que plabe, p divide al menos uno de los a, b, ¢, es decir, p|a. Asf p* es la potencia
més grande de p que divide a z — r;. Ya que z — 71 = au® y a € Z(i) es cuadrado
libre, se deduce que k es impar.

Supongamos que k < 0. Entonces pl*l es la potencia mas grande de p que divide
al denominador de = — r;. Pero r; € Z(i), p/*l debe dividir al denominador de .
Ya que 79,73 € Z(i), luego p*! es la potencia mas grande de p dividido por los

denominadores © — r, y * — 13, es decir
k=l=m

Por lo tanto pP**! es la potencia méas grande de p que divide a 3> = (x — 7,)(z —
r9)(x —r3), lo cual es imposible (ya que k+ [+ m debe ser par). Por lo tanto k£ > 0.
Usamos la notacién a|b, donde a € Z(i) y b € Q(i) escritos como un cociente de
enteros gaussianos, para denotar que a divide al numerador de b. Puesto que k& > 0,
debemos tener

Pl —r = 2 =r(modp)
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y por lo tanto
x—ry =1 —ro(mod p), y, x—r3=r;—r3(modp).
Sip ¢S, esdecir pt(r; —ry)(ry —re)(ra — r3), entonces tenemos

ptri—ry = ptex—ry, y
pTTl—T:a — pj(x—rg,

es decir [ = m = 0. Por lo tanto, la potencia mas grande de p que divide a

v’ = (z —ri)(z — 1) (x —13)
es pFtHm = pk Pero k es impar, lo cual es imposible. Por lo tanto p € S. O
Lema 4.26. La imagen de ¢ es finita.

Demostracion. Supongamos que («, 3,7) es la terna representante de ¢(P), para
algin P € E(Q(i)). Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que «, 3,y € Z(i)
son libres de cuadrados.

La proposicién 4.25 dice que cada a, 3,7 es un producto de algunos primos gaussia-
nos en S, como se definié en la proposicién. Ya que S es finito, solo hay un nimero

finito de posibilidades de , 3, 7. Asf la imagen de ¢ es finito. O
Al tener el homomorfismo
¢: E(Q)/2EQx) — Q*(1)/(Q*(#))* x Q*(1)/(Q*(7))* x Q*(2)/(Q*(7))?
por el teorema fundamental de grupos, tenemos
E(Q(#))/2E(Q(i)) = Im(¢)

Puesto que I'm(¢) es finito, concluimos que E(Q(i))/2E(Q(%)) es finito y esto completa
la prueba del teorema 4.15.

A continuacién demostremos el teorema de Mordell - Weil para Q(i)

Prueba del teorema de Mordell - Weil para Q(7)

Del teorema 4.15 tenemos que FE(Q(i))/2FE(Q(i)) es finito. Por el teorema 3.2, entonces

concluimos que E(Q(i)) es finitamente generado. Esto completa la prueba del teorema.
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Conclusiones

» Se consigui6 una caracterizacién de todos los elementos primos m € Z[i], llamados

primos gaussianos y estos son:

1. t=1+41
2. mr=a-+bicona?+b*=p,p=1 méd 4,a > [b| >0,

3. m=p, p=3 mdd 4.

= Se construy6 un grupo abeliano adicionando un punto O a la curva eliptica por
medio de una identificacién entre los puntos del plano afin A% y los puntos finitos
del espacio proyectivo P2, junto con las identificacion de O con los puntos infinitos
de IP’%.

» Se demostré que el grupo cociente E(Q)/2E(Q) es finito para dos casos. El primero
teniendo en cuenta que el polinomio p(z) = 2% + Az + B, con A, B € Q se descom-
pone sobre Q. El segundo, que la descomposicién de dicho polinomio se da en una

extensién finita de Q .

= Para el caso general del teorema débil de Mordell - Weil, debido a que el anillo
donde el polinomio p(x) = 22 + Az + B se descompone, no siempre es un dominio
de factorizacion unica. Se realizé la localizacién del anillo el cual permitié recuperar

propiedades como el dominio de factorizacién unica. (Teorema 3.12).

= Se probé del teorema de Mordell - Weil para el caso gaussiano, es decir, se demostré
que el grupo cociente E(Q(7))/2E(Q(7)) es finito, usando técnicas similares al caso
racional para luego definir una funcién altura que permita probar que E(Q(7)) es

finitamente genrado (Teorema de Mordell - Weil).
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