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Resumen

En el presente trabajo se estudia el teorema del flujo maximo-corte minimo (L. Ford y D.
Fulkerson) desde el punto de vista practico, esto es, su demostracion se basa en la prueba
de correctitud del algoritmo de etiquetas. Ademads se estudian diversas implementaciones
de tal algoritmo con el fin de mejorar el tiempo de ejecucién del mismo, utilizando para
ello diferentes estrategias como son: caminos de capacidad relativamente grande; caminos
con el menor nimero de arcos o Preflujos (Preflow Push) ésta dltima técnica es de reciente

realizacion y es el que mejor funciona en la practica.



Introduccion

En este trabajo de tesis estudiamos ciertos algoritmos para la solucién del problema del
flujo méximo, este problema modela diversas situaciones reales. En particular resaltamos
los algoritmos polinomiales, es decir aquellos que son practicos, estudiamos conceptos
modernos como son la red residual y también algoritmos recientes como son los algoritmos
Preflow Push.

Para todos los algoritmos estudiamos su fundamento tedrico, la implementacion (casi
en programa) y seguidamente un andlisis matemdatico de su correctitud y complejidad
" de tiempo, esto ultimo precisamente para justificar que el algoritmo sea polinomial, el
contenido del trabajo estd estructurado como sigue:

En el Capitulo 1 elaboramos los elementos necesarios para el tratamiento posterior
de los algoritmos que resuelven el problema. Basicamente aqui se ven conceptos de teoria
de grafos, andlisis de algoritmos y estructura de datos.

En el Capitulo 2 estudiamos los algoritmos basicos para resolver el problema, en parti-
cular el algoritmo de etiquetas cuya complejidad no es polinomial, sin embargo es el punto
de partida para la elaboracion de otros algoritmos mas eficientes y mas importante es el
hecho de que su correctitud demuestra el teorema del flujo maximo-corte minimo.

En el Capitulo 3 se desarrollan los algoritmos polinomiales que son una sofisticacion del
algoritmo de etiquetas visto en el capitulo 2. Por ejemplo el algoritmo ”Capacity Scaling”
considera caminos de capacidad grande, mientras que el algoritmo del camino aumentante
mas corto considera caminos con el menor niimero de arcos. Asimismo en este capitulo
se estudia un tipo de algoritmo de reciente realizacion llamado algoritmo ”Preflow push”,
estos envian flujos a lo largo de arcos a diferencia de los anteriores que envian flujo a lo

largo de caminos.



En el Capitulo 4 se presenta la parte practica del trabajo como son algunas aplicaciones,
programas y resultados numeéricos.

En el Capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo a modo de resumen.



Capitulo 1

PRELIMINARES

A continuacién daremos una serie de notaciones y definiciones que serdn titiles a lo largo
de todo el presente trabajo, éstos comprenden todos los conceptos necesarios en la teoria
de grafos y redes asi como su implementacién. También se estudia el andlisis de algoritmos
mediante su correctitud y complejidad, utilizando para ello la notacién asintética de fun-
ciones como herramienta matematica. Finalmente se menciona la definicién de algoritmo
polindmico, asi como la necesidad de construir algoritmos de este tipo en la solucién de

“los diversos problemas a estudiar.

1.1 Introduccion a la Teoria de Grafos

Cardinalidad Si A es un conjunto no vacio cualquiera, |A| denota la cardinalidad o

nimero de elementos del conjunto A.

Grafo Dirigido Un grafo dirigido (denotado por G = (N, A)), es un objeto matematico
compuesto de nodos y arcos, donde N representa el conjunto de nodos y A representa
el conjunto de arcos. Los nodos y arcos también seran llamados vértices y aristas

del grafo respectivamente.

Los elementos de N son objetos cualesquiera, en el presente trabajo N tiene cardi-

nalidad finita, usualmente N = {1,2,3,...,n} para algin nimero natural n.



Por otra parte A representa el conjunto de arcos, cuyos elementos son pares orde-
nados (i,7) de N (i.e AC (N x N)\ {(3,3)/: € N} ).

Generalmente en el presente trabajo usamos la notacién |N| = n y |A| = m, para
denotar el nimero de nodos y arcos respectivamente. Por ejemplo en el grafo de
la figura (1.1) tenemos el grafo dirigido G = (N,A) donde N = {1,2,3,4,5,6};
A=1{(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,5),(4,3),(4,6),(5,4),(5,6)}; n=6y m = 9.

Figura 1.1: Grafo Dirigido G=(N,A)

Red Dirigida Una red dirigida es un grafo dirigido cuyos arcos y/o nodos tienen asocia-
dos nimeros enteros, estos nimeros tipicamente representan costos, capacidades o
flujos en el caso de arcos y ofertas o demandas en el caso de nodos; por ejemplo el
grafo anterior se convierte en red (figura 1.2) si asociamos a cada arco un nimero
que describe el costo de pasar por dicho arco; por ejemplo al arco (2,4) se asocia el
numero 9 que podria representar segun sea el contexto el costo en el que se incurre

al usar dicho arco.



Cola y Cabeza Sea el arco dirigido (¢,j) € A; i y j se llaman extremos del arco, al

extremo 7 se le conoce como nodo inicial o cola del arco (,7) y al extremo j se le

conoce como nodo final o cabeza del arco (,7); En ocasiones diremos que el arco

(1,7) emana o sale desde el nodo i y termina o entra en el nodo j o en su defecto

diremos que cl nodo j es adyacente al nodo «.

Por ejemplo en la red de la figura (1.1) si tomamos el arco dirigido (3, 5) afirmamos

que 3 es el nodo inicial y 5 el nodo final; tambien se dice que el nodo 5 es adyacente

al nodo 3.

Figura 1.2: Red Dirigida G=(N,A)

Para las siguientes definiciones sea G = (N, A) una red dirigida e i € N un nodo

cualquiera.

Grado Interno El grado interno de i, denotado por gi(i) es el nimero de arcos que

entran a dicho nodo, es decir: gi(i) =

{3/Giri) € A}

Grado Externo El grado externo de ¢ denotado por ge(i) es el nimero de arcos que

salen de dicho nodo, es decir: ge(i) =

{3/G,4) € A}



Grado El grado del nodo #; denotado por g(z) es la suma del grado interno con el grado
externo, es decir: g(i) = gi(¢) + ge(z). Por ejemplo en el grafo de la figura (1.1)
gi(8) = 1; ge(5) =2y g(5) = gi(5) + ge(5) =1 + 2 = 3.

También se tiene una propiedad interesante: Z gi(3) = Z ge(z) = m, por ejemplo

€N ieN
en la figura (1.1) se tiene gi(1) = 0; gi(2) =1 ; gi(3) = 3 ; 9i(4) = 2 ; gi(5) =1 ;
gi(6) = 2, mientras que ge(1) =2 ; ge(2) =2 ; ge(3) =1 ; ge(4) = 2 ; ge(5) = 2;
6 6
ge(6) = 0; ademds se observa que: Zgz(z) = de(i) =9

i=1 1=1

Figura 1.3: Grafo con arcos paralelos (3,4) y (4,3) y el lazo (2,2)

Lista de Adyacencia Sea i € N un nodo cualquiera, la lista de adyacencia del nodo 4

denotado por A(z) se define indistintamente como:

e El conjunto de arcos que salen del nodo ¢
A@) ={(,7)eA | jeN}$
e El conjunto de nodos adyacentes al nodo ¢

A@)={jeN /| (i,5) € A}



Por ejemplo en el grafo de la figura (1.3) A(1) = {2,4,3} 6
A1) ={(1,2),(1,4),(1,3)}

Arcos Paralelos y Lazos Dos o mds arcos son paralelos cuando ellos tienen el mismo
nodo inicial y el mismo nodo final; por ejemplo los arcos (3,4) y (4,3) de la figura
(1.3) son paralelos, por otra parte se dice que un arco es un lazo si el nodo inicial
es igual al nodo final; un lazo es un arco de la forma (z,7) con i € N. Por ejemplo

el arco (2,2) de la figura (1.3) es un lazo.

Subgrafo Un Grafo G’ = (N’, A’) es un subgrafo de G = (N,A)si NNC Ny A CAy
todo arco en G’ es también arco en G. Por ejemplo si consideramos N’ = {1, 2,4}
y A' ={(2,2),(1,4),(2,4)} tenemos el subgrafo G' = (N’, A’) (figura 1.4) del grafo
G = (N, A) de la figura (1.3).

Y
>

@

Figura 1.4: Subgrafo de la figura (1.3)

Paseo Dirigido Un Paseo Dirigido en un grafo G es un subgrafo que consiste de una
secuencia arbitraria de nodos y arcos i; —a; —i;—az—...—1%._; —a,._; — i, donde se
tiene que ar = (%, %41) € AV 1<k <r—1. Dicho en palabras es una secuencia
arbitraria de nodos y arcos donde se respeta la direccién de los arcos. Generalmente
un paseo dirigido se denota como una secuencia de nodos sin mencién explicita de
arcos. Por ejemplo en el grafo de la figura (1.3), la secuencia de nodos y arcos:

1-(1,2)-2-(2,2)-2-(2,4)-4-(4,3)-3-(3,1)-1-(1,4)-4; es un paseo dirigido que respeta las

7



Implementacién En los programas que implementaremos mas adelante los grafos seran
representados como lista de adyacencia, la cual es un vector (de longitud igual a la
cantidad de nodos) que guarda direcciones que a su vez son listas ligadas; cada nodo
de dicha lista guarda el adyacente al nodo actual y un apuntador al préximo de la
lista, si es necesario también se puede guardar la informacién sobre el arco (caso de
una red dirigida). Por ejemplo para la red de la figura (1.2) su representacién como

lista de adyacencia es como se muestra en la figura siguiente:

(=2 T8 [#—[s15 1/
o[ 3—[3 17 [F—{4 ]9

3|1+—516 [/

4|13 |10 [+—16 |3 V]
5] 4—|4 |4 6 115 /]
6]

Figura 1.6: Grafo representado como lista de adyacencia (vector de listas te-
niendo como indice los nodos del grafo). La primera lista repre-
senta al arco (1,2) que tiene asociado el nimero 8, a continuacién
el arco (1,3) que tiene asociado el nimero 5; la lista 3 tiene un
solo vértice adyacente mientras que la lista 6 no tiene vértices

adyacentes

1.2 Analisis de Algoritmos

En esta seccién estudiaremos el método para analizar un algoritmo, entendemos por
analizar un algoritmo estudiar la correctitud y complejidad del mismo, conceptos

que definiremos a continuacién.



Problema En nuestro contexto, un problema es la interpretacién de alguna situacién de
la vida real mediante un modelo matematico, la misma que requiere solucién por
alglin método algoritmico, es por esta razén que los problemas que estudiamos se de-
nominan problemas computacionales. Estos problemas se caracterizan por tener
un conjunto de pardmetros y un enunciado sobre las propiedades que la respuesta o

solucién del problema debe satisfacer.

Instancia Una instancia de un problema se obtiene al fijar valores particulares a cada

uno de los pardmetros.

Algoritmo Es una herramienta para resolver. problemas computacionales, s€ compone
de un conjunto de pasos finitas y bien definidos. El algoritmo recibe un conjunto de
datos (entrada) y produce otro conjunto de datos (salida) mediante la aplicacién

del conjunto de pasos mencionado.

Los algoritmos en este trabajo son descritos mediante un conjunto reducido de pa-
labras reservacdas (escritas en negrilla), que son muy parecidos a los usados en la
mayoria de los lenguages de programacion, los que usamos son los siguientes:
mientras --- hacer ;

repetir ... hasta ;

para --- hasta :-- hacer y

si --- entonces :-- sino .

Ejemplo 1.1 Para ilustrar las definiciones anteriores, consideremos la sz'gm'.ente situ-
acion real: La Universidad Nacional de Ingenieria tiene cierta cantidad de alumnos en el
nivel de pregrado, estamos interesados en generar un reporte de alumnos en estricto orden
de mérito con respecto a las notas obtenidas por dichos alumnos en los cursos comunes

(cursos bdsicos) a todas las facultades.

El problema o modelo matemdtico para dicha situacion seria el llamado problema de
ordenacidn de una secuencia delmimeros; es decir dados n nimeros reales ay,az,- - ,an,
obtener una permutacidn de los mismos dado poraj,ay,---,a;, tal quea; < a3 < -+ L ay,

los pardmetros para este problema sonn ylosa; i1=1,2,---,n

10



Una instancia para este problema podria ser por ejemplon = 6 y a; = 10.3, az = 5.6,
az =12.7, a4y = 9.5, a5 = 12.8 y ag = 10.1
Un algoritmo para resolver el problema anterior puede ser el algoritmo de ordenacion

por insercion (existen muchos otros), este algoritmo es mostrado a continuacion:
Algoritmo de Insercién

Entrada: n, A;, Az,---, An
Salida: A}, A},---, Al (tal que A < A, << A

J=2

mientras j < n hacer:

[ auz := A[j]

ii=35-1;

mientras (i > 0) y (A[:] > auz) hacer:
Alt+ 1) := A[g);
1:=1—1;

Ali + 1] := auz

_j =J+1;

devolver(A)

VSO OO WD ~

~
S

Figura 1.7: Algoritmo de Insercion

1.2.1 Correctitud

Decimos que un algoritmo es correcto, si para cada instancia de entrada el algoritmo
termina con la respuesta esperada. La prueba formal de la correctitud de los algoritmos
no es facil, debido a que cada algoritmo tiene sus propias caracteristicas. Cominmente se
utiliza el método de los invariantes asi como el de la induccién matematica.

En el caso especifico del algoritmo anterior (figura 1.7) sean dados n y la se-
cuencia de reales (A[1],A[2],---, A[n]) demostramos por induccién que la secuencia
(A[1], A[2],- -+, A[j — 1]) estd ordenada para todo j (ésta es la invariante para el algo-

ritmo en cada iteracién).
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La base de la induccién es para j = 2 (secuencia (A[l],:--,A[2 —1]) = A[1]) el cual
evidentemente estd ordenado.

La hipétesis de induccién serd que la secuencia (A[1], A[2] - -, A[j—1]) estd ordenada y
veamos qué sucede con la secuencia (A[1], A[2]:--, A[5]) ( es decir para j); el loop 5-6-7-5
(figura 1.7) termina cuando la condicion de la linea 5 es falsa, esto puede suceder solo en

dos casos:

e Cuando ¢ = 0, es decir cuando la secuencia estd totalmente deslocada, en este caso
Ali] > auz Vi =1..j — 1 y luego de ejecutarse las lineas 8 y 9 tenemos la secuencia

de j elementos (auz, A[1], A[2],-+-, A[j — 1]) la cual estd ordenada. O cuando,

o Ali] <auzy A[f] > auz para £ =i+1,i+2,---,j—1y luego de ejecutarse las lineas
8 y 9 tenemos la secuencia de j elementos (A[l], - - -, A[i], auz, Ali + 1],- - A[j — 1]),

la misma que por las condiciones también esta ordenada.

Luego entonces la invariante se cumple para todas las iteraciones, en particular cuando
j =n+1 en cuyo caso la secuencia (A[1], A[2],: -, A[r]) estd ordenada, por lo tanto al
terminar el algoritmo retorna el vector A cuyos elementos estin ordenados, esto prueba

la correctitud del algoritmo.

1.2.2 Complejidad

Analizar la complejidad de un algoritmo consiste en determinar cuantos recursos nece-
sita el mismo; éstos pueden ser memoria o tiempo de ejecucion, en este trabajo y. casi
generalmente se considera como complejidad el tiempo. Este tiempo normalmente esta
en funcién de los pardmetros de entrada (llamado también tamaifio del problema), dicho
tamaifio depende de cada problema, por ejemplo para el problema de ordenacién el tamaiio
natural es el nuimero de datos a ser ordenado; por otro lado para analizar un algoritmo
de multiplicacién de dos enteros una medida natural podria ser el nimero total de bits
necesarios para almacenar cada entero. Si la entrada de un algoritmo es un grafo es mas
util describir el tamafio del mismo mediante el nimero de arcos y nodos.

Para éste analisis asumimos que las instrucciones son ejecutadas secuencialmente una

después de la otra (modelo RAM) , generalmente no es posible obtener una expresiéon
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matematica exacta para la complejidad de tiempo del algoritmo, conformandonos tan
solamente con una cota superior para dicha complejidad, la cual se denominard comple-
jidad en el peor caso, para lo cual utilizaremos la notacion asintética que se describe
mas adelante (notacién O).

Veamos entonces el andlisis de complejidad (tiempo) del algoritmo de insercién mos-
trado en la figura (1.7), para realizar un andlisis independiente de la maquina utilizada
asumimos que cada instruccién del algoritmo anterior requiere de un tiempo genérico. Por
ejemplo la linea 1 demora un tiempo c;; la linea 2 un tiempo c;; y asi sucesivamente la
linea 9 un tiempo cy, siendo cada uno de los ¢; constantes.

El tiempo total utilizado por una determinada linea de instruccién estd dado por el
producto del nimero de veces que dicha linea es ejecutada por el tiempo que requiere la
misma (¢; 2 = 1,---,9). Luego la parte central del andlisis y por tanto la que requiere mas
trabajo es determinar cuantas veces se ejecuta cada linea, esto es mostrado en la siguiente

tabla:

Linea Tiempo Numero de veces
de programa | genérico | que se ejecuta la linea
1 (4} 1
2 C2 n
3 cs n—1
4 C4 n—1
=
5 Cs Z tj
j=2
n
6 ce > (ti-1)
i=2
n
7 C7 Z(tj - 1)
i=2
8 Cs n—1
9 Cy n—1

Tabla 1.1: Célculo del nimero de veces que cada lines es ejecutado

13



Observaciones:

e Para cada j de la linea 2 el loop 5-6-7-5 del algoritmo de la figura (1.7) se ejecuta
un cierto numero de veces, sea dicho nimero ?;, luego las lineas 6 y 7 se ejecutan

(t; — 1) veces para cada j y durante la ejecucién de todo el algoritmo dichas lineas
n

se ejecutan E (¢; — 1) veces como se muestra en la tabla anterior.
=2

0e1<t;<jVj=2,---,n;sitj =1V j, entonces la secuencia estd ordenada; por
otro lado si t; = j V j, entonces la secuencia esta ordenada a la inversa (de mayor

a menor).

Finalmente la complejidad de tiempo del algoritmo estd dada por la expresion:

T(n)=c1+con+c3(n—1)+ cy(n — 1)+Csztj+CGZ(tj -1)+

j=2 j=2

c-,zn:(tj—1)+C3(n—l)+c9(n—l) (1))

i=2
La expresion anterior puede ser simplificada si consideramos que ¢; = 1 para todo j

entonces tenemos la llamada complejidad mas favorable dada por:

T(n) = ci+cm+(cs+ca+cs+cs+oo)(n—1)
= c1—(cat+cates+cg+co)+(ca+catca+cs+cs+co)n
= A+ Bn (1.2)

Siendo A y B constantes.

Por otro lado si consideramos ¢; = j para todo j obtenemos la llamada complejidad

mas desfavorable dado por:

n+2)(n-1
T(n) = C1+Czn+(63+c4+cs+69)(n—1)+c5( )2( )+(CS+C7

cs C C
= C1—(C3+c4+cB+09)—Cs+(Cz+.C3+c4+Cs+69+—2§—5——21)n+

¢, G,
RATRE R
= An’+ Bn+C (1.3)

14



donde A,B y C son constantes.
En el presente trabajo utilizaremos siempre la complejidad de tiempo en el peor caso
es decir la situacién mas desfavorable. Ademas despreciamos constantes y términos de

menor grado, utilizando para ello la notacién asintética que se describe a continuacién.

1.3 Notacidn asintética (O)

 Definicién 1.3.1 (Notacién O)
Sin es el tamanio del problema y f, g representan funciones de n, es decir f,g: N — R,

entonces:
O(g9(n)) ={f(n) / 3c€R, 3ng €N tal que f(n) <c-g(n) Vn2>no}  (1.4)

Por abuso de notacién y para efectos practicos escribimos f(n) = O(g(n)), donde
f(n) representa la complejidad del algoritmo y c- g(n) es la cota superior al cual hacfamos
alusion en la seccidn anterior, por ejemplo si la complejidad de tiempo de un algoritmo
estd dado por f(n) = O(n?) entonces afirmamos informalmente que el tiempo f(n) que le
toma al algoritmo resolver el problema es menor o igual a ¢+ n? para alguna constante c.

Sin embargo formalmente debe existir 2o € N y ¢ € R tal que la complejidad del
algoritmo f(n) no supere el valor de ¢: g(n) para todo n > ng, a pesar de que para n < ng
la situacién es impredecible. En situaciones practicas el valor de ng es relativamente
grande, debido a que se quiere conocer el comportamiento de los algoritmos para entradas

de tamaifio grande, graficamente:
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Figura 1.8: Notacién O

Afirmar que un algoritmo tiene complejidad g(rn) es equivalente a escribir f(r) =

O(g(n)); dependiendo de la funcién g(n) podemos clasificar los algoritmos en la forma

siguiente:
Funcién g(n) Complejidad (f(n)) | Denominacién del algoritmo
1 (o cuaquier cte ¢ > 0) O(1) constante
n O(n) lineal
n? O(n?) cuadrética
n3 O(n?) clibica
n* (k € N) O(n*) polinomial”
Log(n) O(Log(n)) logaritmica
nLog(n) O(nLog(n)) polinomial
c® (¢ > 1: cte) O(c*) exponencial

Tabla 1.2: Clasificacion de algoritmos
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A partir de la definicion tenemos la siguiente propiedad:

Propiedad 1.3.1 Si f, g y h son funciones de N a R y k es cualquier constante real,

entonces:
1. O(kf(n)) = O(f(n))

- O(f(n) + k) = O(f(n))

3. O(f(n) + 9(n)) = O(f(n)) + O(g(n))

4. O(f(n)g(n)) = O(f(n))O(9(n))

5. f(n) = O(f(n)) (refleziva)

)

D

. Si f(n) = O(g9(n)) y g(n) = O(h(n)) entonces f(n) = O(h(n)) (transitiva)

En consecuencia, al calcular la complejidad de un algoritmo podemos despreciar constantes
aditivas o multiplicativas, por ejemplo si para un cierto algoritmo tenemos calculado que
éste realiza 3n? operaciones, entonces para efectos practicos afirmamos que su complejidad
es T(n) = O(n?) o mas aiin si otro algoritmo realiza (6n + 4n — 5) operaciones, entonces
consideramos que su complejidad es T'(n) = O(n?).

Para terminar de analizar la complejidad del algoritmo de insercién descrito anterior-
mente (figura 1.7), el exfuerzo que éste realiza en el mejor de los casos segin la ecuacion
(1.2) estd dado por T'(n) = O(n) operaciones y en el peor de los casos (segin la ecuacién
1.3) dicho exfuerzo estd dado por T'(n) = O(n®) operaciones. Ademds debemos men-
cionar que existen otros algoritmos mas eficientes para el problema de ordenacion cuyas

complejidades son logaritmicas.

1.4 Algoritmos Polinomiales

Los algoritmos que tienen nuestra preferencia son aquellos que tienen un crecimiento
asintotico moderado, como son los algoritmos polinomiales o aquellos logaritmicos, sin
embargo esta afirmacion tiene sus limites pues si bien es cierto que un algoritmo que

realiza n® operaciones es bueno, sin embargo un algoritmo que realiza n!° (o mas atin n°°)
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operaciones ya no es practico a pesar de que seria un algoritmo polinémico (en todo caso

su estudio sélo tiene un sentido tedrico).

Para reafirmar lo dicho anteriormente consideremos diversas funciones de complejidad

(T'(n)) y diversos tamafios de entrada (n); ademds consideramos que disponemos de una

mdquina que realiza 1 millén de opcraciones por segundo (es decir la velocidad de la
operaciones

seg )
Si T'(n) es el nimero de operaciones que realiza la maquina para ejecutar un deter-

méquina estd dado por v = 108

minado algoritmo y v es la velocidad de dicha méquina entonces el tiempo (en segundos)

que le toma para ejecutar el algoritmo estd dado por

A0

v

4

Los resultados para diversos algoritmos y diversos tamaios de entrada estan dados en
la siguiente tabla (1.3); donde claramente se observa que los algoritmos polinomiales son
mejores que los exponenciales; sin embargo dentro de los polinomiales los més practicos

son los de grado pequefio.

10 20 40 50 100 500
n 0.00001 s | 0.00002 s | 0.00004 s | 0.00005s | 0.0001 s 0.0005 s
nLog(n) | 0.00003 s | 0.00008 s [ 0.00021 s | 0.00028 s | 0.00066 s 0.00448 s

n? | 0.0001s | 0.0004s [ 0.0016s | 0.0025s 0.01 s 0.25 s

n? 0.001s | 0.008s 0.64 s 0.125 s 1.00 s 125 s

n® 0.1s 3.2 1.7min | 5.2 min 166.6 min 1 afio

n!0 2.7 horas | 118 dias | 3.3 siglos | 30 siglos | 3-10%siglos | 3-10'!s:iglos |
2" 0.001 s ls 12.7 dias | 35.7 afios | 4 - 10! siglos | 1035 siglos
3" 10.059s | 58 min | 3853 siglos | 108 siglos | 102 siglos | 10%2 siglos

Tabla 1.3: Comparacién del tiempo para diferentes algoritmos

Ademas surge una pregunta natural jqué tan rapido debe ser una maquina para re-
solver en un tiempo razonable los algoritmos exponenciales? la respuesta a ésta pregunta

es dada mediante el contenido de la tabla (1.4), la cual es analizada inmediatamente.
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Supongamos que un computador actual con cierta velocidad resuelve en 1 hora proble-
mas de tamaiio T; (segunda columna de la tabla 1.4) para 4 algoritmos diferentes cuyas
complejidades son dadas en la primera columna de dicha tabla. En la tercera columna
tenemos los tamaiios de los mismos problemas pero resueltos con un computador 100 ve-

ces mas rapido en el mismo tiempo (1 hora) y similarmente en la cuarta columna con un

computador 1000 veces mas rapido.

funcion de | Computador 100_' veces | 1000 vecé;
complejidad actual mas rapido | mas rapido
n Ty 1007} 10007}
n? T, 10T, 31.6T>
n3 Ts 4.6T5 1075
P T, T4+ 6.6 T4+ 10

Tabla 1.4: Comparacion de tamaifio de problemas

Segin el contenido de esta tabla, podemos afirmar que por ejemplo, para un algoritmo
cuya complejidad es n2 en 1 hora un computador 100 veces mas rapido es capaz de resolver
un problema cuyo tamaifio sea 10 veces mayor; y un computador 1000 veces mas rdpido
un problema de tamafio 32 veces mayor.

Sin embargo el algoritmo de complejidad exponencial no tiene muchas esperanzas;
pues como se observa en la tabla, con un aumento de 100 veces (o 10000%) en velocidad,
se prodria resolver un problema cuyo tamafio es 6 unidades mas. Y si la velocidad es
mejorada mas atin (1000 veces o en 100000%) el tamafio del problema a resolver sélo

podria aumentar en 10 unidades.
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Capitulo 2

'ALGORITMOS BASICOS

En este capitulo estudiamos el método clasico de Ford-Fulkerson para resolver el problema
en estudio. Llamamos método antes de llamar algoritmo, pues como todo método
soporta varias implementaciones, cada una de las cuales tiene diferentes tiempos de eje-
cucion, en este capitulo estudiaremos el algoritmo de etiquetas el cual no es un algoritmo
polinomial, dejando para el siguiente capitulo los algoritmos capacity scaling, shortest
augmenting path y preflow push, los cuales segin veremos mas adelante si son poli-
nomiales.

El método de Ford-Fulkerson ([7], [8] y [9]) utiliza tres conceptos importantes, que no
solo son utiles para este método sino para muchos otros métodos y mas ain para otros
problemas, estos conceptos son red residual,camino aumentante y cortes los mismos
que seran presentados con detalle a continuacion, asimismo estas ideas son claves para la

comprension y demostracion del teorema del flujo méximo—corte minimo

2.1 Notaciones y Definiciones

Definicién 2.1.1 Dado G = (N, A) una red dirigida, definimos en general una funcion
f sobre el conjunto de los arcos del siguiente modo:
f: A — Z%*
(i,7) - — [f(i,5) = fi

Donde Z* := {0,1,2,3,--} enteros no negativos.

(2.1)
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Generalmente la funcién f representa capacidad (u), costo (c) o flujo (z)
e si f = u => u,; representa la CAPACIDAD del arco (z, j)
e si f = c = ¢;j representa el COSTO al pasar por el arco (z, 7)

o si f = 2 = z;; representa el FLUJO (a ser definido mas adelante) que pasa a

través del arco (%, 7)

Definicién 2.1.2 Sea G = (N, A) una red dirigida y consideremos ahora un subconjunto

S cualquiera de N (S C N). Ademds sea S = (N — S) entonces definimos el conjunto:

(S,N=-8)=(53):={(.i)ea/ ies , j €5} (2.2)
El cual representa el conjunto de arcos que salen o nacen en S y entran o llegan a § =
(N = 5).

Definicién 2.1.3 Sea G = (N, A) una red dirigida y sea f : A — Z* cualquier funcion

como el definido en la ecuacién (2.1), entonces definimos:

FSN=8)=£(83)=23 fi= Y fi (23)

i€S je§ (i,5)€(S.,S)

Esta cantidad representa la suma de los valores sobre los arcos considerados en (2.2). Este
nimero puede ser visto como el valor total que sale de S y entraen S = (N — S)

Para simplificar las operaciones posteriores adoptaremos la siguiente notacién:

£(8) = £(5,5) = £(S,N - 5)

A modo de ilustrar las definiciones anteriores consideremos la red de la figura (2.1),

donde N = {1,2,3,4,5,6} y la funcién f = u (capacidad) definida sobre A
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origen destino

Figura 2.1: Red Dirigida G = (N, A)

Ejemplo 2.1 Si consideramos: S = {1,2,3} S=(N-3S) = {4,5,6}
= f(5,5)=u(S5,5) =u(S) =up+uss =9+6=15

Ejemplo 2.2 Por otra parie si ahora consideramos: S = {1,3,4} § = (N -9) =
{2,5,6}
= f(S,5) = U(Sag) =u(S)=uiz+uss +ugg=8+6+3=17

Ejemplo 2.3 Sea S ={4} S=(N-S)={1,2,3,5,6}
= f(5,8) =u(5,8) = u(5) = u({4}) = usz + g =10+3 =13

Ejemplo 2.4 SiS={4} S=(N-5)={1,2,3,5,6}
=>f(—S-,S)=U(§,S)=U(-§)=UQ4+U54=9+4=13

2.2 Formulacion del Problema

Sea lared dirigida G = (N, A) tomemos dos nodos arbitrarios diferentes; estos nodos seran
tratados de un modo especial: uno de ellos serd denominado nodo origen y denotado

mediante s; mientras que el otro serd denominado nodo destino y denotado mediante ¢

(s #1).

22



Definicién 2.2.1 (FLUJO)
Dados una red G = (N, A) dos nodos s y t (llamados origen y destino respectivamente)

un flujo de s a t en G es una funcidon:

z: A — Z%
. . (2.4)
(5,7) — z(i,5) ==
Tal que:
z({i})=xz(N-{i}) V i€ N\ {s,t} (2.5)
La relacién (2.5) es conocida como condicién de equilibrio de masa el cual segiin (2.3)

significa que el valor total que sale del nodo i ( z({¢}) ) es igual al valor total que entra

al nodo ¢ ( z{N — {i}} ) para todo nodo i diferente de s y ¢.

Definicién 2.2.2 Sean G = (N, A) una red; © un flujo de s a t en G, entonces el valor

del flujo v(z) es definido mediante:
v(z) := z({s}) — 2(N — {s}) = —(z({t}) — =(N - {t})) (2.6)

El cual es interpretado como la cantidad de flujo que sale de s menos la cantidad de flujo
que entra a s 6 el negativo de lo que sale de t menos lo que entra en ¢

Observaciones:

1. Se utilizara v(x) sélo si hay confusién o si se desea mencionar el flujo explicitamente;

en otro caso solo se mencionara v.

2. Es claro que dados una red G = (N, A), dos nodos especiales s y ¢ (origen y destino
respectivamente) existe una cantidad finita de flujos de s a ¢t en G; cada uno con un

determinado valor, luego tiene sentido hablar de aquel flujo cuyo valor es méaximo.

-Consideremos entonces una funcion :

u: A — Z%

(5,9) — u(ig) =w;

(2.7)

la cual se denominard funcién capacidad; por otro lado u;; representa la maxima capa-
cidad que tiene el arco (2, ), esta funcion generalmente es dato en los diversos algoritmos

y mas aun en aplicaciones reales.
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Definicién 2.2.8 Sean las funciones z (flujo) y u (capacidad) sobre una red G = (N, A),

se dice que un flujo z respeta u si:
zii<u; YV (i,j)€A (2.8)

Definicién 2.2.4 (Flujo Mdximo)

Sean G = (N, A) una red capacitada con capacidad u, s yt dos nodos especiales (origen
y destino) yz°: A — Z* un flujo de s at en G. Se dice que z° es un flujo méximo si
respeta u y su valor es mdzimo considerando todos los flujos de s at en G que respetan

u, es decir:
v(z°) = max{v(z)/ =z es un flujo des at en G que respeta u}

Ejemplo 2.5 Consideremos el flujo = sobre la red de la figura (2.1), ademds sean s = 1

(nodo origen) yt =6 (nodo destino), tal como se muestra en la siguiente figura:

Figura 2.2: flujo £ de s =1 a ¢ = 6 que respeta u y cuyo valor es v(z) = 2,

el nimero sobre cada arco indica el flujo

Ejemplo 2.6 Sobre la misma red de la figura (2.1), consideramos ahora otro flujo x con

s=1yt=06 (origen y destino respectivamente)

24



Figura 2.3: flujo de s =1 a ¢ = 6 que respeta u y cuyo valor es v(z) = 4

Ejemplo 2.7 2 =0 también es un flujo de s =1 a t =6, cuyo valor es v(0) =0

Es claro que dada una red G = (N, A) y una funcién capacidad u : A — Z* existe
un numero finito de flujos ¢ que respetan u (es decir z;; < u;;) y cada uno de ellos tiene
un cierto valor. Con estos elementos estamos en condiciones de formular el problema que

estudiaremos de aqui en adelante.

Definicién 2.2.5 (Problema del Flujo Méximo)
Dados una red G = (N, A); una funcion capacidad u : A — Z*; dos nodos s y t
(origen y destino respectivamente). Hallar un flujo z: A — Z% de s a t que respete u
(zi; < uij) y cuyo valor sea mdzimo.
Formalmente:
.max v(z)
s.a.
| v(z) ; st t=s
Z Tij = Z zi=4q .0 ; si i€N—{st} (2.9)
GlGaea)  {ilGiea) ole) ; si it

0<z;<u; V(E,j)eA (2.10)
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En la siguiente seccién definiremos algunos conceptos para proceder a formular los algo-

ritmos para resolver el problema planteado.

2.3 Cortes y Red Residual

Recordemos que dado una red G = (N, A) un corte es una particién del conjunto de
nodos en Sy S = (N — S). Esta particién a su vez determina un conjunto de arcos, de
los cuales unos tienen la propiedad de tener el inicio en S y el fin en S estos arcos se

encuentran en (S,.S), mientras que el resto de estos arcos tienen su inicio en S y el fin en

S estos arcos se encuentran en (S, S).

A continuacién definimos un tipo especial de corte que depende de dos nodos s y ¢

llamado corte s-t.

Definicién 2.3.1 (corte s—t)

Dados una Red G = (N, A); dos nodos s yt, un corte s—t es cualquier corte donde s € S
yteS(s¢S y t¢g9)
v Observaéiones: |
e A un corte s—t también se le conoce como corte que separa s de ¢.
e Dado un par de nodos s y t es claro que existe un numero finito de cortes s—t

De la definicién anterior, un corte s—t esta caracterizado por la particién del conjunto

de nodos N en los subconjuntos Sy S = (N —5),dondes€ SyteS.

Notacién: Un corte que separa s y t sera denotada por [S,?], donde evidente-

mente s € Syt€eS.
Entonces cada vez que nos referimos a un corte s-t lo haremos mediante: [S, S,

cada corte s-¢ [S, 5], determina de modo tnico los siguientes conjuntos de arcos: (los

cuales ya fueron definidos en la ecuacion (2.2))
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Arcos que salen de S y eﬁtra.n a S 6 arcos hacia adelante:

(3,3) := {(z‘,j)eA/ ies, je?} (2.11)
Arcos que salen de S y entran a S 6 arcos hacia afr_as:

(5,5) := {(z',j)eA/l z‘e?,jes}. ' (2.12)
Veamos a continuacion el siguiente ejemplo para ilustrar las definiciones anteriores.

Ejemplo 2.8 Consideremos la red de la figura (2.1), donde s = 1 yt = 6, entonces
S =1{1,2,3} yS = {4,5,6} constituye un corte st (corte que separa s yt). Similarmente

T ={1,3,5} y T = {2,4,6}, también es un corte s-t; tal como se muestra en la figura

(2.4)

destino

Figura 2.4: Cortes [S,5) y [T, T)] que separan s =1yt =6
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En la red anterior, para el corte [S, 5] se tiene el conjunto de arcos hacia adelante
(S,5) = {(2,4),(3,5)} y el conjunto de arcos hacia atras (5,S) = {(4,3)}. Mien-
tras que para el corte [T,T) se ticne el conjunto de arcos hacia adelante (T,T) =

{(1,2),(5,4),(5,6)} y el conjunto de arcos hacia atras (T, T) = {(2,3), (4,3)}

Definicién 2.3.2 (Capacidad de un corte s—t)
Dado el corte s-t [S,5], definimos la capacidad u[S, 5] de dicho corte como la suma de

las capacidades de los arcos hacia adelante, es decir

u[S, ?] = Z Us; (2.13)

(i,7)€(S,5)
Sea z es un flujo que respeta u, en una red capacitada; como z;; < u;; V (¢,7) € A

entonces Z zij < Z u;; = u[S, ), la expresién del lado izquierdo es la méxima

(i,/)€(5,9) (1.4)€(5,5) .
cantidad de flujo que puede ser enviado de los nodos en S hacia los nodos en S. Segin

esto la capacidad de un corte s-t es una cota superior para la cantidad méxima de flujo

que puede ser enviado de S hacia S.

Definicién 2.3.3 (Corte Minimo)

Se llama asi a aquel corte s-t cuya capacidad es minima entre todos los cortes s-t

Red Residual

Este concepto sera muy util para el desarrollo y descripcion de los algoritmos para resolver
el problema del flujo maximo; a continuacién damos la definicién formal y su interpretacién

en término de redes.

Dados una red G = (N, A), una funcién capacidad u: A — Z* y un fluyjoz: A —
Z*; definimos la capacidad residual como una funcién r sobre el conjunto de arcos
definido mediante:

r: A — Z%
(2.14)
(4,5) — 7(6,3) =i = (wij — ij) + Tji
Por definicién r;; > 0; en términos practicos ry; representa el flujo adicional méaximo

que atin puede pasar a través de los arcos (4, 7) y (j, 1)
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‘Definicién 2.3.4 (Red residual)
Dados una red G = (N, A) con capacidad u, un flujo x de s at, definimos y denotamos

la red residual mediante:
G(z) =(N,A) donde A={(i,j)€ Al ry>0}

Es decir la red residual ( G(z) ) es una red que tiene los mismos nodos que G y arcos
cuya capacidad residual es estrictamente positiva (r;; > 0)

Observaciones:

a) Si z = 0 entonces r;; = u;; V (4,5) € A, en consecuencia la red residual para este

flujo coincide con la red original, es decir, G(0) = G

Tij = Uij — Tij T Tji
b) < => ri; + rji = uij + uj = constante
Tii = Uji — Tji + Ty
¢) Dados una red capacitada G = (N, A) y un flujo z, existe una correspondencia

biunivoca entre la red original (G) y la red residual ( G(z) ) en el siguiente sentido:

e Dados G = (N, A), u y z; G(z) es obtenido mediante:
rij := (uij — zij) + ; mientras que
e Dados G(z) y u; = (y con él G) es obtenido mediante:

Ti; = ma.x”{O, Us; — 7','_,'}
(1.4)€A

Definicién 2.3.5 (Capacidad residual de un corte s—t)
Definimos la capacidad residual r[S, S| de un corte s-t como la suma de las capacidades

residuales sobre los arcos hacia adelante del corte correspondiente es decir:

r[S, 8] := Z Tij (2.15)
(1,4)€(8.5)
Ejemplo 2.9 Sean G = (N, A) una red con capacidad u; y x un flujo; mostrados en la

figura (2.5); se observa que existe una correspondencia entre G y G(z)

29



vy

o\

(0,1)

(2,2)

(93:'_1‘, "i'.i)

Red capacitada original Red residual para
con un flujo z ; el flujo z
G . G(z)

Figura 2.5: Correspondencia biunivoca entre las redes G y G(z)

La siguiente proposicién relaciona los conceptos de corte (S, S) y flujo z.

Proposicién 2.1 Sean G = (N, A) una red capacitada; los nodos s (origen) yt (destino);

un flujo = de s a t cuyo valor es v(z) y [S, ?] un corte que separa s yt entonces:

v(x)=z Z Tij — Z Tii| = Z Tij — Z Tij

€S | {i/ (s.4)€A) {i/ (3:8)eA) (4,9)€(S,5) (4,9)€(S,S)

Prueba: Considerando que S = {s}U{S\ {s}} podemos escribir la siguiente expresién:

S| D mi— D w|=
ies | i/ (id)eA) i/ Goeay | °

N I S
= LG/ Gaeay  G/GDear | ies\a) [G/ Gded) G/ Gidea)
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=L<wz e 3 z,.,)+z[ =

(sii)€A} {i/ (3,9)€A) ies\{-’} {i/ (ij)eA}. {i/ (35)eA}
v(z) ’
(definicién de valor del flujo z) (condicién de equilibrio de masa para)

cadanodo i € S\ {s})
= v(z)+0

= o)

Teorema 2.2 El valor de cualquier flujo es menor o igual a la capacidad de cualquier

corte en la red

Prueba: Sean z cualquier flujo de s a ¢ cuyo valor es v(z) y [, 5] cualquier corte s—t; en
el resultado de la proposicién anterior (2.1) considerando z;; < u;; en la primera sumatoria
y z;; 2 0 enla segunda sumatoria, obtenemos:

v(z) = Z zij — Z zy; < Z ui; — 0

(i.4)€(S)5) (1.4)€(S.S) (1.4)€(5,5)

= T u

(5.1)€(S3)
u[S, 5]

Luego se tiene el resultado: para todo flujo = y para todo corte [S,S]

v(z) < u[S,S] (2.16)
Corolario 2.3 si zo es un flujo de s at y [So, So) es un corte s-t donde

”(zo) = u[So,S—O]

entonces xo es un flujo cuyo valor es mdzimo y [So, So] es un corte cuya capacidad es

minima.
Prueba: Por el teorema anterior, para cualquier flujo = y cualquier corte [S, 3'.] se tiene:
v(z) < u[So, So] = v(zo) < u[S, 5]
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Luego:

v(z) < v(zg) Vflujox == =z es un flujo cuyo valor es maximo vy

u[So, So) < u[S,S] V corte [S,5] = u[So,30) s un corte cuya capacidad es minima
Corolario 2.4 Si (S, S| es un corte que separa s de t, donde se cumple que
ri =0  V(i,5) € (S5,5)

entonces (S, S] es minimo, ademds z calculado segin x;; := maz{u;; — ri;, 0} es un flujo

de s at cuyo valor es mdzimo

Prueba Sea (4, ) cualquier arco de (S, S), entonces cumplen las siguientes relaciones:

rij = (wij —2i5) + 25 (2.17)
zi; < wj y (2.18)
zj; > 0 (2.19)

entonces la condicién 7;; = 0 conjuntamente con las relaciones (2.17), (2.18) y (2.19)

implican que: (u;; — z;;) = 0 y z;; = 0 para todo arco (,7) de (5,5 ) , es decir

zij = wu; - para todo arco (i,j) de (S,5) vy (2.20)
z;; = 0  paratodo arco (i,5) de (S, S) (2.21)

Sabemos que la capacidad del corte [S, 5] por definicién estd dado por:

u[S,?] = Z Uij

(1.9)€(5.5)
con la ayuda de la ecuaciones (2.20) y (2.21) podemos escribir:

CufS,S] = Z U
(1.9)€(5,5)
= Z Ti;
(1.5)€(5,5)
HE
(1.4)€(S,5)

Z Tij — Z zij

(i.4)€(5.5) (i.4)€(5.8)
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Luego entonces:

ulS,81= D mi— ), =y (2.22)
(1,1)€(5.3) (11)€(,S)

La proposicién (2.1) establece que:
v(z) = Z Tij — Z Tij
(L)ESS) - (L)EES)

Entonces reemplazando esta expresién en la ecuacién (2.22) y obtenemos:
v(z) = u[S, S |

Por lo tanto hemos encontrado un flujo z y un corte [S, S ], donde el valor del flujo es
igual a la capacidad del corte, por el corolario (2.3) z es un flujo cuyo valor es maximo y

[S, 5] es un corte cuyo valor es minimo, lo cual demuestra el corolario.

Definicién 2.3.6 Dados dos flujos ¢ e y cuyos valores son respectivamente v(z) y v(y)

decimos que y mejora z si v(y) > v(z), dicha mejora es denotada por Av con Av =
v(y) —v(z) >0

Los algoritmos que estudiaremos a continuacién trabajan del siguiente modo: en cada
iteracién se tiene un flujo = de valor v(z) y en el siguiente paso se trata de mejorar este

flujo, es decir construir otro flujo y con valor v(y) tal que v(y) > v(z), el siguiente corolario

establece una cota superior para Av.
Corolario 2.5 Si z es un flujo de valor v(z), entonces el flujo adicional que ain puede

ser enviado del origen s al destino t estd limitado superiormente por la capacidad residual

de cualquier corte

Prueba: Si z es un flujo cuyo valor es v(z); sea y un fluyjo que mejora = es decir:
v(y) = v(z) +Av para algin Av > 0.

Por el teorema (2.2) para el flujo y y para todo corte [S, 5] se tiene:
v(y) < u[S, 3]

es decir,

v(z) + Av < E Ui (2.23)
(i4)E(S,5)
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y considerando v(z) = Z Ti; — Z z;;, obtenemos:
(i.4)€(S)5) (i,d)€(S.S)

Av < Z (u,-,- - a:.-,-) + Z Tij (2.24)

(4,5)€(S,5) (i.4)€(5,5)

Ademas Z Tij = Z z;; y reemplazando en la ecuacion anterior (2.24) obte-

(15)EE:S) (13)E(S3)
nemos:
Av < Y (wi—g)+ Y. @
(i.4)€(S.5) (i,4)€(S,5)
= > (wj—zi+zy)
(i,4)€(S,5)
= r[S, 5]

Por lo tanto, Av < 7[5, 5] es decir que la cantidad de flujo adicional Av no puede exceder

de r[S, 5] para todo corte [S,S].

2.4 Meétodo de Caminos Aumentantes

A seguir describimos el método mas sencillo e intuitivo para resolver el problema del flujo
maximo, este método esta atin en un lenguaje de muy alto nivel (en el sentido que no se
dan los detalles de implementacién), estos detalles seran dados en la subseccion (2.5).
Como mencionamos antes el método maneja en cada paso un flujo empezando con
el flujo cero, el cual debe ser mejorado en la siguiente iteracion, dicha mejora se hace

mediante un camino aumentante €l cual se define a continuacién

Definicién 2.4.1 (Camino aumentante)
Dados una red G = (N, A), dos nodos especiales s yt y un flujo = de s a t, definimos un

camino aumentante como un camino de s a t en la red residual G(z).

Definiciéon 2.4.2 (Capacidad de un camino aumentante)

Dado un camino aumentante P, definimos su capacidad u(P) como:
u(P) = min{r(s,5) / (,§) € AG(z) , (i,7) € AP}
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Donde AG(z) y AP denotan respectivamente las aristas de G(z) y del camino P. La ca-
pacidad de un camino aumentante P (la cual por definicién (2.4.1) estd en la red residual)
indica la cantidad de flujo adicional que ain puede ser enviado en la red original para

mejorar el flujo.

Definicién 2.4.3 (Arco saturado)

Se dice que el arco (i,j) estd saturado si z;; = u;;
Método Genérico de Caminos Aumentantes

Entrada: Una red capacitada G = (N, A) con capacidad u y dos nodos distintos s y ¢

(origen y destino respectivamente)

Salida: Un flujo z de s a ¢ que respeta u y cuyo valor es maximo.

—

T :=0;
mientras existe un camino aumentante de s a t en G(z) hacer:
Identificar un camino aumentante P en G(x)
Calcular § = min{r;; / (i,j) € P}
para cada (¢, ) € P hacer:
rij 1= rij — 6;

T =T + é

para cada arco (2, j) en A hacer:

zi; := maz{u;; — ri;,0}
Retornar z {w 7

Figura 2.6: Algoritmo genérico de caminos aumentantes

El método trabaja con la red residual esto es, en cada paso se trabaja directamente
con r;j, pero también se tiene implicitamente el flujo correspondiente el cual puede ser
calculado mediante: z;; := maz{0, u;; —ri;} en cada paso. Ilustramos el método anterior
con el problema de flujo maximo planteado en la figura 2.7(a) con origen en el nodo 1 y

destino en el nodo 4.
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f‘,‘j

destino

Figura 2.7: Ilustracién del método genérico de caminos aumentantes (a) red
residual para el flujo z = 0; (b) red residual luego de aumentar
4 unidades de flujo a través del camino 1—2—4; (c) red residual
despues de enviar 1 unidad de flujo a través del camino 1—3—
2—4 (d) red residual despues de enviar 1 unidad de flujo a través’
del camino 1—3—4, note que ya no existe camino de 1 hacia 4

en la red

Primera Iteracién: El método inicializa el flujo a cero z = 0 y por lo tanto considera
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la red residual G(0) = G, la cual se muestra en la figura 2.7(a). Elegimos el camino
aumentante 1—2—4 cuya capacidad residual es § = min{riz, r24} = min{4,5} =4
y enviamos é = 4 unidades de flujo a través de este camino, con lo cual la capacidad
residual del arco (1,2) se reduce a cero (por lo que es eliminado de la red residual) y
la capacidad residual del arco reverso (2,1) es incrementado en 4 unidades (es decir
T12 1= T2 — §=4—-4=0yry:=ry+6=0+4=4). Por otra parte la capacidad
residual del arco (2,4) queda reducido también en 4 unidades por lo que la nueva
capacidad residual de este arco es 1 y la capacidad residual del arco reverso (4,2) es
incrementado en 4 unidades, con lo cual la nueva capacidad residual del arco (4,2)
es4 (esdecirrog :=ryq— 0 =5—-4 =1y ry:=ryp+6 =0+4 = 4). La red residual

asi obtenida se muestra en la figura 2.7(b).

Segunda Iteracién Elegimos ahora el camino aumentante 1—3—2—4 cuya capacidad
residual es § = min{ri3,ra2, 724} = min{2,3,1} = 1, por lo tanto enviamos § = 1
unidad de flujo a través de este camino, con lo cual la capacidad residual del arco
(1,3) se reduce de 2 a 1 y la capacidad residual del arco (3,1) se incrementa de 0
al (esdecir,rzi=r3—6=2-1=1yrs:=r3+d=0+1=1), realizando
las mismas operaciones sobre los arcos (3,2) y (2,3) asi como sobre los arcos (2,4) y

(4,2) obtenemos la red residual que se muestra en la figura 2.7(c)

Tercera Iteracién Ahora se elige el camino aumentante 1—3—4 de capacidad residual
d = 1 entonces enviamos 1 unidad de flujo a través de este camino. La capacidad
residual del arco (1,3) se hace cero y la del arco (3,1) aumenta a 2; similarmente la
capacidad residual del arco (3,4) se reduce a cero y la del arco (4,3) aumenta de 0

a 1, obteniendose la red residual de la figura 2.7(d)

Dado que en la red residual G(z) ( figura 2.7(d) ) no existe camino de s a t entonces el

método termina calculando el flujo para cada arco segin la formula
z;; = maz{0,u;; — ri;}

de la siguiente manera:

Para el arco (1,3) tenemos r13 = 0 y u;3 = 4 por lo tanto z,3 = 4 y para el arco reverso
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(3,1) tenemos r3; =4 y ug; = 0 por lo tanto z3; = 0.

Por otra parte para el arco (3,2) tenemos r3s; = 1 y us; = 0 por lo tanto z3; = 0 y para
el arco reverso (2,3) tenemos rz3 = 2 y uz3 = 3 por lo tanto zg3 = 1.

Realizando los demds cdlculos obtenemos: 13 = 2, 34 = 1 y T24 = 5 el cual segin el
algoritmo representa el flujo maximo (la veracidad de esta afirmacién serd demostrada a

continuacion), este flujo es mostrado en la figura (2.8).

Figura 2.8: flujo maximo obtenido

2.5 Algoritmo de Etiquetas

En la seccion anterior presentamos el método de caminos aumentantes sin preocuparnos
que sea o no .algoritmo, tampoco nos preocupamos por detalles importantes como por
ejemplo jcomo establecer que en la red residual ya no existe un camino dirigido del origen
al destino?, jcomo representar un camino aumentante en la red residual?, ;cémo asegurar
que el método termina en un nimero finito de iteraciones? (y por lo tanto el método se
convierte en algoritmo) y cuando el algoritmo termina y devuelve un flujo jqué condicién
asegura que dicho flujo es el mdximo? .

Todos estos y otros detalles seran itiles al momento de estudiar la correctitud y com-
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plejidad de un tipo de implementacion del método de caminos aumentantes conocido como
el algoritmo de etiquetas que presentamos a continuacion, este algoritmo no es polinomial
como veremos al estudiar su complejidad, sin embargo en el siguiente capitulo estudiare-
mos tres implementaciones mas de este método los cuales si seran algoritmos polinomiales

como veremos en su debida oportunidad.

2.5.1 Implementacion

El algoritmo de etiquetas utiliza la técnica de busqueda para identificar un camino dirigido
en G(z) del origen al destino (camino de aumento). El algoritmo ird etiquetando los
vértices de acuerdo a cierto criterio, empezando desde el vértice origen, estableciendo asi
un camino dirigido en la red residual desde el origen hasta algin vértice que eventualmente
podria ser el vértice destino en cuyo caso la bisqueda termina pues se ha logrado encontrar
un camino aumentante.

En cualquier paso del algoritmo se tiene dos conjuntos bien definidos: el conjunto de
vértices etiquetados y el conjunto de vértices no etiquetados. Los vértices etiquetados
son aquellos que el proceso de busqueda ha alcanzado. El algoritmo selecciona repetitiva-
mente un vértice etiquetado y analiza los vértices de su lista de adyacencia para etiquetar
otros vértices. Eventualmente el vértice destino sera etiquetado y entonces el algoritmo
envia el maximo flujo posible a través del camino del origen al destino determinado en
el proceso de busqueda. Luego elimina todas las etiquetas y el proceso se repite. El
algoritmo termina cuando todos los vértices etiquetados han sido procesados y el vértice
destino permanece sin etiqueta, es decir el vértice destino no puede ser etiquetado.

El algoritmo utiliza la funcién pred definido en el capitulo 1 para describir los caminos
dirigidos en la red residual, asi como los conjuntos de nodos S (nodos etiquetados) y
LIST (nodos etiquetados que ain no fueron procesados completamente) A continuacién

presentamos el algoritmo:

Entrada: Una red G = (N, A) , una funcién capacidad u :— Z* y dos nodos distintos

s y t llamados origen y destino respectivamente.

Salida: Un flujo = de s a t que respeta u y cuyo valor es maximo.
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ri=u;
repetir

pred(j) = 0 paracada j € N
S :={s}; LIST :={s};
mientras (LIST # ¢) y (t ¢ S) hacer:
retirar un elemento : de LIST;
para cada (z,7) € A(z) hacer:

i (riy > 0)y (G £ 5)

entonces
pred(j) :=1;
S:=85U{j}k

| LIST := LIST U {3}
si t € S entonces
["use pred para encontrar un camino orientado P de s a ¢;
§ = min{ry; [ (¢,7) es arco de P};
para cada arco (z,j) de P hacer:
Tij ‘=T — o
.. L Tji =T + )
hasta que LIST = ¢;
para cada arco (z,j) € A hacer:
z;; := maz{u;; — ri;,0}

Figura 2.9: Algoritmo de Etiquetas

Observacién: Cada iteracion del algoritmo anterior empieza con una funcién r : A —

Z*, una parte S de N, una parte LIST de N y una funcién pred: S\ {s} — S.

La primera iteracién comienza con r := u, S = LIST = {s} y pred = 0. En cada

iteracion ocurre uno y solo uno de los siguientes casos:

Caso 1: (Intento de hallar camino): LIST #¢yt ¢ S
En este caso seleccionamos un nodo etiquetado pero que atin no ha sido comple-
tamente procesado, es decir tomamos i1 € LIST; y para cada nodo j adyacente
a 1 (es decir para cada (i,j) € A(3)) realizamos lo siguiente:
Sir; >0y j ¢S (jain no esta completamente procesado) entonces j hace

parte del camino aumentante (pired(j) = i) y entonces j se acrescenta a Sy a

LIST.
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Caso 2: (Aumento de flujo) t € S
Usando pred determinamos un camino aumentante P y luego calculamos su
capacidad (6 := min{r;; / (i,7) es arco de P}), a continuacién actualizamos
las capacidades residuales de los arcos que se encuentran a lo largo de P, es
decir ry; i=1i; — 8 y rji :=1; + 6.
Finalmente inicializamos S, LIST y pred y comenzamos una nueva iteracién
Caso 3: (No se puede etiquetar el destino) LIST =¢yt & S
Esto quiere decir que el flujo ya no puede ser mejorado, por lo tanto el algoritmo
termina calculando el flujo segun:

z;; = maz{u;; — ri;,0} para cada (i,j) arco de G

2.5.2 Correctitud y complejidad

A continuacidn estableceremos las razones por las cuales el flujo que se obtiene al terminar
el algoritmo de etiquetas es maximo (correctitud) y cuanto tiempo tarda el algoritmo en
resolver el problema (complejidad).

Correctitud

Para demostrar la correctitud del algoritmo, notemos que el algoritmo mantiene las si-

guientes propiedades invariantes al inicio de cada iteracion,
a) un flujo z, definido mediante z;; := maz{u;; — ri;, 0}

b) para cada k en S, pred determina un camino orientado P de s a k, cada uno de

cuyos arcos tiene capacidad residual positiva.
c) o el valor de x aumenta o el valor de z no se altera y el conjunto S\ LIST aumenta.

La invariante c) establece que al inicio de cualquier iteracién o el valor de £ aumenta
(caso que ocurre si se logra encontar un camino aumentante) o el valor de z no se altera,
pero el conjunto S\ LIST aumenta, en este caso atin no se ha logrado hallar un camino
aumentante, pero el conjunto de nodos etiquetados completamente procesados S aumenta

y el conjunto de nodos etiquetados atin no procesados LIST disminuye entonces en algin
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momento LIST llega a ser vacio (con lo cual el algoritmo terminard en alglin momento).
Al término del algoritmo obtenemos un conjunto S* C N (S* # N).

Supongamos que el algoritmo termina (hecho asegurado por la observacién anterior),
entonces quiere decir (segun el caso 3: de la subseccion anterior 2.5.1), que el nodo destino
t no puede ser etiquetado. Sea ademds el conjunto S* que consiste de los nodos etiquetados,
ademds S* = N \ S* es el conjunto de nodos no etiquetados, luego entonces es claro que
s € S* y t € §*; es decir [S*,5*] es un corte que separa s y t. Consideremos también el
flujo z* obtenido al terminar el algoritmo, calculado segin zj; := maz{u;; — ri;,0} para
todo arco (¢,7) € A

Dado que ¢ no puede ser etiquetado entonces debe ocurrir que:
rij =0 para todo arco (i,j) de (S*,5*) (2.25)

pues de lo contrario, si existiese un arco (ip,Jjo) € (S*,S* ) tal que rij, > 0 entonces el
algoritmo aun no terminaria lo cual no puede ser, pues estamos asumiendo que el algoritmo
termino.

El corolario (2.4) y la ecuacién (2.25) establecen que z* es un flujo de s a ¢ cuyo valor
es maximo, lo cual muestra la correctitud del algoritmo de etiquetas.

Notese que el algoritmo ademads de hallar el fluyjo méaximo, nos devuelve un corte
[S*,5*] cuya capacidad es minima.

La prueba de correctitud del algoritmo anterior nos permite establecer dos resultados

tedricos que enunciamos a continuacion:

Teorema 2.6 (Teorema del Flujo Maximo — Corte Minimo) Sean dados una red
capacitada G = (N, A), dos nodos: origen (s) y destino (t), entonces el valor del flujo

mdzimo de s a t en es igual a la capacidad del corte minimo

Prueba:
Apliquemos el algoritmo de etiquetas descrito anteriormente a la red capacitada G con
origen y destino s y ¢ respectivamente. Entonces el algoritmo halla el fluyjo méximo z*,

pero también el algoritmo nos devuelve un conjunto de nodos S*, el cual determina el
corte [S*,5%).
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La prueba de correctitud del algoritmo de etiquetas nos permite afirmar que [S*,5*]

es el corte minimo y mas aiin también afirmamos que:.
v(z*) = u[S*, 57
Es decir, el valor del flujo maximo es igual a la capacidad del corte minimo.

Observacién: La prueba del teorema del flujo maximo-corte minino, se basa fundamen-

talmente en la prueba de correctitud del algoritmo de etiquetas

Teorema 2.7 Dados una red capacitada G = (N, A), dos nodos: origen (s) y destino (t);
Un flujo z* en G es mdzimo si y solo si no existe ningun camino aumentante en la red

residual G(z*)

Prueba:

Sea z* un flujodesaten G

=) Supongamos que G(z*) contiene un camino aumentante P, entonces z* no puede
ser el fluyjo mdximo, pues v(z*) alin puede ser mejorado enviando cierta cantidad

positiva de flujo a través del camino aumentante P.

<=) Si no existe camino aumentante en G(z*), quiere decir que el algoritmo de etiquetas
termind y nos devolvié el flujo =* el cual es maximo; el hecho de que z* sea maximo

estd basada también en la prueba de correctitud del algoritmo de etiquetas

Complejidad (en el peor caso)
Dado que el algoritmo basicamente encuentra caminos aumentantes y envia cierta cantidad
de flujo a través de dichos caminos, la complejidad de tiempo T'(m,n) del algoritmo estd

dado por la siguiente expresion:
T(m,n) = (complejidad de cada aumentacién) x (# de aumentaciones) (2.26)

Por lo tanto es necesario calcular la complejidad de cualquier aumentacion y estimar el
nimero maximo de aumentaciones.
Para calcular la complejidad de una aumentacién observemos que cualquier aumen-

tacién consta de dos operaciones: determinacién del camino aumentante y envio
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de é§ unidades de flujo a través de dicho camino, entonces para calcular la comple-
jidad de cualquier aumentacion es necesario calcular las complejidades de las operaciones

mencionadas.

e Si se utiliza la bisqueda en largura para determinar un camino dirigido (camino
aumentante) en la red residual ésta operacién tendrda complejidad O(m) en el peor

Caso.

e Por otra parte cualquier camino aumentante tendra longitud m en el peor caso,
por lo tanto la complejidad del envio de d unidades de flujo a lo largo del camino

aumentante hallado serd O(m) en el peor caso.

En consecuencia la complejidad de cualquier aumentacién estd dada por: O(m)+O(m) =
O(m). Por otra parte el mimero méximo de aumentaciones estd acotado superiormente
por nU (considerando que todos los arcos tienen capacidad U), es decir su complejidad
es O(nU). Reemplazando en (2.26) obtenemos la complejidad de tiempo del algoritmo de

caminos aumentantes, la cual esta dada por:

T(m,n) = O(m)O(nU) = O(mnU)

Esta complejidad no es polinomial, pues podria ocurrir por ejemplo que U = 2",

fenémeno que estudiaremos en la siguiente seccion.

2.5.3 Ventajas y desventajas

Entre las pocas ventajas que podemos mencionar para este algoritmo se encuentran su fa-
cilidad de implementacién, su simplicidad y principalmente su utilidad en la demostracién
del teorema. del flujo maximo—corte minimo y el hecho de ser el punto de partida para el
desarollo de otros algoritmos mas eficientes.

Por otra parte las desventajas mas saltantes son:

1. El algoritmo no es polinomial (su complejidad es O(mnU)), esto ocurre principal-
mente cuando el valor de U es demasiado grande; por ejemplo si U = 2" el algoritmo
seria exponencial y en consecuencia intratable en la practica. Ilustramos este caso

con el problema del fluyjo méximo propuesto en la figura (2.10).
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2. Si las capacidades son irracionales, €l algoritmo podria no terminar. En algunos
casos, el algoritmo no termina, pero los sucesivos valores de los flujos convergen
a un valor estrictamente menor que el del flujo maximo. Este caso estd fuera de

nuestro andlisis, pues en este trabajo estamos considerando capacidades en Z*.

3. El algoritmo es "olvidadizo” en el siguiente sentido: en cada iteracion, el algoritmo
genera una serie de etiquetas, los cuales contienen informacidn acerca de los caminos
aumentantes desde la fuente (origen) hacia los otros nodos. La implementacién
descrita elimina toda esta informacion al terminar una iteracidn, para iniciar la
siguiente, realizando nuevamente los célculos anteriores, cuando lo ideal seria utilizar

la informacién entre una iteracién y la siguiente.

A continuacién ilustramos por qué el algoritmo no es polinomial, consideremos el problema
del flujo méximo dado en la figura (2.10 a) donde el nodo origen es 1 y el nodo destino es
4, nétese que ésta red tiene capacidades de orden bastante grandes (es decir U es grande);

Se ejecuta el algoritmo y en la primera iteracion selecciona el camino aumentante 1-3-
2-4, dado que la capacidad residual de dicho camino es § = 1, entonces el algoritmo envia
1 unidad de flujo a través de dicho camino; obteniéndose la red de la figura (2.10 b). En
la segunda iteracion el algoritmo selecciona el camino aumentante 1-2-3-4 y envia también
1 unidad de flujo a través de dicho camino obteniéndose la red de la figura (2.10 c). En
la tercera iteracion se elige el camino 1-3-2-4, en la cuarta iteracion el camino 1-2-3-4 y
asi sucesivamente; en general en las iteraciones impares elige el camino 1-3-2-4 y en las
iteraciones pares elige el camino 1-2-3-4.

Podemos deducir para este caso especial que el nimero de iteraciones es igual a 2 X
10° = 2 x U = O(10°), luego el tiempo que toma al algoritmo resolver el problema serd

del orden O(10%) = O(U), lo cual es demasiado alto.
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Figura 2.10: (a) problema del flujo mdximo dado con'origen en 1 y destino en

4, (b) red residual luego de enviar una unidad de flujo a través
del camino aumentante 1-3-2-4; (c) red residual luego de enviar
una unidad de flujo a través del camino aumentante 1-2-3-4; el

algoritmo continua asi hasta saturar todas las capacidades

Esto se debe a que la complejidad del algoritmo (O(mnU)), depende explicitamente
del nimero U sobre el cual no tenemos ningun control, pues se trata de un dato proporcio-
nado por el problema practico que se estd resolviendo. Entonces el objetivo sera diseiiar
algoritmos cuya complejidad sea mas manejable y para eso la complejidad debe depender
de Log(U) en lugar de depender de U o mejor atn ni siquiera depender de U. Este es el

motivo del siguiente capitulo donde desarrollaremos algoritmos polinomiales.
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Capitulo 3

ALGORITMOS POLINOMIALES

En este capitulo presentamos los llamados algoritmos polinomiales que surgen a partir de
la necesidad de mejorar el tiempo de ejecucién en el peor caso (@(mnU)) del algoritino
genérico visto en el capitulo anterior. Presentamos en particular los algoritmos ” Capacity
scaling”, ”Shortest augmenting path” y "Preflow push”, siendo el tltimo de los mencio-
nados el mas eficiente tanto tedricamente como en aplicaciones. Como siempre para cada
uno de ellos presentamos la descripcion del método, el algoritmo y asimismo una prueba
de correctitud y un analisis de complejidad, también se resaltan las ventajas y desventajas

de cada uno de ellos.

3.1 Algoritmo ”Capacity Scaling”

El algoritmo de etiquetas escoge arbitrariamente los caminos aumentantes, razén por lo
cual el nimero de aumentaciones (@(nU)) puede resultar en algunos casos extremada-
mente alto si el valor de U es grande, tal como se observé en el capitulo anterior.

Entonces la idea del algoritmo ” Capacity Scaling” es reducir el nimero de aumentacio-
nes, para lo cual escoge los caminos aumentantes con muchisimo mas cuidado (alli radica
su mejora con respecto al algoritmo anterior).

La idea esencial de este algoritmo es escoger caminos aumentantes cuyas capacidades
sean suficientemente grandes, pues como. veremos a continuacién este tipo de caminos

puede ser encontrado eficientemente (es decir en tiempo razonablemente corto).
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Definicién 3.1.1 (A-red residual)
Sean dados una red capacitada G = (N, A), dos nodos s yt (origen y destino resp.) y un
flujo x de s at; entonces definimos para cada A > 0 la A-red residual como el subgrafo

de G(z) denotado por G(z,A) y definido mediante:
G(z,A) = (N,A)

donde,
A={(G,j)€ A[ r; > A}

Es decir, G(z, A) es un subgrafo de G(z) con el mismo conjunto de nodos (), pero cuyos
arcos son aquellos cuya capacidad residual es mayor o igual a A.

Ilustramos ésta definicién en la figura (3.1); donde en (a) se tiene una red residual
G(z) para algin flujo z; mientras que en (b) tenemos un subgrafo G(z,A) de G(z), donde
el conjunto de nodos es el mismo para ambas redes, pero los arcos en G(z,A) son aquellos

arcos de G(z) cuya capacidad residual es mayor o igual a A = 8 en este caso particular.

Figura 3.1: (a) red residual G(z); (b) A-red residual G(z,A), con A =8

Observacién: De la definicién se tiene que: G(z,1) = G(z)
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3.1.1 Implementacion

El algoritmo es muy semejante al algoritmo de etiquetas visto en el capitulo anterior;
la diferencia estd en que mientras el algoritmo de etiquetas escoge los caminos aumen-
tantes arbitrariamente, el algoritmo ”capacity scaling” escoge caminos aumentantes con
capacidad residual suficientemente grandes.

Para ello considera un valor inicial para delta tal como Ay y utilizando la Ag-red
residual envia todo el flujo posible a través de los caminos aumentantes que existen en
dicha Ap-red residual; si ya no existe ningiin camino aumentante en la Ag-red residual,
entonces se considera un nuevo valor para delta tal como A; consistente en el 50% del
valor anterior (es decir A; = A—- y el proceso continia con la nueva A;-red residual.
Todo este proceso a su vez cont-imia hasta que el valor de delta sea igual a 1, ( es decir
hasta que A=1).

A continuacién presentamos el algoritmo:

Entrada: Unared G = (N, A) , una funcién capacidad u :— Z*; dos nodos distintos s

y t llamados origen y destino respectivamente y el nimero U.

Salida: Un flujo z de s a t que respeta u y cuyo valor es maximo.
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ri=u

A := 2lLos(V)],

mientras A > 1 hacer:

pred(j) = 0 para cada j € N

S = {s}; LIST := {s};

mientras (LIST # ¢) y (t ¢ S) hacer:

retirar un elemento ¢ de LIST;

para cada (i,7) € A(¢) hacer:
si(rij2A)y (j¢5)

entonces
pred(j) := i;
‘ S:=8U{j}
| LIST := LIST U {5}
site S
_entonces.
["use pred para encontrar un camino orientado P de s a t;
6 = min{r;; | (i,7) es arco de P};
para cada arco (z,7) de P hacer:
Tij ‘= Tij —
9 rji =T+ )
. A
A:=—
sino 5
para cada arco (z,j) € A hacer:

zij := maz{u;; = 14,0}

Figura 3.2: Algoritmo ”Capacity Scaling”

Nota: El logaritmo que se menciona en el algoritmo es el logaritmo en base 2.

Observacién: Cada iteracion del algoritmo ”Capacity Scaling” empieza con una funcién
r: A— Z%, un entero A una parte S de N , una parte LIST de N y una funcién
pred : S \ {s} — S.
La primera iteracién comiénza con r := u, S = LIST = {s} y pred = 0. En cada

iteracion ocurre uno y solo uno de los siguientes casos:

Caso 1: (Intento de hallar camino de aumento): A > 1; LIST # ¢yt ¢ S
En este caso seleccionamos un nodo etiquetado pero que atin no ha sido comple-

tamente procesado, es decir tomamos ¢ € LIST; y para cada nodo j adyacente
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a i (es decir para cada (¢,7) € A(z)) realizamos lo siguiente:
Siri; > Ayjé¢ S (7 ain no esta completamente procesado) entonces j hace
parte del camino aumentante (pred(j) = 1) y entonces j se acrescenta a Sy a
LIST.
Caso 2: (Aumentode flujo) A>1yteS
Usando pred determinamos un camino aumentante P y luego calculamos su
capacidad (6 := min{ri; / (,7) es arco de P}), a continuacién actualizamos
las capacidades residuales de los arcos que se encuentran a lo largo de P, es
decir 15 :=rij =0 y rji :=r1ji + 6.
Finalmente inicializamos S, LIST y pred y comenzamos una nueva iteracién.
Caso 3: (Disminuye A)A>1;LIST=¢yt¢ S
Hacemos A = %; S = LIST = {s} y pred(s) = 0 y empezamos una nu'e"va
iteracion.
Caso 4: (No se puede etiquetar el destino ni disminuir delta) A <1
Esto quiere decir que el flujo ya no puede ser mejorado, por lo tanto el algoritmo

termina calculando el flujo segin:

zij := maz{u;; — ri;,0} para cada (¢,7) arco de G

Ejemplo 3.1 A modo de ilustrar el algoritmo, apliquemos a la red de la figura 2.10 (a)

donde el algoritmo de etiquetas realizd 2 x 10° pasos para hallar el flujo mdzimo

solucién: En este caso U = 108, entonces A = 2lLes(V)] = 9lLog(10%)] = 9l19.9316] — 919,
Entonces en la A-red residual solo consideramos arcos cuya capacidad residual sea mayor

o igual a A = 2'%, como 10® > 2!° entonces consideramos la red mostrada en la siguiente

figura:

ol



Figura 3.3: 2!%-red residual

elegimos los caminos 1-2-4 y 1-3-4 y enviamos § = 10° unidades de flujo a través de cada
uno de dichos caminos, con lo cual ya se calculé el flujo méximo, pero el algoritmo hace
A=% = 3-2'-3 = 2! y considera la 2!8-red residual, dado que ya no existe ningun camino
aumentante entonces el valor de delta se reduce en 50% cada vez hasta llegar al valor de 1,
donde el algoritmo termina. Concluimos observando que el algoritmo ” Capacity scaling”
realizo tan solo 2 aumentaciones en tanto que el algoritmo anterior tuvo que realizar
2 x 10® aumentaciones. También debe notarse que el algoritmo ”Capacity scaling” realizé
ademas de las 2 aumentaciones, 19 iteraciones mas para llegar al valor de A = 1, con
lo cual termina el algoritmo, sin embargo 19+2=21 iteraciones supera ampliamente a las

2 x 106 iteraciones del algoritmo de etiquetas.

3.1.2 Correctitud y Complejidad

Correctitud

La prueba de correctitud del algoritmo es inmediato, observando que el valor de A siempre
llega hasta 1, cuyo caso seria exactamente el tltimo paso del algoritmo de etiquetas visto
en el capitulo anterior, en donde no existe camino aumentante la red G(z,1) = G(z) y

por lo tanto el flujo obtenido. es maximo.
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Complejidad

Llamamos fase al conjunto de pasos efectuados por el algoritmo, durante las cuales A

permanece constante. Si se quiere explicitar el valor de A nos referiremos como A-fase.

Proposicién 3.1 Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

a) El nimero de fases es O(Log U)

b) El algoritmo ”Capacity Scaling” efectia a lo mds 2m aumentaciones en cada fase

Prueba:

a) El algoritmo empieza con A = 2l299YU]  Juego disminuye este valor a la mitad en

la siguiente iteracion y luego nuevamente a la mitad en la siguiente iteracion y asi
sucesivamente hasta llegar al valor de A = 1, utilizando el mismo argumento de la
busqueda binaria establecemos que el nimero de iteraciones o el nimero de fases

es 1+ [Log U] = O(Log U).

Consideremos dos fases consecutivos cualesquiera; sea la A-fase aquella fase que
estd culminando, con su respectivo flujo (sea tal flujo 2’ cuyo valor es v'); entonces

. . .. A
la préxima fase (si existe) sera la E—fase.
Consideremos el conjunto de nodos S definido mediante:

S={i€ N/ existe un camino de s a i en G(z',A)} (3.1)

Dado que G(z’,A) no contiene ninglin camino aumentante del origen (s) al destino
(), (pues si existiera algin camino la A-fase ain no terminaria) entonces ¢t ¢ S,

con lo cual se determina el corte [S, 5] que separa s de t.

Por definicion de S tenemos necesariamente que:
rij <A V(i) €(S,5) (3.2)

De (3.2) tenemos:

Zr,-,-<-ZA

(i)E(SS) (,9)€(5,5)
= 7S5 < A D 1<A(m)
(i,4)E(S.5)
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Es decir,

r[S, 5] < mA (3.3)
Esto quiere decir que la ca.pacida.d re_sidua.l_dell corte [5,5] es a lo mds mA.
Si z* es el flujo méximo y v* su valor, entonces por el corolario (2.5), el flujo adicional
que ain puede ser enviado a partir de z’ para llegar a z* es menor o igual a la

capacidad residual del corte [S,5] es decir, Av < r[S,5] y conjuntamente con la

ecuacion (3.3) tenemos:

v*—v' <mA (3.4)
. . | A e e
Al terminar la A-fase empieza una nueva fase con A = 7 (E—fase), en ésta ultima
fase cada aumentacion puede llevar como minimo 7 unidades de flyjo.

En este punto nos hacemos la siguiente pregunta: ; cudl es el maximo nimero de

aumentaciones que se pueden realizar en la E—fase, para no violar la condicién
dada en (3.4)?

[ rd . A . . . ’
Como cada aumentacion lleva como minimo 0l unidades de flujo, entonces el niimero

maximo de aumentaciones es 2m, pues —2—(2m) = mA que es el flujo adicional

maéximo que puede ser enviado (segun 3.4).

Luego entonces, en cada fase se realizan como maximo 2m aumentaciones.

Teorema 3.2 El algoritmo ”Capacity Scaling” resuelve el problema del flujo mdximo en

tiempo O(m?Log U)

Prueba: La complejidad de tiempo del algoritmo esta dado por:

donde:

Ademis,

T(m,n,U) = (# de aumentaciones)( complejidad de cada aumentacion) (3.5)
complejidad de cada aumentacion = O(m) (3.6)
# de aumentaciones = (# de fases ) x (# de aumentaciones en cada fase) (3.7)
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De la proposicién (3.1):

# de fases = O(Log U)

# de aumentaciones en cada fase = 2m = O(m)
Reemplazando en (3.7):
# de aumentaciones = O(Log U)O(m) = O(mLog U)
A su vez reemplazando en (3.5):
T(m,n,U) = O(mLog U)(O(m)) = O(m*Log U)

Lo cual muestra el teorema.

3.1.3 Ventajas y desventajas

Obviamente la ventaja es la drastica disminucién del tiempo de ejecucién del algoritmo
para valores de U grandes; si U = 2™ entonces el tiempo es proporcional a m?Log(2") =

nm2.

Mientras que la desventaja de este algoritmo es que depende atin del valor de U, ésta

dependencia la eliminaremos con el estudio de los siguientes algoritmos.

3.2 Algoritmo del Camino Aumentante mas Corto

(Shortest Augmenting Path)

Como su nombre lo indica éste algoritmo envia flujos a lo largo de caminos con el menor
nimero de arcos, con ésta estrategia se logra mejorar notablemente el tiempo de ejecucién
del algoritmo. Para describir estos caminos se utiliza la llamada funcién distancia la cual

pasaremos a decribir a continuacién.

3.2.1 Funcién distancia

Consideremos una funcién ”d ” definida sobre el conjunto de nodos NV, cuyos valores son

enteros no negativos, llamada funcién distancia
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d: N — Z+tu{0}
(3.8)
1 — d(7)
Definicién 3.2.1 (funcién distancia valida)
Dados una red capacitada G = (N, A), dos nodos s y t llamados origen y destino,

definimos para cada flujo x, una funcién distancia valida como una funcion distancia

que satisface:

9
~~
~~
N—
I

0
d(i) < d(j)+1 paratodo arco (i,5) de G(z)

Observacién: Dada una funcién distancia valida, diremos que d(7) es la etiqueta dis-

tancia del nodo 7 o simplemente la etiqueta del nodo .

Al describir la funcién distancia valida estamos pensando en caminos que terminan en ¢,

antes que pensar en caminos que empiezan en s.

Definicién 3.2.2 Si P es cualquier camino, definimos como la longitud de P al nimero
de arcos que conforman dicho camino. Denotamos a la longilud de P por {(P).
Sean dos nodos i y j cualesquiera en la red, el camino mds corto entre i y j es aquel

camino cuya longitud es minima. Es decir P* es el camino mas corto st
{(P*) = min{¢(P)/ P es un camino que une ¢ y j}

A continuacién mostramos tres propiedades que nos seran utiles al momento de mostrar

la correctitud y complejidad del algoritmo ”Shortest augmenting path”.

Propiedad 3.2.1 Sid es una funcidn distancia vdlida respecto del flujo z, entonces para
todo nodo i, cualquier camino P del nodo i hacia el nodo destino t en la red residual G(z),

tiene como minimo d(i) arcos

Prueba: Sean ¢ € N cualquiera y P cualquier camino del nodo 7 al nodo ¢ en G(z) cuyos

nodos son i = 4; — i3 — -+ + — i — ix41 = t. Dado que d es una funcién distancia valida

56



tenemos para cada arco del camino P:

d(ix) £ d(ikp1)+1=d(t)+1=0+1=1 (arco ixiks1)
d('ik_l) < d(ik) +1<141=2 (arco i/,_lik)
d(ik_z) < d(ik_l) +1<241=3 '(arco ik-zik-l)

dis) < dis) +1<(k—-2)+1=k—1 (arco isia)

Por la especificacion explicita del camino P, deducimos inmediatamente que su longitud
estd dada por k (es decir ¢(P)=k).
Luego entonces d(¢) < ¢(P) = k para todo nodo ¢ y para todo camino P. Por lo tanto

cualquier camino de 7 a ¢, tiene como minimo d(z) arcos.
Propiedad 3.2.2 Se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) Si P* es aquel camino de i a t cuyo nimero de arcos es eractamente igual a d(7)

entonces P* es el camino mas corto entre ¢ y t.

b) Si d(s) > n, entonces no existe camino de s at en G(z)
Prueba:

a) Esto es cierto pues, cualquier camino de 7 a ¢ tiene como minimo d(z) arcos, entonces

el camino con d(t) arcos sera el camino mas corto.

b) Por contradiccién supongamos que existe un camino P de s a t en G(z). P tiene
como maximo (n — 1) arcos (caso en que G(z) es un camino) y como minimo d(s)

arcos (propiedad anterior), es decir:
d(s) < {P) Sn—1
Lo dltimo implica que d(s) < n lo cual contradice la hipotesis.

Definicién 3.2.3 (distancia exacta)
Decimos que una funcion distancia vdlida es exacta si d(i) representa la longitud del
camino mas corto del nodo i al nodo t en la red residual G(z) para cada nodo i; en otras

palabras existe un camino dei a t con exactamente d(i) arcos en G(z).
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Definicién 3.2.4 (arco admisible)
Decimos que un arco (i,J) en la red residual, es admisible si satisface: d(i) = d(j) + 1;
cualquier otro arco que no satisface ésta condicidn serd llamado arco inadmisible.

Un camino P de s at en G(z) (camino aumentante) serd llamado camino admisible,

st todos sus arcos son admisibles.

A continuacion enunciamos la siguiente propiedad:

Propiedad 3.2.3 Si P es un camino admisible, entonces P es el camino aumentante

mds corto del origen (s) al destino (t).

Prueba: Sea P un camino admisible cuya longitud es k. Dado que cada arco (3,j)
de P es admisible entonces d(i) = d(j) + 1, con lo cual deducimos que d(s) = k; por la
propiedad (3.2.2(a)) P es el camino mas corto de s a t en G(z). Es decir P es el camino
aumentante mas corto.

A continuacidn ilustramos las definiciones anteriores y propiedades con la red residual
mostrada en la figura (3.4) donde origen s = 1 y destino ¢ = 4, la funcién distancia valida
d: N — Z*U {0} estd dado por: d(1) = 2; d(2) = 2; d(3) =1y d(4) = 0, donde
evidentemente se cumple la condicién d(z) < d(j) + 1 V (7, 5) arco de G(z). Esta funcién
distancia valida representa en particular la distancia exacta.

Por ejemplo d(2) = 2; entonces cualquier camino del nodo 2 al nodo 4 tiene como
minimo dos arcos, entre dichos nodos existen los caminos: 2-3-4 con 2 arcos y 2-1-3-4 con
3 arcos, lo mismo se puede observar entre los nodos 1 y 2.

Notemos en particular, que d = 0 ( d(1) = d(2) = d(3) = d(4) = 0 ) es también
una funcién distancia valida pero no es exacta. Por 1iltimo mencionamos que una funcién
distancia valida exacta puede ser calculado efectuando una busqueda por largura reversa

en tiempo O(m)
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d(") Tij d(.? )

Figura 3.4: Red residual G(z), con un valor d(z) asociado a cada nodo

3.2.2 Implementacion

El algoritmo ”Shortest Augmenting Path”, aumenta los flujos a través de caminos ad-
misibles de alli el nombre del algoritmo. El camino admisible inicial €s vacio y luego se
incrementa el camino un arco a la vez, asi, en cada momento se tiene un camino desde
el nodo origen s hacia algin nodo c al cual llamaremos nodo actual, el cual en algin
momento llegara a ser igual al nodo destino ¢ en cuyo caso se ha determinado un camino
aumentante y por tanto se realiza la operacion de aumentacion. La funcion distancia se
inicializa como siendo la funcién distancia exacta, calculada mediante una biusqueda en
profundidad reversa.

El camino admisible se incrementa del siguiente modo: si el nodo actual c tiene un
arco admisible (es decir existe j € A(c) tal que (c, j) es admisible) entonces se realiza la
operacién de avance que consiste en adicionar al camino, el arco admisible (c, ). En caso

contrario, si el nodo actual no tiene un arco admisible entonces se realiza la operacion

99



"de retroceso, el cual consiste en cambiar la etiqueta del nodo actual d(c) (relabel), de
tal manera que exista al menos un arco admisible.

Realizamos todo este proceso hasta que el flujo sea maximo, el criterio de terminacién
estd dado por d(s) > n, que asegura que el flujo es maximo (propiedad 3.2.2b)

A continuacién presentamos la implementacién del algoritmo:

=y
d := funcidén exacta relativa a u;
c:=3s
mientras €(s) < n hacer:
si A(c) contiene un arco admisible
entonces {avance}
Sea (¢, 7) un arco admisible;
pred(j) :=¢;
¢i=j
sic=1
entonces {aumentacion}
use pred para encontrar un camino P de s a t;
8 = min{ri; |/ (i,j) es arco de P};
para cada arco (z,;j) de P hacer:
Tij i=Tij — 6
rji :=Tji + 6;
c:=s;

sino {retroceso}

[ d(c) = min{{n UG +1/ (@) € Ay o > O

, entonces
| : ¢ := pred(c)

b b

para cada arco (¢,7) de G hacer:
Tij o= maa:{ug'j — Tij 0}

Figura 3.5: Algoritmo ”Shortest Augmenting Path”

Ilustramos el algoritmo con el siguiente ejemplo mostrado en la figura 3.6(a), donde el

nodo origen es 1 y el nodo destino es 12.
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El algoritmo empieza calculando la funcion distancia valida exacta, utilizamos también
la estructura de datos llamada ”current arc” que consiste en seleccionar los arcos admisi-
bles de la lista de adyacencia segin un orden preestablecido, ésta estructura sera detallada
maés adelante.

Tomamos como nodo actual al nodo 1, y analizamos su lista de adyacencia A(1) en
busca de un arco admisible, entonces elegimos el arco admisible (1,2) y realizamos una
operacion de avance, en este momento el nodo actual es el nodo 2 y empezamos una
nueva iteracion, hasta este momento el camino admisible parcial es 1-2. Analizamos la
lista de adyacencia A(2) y seleccionamos el tinico arco admisible (2,7) y realizamos una
operacién de avance, ahora el camino admisible parcial es 1-2-7, luego analizamos la lista
de adyacencia A(7) y elgimos el arco admisible (7,12) y avanzamos, en este momento
el nodo actual c es el nodo destino 12, por lo tanto esto nos indica que ha sido hallado
el camino aumentante 1-2-7-12, entonces realizamos una operacién de aumento enviando
d = min{2,1,2} = 1 unidad de flujo a través de dicho camino y actualizamos las capaci-
dades residuales de cada arco del camino aumentante (nétese que no fue necesario realizar
ninguna operacién de cambio de etiquetas). Hacemos el nodo actual igual al nodo origen
y empezamos una nueva iteracion.

Analizamos la lista A(1) y elegimos el arco admisible (1,2) entonces realizamos una
operaciéon de avance, entonces el nodo actual es ahora ¢ = 2. Analizamos la lista de
adyacencia A(2) y observamos que no existe arco admisible por lo tanto es necesario
realizar una operacién de retroceso para ello debemos pasar por un cambio de etiqueta.
Calculamos min{n} U {d(j) + 1/ (2,7) € A(2), rz; > 0} = min{12} U {3 + 1} = 4,
entonces cambiamos la etiqueta del nodo 2 d(2) que actualmente es 2, al nuevo valor 4, es
decir hacemos d(2) := 4, hacemos el nodo actual igual al predecesor del nodo 2 es decir,
nodo actual ¢ = 1 y empezamos una nueva iteracién, la red residual obtenida al terminar
ésta iteracion es mostrada en la figura 3.6(b).

Analizamos la lista de adyacencia A(1) y observamos que el cambio de etiqueta en
la iteracién anterior hizo que el arco (1,2) sea .inadmisible, entonces elegimos el arco
admisible (1,3) y realizamos una operacion de avance, realizamos operaciones anilogas y

llegamos a determinar el siguiente camino admisible 1-3-8-12, a continuacién cambiamos
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la etiqueta del nodo 3 a d(3) := 4, luego se realizan los mismos pasos sobre los caminos
1-4-9-12, 1-5-10-12 y 1-6-11-12.

Analizamos la lista de adyacencia A(1) y observamos que no existe arco admisi-
ble, entonces es necesario una operacion de retroceso y cambio de etiqueta, calculamos:
min{ {n}U{d(7)+1/ (2,j) € A(2), r2; >0} }=min{ {12} U{4+1,44+1,4+1,4+
1,4 4+ 1} } = 5, entonces hacemos d(1) := 5, lo cual crea 5 arcos admisibles para el nodo
1(1,2), (1,3), (1,4), (1,5) y (1,6)

Las operaciones que continuan son solo cambios de etiqueta hasta llegar a satisfacer
la condicion d(1) > 12 con lo cual terminaria el algoritmo. En las siguientes iteraciones
las etiquetas de los nodos 2,3,4,5,6 cambian de 4 a 5+1=6, luego la etiqueta del nodo 1
cambia de 5 a 64+1=7. A continuacién las etiquetas de los nodos 2,3,4,5,6 cambian de 6 a
7+4+1=8 y luego la etiqueta del nodo 1 cambia de 7 a 8+1=9. En la siguiente iteracion.Jas
etiquetas de los nodos 2,3,4,5,6 cambian de 8 a 9+1=10 y la etiqueta del nodo 1 cambia
de 9 a 10+1=11. Se tendrd una iteracién mas donde la etiqueta de los nodos 2,3,4,5,6 es
12 y la etiqueta del nodo 1 es 13, como se muestra en la figura 3.7 con lo cual termina el

algoritmo.
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(6)

Figura 3.6: Ilustrando el algoritmo ”Shortest augmenting path”; (a) red ori-
ginal con la funcién distancia valida exacta asociada a cada nodo.
(b) red residual luego de enviar una unidad de flujo a través del

camino 1-2-7-12 y cambiar la etiqueta del nodo 2 al nuevo valor

4
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Figura 3.7: Red residual obtenida después de la iltima iteracion, todas las

capacidades residuales son iguales a la unidad (r;; =1V 1, j)

3.2.3 Correctitud y complejidad
correctitud

Para demostrar la correctitud del algoritmo necesitamos probar el siguiente lema:

Lema 3.2.1 El algoritmo ”Shortest Augmenting Path”, mantiene la funcién distancia
como vdlida en cada paso. Ademds si d(i) es la etiqueta del nodo i, y se realiza una
operacion de retroceso o relabel, entonces la nueva etiqueta d'(i) aumenta estrictamente

es decir, d'(i) > d(i)

Prueba: Mostramos que la funcién distancia o las etiquetas se mantienen como validas
en cada paso, realizando induccién en el mimero de aumentaciones y el nimero de

operaciones de retroceso (relabels o cambios de etiqueta). La operacién de avance no
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afecta la admisibilidad de ningun arco; pues no cambia ni la capacidad residual ni mucho
menos las etiquetas, entonces el nimero de operaciones de avance no se toma en cuenta

para realizar la induccion.

~ Inicialmente el algoritmo construye la funcién distancia exacta, por lo tanto todas
las etiquetas son vélidas, Asumimos como hipétesis de induccién que las etiquetas son
véilidas antes de realizar una operacién (aumentacién o retroceso). Debemos mostrar
que las nuevas etiquetas contindan siendo validas luego de la operacién correspondiente

'(aumentacién o retroceso).

a) Sila operacién fue aumentacién, quiere decir que se ha logrado establecer un camino

aumentante, séa P tal camino, sea ademds (¢, 7) cualquier arco de P.

Si la aumentacién satura el arco (z,7), es decir el arco (¢,7) desaparece de la red
residual, entonces las etiquetas permanecen validas, pues simplemente estd desapa-

reciendo un arco.

Por otro lado la aumentacion puede crear el nuevo arco reverso (j,7) en la red
residual, y por lo tanto se debe verificar la validéz de las etiquetas sobre los extremos
d(j) y d(¢) de este arco, (es decir debemos verificar que se cumple d(j) < d(z) + 1);
para ello consideremos como dato la admisibilidad del arco (, ), entonces se tiene
d(?) = d(5) +1; luego d(j) = d(?) =1 < d(¢) +1 < d(3) + 1, por lo tanto tenemos que
d(j) < d(i)+1; es decir las etiquetas de los extremos del nuevo arco contintan siendo
vélidas. Como el andlisis anterior fue realizado para cualquier arco (2, j) del camino
aumentante P y los posibles cambios solo pueden ocurrir a lo largo del camino P,

entonces la funcién distancia permanece vélida después de la aumentacién.

b) Si la operacién fue retroceso o relabel, sea c el nodo actual, para el cual no
existe arco admisible en A(c) (A j € A(c) tal que d(c) = d(j) + 1). En este caso
el algoritmo cambia la etiqueta del nodo ¢, sea d'(c) la nueva etiqueta. Entonces
para probar que las etiquetas contindan validas se debe mostrar que los arcos que
salen de c y los arcos que entran hacia ¢, continian siendo validas con respecto a

la nueva etiqueta d’(c) del nodo ec.
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para arcos que salen de ¢

Por hipétesis de induccién se cumple d(¢) < d(j) + 1 para todo arco (z,j) en la red
residual. Al no existir ninglin arco admisible para ¢ en A(c) (ningin arco (c,j) en

A(c) cumple: d(c) = d(j) + 1), se tiene que:

d(c) < d(j)+1 V(cj)€ Ale) (3.9)
Ademais el algoritmo calcula una nueva etiqueta para c; dado por:

d'(c) =min{d(j)+1/ (c,j) € Ac) y 7 > 0} (3-10)
Como
min{d(s) +1/ (c,5) € A(c) y 7 > 0} < d(j) +1 VY (c,j) € A(c)

entonces utilizando este resultado conjuntamente con (3.10) obtenemos:

d(0) < () +1 V() € Alc)

lo cual muestra que todos los arcos que salen del nodo ¢ continuan siendo vilidas

después del cambio de etiqueta.

para arcos que entran hacia ¢

De la ecuacién (3.9) podemos afirmar:
d(c) < min{d(j) +1/ (7)€ A(¢) y 7 > 0} = d'(¢) (3.11)
- es decir
d'(c) > d(c) (3.12)
lo cual muestra que la etiqueta de ¢ aumenta su valor estrictamente luego de la
operacién de relabel (cambio de etiqueta).

Veamos ahora que ocurre con los arcos que entran hacia el nodo c. Sea (k,c) cual-
quier arco que entra hacia el nodo ¢, por hipdtesis de induccion las etiquetas son

véalidas entonces tenemos que:

d(k) < d(c) + 1
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Utilizando la ecuacién (3.12) afirmamos:
d(k) <d(c)+1<d(c)+1

es decir,
d(k) <d'(c)+1

Con lo cual los arcos que entran hacia el nodo ¢, continian siendo validas luego del

cambio de etiqueta del nodo ¢

Todo el argumento anterior sirve para demostrar la correctitud del algoritmo, es decir el
algoritmo termina y cuando ello ocurre devuelve el flujo méximo.

Dado que el algoritmo inicializa d(s) como la longitud del camino mas corto del origen
al destino entonces el valor de d(s) es estrictamente menor que n, ademas los argumentos
anteriores muestran que al cambiar el valor de d(s) los nuevos valores son estrictamente
mayores que los anteriores. Por lo tanto se asegura que el valor de d(s) llegard a ser el
algin momento igual a n con lo cual el algoritmo termina.

Ademas si el algoritmo finalizé entonces se tiene que d(s) = n, luego por la propiedad
(3.2.2(b)), no existe camino aumentante en la red residual G(z) y finalmente por el teorema

(2.7) del capitulo 2 afirmamos que el flujo z es maximo. Lo cual termina de probar la

correctitud del algoritmo

complejidad

A continuacién, estudiemos cudnto tiempo demora el algoritmo en resolver cualquier pro-
blema de flujo méximo, para ello necesitamos dar y mostrar algunas definiciones y lemas.

El algoritmo siempre examina los arcos de la lista de adyacencia del nodo actual c;
si la implementacién se realiza sin mucho cuidado, entonces cada arco serd examinado
un niimero excesivo de veces, y por consiguiente el tiempo de ejecucién del algoritmo
sera demasiado alto. Entonces queda claro que es necesario establecer algun patron para
examinar los arcos de A(c) a lo largo de las iteraciones, de un modo eficiente.

La estructura de datos que utilizaremos para este fin se denomina current arc, que

consiste en lo siguiente: Dada- la lista de adyacencia A(c), ordenamos los arcos de dicha
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lista de un modo arbitrario pero fijo, este orden se mantendrd a lo largo de la ejecucion
del algoritmo. Entonces para examinar los arcos de A(c) lo haremos de acuerdo al orden
establecido, el current arc es el primer arco candidato de la lista A(c), para ser verificado
si satisface o no la admisibilidad. Entonces siempre que el algoritmo necesita de un arco
admisible se fija en el current arc; si es admisible lo toma y designa como nuevo current
arc al siguiente arco de la lista A(c). Si por el contrario no es admisible entonces también
designa como nuevo current arc al siguiente arco de la lista y asi hasta encontrar un
arco admisible o en su defecto hasta determinar que la lista A(c) no tiene arco admisible.

En el caso que A(c) no tiene arco admisible, la situacién continda asi hasta que se

realize una operacién de relabel (o cambio de etiquetas), formalizamos esta observacién

en el siguiente lema.

Lema 3.2.2 Si un arco (i,j) es inadmisible en cierta iteracion del algoritmo, entonces
continuard siendo inadmisible hasta que la etiqueta del nodo i d(z) cambie, (segin el lema

(8.2.1) dicho cambio se refleja en un aumento estricto de valor).

Prueba: Se supone que en cada momento del algoritmo la funcidn d es véilida, entonces

d(z) < d(j)+1, como el arco (3, ) es inadmisible entonces no se cumple la igualdad, luego:
d(z) < d(y) +1 (3.13)

Si la etiqueta del nodo j d(j) cambia, esto no efecta a la inadmisibilidad del arco (2, ),
pues si d'(j) es la nueva etiqueta de j, entonces se tiene que d(j) < d'(j) (por el lema
(3.2.1); por lo tanto reemplazando en (3.13) tenemos que: d(i) < d'(j) + 1, con lo cual
el arco (7,7) continia siendo inadmisible, después de un cambio de etiquetas del nodo j.
Entonces el estado de inadmisibilidad del arco (3, ) solo puede cambiar con el cambio de
etiqueta en el nodo 7, caso que veremos a continuacion.

Para mostrar que el lema es cierto procedamos por contradiccion, supongamos que el
arco (1, 7) se convierte en admisible, antes de un cambio de etiqueta en el nodo %, entonces
el que debe cambiar es la etiqueta del nodo j, sea d'(j) la nueva etiqueta del nodo j.

Entonces se debe tener que:
d(i) =d'(j) +1 (3.14)
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por el lema (3.2.1) se cumple que d(j) < d'(j), entonces reemplazando en la ecuacién

(3.14) tenemos que :
d(@) = d'(j) +1 > d(5) + 1

es decir,

d(i) > d(j) + 1

lo cual contradice a la ecuacién (3.13).

El lema anterior nos permite establecer la siguiente propiedad:

Propiedad 3.2.4 Si el algoritmo cambia la etiqueta de algin nodo a lo mas "k” veces,
entonces el tiempo que gasta en encontrar arcos admisibles y por consiguiente cambiar la

etiqueta de los nodos estd dado por:
o, (kz |A(z‘)|> = O(km)
tEN

A continuacién, mostramos los siguientes lemas, que nos permitiran establecer una cota

superior para el tiempo de ejecucion del algoritmo.

Lema 3.2.3 Si el algoritmo cambia la etiqueta de algin nodo a lo mds”k” veces, entonces

., km
satura arcos a lo mds 5 veces.

Prueba: ver (3]
Lema 3.2.4 En el algoritmo ”Shortest augmenting path” se cumplen las siguientes afir-
maciones:
a) Cada etiqueta incrementa su valor a lo mds n veces
b) El mimero total de cambios de etiqueta es a lo mds n?

mn

c) El nimero de aumentaciones es a lo mds — veces

Prueba:

69



a) Supongamos que la etiqueta de algin nodo z cambid k veces, sean dichas etiquetas:

b)

d(3) < d'(1) < d"(i) < dO¥@E) < -+ < d*V)(i) < d¥(3), entre dos cambios
consecutivos de etiqueta, el valor de la misma incrementa su valor en al menos 1

unidad, es decir por ejemplo:
d@)>d@E)+1, d'(G)>d@E)+1, d"(@E)>d"(E)+1, et
de lo cual podemos establecer:
d(3) + k < d®(3)

Ademds sabemos que, d(*)(i) < n (pues de lo contrario el algoritmo ya habrfa

terminado). Por lo tanto tenemos que:
di@) +k<d® <n,
dado que d(z) + k > k, entonces con.cluimos que:
k<n

Es decir el nimero de veces que la etiqueta de cualquier nodo ¢, sufre modificacién
(en consecuencia aumenta), es como maximo n. En otras palabras, la etiqueta de

cualquier nodo, se incrementa a lo mas n veces.

Es inmediato a partir de a) tenemos n nodos y cada nodo cambia de etiqueta como

maximo n veces, en consecuencia el nimero total de cambios de etiqueta es como

maximo n2.

Por la parte a) el algoritmo cambia la etiqueta de cualquier nodo a lo mas n veces,

mn

entonces por el lema (3.2.3), el nimero de aumentaciones es a lo mas >

Teorema 3.3 La complejidad de tiempo del algoritmo ”Shortest augmenting path” es
@ (mn?)

Prueba: La complejidad de tiempo del algoritmo, esta dado por la suma de las com-

plejidades de las operaciones involucradas; cada una de las cuales pasamos a detallar.
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Por el lema 3.2.4(c), el algoritmo realiza O(mn) operaciones de aumentacién, ademas
cada aumentacién requiere un tiempo proporcional a n, en consecuencia:

tiempo gastado en aumentaciones = O(mn)O(n) = O(mn?) (3.15)

Por otra parte el algoritmo, realiza a lo mds n? operaciones de retroceso (cambios de
etiqueta), y dado que cada cambio de etiqueta se realiza en tiempo constante entonces:

tiempo gastado en retrocesos = O(n?) (3.16)

A continuacién veamos cuanto tiempo gasta el algoritmo en realizar las operaciones
de avance, cada operacion de avance adiciona un arco al camino admisible parcial, por lo
tanto el nimero de operaciones de avance esta limitado por n (longitud méxima de un
camino admisible), inmediatamente después ocurrird o bien una operacién de retroceso o
bien una operacion de aumentacion, entonces es claro que el tiempo gastado en realizar
las operaciones de avance depende del tiempo gastado en aumentaciones y retrocesos. En
consecuencia la estimativa mas desfavorable para el tiempo total gastado en operaciones

de avance es (considerando 3.15 y 3.16):

tiempo gastado en avances = tiempo gastado en retrocesos+tiempo gastado en aumentacion.
es decir:

tiempo gastado en avances = O(n?) + O(mn?) = O(n? + mn?) (3.17)
De las ecuaciones (3.15, 3.16 y 3.17) se concluye que la complejidad de tiempo T'(m,n)

del algoritmo ”Shortest augmenting path” es:

T(m,n) = Toumentaciones + Tretrocesos + Tavances
= O(mn?) + O(n?) 4+ O(n? + mn?)
= O(mn?+ n? + n? + mn?) = O(n? + mn?)
= O(n*(m+1))
= O(m)O(m+1)
= O(n*)O(m)
= O(mn?)
Es decir T(m,n) = O(mn?), lo cual demuestra el teorema.
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3.2.4 Ventajas y desventajas

Obviamente la gran ventaja del algoritmo es su complejidad polinomial y su no depen-
dencia del nimero U, con respecto al algoritmo anterior (”Capacity scaling”).

Lamentablemente la implementacion particular que estamos estudiando atin tiene una
desventaja de tipo practica, pero dicha desventaja es ficilmente superable adicionando
algunos detalles al algoritmo, estos detalles son estudiados a continuacion.

El criterio de terminacion del algoritmo ( d(s) > n), es satisfactorio, pero no es eficiente
en la practica, investigaciones empiricas han demostrado que el algoritmo gasta mucho
tiempo en las ultimas iteraciones, cambiando la etiqueta de los nodos hasta llegar a la
condicién de terminacién d(s) > n, cuando el fluyjo méximo ya ha sido hallado por el
algoritmo, pero el algoritmo no es capaz de detectar que el flujo maximo ya ha sido
hallado.

Introducimos una variante en el algoritmo, gracias a la cual se detectard la presencia
del corte minimo y en consecuencia la del flujo maximo, mucho antes que la etiqueta de
nodo s satisfaga la condicién d(s) > n.

Ilustramos esta variante, con ¢l mismo ejemplo mostrado en la figura (3.6(a)), en dicho
ejemplo se observa que el algoritmo envia una unidad de flujo a través de los caminos 1-2-
7-12, 1-3-8-12, 1-4-9-12, 1-5-10-12 y 1-6-11-12 y cambia la etiqueta de los nodos 2,3,4,5 y
6 de 2 al nuevo valor 4, en este momento el flujo maximo ya ha sido hallado pues ya no es
posible realizar ninguna aumentacidn, sin embargo el algoritmo atin no termina, debido a
que la condicién de terminacion (d(1) > 12) atin no se satisface. Es por eso que el algoritmo
cambia la etiqueta de los nodos 12 3 4 5 y 6, repetitivamente hasta alcanzar la condicion
d(1) > 12 sin realizar ninguna aumentacion, estos cambios de etiqueta innecesarios son
los que evitaremos con la siguiente variante del algoritmo (esta se debe a [6]).

Consideremos la situacién inmediatamente después de enviar 1 unidad de flyjo a través
de los caminos 1-2-7-12, 1-3-8-12, 1-4-9-12, 1-5-10-12 y 1-6-11-12 y cambiar la etiqueta de

los nodos 2,3,4 y 5, esta situacion es mostrada en la figura (3.8).
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Sea la funcién num:

num: {0,1,2,---,(n-1} — {0,1,2,---,n}
k — num(k)

(3.18)

donde, num(k) es el nimero de nodos cuya etiqueta es igual a k,

Esta funcidn es inicializada al momento de calcular la funcién distancia valida exacta,
al inicio del algoritmo y su valor varia cada vez que se realiza un cambio de etiqueta. Si
en cierto momento del algoritmo algin nodo k cambia su etiqueta de k; al nuevo valor
ks, (es decir, d(k) = k; y luego del cambio de etiqueta d(k) = k;), entonces el valor de
num(k,) disminuye en 1 y el valor de num(k;) aumenta en 1.

Si la condicién num(k;) = 0 se cumple, entonces el algoritmo termina, por ejemplo en
la figura (3.8), la funcién num esta dada por: num(0) = 1, num(l) = 5, num(2) = 1,
num(3) = 1, num(4) = 4 y num(¢) = 0 para todo 7 = 5,6, - 11, en la siguiente iteracion
el algoritmo elige el camino admisible parcial 1-6 y al no existir otro arco admisible,
la etiqueta del nodo k£ = 6 cambia de k; = 2 al nuevo valor k; = 4, en consecuencia
num(2) := num(2)—1 = 1-1 = 0 y num(4) := num(4)+1 = 4+1 = 5, es decir num(k;) =
0 y num(ks) = 5, dado que num(k;) = 0 entonces el algoritmo termina, evitdndose
iteraciones (cambios de etiqueta) innecesarios. Pues los conjuntos S = {1,2,3,4,5,6} y
S ={17,8,9,10,11, 12} determinan un corte [S, 5] que separan s =1y t = 12, y ademds
dicho corte es minimo, en consecuencia ya estamos ante la presencia del fluyjo maximo.

Todas estas razones son justificadas a continuacién.
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Figura 3.8: Mejorando el tiempo de ejecucion del algoritmo del camino au-

mentante mas corto r;; =1V 4, )

Para mostrar la correctitud de esta variante consideremos los conjuntos:
S={ieN/d@i)>k} y S={ieN/ dE) <k}
Propiedad 3.2.5 [5,5] es un corte que separa s y t cuya capacidad es minima

Prueba: Sea k el nodo cuya etiqueta es k; (es decir, d(k) = k), es claro que existe un
camino del nodo s al nodo k, pues el algoritmo esta construyendo un camino admisible
parcial desde el nodo origen s, por la admisibilidad del camino tenemos que d(s) > d(k),
ademds como k # ¢, entonces d(k) > 0, también d(t) = 0, por lo tanto: d(s) > d(k) > d(t),
es decir d(s) > k1 > d(t), la dltima relacién conjuntamente con las definiciones de S y 5,
demuestran que s€ Sy t € —S-, en consecuencia [, 3'_] es un corte que separa s y t.
Veamos ahora que dicho corte es minimo, sea .(i, 7) € [S, 5] cualquier arco del corte,

entoncesi € Syj €S,y pof lo tanto d(j) < k1 < d(z), equivalentemente d(5) +1 < k; <
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d(z), entonces d(j) + 1 < d(2), es decir:
di) > d(j)+1  V(i,5) €[S, 5]

en consecuencia, r;; = 0 para todo (i,5) € (S,S), pues si algin arco satisface r;; > 0,
entonces se debe cumplir d(z) < d(7) + 1.

Como ri; = 0 para todo (¢,57) € (S,S), entonces por el corolario (2.4), [S,J] es un
corte de capacidad minima, lo cual demuestra la propiedad.

Es claro que la propiedad anterior, es la demostracion de la correctitud de ésta variante
del algoritmo, es decir que el flujo obtenido ya es maximo.

Otra ventaja del algoritmo ”Shortest augmenting path”, es que puede ser adaptado al
algoritmo ”Capacity Scaling” (estudiado en la seccion anterior ), con el objeto de reducir
su complejidad de tiempo. Recordemos que la complejidad de tiempo del algoritmo ”Ca-
pacity scaling” fue estimado como siendo O(m2Log(U)), este tiempo puede ser reducido

a O(mnLog(U)), utilizando la estrategia del camino aumentante mas corto.

3.3 Algoritmo ”Preflow Push”

Estudiaremos a continuacién un tipo diferente de algoritmo a todos los anteriores, para
el problema del fluyjo maximo conocido como ”Preflow push”. Estudiaremos el funcio-
namiento del algoritmo, sin dar muchos detalles acerca de las pruebas de correctitud y
complejidad del algoritmo, sin embargo daremos la referencia donde se pueden encontrar
dichas pruebas.

La caracteristica fundamental de los algoritmos anteriores es construir un camino au-
mentante de alguna forma u otra, y realizar la aumentacion a través de dichos caminos,
ademds en cada paso del algoritmo se dispone de un flujo cuyo valor se incrementa con
cada aumentacién. Esta propiedad (la de construir un camino aumentante) hace que los
algoritmos de caminos aumentantes, tengan la desventaja inherente de demorar un tiempo
O(n) en el peor caso, para enviar § unidades de flujo a través del camino aumentante ha-
llado.

A diferencia de los algoritmos de caminos aumentantes, el algoritmo ”Preflow push”,
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no dispone de un flujo en los pasos intermedios, si no mas bien dispone de una funcién
denominada preflujo que definiremos mas adelante. El flujo solo es calculado al terminar
el algoritmo, ademas el algoritmo ”Preflow push” envia los flujos a través de arcos y no
a través de caminos aumentantes, mientras que los algoritmos de caminos aumentantes
envian flujo a través de un solo camino en cada paso, el algoritmo ”Preflow push”, envia
flujo a través de varios caminos a la vez.

Es por la dltima razén que éste algoritmo es mejor que los algoritmos de caminos
aumentantes, tanto en la teoria como en la practica. Nosotros describimos el algoritmo

genérico de ésta clase de algoritmos y luego mencionamos implementaciones especificas.

3.3.1 Preflujos

Definicién 3.3.1 (Preflujo)

Un Preflujo es una funcion «:

z: A — Z
(1,5) — =z(2,5) =i
tal que:
Z Tji — Z zi; 2 0 V ie N\{st} (3.19)

{i/ (i.j)eA} {i/ (ij)eA}
z;; < V (1,j)€eA (3.20)

La ecuacidn (3.19) es una relajacion de la condicion de equilibrio de masa, dada en la
definicion de flujo, y nos dice que lo que entra en ¢ menos lo que sale de : es mayor

o igual a cero, mientras que la ecuacion (3.20) nos dice que el preflujo = respeta u.

Definicién 3.3.2 (Exceso)

Dado un preflujo z, definimos para cada nodo i, el ezceso del nodo i, al nimero:

e(i)= > - ),

{3/ ()eA} {5/ (d)eA}

Es claro que e(i) > 0 Vi € N\ {s, t}.
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Decimos que un nodo ¢ es activo si e(¢) > 0 (es decir, si su exceso es estrictamente
positivo), adoptamos como convencién, que el nodo origen s y el nodo destino ¢, nunca

son activos.

En los algoritmos de caminos aumentantes siempre tenemos una solucion admisible,
la cual sera optima al finalizar el algoritmo, sin embargo en el algoritmo ”Preflow push”
la presencia de nodos activos, nos indica que la solucion ain es inadmisible, cuando ya no
existen nodos activos, entonces la solucién se hace admisible y mas atin 6ptima. Por lo
tanto es prioridad en el algoritmo seleccionar un nodo activo y disminuir su exceso hasta
llegar a eliminarlo.

Para ello, luego de seleccionar un nodo activo enviamos flujo hacia sus nodos vecinos,
vale decir a través de los arcos que se encuentran en la lista de adyacencia del nodo activo
seleccionado, pero no a todos ellos, si no a aquellos nodos que se encuentran mas cerca
del nodo destino ¢, como en el algoritmo del camino aumentante mas corto, medimos esta
cercania mediante la funcién distancia valida, es decir elegido el nodo activo, enviamos

flujo a través de los arcos de la lista de adyacencia que son admisibles.

3.3.2 Implementacion

El algoritmo funciona del siguiente modo: se calcula la funcién distancia valida exacta
inicial, luego se saturan todos los arcos de A(s), consecuentemente hacemos d(s) = n, a
continuacién elegimos el nodo activo 7, y luego enviamos flujo a través del arco (3, j) € A(3),
si y solamente si (¢, j) es admisible, es decir, si y solamente si d(¢) = d(j)+1. continuamos
este proceso hasta que no existan nodos activos, con lo cual se obtiene el flujo maximo.
Escribimos el algoritmo, de la manera mas eficiente, es decir, utilizando la estructura

de datos current arc.
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ri=u;e:=0; I = ¢
para cada arco (s,j) € A(S) hacer:
| e(s) 1= e(s) — usj;
Toj 1= 0; 7js 1= Ujs + Ugj;
e(J) = Usj;
| si(e(s) > 0) entonces I = I'U {j};

d = dy (dp es la funcién distancia vélida exacta en G(z))
para cada j € N hacer:

si d(j) > n entonces d(j) := n;
para cada : € N hacer: B(z) := A(2);
mientras I \ {t} # ¢ hacer:
" [ escoger cualquier i en I\ {t};
si B(i) # ¢ entonces {existe arco admisible}
escoger (2,7) € B(2);
sir;; >0y d(¢) =d(j) + 1 entonces
[ §:= min{e(z),ri;};
rij =1y — 0; e(2) 1= e(2) = §;
si e(z) = 0 entonces I := I\ {¢};
rji i= rji +6; e(7) := e(4) + 6;
si e(j) > 0 entonces I := I U {j};
siry =00 d4)<d(j)+1

entonces B(:) := B(2) \ {(¢,7)};

sino {no existe arco admisible en B(i)}
d(¢) :=min{d(j)+1/ (¢,5) € AG) y rij >0}
o3 B(z) := A(2);

para cada arco (¢,j) € A hacer z;; := max{u;; — ri;,0}

Figura 3.9: Algoritmo "Preflow Push”, con current arc"

Aqui I es el conjunto de nodos activos, y B(z) es el conjunto de nodos admisibles para
cada 1.

Ilustramos el algoritmo anterior con el problema del flujo méximo dado en la figura
3.10(a), donde el nodo origen es s = 1 y el nodo destino es t = 6.

El primer paso consiste en realizar un preproceso de los datos iniciales, es decir calcular
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las distancias exactas, inicializar los excesos y enviar el maximo flujo posible a través de
los arcos adyacentes al nodo origen, esta 1ltima operacién modifica los excesos del nodo

origen y el de sus adyacentes. El resultado del preproceso es mostrado en la figura 3.10(b).

d dg)
i) 5 efj)
J

Figura 3.10: (a) Red inicial; (b) Red residual luego del preproceso

Las iteraciones del algoritmo son las siguientes:

Primera iteraciéon: Supongamos que el algoritmo selecciona el nodo activo ¢ = 2, este
nodo tiene un exceso e(2) = 100 (como se muestra en la figura 3.10(b)) y ademads
tiene un solo arco admisible (2,3), entonces calculamos § = min{e(2),r23} =
min{100,100} = 100, y enviamos o empujamos (push) § = 100 unidades de flyjo a
través del arco (2, 3), con lo cual el exceso del nodo 2 disminuye en § = 100 unidades,
es decir e(2) = 100 — 100 = 0 y el exceso del nodo 3 aumenta en 100 unidades, es

decir e(3) = 0+100 = 100, ademis las capacidades residuales sobre los arcos (2,3) y
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(3,2) se actualizan de la misma forma que en los algoritmos anteriores (123 := r23—4

y T3z 1= r3; — 0).

Segunda iteracién: Supongamos que el algoritmo ahora selecciona el nodo activo ¢ = 3,
este nodo tiene un exceso ¢(3) = 100 y dos arcos admisibles, elegimos el arco (3,4)
y calculamos § = min{e(3),734} = min{100,4} = 4, a continuacién enviamos o
empujamos (push) § = 4 unidades de flujo a través del arco admisible (3,4), como
consecuencia el exceso del nodo 3 disminuye en § = 4 unidades (e(3) = 100 — 4 =
96) y el exceso del nodo 4 aumenta en 4 unidades (e(4) = 0 + 4), también las

capacidades residuales son actualizados; la red residual resultante es mostrado en la

figura 3.11(a).

Tercera iteracion: Elegimos nuevamente el nodo activo 2 = 3 de la red que se muestra
en la figura 3.11(a), el cual tiene un exceso e(3) = 96 y el arco admisible (3,5),
entonces calculamos § = min{e(3), s} = min{96,2} = 2, luego enviamos § = 2
unidades de flujo a través del arco (3,5) con lo cual el exceso del nodo 3 disminuye
en 2 unidades (e(3) = 96 — 2 = 94)y el exceso del nodo 5 aumenta en 2 unidades

(e(5) =0+ 2 = 2). La red residual resultante se muestra en la figura 3.11(b).

Cuarta iteracion: Se elige el nodo activo ¢ = 4, cuyo exceso es 4, consideramos el arco
admisible (4,6) y calculamos § = min{4,5} = 4, por lo tanto se envia § = 4
unidades de flujo a través del arco (4, 6), obteniendo la red residual mostrada en la.

figura 3.11(c)

Quinta iteracion: A continuacion elegimos el nodo activo ¢ = 5 y el arco admisible
(5,6), sobre el cual enviamos § = 1 unidad de flujo, obteniendo la red de la figura

3.11(d) .

80



81



Sexta iteracién: Elegimos el nodo activo i = 5 nuevamente y el arco admisible (5,4)

a través del cual enviamos § = 1 unidad de flujo, obteniendo la red de la figura

3.11(e).

Séptima iteracion: elegimos el nodo activo ¢ = 4, arco admisible (4,6) y enviamos a

través de dicho arco § = 1 unidad de flujo, obteniendo la red de la figura 3.11(f).

d(7) d(j
e()) Ti ey

Figura 3.12:

Octava iteracién: Elegimos el tinico nodo activo ¢ = 3 (mostrado en la figura 3.11(f)),
el cual tiene exceso e(3) = 94, dado que este nodo no tiene arco admisible entonces
es necesario una operacién de cambio de etiqueta, es decir d(3) = min{3 + 1} = 4,
luego d(3) = 4, en consecuencia el arco (3,2) es admisible para el nodo activo i = 3,
entonces se envia § = min{e(3), r32} = min{94, 100} = 94 unidades de flujo a través

del arco (3, 2), obteniendo la red de la figura 3.12(a).
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Novena iteracion: Elegimos el nodo activo i = 2 (figura 3.12(a)), al igual que en la
iteracion anterior es necesario un cambio de etiqueta para crear un arco admisible,
es decir d(2) = min{4+ 1,4+ 1} = 5, y entonces enviamos § = 94 unidades de flujo
a través del arco admisible (2, 1) obteniendo la red de la figura 3.12(b).

Dado que ya no existen nodos activos el algoritmo termina, calculando el fluyjo maximo

segin z;; := maz{u;; — ri;, 0} para todo arco de la red.

Nota: Los nodos origen (s = 1) y destino (¢ = 6) tienen excesos —6 y 6 respectivamente,
pero en la definicién de nodo activo hemos excluido a los nodos origen y destino de
ser nodos activos. Ademas el valor 6 representa el valor del flujo maximo obtenido

por el algoritmo ”Preflow push”

El algoritmo descrito anteriormente, se denomina algoritmo genérico, debido a la li-
bertad que se tiene al escoger los nodos activos, diversas formas de realizar la seleccion
.de los nodos activos generan diferentes tipos de implementacion del algoritmo genérico,
estos seran estudiados brevemente en la siguiente secciéon. La complejidad de tiempo del

algoritmo genérico se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 3.4 El algoritmo genérico ”Preflow push”, tiene complejidad de tiempo

T(m,n) = O(n*m)

Prueba: ver [3]

Segin el teorema anterior la complejidad de tiempo, en el peor caso del algoritmo
”Preflow push”, todavia no es mejor que la del algoritmo ”Shortest augmenting path”.
En la siguiente seccién estudiamos diversas implementaciones de este algoritmo genérico,

cuyos tiempos de ejecucion son mejorados.

3.4 Diversas Implementaciones del Algoritmo

”Preflow push”

Como notamos en la seccion anterior, en el algoritmo genérico se tiene la libertad de esco-

ger los nodos activos. Especificando diferentes maneras de seleccionar los nodos activos,
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podemos construir diferentes algoritmos con diferentes tiempos de ejecucién.

Existen tres tipos especificos de implementacién a saber:

Algoritmo "FIFO-preflow-push” Esta implementacién, utiliza la estructura de datos

llamada cola (FIFO ”first in first out”) para almacenar los nodos activos. Entonces
los nodos activos forman una cola donde el primer nodo activo que ingresa a la cola
es el primero en salir de ella. Seleccionando de esta manera se obtiene un algoritmo

cuya complejidad de tiempo es T'(n) = O(n?)

Algoritmo Highest-Label-Preflow-push Este tipo de implementacién, escoge el nodo

activo 7 tal que su etiqueta distancia d(z) sea la mas alta entre todos los nodos activos.

Este algoritmo tiene complejidad de tiempo T'(m,n) = O(n?*m!/?)

Algoritmo Excess-scaling-Preflow-push Este algoritmo escoge los arcos admisibles

del tipo (¢,7), donde e(z) es suficientemente grande y e(j) es suficientemente pe-
quefio. Este tipo de implementacién genera un algoritmo cuya complejidad de

tiempo es T'(m,n,U) = O(nm + n%Log(U))
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Capitulo 4

Aplicaciones, Programas y

Resultados Numeéricos

En este capitulo presentamos algunas situaciones reales que pueden ser modeladas como un
problema de flujo maximo; la parte de modelaje no es presentada debido a que serfa motivo
de otro tema. Por otro lado se presenta un programa implementado en el lenguaje Turbo

Pascal e inmediatamente después algunas ejecuciones del programa con sus respectivos

resultados numéricos.

4.1 Aplicaciones

En esta seccién, mencionamos algunas aplicaciones practicas cuya solucién implica plan-
tear y resover un problema del fluyjo maximo. Los detalles del planteo no se dan por
razones de espacio. Ademas de las aplicaciones que mencionamos existen muchas otras

las cuales se pueden encontrar en [3], [5].

4.1.1 Problema de la explotacion minera

En operaciones de mineria, un problema de gran importancia es determinar el contorno
éptimo de la regién a explotar. Para ello dividimos la regién potencial en bloques, a cada

uno de ellos le asociamos un indice i, la tecnologia de la que se dispone y la geografia de la
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mina, imponen retricciones sobre cémo remover los bloques. Para la optimizacién a cada
bloque i se le asocia el mimero w; que representa la ganancia neta obtenida al remover el
bloque 7 (valor del mineral contenido en el bloque menos el costo de explotar y procesar
el bloque). En el problema de la explotacién minera deseamos identificar el conjunto de

bloques que maximiza la ganancia neta total.

4.1.2 Seleccionando terminales de carga

Una compaiiia de transporte, desea instalar cierto mimero de terminales de carga, para
ello debe escoger de un conjunto S de posibles lugares para instalar los terminales, la
compaiiia tiene el potencial para atraer parte del mercado entre algunos de los pares de
terminales (la cual es una cantidad de demanda). Para satisfacer la demanda entre los
lugares ¢ y 7, la compaiiia debe instalar terminales en ambos lugares. Supongamos que
c; es el costo de instalar un terminal el el lugar j y p;; es la ganancia neta que se obtiene
al satisfacer la demanda entre los lugares ¢ y j. Entonces la compaiiia de transporte
desea determinar donde debe instalar los terminales de carga con el fin de maximizar su
ganancia neta (ingreso obtenido al satisfacer las demandas menos el costo de instalar los

terminales).

4.1.3 Problema del flujo admisible

Supongamos que cierta mercaderia esta disponible en algunos puertos y hay otros puertos
que demandan o necesitan de dicha mercaderfa. Se conoce el stock de mercaderia dispo-
nible en los puertos, la cantidad requerida por los otros puertos y la maxima cantidad
de mercaderia que puede ser enviado a través de barcos sobre una ruta particular. El

problema es jcémo satisfacer todas las demandas usando la mercaderia disponible?.

4.1.4 Problema del redondeo de matrices

Sea una matriz D = [d;;] deorden px ¢ (: = 1,2---,p j=1,2,---,q), cuyos elementos
9

son nimeros reales, sean ademds a; = Zd.-j Vi=12p (suma de filas) y 8; =
i=1
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Z di;j Vj=1,2-.-q (suma de columnas). El nimero real a puede redondearse ya sea

medlante [a] o mediante |a]. La eleccién del tipo de redondeo es nuestra responsabilidad
y no afecta a los resultados, por ejemplo elijamos [a] para redondear el nimero real a.

Se dice que un redondeo es consistente cuando:

[ei] = Zfdxﬂ Vi=1,2---p

[Bi1=D [di]l Vji=1,2---q

=1

El problema del redondeo de matrices consiste en redondear los elementos de la matriz
y hallar un redondeo consistente si es que existe. Este problema generalmente tiene su

aplicacién en los censos de poblacién.

4.2 Programa del camino aumentante mas corto

Por razones de espacio tan solo presentamos la implementacion de uno de los algoritmos
estudiados en el presente trabajo; dicha implementacion se realizé utilizando el lenguaje
de programacion Turbo Pascal version 7.0, por otro lado en la siguiente seccion también

se presentan los resultados de la ejecucion del programa.

(***************************************************************************)

(ke FHkK)
(Fxx Implementacion del *AAK)
(kkk Algoritmo del Flujo Maximo Hkk)
(kkk* mediante el metodo del camino amentante mas corto *kkk)
(Hkkx KKKk )

(***************************************************************************)

Program Shorting_Augmenting_Paths;

uses crt;

const

MaxNos=50;
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type
Lista="nodo;
nodo= record
adj:integer;
prox:Lista
end;
Grafo=array[1..MaxNos] of Lista;
vetor=array[1..MaxNos] of Integer;
cad40=string[40] ;
Matriz=array[1..MaxNos,1..MaxNos] of integer;
var
U,X:Matriz;
pred,d:vetor;
G:Grafo; actual:Lista;
esp,i,j,source,dest,n:integer;
nome:cad40;
arqres:text;
(ke s e e o o ke koo o o ok oo s o ok ko s o o ok ook o o ok ok s o o ok ok ok s o o ok sk o o ok sk ok o o ok sk ok ok ok ok ok )
Procedure Inserta(info:integer; var List,Ult:Lista);
{Inserta al final de la Lista despues de Ult y retorna el valor de Ult }
var
novo:Lista;
begin
new(novo) ;
novo~.adj:=info;
novo”.prox:=nil;
if (List=nil)
then List:=novo
else Ult~.prox:=novo;

Ult:=novo
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end;

(ks ok o sk o s ok ok ok sk ko sk ko ok ok ok ok sk ook ok ok ok ok stk ok skl ok sk ko ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk )
Procedure Lectura(var G:grafo; var n:integer; flag:byte; var Nome:cad40);

{ Lee el Grafo a partir del archivo arq cuyo de numbre Nome y lo almacena }

{ como Lista de Adyacencia si flag=1 entonces lee tambien las capacidades }

{ sino lee solo la lista de adjacencia, la entrada del grafo tiene un }
{ formato definido la lectura asume tal formato }
var

arq:text;

i,vertice,capacidade:integer;
Ulti:Lista;
begin
assign(arq,Nome) ;
reset(arq);
for i:=1 to MaxNos do G[i]:=nil;
i:=1;
readln(arq,n);
while not Eof(arq) do
begin
while not Eoln(arq) do
begin
read(arq,vertice);
if (vertice=0)
then
begin
G[i] :=nil;
readln(arq) ;
i:=1+1
end

else
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begin
if (flag=1)
then
begin
read(arq,capacidade) ;
U[i,vertice] :=capacidade
end;
Inserta(vertice,G[i],Ulti)
end
end;
readln(arq);
i:=i+l
end;
close(arq)
end;
(ks s o Aok ok sk sk ok ks ARk sk sk ks sk sk Ak sk koo )
Procedure Remove(info:integer; var List:Lista);
begin
List:=List”.prox
end;
(ko sk s ook sk Rk ks Rk ks Rk ks sk sk sk kK )
Procedure Busca(G:Grafo; origem:integer; var d:vetor);
{ Recibe el grafo G (como Lista de adjacencia Normal o reversa) asi como }
{ tambien un nodo origem y devolve el vetor ’d’ de las distancias exactas }
var
S,UltS,List,UltList:Lista;
B:Grafo;
perte:array[1..Maxnos] of boolean;
i,j:integer;

begin
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for i:=1 to n do

begin
perte[i] :=false;
d[i] :=n

end;

List:=nil;S:=nil;
Inserta(origem,List,UltList);
Inserta(origem,S,UltS) ;
pertelorigem] :=true;
pred[origem] :=0;
d[origem] :=0;
B:=G;
while (List<>nil) do
begin
i:=List".adj;
if (B[il=nil)
then Remove(i,List)
else
begin
j:=B[i]".adj;
if (not perte[j])
then
begin
d(jl:=d[il+1; {pred[j]:=i;}
Inserta(j,S,UltS);
perte[j]:=true;
Inserta(j,List,UltList)
end;
Remove(j,B[i])

end
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end;
end;
(ko ok ok ok sk koo kKRR Rk ok ok osk sk otk ok ok Aok Aok ook ook ook sk ko ko ko ko ko ok ok ok )
Procedure CalculaFlujo(U,R:Matriz; var X:Matriz);
{recibe las matrices U:cap; R:cap residual y devuelve el flujo X }
var i,j:integer;
begin
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
if (ULi,j]-RLi,j] >=0)

then
begin
X[i,j]:=uli,jl-R[i,j];
X[(j,il:=0
end
else
begin
X[i,j]:=0;

x[j,il:=R[i,j]-vli,j]
end

end;
(ke e s o s o sk o o ok ok ok sk ook ok ok ok sk ok stk sk ok ok ok ok ok skok sk ko ok otk ok ko skok ok sk ok ko )
Procedure EscribeFlujo(X:matriz);
var i,j:integer;
begin

for i:=1 to n do

for j:=1 to n do
if X[i,j1>0 then
writeln(’X[’,1,’,’,j,’]=",X[i,3]);

end;
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e L L A ——""
Procedure FlujoMax(var G:Grafo; origem,destino:integer; var X:Matriz);
{ recibe un grafo G (como lista de adyacencia) asi como dos nodos }
{ origen y destino y devuelve el flujo maximo X }
var
B:Grafo;
R:Matriz;
c,i,j:integer;

delta:integer;

Procedure ActualizarCamino(pred:vetor; var R:Matriz);
{ recibe el vector Pred y actualiza las capacidades residuales del camino }
{ descrito por pred ademas devuelve la matriz R (capacidades residuales) }
var
{delta,}atual:integer;
begin
{ calculo de delta=min{R(ij) }
atual :=pred[destino];
delta:=R[atual,destino];
while (atual<>origem) do
begin
if (R[pred[atual],atual] < delta)
then delta:=R[pred[atual],atuall;
atual :=pred[atual]
end;
{actualizacion de la red Residual}
atual:=destino;
while (pred([atual]<>0) do
begin
R[pred[atual],atual] :=R[pred[atual],atual]~-delta;

93



R[atual,pred[atuall] :=R[atual,pred[atual]]+delta;
atual :=pred[atuall

end

function minimo(G:grafo; c:integer):integer;
{ recibe la lista G[c] y calcula min{ d[(jl+1 / (c,j) Glcl y Rlc,jl>0}
var

aux:Lista;

k,min:integer;

begin
aux:=G[c];
min:=n;

while aux<>nil do
begin
k:=aux".adj;
if (R[c,k1>0)
then
begin
if (d[k]+1)<min
then min:=d[k]+1
end;
aux:=aux”.prox
end;
minimo:=min

end;

begin
{Lee el grafo como lista de adyacencia reversa}

nome:=’c:\bp\bin\combin~1\datos\grafRev7.pas’
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Lectura(G,n,0,nome);

Busca(G,dest,d) ;{calculo de la distancia exacta d}

{Lee el grafo como lista de adyacencia normal}
nome:=’c:\bp\bin\combin~1\datos\grafNor7.pas’;
Lectura(G,n,1,nome);
B:=G;
for i:=1 ton do
for j:=1 to n do
R[i,jl:=U[i,3];

c:=origem;

pred[origem] :=0;

while (d[origem] < n) do

begin
if (Blc]<>nil)
then
begin

j:=Blc]".adj;
remove(j,Blc]);
if (R[c,j]1>0) and (dlcl=d[jl+1) { si (c,j) es admisible}
then
begin
pred[j]:=c;
c:=j
end;
if (c=destino)
then
begin

ActualizarCamino(pred,R);
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c:=origem;
end;
end
else {B[c] es vacio}
begin
d[c] :=minimo(G,c);
Blc]:=G[c];
if (c <> origem)
then c:=pred([c]
end;
end;
{ calculo del flujo a partir de las capacidades residuales }
CalculaFlujo(U,R,X)
end;
Procedure escribe_Resultados;
begin
assign(arqres, 'c:\bp\bin\combin~1\result.pas’);
append(arqres) ;
writeln(arqres, ’Grafo: ’, nome);
writeln(arqres, 'Grafo con ’,n,’ vertices ’,’{ 1..’,n,’ });
writeln(arqres, 'Nodo Origem: °’,source);
writeln(arqres, 'Nodo Destino: ’,dest);
writeln(arqres) ;jwriteln(arqgres);
for i:=1 to n do
begin
actual:=G[i];
esp:=7;
write(arqres,i:3,’-=-=> );
while actual<>nil do

begin
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write(arqres,actual”.adj:3,U[i,actual".adj]:esp,X[i,actual~.adj]:esp,’
actual:=actual”.prox;
end;
writeln(arqgres);
end;

writeln(arqres, ======= === e e o ),

close(arqres)

{writeln('Flujo Maximo:’);

EscribeFlujo(X);}

end
(kkkdkdokkkkkkkkkkkkkkkkkkkks Programa Principal kkkkkkkkikkkikkkkkkkikkkikkk)
begin

clrscr;

write(’ Ingrese nodo Origem:’);

readln(source);

write(’ Ingrese nodo Destino:’);

readln(dest);

FlujoMax(G,source,dest,X);

Escribe_Resultados;

end.

4.3 Resultados Numeéricos

En esta seccion mostramos algunos resultados numeéricos, ejecutando el programa ante-
rior para diversos grafos. Cada uno de los grafos es presentado en su forma de lista de
adyacencia (implementacion mds practica). En cada lista de adyacencia se tiene el vértice
adyacente, la capacidad y el flujo; tal como se explica para los dos primeros resultados,

para el resto el significado es el mismo.
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Grafo: c:\bp\bin\combin’1\daﬁos\grafNor.pas
Grafo con 4 vertices { 1..4}
Nodo Origem: 1

Nodo Destino: 4

1 -=--> 2 10000 10000 =--> 3 10000 10000 =-->,
2 ---=> 4 10000 10000 =-=>.

3 ----> 2 1 0 --> 4 10000 .10000 ==>.
4 ---=>.

La primera fila tiene el siguiente significado: El arco (1,2) tiene capacidad u(1,2) = 10000
unidades y flujo z(1,2) = 10000 unidades; similarmente el arco (1,3). Por otro lado en la
tercera fila se observa que el arco (3,2) tiene capacidad u(3,2) = 1 y por él atravieza un

flujo de z(3,2) = 0 y asi para todas las filas.

Grafo: c:\bp\bin\combin~1\datos\grafNori.dat
Grafo con 12 vertices { 1..12 }

Nodo Origen: 1

Nodo Destino: 12

1-=---> 2 2 1--> 3 6§ 3--> 4 7 6--> 5 1 1--> 6 3 3 -->.
2----> 7 1 1--> 3 2 0-->

3----> 7 3 2--> 8 1 1--> 4 3 0-->

4----> 8 3 3--> 9 1 1--> 5 4 2-->

G====> 9 2 2-->10 1 1 --> 6 6 0 -->

6---->10 4 2 -->11 1 1 -->

7---->12 3 3 --> 8 1 0 =-=>,

98



8====>12 2 2 --> 9 2 2 -->,
9==-=>12 7 5 -->10 3 0 -->.
10---->12 1 1 -->11 4 2 -=>,
11----> 12 3 3 -->.

12-=-=>.

Interpretemos la primera fila del resultado anterior (grafNorl.dat):
el arco (1,2) tiene capacidad u(1,2) = 2 y el flujo es z(1,2) =1

el arco (1,3) tiene capacidad u(1,3) = 5 y el flujo es z(1,3) =3

el arco (1,4) tiene capacidad u(1,4) = 7 y el flujo es z(1,4) = 6

el arco (1,5) tiene capacidad u(1,5) =1y el flujo es z(1,5) =1

el arco (1,6) tiene capacidad u(1,6) =3 y el flujo es z(1,6) =3

Similar significado tienen todas las filas del resultado.

Ademads el simbolo ' — —— >’ significa préximo elemento de la lista de adyacencia y

el simbolo /' — —— > ./ significa fin de lista.

Grafo: c:\bp\bin\combin~1\datos\grafNor2.dat
Grafo con 14 vertices { 1..14 }

Nodo Origen: 1

Nodo Destino: 14

1----> 2 20000 7 ==>.

2----> 3 20000 7 ==>.

3---=-> 4 20000 7 ==

4----> 5 20000 7 ==>.

5----> 6 20000 7 =-=>,

6----> 7 1 1 --> 8 1 1 -=> 9 1 1
-=> 10 1 1 --> 11 1 1 -=> 12 1 1
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7--==> 14 1 1 =->.
8--=-=> 14 1 1 -=>.
9-=-=-=> 14 1 1 =-=>.
10----> 14 1 I
11----> 14 1 1 =->.
12----> 14 1 1 ==>.
13----> 14 1 1 -5,
14---->.

Grafo: c:\bp\bin\combin~1\datos\grafNor3.dat
Grafo con 6 vertices { 1..6 }

Nodo Origen: 1

Nodo Destino: 6

1-===> 2 3 1--> 4 2 2--> 3 3 2-=>
2=---=> 5 4 1 -->

3-=-==> 4 1 O0--> 6 2 2-->

4----> 2 1 0--> 6 2 2-=>

b====> 4 1 0--> 6 1 1 -=>

6---->

Grafo: c:\bp\bin\combin~1\datos\grafNor4.dat
Grafo con 6 vertices { 1..6 }

Nodo Origen: 1

Nodo Destino: 6
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1-===> 2 6 &66--> 3 8 7--> 4 3 3--> 5 9 8 -->
2====> 6 12 10 --> 3 2 0 =-->,

3----> 6 2 2--> 2 5 §5--

4----> 6 7 T -=> 5 3 0 -->.

6=--=> 4 6 4 --> 6 4 4 -->,

6-=--=>

Grafo: c:\bp\bin\combin~1\datos\grafNor5.dat
Grafo con 7 vertices { 1..7 }
Nodo Origen: 1

Nodo Destino: 7

1---=-=> 4 10 8 --> 2 20 14 --> 3 15 6 =-->.
2----> 4 4 0--> 5 5 65-=> 6 9 9 -->
3----> 2 5 0--> 6 6 6 -=->

4----> 5 8 8 -=>

----> 6 256 3 --> 7 10 10 -->

6----> 5 65 0--> 7 30 18 =-=>.

T=-=-==>

Grafo: c:\bp\bin\combin~1\datos\grafNor6.dat
Grafo con 9 vertices { 1..9 }
Nodo Origen: 1

Nodo Destino: 9

{--==> 2 5 4--> 3 6 6--> 4 8 6--> 5 10 10 -->.
2--==> 6 4 4--> T 3 0 -->.
3--==> 7 T 6 ==,
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4--=-=> 7 9 6 -->,

6=--=> 7 4 4 --> 8 10 6 -->.
6----> 9 5 4 -->,

7---=> 9 16 16 -->.

8=--=> 9 8 6 -->.

9====>,

e e s S e S A S T o -

Grafo: c:\bp\bin\combin~1\datos\grafNor7.dat
Grafo con 14 vertices { 1..14 }

Nodo Origen: 1

Nodo Destino: 14

1-===> 2 2 i --> 3 2 1 --> 4 2 1
--> b 2 1 =--> 6 2 1 -=> 7 2 1
-=>.

2----> 8 10000 i --> 9 10000 0 --> 10 10000 0
--> 11 10000 0 --> 12 10000 0 --> 13 10000 0
-—>.

3----> 8 10000 0 --> 9 10000 1 --> 10 10000 0
-=> 11 10000 0 --> 12 10000 0 =--> 13 10000 0
-=>.

4----> 8 10000 0 --> 9 10000 0 --> 10 10000 1
-=> 11 10000 0 --> 12 10000 0 --> 13 10000 0
-=>.

5----> 8 10000 0 -=-> 9 10000 0 --> 10 10000 0
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-=> 11 10000 i --> 12 10000 0 --> 13 10000 0

-->.

6----> 8 10000 0 --> 9 10000 0 --> 10 10000 0
--> 11 10000 0 --> 12 10000 i --> 13 10000 0
-3,

7----> 8 10000 0O --> 9 10000 0 =--> 10 10000 0
-=> 11 10000 0 --> 12 10000 0 --> 13 10000 1
-->.

8---=-> 14 1 1 =-=>.

9---=> 14 1 1 =-=>.

10----> 14 1 1 -->.

11----> 14 1 1 ==

12---=> 14 1 1 -=>,

13----> 14 1 1 ==,

14---->,

—— ——————— — i ——— T —— T ———————— T ——— T ————————— —
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Capitulo 5

Conclusiones

A modo de resumen presentamos una tabla comparativa , con todos los algoritmos estu-
diados y algunos tan solo presentados.

Empezamos estudiando el algoritmo genérico de etiquetas, estudiado en el capitulo 2,
este algoritmo tiene lalimitacién de realizar en el peor caso nU aumentaciones (demasiado
alto) debido a que cada aumentacién puede llevar poca cantidad de flujo. En el capitulo
3 estudiamos dos estrategias para mejorar esta limitacidn; la primera es buscar arcos con
capacidad alta (”capacity scaling”) y la segunda buscar caminos con el menor nimero de
arcos ("shortest augmenting path”).

Una limitacién inherente de todos los métodos anteriores es que ellos siempre envian
flujo a través de caminos aumentantes y por lo tanto la complejidad de ésta operacién sera
en el peor caso O(n). Los algoritmos llamados "Preflow push” vistos en el capitulo 3 me-
joran esta limitacion pues ellos envian flujo a través de arcos en vez de enviar flujo a través
de caminos. Esto puede traducirse en términos practicos remarcando que los algoritmos
de caminos aumentantes envian flujo a través de un solo camino a la vez, mientras que
los algoritmos ”Preflow push” envian flujo a través de varios caminos simultaneamente.

La siguiente tabla muestra un resumen de los diversos algoritmos.
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Algoritmo Complejidad Caracteristicas
De etiquetas O(nml) 1) facil de implementar
2) complejidad no polinomial, ineficiente
»Capacity scaling” O(nmLog(U)) 1) Caso especial del alg. de etiquetas |
2) busca arcos con capacidad grande
1) 'Caso especial del alg. de etiquetas
2) busca caminos con pocos arcos
"Shortest aug. path” O(n?m) 3) usa funcion distancia valida para
| identificar caminos aumentantes
4) fécil de implementar, muy eficiente
1) mantiene preflujo en cada paso
2) utiliza nodos activos
" Preflow push” O(n%*m) 3) muy flexible, examina nodos
activos en cualquer orden
4) dificil de implementar
1) caso especial del alg. genérico
2) examina nodos activos en onden FIFO
"FIFO-preflow” O(n?) 3) muy flexible, examina nodos
activos en cualquer orden
4j dificil de implementar
1) caso especial del alg. genérico
2) examina nodos activos con la.
"Highest-label-preflow” O (n’*m'/?)
etiqueta mas alta
~3) algoritmo mas eficiente en la practica
" Excess-scaling-preflow” | O(nm + n?Log(U))

Tabla 5.1: Comparacién de los diferentes algoritmos
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