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INTRODUCCION

Las losas de concreto armado son clementos estructurales comunmente utilizados en la
practica de la ingenieria. Sin embargo, ¢l conocimiento del comportamicento de una losa
tanto en ¢l rango clastico lincal como en ¢l rango no lincal es ligero. La complejidad de
su formulacion mateinatica trac como  consecuencia ¢l ahorro de encrgia pata su
desarrollo, y mas bien dar paso al uso de soluctones presentadas para situaciones tipicas
de forma y condiciones de apoyo para losas isotropicas.

En ¢l pasado. situaciones cspeciales cran plantcadas apoyandosc en la solucion de
la ccuacion diferencial de la losa, via métodos numéricos como c¢s ¢l caso de las
diferencias  finitas. En la  actuahdad. ¢l método de los clementos  finitos,  que
implementado en programas de computo, permite plantear la solucion de losas con
diferentes condiciones de apoyo, forma y carga.

El andlisis clastico dc Josas se aprovecha en la determinacion de deflexiones, asi
como niveles de esfuerzos en las secciones para la deteeminacion del refucrzo necesarto.
Sc emplea un clemento denominado DKT: en ¢l cual se aplican las hipotesis de Kirchhoft
cn puntos discretos de una losa basada en la teoria de Retssner-Mindlin. El proposito cs
conseguir un clemento compatible y de bajo costo de calculo computacional para fa
determinacion de la matriz de rigidez. Una ventaja adicional es ¢l evitar ¢l bloguco que
presentan los clementos bajo la teoria de Reissner-Mindlin fiente a casos de  losas

delgadas.



Se introducen nociones sobre andlisis no lincal, dando ¢nfasis a los casos de no
lincalidad del material en estructuras de concreto armado. El empleo de este tipo de
analisis trac como ventaja, la determinacion del nivel de miaxima carga a aplicar. asi como
el desarrollo en progreso de la formacion de grictas en ¢l concreto y fluencia en los
accros de refucrzo.

Yara ¢l analisis clastico lincal, s¢ proporciona en ¢l Apéndice ¢l listado, cn
lenguaje BASIC, un simple programa de analisis de losas por elementos finitos utilizando
¢l clemento DK'T. Para el analisis no lincal. ¢l uso del programa proporcionado en la
referencia [10] es presentado.

Finalmente, ¢s de interés en ¢l presente trabajo de tesis, presentar la formulacion
del analisis estructural de losa, con ¢l objeto de brindar al posible lector un panorama

complcto sobre ¢l tema tratado.



C{\PiTULO 1
TEORIA DE LOSAS

1.1 GENERALIDADES

La determinacion de los esfuerzos y deformaciones en losas sometidas a cargas perpen-
diculares a su plano, ¢s plantcada scgun diversas lcorias. Asi, la lcoria mas clasica para el
caso de losas delgadas cs la Teoria de Kirchhoff. Por otro lado, sc tienen teorias mas
claboradas como la Tcoria de Reissner-Mindlin para ¢l caso de losas de gran espesor o
denominadas también losas gruesas.

La difcrencia entre estas teorias radica, en esencia, en las simplificaciones qque
ticnen en consideracion para reducir un problema tridimensional a otro problema de un
orden menor de dimension.

En ¢} presente trabajo de (esis se ha considerado necesario presentar estas dos
tcorias con el fin de tener un mayor entendimicnto ¢n la aplicacion de tas mismas para

solucion del problema de fosas utilizando ¢l método de los clementos finitos,



1.2 TEORIA DE KIRCHHOFF

Para la losa libre de carga mostrada en la Figura 1.1(a), cl plano x-y coincide con su pla-
no medio. Cuando sc aplica una carga cn dircccion perpendicular a su plano, la losa sc
deforma, Figura [ 1(b): las componentes del desplazamiento de un punto segun cl siste-
ma de referencia vyz estan representadas por e, v y o respectivamente. Sin embargo,
para un punto A(x,. v.,) del plano medio. sec considera que ¢ste solo se desplaza con una

deflexion wen la direccion z.

|
/} > >
/ — \ y 5
/) / { "
( / !
i1
dw
- )x
N,
(o) (b)

Figura 1.1 Losas. (a) Sistema de referencia. (b) Deformaciéon

Las suposiciones [undamentales de la teoria de Kirchhofl” o también llamada teo-
ria de pequeiias deflexiones o teoria clasica para losas isotropicas, homogéncas, clasticas,
cstan basadas ¢n la gcometria de deformaciones. Las suposiciones antes mencionadas

son las siguientes|22]:



) L.a deflexion del plano medio es pequena, comparada con ¢l espesor de ja losa. La
pendiente de la superficie deformada es, ademis, muy pequena y ¢l cuadrado de

la pendiente es una cantidad no signilicativia en comparacion con la unidad.

2) ] plano medio no se delorma cuando se flexiona la losa,

3) I.os esfuerzos normales al plano medio, o:. son pequenos en comparacion con los
otros componentes de esfucrzos y se pueden despreciar. De esta forma, s¢ asume

la existencia del estado plano de esfuerzos.

4) Las secciones planas inicialmente normales a su superlicie media, permancceen
planas y normales a la superficie del plano medio después de la Nexion. Esto indi-
ca que las deformaciones de corle verticales vy, y v,: s¢ desprecian. La deflexion
de la losa esta entonces, asociada principalmente con las deformaciones flexio-
nantes. De esto se deduce que la deformacion normal €. resultante de la carga

transversal se puede omitir.

Estas suposiciones son conocidas como hipotesis de Kirchholl, y son anidlogas
con las suposiciones asociadas a la tcoria de flexion de vigas. De acuerdo a estas suposi-
ciones, ¢l problema tridimensional de la losa se reduce a un problema de solo dos dimen-
sionces.

Por otro lado. cuando las deflexiones no son pequenas, la flexion de la losa esta
acompanada de deformaciones del plano medio, con lo cual, las suposiciones 1) y 2) no
son aplicables. En losas gruesas, los esfucrzos cortantes son importantes, por tanto, las

suposiciones 3) y 4) no son aplicables.



De acuerdo a las hipotesis de KirchholT, se puede escribir la ecuacion para las
deflexiones de una losa sometida a cargas transversales, para lo cual se necesita plantear

las siguicentes tres relaciones:

- Declormacion-desplazamicento
- Constitutivas (csfucrzo-detormacion)

- Equilibrio de fuerzas

1.2.1 RELACIONES DEFORMACION-DESPLAZAMIENTO

Dc las relaciones deformacion-desplazamicnto para un punto[22]:

Ou Au Ov
£, = — Yy =T b
X xy
dx Yooy ox
ov Ou oOw .
€“=_ szz——-l-— lLC.(l.l)
- oy dz  Ox
Ow v Ow
€, =— Yy =5t
0z Y9z A

y considerando la hipotesis 3) de Kirchhoflf para la tcoria clasica de losas:

]

€ = 0\ Ve 0. Yz = 0 Ec. (]2)

Sc pucden obtener las siguientes relaciones

-6 -



N
W

parae. = =0
az
(&7 (ﬁﬂ
para Y, =— + — =10
< (‘«}.\'
A Ow
Yarne (== pu—— P
‘ ra Y\ ~ 1 N 0
dz A

se obucene W= nu(v)

e on

o O
o

M=z 4 uglxy)
v
N
v / )

"= -2 tivgla, v
v

Ec. (1.3)

Ec. (1.4)

Pero, wa(x,y) Y vo(xy) representan los desplazamientos del plano medio de la losa, por

tanto e = vy = 0, scgun la hipotesis 2) de a teoria clasica de losas. Con o cual:

2YS
H=-z

oY

e
v -z

o

Ec. (1.6)

introduciendo en las Ecs. (1.1) las deducciones expresadas en (1.2) y (1.6), ¢stas sc

simplifican como siguc:

"
£ y T2 5—

Ec. (1.7)



1.2.2 RELACIONES CONSTITUTIVAS
(ESFUERZO-DEFORMACION)

De la teoria de la clasticidad, para un matenal ortotropico, sc delinen las siguientes rela-

ciones esfuerzo-deformacion (en representacion matricial):

_ |
i:l -
f‘,|
ﬂ'-)’
!23
Y12 0
713 0
[ Y23 ] 0

0

0

]
F0 0
b3
1
t
]
Lo 0
1
1
]
200 0
£y |
]
0 :-—,I— 0
: (;|2
| [
0O ! 0 —
! U3
1
i
0 E 0 0
]

0

0

0

|

%975 |

G23 |

0|‘
G2
O3
T2

T3

Ec. (1.8a)

donde /£, £; y £y son los madulos de Young en las direcciones principales 1. 2 y 3; G,

Gray Ga son los modulos de corte. De forma abreviada, la Ec. (1.8a) se presenta como:

Por ¢l teorema de reciprocidad:

e=Co

vip 52 = v I
Vi3 I’y = vy I,

valy = vl

Ec. (1.8b)

Ic. (1.9)



Para un matcrial isotropico, £y =/ == FE vio=van=va=v. Gu=0n=0n=0.

Con lo cual, la matniz denominada C se transforma en:

| v v
_ - — L0 0 0
I I A !
v | \ :
‘ - -0 0 0
I /- /- !
v v | : |
: - ) 0 0
. 2 I "o _
C = - I -—- Ec. (1.10)
0 0 0 | — 0 0
(G
I
I
[ |
0 0 0o o — 0
I «
]
| |
0 0 0 v 0 0
- G
Cumpliéndose en un material isotropico:
G A Ec. (1.11)
) 2= —— ¢ (L.
2 ( It \')
Por lo cual:
| v -V : 0O 0 (0]
]
v | v i 0 0 0
]
1 \Y \Y I 0 0 0
C = — r it Fe. (1.12)
1o 0 0 v 2(1sv) 0 0
]
]
0 0 0 i 0 2(1+v) 0
0 0 o ! 0 0 2(1+v)




Por otro lado, de acuerdo a las hipotesis de KirchholT, se tiene el estado plano de esfuer-

zos para las losas, donde:

G.=0, 1,=0, 1.=0 e, (1.13)

con lo que sc obticne. introduciendo las Ecs. (1.12) y (1.13) en (1.8a):

ﬁ::l | 1 Y 0 O,

~ I -

£, |= Fr -V | 0 S, Ec. (1.14)
7 ey | |0 0 2(1+v)|fty

Lucgo, calculando los esfuerzos en funcion de las deformaciones, se obtienc:

G, = :{::;5'(8"' v VE ‘.)
T = ;—F‘—i-(w;x re,) Ec. (1.15)
—_V :
E

Ty = 5(‘1+—\))7.r)'

-10 -



1.2.3 EQUILIBRIO DE FUERZAS

Considerando un clemento losa dvedy sometido a una carga uniformemente distribuida p

por unidad de area.

b4
Y
i [ IQxd)’
. /A A /! A
N ) m { J - : /
=/ (¢ /
:J/// (my —Z{.]Y dy)dx qydxl,f/// } y ‘
- ) &0 F '
A My /Y, i
/ LML 4 /47 dx
I myydx (myy+ Ty dydax /’{
/ Ly /// //
(7 ’

(q" ' Jx dx)dy

=3 /o r
Jam JQx '
m d (mxy‘ 7 - dx)dy s

Figura 1.2 Esfuerzos en un elemento diferencial de losa

Por cquilibrio de fuerzas en la direccion z, se tiene:

&q q,.
dyl gy —5—"--(1.1' bdxl gy b dy | Fopdady = gdy bogd
_ Ay )

X

~
(’){] X "q_r

ax Sy

p=0 Ec. (1.16)

Por equilibrio de momentos alrededor del ¢je v, se tiene:

-11-



-~

cmy., om,,
Moyt =dy [dy vy d =
3 Nae % | :

o Ay
Fc. (1.17)

dy Oy v dy

gydx = 4| g dy v ——dxdv | =+ m dv v dy
oy 2 : '
simplificando la expresion, se obtiene:
' com,,

-+ -q, =0 Ec.(1.1R8)

oy :

De forma similar, sc toma momentos con respecto al eje v, con lo que se obtienc:

Ec. (1.19)

operando las Ecs. (1.18) y (1.19) para lucgo introducirlas en fa Ec. (1.16)

7
oMy, (?”1‘.
9x = — -
Ay Ox
) 7)
_Omyg, Oy,
Iy = M

ax 13,%

Entonces, la ccuacion diferencial de

C 2%m 22
R a7 P e 3 Fe. (1.20)
Ov VOx ol
. 2 3
(’(;). A my,. OTmy .
> = s, Ee. (1.21)
Oy Ay M2

cquilibno para losas esta dada por

. 12-



2 2
Ozmt 3my,. 0O "y,
—% — +p=0 Ec. (1.22)
2 Oxy o
(ue en representacion, matricial se tiene:
n,
o? a° o’ Ee. (1.23)
- =] iy |=-p el (1.2
(?_\' 2 (‘1-.\' (‘1\ (j‘.- 2 R
. Ul‘.

1.2.4 ECUACION DIFERENCIAL BASICA DE LOSAS

Dc las tres relaciones plantcadas dadas cn las Ecs. (1.7), (1.15) y (1.23), introduciendo

las Ecs. (1.7) en (1.15) sc obticnen las rclaciones esfucrzo-desplazamicnto:

2 ~2
Iz O°w  Chw )
G, =-—5| V5t — e, (1.24)
’ - v Ay 2%
Ez 82w
LELER 1+ v Cxy

o también:

-13 -



Iz
O, =——7 (K ¢+ VK ,.)
|- v '
Iz X
o, = -—— 5(VK1. -H<‘.) Ec. (1.25)
I - v* ‘
Iz
Y = - K oy
A g |¥v X}

denominandose k., K, y K., como curvaturas o razon de cambio del angulo de la pendien-

te a lo largo del clemento.

Figura 1.3 Distribucion de esfuerzos en losas

Para la dcterminacion de los esfucrzos resultantes en una losa, s¢ requicre integrar los
csfucrzos diferenciales. Asi, similar a una viga, una losa plana soporta cargas transversa-
Ics por accion flexionante. La Figura 1.3 muecestra los esfuerzos que actuan en las scccio-
nes transversales a los cjes x e y de una losa cuyo material es homogénco y clastico li-

ncal. Los esfucrzos normales o, y o, varian lincalinente con respecto a z y estin asocia-
-14 -



dos con los momentos flectores m, y m,. Los esfuerzos de corle 1, también varian li-
ncalmente con respectlo a z y cestan asoctados con ¢l momento torsional m,,. El esfuerzo
normal G. es pequeino cn comparacion con G. G, ¥y t,. L.os esfuerzos transversales de
corle T,; Yy 1,. varian cuadraticamente con respecto a z.

Asi, para la determinacion del esfuerzo resultante flexionante alrededor del eje v,

sc tiene:

/2 (/2
J'(G_‘.l/_i'):' dz = dy J.G_‘.S dz = dvm,
1/2 i/2
1/2
m, = J'(s.‘.zdz Ec. (1.206)
-t/2

donde n1, es ¢l momento resultante flexionante por unidad de longitud.

Ecuaciones similarcs se pucden plantear para los demas esfuerzos resultantes, asi

se lienc:
mn, o 08
1/2
m, |= I o, |zdz Ec. (1.27)
1/2
My | Ty
y
9 x 172 | Tz
- j’ dz Ec. (1.2R)
AQ)' !/Zrt):.

intcgrando las relaciones obtenidas anteriormente, esfuerzo-desplazamiento:

- 15 .



integrando las relaciones obtenidas anteriormente, esfuerzo-desplazamicento:

| ,' z
m, - —(K‘t } VK‘)
| - v
t/2 .
Iz 3
m, |= I - - = (w(_‘. + KJ.) zdz Ec. (1.29)
172 - I
" "k
=S lev W

= [ r Z
me - 5—(»( ¢+ VK ‘.) K, vk,
|- v ‘ = '
8 R
m, |= ——?(\»'K_‘. + K ,’) VK + K, Ec.(1.30)
' -V ' | ~
m E K |
| ey | I 1+ Xy ] I
3
- . Lt _ g ..
defiméndose /) =—— 33+ Como la rigidez flexionante de una losa. Finalmente:
12(1 - v2)
- - : . 02 "
my 1 v 0 —3
208
(?Zw .
my |=-Dfv | 0 = Ec. (1.31)
' o
2
O w
me, B VT VY |
- . ' Ay

L.a Ecuacion dilerencial basica de losas puede ser obtentda entonees, introduciendo la Ec.

(1.310) en la Ec. (1.23):

- 16 -



opcrando sc obticne:

oG 2
Denominandose a vV~

[ v 0
D )
L 2 0
- \'
ANey Oy’
a0 1w
~] 3 0’"
G IZANY au
: .;.2_? s s V292
¢ ) /
OX 3Txad%y Qy
~2 2
¢ 134
= + ——= operador de Laplace.
~. 2 “
O oy

I
|

D

r
1)

Fe. (1.32)

e, (1.33)

Finalmente, La ccuacion diferencial de cquilibrio. la cual debe ser satisfecha en la losa es

la mostrada en la Ec. (1.33). La distribucion de esfucerzos en una losa debe también aco-

modarse a las condiciones de cquilibrio con respecto a lucrzas o desplazainientos prescri-

tos en las condicionces de borde.

Para una losa, la solucion de la ecuacion diferencial requicre que dos condiciones

de borde deben scr satisfechas en cada extremo. Se puede foninular una variedad de

condiciones de borde comuncs, cn este caso considerando las condiciones de borde apli-

cables a lo largo del borde x = a en ¢l caso de una tosa rectangular:

Para un borde empotrado. ambos la deflexion y ta pendiente deben restringirse,

csto ¢s

- 17 -



w =0 — =10 Ic. (1.34)

ara un borde simplemente apovado o también denominado borde de Navier, la

deflexion y ¢l momento {lector, ambos deben ser nulos.

N2 B2
37w 3w

w =20 m, =-D e oy 0 Ec. (1.35a)
e’ oy

De la primera ccuacion en (1.35a) s¢ deduce que e/ =0y O’ w/ 0}-'2 =0, por
tanto introduciendo esta condicion en la segunda ccuacion de (1.35a), las condiciones

pucden simplificarsc como siguc

w=_) — =10 Ec. (1.35b)

Para un horde libre. los momentos flexionante y torsor, y ¢t esfuerzo cortante

vertical son nulos.

my =0 My, =0 gy =0 Ec. (1.36a)

Sin cmbargo, una representacion cquivalente debe ser utilizada para que la condicion del

momento torsor y ¢l esfuerzo cortante scan juntadas, asi

2 2 3 3
Ow A w a7 w o w .
54 vy =0 7 (2-v) 5 =0 Ee. (1.36b)
Ox” N oxe Xy

- 18 -



Figura 1.4 Esfuerzos en los bordes libres de las losas

Esta expresion se deduce, para ¢l caso de una losa rectangular como se muestra
cn la Fig. 1.4, considerando dos clementos sucesivos de longitud dvy en el extremo y = b;
cn cl clemento de la derecha actia un momento torsor de m,, dx; mientras que cn cl cle-
mento de la izquicrda actva un momento torsor de [m,, + (Cm,, / Ox) dx] dx. Como se
aprccia cn la Figura 1.4, los momentos son recmplazados con pares de fuerzas cstatica-
mente equivalentes. Esto es, en una region infinitesimal del borde mostrado scgun la li-
nca puntcada, se¢ muestra la fuerza s, dirigida hacia armba v la fuerza m,, + (Cm,, / Cx)
dx dirigida hacia abajo. La suma algebraica de estas dos fuerzas debe ser anadido a la
fucrza cortante ¢, pasa producir una fucrza cortante cfectiva por unidad de tongitud
para un extremo paralelo al cje v, ¢,. donde
(-’m,()- ot N M

—D
(.}.\' (’).‘ e

Ec. (1.37)

*
Gy =4yt

- 19 -



[.a expresion mostrada en Ec. (1.37) ¢s debida a KirchhofT: Una distribucion de
m,,. a lo largo de un borde ¢s estaticamente cquivalente a una distribucion de fucrzas
cortantes verticales.

En adicion a las fucrzas previamente descritas, se presentan unas fucrzas concen-
tradas /. producidas en las csquinas. Asi, para ¢l caso de una losa rectangular simplemen-

te apoyada con carga uniforme. sc tiene. considerindo m,. = m,,

)
Jo=2My =20 v)—— Fe. (1.38)

- 20 -



4.3 TEORIA DE REISSNER-MINDLIN

l.a tcoria de losa de KirchhofT previamente estudiada tiene una utihizacion restringida a
losas delgadas (espesor/ancho < 0.10), ademas de presentar numerosas dificultades para
satisfacer las condiciones de continuidad. Una formulacion alternativa a la solucion del
problema de losas csta plantcada segun la tecoria de Reissner-Mindlin, Dicha teoria es
valida para losas de pequeino y gran espesor y permite obviar las dificultades presentadas

cn la tcona de Kirchholt.

A7
. '.
0.4z |
Ox ! (2]
/ N7 | . N
/ n \¢x\ | Ow plono rnedKJ(/ ,
/ {0 x /
' — /
s !_ A

de
lo normal

Figura 1.5 Deformacion de una losa segun la Teoria de Reissner-Mindlin

La teoria de Rcissner-Mindlin se basa sencillamente en hacer menos restrictiva la

hipotesis de ortogonalidad de la normal, lo que introduce ¢ efecto de la defonnacion por

cortante transversal, permiticndo ¢l analisis de losas grucsas. Asi, esta teoria mantiene las
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tres primeras hipotesis de la tcoria de Kirchhoff presentadas en cl punto 1.2. Por cl con-

trario, la cuarta hipotesis sobre la ortogonatidad de la normal cs plantcada como siguc:

4) l.as scccrones planas inicialmente normales a su superficic media, permanceen
planas sin quc ¢stas tengan que ser necesariamente ortogonales a la superficic del

plano medio cuando ocurre la flexion.

Scgun esto, las relaciones basicas para la formulacion del problema de losa sc ven afec-

tadas.

1.3.1 RELACIONES DEFORMACION-DESPLAZAMIENTO

De las hipotesis 1) y 2) de la teoria de losas y de la hipotesis 4) planteada previamente, se
deduce:

w(x.z) = -z 0,(v.y)

v(xy.z) = -z 0,(x.)) I2c. (1.39)

nu{x,).2) = w(v.y)

donde B, y 0, son los angulos quc dclinen el giro de la normal. Puede comprobarse que

las cxpresiones anteriormente planteadas coinciden con lo expresado en las Ecs. (1.14)

para la tcoria de KirchhofT. Asi, ¢l vector de movimientos se define de igual forma como:

S0



u=w0,0,] Fe. (1.40)

De la hipotesis 4) sobre ¢l giro de fa normal se tiene (ver Figura 1.5)

Ay i
0, = P b, Ec. (1.41)
cigualmente para ¢l plano y-z
e )
0, = + Fc. (1.42)
Oy

Es decir. los giros de la normal en un punio se componen de dos términos: Los primeros,

v QOw ) . . .
5 P son debidos al cambio de pendiente del plano medio. Los segundos, ¢, y é,.
Ay " Oy

se deben al giro adicional de la normal al no permanccer necesariamente ortogonal a la

decformada del plano medio.

Las Ecs. (1.41) y (1.42) muestran claramente que los giros de la normal 0, y 0, no puc-
den obtencrse unicamente en funcion de la pendiente del plano medio, como ocurria en la
teoria de KirchhofT. Esto permite considerar dichos giros como variables independientes,
sicndo ésta la diferencia sustancial entre ambas teorias.

Asimismo, hay que destacar que la hipotesis 4) establece que las normales al pla-
no mecdio s¢ mantiencn rectas después del giro. lo que mplica, que la distribucion de
csfuerzos .. y 1,; ¢s constante sobre el espesor. En realidad, esto no ¢s mids que una

aproximacion, pucs, de hecho, las normales inicialmente planas se distorsionan durante ta
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deformacion, siendo dicha distorsion mas importante cuanto mayor c¢s el espesor de la

losa. asi, pues. los giros 0, y 0, dcben interpretarse como “valores medios™ de la defor-

mada *‘real™ de la normal.
Para obtener las relaciones deformacion-desplazamicnto, partimos de la defini-
cion general de las deformaciones en tres dimensiones. Sustituyendo en dicha ecuacion

las expresiones planteadas en la Iic. (1.39):

cu a0,
e = - = TZ—
(@AY (GRS
Ov 0 y
£, = —= —z-==
Ay oy
Cw
£, = =0
0Oz
v Cu ‘ v 80, 0y
w T Yo e — -+
S0y Ox Cy Ox
3 A .
cu ow owu
Yoz =72 F . -0+ S ¢y
Az O cx
v O 0
v Owm ou
Yy y=—+—=-0_ 4+—=-¢, Ec. (1.43)
4 1 ~ s
3z ay ey

Se aprecia en (1.43) que la hipotesis de no ortogonalidad de la normal se traduce en que
las deformacionces transversales v,; y v,: no son nulas, siendo precisamente su valor
(absoluto) cl de los giros ¢, y ¢,, . respectivamente, que adquicren asi un signilicado fisi-
co. Asimismo, se aprecia que dichas deformaciones (por consiguicente, los respectivos

esfuerzos) son independientes de la coordenada z.
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1.3.2 RELACIONES CONSTITUTIVAS

Debido a la hipotesis 2) el esfuerzo normal 6. ¢s nulo, se define el vector de esfuerzos no

nulos por

O.Y
0'".
()/ l
o = dt..l A Fc. (1.44)
o, |
t\'.’.
LY

donde o, y o. representan los vectores de esfuerzos debidos a efectos de flexion y cor-
tante transversal. respectivamente.
Sc puede definir de las Ecs. (1.43), por analogia ¢l vector de deformaciones aso-

ctado al de csfuerzos de la Ec. (1.44)

e={Vu|=1 Ec. (1.45)
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De lo anteriormente indicado. las relaciones esfucerzo-deformacion son

Ce Fc. (1.46)

sicndo ¢, y C. las matrices constitutivas de flexton y cortante, respectivamente, que

para clasticidad ortotropica se definen como

. Mgl 0
- _ l . E 0 Fe. (1.47)
C, = - = Vr 1',_‘ sy .C. (1.
= vy Xy
0 0 (v vy ) G
G 0
C, = lc. (1.48)
0 G,
Para un material isotropico
- :
A

Gy =Gy = ("A\_\' fc. (1.49)

2 { r'k v)

Sc observa que la matriz. € comcide con la utuhzada en la teoria de losas de Kirehhol¥.

Debido al campo de desplazamientos supucsto. la distribucion de deformaciones es lincal
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para g, €, Y Yo cenz (Ec. (1.45)) y, por consiguiente, a través de la Ec. (1.46) tambicn lo
cs la de los correspondienles esfuerzos 0., o, y t.,. De otro lado, la distribucion de de-
formaciones cs constante a lo largo del espesor y lo misimo sucede con los correspon-

dientes esfuerzos t.: y 1,..

dy dy
dx dx ~
P y A1
~ 7 '7 .
¢ o 24
/ P AN r A
e ': || Txz2 A 4 : 1 i !
| M) b-<f 1§ A
| W L] (A )
| B L M
" e i " s .
distribucién exacia distribucidn supuesta

Figura 1.6 Distribucion de los esfuerzos cortantes transversales 1,; ¥ 1z

No obstante. ¢s conocido que de acuerdo con la teoria de la clasticidad, la distri-
bucion “exacta” de los csfuerzos cortantes transversales 1, v 1,. N0 €s constante a través
del espesor. Generalmente dicha distribucion tiene forma polinomica con valores nulos
en los planos supcerior ¢ inferior de la losa. Para supcerar este problema se afecta a los
csfuerzos tangenciales transversales de un cocficiente de manera que el trabajo de defor-
macion de las mismas coincida con ¢l realizado por los esfucrzos transversales “exaclos™.

Asi, pucs, ¢l vector g, de (1.46) se escribe como
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C,. = Ec. (1.50)
O (12(;‘.2

sicndo oy y a2 los coeficientes de distorsion transversal, generalmente considerados co-

mo 5/6 cn caso de losas de espesor constante y material homogénco.

1.3.3 SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE LOSAS

Simitlar al caso de losas de Kirchhof!, s¢ pucede plantear las ecuaciones para los esfuerzos

resultantes. Usando las Ecs. (1.27) y (1.28) en las que se introduce la Ee. (1.46), sc ob-

licnce:
Ez (9, v(’(h A
nty | - \’2 v ('?_" )
a e E=z as) 0 .
oy = m,, = I Te—| Vv X g e zdz Fc. (1.51)
| Zl e & )
| 7 xy N _I: - 0, ¥ (X)L\
o 204 V) & &
y
o ' B (ow
qx 1/2 ‘15 NI ae X
5, = - [ (I__ V) o £z Ec. (1.52)
q, o ——)| = 0 )
A 2 2(h+ v)( xn !

o de¢ forma resumidal 19]:
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I‘c. (1.53)

donde
- 3 -
('f = (', y GC.=1C, Ec. (1.54)
12
Yy
ty 2.'{2, [2¢c. (1.55)

Introduciendo convenicntemente las Ec. (1.51) vy (1.53) en Jas Ecs. (1.16), (1.17) y
(1.18) sc obticnen las ccuaciones diferenciales que gobieman las losas bajo la Teoria de

Reissner-Mindlin[ 10] :

\7? " Hy ! TO" e
av cy D

| . /%.(““' ux) 0 Ec.(1.56)

N
33}
3
N
NS}
|
~
2

2 220, %0 L
3 ) ( . . )
00, Vv », e (‘" 0 ,_] 0

5
oxay 2 Oy ”

D 11wV
S |72

A

. = e De= X
stendo, D, =0 (ver Ec. (1.30)) y @ 2(14 )
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] CAPITULO 2
EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
EN LOSAS

2.1 GENERALIDADES

El desarrollo del método de los Elementos Finitos como wuna herramieonta de analisis
Jue miciada esencialmente con el advenimionto de las computadoras electronicas digi-
tales[3]. EI mcétodo inicialmente se desarrollo basado en la fisica para ¢l cilculo de pro-
blemas de la mecanica estructural; sin embargo, la gencralidad de los elementos finitos se
inicio posteriormente al presentarse la fosmulacion variacional del método.

Los tres principios variacionales ampliamente utilizados son de la energia poten-
cial total. la encrgia complementaria y el principio variacional de Reissner. El principio
de la energia potencial total es utilizado como ¢l fundamento de modelos de elementos
finitos basados en ¢l campo de desplazamicentos. La formulacion dual al principio de la
cnergia potencial cs cl principio de la energia complementaria, en ¢l cual, ¢l campo de
vanables cs de esfuerzos en lugar de desplazamientos. El uso del principio de la energia
complementaria resulta en modcelos de elementos finitos basados en ¢l campo de esfuer
70S.

Un principio vanacional mas general es ¢l de Reissner, en ¢l cual, ¢l campo de las
variables es de ambos tipos, desplazamicntos v esfuerzos. De Fa aplicacion de este prin-
cipio resultan elementos con variables nodales de desplazamientos y esfuerzos, denomi-

nados elementos mixtos.
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Figura 2.1 Esquema de las ecuaciones diferenciales de la estatica[13]}
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Los tres principios variacionales indicados pucden ser usados para derivar formu-
laciones adicionales con la finalidad de mejorar la precision y cliciencia en la discretiza-
cion de los clementos. Formulaciones hribridas son obtenidas si en adicion al campo de
variables, que puede ser de desplazamicntos o esfuerzos, que deben cumplir en ¢l cle-
mento la compatibilidad o ¢l cquilibrio respectivamente; por introduccion de otras varia-

bles, esfucrzos o desplazamicntos son introducidas para cumplir ¢l equilibrio o la compa-

tibilidad cn cl borde, respectivamente (ver Fig. 2.2).

o y/d d
o, d

modeios mixios

modelos de desplozamienios

™ / modelos hibridos
de dessplazamlentos

d
modelos de funciones
de esfuerzos o

modslos hibridos
de esfuerzos

Figura 2.2 Modelos mas importantes de elementos finitos[13]
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La formulacion utilizada ampliamente en la solucion de problemas practicos, es la
del método de los clementos [initos basado en ¢/ campo de desplazamientos. .a mayor
cantidad de programas de anilisis de proposito general han sido escritos usando esta
formulacion, debido a su cficiente formulacion, aplicabilidad general, estabilidad numéri-
ca y simplicidad. Sin embargo, ¢n la actualidad, otras formulaciones como las basadas en
modclos mixtos ¢ hibridos vicnen siendo utilizadas,

Una descripeion sencilla del metodo basado en ¢l campo de desplazamientos[ 23]

s¢ da a continuacion;

1. El continuo cldstico se divide. mediante lincas o superficies imaginarias, ¢n un numero

de elementos finitos.

2. Sec suponc quc los clementos estan concctados entre si mediante un nimero discreto
de puntos, denominados miedos. situados en sus contornos. Tos desplazamicentos de

estos nudos seran las incognitas fundamentales del problema.

3. Sc toma un conjunto de funciones que delinan de manera unica ¢l campo de despla-
zamientos dentro de cada elemento finito en funcion de los desplazamicntos nodales
dec dicho elemento.

4. Estas funciones de desplazamicntos deflinivan entonces de manera unica el estado de
deformacion dentro del clemento en funcion de los desplazamientos nodales. Estas
deformaciones, junto con las deformaciones iniciales y las relaciones constitutivas
(esfucrzo-deformmacion) del matenal, definran ¢l estado de esfucerzos en todo el cle-

mento y, por consiguiente, tambi¢n en sus contornos.
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S. Sc determina un sistema de fuerzas concentradas en los nudos. tal que cequilibre los
csfucrzos cn cl contorno y cualesquicra cargas repartidas, 1esultando asi una relacion

entre fucrzas y desplazamientos,

6. Sc cstablece cl cquilibrio cn cada nudo. en ¢l cual. cada componente de fuerza con-
centrada de cada clemento que concurre al nudo aportara términos en la ccuacion de

cquilibrio correspondiente. A este procedimiento se denomina ensamblaje de las

ccuaciones de cquilibrio.

7. Se introduce al sistema de ccuaciones las condiciones de contorno para luego resol-

ver cl sistema dc ccuaciones generado.

8. Finalmente, encontradas las incognitas, se sustituyen los desplazamientos nodales en-
contrados ¢n fas expresiones de deformacion y estuerzos: las mismas que cstan basa-

das en las funcioncs de desplazamicento antenormente indicadas.

Dc otro lado, la principal ventaja del método de los clementos finitos respecto a otras
técnicas de analisis cs su gran gencralidad. Bajo este metodo. utilizando muchos clemen-
tos, sc pucde aproximar cualquicr continuo con las mas complejas condiciones de borde
y carga quc sc pucda presentar.

En la practica, sin embargo, surgen obvias limitaciones ingeniceriles, en las cuales
cl costo del anilisis se torna importante. Adenis, debido al incremento de elementos, se

requicre preparar una gran data, asi como una gran cantidad de resultados a interpretar.,
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Estas fimitaciones sc vienen superando en tos ultimos anos apoyados en técnicas grificas

de ingreso de datos ¢ interpretacion de resultados.

[ USUARIO j

1
% lenfmda terminaf rosullado*':
X ; o N
monilor correccién
para +
dotos maonaejo
pre programa
- monlfori_g proce—|__ de
grdfico sodor slementos finltos
Lol ﬂiz%':;:; bc:’noco impresaral—
dolos =

Figura 2.4 Medios para la manejo electronico de datos[13]
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2.2 FORMULACION GENERAL DEL METODO

La formulacion del método de los clementos finitos, cn ¢l caso de problemas cstaticos sc
hace, generalmente, en base a la determinacion del minimo de fa energia potencial total.

Asi, la expresion genceral de la energia potencial total esta dada porf15]

l T , A T I I -
= - [e"oar - J Ul Fpar - [UTFgds - UTF  Ee.2.1)

() (+) () ()

donde

€ vector de deformaciones

c vector de esfuerzos

Fp -argas de volumen

Fq sargas ¢n ¢l contorno

F; cargas discretas en los nudos

U vector de los desplazamientos en el dominio

U desplazamientos en ¢l contorno

U,; desplazamientos nodales en ¢l nudo 1

Utilizando una funcion dc aproximacion para los desplazamicntos en el elemento, sc tic-

ne

Ulx.v.z)=H(x.y.z)d, Ec. (2.2)
donde

d, desplazamientos nodales del clemento
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/) funciones de aproximacion para los desplazamicntos que corresponden a
los desplazamicntos nodales como pardametros libres: denominadas furn-

ciones de forma.

Para la deduccion de 71, sc plantea una expresion general de aproximacion para los des-

plazamientos cn cl clemento

U(x.y.z)=N(x.y.z)a . (2.3)
donde
a parametros generalizados, a = [al ay ay... ]
N funciones de aproximacion, N = [jj(.x’.}'.z) Ja(x.yv.z)... ]

introduciendo las coordenadas nodales en (2.3)

d =|Yi|=\N i YiFi el aa Fc. (2.4)

despejando a sc tiene, a = A 'd,.; que introduciéndolo en la expresion (2.3), ¢ igua-

lando (2.2) y (2.3) sc ticne

Hix.v,z)=N(x v.z) A ' Ec. (2.5)
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Las deformaciones clasticas & expresadas por los desplazamientos se formula segun

efx.v.z) DUfx.v.z) eglx.v.7) Ec. (2.6)
dondc
‘D operador diferencial
€0 deformaciones iniciales

Introduciendo (2.2) en la Ec. (2.0) se tiene

£ PHd, eo5=8Bd, &g e (2.7)
l.as relaciones entre esluerzos y deformaciones se plantean seguin

afx,v.z)=0C(xy.z) el v.z) e, (2.8)

Introduciendo la Ec. (2.7) en (2.8)

o=0C(8d, &4) lc. (2.9)

Por tanto, la cnergia potencial total paca ¢l rango clastico esta dada por la expresion

[a. /1" pav [a. 117 qus 3 a.l 11", Ee. (2.10)
() () )
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la condicion para ¢l minimo del potencial total es

e (2.11)
donde  son los desplazamientos nodales del sistema
Para un clemento, sc tiene
220! . ]
Al =0 > K.d,.~[. Fe. (2.12)
-
donde
K, = JB C Bdi matrz de rnigides del elemento
()
So=Jo+t Lt [y v e vectorde fuerzas en el clemento
Jo = J B! c £ dl’ vector de Tuerzas por detonmaciones imiciales
)
fp = I” / pdy vector de fuerzas por cargas de voluimen
(+)
-’q =\ N II(/ dS vector de fuerzas por cargas en ¢l contormo
()
fi = E H, /j' vector de fucrzas por cargas nodales concentradas
()
Finalmente. dec las condiciones de equilibrio del conjunto. se ticne:
Kd=/[ e, (2.13)
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donde

Al . - e - .
K = Z K . sc denomina matriz de rigidez del conjunto,
‘)

d = Z(I . son los desplazamientos nodales incognitas, y
« s

<N
I

Z J . esel vector de cargas nodales del conjunto.
¢ ’

2.2.1 CONSIDERACIONES DE CONVERGENCIA

La solucion exacta de la idealizacion mecanica para un problema fisico, en muchos casos
practicos, no cs posible obtenerla. La utilizacion de métodos como de los elementos fini-
tos nos conlleva a una yespuesta aproximada de la idealizacion mecanica. Sin embargo,
es importante garantizar la convergencia de la solucion cuando se decide modcelar utihi-
zando una cantidad creciente de elementos.

Para garantizar la convergencia de la solucion, los clementos deben cumpliv cier-
tos requerimicntos basicos. Asi, si un clanmento es completo v companble, o llamado
también conforme, sc consigue una mejora en los resultados del analisis cada vez que se
incrementa ¢l numero de elementos, lograndose la convergencia maondtona de la solu-
cion. Sin embargo, si los clementos son solo completos y no compatible, los resultados
del andlisis pucden aun converger a la solucion “exacta™ pero en gereral la convergencia
€s no monatona.

Un clemento es completo st sus funciones de aproximacion para los desplaza-
micntos son capaces de representar los movimientos de cuerpo rigido y los estados de

dcformacion constante, Los movimientos de cuerpo rigido son modos de desplazamiento

- 41 -



que ¢l clemento debe ser capaz de desarrollar sin que sea necesario algin esfucrzo cn
éstc. La necesidad de los cstados de deformacion constante puede ser entendida para
representar variaciones complejas de deformacion en la estructura a traves de valores
constantes de deformacion en clementos de tamano muy pequeiio

El concepto de compatibilidad significa que dentro y en los bordes de los cle
mentos, los desplazamicntos deben ser continuos. En ¢l caso de losas, los desplazanuen

tos transversales w y los giros Oy, 0, 0,, y O deben cumplir este requerimiento.

2.2.2 ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS

El calculo de las matrices de la Fc. (2.12) es una ctapa impottante en ¢l anilisis de ele-
mentos finitos. El uso de la Ec. (2.3) representa la formulacion de clementos con pari-
metros generalizados que obliga a determinar las funciones de aproximacion para los
desplazamientos scgun fa Ec. (2.5). Sin embargo, para ¢l cialeulo prictico. el uso de cle-
mentos isoparamétricos cs ¢l camino mas efectivo.

La idea de la formulacion isoparamétsica ¢s relacionar directamente los despla
zamientos de cualquicr punto con los desplazamientos de Tos nudos det elemento a traveés
de funciones de interpolacion (llamadas tambicn funciones de forma). 1La formulacion
isoparamétrica se basa cn cxpresar coordenadas y desplazamicentos del clemento en for-
ma de interpolaciones usando un sistema de coordenadas naturales para ¢l elemento; asi,

considerando un elemento genérico tridimensional, por cjemplo, las ecuaciones de inter-

polacion para las coordenadas esta dada por
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= h, e
(=1
_N
V= hov, Lc. (2.14)
|
h“
z= Z Iz,
=1

De la misma forma, los desplazanientos del elemento son expresados mediante

ccuaciones de interpolacion idénticas a las utilizadas en fas coordenadas
n
1 Z Iy
i1
”
v Zh, v e (2.19)
2|
"
w 2 h;oy
i=1
Para cvaluar la matnz de ngidez de un elememo, es necesario caleular ta matriz
de transformacion deformacion-desplazamicnto. Las deformaciones del elemento se ob-
ticnen en términos de las derivadas de los desplazamientos en coordenadas locales. Debi

do a que los desplazamientos del elemento estim dados en coardenadas naturales segun

la Ec. (2.195), es necesario relacionar las derivadas de vy y 2 con las derivadas de &,y v

¢, segun
0 ox &y cz (¢
Bt P P A& EE
-~ ~ Y- =]
= . ] (
& | @A (%) (e q = \ e, (2.16)
o an n UM F RS
13 X C £ ¢ 1
ac) e e Ll
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Se denomina operador jacobiano /. en la Iic. (2.16). a la matriz que relaciona las deriva
das en coordenadas naturales con las derivadas cn coordenadas locales. Para evaluar ol

jacobiano, sc utilizan las expiesiones definidas en la fie. (2. 14).

2.3 ELEMENTOS FINITOS PARA LOSAS

En la teoria de losas se presentan dos diferentes casos limites a considerr: la losa de
Kirchhoff y la losa de Reissner-Mindlin,

EZl modclo para la losa de KirchhotT se basa en una ecuacion difcrencial eliptica de
cuarto orden dada cen la Ec. (1.33). En muchos casos ésti es tratada usando clementos

no-conformes. métodos mixtos o clementos contormes de 21 incognitas cinemalicas con

polinomios de interpolacion de quinto grado.

El modclo para la losa de Reissner-Mindlin es obtenida basada en hipotesis menos
restrictivas. PDesde que ¢sta es mnodelada por una ccuacion diferencial parcial de segundo
orden, formalmentc cste modclo de losa puede ser tratado mediante elementos confor

] . 3 o o . .
mes /1. Por COIISIglIICIllC, aparcntemente, su tratamiento numenco s mucho mgas sencl

llo al compararlo con ¢l de losa de Kirchhol f

Para las losas, una representacion general[ 6] 14] del funcional de encrgia viene

dada por

h=1rI1; +11 FEc. (2.17)
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siendo

3 dA

| ca By S
lI,-(n-.())=5(J;;)u p K170,

1H,Mm.0)= In‘ ¢ dA jw p dl. f()‘,;)r" dl
(1) (1) (L)

dondc w y O son las funciones incognita. L.a solucion al problema es encontrar funciones
wy 0 que hagan estacionario a 11 con respecto a pequenas vatiaciones 3wy o). Asi, se
tiene que debe cumphirse

ST =0 lc. (2.18)

Cuando se usa ¢! modelo para losa de Reissner-Mindlin, el problema vanacional
cs directamente resuelto con las variables w v 0 como se indica en Ta Ee. (2.17), siendo
un problema eliptico /7'

Pcro, en ¢l caso de la teoria de Kirchhott, el modeto para tosa estd basada en la
hipotesis

0 w e (2.19)

(¥} (F

cuando ¢l espesor de la losa ¢+ > 0. siendo v, = 0. Ver Ees (1.39) v (1.40). De la Ec
(2.19) sc entiende que ¢sta es una igualdad en /7'

Por lo cual, introduciendo ¢sta hipotesis en la Ec. (2.17) se tiene

J“‘-“ Il" KO l‘)rt\'“..y ls dAA Ju- ¢ dA J wopdl, [ll"uIN” di. Ve (2.20)

Il(w) = |
() (1) (1) (1)

N | -
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Como se aprecia, la incognita 0 ha sido climinada; cabe notar que se ha obtenido
segiin la Ec. (2.20) un problema cliptico 77, como sc indicod previamente. Por consi
guiente, se ha Hegado a un problema variacional que tiene un grado mayor de dificultad
respecto al modelo para losa de Reissner-Mindlin. Esto es cierto, sin cmbargo. solo den-

tro de un punto de vista formal.

2.3.1 ELEMENTOS TRIANGULARES PARA LOSAS DE
KIRCHHOFF

La forma intuitiva mas sencilla de satsfacer los requisitos de continuidad para la flecha

cs, tomar la flecha y sus dos derivadas cartesianas (giros) como variables nodales. Por

. . FAIY on . ,
tanto, se tiene, ¢n general tres variables por nudo { ] y . es asi que ¢l nu

ov J; e
' ]

mero total de variables de un elemento de 2 nudos seri 30 Fste niunero determina el
numero de términos del polinomio que aproxima w dentro de cada clemento.

Debido a su simplicidad geométrica los elementos de losa triangulares son, en
principio, de gran interés para ¢l andlisis de losas de formas irregulares. Sin embargo,
como ocurrc ¢n clementos reclangulares, se encuentran las mismas dificultades para ga

rantizar su conformidad.

El problema fundamental de encontrar funciones de forma para ¢l sencillo triangu-
lo de tres nudos ¢s que se dispone de nueve variables nodales mientras que ¢l polinomio
completo de tercer grado contiene dicz términos. Asi, surge et dilema de tener que pres-

cindir de un término de dicho polinomio de manera mias o menos arbitrana. Esto ha dado
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lugar a una gran varicdad de clementos triangulares no conformes. la mayoria de cllos
poco eficientes y no utilizables con fines pricticos.

Un clemento bastante popular es el triangular de tres nudos v nueve grados de
libertad desarrollado intcialmente por Bazeley ¢t al. v posterionmente mejorado  por
Cheuny, King v Zienkicwicz, Dicho clemento se basa en una aproximacion de la flecha

por un polinomio incomplcto de tercer grado dado en coordenadas de ddrea

w=~Na, e (2.21)

donde

; Owe cw
A ! = ’
N =[NI N, /\'3] v oa, =qa; ¢ donde a, =y (a‘ ] ;\_J
- ' 'o

siendo

[, v 020, v 170y - 15 - 104

hk(Lij4~L) b1l 1)

definiendo L = 1 L)1, Ly: los valores pard i.jy k s¢ obticnen por permutacion ciclica de
> ). -

les subindices 1--»2 -»3.

Ly, Ly ¥ L sc denominan coordenadas de grea (Ver Figura 2.5) vy son definidas
o) I PR IR

para un punto P como
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L = dren o) / Area P31 / Area P12
l =TT . - = \ . o )
Area 123 2T rea 123 Y ea 123 Fe. (2.22)

.-/ \
O (0.1.0)

(1.0.0) Ly =0

Figura 2.5 Coordenadas de 8rea para un punto P

Para satisfacer los requisitos de conformidad en clementos trimgnlares, se aphcan
técnicas que imponen las curvaturas como parimetios nodales adicionales. Asic Bell y
[ron[ 1 5] propusicron un clemento triangular de 21 grados de libertad, en el cual la apro-
ximacion dc los desplazamicentos del elemento estan basados ¢n funciones de Torma que

contienen todos 1os (Erminos de un polinomio completo de ¢urinto grado:

[ (l|
2 34 3
I x » 2oy \-2 W A\'z.v Ay Yoo X7y a?
3 . e, (2.23)
WLy = vo4 s 4 v 2 21 v s
X y2 Xy \ ¥ vy X v vV v
Le
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planteandose cada nudo de esquina con cinco grados de libertad, asi:

~2 J
Owy; Sy a7 w; AT hE ", : . :
Wi, ——; i 5% 5 . L Loesiendo i =12y 3 Ec (2.24)
(@A (%A PRA el ey

y tres nudos laterales 4, S,y 6. a los que se les asigna como vanable la derivada nornmnal

Aygs
ow . , . , .
— los mismos que varian segan un polinomio de cuarto grado a lo lngo de los lados.

aon

Obteniéndose las relaciones entie los parametros a v los desplazamientos nodales del

clemento.

Uy y

("2 /‘)

U, /‘3

d, = , a la Fe. (2.25)

Willnd a4y

!

‘t.S‘I!S (Iq

; I

Wo.n6 - Ug

sicndo A, Ay y A submatrices de orden (6x21) las mismas que utilizan la funcion de

aproximacion de w(x.), las dos primeras derivadas de s v) v las tres segundas denva-
1 I 1 . - .

das de m(x,y). LLos vectores a 4. a0 < v a v« son las denrvadas de w(a,y) en la diveccion not

mal de los lados 1-2, 2-3 y 3.1 respectivinmente segun L expresion

G Ow ow o0
e sen “ -+ COSN |3 LL. (2 2(’)
~ T Az
o P31} (4
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donde

Vo by
B = ran™! 2K e (2.27)

siendo/=2, 3y 1, vy k=1.2y 3 paralos nudos 4. 5y 6 respectivamente. Consideran

do ademas que si X, - Xk =0, entonces 3= -t/2.

2.3.2 ELEMENTOS TRIANGULARES PARA LOSAS DE
REISSNER-MINDLIN

Los elementos de Reissner-Mindlin consideran las deformaciones por flexion y cortante
transversal: de acucerdo a esto, pucden ser empleados para analizar losas grucsas asi co

mo losas dclgadas.

W Npw; | a) |
4 D N (P . () i
U=40,}~= Ny = [NIZ Ny :-’\nl v i p=Na Fc. (2.28)
(=1 '
0, Ny @ |
siendo
N, 0 0 w, F
|
N; = 0 N, 0 A I 0 i
I i
o 0 N, | | 0. |
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Sin embargo, cn ¢l caso de losas delgadas, los resultados obtenidos son menos exactos
comparados con los resultados obtenidos usando elementos de Kirchhoff, tos mismos
que no consideran deformaciones de cortante transversal

Este defecto puede observarse en ¢l caso de una Tosa sometida a cargas nodales;

en la cual, la ccuacion matiicial de cquihibrio para toda la tosa puede mostrarse como

siguce
(K v K)Yd=/ e, (2.29)
donde
Ky =lnic on, Ec. (2.30)
A
) e, (2.31)

estando (:', y (‘.’(. delinidos en las Ees, (1.52). (1.45) y (1.48)

R
)t . :
, -y G, de K v Rorespectivamente, se

De (2.29) extraycndo faclores conunes

tiene

J e (2.32)
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De otro lado, la solucion “exacta™ de KirchhofY para losas delgadas es inversamente pro-

. Ee?
porcional a —
12(1 - v

. < , .. :
2) - Por tanto, dividiendo Ec. (2.32) por este cocficiente se tiene

_ ) 121 7
(K, va k. )a (l._‘\ )]' Fe. (2.33)

donde

Ll scgundo miembro de la Ec. (2.33) es de orden de magnitud de la solucion
exacta de losas delgadas. En dicha ecuacion, paza € > 0« » o Por consiguiente, al
hacer la fosa mas delgada, los términos de cortante van progresivamente dominando la
solucion, dc forma que la contribucion de K, puede despreciarse. De esta manera, se
obticne una solucion infinitamente s rigida que la correspondiente a ta teoria de losas
delgadas y la unica forma de obtener una solucion diferente de fa tnvial o = 0 es que la
matriz K, sea singular. Mcétodos de intepracion ieducida proporcionan la singularidad
neccsaria, sin cmbargo, cn cada caso hay que estudiar la malla de clementos finitos para

garantizar la condicion de singularidad.

Ademas de la integracion reducida. existen otros procedimicrtos para evitar este
defecto. Uno de cstos es el denominado tecntca de deformaciones de cortante transver

sal impuestas [19].
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] CAf’iTULO 3
ANALISIS ELASTICO DE LOSAS

3.1 ELEMENTOS DE LOSA DELGADA DK

Una técnica para desarrollar clementos de losa de Kirchhoft conformes cs introduciendo
cicrtas modilicaciones ¢n los elementos de losa de Reissner-Mindlin de manera que satis-
fagan dc forma discreta sobre el elemento las condiciones de Kirchholf. De ahi ¢l nombre
de clementos DK (Discretos de Kirehholl).

La idea de los clementos de losa DK es onginat de Wempner et al., quienes la
utilizaron como un mctodo de evitar los requisitos de continuidad ¢y de Tos elementos de
losa de Kirchhoff. 1.as condiciones de la tosa defgada (v,: = v, = 0) se imponen en puntos
discretos de clementos de clase ¢ formulados en base a fa tcoria de losas de Reissner-
Mindlin. Pesc a su cicerta antigiicdad, este metodo solo se ha popularizado recientemente,
cn parte como resultado del éxito del elemento de Famina “semi-loot™ de lTrons, conside-
rado como un clemento DK, y también gracias a una rcintcrpretacton del método por su
analogia con las dclormaciones de cortante impuestas. Asio mientias en esta tltima téeni
ca sc impone una determinada vanacion de las deformaciones de cortante sobre el cle

mento, cn los clementos DK dicha vanacion conduce a que dichas delormaciones scan

cfectivamente nulas sobre ¢t clemento.

En los altimos anos s¢ han propuesto varios clementos de losa HK. En particular,
sc prestara atencion al clemento triangular de tres nudos por su gran versatilidad para el
analisis de losas.
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3.2 DESCRIPCION DEL ELEMENTO DKT TRIANGULAR DE
LOSA DELGADA

Dicho clemento fue desarrollado inicialmente por Striklin et al. y subsccuentemente
modificado por Dhatt. Mis recientemente. Batoz et al han analizado con detalle ¢l com-
portamicnto de este clemento que en la prictica se conoce con ¢l nombre de elemento
DKT.

El punto de partida es un clemento tnangutar de lado recto con seis nudos (tres
en las esquinas y tres en los puntos medios de jos lados) de 15 grados de libertad como

se muestra cn la figura

3 w
5 By
n ay
0x '
Oy o) -
\
. * A [)x
1 T\ g
\ y
., 1:_
ex . e" 6
{ 3} ® w
2 ! i e o,

Figura 3.1 Elemento de Reissner-Mindlin de 15 grados de libertad

Esle elemento cs plantcado scgun la teoria de Retssner-Mindlin pues presenta al despla-

samiento transversal w y las rotaciones 0, y 0, como variables independientes en cada

nudo. Las condicioncs a las que csti sometido este elemento son:
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1) Los giros 0, y 0, varian cuadiiticamente sobre el clemento segun la expresion de in

terpolacion que vincula las rotaciones 0, v O, de cada nudo: es decit

O ¢

0, ZN, Op;. 0, ZN, 0, e (3.1)

r=| =1

donde N, son las clasicas funciones de torma del elemento tmanguolar de seis nudos de

clase Ca:
Ny=(2Ly 1)1, ' 2a s Ny =020y =1) da
= =z = - - Ne =41y 1y e (2.2)

A\l

2) La variacion de la flecha a o largo de los tados se asume cubica; asi, se puede deter-

: . _ . Ow . . .
minar, por cjenplo, para ¢l lado 2-3, la rotacion _ en el audo 4 segun la direccion s
(£

tangente al lado[ 14]:

b(
(‘ﬂ" ] Iic. (3.3)
" /3

ecuaciones similares s¢ pueden oblener para los otros dos lados. siendo /, Ta longitud

del lado if que contiene ¢l nudo intermedio 4

Esta condicion ecquivale a que fa flecha e varie de forma cubica sobre todo ct

clemento.
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oW
Cuando los valores nodales de —— son remplazados por los valores nodales de

~

'\

ow  Ow . .
—— ¥ —— a lraves de transformacion de coordenadas, hay un total de 9 grados de liber-
ox Oy '

tad en estas tres eccuaciones. De acuerdo a esto, y segun las Ec. (3.1) en la cual se requice-
ren de 12 grados de libertad. resultan en wotal 21 grados de libertad para la descripeion
de este elemento.

Sin ecmbargo, con ¢l clemento DK se busca un cleamento de 9 grados de libertad
los cuales deben ser grados de hibertad en los nudos de esquina, segiin s¢ mucstia en la

figura. Esto ¢s posible, silos 12 grados de libertad 0, v 0,0 para los nudos de 1 a 6

i . o cw . -
son expresados cn t€rminos de wy, | ( — J y | = de solo los nudos de las esquinas.
. oy
g '

Esto se consigue utitizando las consideraciones que se proponen a continuacion:

1) Las condiciones de deformacion transversal nula de acuerdo a la teoria de Kichhoff

s¢ imponen cn:

a) Los nudos de esquina

[W) "
'),
X Jt =0 i=1.2 3 e, (3 4a)
(’?u'] 0
7y ’, il

b) Los nudos laterales
- | - | |
((—:) ()‘/‘, 0 r=4.5.6 1o¢c. (3.4b)
[4AY k

siendo s la direccion del lado que contiene al nudo &
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2) Seimpone una variacion lincal del giro normal 0, (ver Fig. 3.3) a lo largo de los lados,

e (3.5)

donde k= 4,5 y 6 denota ¢l nudo intennedio de los Jados ¢ = 23, 31 y 12 respectiva

mente.

3) Para el calculo de la matriz de nigides del elemento, solo se considera la contribucion

de larigidez flexionante: es decir K= K "',

De las condiciones anteriores se establece que

a) Las Ecs. (3.4) proporcionan la relacion entre las flechas y los givos,

) 3 . . . {’\" . PR
b) Como la flecha varia de lorma cubica sobre los lados, — varia cuadraticamente y
(AN
., . : , che
también lo hace el giro tangencial 0. Asi, pues. como - coincide con O en tres
30
. S . : Owe )
puntos de cada lado. se satistace la hipotesis de KirchhofT LU= 0)ale
[SAY

largo de todo el contorno del elemento. Puede comprobatse que esto justilica la ¢x
clusion de la encrgia de delormacion por cortante en ¢l calculo de ta matriz de rigides,

con lo que el elemento se comporta efectivamente como un clemento de losa delgada

de KirchhofT.
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c) Se deduce de (3.1)-(3.5) que w, . 0.y @, cstan expresadas por funciones continuas

s

a lo largo de los lados, obteniéndose un elemento compatible.

Utilizando las consideraciones generales representadas por las Les. (3.1)-(3.5) se pueden
determinar los giros en los nudos laterales v obtener las siguientes funcrones de interpo

lacion para los giros sobre ¢l elemento

0

e

N ul- N v 2 N vl N § - A“,lﬁ N G N x/- N iR N r$) b
- a’’ Ee (3.6)
0 v .’V}.l N o N iRIc /\’).4 N 30 N 16 - IV1.7 N v R /\/).() l

siendo

el vector de desplazamicntos nodales (inal,

Las funcioncs de fonma A, y N, estian dadas por

Na = 1.5 (aeNe - asN<) Ny = DeNs '+ DNy,

=
{3

1.5 (@aNs - auVe)

- .o . o i i i Toms N, N1 - CaNy ('sf\’s

<
I

1.5 ((l.al\’.: - (’(JV.)

1.5 (dsNs - dsNy) N =-Ny ¢ calNg 1 es N

z
Il
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donde:

ak= —_——

) vy 7

definiéndose v, = v, - x,. 1, = 1, - . donde A =456 para los lados &7 = 23, 31, 12,

sicndo A, las funciones de forma del elemento triangutar de 6 nudos de chase Co dadas en

la Ec. (3.2).

A partir de (3.6) pucde obtenerse la matriz de rigides A i( ) dada por (2.30) ya que en B,

solo intervienen las primeras devivadas de los giros 0, v O, (curvaturas), Asi:

?.\" |
0 =<4 0 |
O
(’}l\r ¥ I ' " 8
By () 0 o € (3.8)
S }
5 1ahY v N ll
2l A

Una vez obtenidas las incognitas nodales se calculan los momentos {lectores en el cle

mento scgun

Ee. (3.9)
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y A
w
Ox
Oy r
_;-'J. \J
/ 0
8 '
Y ot
| r)-'-
‘ 2 (x5 .0)
gx’ - X Qa
ey'
o, 1000
—el P =
X

6x ,
Figura 3.2 Elemento DKT triangular - 9 grados de libertad
Baloz[4]}[5]) ha obtemdo una forma explicita de L matsiz de rigidez del elemento DKT

Censtderando cl sistema de ¢jes locales v -y “de la Fig. 3.2 en la cual ¢l ¢je 17 coincide

con el lado delinido por los nudos 1-2, se tiene

) ('311‘1.
l (A',{‘. (a’l) | )
nB = X3 -— + xH —— !_ ¢, (3.10)
2A OF, o |
6“ < (‘:,l v , Fll |
13)4 on 23

dondc 4 = — x5 4 es el arca del clemento. H,.(E0) v 1 (&) son las (unciones de inter-

!
2

polacion en coordenadas naturales & v 7 (Ver Fig. 3.3) de las rotaciones BB, v 3, de la
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7 1 ® o
| |
ﬁ . ) ¢
1 ) 6 ® )
¢
2 1 (0,0) 2 (1.0)
¢ onA/A
fronsformar SZAZ/I\
| 7 AS/A
A=A,y lAz l/\5

Figura 3.3 Sistema de coordenadas naturales £y y

normal en los planos x-z ¢ v-z, respectivamente, dada en términos de las 9 variables noda-

les del elemento:

.
U(‘"={W| 0 0, wo 0n 0wy Oy 0yy]  Ee (311

donde 0, y O, son las rotaciones alrededor de los ejes locales v ¢ vy w es ¢l despla-

zamicnto a lo largo de z normal al ptano x -y " Las derivadas parciales respecto a &y g

de las funciones de interpolacion estin dadas por
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oH |,

'3

Poll—28) + 0 ps = Pg)
go(l—28) = n(qgs+ qe)

~Q 4 G6(E+N) 4161 —28) - (54 1)

Pa(1=28) v n(pg + pg)
gel(l —28)  wyge —4gy4)

2468 vl —28) Wy —1g)

Wpa ot ps)
nqq —qs)
n(rs —ry)

Il =28) v (15— 1)
P41 —28) —n(rs 1 1)
go(l —25)+n(qs +q¢)
(1= 2E) 4 ity v1g)
g (L =28) 1 0y(ry 15
(1~ 28) —M(4qa —q¢)
Wiy t1s)

nlry —rs)

aIr,
on

Wda —4s)

—ps(t=20)~&(pe — ps)
qgs(1—-20) - &(4qs ' 4g)

E(pa ¥ o)
E(qs —q6)

E(rg —14)
pPsll—=2n) & py ¥ ps)
gs(V—=20) v &(qq —q4s)

—20 00 bl —2n) v E(ry

.62 -

—4 4+ O(E v nY) sl —2n)  Efrs )

75 )

e (3.12)

Ec. (3.13)

Lo (3.14)



it

on

donde

[ —15(1 =2n) = &1 ~15)
Vgl = 20) = &frs b 1g )
qsfl —20) + &qs 1 qq)
&ty v 1)
&(ry 1)
&(qa —q¢)
Il —=2n0)- &fty t 1<)
L4 gl = 20) 4 E(ry —15)

gsf1—2n) &gy gs)

Pr = -6x; /17,

k=4,5y 6 para ij =23, 31 y 12, respectivamente.

ILc. (3.15)

La matriz. B pucde ser descompuesta en un producto de dos matricez Ly a de

orden 3x9 y 9x9, respectivamente. donde ex es independiente de £y 7; de modo que:

con

n L a
24

;0| siendo o' =70

N

[Lc. (3.16)

Las componentes de la matriz e estan dadas en la Tabla 3.1 de la pag 64 (con x corres

pondicnte al lado 1-2).
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Asi, introduciendo L Ee. (3.16) v usando dvdy = 2.4 d& dy se obticne una expre

sion de forma explicita para la matriz de ngidez

I
2.4

*

Y {(") alC 1

stendo

n -
L7C L dg dn

e . (317)

Fe (3.18)

La forma explicita radica en v integracion exacta de los términos involucrados en

la Ec. (3.18) scgun

1 ! n )
m!n
EMT g dhy
0 Jo : i (m vy 2)!

Con lo que € queda definida como

ROy R 0
- EyR FEARO
() () I'.‘_1 R .i

donde

R=|1 2 1
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loe. (3.19)

Fe. (3.20)

e (3.21)



para un material isotropico.

Defintdas las matrices Oy oL segun la Be (3.20) y Tabla 3.1, respectivamente: se pucede

calcular directamente ¢l valor de £, segan (3.17). Sin embargo. Ly natugaleza parsticula

f . .
dec € pucde scr aprovechada para aeducir ¢l namero de operaciones involucradas en

r o~ . . - : . . .
o Ca. Asi, sisc considera a la matniz a de fonma particionada sepun

1 @ (122 (23]

)y oy (33

se puede definir @ = o’ . entonces

por lo que

La matriz de rigidez en ¢l sistema ¢

cambio de ejes
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Faah R
Eaalon

Eao i R

¢, (3.22)
l-¢. (3.23)
e, (X.24)

ne por la clisica expresion del



donde 7 es la matriz de transformacion( K] dada por

oS send
/A Nena oS
( 0

Ec. (3.25)

0

0 1:c. (3.26)

siendo o el angulo que forma et eje v del sistema local con ¢l eje v del sistema global.

Finalimente, los momentos flectores se obtienen en cualguicr punto del elemento por

(’7/ 74
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3.3 APLICACION

Haciendo uso de la presentacion hecha sobre ¢l clemento DKT wrangular de losa
dclgada cn cl Capitulo 3, sc ha preparado un sencillo programa de computadora, ¢l
mismo quc cs presentado en el Apéndice adjunto.

La decterminacion de la matriz de ngidez (en coordenadas locales. Fc. (3.17))
csta dcesarrollada c¢n la subruting RigiElem. los valores de la matrix « son
calculados cn la subrutina Alpha.

Un test nicial ¢s presentado en la Figura 3470 se aprecia el defecto que tienen
los clementos de la Teoria de Rewssner-Mindhin para ¢l caso de tosas delgadas. Por ¢l
contrario. ¢l clemento DK'T supera este problema.

Cabe hacer notar que. en ¢l caso de los clementos DKL por laintegracion de
forma cxplicita plantcada (Ec. 3.19) v por ¢l sisteima de ¢jes locales utilizados x"v'( la
convergencia en dependiente de la posicion del clemento respecta al sistema local. En
la Figura 3.4. sc¢c mucestra los resultados scgan la posicion que ofrecio micjores

rcsultados
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] CAPITULO 4
ANALISIS NO LINEAL DE LOSAS

4.1 FORMULACION GENERAL DEL PROBLEMA

Gieneralmente, para propositos de discno. fa determinacion de esfucrzos ¢n sistemas ¢s
tructurales sc realiza basado en ccuaciones diferenciales lineales (gobicina ¢l funcional
cuadratico clasico). Esto implica ¢que las relactones defonmacion desplazamicento y las
relaciones constitutivas (esfucrzo deformacton) son lincales

Sin cmbargo. cxisten diversas situaciones en las cuales, las mencionadas relacio
nes deformacion-desplazamicento va no puceden ser consideradas lincates. Casos tipicos
son los cfectos £2-A, los cuales implican considerar momentos de segundo orden debido
al significativo desplazamicento lateral (A) producido en porticos sujetos a cargas laterales
y la presencia de significativa carga axial (22) transmitida a las columnas. Ouo cjemplo
demostrativo cs la anmadui de von Nlises. Fstos problemas son denominados de no 1i-
nealidad geomdatrica.

Sc denominan problemas de no hinealidad fisica cuando las relaciones constituti
vas no pucden scr consideradas lincales. Fstas consideraciones son mucho mas claras de
cntender, pucs, segun la filosofia de diseno, en ¢f caso de matenates como ¢l accro y
concrelo, los estados litnites considerados son de fluencia, fractura, agrictamiento, cte
Como cjemplo se puceden mencionar, la formacion de rotulas plasticas en vigas v la de-
terminacion de espectros de respucesta de modelos masa-resorte considerando al resorte
capaz de representar la no lincalidad del material,
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En cl presente trabajo de tesis, se presta interes a ppoblemas vinculados con la e
linealidad fisica. tambi¢n conocida como de no fincalidad del material. Vsta clase de
problemas sc presentan con mavor ficenencia respecto a la no fincalidad geométrica.
pucs, ¢l ingenicra pretende utilizin al maximao la capacidad de fos materiales, por consi-
guicnte, incursionar en ¢l ringo no lincal de las refaciones que vinculan sus propiedades
fisicas.

Cono se afinmo, existen muchos problemas en los cuales Ta inealidad no es pre
servada y es intaresante extender los procesos nunéricos ab campo no lineal. Enoeste
contexto, wit conjunto de situaciones de L mecanica de sohidos (plasticidad, agoetanien
1o, aplastamicnto, cte.) supera las suposiciones de la elasticidad hineal

Esta situaciones se pueden tratar sin necesidad de retonmutar ¢l problema desde el
principio (esto cs, sin reescribin los postulados variacionates fundamentales). Siose puede
lograr una solucion al problema de fonma hineal, a taves de algan proceso iterativo cual
quicra, donde, en ¢l estado final, sc iusten las constantes del material, de tal modo que,
las nucvas lcyes constitutivas scan satisfechas, entonces, se habra obtenido fa solucion
del problema no lincal

Es preciso. sin embargo, mencioni que nmuientras en los problemas lincales la so
lucién cs sicmpre dnica, yia no ocurie lo mismo coomuachas situaciones no lincales. Asi, s
sc obtiene wna solucion, pucde ser que csa noe sca necesatimente o solicion buscada
Una correctla mterpretacion tisica de e natwateza det problema y Ta utibizacion de méto
dos incrementales, son esenciales pata obtener tesultados que scan significativos

Un diagrama de flujo simple para o analisis no lineal via clementos finitos se
mucstra en la Figura 4.1 Bl primer paso en ¢l analisis consiste en fetmar b matiiz de

rigidez de la estructura basado en las mattices de rigides de los elementos. Bn este paso
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Figura 4.1 Diagrama de Flujo para un analisis o lineal via elementos finitos[21)

.73 -



de aplicacion dc la carga, (ver Figuras 4.2 v 4.3) la matniz de rigidez esta basada en las
propicdades miciales del material La estructura es anmalizada bajo numerosos incrementos
de carga (A2, AP>.) que podrian ser. cualquicr tipo de carga nodal o distribaida, o
desplazamientos impucestos en los nudos. Para cada incremento de carga, fa solucion es
lograda a través de varias iteraciones hasta conseguir ta convergencia bajo algan criterio

especifico. La cstructura ¢s asumida bajo un comportaniento lincal en una iteracion

(linca AB). Siguicndo cada iteracion. la matriz de rigidez de Ta estructora es recanstr u
da usando las propicdades de rigidez tangencial del material (Hinea 220 v las fuct zas en
la cstructura son corrcgidas para reflejar el comportimiento no lineal de los miateriales

modeclados. En ¢l caso de desplazannentos nodales impuestos, ¢s necesario vatar las

condiciones de borde dmante la sccuencia de carpa

esfuerzo 1 | | g Q
! r')frs )/1 I I
I ,__,__.--“"' Sert?
! |
Aot |

{ /_ '

i I r1mao

(1) ) §

Figura 4.2 Iteracion de Carga desbalanceada - nivel de Ecs. constitutivas
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Siguiendo la solucion de as ccuaciones nodales de equilibrio, los desplazamientos
nodales son utilizados para obtener las deformaciones en cada clemento. Las deforma
ciones son evaluadas en cada punto de integracion de los elementos para ser wtihzadas ¢n
12 determinacion de los cambios aparentes en los esfuerzos. Istos cunbios son correg)
dos para reflejar su comportamiento no lincal. Las diferencia entre los esfuerzos aparen

(B3 . . 5
....) se denomiman esluerzos 1esi-

lcs (60“'. da'...) y esfuerzos corregidos (A Ao
duales (35,". 8a,”...) los cuales son atilizados para caleular las Tuerzas nodales residua
les. En cada iteracion, ¢l estado de cada punto de integracion es actualizado. los estuer
70s son corregidos, v una nuevia nunriz de nigidez tingencial es calculada (linca RS). Vas

matrices de los clementos y de fa estructura son reconstridas, v las cargas residuales son

aplicadas hasta que la solucion en los pasos de carga logie converger

carga

curva reol

i .
| | = - desplozemienlo

| p
sut" Ut sut?

Figura 4.3 Iteracion de Carga desbalanceada - nivel de ia estructura
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El criterio de las fucrzas residuales es usado para establecer la convergencia de
los resultados cn un incremento de carga. Las fuerzas residuales en cada nudo es la dife
rencia entre el nivel de esfuerzo real alcanzado y nivel total de carga aplicada externa
mente,

La norma para la evaluacion global det eriterio de (uerzas residuales es fa suma
de los cuadrados de las ficrzas residuales nodales (FRAN) sobre la suma de fos cuadrados
de la carga nodal aplicada (CNA) L magnitud de este valor es usado como el parameno

de convergencia. Este crileno se puede expresar simbolicamente como sigue:

RN
1 (OCNA)

< & {error tolerable) e, (4.1)

donde
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4.2 ANALISIS DE LOSAS DE CONCRETO ARMADO

Asi como en las vigas, ademas de meétodos de analisis en base a la teoria cliastica; en las
losas. se plantcan mctodos basados en a teoria del andlisis al limite[ 20]. Dichos métodos
son empleados para determinar csfuctzos en las losas y ¢n los sistemas de apoyo o fa
capacidad de carga. Allernativanmente. estos metodos pueden ser utilizados para deterni
nar la distribucion de momentos v estuerzos cortantes que permitan ¢l diseno de las scc

cioncs concrcto armado.

Se llego a lo deformacion
dltimo del concreto

momenlo, . A
m \ elemenle
~Prirmero fluencio del de lo losa
acero o troccidn
™ - - L
Primer agriclarmiento
del concreto
y’u ’—- i —
¢Y V longilud
Curvaluro, ¢ vniforio

Figura 4.4 Relacién momento-curvatura de un elemento de concreto armado

El analisis al limite admite que, debido o fa plasticidad. pueda ocurrir L redisuibu

¢ion de momentos y cortantes a partir de la distribucion dada por la teoria clastica, antes

de que sc alcance la carga mixina Fsta nueva distribucion de los momentos tiene lugar
s C « . € N ¥ ol kD

debido a que. para secciones lipicas de concreto armado, habta poco cambio en ¢t mo

mento con la curvatura una vez que el acero a traccion haya alcanzado la resistencia de
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fluencia. Asi. cuando las sccctones con mayores esfuerzos de una losa alcanzan ¢l mo
mento de fluencta, tiende a mantener una capacidad de momento cercana a la resistencia
a flexion al incrementarse la curvatura (ver Figura 4.4), micntras que la fluencia del e
fuerzo de la losa sc extiende a otras scecciones de la losa con un aumento adicional de
carga. El analisis al linute caleula la carga maxima de fa losa y la distinibucion de momen
los y cortantes. suponiendo que las secciones de a losa son lo sulicientemente ductiles
para permitir que tenga lugar la nueva distribucion de los momentos tlexionantes.

El mctodo de fa tcoria de la linca de luencia. propuesto por Johansen en 1943, se
basa ¢n la formacion de un mecanismo de colapso para ol sistermia de losa bago carga mia

xima de modo que:

. Los momentos en bas articulaciones piasiicas no scan mayores gque los momentos ma

ximos de resistencia de las seceiones.

2. CI mccanismo de colapso sca compatible con las condiciones de borde.

Un mecanisimo de colapso se compone de secciones de i losa separadas por Hineas
de articulacion plastica y la carga maxima sc calcula basindose en el mecamsimio de co-
lapso postulado. Sin embargo, no se revisan las partes de la losa entre las lincas de articu
lacion plastica para estar seguros de que los momcentos en dichos fugares no exceden los
momentos maximos de resistencia. Siose postula un mecanismo de colapso incorrecto, se
excederdan los momentes max mos de resistencia entre tas arliculaciones plasticas. Por lo

tanto, para un ststenn de losa dado. el mecanisimo de colapso que d¢ fa carga maxima

mas baja, serad el correcto (ver Figura 4.5).
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FIGURA 4.5 Losa uniformemente carygada y simplemente apoyada en todos sus
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Sin embargo, para admitir la validez de las suposiciones en las que esti basado cl
método de la linca de fluencia, se recomienda realizar prucbas de fabotatorio. Es asi que
para ciertos casos de sistemas de losa han sido determinados los mecanismos de colapso
de modo tal que no se ticne incertidumbre al respecto.

De otro lado, si se necesita conocer los momentos de Hexion y torsion, fucizas
cortantes y las deflexiones de los sistemas de tosas con dimensiones dadas, el contenido
dc accro y las propicdades de los matenales. en cualquier etapa de carga. desde cero
hasta la carga ultima, la determinacion analitica utitizando las condiciones del equilibrio
estatico y la compatibilidad geomcétnen se torna dilicit. Esto se debe a que las relaciones
momento deformacion de la losa son relaciones no lincates en ¢l caso de niveles altos de
esfucrzos y ¢s generalmente necesario seguir un procedimiento paso a paso con la carga
que aumente de incremento en cremento.

El método de los clementos finitos ¢s en este sentido el procedimiento apropiado
para dicho analisis. A valores bajos de carga. los clementos de losa no estian agrictados v
las acciones v deformaciones se puceden calcular a partir de la teoria elastica, usando ta
rigidez a la flexion de los clementos no agrictados de la losa. Se caleulan los elementos
de la losa en cada incremento para determinar st ba temido lTugar algun agnetamicento en
cl concreto. Cuando se alcance ¢l momento de agrictamicnto se vaelve a caleular L rigi
dez a la ficxion del clemento sobre la base del vator de b seccion agreetada y se vaelven a
calcular las acciones v deformaciones de y losic Se orepite este procedindiento con el
mismo valor de la carga hasta que estén correctos todos los valores de la rigidez a la
flexion. Para inCcrementos mayores de carga, cuando los esfuerzos en uno o miis clemen-
tos comicnzan a entrar ¢n ¢l rango inclistico. se reducen tas ngideces ala flexion de es-
s clementos al punto patticular conespondiente dado por la relacion momento
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deformacion del elemento. Esto requiere repetir ¢! cialculo al nivel de carga, hasta que
este correcla la rigidez a la flexion de cada clemento. Finalmente, con los incrementos
adicionales de carga. sc¢ alcanza la resistencia de uno o mids clementos v si éstos son su
ficicntemente ductiles. se desarrollara la plasticidad en todo ¢l sistema de las fosas con
cargas adicionales. Sc Hegari a la carga inaxima cuando tengan lugar las deflexiones sin
aumento adicional en la carga yv. por constguiente. cuando no sca posible soportar mas
carga.

Resulta cvidente entender que para realizan el anahsis total. determanando el comn
portamicnto completo de un sistenia de losas para todos los niveles o valores de carga cs
prolongado y solo se puede cmprender con exito con la ayuda de una computadora que

tenga gran capacidad de alinacenamiento v velocidad de proceso.

4.2.1 MODELOS DE LOS MATERIALES COMPONENTES
PARA EL ANALISIS NO LINEAL

Como se indico en la scecian <41, para el caso de no lincalidad detb matenal, tas relaciones
constitutivas sc plantcan bajo relaciones no lincates estuerzo-deformacion. Asi, las rela
ciones constitutivas de tos materiaies componentes para et concreto armado son presen
tados en csta scecion. f; y [, representan los esfucrzos uniaxiales de agrictumiento y

aplastamicnto para ¢l concreto, respectivamente. f . representa ¢l esfuerzo de Ruencia

para cl refuerzo (Ver Figura 4.0).
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petfectamente
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edurecimiento
en compresion

e e —

£

— ~ rigidez
traccionante
h—* e >
cu deformaclones

Figura 4.6 Modelos constitutivos unidimensionales para el concreto

Para predecir Ja capacidad altima de una estractina de concereto armado. las pro-

picdades de sus materiales constituyentes deben ser determinadas. Bajo un estado de

csfucrzos biaxial, ¢l concreto exhibe diferentes caracteristicas de tigidez, resistencia y

ductilidad que las comparadas al estado uniaxial Kupfer, et al (1969, 1973) basados ¢n

resultados cxperimentales, detesmmaron expresiones matematicas que representan las

relaciones csfuerzo-defounacion para los estados biaxiales de esfuerzos v I envolvente

de resistencia biaxial en (éuminos de los estuerzos princpales (ver Figuaras 4.7 v o1.8).

Las ceunciones que welacionan ¢l cambio de detonmacion segun ¢l cambio de es-

fucrzos, para un incremcento lincal en un material onotopico puede ser esenta segun
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Figura 4.7 Relaciones esfuerzo-deformacion del concreto para estados
biaxiales de esfuerzos
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Figura 4.8 Envolvente de resistencia biaxial en término de los esfuerzos
principales
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e, (4.2)

donde £, Fa, Giro vy y vy representan fas propicdades del matertat dependientes det nivel

de esfuerzos.

Resolviendo estas ccuactones para cambios de exfucrzos en (Crmimos de cambios

de deformaciones. se ticne

Por censideracioncs encrgélicas, v, £

» o) h) 5
CCUACIONCS St V7 = Vv, V,, SC licne

des 1 El
|
(Iﬁz B 2
|- v~
diys S

[ do I
| .
(l(';? \'I ,'4
’ [ vy vy
dt 12 0

vy Iy 0 i
l-,-2 0 |i dsy e (4.)
9] (l])(l \') \')_) (l\/]z .

vy Loy para logiar una simplificacion cn Jas

A’ \/I',l ,’:2 0 | ‘ (II:I i
|
I75 0 (| i J Fe.(4.4)
| E
(! \-7-)(; | Y |2 J
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Para cl desarrollo del modelo de elementos (initos de un elemento de concreto

armado, tres representaciones alternativas pueden se empleadas: discreta, embebida y

distribuida.
5 )
elementos - s
pata corte ; e S
IS oy 4
‘I 14 b e - ;;(
l i } AR ]
{ l tefueizo
concreto
= | | 1 11 capa de refuerzo 1
[ | ; aa A
i { , i 7
A (AN TR . v
Y _ . g o
[ /‘f$‘ N “'//I'
elementos A i |- 1 ./ capade
para flexion i 4 2 ) concreto

capa de refuerzo 2

() (b) (c)

Figura 4.9 Modelos. (a) discreta, (b) einbebida y (c) distribuida.

Para la representacion distribuida, ¢l retucizo es asmmmdo como distrthuido sobire
los clementos de concereto, con un particubar angulo O de orientacion En este caso. rela
ciones conslitutivas compuestas son utilizadas asamiendo una perfecta adherencra entie
cn concrcto y ¢l refuerzo. Asi, ¢l reluerzo es ttatado corro nn matcerial uniaxial y la ma-

triz. constitutiva del material compuesto es obtenida adicionando la mattiz constitutiva

del refucrzo, Ec. (4.5), a la del concreto.

Ly O 0
1
€ Do 0 0 ) [ic. (4.5)
0 0 0
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4.2.2 AGRIETAMIENTO Y ADHERENCIA

El agrictamiento es una consideracion importante que se debe tener en cuenta en el com
portamicnto de estructuras de concreto armado. En este sentido. modelar la formacion
de grictas jucga un papel dectsivo en ef comportamiento de los modelos analiticos que
representan ¢stas estructuras

El agrictamicnto ocurre cuando la resistencia a la traccion en ¢! concreto es exce
dida. esto c¢s, /, Cuando ¢l estuerzo principal en ¢f concreto excede la resistencia a la
traccion, una gricta es formada perpendicularmente a la direccion del estuerzo principal,
ver Figura 4.10(a). Bl agrictamiento s maodelado reduciendo el valor del modulo de
clasticidad £, repentinamente a cero a o tzrgo de la direccion del estuerzo principal.
Otros modelos ecmpleados reducen el valor de £ gradualimente a cero. Esto es mostrado
en la Figura 4. 1)(b). Esta ultima opcion es empleada para mcjorar fa convergencia de la

solucion.

<3
'y
——
\\
N,
\\
“ reduccién
f ~ gradual
= \
reduccion
stibita a cero

(d)

Figura 4.10 Agrietamiento. (a) formacion de grietas (b) modelos.
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Difcrentes maodelos han sido desarrollados para representar el agrictamicento para
un analisis con clementos linitos. Un modelo particular para representar ¢l agrictamiento
es seleccionado dentro de varias posibilidades dependiendo del propasito del estudio y
de la naturaleza de la informacion que se requicre obtener. Asi. st se espera obtener el
comportamiento de sistemas estructurales a pantir de curvas carga-desplazamicnto, sin
importar obtener un realistico patron de agrictamicnto y los esfuerzos locales, una repre-
senlacion difusa de las grictas ¢s probablemente la mejor eleccion. Por otro tado, si sce
rcquicre oblener un comportamicento local en detalle de lo que ocurre en el sistema cs
tructural, ¢l uso de modelos discretos de grictas es utilizado prncipalimente. b casos
especiales, modelos de mecanismos de Tractura es la heramienta apropiada,

El modelo de agrictamicnto discreto fue ¢l primero en ser einpleado en el conereto
armado para incluir ¢l ¢fecto del agrictamiento. as grictas son modeladas bajo ba sepa-

racion de nudos, segun se muestra en la Figura <411 (a).

. >~ ‘ . . ' '
S 2 A . | A subita
SR ST o / reduccion

. \ I «*"{\/ g a cero
e “. /f P N ";‘s ‘..’ l
\ X Vi v }\
Y. i . \ : = S —

;// - ‘ . ..\
vy A . .

X. S v zona de zona de
’ \ compresion traccion
(a) (b)

Figura 4.11 Modelo discreto de formacion de grietas en el concreto
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La ubicacion discreta de las gnetas esta basada en una predetinicion del patron de
agrictamicnto en ¢l modelo de clementos finitos. Sin embargo, es posible gencrar la ubi
cacion de las grictas. n este caso, el agnetameento estia basado en el eslucrzo promedio
de los clementos adyacentes. Cuando ¢l esfaerzo promedio excede la resistencia o la
traccion (tomada como maodulo de taptira, £, = 085 7, ) los clementos son desconcee
tados dc su nudo comuan. Bl modelo matematico se muacestra en fa ligura 4 1 i(by, Fl
agrietamicnto ¢s modcelado por Ly reduccion repentina det valor de £ a cero cuando se
alcanza la resistencia de agrictamiento. En la zona de compresion en comportamicento ¢s
considerado permancententente tincal

En cl modelo de agriciamionto difitso, sc asume que ¢l agrictnmicnto en ¢l concre-
to cs continuo. A diferencia del modelo de agoctanuento discreto, este modelo represen
ta un namero inlinito de fisuras paralelas que atiaviesan al elementa de conereto agrieta
do. Segun la Figura 1.1 2, s¢ asume gue las fisuas paralelas se encuentean en planos per
pendiculares a la direccian del maximo estucizo principal Despucs que ocurre el agnie
tamicnto, s¢ asume que ¢l concreto agrictado asume propicdades ortottopicas, con uno

de los cjcs principales del material onientirdo a lo largo de fa direccion de agrictamiento,

O\

Figura 4.12 Modelo difuso de formacion de grictas

. 88 .



Antes del agrictamiento. se asume que ¢l concreto no agrictado esta lormado por

un material 1sotropico, clistico lincal, cuvas refactones constitutivas estan dadas por

o=Cg e, (4.6)

Cuando s¢ imtroduce propicdades ortotrapicas para representar ¢l agriclamicimo,
unas nucvas relaciones constitutivas merementitles deben ser consideradas. Fsto se con
sigue modificando la matriz tangencial del matenal, € Entonces. las claciones incre

mentales de esfuerzo-deformacion som

des } dey,
‘I"E, =0, § deg o be.(4.7)
'h!l A r/}',]&
donde
S0 ()
Gy () Il (} te (1 R)
0 0BG

siendo 1 la direceion perpendicutar a los planos de agnictanuento. 1 valor de £ s con
siderado frecuentemente igual a cero. Sin embargo, cuando existen problemas de con

i ificultad se resucive baj a reduccion gradual de 72
vergencia. esta dificultad se resucinve bajo una rec g
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En el caso dc una representacion discereta del refuerzo como se indicod en 4.2 1, ta ideali-
zacion de la adherencia entre ¢l refucizo v en concieto de la vecindad puede ser conside
rada. Para csta consideracion, clementos de enlace (tink element) son utilizados para
modclar cste fenomeno. Estos clementos consisten de dos resortes ortogonales los cuales
transmiten fuerzas normales () y de corte (27v). Las refaciones constitutivas para este

clemento retacionan cstas fucizas con os desplazamicentos nodales,

Jl'.ff Il | g | Lc. (41.9)

El valor de &y representa la rigidez al coite y que pucde ser obitenido de las relaciones
deshizamiento - csfucrzo de adherencia, 1 valor &5 csti relacionado con la accion de

dowel; a cste pariimcetro se te puede asignar un valor arbiteanio muy pequeno con el obje

1o de no considerar cste ¢lecto
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4.3 MODELAMIENTO DE LAS LOSAS PARA EL ANALISIS
NO LINEAL

La aplicacion de los clementos {initos es considerado como la via apropiada para el ana
lisis no lincal en losas de concreto armado. No hncahidades. tanto de {os materiales
constituyentes como de la gecometria son considerrdos en los modelo nwiérico. El prin-
cipal objetivo del desarrollo de modelos numéricos es el de predecir las caracteristicas de
deformacion y carga limite de dichas estracturas. Sin embargo. ¢l comportanmiento com
plejo del concreto armado Heva siempre a una simplificacion en ¢l desarrollo de dichos

modelos.

En lo concemiente a los modelos numcérnicos, muchos estudios han stdo realizados

con el afan de lograr este objenvo| 7}911 12}

Figura 4.13 Elemento de Reisner-Mindlin de cinco grados de libertad por nudo

. N . . : 1. . RO
En la Universidad de inoisf 1], clementos de ¥ nudos tipo fosa de Reissner

Mindlin son utilizados para formar capas de concereto. Como se muestia en la Figura
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4.13, cada nudo ubicado en ¢l plano medio del elemento contiene cinco grados de liber-
tad. El desplazamicnto w y las dos rotaciones independientes, 0, y 0,, son utilizadas para
definir las rigideces flexionante y de corte tansversal de acuerdo a ta teoria de Reissner-
Mindlin. Los grados de libettad oy v sonrequenidos pata prescribir fa nigidez de mem
brana dcl clemento.

Bajo cargas laterales, [a ngidez de smembiana de cada capa de conereto es activa-
da debido a la ubicacion excéntrica conrespecto al eje neutro. lntonces, un fenomeno de
acoplamicento existe entre la extension en el plano de cada capa y [a Hexsaidn ransversal
del clemento. Una consideracion de nigidez de membiina de fas capas bajo cargas lagera
les es, entonces. necesaria para simular ¢l electo de acoplamtento antes mencionado. Sin
embargo, para cada capa, la teoria de pequenas deflexiones es asumida. v los modos de
membrana y (lexion dentro de cada capa son desiacopladas. Mas atn. en ¢l modelo del
material, se asume quc tos esfucrzos ransversales de cotte no alectan al conportamicnto
biaxial dcl concreto en el plano de la losa. Por tanto, las miatnices de rigidez del elemento
para las porciones de membrana, flexion y corte son caleutadas independientemente para
luego scr ensambladas.

Una téenica de integracion reducida selectiva de 2x2 puntos de Gauss es utilizada
para cvaluar la rigidez flexionante del elememo. micnuas que un esquena de mtegracion
reducida de un punto es utilizada para fa rigidez de corte tansyersal

.as barras de refuctzo son modeladas como capas de membrana cquivalente con
propicdades aniaxiales otientadas en la direccion delrefuerzo Foocada nivel de reforza
micnto, ¢l arca de seceion transversal de la capa de membrana ecpleada es igual al drea

total de la seccion tansversal del refuerzo
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Muiltiples capas de elementos de Reissner-NMindhin de cimco grados de libentad pos
nudo y clementos de dos grados de libettad por nudo son utihzados para simular capas
de concreto y acero. respectivammente. bnouna pita de elementos, los nudos de tas esqui
nas comparten las mismas coodenadas v e s B desplazamicmo transyersal, e, es asunu
do ¢l mismo para todas las capas Pacaoanpedie el movimiento sclativo entre capas, el
desplazamiento horizontal de las capas a lo largo de sus cinas comunes debe de ser ol
mismo. Este requenmicento es satisfecho imradneiendo dos ecuaciones de compulsion en
cada nudo de la pila. Aplicar estas condiciones entre uni capi de concreto v otia de ace

ro implica una condicion de perfecta adherencia

En la Universidad de Swansen{9]. un completo estudio sobre el madelamiento de losas y
cascaras de concreto annado L sido reahizado: no Tincalidides de geomdticas y del na
terial fucron consideradas en ¢l modelo numérico Lis cuales concuerdan con fas caracle

risticas de deformacion y predicciones de carga ultime

fucron emplcados para ta representacion tipo capa o traves del espesor. Blementos se-
rendipitos de 8 nudos tucron utilizados. | as matices de ngides son detenminadas mie
diante la integracion numénica utilizando una mtegracion selectiva v reducida Fas carae
teristicas del concreto son especiticadas pina cada capa v el relucrzo de acero es repee
sentado como una capi esparcida de espesor cquinalente con propiedades de resistencia
y rigidez uniaxiales.

Un modelo tnidimensional] 7] de clementos tinttos ha sido desarrollado para anah

zar cstructuras de concreto armado de tipo losa y cascara (ver Figwa 4 14). Un clemento
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1soparametrico de 20 nudos ex utilizado. asi como ¢l uso de 15 puntos para la integra-

cion numerica. La matriz de ngidez del conereto solido es determinade por la expresion:

K, B DB Lc. (4.10)

en la cual, B es la matriz de relacion deformacion-desplazamicento y [/ | es el determi-

nante de la matriz jacobuana,

W
? e
12 | |
4 20 c’> -
i _
7 4 i
18
: - _ |
=" f
-’ L ,_:/’-—«Eu.
| O 10
S ; - Y

Figura 4.14 Elemento tridimiensional de coicreto con capa de refuerzo

Una perfecta adherencia es asumida entre ¢l concreto y el acero de relucrzo. bsta
simplificacion de compatibilidad de desplazamicentos v deformaciones entre ¢l acero y ¢
concrelo penmite e ¢l reluerzo sea tratado como una parte mtegral ded elemento trids

mensional, Scguan esto. la rigides del refuerzo es anadida a o del concreto obtentendo

una rigidez global del clemento, esto es
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K K(' t K‘ ";(.’. (4! l)

donde

K. jl{”l,’ DL R
(€2)

sicndo ¢ ¢l espesor equivalente de ta membrana de acero y Loes una mattiz de transtor-

macion de las coordenadas locales a las coordenadas globales de referencia

En el Insttut fur NMassivbau, 1H Darmstadt (Univ. Téemea de Darmstadt, Instituto de
Construccion en Concreto Armado). en Alemamal 2], sc estudio la influencia del esfuer-
7o cortante lateral en ¢l comportamiento de losas de conereto armado. Un elemento losa
de multiples capas fue utilizado considerando rotaciones independientes en cada capa

para modelar la distribucion no dincal de fa deformacion cortante a través del espesor de

la losa.

Un clemento de cascara isoparamctiico canvilineo es utilizado. Los parametros
nodales son los desplazamicntos w. v y 1w a lo largo de las coordenadas globales x, p oy 2

con z normal al plano mcdio y dos rotactones o y 3 alrededor de fos ¢jes vy x, respecti-

vamenle.

El clemento capa esta lormado por ¢l ensamblaje de ctementos losa con las mis
mas cargas nodales en las direcciones v ey, sin embargo, cada una de eflas con diferente
distancia b medida desde ¢l plano de referencia. Cada uno de los elementos puede tener

diferentes propicdades de material y espesor /1.
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capa k (plano
de referencla)

Figura 4.15 Elemento capa

Las deformaciones del clemento capa son desceritas por los desplazamicntos g, v
y wa del plano de relerencia y dos rotaciones normales oy [ de cada capa constituyente.
Las rotaciones nornules varian de capa a capa, y son independientes del desplazamiento
lateral. El desplazamicnto transversal woes asumido ¢l misimo para todas las capas. Por
considcraciones de continurdad de los desplazamientos en ¢l plano paralefo al plano new

tro. las deformaciones de una capa 7 son obtenmidas en Tuncion a las deformaciones del

plano dc relerencia, esto es:

/=1
| ) !
y = g L (7> hy thy Jay E hya; ¥ = Iypay
- -k
/-1
| 2_" } ,
vy vy b 3 /I‘ + /" )“‘ + /!, [i, ¥ 5 /I/ ]3/ b (4.12)
' Fuskovl 7
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4.4 APLICACION

Para cl amilisis no hncal de una losa, sc ha untizado ¢ programa de computo PLASE
presentado en la Referenciaf 1O} b progiama utiliza un clemento de capas de cascaras
de 9 nudos (5 g1 por nudo) de deformacion asumida propuesto angimalmente por
Figueiras; en la parte de Nexion uatiliza un celemento de Reissner NMindim: teniendo en
consideracion la eliminacion del defecto en este tpo de clementos para losas delgadas
con la teoria de la cascara curva degencerada.

El programa utliza una lovmulacion elasto plastica bajo el criterio de fluencia de
Huber-Mises:

It k)= ftes) Y(k)

considerando ¢l eslucrzo normal transyarsal oy neglegible

El programa peimite para ¢l proceso de solucion no lincal. clegiv entre difeientes

meétodos para cl recilculo de la matiiz de vigidez

I. Método de la rigidez inicial

2. Método dc la rigides tangencial

3. Recalculo dc la matniz de rigicdez en la primeia iteracion de cada incremento de carga
4. Rccalculo de la matriz de rigidez en la segunsa iteracion de cada incremento de carga

0 cuando ocurre la descarga en un punto de integracion (plasticidad)

Elegir uno de estos procesos simpie que signifique mayor re caleulo de la matriz de

rigidez, trac como consceuenci un mayor tiempo dc cemputo
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Se ha clegido para fa aplicacion una losa ensayada por Duddeck|9}. La losa ¢s
A 5S¢ 5

cuadrada apoyaca cn sus esquinas sometida a una carga concentrada en ¢l centro de Ia

misma. (ver Figura 4.16)

— . 5
: 7
|
. o
Ma= 193 cm®/m L S P a o
fy= 253 <l -
B i = 7. 1 - -
L pa 283<mlm’ . 3 | |
i —— g —

N

2T 0N
52-¢

™~ i —;L'J | | Y
e S2= M,y =189 -
S¢ /lu.= I9Tcm¥/Im Sy - . A
’—/4,-/‘,'- 2-78
S2 ez 519 cm?/m
&3 A * S-82cmim ?_RCLY_O - ¢ .
—
65

Figura 4.16 Losa cargado en el centro con apoyo en sus esquinas: geometria,
refuerzo y modelo de elementos finitos

Las propicdadces de los materiales estan indicados en la siguiente tabla

Propiedades de tos materiales {cm; kN)

concreto acero
.= 20100.0

csluerzo de fluencia, f, = 60.0
I~'.= 700.0
eslucrzo Gltimo. 17, =70.0

v=0.0
esfucrzo alumo de compresion, 7, = 4.20

esfuerzo ultimo de traccion, f, = 0.30

Partc dcl archivo de datos ¢s proporcionado. Il anmilisis se Hevo a cabo ¢n una

compultadora personal de micro procesador 486 (66 Mhz) Fucton necesartos 1O minutos
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para obtener los resulladost se presenta en la Figma 416 la curva carga aplicada

deflexion del punto central,

LOSA CUADRADA CON CARGA PUNTUAL

169 36 1 9 7 3 15 i 10 0
1 1 2 3 1 4 b 4 5 6 )
] 2 3 i6 29 28 27 14 15
2 ] 2 3 4 4 i 4 5 6 g . . ..
3 4 5 18 11 10 29 16 17— identificacion
3 ) 2 3 4 4 4 1 5 6 7 de los
S 6 7 20 33 32 31 18 19 e A .
P ) > 3 4 h 9 ? N p ; :.I( mentos de
? B 9 22 3% 34 33 20 2t ) nudos.
5 1 2 3 q 4 4 q 5 6 7
9 10 11 249 37 36 35 22 23
1 0.00 0.00 32.50
0.00 0.00 32.50 \\
2 130.00 0.00 32.50 coordenadas
130.00 0.00 32.50 de tos nudos,
3 260.00 0.00 32.50
560 .00 0.00 32 50 cada nudo
4 346 .67 0.00 32.50 por capa.
346 .67 0.00 32.
1 11100 — e condiciones de borde:
13 11100 Apovos en fas esquinas
157 11100
169 11100
1%65.04 0.2 0. 2708 1.00K 100 0.0 13.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0 n.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0
2
2.1E+0% 0.3 0.0122 1.00E100 . 1400.0
0.0 0.0 0.0 : . 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0
1?6;:;.04 0.2 0.2246 1.001400 43.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0
1168004 0.2 0.2462 1. 00K 100 . , 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0
1?68004 0.2 0.2276 1.00+00 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 5 0.0
0.0 0.0 0.0

T Propicdades de los
materiales, modelo
clasto plastico.
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Figura 4.17 Curva Carga aplicada - desplazamiento af centro de la losa
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CAPITULO 5
CONCLUSIONES

Sc ha presentado la formulacion de las losas segun las teorias de Kirchhoff y de Reissner

Mindlin; cn ¢l caso de 1o Teotia de Kitchhoft (de uso frecuente) para el anihisis por ¢l

mctodo de los clementos hnitos, cumplir las consideraciones de convergenciz obliga a
[ o4

utilizar clementos con funciones de aproximacion polinamicas de girado 5 Fsto conduce

a una demanda grande de tempo de cileulo

Con clementos de Reissner-Nindlin. debido a fa separacion de las mcognitas nodales en
funciones dc aproximacion independientes, se reduce fa cantidad de ciateulo. Sin cmbar
g0, la aplicacion de estos elementos en losas delgadas, trac como consecuencia una sobre

cstimacion de la nigidez (contribucion de la rigidez de cortante)

Aprovechando la simphificacion en las lunciones de aproximacion para ¢l caso de clemen-
tos de Reissner-Mindlin, y haciendo cumplin todas las hipotesis de la Teoria de Kirchholl
sc desarrollan clementos denominados DKL en los cuales la determinacion de ta matriz
de rigidez cs explicita cumphiendo con las condiciones de convergencia, Bl uso de estos
clementos permiten I elaboracion de programas de computo sencillos v eficientes en

ticmpo de cilculo prandemente apreciado en el analisis no fineal
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El anadlisis no lincal de losas de concreto armado se ha realizado atilizando un programa
de computo que modela de Torma no completa las caractensticas no lincales del concere
to. Sin ecmbargo. ¢l ticmpo relativo para ¢l analisis es aceptable, pues. modcelar fas pro-
picdades concreto en compresion v traccron demanda un gran requerimicnto de recuisos

dec compulo.

Los resultados del analists no lincal deben ser comparados con resultados experimentales

en la ctapa de calibracion de las leyes constitutivas v los criterios de fatla enrpleados

Dcbe considerarse los estudios analiticos en paralelo con tos experimentales para prede
cir las cargas a aplicar v ¢l comportamicento de by estiuctura a ensayar; v oreducir los cos
tos de ensayos de laboratorio realizando mterpolaciones entre resultados experimentales

via detenninacion analitica.
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APENDICE

Listado del Programa de Computo para el Analisis Elastico de Losas

' Tesis para optar el ‘l'itulo Profesional de ingeniero Civil
' Universidad Nacional de Ingenieria
victor P. Rojas Y. Diciembre de 199%

' Programa de Andligis Esbructural de Losas

' Método : klementos Finitos
' Formulacidn : Teoria de Kirchhoff con aplicacion Discreta
‘ Elemento : DKT triangular de 9 G.i,.

$STACK 2048

SNUDOS=100

SELEMT=200

BSBANDA=50

dim X (1:%NUDOS), Y(1:30UDOS) ,conec (i :BSELEMT, 1:3),D(1:3,1:3)

dim GL(1:%NUDOS*3),STIF() :%FLEME, 1:9,1:9)
dim RIGI (1:%NUDOS*3, 1 :SBANDA) , LOAD(1: 3+SHUDOS)

call DatosLosa(ni,nj)
call BoundCond(ni.nj)
for i=1 to ne
ii=conec (i, 1)
ij=conec (i, 2)
ik=conec (i, 3)
call RigiElem(i,X(ii),x(i1j). X(ik),Y(ii), i (ik) , E.t, pnu)
next 1i
call SysStiff(nt,3*(nit2))
call SysForces

call Solve(3*nt,3*(nii12))

END
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SUB DatoslLosa{ni,nj
' Subrutina de ingrese de datlos; genera 15 informacion basica

' nt namero total de nndos

' X(nt) abcisas de log nudos

' ¥(nt) ordenadas de los nudes

' ve nmero total de elementos
' conec(ne, l) conectividad

' E modulo de Elasticidad

' nu coeficiente de lPoilsson

' t espesor de la losa

Local Lx.Ly.dLx,dLy
Shared nt,ne, X () ,Y (), conec () ,k, nu, t,D()

print "PROGRAMA DIE ANALISLS DE LOSAS®
print

print "Ingreso de datog:®

print

print "Dimensiones de la losa®

input "Ingrese longituad paralela al eje =v; L

input "Ingrese longitud paralela al eje v Ly
print

print "Discretizacion de la losa para el analisis"
input "Numero de particiones paralelas al eje x"; ni
input "Numero de particiones paralelas al eje y"; nj
print

nt=(ni+l) «(nj1+1) ' nuamero totral de nudos
t Determinacidn de coordenadaa de 10os nudos

dLx=Lx/ni
dLy=Ly/nj

dx=0.0 v genceracion de las abcaeisan de Lodos los nudos

kk=1
for m=1 to nivl
k=kk
for 1=1 to njtel
X (k) =dx
k=k+nit)
next 1
dx=dx+dl.x
kk=kk1t1
next m
dy=0.0 ' generacion de l1as ordenadas de todos nudos
kk=1
for m=1 to nj?+!
k=kk
for 1=1 to ni|
Y (k) =dy
k=k+1
next 1
dy=dy+dLy
kk=kk+ni ¢1
next m
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ne=2*ni*nj ‘' MNumero total de elementos
' Conectividad de 1os elementosn

i=0
for 1=1 to nj
kl=1*ni+l-ni
k2=kl4ni+d
for m=1 Lo ni
i=i+1l
conec{i, 1) ki
conec (i,2) =kl

conec (i, 3) =k2+1 rcon +1 adicional
i=i+1
conec (i, 3)=ki Yo sin 41
conec (i, l)=k2+1 Y(2)
conec (i,2)=k2 S
kl=kl+1
k2=k2+1

next m

next 1

' Propiedades del material

Print "Propiedades del material =
Input "Modulo de Elasticidad vk
Input "Coecficiente de PFoisson " ;nn

Input "Espesor de la losa SRt
END SUB
L - = u- =

SUB BoundCond (ni,nj)
' Condiciones de borde para la losa

r 11 linea inferior
¢ 12 linea superio

t 13 linea izquierda
' 14 linea derecha

Local L (). .nud(),pas(),tot (), nudo, paso,
Shared nt, Gi,()

dim L(1:4) . .nud(1:4) . ,pas(1:4), tor (1:4)

for 1=1 to 3+‘nt
GL (i) =0
next i

' Linea L1
nud (1) =1
pas (1) =1
tot (l)=nit+]

' Linea L2
nud (2)=nj* (ni+1) +1



pas (2) =1
tot(2)=ni+1

' Linea 1,3
nud (3) =1

pas(3)=ni+l
tot (3)=nj¢+1]

' Linea L4

nud(4)=ni+t}
pas(4)=nit+l
tot (4)=nj+1|

print

print "Condicion
print "0 = libre,
print " L1 linea

print *» L2

linea superio:

borde para la losa "
= simple, 2= cmpotrado,
inferior *

"

print " I[,3 linea 1zagquierdar
print * L4 linca derecha "
for i=1 to 4
print "tipo de borde para L.";i:
input " ;L (1)
next i
' Borde Li
for i=1 to 4
nudo=nud ( i
paso=pas (i)
tota=tot (i)
select case 1,(i)
case 0
¢ Ningun cfccto, todas las incoygnitas
case 1

k=3*nudo-2
for 3=l to

togp (k) =1

k=kt3*paso

next 3j

case 2

k=3*nudo
for j=1 1
Lo (k-2)
GL(k-1)
GL (k) =1

k=ki+ 3*paso

next

case
' bo

- W

end
selcctnext
i

END SUB

O

rabilitado
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..........

SUB SysForces
' 8dlo fuerzas nodales

local nc,nudo,carga
shared LOAD () ,nt

for i=1 to 3*nt
LOAD (1) =0.0
next 1

print
print "Fuerzas aplicadas a la losa (solo carga nodal verxtical))™n
print
input "Ingrese ¢l numero de nuados cargados Y ;nc
for i=1 to nc
input "Nudo " ;nudo
input "Carga ":carga
k=3*nudo -2
LOAD (k) =caraa

next 1

END SUB

L, N N .

SUB RigiElem(elem, xx1, %<2, xx3, ¥y 1,yy2,vy3, 8, L, pnu)

' %1.x2,x3,y1,y2,y3 s0n las coordenadas x ey del triangulo
' STIF(9.,9) s la martriz de rigidez

Local ALPHA () . (). DL{(Y,S85()y,T1T()
Shared STIF ()

dim
ALPHA(1:9,1:9).R(1:3,1:3).,D6(1:9,1:9),85(1:9,1:9),7T(1:9,1:9)

El=E*trtr /(124 (]l -pnu*pnu))
E3=El}

E2=pnu*El

E4=E1+* (1 -pnu) /2

for i=1 to 9
for 3=1 to 9
T(i,}3)=0.0
next 3
next i
for i=1 to 9
T(i,1)=1.0

next 1
x1=0
y1l=0

if(xx2>xx1) then
X2=XX2 - ¥%x)
else
X2=xxX1- -xx2
T(1,1)=-1.0
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T(2,2)
T(4,4)
T(5,5)=
T(7,7)=-
T(8,8)=-
end if
y2=0
X3=x2
1€ (yy3>yy2) then
y3=yy3-vyy2
else
Y3=yy2-vy3
end if

.0

ol

.0
.0
.0

— e

A=0.5*x24y3

X12=x1-%x2
X23=x2-%x3
%31=x3-x1

yl2=yl -y2
y23=y2-y3
y3l=y3-yl

1112=x12*x12+yl2*yi2
1123=x23*x23+y23*y23
1131=x31*%x31+y31*y3]

pd=-6*%x23/1)23
td=-6+y23/1123
Q5=3+x3+y3/113]

p5=-6*x3/1131
£tS5=-6*y3/1131
r4=3+y23+y23/1123

p6=-6+x12/1112
g4=3*x23+y23/1123
rS5=3%y31+y31/1131
KK=48*A

for i=1 to 3
for j=1 to 3

if (1i=3) then R(i, 1]
if(i<>j) then R(i,})=-1/%K

next j
next 1

ALPHA (1, 1) =y3*p6
ALPHA(1,2) =0
ALPHA(1,3) =-d+y3
ALPHA(]1,4) - y3+*pb
ALPHA (1, 5) =0
ALPHA(1,6)= 2%y}
ALPHA(1,7)=0
ALPHA(1,8) =0
ALPHA(1,9) =0

2

KK
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ALPHA(2,1) =-y3:pG6
ALPHA(2,2)=0
ALPHA(2,3)=2*y3}
ALPHA(2,4)=y3*p6
ALPHA(2,5)=0
ALPHA (2,6) ~4+y?2
ALPHA(2,7) -0
ALPHA(2,8) -0
ALPHA(2,9) =0

ALPHA (3, 1)=y3‘p5s
ALPHA (3, 2) yaagh
ALPHA(3,3)=y3*(2 15)
ALPHA (3,4) =y3*pd
ALPHA(3,5)=y3*qA
ALPHA(3,6)=y3*(ra4a 2)
ALPHA (3,7) = y3*(p4+psS)
MALPHA (3,8) =y3* (34 -q%)
ALPHA(3,9) ~y3¢(rd 15)

ALPHA (4, 1) M2+L5
ALPHA (4 ,2)=x23+x2*1 5
ALPHA (4, 3) ¥2*95
ALPHA (4, 4) =0

ALPHA (4., 5) =3
ALPHA(4,6) =0

ALPHA (4, 7) =x2*L5
ALPHA(4,8) =x2* (15 1)
ALPHA(4,9) =-x%2-45

ALPHA(5.1) =0

ALPHA (S5, 2) =x23

ALPHA (S, 3) =0
NALPHA(S5,4)-x2*L4
ALPHA (S, S5)=x3+x2+*1 4
ALPHA (S, 6) *»2 g1
ALPHA (S, 7) x24t4
ALPHA (S, 8)=x2*(r4 -1}
ALPHA (5, 9) X2 vq4s

ALPHA(6,1) =x23*1t5H

ALPHA (6, 2)=x23* (1 -15)
ALPHA (6, 3) =x23*5

ALPHA (6, 1) ~x3*ud
ALPHA(6,%)=x3* (1 r4)
ALPHA (6, 6) =x3*qA

ALPHA (6, 7) X238 ¥xisrdg
ALPHA (6, 8) M23415-x314
ALPHA(6,9) =x3 41 %2345

ALPHA (7, 1)=-X3*p6 x2'p5
ALPHA(7,2) = x2gS1y3
NLPHA(7, 3)=-4+x23 02415
ALPHA (7.4) =x34p6

ALPHA (7,5%)=-Yy3
ALPHA(7,6) =2+x3

ALPHA (7,7) =x2*p5S

w2
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ALPHA(7,8)=x24q5
ALPHA(7,9)=(r% 2) *x2

ALPHA (8, 1) ~2 34 p6
ALPHA(8,2) =y3
ALPHA(8,3)=2+x23
ALUPHA(8,4)=%23*'p6t %2 pd
ALPHA(8,5) y3rx24ga
ALPHA (8, 6) IR NI |
ALPHA (8, 7)= %214

ALPHA (8, 8) = %2404
ALPHA(8,9) =(rd1 2) - x2

ALPHA (9, 1) =x23*pSiy3ts
ALPHA (9, 2) %2305 (1 -vH) 3
ALPHA(9, 3)=(2 9) *x23ty3+qgh

ALPHA(9,4) 3+ pdey3erd

ALPHA (9,5)=(r4 1) *y3 =344

ALPHA(9,6) = (2 14) 23 vl

ALPHA (9, 7) »23¢p5 123 ;1 (bdarhs) 4y
ALPHA (9, R) 23 »3taqir(rd4 1 5) cy
ALPHA(9,9) 2234005 A and 2 (g8 gd) vy 3

fer i=1 to 3
Eor j=1 to 3
Dl.l(j,j)=0.0
next j
next i

for i=1 to 3
for =1 to 3
DL, 3)=ElLr((i, )
next j
next i

for 1=1 to 3
for j=1 to 3
DL(i, je3)=E2R {1, )
next j
next i

for 1i=1 to 3
(or j9=]1 Lo 3
DI, (i+v3, ))=E2*R (i, )
next
next 1

for i=1 to 3
for j=1! to 3
DLi+3, iv3)=E3*R1,T)
next i
next i

for i=1 to 3
for 3-1 to 3
DL(iv6, j*6)Y=E4+R(i,])
next j

nexy i
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for i=1 to 9

for j=1 to 9
SS(i,3})=0.0
for k=1 to 9

SS(i,j)=SS(i,J)+*ALPHA (K, i) *DL(k, j)

next k

next j

next i

for i=1 to 9
for 3=1 vo 9
DL{i,3})=0.0
for k=1 to 9
DLGi,1)=DL{1, ) +38(1,k) *ALPHA (K, j)
next k
next j
next i

for i=1 to 9
for j=1 to 9
§S(i,j)=0.0
for k=1 to 9
SS (i, j1)=8s(i,3)vi{k,t)*DL(k, )
next k
next )
next i

for i=1 to 9
for j=1 to 9
STI1F (elem, i, 3)=0.0
for k=1 to 9
STIF(elem, i, j)=STiF(elem, i, j)+SS(i, k) *T(k, i)
next k
next J
next i

END SUB

SUB SysStiff (n, sb) ‘
' Ensamblaje de la matriz de o

Local L. nudob, nudo)
Shared RIG!I (), conec (), ,nc, STIF()

for i=1 to 3*n
for j=1 to sb
RIGI (i, ]j)=0.0
next j
next i

for i=1 to ne

for j=1 to 3
nudob=conec (i, j)
J1=34(j-1)
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for k=1 to 3
nudoj=conecc (i, k)
J2=34+(k-1)
L=nudoj - nudob
if (L>=0) then

columna=1,41
ii=3*(nudob-1)

Ji=3*(columna-1)
for kl=1 to 3
fl=11+k]
f2=j11kl
for k2=1 to 3
cl=3j+tk2 -klt]
C2=324k2
1f ((CLAC1)Y=0) Anh (GL{flvcl-1)=0)) tnen
RIGL(f), cl)=RIGI(F1,cl)+STIF (] ,£2,c2)
end i f
next k2
next kl
end if
next k
next j
next i
END SUB
' - e ® ® = =
SUB Solve(n, shb) '
' RIGI (n.,sb) matriz simetrica con ancho Jde semi - banda, se
A almacena sodOGlo la rriangular superior.
' LOAD(n) vector de 10s coeficientes de Jla parte derecha
del sistema.
' n, sb total de incognitas y ancho de semi banda.
Shared RIGI(),LOAD (), GL{)
Local suma
' Eliminacion gaussiana
for j=1 to n-1i
if (abs (RIGI(j.,1)) < 0.0001) then
1f (GL(}) 0) then ‘ _ .
print "Error en incégnita":j:".. @tz $ha
stop
end if
else
ii=j+1

for 1=2 to sb .
if (abs (RIGTI(j,1))

kk=1
jy=jei-

0.00001) Lthen

Py

alpha RIGI(j.i)/RIGI(j.1)
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for k=i o sb
if (abs(RIGI(j,k)) > 0.00001) then
RIGI (j),kk)=RIGCY(j).kk) alpha*RIGI (},h k)
end if
kk=kk+1
next k
LOAD (i 1) =LOAD(1i) -alpha*LOAD ()
end if
ii=1i41
next i
end if
next j

' Determinacion de las incognitas cinemAticas

for i=n to 1 step ]
if (GL (1) = 0) then
if (abs(RIGI(:,.1})) > 0.0001) then
suma=0.0
for j3=2 to sb
if (abs(RIGI(i,3)) > 0.0001) then
suma=sumatRIGHI (i, }) *LOAD (i+v) 1)
end if
next j
LOAD (i) = (LOAD (1) -suma) /RIGI (1, 1)
end if
end if
next i

END SUB
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