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RESUMEN

En este trabajo estudiaremos el Lema de Ky Fan, el cual da condiciones
suficientes para que una cierta familia F de conjuntos cerrados en un espacio
vectorial topolgico X de dimension arbitraria, tenga un punto comin, y
veremos como es que esta herramienta es utilizada en diferentes areas de la
matemadtica para resolver cuestiones de existencia, tales como:

e Existencia de Puntosfijos para funciones monovaluadas y multivaluadas.
e Soluciones para problemas Variacionales.
e Soluciones de Problemas de equilibrio.

e Soluciones para E.D.P.
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Introduccion

En 1961 Ky Fan ([1]) demostré la existencia de un punto comiin cn una familia de conjuntos
{C(z)}zep donde

1. D es un subconjunto arbitrario de un espacio vectorial topolégico de Hausdorft;

2. para cada z € D, C(z) es cerrado y no vacio;
n

3. para cada familia finita {z,,---z,} C D se tiene que conv{z;,z2,...2,} C U C(x;);
=1

4. existe z € D, tal que C(z) cs compacto.

Este resultado de Ky Fan, es conocido en la literatura como el Lema de Ky Fan, el cual fue publi-
cado en Math Annalen 142, como una generalizacién del cldsico teorema de Knaster-Kuratowsky-
Mazurkiewicz (KKM), el cual establece que si S es un simplex, Sy la cara en cualquier subconjunto
v de vértices, F; un conjunto cerrado asociado con un vértice i, y F,, = U F; y S, C F, para todo

€y

v, entonces ﬂFi # 0 [16]; El objetivo de este trabajo de tesis, es presentar el Lema de Ky Fan

1
como una herramienta 1til para

a) garantizar la existencia de solucién en problemas de desigualdad variacional [2], [3];
b) extender resultados de puntos fijos;
¢) garantizar la existencia de solucién en problemas de equilibrio (4], [5];

d) dar algunos resultados en Andlisis funcional.

En el primer capitulo damos algunas definiciones y resultados basicos de dlgebra lineal, topologia
y andlisis funcional que serdan necesarios para el desarrollo de la teoria subsiguiente. El segundo
capitulo es una introduccion a la teoria de convexidad generalizada. En éste damos una caracte-
rizacion de las funciones diferenciables con cierto tipo de convexidad por medio de sus gradientes.
En el tercer capitulo introducimos los conceptos de multifuncién y multifuncion KKM. Esta 1ltima
es una herramienta indispensable para las aplicaciones. En ¢l cuarto capitulo establecemos el Lema
de Ky Fan, asi como algunas de sus cxtensiones. Finalmente, en el 1ltimo capitulo, mostramos las

aplicaciones del Lema de Ky Fan y su importancia en las dreas ya antes mencionadas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacios Vectoriales

Un espacio vectorial real es un conjunto X, en el que se han definido dos operaciones: una
interna + : X x X — X llamada adicidn, la cual a cada par (z,y) € X x X le asocia un elemento
de X denotado por z + y, de tal forma que se satisface

(i) £+ y =1y +2z para todo z,y € X;
(i) (z+y)+2z=2z+ (y+ 2) para todo z,y,z € X;
(iii) existe un 1inico elemento denotado con 0 tal que £ + 0 = z para todo z € X; y
(iv) a cada elemento z € X le corresponde un tinico elemento —z € X tal que z + (—z) = 0.

La otra operacion cxterna - : R x X = X, la cual es llamada multiplicacién escalar, a cada par
(A,z) € R x X le asocia un elemento de X denotado por A - z (o simplemente Az), y se satisface

(i) 1z = z para todo z € X;
(i) a(Bz) = B(ax) para todo a, B € Ry todo z € X.

Estas operaciones cstdn relacionadas por las siguientes leyes distributivas:
Mz+y)=2z+ Xy y (A+ B)z = Az + Pz,

para cualesquiera z,y € X y A\, 8 € R.
Una transformacion lineal de un espacio vectorial X en un espacio vectorial Y es una aplicacion
T: X — Y que satisface

T(oz + By) = oT (x) + BT (y)



para todo a, B € R y para todo z,y € X. En el caso particular en que Y = R, T sera llamada
funcional lineal.
El conjunto

X' ={T: X - R/T es funcional lineal}

provisto de las operaciones:

+: X xX =5 X, (T +D)() =Ti(z) + Ta(z)

SRxX =X, (oT)(z) = oT(z)

es un espacio vectorial, llamado el espacio vectorial dual (algebraico) de X.
Dados z,y € X en un cspacio vectorial X, definimos

[,y = {tz + (1 - t)y /t €[0,1]}.

1.2 Espacios Topoldgicos

Sea X un conjunto cualquiera. Una topologia en X es una coleccion 7 de subconjuntos de X,
llamados conjuntos abiertos de la topologia, los cuales satisfacen las siguientes condiciones:

@ der,Xemr

n
(i) Si Ay,...,A, € 7, entonces ﬂ A; €T,
i=1
(iii) Si {A;};jes C 7, entonces U Ajer.
jeJ
El par (X,7) es llamado espacio topolégico; cn lo que sigue sélo denotaremos por X al
espacio topoldgico, supuesto que tengamos una topologia fijada.
Un subconjunto F de X es llamado cerrado con respecto a 7 si su complemento ¢ = XY\ F € 7.
La clausura A de A es la interseccion de todos los subconjuntos cerrados que contienen A. Un
punto z € X se dice que es punto de acumulacién con respecto a 7 de un conjunto C' C X, si
dado U € 7 tal que z € U, se tienc que UN (C \ {z}) # 0. Sea A C X; llamaremos clausura
de A con respecto a 7, denotado por A al conjunto formado por A unido con todos sus puntos de
acumulacion. A es cerrado si y solo si A = A.
Una base para la topologia de un espacio topoldgico es una coleccion 8 C 7 de subconjuntos tales
que los conjuntos abiertos son las uniones de elementos de 3. Dados los espacios topoldgicos (X, 71)

e (Y, 72) diremos que el mapeo f : X — Y es continuo con respecto a 73 y 75, si y solo si

FYv)={zeX/f(z) eV} e, paratodo V € 75.



Una topologia 7; es més fina que la topologia 7 si 7} C 7. Sea {X;}jes una familia de espacios
topoldgicos. El producto de Tychonoff de los &; es el conjunto HX,-, con una base para la
i€l
topologia tomada como la coleccion de todos los productos HU,- donde U; es abierto en &; y
U; = A; para todo 7 excepto por un namero finito de indices. !
Un espacio topoldgico X es compacto con respecto a 7 si dada F C 7 tal que F C U V existe
VeFr

n
un subconjunto finito {vy,vq,...,v,} C F tal que F C U Vi. Un subconjunto F del espacio
1=

topoldgico X' es compacto si representado como subespacio topoldgico de X es compacto.

Teorema 1.1 (Tychonoff) El producto topoldgico de cualquier familia de espacios compactos es
compacto.

1.3 Vecindades

Dado un punto z € X [un subconjunto A C X] el conjunto U es una vecindad de z [vecindad
de A] si existe un subconjunto abierto V tal que z € V C U [A C V C U]. Un espacio X es
Hausdorff si dados z,y € X, = # y, existen vecindades U 3z, V 5 y talesque UNV = ().

Un espacio X es regular si dados z € X, F C X cerrado con z ¢ F, existen vecindades U 3> z,
VOFconUNV =.

1.4 Espacios Vectoriales Topolégicos

Sea (X,+,:) un espacio vectorial real provisto de una topologia T; diremos que (X,T) es
un espacio vectorial topolégico (con siglas t.v.s.!) si las operaciones + : X x X = X y
-:Rx X — X son continuas en las respectivas topologias producto.

En espacios vectoriales topoldgicos se satisface la siguiente
Proposiciéon 1.2 Sea X un t.v.s. real; entonces X es Hausdorff si y sélo si X es regular.

Definicién 1.1 Sea (X,7) unt.v.s. D C X; f: D — Res llamada semicontinua inferiormente
(s.c.i.) con respecto a 7 en D si los conjuntos

Sx(f) ={z € D: f(z) <A}

son cerrados en D para todo A € R; ¢ equivalentemente, si los conjuntos {z € D : f(z) > A} so1
abiertos en D para todo A € R.

'Por sus siglas en inglés, topological vector space

(G124



f es llamada semicontinua superiormente (s.c.s.) con respecto a 7 € D si —f ¢s s.c.i. con
respecto a 7 en D.
Definimos también los subconjuntos

S\(f) = {z €D: flz) <A}
para A € R.

Proposicién 1.3 Sea X un t.v.s. y f: X — R, entonces f es continua si y sélo si f es s.c.i. y

S.C.S.

En lo que sigue denotaremos simplemente por X al espacio topoldgico (X, 7).
Denotamos por X* al espacio dual (topoldgico) de X, i.e.

X*={T: X - R; T lineal y continua}
y (-5 : X* x X = R al producto de dualidad,
(z*,1) = 2”(z) paratodo z* € X* yz € X.
Definicién 1.2 Sea un t.v.s., una funcién p: X — R es llamada seminorma si satisface
(i) p(Az) = [Mp(=z), paratodo z € X'y A € R;
(i) p(z +y) < p(z) +P(y).

Definicién 1.3 (Espacio localmente convexo) Un t.v.s. X es llamado espacio localmente

convexo, si para toda vecindad V de 0, existe una vecindad U del 0 convexa tal que U C V.

Teorema 1.4 (Weierstrass) Sea X un t.vs., K C X compacto, f : K = R. Si [ es s.ci.

entonces f alcanza su minimo cn K.

1.5 Espacios Métricos

Un espacio métrico es un conjunto X en el que esti definida una funcién distancia (o
métrica) d: X x X - R, la cual satisface:

1) d(z,y) >0, para todo z,y € X.
2) d(z,y) =0siy sélosiz=y.
3) d(z,y) = d(y, z), para todo z,y € X.

4) d(z,y) < d(z,2) + &(2,y) para todo z,y,z € X.



La propiedad (iv) se denomina desigualdad triangular.
Denotamos entonces (X, d) 6 simplemente X.
Size X yr>0,labola abierta [cerrada] centrada en z y de radio r cs el conjunto

Bi(z) ={y€ X/d(z,y) <r}  [Br(z) ={y € X/d(z,y) <r}].

Si X es un espacio métrico y 7 es la coleccién de todos los conjuntos de X que son uniones arbitrarias
de bolas abiertas, cntonces 7 es una topologia en X.

En un espacio métrico X, una sucesién (z,),en converge a z € X si
dado € > 0, existe ng € N tal que n > ny implica d(z,,z) <.
Diremos que (Z,),eny € X es una sucesién de Cauchy si
dado € > 0, existe ng € N tal que m,n > ng implican d(z,,z,,) < €.

Un espacio métrico X se dice que es completo si toda sucesiéon de Cauchy es convergente.
Sean (X,dy) y (¥,d) dos espacios métricos, una funcién f : X — Y se dice que es una

isometria si para todo z,y € X se satisface

d](:l',y) = dg(f(.’l?), f(y))

1.6 Espacios Normados

Definicién 1.4 Sea X un espacio vectorial real; diremos que X es un espacio vectorial normado
6 simplemente un espacio normado si existe una funcién || - || : X — R, llamada norma, tal que
(i) |lz|]| > 0 para todo z € X
(ii) |lz|| = 0 si y sélo si z = 0;
(iii) ||ez| = |@||z|| para todo z € X y « € R;
(iv) lle +yll < llzll + [ly|l para todo z,y € X.

Tomando d(z,y) = ||z — y||, tenemos que d : X x X — R es una métrica en X; asi todo espacio
normado es un espacio métrico.
Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo con la métrica definida por su

norma.

Dados X e ) espacios normados, la norma de 7' : X — Y, una transformacién lineal, se define

por
(1.1) IT] = sup{lT(z)]| : z € Xy |zl =1}.

En caso que |7|| < oo, diremos que T es una transformacién lineal acotada; una caracterizacién

de las transformaciones lineales acotadas en la siguiente



Proposiciéon 1.5 Dados X e ) espacios normados, para una transfermacién lineal T : X — Y,
son equivalentes:

(i) T es acotada,
(i) T es continua,

(iii) T es continua en un punto de X.

T1— T . tenemos ||yl =1y

Prueba. [(1):(11)] Para z;,29 € X, 1 76 T2, haciendo ¥ = ”IIJ T ”
1 — 42

luego
I7(zy — z2)l| < (Tl — 2l],

de donde claramente T cs continua.
((if)==(ii1)] Trivialmentc.
((iii)=>(i)] Supongamos que T sca continua en z¢ € X. Para cada £ > 0, se puede hallar un § > 0
tal que
lly — zoll < & implica | T'(y) — T(zo)ll <e.

En particular, si € = 1, hallamos un tal § > 0. Dado z € X cualquiera con ||z| = 1, y = zo + gzz
cumple |ly — zo|l = §/2 < 6, luego

gIIT(w)II =[T(/22)l = IT(y — o)l = |T(y) - T(zo)ll < 1,

de donde | T(z)|| < 2/8 y por lo tanto ||T|| < 2/5. O

Note que X* es un espacio normado con la norma dada por (1.1), éste espacio es llamado
espacio dual (topolégico) de X.
Dada f € X*; denotaremos por ¢ : X =+ R a la aplicacion dada por

pf(z) = {f.2).

Dado un espacio de Banach X, en él podemos definir dos topologias. La primera, la usual (también
conocida como topologia fuerte) es inducida por la norma || - ||, y la scgunda que es conocida
como topologia débil la cual es denotada por o(X, X*). La topologia débil es la topologia menos
fina sobre X que hace continuas a todas las aplicaciones ¢ definidas anteriormente para f € X*.
La convergencia de ésta topologia esta caracterizada por: (z,) converge débilmente a z, denotado
por £, — Z si y solo si

(T,z,) — (T,z) para todo T € X™.

Se tiene también que todo conjunto cerrado en la topologia débil (débilmente cerrado) o(X, X*)
es cerrado en la topologia fuerte. En efecto, sea A C X débilmente cerrado y consideremos una
sucesion (zn)nen € A tal que z, — z; entonces tenemos que z, — z, de donde z € A; luego A es
cerrado. El reciproco no es cierto en general; basta considerar el siguiente :



Ejemplo 1.1 sea E un espacio normado. El conjunto S = {z € E;||z|| = 1} no es cerrado en la
topologia débil (ver [9]).

Teorema 1.6 (Hahn-Banach) Sea X un espacio normado, y sean C, K C X dos subconjuntos
convexos, no vacios y disjuntos. Si C es cerrado y K compacto, entonces existen f € X* y a € R
tales que

fz) <a < fly),
para todo x € C y todo y € K.

Para conjuntos convexos, las nociones de cerradura fuerte y débil coinciden como muestra el
siguiente

Teorema 1.7 Sea C' C & convexo y cerrado. Entonces C es débilmente cerrado si y sélo si es
fuertemente cerrado.

Prueba. Sélo basta probar que si es C cerrado y convexo, entonces C es débilmente cerrado;
probaremos equivalentemente que C¢ es débilmente abierto. Dado zg ¢ C, existe f € X* ya € R
(teorema de Hahn-Banach) tales que

(fs20) < @ < (f,y) para todo y € C.

SeaV ={z € X*: (f,z) < o}, tenemos que zo € V y VNC = 0 con V débilmente abierto, de
donde C¢ es débilmente abierto.

Corolario 1.8 Sea : X — R una funcién convexas.c.i. (respecto a la topologia fuerte). Entonces
@ es s.c.i. en la topologia débil. En particular, si z, — z, entonces

¢(z) < lim infy(z,).

n—oo0
Prueba. Basta probar que para todo X € R, el conjunto
A={z € X: p(z) <A}

es débilmente cerrado, pero como A es cerrado y convexo (y es convexa), esto es cierto por el
teorema 1.7. O

Sea X un espacio de Banach, ya vimos que X* es un espacio normado con la norma
Ifll = sup [{f,z)l;
a€X
llzll<1
Sea X** el dual de X* (llamado bidual de X*), dotado de la norma

€]l = sup |(¢, f)I.
fex
isl<t



Considerando la inyeccién canénica .J : X — X**  dada por
J(z): X* =R, [J(@)(f) =(f2),

la cual es una isometria lineal, que permite identificar X con un subespacio de X**; de ésta manera,

sobre el espacio X* quedan definidas las siguientes topologias:
1) La topologia fuerte (asociada a la norma de X*).
2) La topologia débil o(X*, X**).

3) La topologia débil estrella, que denotaremos con o(X*, X), que es la topologia menos fina

que hace continuas a todas las .aplicaciones
pr: X* 2R, 0.(f) = (f,z) para todo z € X.

La topologia débil estrella queda caracterizada por: f, % f siy sblo si
(fnyz) = (f, ), paratodo z € X.

La siguiente proposicién reiine las relaciones entre estas tres topologias:
Proposicidn 1.9 Sea (f,)nen una sucesion en X*. Se verifica
(i) fn & f siysdlosi(f,,z) = (f,z), para todo z € X.
(ii) Si f, — f, entonces fn — f.

(iii) Si fn, — f, entonces fp % f.

(iv) Si fn % fy 2, — T, entonces (fn,zs) — (f. ).

SiJ: X — X** es sobreyectiva, diremos que X es un espacio de Banach reflexivo; una de
las principales caracteristicas de los espacios reflexivos que utilizaremos es dada en el siguicnte

teorema:

Teorema 1.10 Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflexivo si y sélo si
B,={z € X:|zll <1}

es compacto en la topologia a(X, X*).

De aqui se tiene que dado un subconjunto K de X, K es débilmente compacto si y sélo si es

débilmente cerrado y acotado.

10



Capitulo 2

Convexidad y Monotonicidad

(zeneralizadas

2.1 Cuasiconvexidad

Sea X un t.v.s. de Hausdorff, K C X convexo. Una funcién f : K —» R se dice convexa si

fz + (1= Xy) <Af(z) + (1 - N f(y),

para todo z,y € K y A € [0,1]. Una generalizacién de este concepto es el de funcién cuasiconvexa:
f : K — R es cuasiconvexa si

J(Oz + (1 — N)y) <max{f(z),f(¥)},

para todo z,y € K y A € [0,1] y diremos que f es estrictamente cuasiconvexa si

SOz + (1= Ay) <max{f(z),f(y)},

paratodoz,y € K,z #yy A€ [0,1].
Asi como las funciones convexas son caracterizadas por su epigrafo, las funciones cuasiconvexas se

caracterizan por sus conjuntos de nivel, en el siguiente sentido:

Proposicion 2.1 Sea f : K - R. Son equivalentes:
(i) f es cuasiconvexa;
(ii) Sa(f) es convexo para todo \ € R;

———

(i) Sx(f) es convexo para todo A € R.

11



Prueba. [(i)==(ii)] Sea A € R arbitrario y z,y € Sx(f); entonces se tiene que f(z) < Ay
f(y) < A luego para a € (0, 1],

flaz + (1 — a)y) < max{f(z), f(y)} <A,

de donde az + (1 — a)y € Sx(f).
[(il)==(i)] Sean z,y € K y A € [0,1] arbitrarios, sea p = max{f(z), f(y)}, entonces z,y € S,(f)
y desde que S,,(f) es convexo tenemos que

fQz + (1= X)) < p=max{f(z), f(y)}-

Luego f es cuasiconvexa.
[(i)==(iil)] Sea A € R arbitrario z,y € Sx(f) y 1 = max{f(z), f(y)}, entonces

flez+(1-a)) <p
para todo a € [0,1]; y como p < X
flaz+ (1 -a)) <A

de donde az + (1 — a)y € Sx(f), para todo « € (0,1]
((ili))==(i)] Sean z,y € X y A € [0, 1] arbitrario, sea p = max{f(z), f(y)}, entonces z,y € Sy4e(f)
para todo € > 0, y por convexidad de éste nivel tenemos

f(Az + (1 = X)) < p+ € para todo € > 0,

de donde
fz + (1 =X) < p=max{f(z), f(y)},

le. f cs cuasiconvexa. ¢

Proposicién 2.2 Sea K un subconjunto convexo de un t.v.s. de Hausdorff X, {f; : K = R};es
una familia de funciones cuasiconvexas; entonces la funcién f : K — R, dada por

f(z) = sup{fi(z)},

i€l
si estd bien definida (en particular si I es finito) es cuasiconvexa.
Prueba. Sean z,y € K, X € [0,1];
fOz+(1=Ay) = sileu;{fi(/\rc + (1 =My}
y como fi(Az + (1 — N)y) < max{fi(z), fi(y)} paratodo i € I entonces tenemos
suplfiAz + (1= Ay)} < sz_lel})maX{fi(w)Ji(y)}
= max{sup f;(z),sup fi(y)} = max{f(z). f(¥)};

de donde f(Az + (1 — N)y) < max{f(z), f(y)}, i.e. f es cuasiconvexa.

12



2.2 Convexidad, monotonicidad y diferenciabilidad

Para mds informacion sobre convexidad generalizada ver [7); aqui nos restringiremos sélo a las
funciones diferenciables en el sentido que daremos a continuacion; su utilidad serd observada luego.
Recordemos que dado un intervalo I C R, z5 € I. Una funcién f : I — R sc dice diferenciable en

70 si y solo si existe
iy @0+ ) = (z0)
im —,
h=0 h
¢l cual es denotado por f'(zg). Esto es equivalente a decir que: existe a € R tal que

flzo+ 1) = f(zo) +ah +7(h)

o . . r(h
para h suficientemente pequeiio y de tal forma que lhn:] (]—) =0.
1= 1

Esta definicion se extiende a espacios normados de la siguiente manera

Definicién 2.1 Sea X un espacio normado y V C X abierto. Una funcién f:V — R se dice que
es diferenciable segtin Fréchet en ug € V si y solo si existe u* € A tal que

fup + h) = f(ug) + (u*,h) +r(h),

- N ()

para h lo suficientemente pequeno y lim —==
ko0 |||

u* serd denotado por V f(z9) y es llamado gradiente de f en uy.

=0.

Si f es diferenciable segiin Fréchet en todo » € V, diremos simplemente que f es diferenciable.
Ahora, dada f : V — R diferenciable podemos definir Vf: V — X* tal que a cadaz € V le asocia
Vf(z).

Es un hecho conocido que dada una funcién f : R® — R convexa diferenciable, si Vf(zg) = 0,
entonces zp es un minimo de f, pero en el caso en que f sea cuasiconvexa no es cierto en general;
para ver csto basta considerar f : R — R, definida por f(z) = 3. Aqui Vf(0) = 0 mas 0
no es un minimo de f. Esto motiva Ja introduccion de una nueva clase de funciones llamadas

pseudoconvexas.
Definicién 2.2 Dado C C R" abierto, f : C = R se dice pseudoconvexa en C si
7,y € Cy fy) < f(z) implican (Vf(z),y — z) < 0;
y [ se dice estrictamente pseudoconvexa en C si
ry€C z#yy fy) < f(z) implican (Vf(z),y - ) < 0.

Se obscrva de la definicién que las funciones pscudoconvexas gozan de la propiedad de que si
Vf(zo) = 0 paraalgin zg € C; entonces o es un minimo para f, que cs precisamente la propiedad
que habiamos perdido al debilitar la convexidad.

Para caracterizar a las funciones convexas, cuasiconvexas y pseudoconvexas diferenciables por la
naturaleza de su gradiente, primero daremos algunas definiciones.
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Definicién 2.3 Dado C C X convexo y T : C — X*, T cs llamado

1) monétono si
z1, 29 € C implica (T(z2) — T(1), 22 — 21) > 0.

2) ciclicamente mondtono si

{z1,... Ty, Tn+1} C C con z) = Tp4y, implica Z(T(xi),xi.,.l —z;) <0
=1

3) pseudomondétono si

z1, T2 € C,(T(x1),22 — 1) > 0 implica (T(z3),22 — 1) > 0

— b

6 equivalentemente
(T(x2),z2 — 1) < 0 implica (T(z), 22 — z1) < 0;

4) estrictamente pseudomondtono si
z1,% € C, 21 # x9, (T(1),22 — 1) > 0 implica (T(x2), 22 — 21) > 0;
5) cuasimondétono si
z), %y € C, (T(z1),z2 — 1) > 0 implica (T'(z2), 22 — ) > 0.
Observacion 2.1 Se verifican las siguientes implicaciones:
ciclicamente monétono = mondtono = pseudomondtono = cuasimondtono.

Que ciclicamente monétono implique mondtono y pseudomondto implique cuasimondtono es directo

de la definicion, sélo veamos que mondtono implica pseudomonétono. Si T es monétono, entonces

(T("E?) - T(zl)::E? - zl) > 03
(T(22), 22 — 21) = (T(21), 22 — 1) > 0;

de donde si (T(z3),z2 — z1) < 0, entonces (T'(z1),2z2 — 21) < 0.

Teorema 2.3 Sea C C X, abierto convexo y f C — R una funcién diferenciable; entonces

tenemos:
1) f es convexa si y s6lo si Vf es monétono, mas aiin Vf es ciclicamente ménotono.

2) f es cuasiconvexa si y s6lo si Vf es cuasimondtono.

14



3) f es pseudoconvexa si y sélo si Vf es pseudomonétono.

4) f es estrictamente pseudoconvexa si y solo si V f es estrictamente pseudomondtono.

Prueba. Dados z,y € C, definimos ¢, : (0,1] = R mediante

up Poy(A) = f(Az + (1= A)y).

¢ 3e observa fzi_c-ilmente que ¥, es diferenciable con

Yry(N) = (VQz 4+ (1= M)y), z ~y).
1) Sea f convexa. Dados z,y € C, X € [0,1], por hipétesis
fOz+(1=Ny) <Af(z) + (1 - A)y).

Esto ultimo se puede escribir como

fly+ Mz —y)) - f(y)
A

para A > 0. Haciendo A — 0, obtenemos

< fl@) - f(),

(2.2) (VI@),z—y) < f(z) - f(y).
Ademas, si intercambiamos los papeles de z y y en la tltima expresion, tenemos
(V(2),y ~2) < f(y) - f(z);

ahora sumando las dos ltimas expresiones,

(V£(y) = f(z),z—y) <0,

de donde Vf es mondtono. Para ver que Vf es ciclicamente mondtono aplicamos repetidas
veces (2.2).

Supongamos que V f es moné6tono. Dados z,y € C,0 < A < 1. Para z = Az +(1 - \)y, desde
que %, es diferenciable en [0,1], por el teorema del valor medio para funciones a valores
rcales, existe 0 < A\g < A tal que

?/’x,y(A) — P y(0) = f‘/’:c,y()\()))‘,

reemplazando y poniendo 29 = Aoz + (1 — X\g)y, tenemos

(2.3) f2) = f(y) = (Vf(z0).z —y)A.

Analogamente, existe A}, A < A\; < 1, z; = \jz + (1 — A\))y tal que

(2.4) /(@) = f(z) = (Vf(z1),z = y)(1 = A).



De (2.3) y (2.4), multiplicando respectivamente por (1 — ) y —A y sumando obtenemos

(2.9) f(2) =(1 =X f(y) = Af(2z) = A1 = AV () = V(z),z - ).

Ahora multiplicando (2.5) por Ay — Ay,

(R0 = M)[f(2) = (L = N f(y) — Af(@)] = AL = AV f(20) — V(21),20 — 1) 2 0.

Como Ay — A\; < 0, tenemos

f(z) < Af(z) + (1= A) f(y),
y desde que z = Az + (1 — \)y, concluimos que f es convexa.
Sean z,y € C tal que (Vf(z),y —z) >0; A € [0,1]. De

fOz+(1=Ny) = fl@a+(L-N(y—=z)
= f(@)+ (1 =A(Vf(z),y—z) +r((1 - AN)(y - ),

si f(y) < f(z), tenemos por la cuasiconvexidad de f, que

f@) 2 flz) + 1= AV (z),y —z) +r((1 = N)(y — 7)),
luego
0> (1 =A(V[(2),y =) +r((1 - Ny —z))
patatodo 0 < A< 1,y

0>(Vf(z)y—z)+ s le\z(?,/\)_ x));

tomando limite cuando A — 1, nos da
0> (Vf(z)y — ),
lo cual es imposible; y por tanto f(z) < f(y), luego

fly) > fAz+(1=Ny) = fly+ Az —y))
= fy)+NVS(y),z —y) +r(Az —y))

para todo 0 < A < 1, de donde
0> AVf(z),z—y)+r(Az -y)),

esto es
r(Mz —y)) .

\ ?

0= (Vf(x),z —y)+

16



Por lo tanto, V f es pseudomonétono.
Supongamos que V f es pseudomondtono. Si f no es pseudoconvexa, entonces existen z,y € C
con

fy) < f(z) y (Vf(z),y —z) >0.

Sea z = Az + (1 — \)y, entonces
(Vf(z),z —2) >0,
para todo z € [y, z]. Esto implica que
(Vf(z),z —z) >0, para todo z € [y, z]

y entonces
(Vi(z),y—z)>0;

luego la funcién )4 definida anteriormente es decreciente, de donde

flz) = "/)m,r (1) < ¢$,y(0) = f(y),
lo cual es una contradiccion.

4) La prueba es completamente andloga a (iii).
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Capitulo 3

Multifunciones

3.1 Definiciones basicas

Definicién 3.1 Sean X e Y dos conjuntos. Una multifuncién F de X cn Y, denotada por
F:X 3Y, es una funcién F : X — 2Y que a cada z € X le asocia de manera tinica un
subconjunto F(z) C Y. Una multifuncién es caracterizada por su grafico Graf(F) C X x Y
definido por

Graf(F) = {(z,y) € X x Y [y € F(2)}.
F(z) es la imagen o valor dec F en el punto z.

En adelante asumiremos que F(z) # 0, Vz € X.
La imagen de F cs la unién de los valores de F(z), donde z recorre X:

Im(F) = | | F(z).
z€X

Hay dos maneras de definir la imagen inversa de un conjunto M mediante una multifuncién F:

F~YM)={z/F(z)n M #0} (imagen inversa)

FHY (M) ={z/F(zx)NM C M} (core)
Ellas coinciden de manera natural cuando F es mono-valuada.

Dada una multifuncién F : X 3 Y, definimos su inversa F~' : Y =3 X mediante
Fly)={zeX:yeFz)}h
csto es,
Graf(F™') = {(y,z) € Y x X : (z,y) € Graf(F)}.

La composicion H o G : X =3 Z de dos multifunciones H : Y 3 Zy G : X 3 Y en z es
definidapor

(HoG)(2)= |J H(.

YEG()
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Para F: X 3Y, definimos F'* : Y =3 X mediante

Fy)={zeX/y¢ F(z)} =X \F(y).
Sean X,Y espacios métricos.

Definicién 3.2 Una multifuncién F : X =3 Y es llamada semicontinua superiormente (abre-

viado s.c.s.) en € Dom(F) si y sélo si
para toda vecindad U de F(z), existe n > 0/Vx' € By(z): F(z') CcU
y decimos que F es s.c.s. si lo es en todo punto de X.

Definicién 3.3 Una multifuncién F : X =3 Y es llamada semicontinua inferiormente (abrevi-
ado s.c.i.) en z € X si y sélo si

para todo y € F(z) y toda sucesién (z,) C X, z, = z; existe y, € F(zn)/Yn = ¥-
Y decimos que F es s.c.i. si lo es en todo punto z € X.

Proposicién 3.1 F: X 3 Y es semicontinua superiormente en X si y sélo si para todo abicrto
U CY el conjunto FT1(U) es abierto en X.

Definicién 3.4 Sean X,Y espacios vectoriales topoldgicos y K un subconjunto convexo no vacio
de X. Diremos que la multifuncién F : K =2 Y es hemicontinua superiormente en K, si para
cualesquiera z,y € K, la restricciéon F' |[$,y] : [z,y) = Y es semicontinua superiormente en [z,y].

Diremos que F : X =3 X* es débilmente hemicontinua superiormente en K si consideramos

en X* la topologia débil estrella.

Utilizaremos ademads el mapeo F : X = Y dado por

3.2 Mapeos KKM

Definicién 3.5 Sea un X un t.vs, D C X no vacioo G : D =3 X es llamada multi-
n
funcién (6 mapeo) KKM si conv{z,,zs,...2,} C U G(z;) para cualquier subconjunto finito

=1

{1131, L2,y .. 51771} C b,

Una condicion suficiente para que una multifuncién G : D = X sea KKM es dada en el siguiente

teorema:
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Teorema 3.2 Sea X un t.v.s. y K C X convexo. Si F : K = K satisface
(i) z € F(z) para cada z € K
(i) F*(y) es convexo para cada y € K;

entonces I es KKM.

Prueba. Sea {z),...,z,} C K ¢y € conv{zy,...,z,}; tcnemos que mostrar que
T
g€ | Fl).
=1

Como y € F(7y), tenemos que § ¢ F*(y) y por lo tanto conv{z,,...,z,} C F*(y). Desde que F*(y)
es convexo, al menos un punto z; ¢ F*(y), esto implica que § € F(z;); que era lo que queriamos
probar. O

Ejemplo 3.1 Sea X un t.v.s. de Hausdorff, K C X convexo no vacio, f : K x K — R, entonces
si f(z,-) es cuasiconvexa para cada z € K; y f(z,z) > 0 para todo z € K, la multifuncién
F: K 3 K dada por

F(y) ={z e K/ f(z,y) 20}

es KKM.

En efecto; evidentemente z € F(z) para cada z € K; ademas

—

F'(y) ={z € K[ f(y,z) <0} = So(f(y,"))

es un conjunto convexo para todo y € K; luego por el teorema 3.2 F' es KKM.

En particular, si tenemos f : K — R cuasiconvexa, entonces la multifuncién F : K = K dada

por
F(y) ={z e K/ f(z) 2 f(y)}
es KKM. Para esto basta tomar ¢(z,y) = f(y) — f(z); sc satisface que g(z, ) es cuasiconvexa.

3.3 Monotonicidad de multifunciones

Una generalizacion de los conceptos de monotonicidad gencralizada para multifunciones es la

siguiente:

Definicién 3.6 Sca. X un espacio de Banach reflexivo, K un subconjunto no vacio convexo y
cerrado, T : K =3 X** ¢s
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(i) mondétono si
(x* —y*,z—y) >0, paratodo z* € T(z),y" € T(y).

(i) ciclicamente mondtono si para cualquier ciclo z1,...Zn,Zn41 € K (Zn41 = 1) ¥y cua-
lesquiera z} € T'(z;), se tiene que

Y (af,mips — ) < 0.

i=1
(iii) cuasimondétono si para todo z,y € X y 2* € T(z),y* € T(y) se verifica que

(z*,y —z) > 0 implica (y*,y —z) >0

(iv) propiamente cuasimondétono si para todo {z1, -+ ,2,} C K y todo z € conv{zy,...,2n},

existe 1 <7 < n tal que

(z*,y — z;) <0 para todo z* € T(x;).

(v) pseudomondétona si para todo z,y € X y z* € T(z),y* € T(y) se verifica que
(z*,y —z) > 0 implica (y*,y —z) > 0;
lo cual es cquivalente a que si existe y* € T(y) tal que

(y*,y — z) <0, entonces (z*,y — z) < 0, para todo z* € T(z).
Observacién 3.1 Un operador cuasimondtono pseudomonétono es propiamente cuasimonGtono.

En efccto: Sea T : K =3 X* pseudomondtono y supongamos que no sea propiamente cuasi-
n

mondtono; entonces existe {z),...,2,} C K, existe z € conv{z, -+ ,2,}, z = Zaixi (con
i=1

n
0<a<L Y as=1)y
=1

(},z—2;) >0

para algin z} € T'(z;). Pero esto implica, para cadai = 1,2,...,n, que
(Z*: z = "Ei) > 0»

para todo 2z* € T(z), de donde

0= Za,’(z*,z—xi) >0,

=1

lo cual constituye una contradiccién. Por consiguiente T es propiamente cuasimonétono. ¢
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Proposicién 3.3 Sea f : X — R una funcién scmicontinua inferiormente y of : X = A* cl
subdiferencial de f, entonces

(1) Si f es convexa, entonces @f es monGtono; mds atin es ciclicamente mondtono.
Prueba.
(1) Sabemos que
of(x)={z* € X/ f(y) > [(z) + (z*,y — z), para todoy € X}.
Dados z,y € X, sean z* ¢ y* en 9f(z) y df(y) respectivamente,

) 2 f(z) +(z*,y—x) implica (z*,y-2)2
f) > f) +(y*,y—z) implica —(y*.y—1z)2>

de donde tencmos
(z* - y",y—z) >0y por tanto (z* —y*,z —y) <0. O
(i1) Sea z* € T(z) tal que (z*,y — x) > 0, entonces
fy) 2 f(z) - {z*,y - 2).0

Definicién 3.7 (Transferencia de valores cerrados) Sca X un espacio topolégico, K C X.
Se dice que la multifunciéon F : K = X transfiere valores cerrados, si dados z,y € K con
z ¢ F(y), entonces cxiste ¥ € K tal que z ¢ F(y').
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Capitulo 4

El Lema de Ky Fan

4.1 Un primer resultado

Teorema 4.1 (Lema de Ky Fan) Sea X un t.v.s. de Hausdorft , D C X novacioy G: D =3 X

una multifuncién tal que:
i) G(z) cs cerrado para cada z € D.
ii) G: D= X es KKM.
iii) Al menos uno de los G(z) es compacto.

Entonces

() G(z) #0.

z€D

Prueba. Desde que existe al menos un zg € D con G(zg) compacto, ﬂ G(z) = 0 implicaria
x€D

G(z:)y

s

que G(zo) C U G(z)¢, de donde tendriamos que existe {z) - z,} C D con G(zo) C

x€D )
m n

de aqui ﬂ G(z;) = 0. Luego cs suficiente probar que ﬂ G(z;) # 0, para todo subconjunto finito

n

=0 i=1
{z1,29:...,2n} C D, escogido arbitrariamente. Para esto consideremos S, = {ej.es,....en},

el conjunto de vectores candnicos de R™ y definamos el mapeo ® : Conu(S) — X. dado por

Pty ta, ... 1) = Z t;z;, el cual claramente es continuo.
i=1
Sean ahora F(i) = ®~!(G(z;)) los cuales son subconjuntos cerrados de R™ por ser preimagencs

de conjuntos cerrados por medio de un mapeo continuo; y de la condicién (ii) tenemos que para
k

cada {1 <41 <i2 < ..... <4 =n} el (k—1)-simplex e;,e;, .. .e;, estd contenido en U F(¢;), de
§=1
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donde por el teorema de KKM,

n

0# () Flz:) =2 ([ Glz)),

=1 i=1

y por lo tanto ﬂ G(z)#0. O

z€D

De este teorema se obtiene directamente el siguiente

Corolario 4.2 Sea F un t.v.s. & un subconjunto arbitrario de £ y G : X = F una multifuncién
KKM , supongamos que existe F : X = E tal que G(z) C F(z), para cada z € X y para el cual

ﬂ F(z) = ﬂ G(z); si existe alguna topologia en la cual cada F(z) es compacto, entonces
TEX TEX

(] Glz) #0.

TeEX

Ejemplo 4.1 Sea D = {z; = (1,1),z0 = (2,-2),z3 = (1,—2)} C R? y G : D = R? definida por

G(z) = {(LD}
G(z2) = {(=,y) €R*/y2z-4};
G(z3) = {(z.y) €R*/—(y+1) 2 (x -1}

Se observa facilmente que los G(z;) son cerrados, pero m G(z) = ¢. La condicién que falla es que

x€D
conv{zy,z2} ¢ G(z1) N G(z2).

4.2 Extensiones del lema de Ky Fan

Una de las primeras extensiones de este teorema es debido al propio Ky Fan y es dada por el
siguiente teorema:

Teorema 4.3 Sea D un subconjunto de un t.v.s. de Hausdorfl X y G: D = X una multifuncién
tal que:

i) G(z) es cerrado para cada z € D.
i) G: D = X es KKM.

iii) Existe un subconjunto Xy C D tal que ﬂ G(z) es compacto y Xg estd contenido en un
x€ Xo
subconjunto compacto y convexo de A

Entonces

(] Gz) #0.

z€D



max{Az; /i =1,2,...,n} + max{(1 = Ny, /i =1.2....,n} =
Amax{z; Ji=1.2...n}+ (I =N max{y: /it =1,2,...n} =
Af(zr.aa, o xn) + (1= X)) [(1:Y2, . yn) = f es convexa.
Sea

1(2) =A{¢/ filz) = f(x)}
los indices en los cunales el méaximo definido como f es obtenido.

Calcularemos ['(x:w).
max{x; + tv;} — max{w;}
2 1

. :

;) = lim
s v) = lim :
aplicando el Teorema de L’hospital respecto de ¢, se tiene
= f'(x;v) = lim max {v;} = max v;,

tlo i€i(r) ° i€l(x)
ademas como [ es Lipschitz y convexa
= por la Proposicien 1.5.5 fo(z:v) = ['(z;v).
= df(x) = {( e R*/ max v >(C.v) Ve e R"
iel(a)

Veamos la ley de formacion del 9 f(z).

Sin =1 tenemos:

max v; = 0" 2 ((,v) Ve ER = ¢* 2 (¢, v") = (= 1.
t€l(x)

Si n = 2 tenemos:

2
}3% v 2 ((,v) = ;Qvi donde ¢ = (¢, ¢y), v=(v1,0y)
Sit=1,2 € I(x).

Sl.lponga.n'los que vy > vy y ¢ >0

= i T 01 2> (or + Qua 2> Qe+ Qe = (G + G2)ve
= v 2 G+ Qv Y v >y

= tenemos dos casos:
e Sim 2 (G + Qv Vo= (+G=1
e Si(+QLuzn Vo=04+=1

=G +G=1
Continuamos con v; > vy

= }11[?33 v = v 2> Uy + vz = oy 4 vg — Uz = v — gy 2 (v —v) => 1 2 (),
1EIx

18]
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Prueba. Como se observa de la hipétesis, la multifuncion F satisface las hipétesis del tcorema

4.3, luego sdlo serd necesario mostrar que

N F(2)2 ) Flo),
€D zeD
pues la otra inclusion se satisface trivialmente.

Ahora, por reduccién al absurdo, supongamos que existe y € ﬂ Flz)yz ¢ ﬂ F(z), entonces
IGD zeD
z ¢ F(zo) para algin zg € D tal que z ¢ F(zg), lo cual es absurdo, de donde concluimos que

ﬂ F(z) = ﬂ F(z) y por lo tanto
z€D zeD

| F(z) #0. ©
€D

El siguiente cjemplo muestra que las condiciones de éste tcorema son mds débiles que la
condicion del teorema 4.3.

Ejemplo 4.2 Sea Y = (0,1], X = Y N Q. Claramente X no es convexo ni compacto; tomemos
F:X3Y como

F(z) =[z,1] NnQ.
Entonces I'(z) no es cerrado excepto para z = 1, ademds I ¢s KKM, de donde no podemos utilizar

el teorema 4.3, sin embargo F satisfacc las hipétesis del teorema anterior.

(i) F transficre valores cerrados: Scan z € X, y € Y con y ¢ F(z); tomando z' = 1, tenemos
que y ¢ F(a').

(ii) La multifuncién F : X =Y es KKM pucs como

n n
F(z) = [z,1), si{z1,...,2n} C Xy 2= Zaimi con ; >0, Zai =1,
=1

i=]

tomando T = lr<n_i<n {xi}, tencmos que z; < z;, luego o;T; < oiT; y por tanto
IS

zj <z, ie z € F(x;).

n
Por lo tanto z € U F(z;).

=1

(iil) Sc satisface desde que Y es compacto.
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Capitulo 5

Aplicaciones

5.1 Puntos Fijos

Lema 5.1 Sea X un cspacio normado, K un subconjunto convexo compacto no vacio de X y
f: K = X continuo, entonces existe al menos un yo € K tal que

o — f(wo)ll = nf lz - f(o)ll.
Prueba. Definamos G : K = X mediante
Gz)={yeK/ly-f@lI<llz - fl}
entonces G satisface
(i) z € G(z) para todo z € K.
(i1) Desde que f es continua, G(z) cs cerrado por tanto compacto desde que K lo es.
(ili) G es KKM. En efecto,
G'y) ={z e K/lly=FWI > llz= FWI} = Byy-sum(F®)) N K
es un conjunto convexo para cada y € K por el teorcma 3.2, G es KKM.

Ahora, por el lema de Ky Fan, tenemos que ﬂ G(z) # 0, es decir, existe yp € K tal que
z€K

llyo — fo)ll £ =z - f(yo)|l para todo z € K.

Teorema 5.2 Sea X espacio normado, K un subconjunto convexo compacto no vacio de X y
F : K — X un mapeo continuo tal que para cada ¢ € K con ¢ # F(c) , el segmento [c, F(c))

contiene al menos dos puntos de K. Entonces F tiene al menos un punto fijo.
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Prueba. Del lema anterior tenemos que existe yo € K tal que
llyo — f(wo)ll = inf ||z — f(yo)||.
TCK

Probaremos que yo es un punto fijo.
Por el absurdo, supongamos que zp no es un punto fijo, entonces por hipdtesis, el segmento
[y0, f(yo)] debe contener otro punto z, distinto de yo, £ = tyo + (1 — t)f(y), 0 < ¢ < 1, de
donde

llyo — fwo)ll < lityo + (1 = ¢) f (o) — f(wo)ll = thyo — £ (wo)ll < llyo — £ (wo)ll,
es decir

lyo = £ (o)l < llyo — £ (wo)lls

lo cual es una contradiccién, de donde yo = f(v0). ¢

Teorema 5.3 (Schauder-Tychonoff) Sea X' un espacio localmente convexo, K un subconjunto
convexo compacto no vacio de X. Entonces cada funcién continua f : K = K tiene un punto fijo.

Prueba Sea {p; }ier la familia de todas las seminormas continuas en E. Para cada i € I, conside-
remos el conjunto
A;i={y € K /pi(y — f(y)) = 0}.

Un punto yo € K es un punto fijo de f si y sélo si yg € ﬂAi, y como K es compacto, silo
i€/
necesitamos probar que
Ay, NA, NN A, #0
para cualquier subconjunto finito {4,...,i,} C 1.
Para esto, dado {3;,...,i,} C K arbitrarios definamos G : K = X por

n n
Glz)={ye K/ p;ly—fy) < > pi,@—fy)}
j=l1 7=1
Como las p; son continuas y K es compacto, sélo basta ver que G es KKM. Supongamos que existe
m
{z1,...,2m} CK y z € conv{z),...,zTm} tal que z ¢ U G(z;), entonces

=1

Y vy — £(2) < piy (2 — £(2)
1=l j=1

y como
Zpij (Z - f(Z)) < Zpij (Z QT — f(Z)) < Zaz ZP‘LJ (xz f(Z))
j=1 j=1 =1 =1 1=1

< Zaz szj (= f(2)| = szj (z — f(2)),
=1 j=1 j=1
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lo cual es una contradiccidn.

Por lo tanto G es KKM, luego ﬂ G(z;) # 0 y por tanto existe T € K tal que

Y P E- (@)<Y pylz - f(3)
j=1 Jj=l1
para todo z € K. Ahora si T # f(T), tomando y =tT + (1 —¢t) f(T), 0 < t < 0 se ticne que
Y opE-f@) <) py(E+(1-0)f(@)- fE) <tD py(E—[(T))
i=1 i=1 j=1

es decir

Y py (@~ @) < D_py(E- ()
j=1 J=1

lo que es una contradiccién, de donde T = f(Z). ¢
Como un corolario inmediato, obtenemos uno de los resultados basicos del andlisis funcional:

Teorema 5.4 (Markoff-Kakutani) Sea X' un espacio localmente convexo, K un subconjunto
convexo compacto no vacio de X' y F una familia conmutativa de mapeos afines continuos de K

en si mismo. Entonces F tiene un punto fijo comun.

Prueba. Denotaremos por Fix(f) al conjunto de puntos fijos de f. Del teorcma anterior
tenemos que Fix(f) # 0 para toda f € F, y desde que las funciones en F son afines, Fix(f) cs en
particular compacto.

Como debemos probar que ﬂ Fix(f) # 0, de la obscrvacién en la prueba del teorema anterior,

feF
serd suficiente probar que cada interseccién finita

() Fix(fi) = Fix(f1..., x),
i=1

para f; € F es no vacia.
Procedamos por induccién sobre el nimero n de fi's.

(i) n = 1, Fix(f) # 0 paracada f € F.

(ii) Supongamos que Fix(f},..., fn] # 0, para cualquier subconjunto finito {f1,..., fn} C F.
Dado cualquier subconjunto {fy, ..., fat+1} € F, desde que F cs conmutativa, notemos que

far1[Fix(fr, -, f)] € Fix(fi, - fa)-

Sea z € Fix(fy,...,fn), entonces fi(fn+1(2)) = fas1(fi(z)) = fap1(z) paracada 1 <i < n,
Le. fat1(z) € Fix(fi, ..., fn). Desde que Fix(fy, ..., fa) es un subconjunto no vacio, convexo
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y cerrado, del teorema anterior tenemos que Fix(fy, ..., fas) # 0, considerando la restriccion
frr aFix(fiy. .y fa), e

fn+l : FiX(f], e 3fn) - FiX(f], cee :fn)r
lo cual completa la induccion.

Asi concluimos que ﬂ Fix(f) #0. O

JeF
Presentamos ahora un resultado concerniente al problema de coincidencia, una generalizacion

natural del problema de punto fijo:

Teorema 5.5 (Coincidencia) Sean X e ) dos t.v.s Hausdorfl, K C X y C C ) subconjuntos
compactos convexos en los t.v.s X y Y respectivamente. Sean F,G : K — C dos multifunciones
tales que:

i) F(z) cs abierto y G(z) es un conjunto convexo no vacio para cada z € K;
ii) G™(y) es abierto y F~!(y) es convexo y no vacio para cada y € C.
Entonces existe un zg € K tal que F(zo) N G(zo) # 0.
Prueba. Sea Z = K x C y definamos H : Z 3 X x Y mediante
H(z,y) = Z\[G™'(y) x F(z)},

entonces cada H(z,y) ¢s no vacio, cerrado en Z y por lo tanto compacto.
Veamos que
z= | 67w x Fla):
(z.y)€Z

en efecto, si (7o, o) € Z, escogemos (z,y) € F~(yo) x G(zo), de donde (z,y0) € G~} (y) x F(z).
De aqui

NHEE = () 7' x F@)I =0,

2€7Z (zy)eZ

de donde H no puede ser KKM (de otro modo, contradiriamos el lema de Ky Fan). Por lo
n

n n
tanto existe {z1,...,2p} C Z y z = Za,-zi, 0 <o <1, Zai = 1con z ¢ UH(z,-);
i=1 i=1 i=1
n

n
ahora como Z cs convexo entonces z € Z, de donde z € Z\ U H(z) = ﬂ G y;) x F(z).

=1 =1

n n n
Escribiendo z = (Zajzj,Zajyj) (donde z; = (z;,;)) tenemos que ZO’]’IL']’ € G Y u) y

j=1 j=1 j=1
n n

Z(ijj € F(z;) para todo 1 < 1 < n; de aqui tenemos que y; € G(z @;z;), lo cual implica
71=1 =1
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n n n n n
Za,:y,- € G(Z ojz;) y andlogamente z; € F'I(Z a;y;) implica Zaixi € F'l(z a;jy;) lo

n n
cual equivale a Z ay; € F (Z ;T;).

j=1 i=1

n n
Haciendo z¢ = Zajxj, Yo = Z a;y;. tenemos yo € F(z9)NG(zo). Por lo tanto F(z)NG(zo) # 0,
Jj=1 j=1
que era lo que queriamos probar. {

A partir de los resultados se obtiencn los siguientes corolarios:

Teorema 5.6 Sea X un un t.v.s. de Hausdorff, K un subconjunto convexo compacto, no vacio de
Xy F: K 3 K una multifuncién tal que:

i) F~1(y) es abierto para cada y € K;
ii) F(z) es convexo y no vacio para cada z € K.

Entonces existe zo € K tal que zg € F(zp).

Prueba. Si F~!(y) = K para algiin y en K, entonces y € F(y) y el teorema estd probado. Si
en cambio F~!(y) G K para todo y € K.
Como cada F~!(y) es abierto, entonces cada F*(y) es no vacio y cerrado en K y por lo tanto
compacto.

Veamos que K = U F~!(y): En efecto, sea = € K; escojamos yo € F'(z), lucgo x € F~Y(yq). Asi
yeK

=K\ F '@ =0

YyeK yeK
n
luego F* no puede ser KKM. Por tanto, existe {z1,...,z,} C Ky z = Zaixi, 0 <o <1,
n n n =l
Zai =1 tal que z ¢ U F*(z;), lo que equivale a decir que z ¢ U K\ F}(z;), ie z€ F1(z)

=1 =1 =1
para todo 1 < ¢ < n. Entonces z; € F(z) para todo 1 <¢ <ny como F(z) es convexo para todo

z € K, entonces z € F(z). {

Corolario 5.7 Sea X un un t.v.s. de Hausdorff, K subconjunto convexo compacto no vacio de X,
V una vecindad abierta simétrica del ceroy f : K -+ K un mapeo continuo tal que f(K)C K+ V.
Entonces existe zg € K tal que f(zo) € zo + V.

Prueba. Definamos F : K = K por
F(z)={yeK/f(z)-yeV}

entonces
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(i) Claramente F'(z) es convexo y no vacio, pues V es convexo y f(K)C K + V.

(if) Veamos que
Fly) = {z/yeF@)}={z/flz)-yeV}
= {z/f@)eV+yt=fy+V)

es abierto, desde que V' es un subconjunto abierto simétrico, vecindad de 0.

De donde por el teorema anterior, existe g € F(zq), lo cual equivale a decir que f(zg) € 2o+ V.

¢

Corolario 5.8 (Lassonde) Sea X un un t.v.s. de Hausdorff, C' subconjunto convexo no vacio de
X, f: C — C un mapeo compacto y V una vecindad abierta convexa simétrica del cero. Entonces
f tiene un V-punto fijo, es decir existe zo € C tal que f(z) € zg + V.

Prueba. Para cada z € C, z + V es abierto y dado que f(C) es compacto y
feycec l+v,
zeC

existe {z1,..., zn} C C tal que

n

f©) <l +vyna).

i=1
Sea K = conv{zy,...,z,}, tenemos que f(K) C K + V y desde que K es compacto, del corolario
anterior tenemos que existe 29 € K tal que

flxo) €Ezg+ V. O

- Corolario 5.9 Sea C' un subconjunto convexo compacto no vacio del t.v.s. X,y F: ¢ — C un
-mapeo compacto. Entonces F' tiene un punto fijo.

Corolario 5.10 Sean C'y K subconjuntos convexos compactos no vacios del t.v.s. X, F: C — E

un mapeo continuo tal que F(C) C C + K. Entonces existe zy € C tal que F(xzp) € zg + K.

5.2 Un teorema de Minimax

Teorema 5.11 (Principio de Minimax) Sean X e ) dos t.v.s. de Hausdorff, K C X yCcc)y
subconjuntos no vacios, compactos y convexos en los t.v.s X e ) respectivamente. si f:KxC—>R
satisface las siguientes condiciones:

(i) f(z,-) es semicontinua inferior y cuasiconvexa para cada z € K,

(ii) f(,y) es semicontinua superior y cuasiconcava para cada y € C.
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Entonces

max min I, mmma.x Ty
zeK yECf( J) yeC z€kK f( J)

Prueba. Como f(-,y) ess.c.s., del teorema 1.4 tenemos que existe max f(z,y) paracaday € C
y ademds es una funcién s.c.i., de donde minmax f(z,y) existe; dnalogamente mdx min f(z,y)

yeC z€K eK yeC
existe. Desde que f(z,y) < max f(z,y), tenemos min f(z,y) < minmax f(z,y), de donde
zeK yeC yeC zeK

maxmin f(z,y) < minmax f(z,1
zeK yeC f( /) yeC zeK f( J)

veamos que la desigualdad estricta no puede darse. Procediendo por contradiccidén, supongamos
que existe 7 € R tal que

maxmln x,1 <r<mmmax z,1
zeK yeC f( J) yeC r€K f( J)

Definamos F, G : K =3 C' mediante las reglas de correspondencia

) ={y/flz,y)>r} vy Gz)={y/f(z,y) <r}
Ahora veamos que se satisfacen las hipotesis del teorema 5.5

(i) F(z) es abierto desde que f(z,-) ess.c.i. y G(z) es convexo desde que f(z,-) es cuasiconvexa
y es no vacio pues néajz(minf(a:,y) < r,ycomo F~ ={z/f(z,y) >r}y Gl (y) =
z€K vy

{z/ f(z,y) < r}, tenemos anslogamente que F~! (y) es no vacio, convexo y que G~(y) es
abierto, de donde existe zg € K e yg € C tales que

Yo € F(zo) N G(zo),

i.e. se satisface simultdneamente f(zo,yo) > 7y f(zo,%0) <7, lo cual es una contradiccion,
de donde se cumple

max min ,1y) = min max T,
z€EK yGC’f( J) yeC z€X f( J) 0

5.3 Desigualdades Variacionales Escalares

Sea X un espacio de Banach real y K un subconjunto no vacio, convexo y cerrado de X.
Dada una correspondencia T : K = X* con valores no vacios, el Problema de Desigualdad
Variacional (denotado VIP!) escalar es

VIP : Hallar z¢ € K tal que
para todo z € K, existe z* € T'(zg) : (z*, 2 — z¢) > 0.

Este problema esta estrechamente relacionado con el problema de hallar zy € K tal que

para todo z € K,z* € T(z) : {z*,z — z¢) > 0;

'Por sus siglas en inglés, Variational Inequality Problem
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el cual es llamado Problema Dual de Desigualdad Variacional (DVIP?) y esta relacién se da

en la siguiente

Proposicion 5.12 Sea X un espacio de Banach y K C X un subconjunto no vacio, convexo y
cerrado. Dada T : K =3 X* con valores no vacios y hemicontinua superiormente, entonces toda
solucién de DVIP es solucién de VIP.

Prueba. Sea z( una solucién de DVIP, i.e. para todo z € K, z* € T(z) sc tiene (z*, z—xz¢) > 0.
Mostraremos que para todo z € K, existe z* € T(zg) tal que (z*,z — z¢) > 0. Supongamos que
no sea cierto, entonces existe y € K tal que, para todo z* € T(z¢): (z*,y — z¢) < 0.

Sea
V={z" € X" /{z",y —20) <0} = 9, ;,(~00,0)

una vecindad débil de T'(zg). Como T es hemicontinua superiormente,
existe > 0 tal que, para todo z con ||z — z¢|| < y z € [z,y], se tiene T(z) C V;

para A € (0,1) suficientemente pequeiio tal que z = Azg + (1 — A)y satisface ||z — zo|| < 9, tenemos
T(z) CV,ie.

(5.1) 2* € T(z) implica (2*,y — zg) < 0;

y como
(2*,2—x0) = (2", {zo+ (1 =Ny — zo)
(2%, (1 = A)(y — z0))
= (1-A)(z"y—=z0) <0,

de (5.1), i.e. (2*,z — zg) < 0, lo cual constituyc una contradiccion. Por lo tanto zg es solucién de
VIP. ¢

Uno de los resultados més generales acerca de la existencia de soluciones de DVIP fue dado en

(6] para operadores propiamente cuasimond6tonos; el resultado se establece en el siguiente

Teorema 5.13 Sea T : K = X* un operador propiamente cuasimondtono con valores no vacios.

Si alguna de las siguientes condiciones se verifican:
(i) K es débilmente compacto;

(ii) existe un subconjunto débilmente compacto W de K y zg € W tal que

para todo z € K \ W, existe g € T(z¢) tal que (zg,z9 — z) < 0;

2 Dual Variational Inequelity Problem
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entonces el DVIP tiene soluciéon. En consecuencia, si T es semicontinua superiormente, entonces
el VIP tiene solucion.

Prueba. Definamos G : K =3 K por la regla
G(r) ={ye K/(z",z —y) >0, paratodo z* € T(z)}.

Probaremos que ﬂ G(z) # 0.
z€K

a) G(z) es no vacio, cerrado y convexo, para todo z € K.
En efecto, z € G(z), para todo z € K. Sca ahora {yx}ren C G(z) tal que yx — y, entonces

(SC‘,IL' - UL) 2 0:
para cada z* € T'(z), implica
<$*,$ - y) 2 0:
pues (z*,-) cs continua. Luego y € G(z).
b) G es unmapeo KKM: Dado un subconjunto finito {zy,...,2,} C K, escogido arbitrariamente
y 2 € conv{z,xg,...,T,}; por hipitesis T es propiamente cuasimonétono, luego existe

1 <1< ntal que

(z*,y — ;) <0, para todo z* € T(z;),
ie.

(z*,z; —y) <0, para todo z* € T(z;),
de donde z € G(z;); luego G es KKM.

Ahora si (i) se satisface, i.e. si K es débilmente compacto, tendriamos que G(z) es débilmente
compacto y no vacio para todo = € K; desde que G es KKM, por el lema de Ky Fan tenemos

) G(z) #0,

€K

l.e. existe zg € K tal que
para todo z € K,z* € T(z), (z*,2 —20) > 0

Si (ii) se satisface, veamos que G(zy) es débilmente compacto ,para esto mostramos que G(zg) C W;
sea y € K \ W, entonces existe zg € T(zg) tal que

(xaa xg — il,') < 01

de donde y € G(z¢). Luego, nucvamente tenemos que las hipétesis del teorema 4.3 se satisfacen.
Por lo tanto, DVIP tiene solucién.

Por lo visto en el capitulo 3, el teorema anterior se verifica en particular para multifuncioncs

moénotonas, pseudoménotonas. Tenemos el siguiente corolario para funciones monovaluadas.
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Corolario 5.14 (Browder) Sca X un espacio de Banach, K C X convexo cerrado con 0 € K,
T: K - X* un mapeo tal que

(i) T es mondtono;

(ii) T es hemicontinuo;

(T(x), z)

(iii) el — 400 cuando ||z|| = +oc;
z
entonces para cada y* € X*, existe T € K tal que
(T(Z) - y*,z—T) > 0 para todo z € K.

Prueba. Sea y* € X* fijo. Definiendo T : K — X*, T'(z) = T(z) — y*; probaremos que existc
T € K tal que
(T'(@),z~7%) 20,

lo que demuestra el teorema.
Consideremos Xy = {z /(T (z),z) < 0}, entonces Xy es acotado; ademds si (T(0),z) > 0 para
algiin z, entonces

(T(z),z) >0,

luego z ¢ Aj.
De ésta manera, se satisfacen las hipdtesis del teorema anterior y de la tltima observacion; por lo
tanto, para cada y* € X', existe T € K tal que

(T(Z) —y*,z —Z) > 0 para todo z € K. O
En particular, si K = X tenemos que T(Z) = y*, es decir T cs sobreyectiva.

Observacién 5.1 La proposicion 5.12 se verifica si T es débilmente semicontinua inferiormente
en xg, es decir Dado g solucién de DVIP, si T es semicontinua inferiormente en xzg, entonces zg
es solucion de VIP.

Prueba. Procedemos por reduccién al absurdo: Supongamos que existe y € K tal que
para todo z* € T(x¢) : (z*,y — zo) < 0.

Sea z, = Ay + (1 —A)zo con ), = 1/n, una sucesién tal que z, — z°. Entonces dado z* € T(xo),

existe una sucesion z;; € F(zy) tal que 2z, % z*y como zg cs solucién de DVIP, tenemos

(zn, Ay + (1 — Ap)To — o) = (255,20 — T0) 20,

de donde A\, (z;.y — x0) > 0, luego
<z:hy - 3:0) Z 0>
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y de z;, % z* tenemos

(-’1"‘,?/ - -'L'O) 2 0',

una contradiccion. Por tanto zg es solucion de VIP. ¢

5.4 El Problema de equilibrio

Sea X un espacio vectorial topolégico Hausdorff, K C X un subconjunto convexo, cerrado, no
vacioy ¢ : K x K — R una funcién tal que ¢(z,z) > 0 para todo € K. El problema de equilibrio
(denotado EP) consiste en:

EP: Hallar T € K tal que : ¢(T,y) > 0, para todo y € K.

como muestra ref-sosa, éste problema contempla muchos otros, por ejemplo

1) Problema de minimizacién: Dada f : K — R, el problema de minimizaciéon (MP) consiste

en

MP : Hallar zg € K tal que f(z¢) < f(x), para todo z € K.

Definiendo ¢ : K x K = R por ¢(z,y) = f(y) — f(z), tenemos que Z es solucién de MP si y
sOlo si T es solucion dc EP.

En efecto, si T € K es solucién de EP, i.e. ¢(Z,y) > 0 para todo y € K, por la definicién de

,
f(y) = f(Z) >0y luego f(y) > f(T), para todo y € K;

esto es T soluciona MP.
Reciprocamente, si g € K es tal que f(zg) < f(y), para todo y € K entonces

®(z0,y) = f(y) = f(zo) > 0, para todo y € K.

Problema de desigualdad variacional: Sea A un espacio de Banach real. Dada la
multifuncion T : K =3 A'*; ya habiamos visto que el problema de desigualdad variacional,
VIP consiste en

VIP: Hallar T € K tal que
para todo y € K, existe z* = z*(y) € T(Z) : (z*,y — z) > 0.

Entonces si definimos ¢: K x K — R por

$(z.y) = x_rg;z%cx)(x Y = T),

tenemos que T es solucion de VIP si y sélo si T es solucién de EP.
En efecto: Si existe T € K tal que ¢(Z,y) > 0, para todo y € K, de la definicién de ¢, para
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y € K debe existir z* = z*(y) € T(T) tal que {(z*,y — Z) > 0, i.e. T es solucién de VIP;

igualmente si T soluciona VIP, entonces para cada y € K,

max (z*,y =) = $(Z.y) > 0.
z* €1(T)

El primer resultado de existencia de solucion de éste problema es el siguiente teorema debido

a Ky Fan:

Teorema 5.15 Sca X un t.v.s de Hausdorff, K C A subconjunto convexo, compacto no vacio,
f: K x K = R que satisface

(i) f(z,z) =0, para todo z € K;
(ii) Para caday € K, f(-,y) : K = Res s.c.s.;
(iii) Para cada z € K, f(z,-) : K — R es cuasiconvexa;

entonces existe un punto T € K tal que
f(z,y) >0, paratodoy € K.
Prueba. Consideremos la multifuncién F : K = K dada por
F(y) ={z € K/ f(z,y) 2 0},
cntonces tenemos
1) F(y) # 0 para todo y € K, pues y € F(y).

2) F(y) es cerrado para todo y € K. En efecto, dado y € K, consideremos g : K — R definida

por g(z) = — f(z,y); 9 es s.c.i. y por tanto, el conjunto
So(9) = {z € K/ g(z) < 0} = F(y)
es cerrado.
3) F es KKM desde que f(z,-) es cuasiconvexa, por el ejemplo 3.1.

4) Como K es compacto, entonces F(y) es compacto, para todo y € K; de donde por el lema

de Ky Fan tenemos que existe T € ﬂ F(y); i.e. existe T € K tal que f(Z,y) > 0 para todo

yeK
ye K. §

Si, en el teorema anterior no consideramos que K sea compacto y agregamos la siguiente

condicién de coercitividad:
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e Existe C C K subconjunto compacto, tal que para todo y € K \ C, existe z € C con
flz,y) <0;

entonces el teorema se sigue verificando.
En efecto, dado que (i), (ii) y (iii) del teorema anterior se siguen satisfaciendo, sélo probarcmos

que ﬂ F(y) cs compacto y esto se sigue del hecho que si y € C, F(y) C C; luego por el teorema
yeC
4.3 tenemos que existc T € K tal que f(Z,y) > 0, para todo y € K.

A continuacién damos una generalizacién de este teorema aparecida en [4], para esto daremos

antes una pequena introduccion.

Sabemos que dada una funcién f : K — R cuasiconvexa, para cualquier subconjunto finito

{III[," ‘.’L'n} de K y z € COIIV{IB[, s '.’En} se ticne:
< a, Z;
f(Z) —_ lléliixnf( 'L)

lo cual es equivalente a
< ;) — :
0< fé‘?g"n{f (w:) — f(2)}

Introduciendo una nueva funcién ¢ : K x K — R definida por ¢(z,y) = f(y) — f(z), tenemos que
¢ satisface
0 < max {¢(z,z;)}.

~ 1<i<n

Esto nos motiva a introducir la siguiente definicién dada en [4]:

Definicién 5.1 (Cuasiconvexidad diagonal) Sca X un espacio vectorial topoldgico de Haus-
dorff, K C X convexo, diremos que ¢ : K x K — R es cuasiconvexa diagonal (abreviado q.c.d.) si

dado cualquier subconjunto finito {z1, - -zn} € Ky 2z € conv{z,,- - -z,}, se satisface
0 < max {¢(z, z;
< max {4(z,29)

Proposicién 5.16 Sea X un espacio vectorial topolégico de Hausdorff, K C X convexo, son

equivalentes:

1) ¢: K x K = R es cuasiconvexa diagonal;
2) La multifuncién F : K = K dada por F(y) = {z € K/¢(z,y) > 0} es KKM.

Prueba. Sea {z;, - z,} C K arbitrarioy z € conv{zy, - zn}-
Si ¢ es g.c.d. tenemos que

0 < 1?%1{45(2’%)}

luego para algin 4o € {z,---z,} se debe satisfacer ¢(z, zi,) > 0 de donde z € F(z), entonces F
es KKM. De otro lado si F es KKM, z € F(z;) para algin ig € {z},-- 25} , de donde se tiene
0< Jnax {p(z,zi)}, luego ¢ es cuasiconvexa diagonal.

Sisn
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Definicién 5.2 Diremos que ¢ : K x K — R es diagonal cuasicéncava, si ¢ : K x K — R dada
por

d(z,y) = —¢(y.z)

es diagonal cuasiconvexa.

Veamos que una funcién ¢ diagonal cuasicéncava satisface que, dados {z,,...,zp} C K y
z € conv{zy,...,Tn},
min {¢(z;,2)} <0,
min {9(a, )} <0
pues

min {¢(zi, 2)} = min {-@(2,z;)} = — max {¢(z,zi)} <0.
min (9lzi,2)) = min (220} = — max (B(z,20) <
El siguiente ejemplo sencillo muestra que existen funciones cuasiconvexas que no son del tipo

anterior.

Ejemplo 5.1 Sea X =Ry ¢: R x R — R la multiplicacién usual en R, ¢(z,y) = zy, entonces ¢

es diagonal cuasiconvexa.

n
Sea {z),...,z,} C R cualquiera y z € conv{z,,...,zp}: 2 = Zaix,- talque0 < a; <1y

=1

Zai =1, entonces tenemos ¢(z, ;) = zz;; si tuviéramos que ¢(z,z;) < 0 para todo ¢ entonces

=1
za;z; <0, paratodo 1<i<n
lo cual implicaria
2 _ g
- = Z zo;x; < 0,
i=1
una contradiccidn. Por lo tanto ¢ es diagonal cuasiconvexa.
Ejemplo 5.2 Sea A C R™*" una matriz semidefinida positiva, entonces ¢ : R® x R* — R, definida

por ¢(z,y) = ztAy cs diagonal cuasiconvexa.

n
Sca {zi1,...,z,} C R® arbitrario y z € conv{zy,...,z,}, ie. z = Za""’:i con 0 < ¢ < 1,

=1
Z a; = 1. Si ¢(z,z;) = 2'Az; < 0, para todo 1 < i < n entonces a;z!Az; < 0, y luego
i=1
n
YAz = ZaiztA.'E,' <0,
=1

lo cual es absurdo pues A es semidefinida positiva. Por tanto

25,10 2)k 20
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Como se puede notar en los ejemplos previos, ¢(z, ') era cuasiconvexa para todo z € K, ademds

é(z,z) > 0. Esto se cumple en general, es decir dada ¢ : K x K — R tal que
1) para todo z € K, ¢(z, ') es cuasiconvexa;
2) para todo z € K ¢(z,z) > 0;

se tiene que ¢ es diagonal cuasiconvexa.

Proposicién 5.17 Si ¢; : K x K — R es diagonal cuasicéncava para todo 1 < ¢ < n, entonces
¢ K x K — R definida por
z,v)) = max ¢;(z,
#(z.y)) = max (z,)
es diagonal quasiconcava.
n
En efecto, sea {z1,...,2,} CKyz= Zaixj una, combinacidén convexa; entonces
=1
min z,z;)} = min max ¢;(z,z;)} = min ¢ (z,2;) <0 1<, <n
1S7Sm{¢( ’ ])} 1<5<m lSiSn¢2( 3 ])} 1<j<m ¢l_;( ) .7) = ( J )a
pues cada ¢; es diagonal cuasiconcava.
Teorema 5.18 Sea X un t.v.s. Hausdorff K C X convexo no vacio, ¢ : K X K — R una funcién
tal que:
(i) ¢ es diagonal cuasiconvexa.

(i1) Dados z,y € K tales que ¢(z,y) < 0, existe y* € K y una vecindad V de z tal que

¢(z,y) <0, paratodo z € V.

(iii) Existe un subconjunto C C K no vacio tal que para cada z € K \ C, existe y € C con
¢(y,x) <0y C estd contenido en un subconjunto compacto de K.

Entonces existe un punto = € K tal que

¢(Z,y) >0, para todo y € K.

Antes de dar la prueba del tcorema, observemos que la condicién (ii) se satisface trivialmente
si ¢(-,y) es semicontinua superiormente; esta condicién es un tipo de transferencia de la semicon-
tinuidad superior en el nivel cero:

La condicidn (iii) es una condicién de cecrcitividad, la cual no es necesaria si K es compacto; lo
que cs lo mismo se satisface trivialmente por vacuidad tomando C = K.

Prueba del teorema. Como ya vimos anteriormente, si ¢ es diagonal cuasiconvexa, entonces

la multifuncién F : K 3 K definida por

F(y) = {z € K[ ¢(z.y) 2 0}

es KKM. Veamos que F satisface las otras hipétesis del teorema 4.6:

43



e F transfiere valores cerrados: Sean z,y € K tales que = ¢ F(y), entonces ¢(z,y) < 0; de (ii)
tenemos que existe 3’ € K y una vecindad V de z, tal que

#(z,y’) <0, para todo z € V,

esto nos dice que V N F(y') = 0, luego z ¢ F(y'), i.e. F transfiere valores cerrados.

e (iii) es precisamente la condicién (3) del teorema 4.6, tomando C = Xy, esto nos dice que si
z € K\C, existe y € C tal que z ¢ F(y) C F(y). O

Una forma equivalente de éste teorema, que es mds utilizada en economia es la siguiente:

Teorema 5.19 Sea X un t.v.s. de Hausdorff, K C X convexo no vacio, ¢ : X xY — R una
funcién tal que:

(i) ¢ es diagonal cuasicéncava.
(ii) Dados z,y € K tales que ¢(z,y) > 0, entonces existe ' € K y una vecindad V de y tal que

H(x',z) > 0, para todo z € V.

(iii) Existe un subconjunto no vacio C C K tal que para cada y € K \ C, existe £ € C con
d(z,y) > 0y C esta contenido en un subconjunto compacto de K.

Entonces existe ¥y € K tal que
¢(z,y) <0, para todo z € K.

Como vimos en la motivacién para definir el concepto de diagonal cuasiconvexa, si f : K = Res
cuasiconvexa, entonces ¢ : K x K — R definida por ¢(z,y) = f(y)— f(z), es diagonal cuasiconvexa,
esto se puede extender mds cn el siguiente sentido: Sca f : K — R cuasiconvexa y g : K — R una

funcién cualquiera con g(z) < f(z) para todo z € K entonces ¢ : K x K — R dada por

¢(z,y) = f(y) — 9(z)

es diagonal cuasiconvexa. En efecto: Sea {z1, - ,z,} C K cualquicra y z € conv{zi, - ,Zn},
entonces
; max {f(z;) — g(z
121%)( {p(2z,z:)} lsiSn{f( i) —9(2)}
= max {f(z;)} —g(z
mx (/@) - )

> f(2) —g(2);

) > 0.
de donde 121%)%{(’5(2’ z;)} >0
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Corolario 5.20 Sea X un t.v.s. de Hausdorff, K C X unconoy f : K — X* un mapeo tal que
la funcién ¢ : X x X = R definida por

¢(p,q) =(p—q,f(q))

satisface las condiciones (ii) y (iii) del tcorema anterior, luego existe g € K tal que

f@eK*y(3.f(@)=0

Prueba. Como ¢ es lineal en p, ¢ es diagonal cuasiconcava, luego por hipétesis, existe § € K
tal que

(p—17,f(7) <0, para todo p € K.
En particular tomando p; = 1/2¢ € K y ps = 23 € K, tenemos:
0< (g, f(@)) <0,

de donde (7, f(3)) =0. ¢

5.5 El Problema de Equilibrio de Nash

Teorema 5.21 (Teorema de interseccién de Ky Fan, 1966) Dado un producto cartesiano

n
X = HXi de espacios topoldgicos, sea X! = H)dj yseanp; : X = X ypt: X = Xlas
proyecciones; escribimos p;(z) = z; y p*(z) = z*. Dados z,y € X sea

(yiv‘ri) = (1‘1,332,. < Tim1, Yy Tigls - - - ’xﬂ)'

Sean X}, Xs, ..., X, conjuntos compactos convexos y no vacios en espacios vectoriales topolégicos

n
y sean Aj,..., A, n subconjuntos de X = H A; tales que

=1

(i) paracadaz € X y cada 1 < i< n, A;i(z) = {y € X/ (yi,2!) € A;} es convexo y no vacio,

(ii) paracaday € X y cada 1 <4< n, A*(y) = {z € X/ (y:,7}) € A;} es abierto;

n
entonces ﬂ A; #0.

=1

Prueba. Definimos G : X =% X mediante

Gly) = X\ [ A(y).

=1
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Observemos que G(y) es cerrado para todo y € X y por lo tanto compacto (observe que X el

compacto); ademads si G(y) = 0 para algin y, entonces X = m Al(y), de donde y € ﬂ Al(y)

=1 i=1
entonces, de la definicién de A;(y), y € A; para 1 <i < ny luego ﬂ A; #0.

=1
Supongamos entonces que G(y) # 0 para todo y € X y probemos que G no es KKM:; para csto
veamos que
- U (N4w).
yeX
Sea z € X y escogemos z' € A;(z), entonces (z,7°) € A;, 1 < i < n; ahora tomando z =
n

(2},23,...,2%) tenemos que z € A¥(z), para 1 < i < n de donde z € ﬂAi(z), que era lo que

=1
queriamos probar.

Por lo tanto cxiste {z,...,z,} C X y 2= Zalrz, 0<a; <1, Za, =1 tal que z = Zakmk ¢
i=1 =1 k=1
n

n
U (zx). Luego z ¢ G(z¢), para todo 1 < i < n; lo cual implica que z ¢ X\ ﬂ Al(zy), lo

=1
n

cual equivale a decir que z € Z A¥(zy), para todo 1 < i < n. Como x; € m A;(z) para todo k,

i=1 i=1

entonces z = Z A;i(z) y por lo tanto
i=1
n
ﬂ A; # 0.
=1
Teorema 5.22 Sean Xy, Xs, ..., &, conjuntos compactos, convexos no vacios cada uno en unt.v.s.;
X = H X;. Sean fi,...,fn : X = R tales que para cada 1 < i < n, la funcién z; = fi(z;,9%) es

i=1
cuasiconcava en &;. Entonces existe § € X tal que

fi(g) = max fi(zi.9).

Prueba. Definamos ¢; : X x X = R mediante

$i(x,9) = filzi,y') — filyiny'), 1<i<m;
veamos que ¢; es diagonal quasiconcava para cada | < i < n. Sean {'z2z,...m2} C X y
z € conv{!z22, ..., ™2}, entonces

min ¢(*2,2) = min {f;(*z,2") = fi(2:,2%)}

1<k<m 1<k<m

min {fl ("2, 2 )} - fiz,2Y)

1<k<m

fl(zta )—fi(Zi,Zi) =0

N
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luego . g&n ¢:(*2,2) <0, ie. pes diagonal quasicéncava. Definiendo ¢ : X x X — R por
M

T,Y) = max ¢;\T,y).
é(z,y) [ien hi ( aJ),

de la proposicién 3.17 tenemos que ¢ es diagonal quasiconcava, ademds de la continuidad de f,
tenemos que ¢(z,-) es s.c.i. y la compacidad de X, tenemos por 5.19, que existe § € A tal que

é(z,5) <0 para todo z € X,

de donde

N T PR
. {fizi,y') = fi(@)} <0,
y por lo tanto

filzi,y") < fi(f) para todo z; € X;,

lo que queriamos probar. ¢

El dltimo teorema puede ser demostrado utilizando ¢l teorema de intersecciéon de Ky Fan; los
interesados pueden remitirse a [8).
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