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RESUMEN 

En este trabajo estudiaremos el Lema de Ky Fan, el cual da condiciones 

suficientes para que una cierta familia F de conjuntos cerrados en un espacio 

vectorial topolgico X de dimension arbitraria, tenga un punto común, y 

veremos como es que esta herramienta es utilizada en diferentes areas de la 

matemática para resolver cuestiones de existencia, tales como: 

• Existencia de Puntos fijos para funciones monovaluadas y multivaluadas.

• Soluciones para problemas Variacionales.

• Soluciones de Problemas de equilibrio.

• Soluciones para E.D.P.
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Introducción 

En 1961 Ky Fan ([l]) demostró la existencia de un punto común en una familia de conjuntos 
{C(x)}xED donde 

l. D es un subconjunto arbitrario de un espacio vectorial topológico de Hausdorff;

2. para cada x E D, C(x) es cerra<lo y no vacío;
n 

3. para cada familia finita {x1, · · · xn } e D se tiene que conv{x1,x2, ... Xn} e LJ C(xi);
i=l 

4. existe x E D, tal que C(x) es compacto.

Este resultado de Ky Fan, es conocido en la literatura como el Lema de Ky Fan, el cual fue publi
cado en Math Annalen 142, como una generalización del clásico teorema de Knaster-Kuratowsky
Mazurkiewicz (KKM), el cual establece que si Ses un simplex, Sv la cara en cualquier subconjunto 
v de vértices, Fi un conjunto cerrado asociado con un vértice i, y Fv = LJ Fi y Sv � Fv para todo 

iEv 
v, entonces n Fi ,f 0 (16]; El objetivo de este trabajo de tesis, es presentar el Lema de Ky Fan 

i 

como una herramienta útil para 

a) garantizar la existencia de solución en problemas de desigualdad variacional [2], [3];

b) extender resultados de puntos fijos;

c) garantizar la existencia de solución en problemas de equilibrio [4), [5];

d) dar algunos resultados en Análisis funcional.

En el primer capítulo damos algunas definiciones y resultados básicos de álgebra lineal, topología 
y análisis funcional que serán necesarios para el desarrollo de la teoría subsiguiente. El segundo 
capítulo es una introducción a. la teoría de convexidad generalizada. En éste damos una caracte
rización de las funciones diferenciables con cierto tipo de convexidad por medio de sus gradientes. 
En el tercer capítulo introducimos los conceptos de multifunción y multifunción KKM. Esta última 
es una herramienta indispensable para las aplicaciones. En el cuarto capítulo establecemos el Lema 
de Ky Fan, así como algunas de sus extensiones. Finalmente, en el último capítulo, mostramos las 
aplicaciones del Lema de Ky Fan y su importancia en las áreas ya antes mencionadas. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Espacios Vectoriales 

Un espacio vectorial real es un conjunto X, en el que se han definido dos operaciones: una 

interna+: X x X� X llamada adición, la cual a cada par (x, y) E X x X le asocia un elemento 

de X denotado por x + y, de tal forma que se satisface 

(i) x +y= y+ x para todo x, y E X;

(ii) (x +y)+ z = x +(y+ z) para todo x, y, z E X;

(iii) existe un único elemento denotado con O tal que x +O= x para todo x E X; y

(iv) a cada elemento x E X le corresponde un único elemento -x E X tal que x + (-x) = O.

La otra operación externa · : IR x X � X, la cual es llamada multiplicación escalar, a cada par 

(>,, x) E IR x X le asocia un elemento de X denotado por A · x ( o simplemente AX), y se satisface 

(i) lx = x para todo x E X;

(ii) a({3x) = {3(ax) para todo a, {3 E IR y todo x E X.

Estas operaciones están relacionadas por las siguientes leyes distributivas: 

A(x + y) =AX+ Ay y (A+ ,B)x =Ax+ {3x, 

para cualesquiera x, y E X y A, {3 E IR. 

Una transformación lineal de un espacio vectorial X en un espacio vectorial Y es una aplicación 

T : X � Y que satisface 

T(ax + {3y) = aT(x) + {3T(y) 
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para todo a, f3 E IR y para todo x, y E X. En el caso particular en que Y = IR, T será llamada 
funcional lineal. 
El conjunto 

X'= {T: X-> TR/T es funcional lineal} 

provisto de las operaciones: 

y 
·: TR x X'� X', (aT)(x) = aT(x)

es un espacio vectorial, llamado el espacio vectorial dual (algebraico) de X. 
Dados x, y E X en un espacio vectorial X, definimos 

[x,y] = {tx + (1 - t)y /t E [0, 1]}. 

1.2 Espacios Topológicos 

Sea X un conjunto cualquiera. Una topología en X es una colección -r de subconjuntos de X, 
llamados conjuntos abiertos de la topología, los cuales satisfacen las siguientes condiciones: 

n 
(ii) Si A1, ... , An E r, entonces n Ái E -r;

i=l 

(iii) Si {A1}1eJ � r, entonces LJ A1 E -r.
jEJ 

El par (X, r) es llamado espacio topológico; en lo que sigue sólo denotaremos por X al 
espacio topológico, supuesto que tengamos una topología fijada. 
Un subconjunto F de X es llamado cerrado con respecto a r si su complemento pe = X \ F E r. 
La clausura A de A es la intersección de todos los subconjuntos cerrados que contienen A. Un 
punto x E X se dice que es punto de acumulación con respecto a -r de un conjunto C � X, si 
dado U E r tal que x E U, se tiene que Un (C \ {x}) =fa 0. Sea A� X;· llamaremos clausura 
de A con respecto a -r, denotado por A al conjunto formado por A unido con todos sus puntos de 
acumulación. A es cerrado si y sólo si A = A.

Una base para la topología de un espacio topológico es una colección f3 � -r de subconjuntos tales 
que los conjuntos abiertos son las uniones de elementos de (3. Dados los espacios topológicos (X, r1)

e (Y, r2) diremos que el mapeo f : X � Y es continuo con respecto a r1 y -r2, si y sólo si 

¡-
1
(V) = {x E X/ f(x) E V} E -r1, para todo V E r2.
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Una topología T1 es más fina que la topología T2 si T1 � T2. Sea {Xi}jeI una familia de espacios 

topológicos. El producto de Tychonoff de los Xi es el conjunto II Xi, con una base para la
iEl 

topología tomada como la colección de todos los productos II Ui donde Ui es abierto en Xi y
iEl 

Ui = Xi para todo i excepto por un número finito de índices. 

Un espacio topológico X es compacto con respecto a T si dada :F � T tal que F � LJ V existe
VE:F 

n 

un subconjunto finito { v 1, v2, . . .  , vn } � :F tal que F � LJ K Un subconjunto F del espacio
i=l 

topológico X es compacto si representado como subespacio topológico de X es compacto. 

Teorema 1.1 (Tychonoff) El producto topológico de cualquier familia de espacios compactos es 

compacto. 

1.3 Vecindades 

Dado un punto x E X [un subconjunto A� X] el conjunto U es una vecindad de x [vecindad 

de A] si existe un subconjunto abierto V tal que x E V � U [A � V � U]. Un espacio X es 

Hausdorff si dados x, y E X, x :/= y, existen vecindades U 3 x, V 3 y tales que Un V= 0. 

Un espacio X es regular si dados x E X, F � X cerrado con x � F, existen vecindades U 3 x, 

V 2 F con Un V = 0. 

1.4 Espacios Vectoriales Topológicos 

Sea (X,+,·) un espacio vectorial real provisto de una topología Ti diremos que (X, T) es 

un espacio vectorial topológico ( con siglas t. v .s. 1) si las operaciones + : X x X � X y

· : IR x X � X son continuas en las respectivas topologías producto.

En espacios vectoriales topológicos se satisface la siguiente 

Proposición 1.2 Sea X un t.v.s. real; entonces X es Hausdorff si y sólo si X es regular. 

Definición 1.1 Sea (X,T) un t.v.s. D � X; f: D ��es llamada semicontinua inferiormentE 

(s.c.i.) con respecto a T en D si los conjuntos 

S>. (J) = {x E D: J(x) � A} 

son cerrados en D para todo A E�; ó equivalentemente, si los conjuntos {x E D : f(x) > A} so1 

abiertos en D para todo A E �-
1 Por sus siglas en inglés, topological vector space 
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f es llamada semicontinua superiormente (s.c.s.) con respecto a T E D si -f es s.c.i. con 

respecto a T en D.

Definimos también los subconjuntos 

S>,(f) = {x E D: f(x) < >.} 

para>. E JR. 

Proposición 1.3 Sea X un t.v.s. y f : X -t JR, entonces f es continua si y sólo si f es s.c.i. y

s.c.s.

En lo que sigue denotaremos simplemente por X al espacio topológico (X, T).

Denotamos por X* al e_spacio dual (topológico) de X, i.e. 

X*= {T: X -t JR; T lineal y continua} 

y (-, ·) : X* x X -t lR al producto de dualidad, 

(x*,x) = x*(x) para todo x" E X* y x E X. 

Definición 1.2 Sea un t.v.s., una función p: X -t lR es llamada seminorma si sa tisface 

(i) p(>.x) = i>-lp(x), para todo x E X y >. E lR;

(ii) p(x + y) '.S p(x) + p(y).

Definición 1.3 (Espacio localmente convexo) Un t.v.s. X es llamado espacio localmente 

convexo, si para toda vecindad V de O, existe una vecindad U del O convexa tal que U � V.

Teorema 1.4 (Weierstrass) Sea X un t.v.s., K e X compacto, f : K -t JR. Si f es s.c.i. 

entonces f alcanza su mínimo en K. 

1.5 Espacios Métricos 

Un espacio métrico es un conjunto X en el que está definida una función distancia (o 

métrica) d: X x X -t JR, la cual satisface: 

1) d(x, y) 2: O
) 
·para todo x, y E X.

2) d(x,y) = O si y sólo si x = y.

3) d(x, y) = d(y, x), para todo x, y E X.

4) d(x,y) '.S d(x,z) + d(z,y) para todo x,y,z E X.
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La propiedad (iv) se denomina desigualdad triangular. 
Denotamos entonces (X, d) ó simplemente X. 
Si x E X y r > O, la bola abierta [cerrada] centrada en x y de radio r es el conjunto 

Br(x) = {y E X/d(x,y) < r} [B r(x) = {y E X /d(x, y) � r }]. 

Si X es un espacio métrico y Tes la colección de todos los conjuntos de X que son uniones arbitrarias 
de bolas abiertas, entonces T es una topología en X. 
En un espacio métrico X, una sucesión ( Xn )nE.N converge a x E X si 

dado e > O, existe no EN tal que n 2:: no implica d(xn , x) < e. 

Diremos que (xn)nEN � X es una sucesión de Cauchy si 

dado e> O, existe no EN tal que m, n � no implican d(xn, xm.) < e. 

Un espacio métrico X se dice que es completo si toda sucesión de Cauchy es convergent,e. 
Sean (X, d1) y (Y, d2) <los espacios métricos, una función f : X -+ Y se dice que es una 

isometría si para todo x, y E X se satisface 

1.6 Espacios Normados 

Definición 1.4 Sea X un espacio vectorial real; diremos que X es un espacio vectorial normado 
ó simplemente un espacio normado si existe una función 11 · 11 : X -+ �, llamada norma, tal que 

(i) llxll � O p�ra todo x E X;

(ii) llxll = O si y sólo si x = O;

(iii) llaxll = lalllxll para todo x E X y a E�;

(iv) llx + YII � llxll + IIYII para todo x, y E X.

Tomando d(x, y)= llx -yll, tenemos que d: X x X-+� es una métrica en X; así todo espacio
normado es un espacio métrico. 
Un espacio de Banach es un espacio norrnado que es completo con la métrica definida por su 
norma. 

Dados X e Y espacios normados, la norma de T : X -+ Y, una transformación lineal, se define 
por 

(1.1) IITII = sup{IIT(x)II : x E X Y llxll = l}. 

En caso que IITII < oo, diremos que T es una transformación lineal acotada; una caracterización 
de las transformaciones lineales acotadas en la siguiente 
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Proposición 1.5 Dados X e Y espacios normados, para una transformación lineal T : X -t Y,
son equivalentes:

(i) T es acotada,

(ii) Tes continua,

(iii) Tes continua en un punto de X.

X¡ - X2 
Prueba. [(i)==}(ii)J. Para x1,x2 E X, X1 i- x2, haciendo 

y= II II
' tenemos llvll = 1 y

X1 -x2 
luego 

de donde claramente T es continua.
[(ii)==}(iii)J Trivialmente.
[(iii)==}(i)J Supongamos que T sea continua en x0 E X. Para cada e > O, se puede hallar un ó > O
tal que

IIY -xoll < ó implica IIT(y) -T(xo)II < c.

En particular, si e = 1, hallamos un tal ó > O. Dado x E X cualquiera con llxll = 1, y = x0 + �x
cumple IIY - xoll = ó/2 < ó, luego

ó 
211T(x)II = IIT(ó/2 x)II = IIT(y -xo)II = IIT(y) -T(xo)II < 1,

de donde IIT(x)II < 2/ó y por lo tanto IITII < 2/ó. O
Note que X* es un espacio normado con la norma dada por {1.1), éste espacio es llamado

espacio dual (topológico) de X.
Dada f E X*; denotaremos por <fJJ : X -t lR a la aplicación dada por

cp¡(x) = (J,x).

Dado un espacio de Banach X, en él podemos definir dos topologías. La primera, la usual ( también
conocida como topología fuerte) es inducida por la norma 11 · 11, y la segunda que es conocida
como topología débil la cual es denotada por <l(X, X*). La topología débil es la topología menos
fina so�re X que hace continuas a todas las aplicaciones cp ¡ definidas anteriormente para f E X*.
La convergencia de ésta topología está caracterizada por: (xn) converge débilmente a x, denotado
por Xn --' x si y sólo si 

(T, Xn) -t (T, x) para todo TE X*.

Se tiene también que todo conjunto cerrado en la topología débil ( débilmente cerrado) <l(X, x•)
es cerrado en la topología fuerte . En efecto, sea A � X débilmente cerrado y consideremos una
sucesión (xn)neJ\I �Atal que Xn -t x; entonces tenemos que Xn

--' x, de donde x E A; luego A es
cerrado. El recíproco no es cierto en general; basta considerar el siguiente :
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Ejemplo 1.1 sea E un espacio normado. El conjunto S = {x E E; llxll = 1} no es cerrado en la 
topología débil (ver [9]). 

Teorema 1.6 (Hahn-Banach) Sea X un espacio normado, y sean C, K � X dos subconjuntos 
convexos, no vacíos y disjuntos. Si Ces cerrado y K compacto, entonces existen f E X* y a E IR 
tales que 

f (x) <a< f (y), 

para todo X E. C y todo y E K. 

Para conjuntos convexos, las nociones de cerradura fuerte y débil coinciden como muestra el 
siguiente 

Teorema l. 7 Sea C � X convexo y cerrado. Entonces C es débilmente cerrado si y sólo si es 
fuertemente cerrado .. 

Prueba. Sólo basta probar que si es C cerrado y convexo, entonces Ces débilmente cerrado; 
probaremos equivalentemente que ce es débilmente abierto. Dado xo fj. C, existe f E X* y 0:: E IR 
(teorema de Hahn-Banach) tales que 

(!, xo) < 0:: < (!, y) para todo y E C.

Sea V = { x E X* : (f, x} < a}, tenemos que· x0 E V y V n C = 0 con V débilmente abierto, de 
donde ce es débilmente abierto. O 

Corolario 1.8 Sea cp: X -t IR una función convexa s.c.i. (respecto a la topología fuerte). Entonces 
cp es s.c.i. en la topología débil. En particular, si Xn � x, entonces 

cp(x) � lim inf cp(xn)-
n""'oo 

Prueba. Basta probar que para todo >. E IR, el conjunto 

A= {x E X: cp(x) � >.} 

es débilmente cerrado, pero como A es cerrado y convexo (cp es convexa), esto es cierto por el 
teorema l. 7. O 

Sea X un espacio de Banach, ya vimos que X* es un espacio normado con la norma 

11!11 = sup l(.f,x)I; 
xEX 
llxll�l 

Sea X** el dual de X* (llamado bidual de X*), dotado de la norma 

11{11 = sup l({,f)I. 
fEX 

llfll�l 
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Considerando la inyección canónica J : X -i X**, dada por 

J(x) : X* -i li, [J(x)](f) = (f, x), 

la cual es una isometría lineal, que permite identificar X con un subespacio de X**; de ésta manera, 

sobre el espacio X* quedan definidas las siguientes topologías: 

1) La topología fuerte (asociada a la norma de X*).

2) La topología débil a(X*, X**).

3) La topología débil estrella, que denotaremos con a(X*, X), que es la topología menos fina
que hace continuas a todas las .aplicaciones

'Px : X* -i li, 'Px U) = (f, x) para todo x E X. 

La topología débil estrella queda cara.eterizada por: f n .!. f si y sólo si 

Un, x) -i (f, x), para todo x E X. 

La siguiente proposición reúne las relaciones entre estas tres topologías: 

Proposición 1.9 Sea Un)nEN una sucesión en X*. Se verifica 

(i) fn .!. f si y sólo si Un , x) -i (f, x), para todo x E X.

(ii) Si fn -i f, entonces fn � f.

(iii) Si J n � f, entonces f n .!. f.

(iv) Si Ín .!,. f y Xn -i x, entonces Un,Xn) -i (f,x).

Si J : X -i X** es sobreyectiva, diremos que X es un espacio de Banach reflexivo; una de 
las principales características de los espacios reflexivos que utilizaremos es dada en el siguiente 

teorema: 

Teorema 1.10 Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflexivo si y sólo si 

Bx = {x E X: llxll � 1} 

es compacto en la topología a(X, X*). 

De aquí se tiene que dado un subconjunto K de X, K es débilmente compacto si y sólo si es 
débilmente cerrado y acotado. 
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Capítulo 2 

Convexidad y Monotonicidad 

Generalizadas 

2.1 Cuasiconvexidad 

Sea X un t.v.s. de Hausdorff, K � X convexo. Una función f: K -t IR se dice convexa si 

J(>.x + (1 - ,\)y) � ,\f(x) + (1 - ,\)f(y), 

para todo x, y E K y>. E [O, l]. Una generalización de este concepto es el de función cuasiconvexa: 

J : K -t IR es cuasiconvexa si 

J(>.x + (1- >.)y)� max{f(x),f(y)}, 

para todo x, y E K y>. E [O, l] y diremos que fes estrictamente cuasiconvexa si 

f(,\x + (1 - >.)y) < max{f (x),f(y)}, 

para todo x,y E K, xi= y y>. E [O, l]. 

Así como las funciones convexas son caracterizadas por su epígrafo, las funciones cuasiconvexas se 

caracterizan por sus conjuntos de nivel, en el siguiente sentido: 

Proposición 2.1 Sea f: K -t R Son equivalentes: 

(i) f es cuasiconvexa;

(ii) S>,,(f) es convexo para todo>. E IR;

(iii) S >.. (!) es convexo para todo >. E R.
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Prueba. ((i)==>(ii)] Sea. >. E IR arbitrario y x, y E 8>.(f); entonces se tiene que f(x) $ >. y 
J(y) $ >., luego para a E [O, 1), 

f(ax + (1 - a)y) $ max{f (x),J(y)} $ >., 

de donde ax+ (1 - a)y E S>.(f). 
[(ii)==>(i)] Sean x

1 
y E K y >. E [O, l] arbitrarios, seaµ= max{f (x), f (y)}, entonces x, y E Sµ(f) 

y desde que S
1
-'(f) es convexo tenemos que 

f (>.x + (1 - >.)) $ µ = max{f (x), f (y)}. 

Luego f es cuasiconvexa. 
[(i)==>(iii)] Sea >. E IR arbitrario x, y E S>.(f) yµ= max{f (x) i f(y)}, entonces 

J (ax+ (1 - a)) $ µ

para todo a E [O, 1 ];' y como µ < >. 

f(ax + (1 - a)) < >. 

de donde ax+ (1 - a)y E S>.(f), para todo a E [O, l] 
[(iii)==>(i)] Sean x, y E X y >. E [O, 1} arbitrario, seaµ= max{f (x), f (y)}, entonces x, y E Sµ+,:(f) 
para todo t: > O, y por convexidad de éste nivel tenemos 

f (>.x + (1 - >.)) < µ + t: para todo t: > O, 

de donde 
f (>.x + (1 - >.)) $ µ = max{f (x), J(y)}, 

i.e. f es cuasiconvexa. <)

Proposición 2.2 Sea K un subconjunto convexo de un t.v.s. de Hausdorff X, {h : K --4 IR}ieI 
una familia de funciones cuasiconvexas; entonces la función f : K -t IR, dada por 

.f(x) = sup{fi(x)}, 
iEI 

si está bien definida ( en particular si I es finito) es cuasiconvexa. 

Prueba. Sean x,y E K, >. E [0,1]; 

J(>.x + (1 - >.)y)= sup{fi(>.x + (1 - >.)y)} 
iEJ 

y como fi(>.x + (1 - >.)y) $ max{fi(x)Ji(y)} para todo i E I entonces tenemos 

sup{fi(>.x + (1 - >.)y)} $ supmax{fi(x),fi(y)} 
iEJ iE/ 

= max{sup fi(x),sup fi(y)} = max{f(xL J(y)}; 

de donde J(>..x + (1 - >..)y)$ max{f(x),f(y)}, i.e. f es cuasiconvexa. <) 
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2.2 Convexidad, monotonicidad y diferenciabilidad 

Para más información sobre convexidad generalizada ver [7]; aquí nos restringiremos sólo a las 
funciones diferenciables en el sentido que daremos a continuación; su utilidad será observada luego. 
Recordemos que dado un intervalo I � IR, xo E J. Una función f : I � IR se dice diferenciable en 
xo si y sólo si existe 

l' J (xo + h) - J (xo) 
h� h ' 

el cual es denotado por f'(xo). Esto es equivalente a decir que: existe a E lR tal que 

J (xo + h) = J (xo) +ah+ r(h) 

para h suficientemente pequeño y de tal forma que lim r(
h
h) = O. 

J¡--10 

Esta definición se extiende a espacios normados de la siguiente manera 

Definición 2.1 Sea X un espacio normado y V� X abierto. Una función f: V� IR se dice que 
es diferenciable según Fréchet en uo E V si y sólo si existe u* E x• tal que 

f (uo + h) = J (uo) +(u*, h) + r(h), 

para h lo suficientemente pequeño y 
i� �l���l = 

O.

u• será. denotado por 'il f (xo) y es llamado gradiente de f en uo. 

Si J es diferenciable según Fréchet en todo v E V, diremos simplemente que fes diferenciable. 
Ahora, dada f : V � lR difcrenciable podemos definir 'il f : V � X* tal que a cada x E V le asocia 
'il J(x). 
Es un hecho conocido que dada una función f : lRn � lR convexa diferenciable, si 'il J (xo) = O, 
entonces xo es un mínimo de f, pero en el caso en que f sea cuasiconvexa. no es cierto en general; 
para ver esto basta considerar f : lR � IR, definida por f (x) = x3

. Aquí 'il f (O) = O mas O 
no es un mínimo de f. Esto motiva la introducción de una nueva clase de funciones llamadas 
pseudoconvexas. 

Definición 2.2 Dado C � JIP abierto, f : C � lR se dice pseudoconvexa en C si 

x,y E C y J(y) < J(x) implican ('il J(x), y- x) < O; 

y J se dice estricta.mente pseudoconvexa en C si 

x, y E C, x ':/= y y J (y) $ J (x) implican ('il f (x), y - x) < O. 

Se observa de la definición que las funciones pseudoconvexas gozan de la propiedad de que si 
'il f (xo) = O para algún xo E C; entonces xo es un mínimo para f, que es precisa.mente la propiedad 
que habíamos perdido al debilitai· la convexidad. 
Para caracterizar a las funciones convexas, cuasiconvexas y pseudoconvexas diferencia.bles por la 
naturaleza de su gradiente, primero daremos algunas definiciones. 
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Definición 2.3 Dado C � X convexo y T : C -+ X*, T es llamado 

1) monótono si 

2) cíclicamente monótono si 

{xi, ... Xn,Xn+1} � C con X1 = Xn+ 1, implica I::(T(xi),Xi+t -x.¡) � O; 
i=l 

3) pseudomonótono si

ó equivalentemente 

4) estrictamente pseudomonótono si

5) cuasimonótono si

Observación 2.1 Se verifican las siguientes implicaciones: 

cíclicamente monótono ==> monótono ==> pseudomonótono ==> cuasimonótono. 

Que cíclicamente monótono implique monótono y pseudomonóto implique cuasimonótono es directo 
de la definición, sólo veamos que monótono implica pseudomonótono. Si T es monótono, entonces 

(T(x2) -T(x1),x2 -x1};::: O, 
(T(x2) 1 x2 -x1} - (T(x1), x2 -x1} ;::: O; 

de donde si (T(x2),x2 - x1} < O, entonces (T(x1},x2 - x1) < O. 

Teorema 2.3 Sea C � X, abierto convexo y f C -+ IR una función difcrenciable; entonces 
tenemos: 

1) J es convexa si y sólo si "v J es monótono, mas aún "v fes cíclicamente mónotono.

2) f es cuasiconvexa si y sólo si "v f es cuasimonótono.

14 



3) f es pseudoconvexa si y sólo si 'í1 J es pseudomonótono.

4) J es estrictamente pseudoconvexa si y sólo si 'í1 f es estrictamente pseudomonótono.

Prueba. Dados x, y E C, definimos 'lf;x,y: [O, lJ-+ lR. mediante 

(2.1) 1Px,y(>.) = f(>.x + (1 - >.)y). 
: ,e observa fácilmente que 'lf;x,v es diferenciable con 

1/J�,y()..) = ('íJ f ()..x + (1 - >.)y), X - y). 

1) Sea J convexa. Dados x, y E C, >. E [O, 1 ], por hipótesis

f (>.x + {1 - >.)y) $ >.J (x) + {l -
>.)y).

Esto último se puede escribir como 

J(y + >.(x 
� 

y)) - J(y) 
$ J(x) - f(y),

para >. > O. Haciendo >. -+ O, obtenemos 

(2.2) ('íJ f (y), X - y) � f (x) - f (y).

Además, si intercambiamos los papeles de x y y en la última expresión, tenemos 

('íl J(x), y - x) � f(y) - J(x)¡ 

ahora sumando las dos últimas expresiones, 

('íJ f (y) - f (x), X - y) $ Ü, 

de donde 'í1 f es monótono. Para ver que 'v f es cíclicamente monótono aplicamos repetidas 
veces (2.2). 
Supongamos que 'í1 J es monótono. Dados x, y E C, O < >. < l. Para z = >.x + (1- >.)y, desde 
que '!/Jx,v es cliferenciable en [O, 1], por el teorema del valor medio para funciones a valores 
reales, existe O < >.o < >. tal que 

reemplazando y poniendo zo = >.ox + {1 - >.o)Y, tenemos 

(2.3) J(z) - J(y) = ('íl J(zo),x -y)>.. 

Análogamente, existe >.1, >. < >. 1 < 1, z1 = >.1x + (1 - >. i )y tal que 

(2.4) f(x) - f(z) = ('íl J (zi),x - y)(l - >.). 
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De (2.3) y (2.4), multiplicando respectivamente por (1 - >.) y ->. y sumando obtenemos 

(2.5) f(z) -(l ->..)J(y) ->.J(x) = >.(l ->.)("vf(zo)-t?f(z1),x -y}. 

Ahora multiplicando (2.5) por >..o ->..1, 

(>.o - >-1)[! (z) - (1 - >.)J(y) - >..J(x)] = >..(1 - >..)(V f (zo) - V f(z1),zo -z1) 2 O. 

Como >-o - >-1 < O, tenemos 

f(z) � >..f (x) + (1 - >..)J(y), 

y desde que z = >..x + {1 - >..)y, concluirnos que f es convexa. 

2) Sean x,y E C tal que ("vf(x),y- x} >O;>. E [O, l]. De

J(>..x + (1 ->..)y) = f(x + (1 - >..)(y - x)) 

= J(x) + (l ->.)(t?f(x),y-x} + r((l - >.)(y- x)), 

si f (y) < f ( x), tenemos por la cuasiconvexidad de f, que 

f (x) 2 f(x) + {1 - A)(V f(x), y - x} + r{{l - ).)(y - x)), 

luego 

O 2 (1 - >.)(t?.f(x), y - x} + r({l - A)(y - x)) 

pata todo O < ). < 1, y 

O> (t?f(x) y - x) +
r{(l - ).)(y - x)).

- ' 
(1 - ).) ' 

tomando límite cuando ). -* 1, nos da 

O 2 (V f (x), y - x}, 

lo cual es imposible; y por tanto f(x) � f(y), luego 

f(y) > J().x + (1 - >.)y)= f(y + >.(x - y)) 
= f(y) + A(V f (y), x -y)+ r(>.(x -y)) 

para todo O< A< 1, de donde 

O 2 >.(V f(x), x - y)+ r(A(x - y)), 

esto es 
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Por lo tanto, '1 J es pseudomonótono. 
Supongamos que '1 f es pseudomonótono. Si f no es pseudoconvexa, entonces existen x, y E C 
con 

J(y) < J(x) y ('1 f (x), y - x} 2: O. 

Sea z = >-x + (1 - .X)y, entonces 

('1 f (x), z - x} 2: O, 

para todo z E [y, x]. Esto implica que 

('7f(z),z- x} 2: O, para todo z E [y,x] 

y entonces 

('7f(z),y- x} 2: O; 

luego la función 1/Jx,y definida anteriormente es decreciente, de donde 

f (x) = 1/Jx,y(l) � 1/Jx,y(O) = f (y),

lo cual es una contradicción. 

4) La prueba es completamente análoga a (iii).
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Capítulo 3 

Multifunciones 

3.1 Definiciones básicas 

Definición 3.1 Sean X e Y dos conjuntos. Una multifunción F de X en Y, denota.da por 

F : X � Y, es una función F : X � 2Y que a cada x E X le asocia de manera única un 

subconjunto F(x) C Y. Una multifunción es caracterizada por su gráfico Graf(F) C X x Y 
definido por 

Graf(F) = {(x, y) E X x Y/ y E F(x)}. 

F(x) es la imagen o valor de F en el punto x. 

En a.delante asumiremos que F(x) ::/- 0, Vx E X. 
La imagen de Fes la unión de los valores de F(x), donde x recorre X: 

Im (F) = LJ F(x).
xEX 

Hay dos maneras de definir la imagen inversa. de un conjunto M mediante una multifunción F: 

F-1(M) = {x / F(x) n M ::/- 0} (imagen inversa) 

p+1 (M) = {x/ F(x) nM e M} (core) 

Ellas coinciden de manera natural cuando Fes mono-valuada.. 

Dada. una multifunción F: X� Y, definimos su inversa F-1 : Y� X mediante

p-1 (y) = {x E X: y E F(x)};

esto es, 

Graf(F-1) = {(y,x) E Y x X: (x,y) E Gra.f(F)}.

La composición H o G : X � Z de dos multifunciones H : Y � Z y G : X � Y en x es

definida por 

(H o G)(x) = LJ H(y).
yEG(x) 
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Para F : X =l Y, definimos F* : Y =l X mediante 

F*(y) = {x E X/ y(/. F(x)} =X\ p- 1 (y).

Sean X, Y espacios métricos. 

Definición 3.2 Una multifunción F: X =l Y es llamada semicontinua superiormente {abre
viado s.c.s.) en x E Dom{F) si y sólo si 

para toda vecindad U de F(x), existe r¡ > O /Vx' E B
,¡
(x) : F(x') e U 

y decimos que F es s.c.s. si lo es en todo punto de X.

Definición 3.3 Una multifunción F: X =l Y es llamada semicontinua inferiormente (abrevi
ado s.c.i.) en x E X si y sólo si 

para todo y E F(x) y toda sucesión (xn ) C X, Xn -t x; existe Yn 
E F(xn) / Yn -t y.

Y decimos que Fes s.c.i. si lo es en todo punto x E X. 

Proposición 3.1 F : X =l Y es semicontinua superiormente en X si y sólo si para todo abierto 
U e Y el conjunto F+1 (U) es abierto en X. 

Definición 3.4 Sean X, Y espacios vectoriales topológicos y K un subconjunto convexo no vacío 
de X. Diremos que la multifunción F: K =l Y es hemicontinua superiormente en K, si para 
cualesquiera x,y E K, la restricción Fl¡x,y): [x,y] =l Y es semicontinua superiormente en [x,y]. 
Diremos que F : X =l X* es débilmente hemicontinua superiormente en K si consideramos 
en X* la topología débil estrella. 

Utilizaremos además el mapeo F: X =l Y dado por 

F(x) = F(x). 

3.2 Mapeos KKM 

Definición 3.5 Sea un X un t.v.s, D � X no vacío. G : D =l X es llamada multi
n 

función (ó mapeo) KKM si conv{x1,x2, ... Xn } e LJ G(xi) para cualquier subconjunto finito 
i=l 

Una condición suficiente para que una multifunción G : D =l X sea KKM es dada en el siguiente 
teorema: 
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Teorema 3.2 Sea X un t.v.s. y K � X convexo. Si F: K � K satisface 

(i) x E F(x) para cada x E K;

(ii) F*(y) es convexo para cada y E K;

entonces Fes KKM. 

Prueba. Sea {x1, ... , Xn} � K e y E conv{x1, .. . ,xn}; tenemos que mostrar que 

y E U F(xi). 
i=l 

Como y E F (y), tenemos que y � F* (y) y por lo tanto conv { x 1, .. . , Xn } � F* (y). Desde que F* (y) 
es convexo, al menos un punto Xi � F*(y), esto implica que y E F(xi)i que era lo que queríamos 
probar. o

Ejemplo 3.1 Sea X un t.v.s. de Hausdorff, K � X convexo no vacío, f : K x K --t IR, entonces 
si J(x,·) es cuasiconvexa para cada x E K; y J(x,x) � O para todo x E K, la multifunción 
F : K � K dada por 

F(y) = {x E K / f(x,y) � O}

es KKM. 

En efecto; evidentemente x E F(x) para cada x E K; además 

F*(y) = {x E K / f(y,x) <O}= So(f(y, ·)) 

es un conjunto convexo para todo y E K; luego por el teorema 3.2 Fes KKM. 

En particular, si tenemos f : K ---1 IR cuasiconvexa, entonces la multifunción F : K � K dada 
por 

F(y) = {x E K / f (x) � f(y)}

es KKM. Para esto basta tomar g(x, y) = f(y) - f(x); se satisface que g(x, ·) es cuasiconvexa. 

3.3 Monotonicidad de multifunciones 

Una generalización de los conceptos de monotonicidad generalizada para multifunciones es la 
siguiente: 

Definición 3.6 Sea X un espacio de Banach reflexivo, K un subconjunto no vacío convexo y 
cerrado, T : K � X** es 
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(i) monótono si
(x* -y*, x -y) � O, para todo x* E T(x ), y* E T(y). 

(ii) cíclicamente monótono si para cualquier ciclo Xt, ... Xn, Xn+1 � K (xn+1 = xi) y cua
lesquiera x; E T(xi), se tiene que

¿(xLxi+i -xi)� O. 
i=l 

(iii) cuasimonótono si para todo x,y E X y x* E T(x),y* E T(y) se verifica que

(x*, y -x) > O implica (y*, y -x} � O. 

(iv) propiamente cuasimonótono si para todo {X¡,·· · , Xn} � K y todo z E conv{ X¡, ... , Xn},
existe 1 � i ::; n tal que

(x*, y -xi) ::; O para todo x* E T(xi)· 

(v) pseudomonótona si para todo x,y E X y x* E T(x),y* E T(y) se verifica que

(x*, y -x} � O implica (y*, y -x} � O; 

lo cual es equivalente a que si existe y* E T(y) tal que 

(y*,y-x} < O, entonces (x*,y- x} < O, para todo x* E T(x). 

Observación 3.1 Un operador cuasimonótono pseudomonótono es propiamente cuasimonótono. 

En efecto: Sea T : K � X* pseudomonótono y supongamos que no sea propiamente cuasi-
n 

monótono; entonces existe { x 1, ... , Xn} � K, existe z E conv { x 1, · · · , Xn}, z = ¿ aiXi ( con 
i=l 

n 

o ::; � ::; 1, I: ªi = 1) y
i=I 

(xt,z - xi)> O 

para algún x: E T(xi). Pero esto implica, para cada i = 1, 2, ... , n, que 

para todo z* E T(z), de donde 

(z*, Z - Xi) > Ü, 

O= ¿ai(z*,z -xú > O, 
i=l 

lo cual constituye una contradicción. Por consiguiente T es propiamente cuasimonótono. O 
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Proposición 3.3 Sea J : X -> R una función semicontinua inferiormente y 8 f : X ::::1 X* el 

subdiferencial de J, entonces 

(i) Si f es convexa, entonces of es monótono; más aún es cíclicamente monótono.

Prueba. 

(i) Sabemos que

of(x) = {x* E X/ J(y)?:: J(x) + {x*,y- x), para todo y E X}. 

Dados x,y E X, sean x• e y• en 8/(x) y 8/(y) respectivamente, 

f (y) 2: f (x) + {x*, y - x) 

J(x) 2: J (y)+ {y*, y - x} 

de donde tenemos 

implica. {x*, y - x) 2: f (x) -J(y}, 

implica. -{y'': y -x} 2: f (y) -J(x};

{x* - y", y -x) ? O y por tanto (x* -y*, x - y) � O. O 

(ii) Sea x* E T(x) tal que (x*, y -x) ? O, entonces

J(y)? J(x) - (x*,y-x).O 

Definición 3. 7 (Transferencia de valores cerrados) Sea X un espacio topológico, J( � X. 

Se dice que la multifunción F : J( ::::1 X transfiere valores cerrados, si dados x, y E J( con 

x � F(y), entonces existe y' E J( tal que x � F(y'). 
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Capítulo 4 

El Lema de Ky Fan 

4.1 Un primer resultado 

Teorema 4.1 (Lema de Ky Fan) Sea X un t.v.s. de Hausdorff, D � X no vacío y G: D � X 
una multifunción tal que: 

i) G(x) es cerrado para cada x E D.

ii) G : D � X es KKM.

iii) Al menos uno de los G(x) es compacto.

Entonces 
íl G(x) ;/;0. 

xED 

Prueba. Desde que existe al menos un Xo E D con G(xo) compacto, íl G(x) = 0 implicaría 
xED 

m 

que G(xo) � LJ G(x)C , de donde tendríamos que existe {x1 · · · Xm} � D con G(xo) � LJ G(xi)c y 
xED i=l 

m n 

de aquí íl G(xi) = 0. Luego es suficiente probar que íl G(xi) # 0, para todo subconjunto finito 
i=O i=l 

{x1,x2: .. . ,xn} � D, escogido arbitrariamente. Para esto consideremos Sn = {e1,e2, ... ,en}, 
el conjunto de vectores canónicos de Rn y definamos el mapeo 4} : Conv(S) 4 X, dado por 

ef>(t1, t2, ... tn) = ¿ tiXi, el cual claramente es continuo. 
i=l 

Sean ahora F(i) = q>- 1 (G(xi)) los cuales son subconjuntos cerrados de Rn por ser preimágencs 
de conjuntos cerrados por medio de un mapeo continuo; y de la condición (ii) tenemos que para 

k 

cada {1 � i1 < i2 < .. ... � ik = n} el (k-1)-simplex ei1 �2 •• • ei
k 

está contenido en LJ F(ij), de
j=l 
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donde por el teorema de KKM, 
n n 

0 cf, n F(xi) = q>- 1 (íl G(xi)), 
i=l i=l 

y por lo tanto íl G(x) # í/J. () 
xED 

De este teorema se obtiene directamente el siguiente 

Corolario 4.2 Sea E un t.v.s. X un subconjunto arbitrario de E y G: X � E una multifunción 
KKM, supongamos que existeF: X� E tal que G(x) � F(x), para cada x E X y para el cual 
n F(x) = n G(x); si existe alguna topología en la cual cada F(x) es compacto, entonces 

xEX xEX 

íl G(x) # í/J. 
xEX 

Ejemplo 4.1 Sea D = {x 1 = (1, 1), x2 = ( 2, -2), x3 = (1, -2)} � JR2 
y G: D � IR2 definida por 

G(xi) = {(1, 1)}; 
G(x2) = {(x,y) E IR2 /y � x-4}; 
G(x3) = {(x,y) E IR2 / -(y+ 1) � (x -1)2}. 

Se observa fácilmente que los G(xi) son cerrados, pero íl G(x) = <f>. La condición que falla es que 
xED 

4.2 Extensiones del lema de Ky Fan 

U na de las primeras extensiones de este teorema es debido al propio Ky Fan y es dada por el 
siguiente teorema: 

Teorema 4.3 Sea D un subconjunto de un t.v.s. de Hausdorff X y G: D � X una multifunción 
tal que: 

i) G(x) es cerrado para cada x E D.

ii) G: D � X es KKM. 

iii) Existe un subconjunto Xo � D tal que n G(x) es compacto y Xo está contenido en un
xEXo

subconjunto compacto y convexo de X.

Entonces 
íl G(x) # 0. 

xED 
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max{>.xi/i = ·1,2i ···,n} +max{(l -->.)y,/i = 1,2, ... ,n} = 

>.max{xdi = 1,2, ... ,n} + (1->.)ma,x{y¡f'i = 1,2, ... ,n} = 

>..f(:l: ¡,:1:2, ... ,xn) + (] - >..)J(y,,y2, ... ,yn) ===>fes convexa. 

Sea. 

l(x) = {i/ J;(x) = f(x)} 

los índices en los cuales el máximo definido como f es obtenido. 

Calcul1:1,rcrnos f' ( J:; v). 

ma.x{x¡ + tvi} - m?1,x{;r.i} 
{'(x;u)=lim i 1 

. 
t,1.0 

aplicando el Teorema. de L'hospit,a.1 respecto de t, 1:,c t.icnc 

==} f'(x; t1) = lim max {vi} = max v¡, ' 
t.j.O iEf(:r) iEl(,r.) 

además como f. es Lipschitz y convexa 

==}por.la Proposición 1.5.5 f°(x;v) = f'(:-c;v). 

==} d.f(x:) = {( E IR11 

/ ma:x ·u¡ ?. ((, u) V v E IRn }. 
tEl(:r.) 

Veamos la. ley de formación del o.f(:;:; ). 

Si n = 1 tcnerno:;: 

rnax V¡= v* 2:: ((, v) V V E IR===> v" ?. (C zn ===> ( = l. 
1El(.r) 
Si n = 2 tenemos: 

maxv· > (( v) = � (-v· donde ( = (( 1 ,(2 ), v = (v,,v2)iEJ'(x) i - , 
� . i i 

¡,:1 

Si i = 1, 2 E .l ( x). 

Supong,unos que v1 2:: v2 y (1 ?. O 

==} m
1
a(x)t'i = t11 2:: (1v1 + (2v2?. (1-u2 + (rv2 = ((1 + (2)v2 

1E :e 

==} V¡ 2:: ( (1 + (2)'v2. Y V¡ °2:: V2 

==} teneú1os <los casos: 

==} (, + (i = l.

Continuamos con v1 ?. v2 
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Prueba. Como se observa de la hipótesis, la multifunción F satisface las hipótesis del teorema 
4.3, luego sólo será. necesario mostrar que 

n F(x) 2 n F(x), 
xED xeD 

pues la otra inclusión se satisface trivialmente. 
Ahora, por reducción al absurdo, supongamos que existe y E n F(x) y X (/. n F(x), entonces 

xED xED 
X (/. F(xo) para algún Xo E D tal que X (/. F(x�), lo cual es absurdo, de donde concluimos que 
n F(x) = íl F(x) y por lo tanto 

xED xED 

n F(x) =p 0. O
xED 

El siguiente ejemplo muestra que las condiciones de éste teorema son más débiles que la 
condición del teorema 4.3. 

Ejemplo 4.2 Sea Y = [O, 1], X = Y n Q. Claramente X no es convexo ni compacto; tomemos 
F: X =I Y como 

F(x) = [x, 1] nQ.

Entonces F(x) no es cerrado excepto para x = 1, además Fes KKM, de donde no podemos utilizar 
el teorema 4.3, sin embargo F satisface las hipótesis del teorema anterior. 

(i) F transfiere valores cerrados: Sean x E X, y E Y con y (/. F(x); tomando x' = 1, tenemos
que y(/. F(x').

(ii) La multifunción F : X =I Y es KKM pues como

n n 

F(x) = [x,1], si {xt,··. ,xn} � X y z = ¿at'Ci con O:i � O, Lªi = 1, 
i=l i=l 

tomando Xj = ifÍfn {xi}, tenemos que Xj � Xi, luego O:iXj � aiXi y por tanto

n 

Por lo tanto z E LJ F(xi)· 
i=l 

Xj � z, i.e. z E F(xj)· 

(iii) Se satisface desde que Y es compacto.

28 



Capítulo 5 

Aplicaciones 

5 .1 Puntos Fijos 

Lema 5.1 Sea X un espacio normado, I< un subconjunto convexo compacto no vacío de X y 

f : K � X continuo, entonces existe al menos un yo E K tal que 

IIYo - J(yo)II = inf llx - J(yo)II. xel< 

Prueba. Definamos G : K � X mediante 

G(x) = {y E K / IIY - f (y)II � llx - f (y)II}, 

entonces G satisface 

(i) x E G(x) para todo x E K.

(ii) Desde que fes continua, G(x) es cerrado por tanto compacto desde que K lo es.

(iii) G es KKM. En efecto,

G*(y) = {x E I< / IIY- J(y)II > llx - /(y)II} = BJly-f(Y)ll(f(y)) n I< 

es un conjunto convexo para cada y E K; por el teorema 3.2, Ges KKM. 

Ahora, por el lema de Ky Fan, tenemos que n G(x) f; 0, es decir, existe yo E J( tal que 
xEJ< 

IIYo - f (yo)II � llx - J (yo)II para todo x E I<. O 

Teorema 5.2 Sea X espacio norma.do, K un subconjunto convexo compacto no vacío de X y 
F : l( � X un mapeo continuo tal que para cada e E K con e :f: F(c) , el segmento [e, F(c)J 

contiene al menos dos puntos de K. Entonces F tiene al menos un punto fijo. 
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Prueba. Del lema anterior tenemos que existe Yo E K tal que 

IIYo - f(yo)ll = inf llx - f (yo)ll-
xEK 

Probaremos que Yo es un punto fijo. 
Por el absurdo, supongamos que x0 no es un punto fijo, entonces por hipótesis, el segmento 

[yo,J(yo)] debe contener otro punto x, distinto de Yo, x = tyo + (1 - t)f (yo)i O < t < 1, de 
donde 

IIYo - f(yo)II ::; lliYo + (1 - t)f (yo) - f (yo)II = tllyo - f(yo)II < IIYo - f(yo)II , 

es decir 

IIYo - f(yo)II < IIYo - f(yo)II , 

lo cual es una contradicción, de donde Yo = f (yo). O 

Teorema 5.3 (Schauder-Tychonoff} Sea X un espacio localmente convexo, K un subconjunto 
convexo compacto no vacío de X. Entonces cada función continua f : K -+ K tiene un punto fijo. 

Prueba Sea {pihe1 la familia de todas las seminormas continuas en E. Para cada i E I, conside
remos el conjunto 

Ai = {y E K /Pi(y- f(y)) = O}. 

Un punto Yo E K es un punto fijo de f si y sólo si Yo E n Ai, y como K es compacto, sólo 
iEl 

necesitamos probar que 
A- nA- n---nA- ...1-n. t¡ i2 i,, -r VJ 

para cualquier subconjunto finito { i1, ... , in} � l.

Para esto, dado {i1, ... , in} � K arbitrarios definamos G: K =* X por 
n n 

G(x) = {y E K / ¿Pii (y- f(y))::; LPi.i(x - f(y))}. 
j=l j=l 

Como las Pi son continuas y K es compacto, sólo basta ver que G es KKM. Supongamos que existe 
m 

{x1 1 ... ,xm} � K y z E conv{x 1, ... ,xm} tal que z r¡. LJ G(xi), entonces 
i=l 

y como 

n 

¿Pii (z - f(z)) 
j=l 

n n 

¿Pi;(Xi - J(z)) < ¿Pi;(z - f(z)) 
j=l j=l 

< t Pi; (t a;x, - f (z)) :O: ta, [t Pi, (x¡ - J (z))]

< ta, [t p¡
¡ (z - f (z)))] -t Pi¡ (z - f (z)), 
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lo cual es una contradicción. 

Por lo tanto G es KKM, luego n G(xi)-/- 0 y por tanto existe x E K tal que 
i=l 

n n 

LPi;(x - J(x)) $ LPi;(x - J(x) 
j=l j=l 

para todo x E I<. Ahora si x -1- f(x), tomando y= tx + (1 - t)f (x), O < t <Ose tiene que 
n n n 

¿Pi)x- J(x)) $ LPi;(tx + (1- t)f(x)- J(x)) $ t ¿Pi;(x- J(x)) 
j=l 

es decir 

j=l 

n n 

LPi;(x - J(x)) < ¿Pij 
(x - J(x)) 

j=l j=l 

lo que es una contradicción, de donde x = J(x). O 

j=l 

Como un corolario inmediato, obtenemos uno de los resultados básicos del análisis funcional: 

Teorema 5.4 (Markoff-Kakutani) Sea X un espacio localmente convexo, K un subconjunto 
convexo compacto no vacío de X y :,: una familia conmutativa de mapeos afines continuos de K 
en sí mismo. Entonces :,: tiene un punto fijo común. 

Prueba. Denotaremos por Fix(J) al conjunto de puntos fijos de f. Del teorema anterior 
tenemos que Fix{f) i: 0 para toda f E F, y desde que las funciones en:,: son afines, Fix{f) es en 
particular compacto. 
Como debemos probar que n Fix{f) i: 0, de la observación en la prueba del teorema anterior, 

/E:F 

será suficiente probar que cada intersección finita 
n 

n Fix(/i) = Fix(J1, ... , fn), 
i=I 

para Íi E :,: es no vacía. 
Procedamos por inducción sobre el número n de fi's. 

(i) n = 1, Fix(J) i: 0 para cada f E :F. 

{íi) Supongamos que Fix[fi, ... , f n] i: 0, para cualquier subconjunto finito {Ji, ... , fn} � :F. 
Dado cualquier subconjunto {!1, ... , f n+i} � :F, desde que :,: es conmutativa, notemos que 

fn+1[Fix(J1, ... , .fn.)J � Fix{ft, ... ,fn). 

Sea x E Fix(J1, ... ,fn), entonces liUn+1(x)) = fn+1(/i(x)) = fn+1 (x) para cada 1 $ i $ n,

i.e. Ín+ i(x) E Fix(J¡, ... ,fn). Desde que Fix(J1, ... ,fn) es un subconjunto no vacío, convexo 
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y cerrado, del teorema anterior tenemos que Fix(f 1, ... , f n+i) e/ 0, considerando la. restricción 
Ín+ l a Fix(ft, . . .  , Ín ), i.e. 

Ín+l: Fix(f1, . .. ,fn) 4 Fix(f¡, ... ,fn), 

lo cual completa. la inducción. 

Así concluimos que n Fix(f) e/ 0. 0 
JE:F 

Presentamos ahora un resultado concerniente al problema de coincidencia, una generalí?:ación 
natural del problema de punto fijo: 

Teorema 5.5 (Coincidencia) Sean X e Y dos t.v.s Hausdorff, K � X y C � Y subconjuntos 
compactos convexos en los t.v.s X y Y respectivamente. Sean F,G: K 4 C dos multifunciones 
tales que: 

i) F(x) es abierto y G(x) es un conjunto convexo no vacío para cada x E K;

ii) c- 1 (y) es abierto y F-1(y) es convexo y no vacío para. cada y E C.

Entonces existe un xo E K tal que F(xo) n G(xo) e/ 0. 

Prueba. Sea Z = K x C y definamos H: Z � X x Y mediante 

H(x,y) = Z\ [G- 1 (y) x F(x)J, 

entonces cada H(x,y) es no vacío, cerrado en Z y por lo tanto compacto. 
Veamos que 

Z = u G- 1 (y) X F(x); 
(x,y)EZ 

en efecto, si (x0,y0) E Z, escogemos (x,y) E F-1(y0) x G(x0), de donde (x0,y0) E c-1(y) x F(x).
De aquí 

íl H(z) = íl ¡c- 1 (y) x F(x)r = 0, 
zEZ (x,y)EZ 

de donde H no puede ser KKM (de otro modo, contradiríamos el lema de Ky Fan). Por lo 
n n n 

tanto existe {z1, ... ,zn} � Z y z = ¿aizi, O ::; a¡ ::; 1, ¿a¡ = 1 con z � LJ H(z¡); 
i:l i:l i=l 

n n 

ahora como Z es convexo entonces z E Z, de donde z E Z \ U H(z¡) = n G-1(y¡) x F(x¡).
i:I i:l 

n n n 

Escribiendo z = (¿aixi,LªiYi) (donde z¡ = (xi,Yi)) tenemos que ¿ajXj E c-
1 (y¡) y 

j:I j:1 j=l 
n n 

¿ O'jYj E F(xi) para. todo 1 ::; i ::; n; de aquí tenemos que y¡ E G(¿ CtjXj) , lo cual implica 
j=l j:l 
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n n n n n 

I>:riYi E G(¿ O'.jXj) y análogamente Xi E F-1 (¿ ªiYi) implica ¿ aixi E F-1 (¿ ªiYi) lo 
i=l j=l j=l i=l j=l 

n n 

cual equivale a ¿  O:iYi E F(¿ aiXi). 
j=l i=l 
n n 

Haciendo xo = ¿ O'.jXj, Yo=¿ ªiYi, tenemos Yo E F(xo)nG(xo). Por lo tanto F(xo)nG(xo) f= 0, 
j=l j=l 

que era lo que queríamos probar. O 

A partir de los resultados se obtienen los siguientes corolarios: 

Teorema 5.6 Sea X un un t.v.s. de Hausdorff, K un subconjunto convexo compacto, no vacio de 
X y F : K � K una multifunción tal que: 

i) F-1(y) es abierto para cada y E K;

ii) F(x) es convexo y no vacío para cada x E K.

Entonces existe xo E K tal que xo E F(xo). 

Prueba. Si F-1 (y) = K para algún y en K, entonces y E F(y) y el teorema está probado. Si
en cambio F-1(y) i K para todo y E K.

Como cada F-1 (y) es abierto, entonces cada F* (y) es no va.cío y cerrado en K y por lo tanto
compacto. 
Veamos que K = LJ F-1(y): En efecto, sea x E K; escojamos Yo E F(x), luego x E p-1(yo). Así

yEI< 

n F*(y) = K \ LJ F-1(y) = 0, 
yEl< yEK 

n 

luego F* no puede ser KKM. Por tanto, existe {x1, ... ,xn} � K y z = ¿ aiXi, O :'.S O'.i :'.S 1, 
i=l 

n n n 

¿ ai = 1 tal que z (J. LJ F*(xi), lo que equivale a decir que z (J. LJ K \ p-1(xi), i.e. z E F-1(xi)
i=l i=l i=l 
para todo 1 :Si :S n. Entonces Xi E F(z) para todo 1 :Si :S n y como F(x) es convexo para todo 
x E K, entonces z E F(z). O 

Corolario 5.7 Sea X un un t.v.s. de Hausdorff, K subconjunto convexo compacto no vacío de X, 
V una vecindad abierta simétrica del cero y f : K-* K un mapeo continuo tal que f(K) � K + V.

Entonces existe xo E K tal que J(xo) E xo + V.

Prueba. Definamos F : K � K por 

F(x) = {y E K / f(x) - y E V}; 

entonces 
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Entonces 

maxminf (x, y)= minmaxf (x, y) . 
xEK yEC yEC xEI< 

Prueba. Como f(-; y) es s.c.s., de l te orema 1.4 tenemos que existe maxf (x, y) para ca da y E C
xEK 

y además es una función s.c.i., de donde minmaxf(x ,y) existe; análogamente maxminf(x,y) 
yEC xEK xEK yEC 

existe . Desde que f(x,y) � maxf(x,y), tenemos minf(x,y) � minmaxf(x,y), de donde 
xEl( yEC yEC xEK 

maxminf(x,y) � minmaxf(x,y); 
xEK yEC yEC xEK 

ve amos que la desigualda d estricta no puede darse. Pro ce di endo por contradi cción, supongamos 
que existe r E lR ta l que 

maxminf(x,y) < r < minmaxf(x,y). 
xEK yEC yEC xEK 

Definamos F, G : · K � C me di ante las reglas de correspondenci a 

F(x) ={y/ f(x,y) > r} y G(x) ={y/ f(x,y) < r}. 

Ahora ve amos que se satisfacen las hi pó tesis de l te orema 5.5: 

(i) F(x) es abi erto desde que f(x, ·) es s.c.i . y G(x) es convexo desde que f(x, ·) es cuasiconvexa

y es no va cío pues maxminf(x,y) < r, y como p- 1 (y) = {x/ f(x,y) > r} y a- 1 (y) =

xEK yEC
{ x / f ( x, y) < r}, tenemos análogamente que p-l (y) es no vacío, convexo y que a- 1 (y) es

abi erto, de donde existe xo E K e Yo E C tales que

Yo E F(xo) n G(xo), 

i.e. se satisface simultáne amente f(xo,yo) > r y f(.xo,Yo) < r ) lo cua l es una contradi cción,

de donde se cumple

maxminf(x,y) = minmaxf(x,y). O 
xEK yEC yEC xEX 

5.3 Desigualdades Variacionales Escalares 

Se a X un espa ci o de Bana ch re al y K un subconjunto no vacío, convexo y cerrado de X.

Dada una correspondenci a T : K � X* con valores no vacíos, e l  Problema de Desigualdad

Variacional (deno tado VIP 1) escalar es 

VIP : Hallar x0 E K tal que 

pa ra to do x E K, existe x* E T(xo) : (x*, x - xo) � O. 

Este problema está estrechamente re la ci onado con el problema de hallar xo E K tal que 

para to do x E K,x* E T(x): (x*,x - xo) � O; 
��������������-

¡ Por sus siglas en inglés, Variational lnequality Problem 
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el cual es llamado Problema Dual de Desigualdad Variacional (DVIP2) y esta relación se da 
en la siguiente 

Proposición 5.12 Sea X un espacio de Bana.ch y K � X un subconjunto no vacío > convexo y

cerrado. Dada T : K =i X* con valores no vacíos y hemicontinua superiormente > entonces toda 
solución de DVIP es solución de VIP. 

Prueba. Sea xo una solución de DVIP, i.e. para todo x E K, x* E T(x) se tiene (x*, x-xo} � O. 
Mostraremos que para todo x E K > existe x* E T(xo) tal que (x*, x - xo} � O. Supongamos que 
no sea cierto, entonces existe y E K tal que, para todo x• E T(xo): (x*, y - xo} < O. 
Sea 

V= {x* E X* J (x",y - xo} <O}= cp;�x
0

(-oo > O) 

una vecindad débil de T(x0). Como Tes hemicontinua superiormente > 

existe r, > O tal que, para todo z con ll z - xoll < r¡ y z E [x,y] > se tiene T(z) � V;

para>. E (O, 1) suficientemente pequeño tal que z = >.xo + (1- >.)y satisface llz -xoll < rJ, tenemos 
T(z) � V, i.e. 

(5.1) 

y como 

z"' 

E T(z) implica (z\ y - xo} < O; 

(z*, z - xo} = (z* 1 
(xo + (1 ->.)y - xo) 

= (z*,(1-.X) (y- xo)} 
= (1- .X)(z*,y - xo) < O, 

de (5.1), i.e. (z*, z - xo} < O, lo cual constituye una contradicción. Por lo tanto xo es solución de 
VIP. 0 

Uno de los resultados más generales acerca de la existencia de soluciones de DVIP fue dado en 
[6] para operadores propiamente cuasimonótonos; el resultado se establece en el siguiente

Teorema 5.13 Sea T: K =i X* un opera-dor propiamente cuasimonótono con valores no vacíos. 
Si alguna de las siguientes condiciones se verifican: 

(i) K es débilmente compacto;

(ii) existe un subconjunto débilmente compacto W de K y x0 E W tal que

para todo X E K \ w, existe Xo E T(xo) tal que (xo, Xo - x) < O; 
2 Dual Variational lnequality Problem 
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entonces el DVIP tiene solución. En consecuencia, si T es semicontinua superiormente, entonces 
el VIP tiene solución. 

Prueba. Definamos G : K ::::t K por la regla 

G(x) = {y E K / (x\x -y) 2: O, para todo x* E T(x)}.

Probaremos que íl G(x) =/= 0. 
xeT< 

a) G(x) es no vacío, cerrado y convexo, para todo x E K.
En efecto, x E G(x), para todo x E K. Sea ahora {YdkeN � G(x) tal que Yk-+ y, entonces

(x*, x - Yk) 2: O, 

para cada x* E T(x), implica 
(x*, X - y) 2: Ü, 

pues (x\ ·) es continua. Luego y E G(x). 

b) Ges un mapeo KKM: Dado un subconjunto finito { x1, ... , Xn } � K, escogido arbitrariamente
y z E conv{x1, X2, ... , Xn}; por hipótesis T es propiamente cuasimonótono, luego existe
1 $ i $ n tal que

(x*, y - Xi} � O, para todo x* E T(xi), 

i.e.
(x*,xi -y) $ O, para todo x* E T(xi), 

de donde z E G(:t"i); luego G es KKM.

Ahora si (i) se satisface, i.e. si J( es débilmente compacto, tendríamos que G(x) es débilmente 
compacto y no vacío para todo x E K; desde que Ges KKM, por el lema de Ky Fan tenemos 

íl G(x) =/= 0, 
xEI< 

i.e. existe xo E J( tal que 

para todo x E J(, x* E T(x), (x*, x -xo) 2: O. 

Si (ii) se satisface, veamos que G(x0) es débilmente compacto ,para esto mostramos que G(xo) � W; 
sea y E K \ W, entonces existe x0 E T(xo) tal que 

(Xo,XO -X)< Ü, 

de donde y E G(xo). Luego, nuevamente tenemos que las hipótesis del teorema 4.3 se satisfacen. 
Por lo tanto, DVIP tiene solución. <> 

Por lo visto en el capítulo 3, el teorema anterior se verifica en particular para multifunciones 
mónotonas, pseudomónotonas. Tenemos el siguiente corolario para funciones monovaluadas. 
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Corolario 5.14 (Browder) Sea X un espacio de Banach, K � X convexo cerrado con O E K, 
T: K """'7 X* un mapeo tal que 

(i) Tes monótono;

(ii) T es hemicontinuo;

( 
... 

) 
(T(x),x}

d 11 11 m 
llxll 

"""'7 +oo cuan o x """'7 +oo; 

entonces para cada y" E X*, existe x E K tal que 

(T(x) -y*,x - x} � O para todo x E K. 

Prueba. Sea y* E X* fijo. Definiendo T' : K """'7 X*, T' (x) = T(x) -y*; probaremos que existe 
x E K tal que 

(T'(x),x - x} � o,

lo que demuestra el teorema. 
Consideremos Xo = {x / (T(x) i x) ::; O} i entonces Xo es acotado; además si (T(O),x) > O para 
algún x, entonces 

(T(x),x) > O, 

luego x f/:. Xo . 
De ésta manera, se satisfacen las hipótesis del teorema anterior y de la última observación; por lo 
tanto, para cada y* E X*, existe x E K tal que 

(T(x) -y*,x - x} � O para todo x E K. O 

En particular, sí K = X tenemos que T(x) = y*, es decir T es sobreyectiva. 

Observación 5.1 La proposición 5.12 se verifica si T es débilmente semícontínua ínferíormente 
en xo, es decir Dado x0 solución de DVIP, sí Tes semicontinua ínferiormente en x0, entonces x0 

es solución de VIP. 

Prueba. Procedemos por reducción al absurdo: Supongamos que existe y E K tal que 

para todo x* E T(xo) : (x*, y - xo) < O. 

Sea Zn = AnY+ (1->-n)xo con >-n = 1/n, una sucesión tal que Zn """'7 x0
. Entonces dado X* E T(xo), 

existe una sucesión z .� E F(zn) tal que Zn .!,. x* y como xo es solución de DVIP, tenemos 

(z;, AnY + (1 - >-n)Xo - xo) = (z�, Zn - xo) � O, 

de donde >-n (z;, y - xo) � O, luego 
(z:,Y - xo) � O, 
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y de z� ..:!. x* tenemos 

(x*,y - xo) � O, 

una contradicción. Por tanto xo es solución de VIP. O 

5.4 El Problema de equilibrio 

Sea X un espacio vectorial topológico Hausdorf( K <;;;; X un subconjunto convexo, cerrado
) 

no 

vacío y <P: K x K-+ lR una función tal que <fl(x,x) � O para todo x E K. El problema de equilibrio 

(denotado EP) consiste en: 

EP: Hallar x E K tal que : <f>(x, y)� O, para todo y E K. 

corno muestra ref-sosa, éste problema contempla muchos otros , por ejemplo 

1) Problema de minimización: Dada f : !( -+ JR, el problema de minimización (MP) consiste

en

MP: Hallar xo E K tal que f(xo) � f(x), para todo x E K. 

Definiendo <P: K x K-+ IR por </)(x, y) = J(y) - J(x), tenemos que x es solución de MP si y 

sólo si x es solución de EP. 

En efecto, sí x E K es solución de EP, i.e. </)(x, y) � O para todo y E K, por la definición de 

<P, 
f(y) - f(x) � O y luego f (y) � f (x), para todo y E K;

esto es x soluciona MP. 

Recíprocamente, si xo E K es tal que J(xo) � J(y), para todo y E K entonces 

</)(xo, y) 
= f (y) - f(xo) � O, para todo y E K.

2) Problema de desigualdad variacional: Sea X un espacio de Banach real. Dada la

multifunción T : K � X*; ya habíamos visto que el problema de desigualdad variacional,

VIP consiste en

VIP : Hallar x E K tal que 

para todo y E K, existe x* = x*(y) E T(x) : (x*, y - x} � O. 

Entonces si definimos <P : K x K -+ lR por 

</)(x, y) = max (x*, y - x}, 
x·ET(x) 

tenemos que x es solución de VIP si y sólo si x es solución de EP. 

En efecto: Si existe x E K tal que <f>(x, y) � O, para todo y E K, de la definición de <P, para 
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y E K debe existir x* = x* (y) E T(x) tal que (x*, y - x) 2: O, i.e. x es solución de VIP; 

igualmente si x soluciona VIP, entonces para cada. y E K, 

max (x*, y - x) = <f>(x, y) 2: O. 
x*ET(x) 

El primer resultado de existencia de solución de éste problema es el siguiente teorema debido 

a Ky Fan: 

Teorema 5.15 Sea X un t.v.s de Hausdorff, K � X subconjunto convexo, compacto no vacío, 

f : K x K -+ IR. que satisface 

(i) f(x,x) = O, para todo x E K;

(ii) Para cada y E K, f (-, y) : K-+ IR es s.c.S.j

(iii) Para cada x E K, J (x, ·) : K-+ IR es cuasiconvexa;

entonces existe un punto x E K tal que 

f(x,y) 2: O, para todo y E K. 

Prueba. Consideremos la multifunción F : K � K dada por 

F(y) = {x E K / f(x, y) 2: O}, 

entonces tenemos 

1) F(y) # 0 para todo y E K, pues y E F(y).

2) F(y) es cerrado para todo y E K. En efecto, dado y E K, consideremos g: K-+ IR definida

por g(x) = -f(x, y); ges s.c.i. y por tanto, el conjunto

So(g) = {x E K / g(x) ::; O} = F(y) 

es cerrado. 

3) Fes KKM desde que f (x, ·) es cuasiconvexa, por el ejemplo 3.1.

4) Como K es compacto, entonces F(y) es compacto, para todo y E K; de donde por el lema

de Ky Fan tenemos que existe x E íl F(y); i.e. existe x E K tal que f (x, y) 2: O para todo
yEK 

yEK. 0

Si, en el teorema anterior no consideramos que K sea compacto y agregamos la siguiente 

condición de coercitividad: 
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• Existe C � K subconjunto compacto, tal que para todo y E K \ C, existe x E C con
f(x, y) < O;

entonces el teorema se sigue verificando. 
En efecto, dado que (i), (ii) y (iii) del teorema anterior se siguen satisfaciendo, sólo probaremos 
que n F(y) es compacto y esto se sigue del hecho que si y E C, F(y) � C; luego por el teorema 

yEC 

4.3 tenemos que existe x E K tal que f (x, y) ;::: O, para todo y E K.

A continuación damos una generalización de este teorema aparecida en [4], para esto daremos 
a.ntes una pequeña introducción.

Sabemos que dada una función f : K � IR cuasiconvexa, para cualquier subconjunto finito 
{x1, · · · Xn} de K y z E conv{x1, · · · Xn} se tiene: 

lo cual es Pquivalente a 
O::; irgft"n {!(xi) - f(z)}.

Introduciendo una nueva función</>: K x K � IR definida por </>(x,y) = f(y) - f(x), tenemos que 
</> satisface 

O::; m� {</>(z,xi)}.1::;i::;n 
Esto nos motiva a introducir la siguiente definición dada en [4]: 

Definición 5.1 (Cuasiconvexidad diagonal) Sea X un espacio vectorial topológico de Haus
dorff, K � X convexo, diremos que</>: K x K � IR es cuasiconvexa diagonal (abreviado q.c.d.) si 
dado cualquier subconjunto finito {xi,·· ·Xn} � K y z E conv{x1,· · ·Xn}, se satisface 

Proposición 5.16 Sea X un espacio vectorial topológico de Hausdorff, I( � X convexo, son 
equivalentes: 

1) </> : K x K � IR es cuasi convexa diagonal;

2) La multifunción F: K � K dada por F(y) = {x E K/</>(x, y);::: O} es KKM.

Prueba. Sea {Xi,· · · Xn} � K arbitrario y z E conv{ X1, · · · xn}. 
Si </> es q.c.d. tenemos que 

Ü $ l�ft-} gS(z, Xi)}

luego para algún io E {xi,· ··Xn} se debe satisfacer </>(z,xi
0

);::: O de donde z E F(xo), entonces F 
es KKM. De otro lado si F es KKM, z E F(xi) para algún io E {x1, · · · Xn} , de donde se tiene 
O::; m¡:i.x { </>(z, Xi)}, luego</> es cuasiconvexa diagonal. O 

1::;i::;n 
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Definición 5.2 Diremos que </> : K x K -t R es diagonal cua.sicóncava, si ef> : K x K -t R dada 
por 

if>(x,y) = -</>(y,x) 
es diagonal cuasiconvexa. 

Veamos que una función </> diagonal cuasicóncava satisface que, dados { x1, ... , Xn} C K y 
z E conv{x1, ... , Xn}, 

pues 
m_in { </>(xi, z)} = m_in {-ef>(z, Xi)} = - m�x {ef>(z, Xi)} :::; O. 

1$i$n 1$i$n 1$t$n 

El siguiente ejemplo sencillo muestra que existen funciones cua.siconvexa.s que no son del tipo 
anterior. 

Ejemplo 5.1 Sea X = R y </>: R x R-+ R la multiplicación usual en R, </>(x, y) = xy, entonces </> 
es diagonal cuasiconvexa. 

n 

Sea {x1, ... ,xn} � R cualquiera y z E conv{x1, ... ,xn}: z = ¿ aixi tal que O :::; ai :::; 1 y 
i=l 

¿ ai = 1, entonces tenemos </>(z, Xi) = zxi; si tuviéramos que </>(z, Xi) < O para todo i entonces 
i=l 

lo cual implicaría 

Z°'iXi < O, para todo 1 :::; i :::; n

z2 = ¿zaiXi < O, 
i=l 

una contradicción. Por lo tanto </> es diagonal cua.siconvexa. 

Ejemplo 5.2 Sea A � Rnxn una matriz semidefinida positiva, entonces </> : Rn x Rn -+ R, definida 
por </>(x, y) = xt Ay es diagonal cua.siconvexa. 

n 

Sea {xt,···,xn} � Rn arbitrario y z E conv{x1, ... ,xn}, i.e. z = LO'.iXi con O< O'.i:::; l, 
i=l 

L ai = l. Si </>(z, xi) = zt Axi < O, para todo 1 :::; i :::; n entonces aizt Axi < O, y luego 
i=l 

n 

ztAz = ¿aiztAxi < O, 
i=l 

lo cual es absurdo pues A es semidefinida positiva. Por tanto 
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Como se puede notar en los ejemplos previos, </>(x, ·) era cuasiconvexa para todo x E K, además 

<f>(x, x) 2 O. Esto se cumple en general, es decir dada </> : K x K -+ lR tal que 

1) para todo x E K, cp(x, ·) es cuasiconvexa;

2) para todo x E K <f>(x, x) 2 O;

se tiene que 4> es diagonal cuasiconvexa. 

Proposición 5.17 Si <Pi : K x K -+ lR es diagonal cuasicóncava para todo 1 :s; i ::; n, entonces 
</>: K x K-+ lR definida por 

es diagonal quasicóncava. 

</>(x, y)) = max </>i(x, y)
1$·t$n 

En efecto, sea {xi, . . .  ,xn } � K y z = L �Xj una combinación convexa; entonces 
j=l 

min {</>(z,xj)} = min max </>i(z,xj)} = �in </>i¡ (z,xj)::; O 
1$J$m 1$J$m 1$i$n 1$J$m 

pues cada <Pi es diagonal cuasicóncava. 

(1 ::; i1 ::; n),

Teorema 5.18 Sea X un t.v.s. Hausdorff K � X convexo no vacío,</>: K x K-+ lR una función 

tal que: 

(i) </> es diagonal cuasiconvexa.

(ii) Dados x, y E K tales que <f>(x, y) < O, existe y* E K y una vecindad V de x tal que

</>(z, y) < O, para todo z E V.

(iii) Existe un subconjunto C � K no vacío tal que para cada x E K \ C, existe y E C con
<f>(y, x) < O y C está contenido en un subconjunto compacto de K.

Entonces existe un punto x E K tal que 

cp(x, y) 2: O, para todo y E K.

Antes de dar la prueba del teorema, observemos que la condición (ii) se satisface trivialmente 

si </J(-, y) es semicontinua superiormente; esta condición es un tipo de transferencia de la semicon
tinuidad superior en el nivel cero: 

La condición (iii) es una condición de coercitividad, la cual no es necesaria si K es compacto; lo 
que es lo mismo se satisface trivialmente por vacuidad tomando C = K.

Prueba del teorema. Como ya vimos anteriormente, si </> es diagonal cuasiconvexa, entonces 
la multifunción F : K � K definida por 

F(y) = {x E K / </>(x,y) 2 O}

es KKM. Veamos que F satisface las otras hipótesis del teorema 4.6: 
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• F transfiere valores cerrados: Sean x, y E K tales que x ff. F(y), entonces </>(x, y) < O; de (ii)

tenemos que existe y' E K y una vecindad V de x, tal que

</>(z, y') < O, para todo z E V, 

esto nos dice que V n F(y') = 0, luego x ff. F(y'L i.e. F transfiere valores cerrados. 

• (iii) es precisamente la condición (3) del teorema 4.6, tomando C = X0, esto nos dice que si
X E K \ e, existe y E e tal que X ff. F(y) � F(y). o

Una forma equivalente de éste teorema, que es más utilizada en economía es la siguiente: 

Teorema 5.19 Sea X un t.v.s. de Hausdorff, K � X convexo no vacío, </> : X x Y 4 R una 

función tal que: 

(i) </> es diagonal cuasicóncava.

(ii) Dados x, y E K tales que </>(x, y) > O, entonces existe x' E K y una vecindad V de y tal que

</>(x', z) > O, para todo z E V. 

(iii) Existe un subconjunto no vacío C � K tal que para cada y E K \ C, existe x E C con

ef>(x, y) > O y C está contenido en un subconjunto compacto de K.

Entonces existe y E K tal que 

</>(x, y) ::; O, para todo x E K. 

Como vimos en la motivación para definir el concepto de diagonal cuasiconvexa, si f : K 4 Res 

cuasi convexa, entonces </> : K x K 4 R definida por ef>( x, y) = f (y) - f ( x), es diagonal cuasiconvexa, 

esto se puede extender más en el siguiente sentido: Sea f : K 4 R cuasiconvexa y g : K 4 R una 

función cualquiera con g(x) ::; f (x) para todo x E K entonces </J: K x K 4 R dada por 

<j)(x,y) = J(y) - g(x) 

es diagonal cuasiconvexa. En efecto: Sea {x1,· · · ,xn} � K cualquiera y z E conv{x1,··· ,xn }, 

entonces 
m� { </>(z, xi)} m� {!(xi) - g(z)} 

1$t$n 1$i$n 

= max {!(xi)} - g(z) 
l$i$n 

> J (z) - g(z);

de donde max {</J(z, Xi)} > O. 
1$i�n 

-
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Corolario 5.20 Sea X un t.v.s. de I-Iausdorff, K � X un cono y f : K -t X* un mapeo tal que 

la función </> : X x X -t R definida por 

<jJ(p, q) = (p- q, f (q)) 

satisface las condiciones (ii) y (iii) del teorema anterior, luego existe q E K tal que 

f (q) E K* y (q, f (q)) = 0. 

Prueba. Como </> es lineal en p, </> es diagonal cuasiconcava, luego por hipótesis, existe q E K 
tal que 

(p-q,f(q)) :s; O, pru:a todo p E K.

En particular tomando p1 = 1/2q E K y P2 = 2q E K, tenemos: 

O� (q, J(q)) � O, 

de donde (q, f (q)) = O. O 

5.5 El Problema de Equilibrio de Nash 

Teorema 5.21 (Teorema de intersección de Ky Fan, 1966) Da.do un producto cartesiano 
n 

X = I1 Xi de espacios topológicos, sea Xi = I1 Xj y sean Pi : X -t Xi y pi : X -t Xi las
j=l #i 

proyecciones; escribimos Pi(x) = xi y pi(x) =xi.Dados x,y E X sea 

Sean X1, X2, ... , Xn conjuntos compactos convexos y 110 vacíos en espacios vectoriales topológicos 
n 

y sean A1, . .. , An n subconjuntos de X = I1 Xi tales que
i=l 

(i) para cada x E X y cada 1 :s; i � n, Ai(x) = {y E X/ (Yi, xi) E Ai} es convexo y no vacío,

(ii) para cada y E X y cada 1 � i � n, Ai(y) = {x E X/ (Yi, xi) E Ai} es abierto;

n 

entonces íl Ai =I= 0.
i=l 

Prueba. Definimos G : X � X mediante 

G(y) =X\ íl Ai(y).
i=l 
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Observemos que G(y) es cerrado pa.ra todo y E X y por lo tanto compacto (observe que X el 
n n 

compacto); además si G(y) = 0 para algún y, entonces X = n Ai(y), de donde y E n Ai(y) 
i=l 

n 

entonces, de la definición de Ai(Y), y E Ai pa.ra 1 $ i $ n y luego n Ai # 0. 
i=l 

i=l 

Supongamos entonces que G(y) # 0 para todo y E X y probemos que G no es KKM; para esto 
veamos que 

Sea x E X y escogemos zi E Ai(x), entonces (zi,xi) E Ai, 1 $ i $ n; ahora tomando z = 

n 

(zLzi,···,z�) tenemos que x E Ai(z), para 1 $ i $ n de donde x E ílAi(z), que era lo que 

queríamos probar. 
i=I 

n n n 
Por lo tanto existe {x1, ... ,xn } � X y z = I>�iXi, O$ Oi $ 1, ¿ ai = 1 tal que z = ¿a:kxk (/:. 

i=l i=l k=l n n 
LJ G(xk)- Luego z � G(xk), para todo 1 $ i $ n; lo cual implica que z (/:. X\ íl Ai(xk), lo 
k=l i=l 

n n 

cual equivale a decir que z E ¿ Ai(xk), para todo 1 $ i $ n. Como Xk E n Ai(z) para todo k,

i:I n 
entonces z = ¿ Ai(z) y por lo tanto 

i=l 

i=l 

Teorema 5.22 Sean X1, X2, . .. , � conjuntos compactos, convexos no vacíos cada uno en un t. v .s.; 
n 

X = fI Xi. Sean Ji, ... , fn : X -t � tales que para cada 1 $ i $ n, la función Xi H fi(Xi, yi) es 
i=l 

cuasicóncava. en Xi. Entonces existe fj E X tal que 

fi(y) = max fi(xi , y).
X¡EX¡ 

Prueba. Definamos <Pi : X x X -t l. mediante 

veamos que <Pi es diagonal quasicóncava para cada 1 < i < n. Sean {1 z,2 z, . .. ,m z} C X y

z E conv{1z,2 z, ... ,m z}, entonces 

1fktm 
</>(kz, z) = 

l�tm
{Íi(kZi,i)- Íi(Zi, i)}

= min {Íi(kzi,i)} - fi(zi,i)1$k$m 
< fi(zi, zi ) - fi(zi, zi ) = O; 

46 



luego min </>i(kz, z) � O, i.e. <f> es diagonal quasicóncava. Definiendo <f> : X x X � IR por 
l'.Sk'.Sm 

<f;(x,y) = 
mfix </>i(x,y), 1$i$n 

de la proposición 5.17 tenemos que <f> es diagonal quasicónca.va; además de la continuidad de f,

tenemos que </>(x, ·) es s.c.i . y la compacidad de X, tenemos por 5.19, que existe y E X tal que 

</>(xi fí) � O para todo x E X, 

de donde 

y por lo tanto 

lo que queríamos probar. O 

El último teorema puede ser demostrado utilizando el teorema de intersección de Ky Fan; los 
interesados pueden remitirse a (8]. 
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