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Introduccion

El principal objetivo de este trabajo es estudiar el espacio £,_f4:(X,Y") de las aplicaciones
lineales y continuas p-factorables entre espacios de Banach.

En el Capitulo 1 introducimos notaciones y algunos resultados conocidos que son
importantes para el desarrollo de los siguientes capitulos.

En este trabajo atravez de la Definicién 2.1 dada en el Capitulo 2, mostramos que cl
espacio Lp—fqt(X,Y) es un ideal de Banach, luego focalizamos nuestra atencién sobre los
operadores 2-factorables cuya teoria es muy elegante y facilmente accesible.

Ademés la Definicién 4.15 dada en el Capitulo 4 sobre el espacio £,_q(X,Y’), nos
define este espacio como un ideal maximal a travez de los operadores (r,p, ¢)-nuclearcs
los cuales son ideales de operadores s-normados.

Finalmente usando la teoria de los ultaproductos dado cn el Capitulo 3, mostramos
que ambas definiciones son equivalentes.



Capitulo 1

Preliminhares Generales

N, R y C denotan respectivamente los conjuntos de los nimeros naturales, reales y com-
plejos.
L(X,Y):={T: X — Y/ T es lineal y continuo},

donde X e Y son espacios de Banach. La norma sobre este espacio es:

IT| = sup [Tzlly.

llzllx =1

En el caso Y = K, temos £(X,K) = X*, llamado el dual topolégico de X.

Definicion 1.1. Un espacio de Banach real E se dice que es un reticulo de Banach con
un orden < (transitivo, reflexivo y antisimétrico) que satisface:

(1) z < yimplica x + 2 < y + 2z para todo z € E y Az < Ay para todo A > 0.

(2) El Minimo z A y existe para todo z,y € E.

(3) |z| £ |y| implica que ||z|| < ||y|| (donde |z| := z V (—z)), z V (—z) := maz{z—, z}

Definicion 1.2. Un reticulo de Banach complejo £ es un espacio de Banach complejo
que tiene un subespacio lineal real Fy tal que:



(1) Eo®iEy = E, la tinica descomposicién de z es escrito como z = Re(z) + Im(z) y Eqy
es llamado la parte real de E.

(2) |z| := sup{|Re(e*z)| : 0 < t < 27} existe en Ey para todo z € E.
(3) Ep tienc un orden tal que (con la norma inducida) Eq es un real reticulo de Banach.

(4) |21] < |22| implica ||z1]| < ||22|| para todo 21, 2z, € E.

Observacion 1.1. Los ejemplos més comunes de reticulos de Banach son L, y C(K). Un
(real o complejo) reticulo de Banach es llamado un L,-espacio abstracto, si para todo
z,y€ E,conz,y >0y x Ay =0 la relacién:

Iz +yllP = [lz]I” + llyll”, (si 1 <p<oo)
lz + yll = max{||z|l, lyll}, (si p = o0)

ocurre. Un reticulo de Banach es un Ly-espacio abstracto, si y sélo si su parte real lo es.

Teorema 1.1. Desigualdad de Grothendieck’s: Etiste una constante universal Kg
tal que, dado cualquier espacio de Hilbert H, cualquier n € N, cualquier matriz escalar
(@ij)nxn Y cualesquiera vectores Ty, ..., Tn, Y1, ..., Yo €n By, tenemos:

|Ea,_,-{:r.|y_,]| < If{,-nm_x{}ZnusJJ| el < 1,15 =11
i,j ij

Demostracion. Ver [1] 1.14 Grothendieck’s Inequality. O

Teorema 1.2. Teorema del Grdfico Cerrado: Si X y Y son espacios de Banach y
T:X Y es un operador lineal con grdfico cerrado, entonces T es continuo.

Teorema 1.3. Sea X un espacio vectorial normado. Entonces para x € X, eziste f € X*

tal que f(z) = ||z|||| f]l-

Definicién 1.3. La coleccién B de conjuntos de Borel es la menor o-dlgebra que contienc
todos los conjuntos abiertos.

Definicién 1.4. Sea K un conjunto compacto de Hausdorff. Entoncecs la o-algebra
boreliana B(K') es generada por la coleccién £(K) de todos los subconjuntos abiertos.



Definicion 1.5. Una medida boreliana de Probabilidad es una medida definida sobre
B(K) tal que u(K) = 1. Ademds p es regular si:

u(B) = inf{u(G) : B C G,G € £(K)},
para cualquier B € B(K).

Definicién 1.6. Un operador S € L(E, F) es llamado débil compacto si la bola unitaria
Ug es aplicada dentro de un subconjuto S(Ug) que es relativamente compacto en la
topologia débil de F".

Proposicién 1.1. Un operador S € L(E, F) es compacto débil si y sdlo si el rango de
S" estd contenido en la imdgen candnica de F.

Observacion 1.2. Por el presente resultado cualquier operador débilmente compacto S €
L(E, F) define un operador S™ € L(E", F), si S” es considerado como una aplicacién de
E" dentro de F. Entonces el siguiente diagrama conmuta:

E =5 F
x| &7 |we
EII Fl/
SII

Teorema 1.4. Para cualquier medida p eziste una medida v tal que los espactos Ly(p) y
Ly(v) son isomorfos y tal que la aplicacion f+ » [ fdv es un isomorfismo isométrico de
L (v) sobre (Ly(v))*.

Demostracion. Ver [3] 10.6 Pagina 196. 0O

Teorema 1.5. Cualquier espacio de Banach es isométricamente isomorfo a un cociente
de un espacio Li(p).

Teorema 1.6. Sea H uun espacio de Hilbert, entonces para un conjunto apropiado I, €}
es isométricamente tsomorfo a H.

Lema 1.1. Sea (0;) € £;. Entonces dado € > 0, eziste (p;) € Co tal que Y o) p; o] <
1+e)> 2 loslyl>p1>py>...>0.

Demostracion. Ver Lema 8.6.4 de [2] 0



Definicién 1.7. Un espacio E posee la propiedad de aproximacién si para cualquier
subconjunto compacto K y cualquier € > 0, existe un operador L € F(E, E) tal que:

|t — Lz|| <e, donde =z € K.

Proposicién 1.2. Si E' ¢ F tienen la propiedad de aprozimacion entonces £(E, F) =
R(E,F). En este caso R(E, F) es el espacio de todas las aplicaciones lineales continuas
compactas, y £(E, F) el espacio de las aplicaciones lineales continuas aprozimables.

Demostracion. Ver [2] 10.1 Aproximation Property. O

Definicién 1.8. Un espacio de Banach tiene la propiedad de aproximacién métrica si para
cualquier subconjunto compacto K y cualquier € > 0, existe un operador L € F(E, E)
tal que [|L]| <1y

|z — Lz|| <€, cuando z € K.

Aqui F(E, E) representa el espacio de las aplicaciones lineales continuas de rango finito.

Teorema 1.7. Sea (2, ) cualquier espacio de medida y sea 1 < p < oo. Entonces
L,(2, ) tiene la propiedad de aprozimacion métrica.

Demostracion. Ver (2] Teorema 1. 0O

Lema 1.2. Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Entonces C(K) tiene la propiedad
de aproximacion métrica.

Definicion 1.9. Si Q2 es cualquier conjunto, definimos la funcién caracteristica del con-
junto €2 por Iq con regla de correspondencia:

In(z) = 1, si z€f
P N0, siozg

Operadores p-sumables

Definicién 1.10. Sea 1 <p < oo,y T : X — Y una aplicacién lineal entre espacios de
Banach. Decimos que T es p-sumable, si existe una constante ¢ > 0 tal que sin importar
m € N y para cualesquier z,, ..., z, en X tenemos:

/p

0 1/p - 1
L |]Ta:i||p) < csup <Z| <z T > [”) 1" € Bx-
i=1 =1



Corolario 1.1. Un operador T : X — Y es 2-sumable st y sdlo si existe una medida
regular de probabilidad p sobre K y una aplicacion T € L(La(1),Y) tal que el siguiente
diagrama conmuta:

X —— Y
"
C(K) » La(p)
7
Demostracion. Ver [1] Corolario 2.16. O

Filtros y Ultrafiltros

Definicién 1.11. Un filtro sobre un conjunto S es una coleccién de subconjuntos no
vacios de S con la propiedad:

(a) Si Fy, F, € F, entonces F1 N F, € F.
(b) Si Fe Fy F C F', entonces F' € F.

Observacion 1.3.
1. Una subcoleccién Fg de F cs un filtro base para F si cada clemento de F contiene
algin elemento de Fy.

2. Una coleccién C no vacia de subconjuntos de S es un filtro base para algin filtro
sobre S si Cy, Cy € C, entonces C3 C C; N Cy para algin Cj € C.

3. Si F, y F5 son filtros sobre X, decimos que F; es mas fino que F3 si F; D Fo.

Ejemplo 1.1. Sea X cualquier conjunto, A C X. Entonces
{FCX:ACF}

es un filtro sobre X, con la particualridad que el filtro base consiste de un solo conjunto.



Ejemplo 1.2. Sea X cualquier espacio topoldgico A C X. Entonces {U C X/A C intU}
es un filtro sobre X. En particular el conjunto U, de vecindades de x € X es un filtro
sobre X.

Definicion 1.12. Un filtro F sobre un espacio topolégico X se dice que converge a x
(F—sx)siysélosild, C F.

Definicién 1.13. Un filtro F es un ultrafiltro si y sélo si F es un filtro maximal.

Teorema 1.8. Un filtro F sobre X es un ultrafiltro si y sélo si para cada E C X, E € F
oX-FEekF.

Teorema 1.9. Cualquier filtro F esta contenido en algun ultrafiltro.

Observacion 1.4.

(i) Un espacio topoldgico §2 es compacto si y sélo si cualquier ultrafiltro sobre §2 converge
a algtin punto en 2.

(ii) Si f: Q@ — Q' es una aplicacién entre conjuntos y si U es un ultrafiltro sobre §2,
entonces f(U) es un ultrafiltro sobre . Aqui es comin escribir f(U) para el filtro
sobre €' que es generado por todos los conjuntos f(U) con U € Y.

(iii) Sea I cualquier conjunto y f una aplicacién acotada sobre I a valores escalares, en-
tonces no importa como escogemos un ultrafiltro ¢ sobre I, el filtro f(U) converge.
Entonces el limite serd denotado por:

lillln f@@).



Capitulo 2

Operadores Lineales p-factorables

Definicién 2.1. Seal < p < 00, T € L(X,Y) es llamada p-factorable si existe un espacio
de medida (2, X, p) y operadores a € L(L,(p),Y™**) y b € L(X, L,(1)) tal que el siguiente
diagrama conmuta:

La coleccién de todos los operadores lineales p-factorables de X a Y sera denotado
por L,_s0t(X,Y).

(I) Lp—fat(X,Y) es un espacio vectorial:

Para demostrar esta afirmacién tome T € £,_s.:(X,Y), entonces existen (S, S, k)
espacios de medida y operadores by € L(X, Lp(1k)), ax € L(Lp(1x), Y**) tal que KyoTy =
ax o by, para k = 1,2. Sin perdida de generalidad podemos suponer que ©; N Qy = 0.
Tome Q= UQeX ={SCQ:5NQ, € £,,n=1,2}, es claro que ¥ es una o-dlgebra
de conjuntos.

Definamos:

p:X — RY  por u(S)=m(SNU)+ um(SNQ),
b: X — Ly(u) por b(z)=b(z)lg, +ba(z)lq, y
a:Lp(p) — Y™  por a(f)=ai(fla,)+ az(fla,)-

9



Para 1 < p < 0o, tenemos:

1/p
16y (z) g, + ba(z) o, || L, ) / |61 () Io, + b2(x )fnzlpd#>

(
E ( [es@Pra, + |b2($)|pfnz)d#)l/p
(/,

1/p
|b1(z |pd#+/’ |b2(z |pdﬂ)

1/p
_ ( / (o) + / 2 Ibz(:r)l”duz)
= (||b1($)||11),,,(,“) + (b2 ()11 (p,g))

Cuando p = oo se hace de manera semejante. Por lo tanto b estd bien definido.
Para el operador a temos lo siguiente:

la(Hly=+ = llar(flay) + a2(flaz)lly--
< llallllflen Ly + llazllll flas | Lpgua) -

Como || fla. |z, ) = Il flewllz,ue) Para k= 1,2, tenemos en (2.1) lo siguiente:

la(H)lly+ < Naallll Flasllzpin + lazlill flezllLpon- (2.2)

Ademas de eso f = f.Iq, + f.Iq, de esta relacién tenemos:

1FI2 o = Ifleals gy + 1 10al2
1.e

||f|Qk||Lp(l‘) S ||f||Lp(H) pa‘ra k = 1a2

Luego (2.2) queda ||a(f)|ly-- < (|la1ll + llaz|)|| fllz, (- Por lo tanto a estd bien definido.
Para p = 0o se hace de modo semejante.

Estonces tenemos: (a o b)(z) = (a; o by)(x) + (az 0 by)(z),Vzr € X, asi:
aOb:KyOT1+Ky 0T2 =KyO(T1+T2).
Por lo tanto: 71 + T2 € L—5at(X,Y).

(IT) 7(®) := inf [blll|al,
donde el infimo es tomado sobre todas las factoraciones posibles de ®, es una norma

sobre L,_set(X,Y).
Veamos que 7, asi definido es una norma.

10



(i) Es trivial la verificacién de que el producto de un escalar por un elemento de
L,—sat(X,Y) pertenece a ese espacio.

(ii) v,(T) = 0, implica inf ||a||||b]| = 0.
Dado € > 0, existe un espacio de medida (2, ¥, 1) y operadores a € L(L,(x), Y**),
be L(X,Ly(u)) tal que |lal||[b]]| < €, osea ||laocb| <€, estoes ||T| <e, Ve >0, lo
cual implica T' = 0. Es claro que 7,(0) = 0.

(iii) Sean T1,Ty € L,—ft(X,Y). Dado € > 0 existen espacios de medida (€2, Z;, u;) y
operadores a; € L(Ly(wi), Y**), b; € L(X, Ly(u;)) satisfaciendo Ky o T; = a; o b;,
i=1,2, tal que [laif| <(T3) +e/2y [Ibs]| = 1.

De la parte (I) tenemos aob = a;0b; +az0by = Ky oT1+ Ky oTs con ||a|| < ||a1]l+]|az]l,
también escogemos v = ot para obtener ||b]| < 1. Luego se sigue que:

BT+ 12) < llaobdl < layll + llazll < %(T1) +1(T2) +€/4, Ve > 0.

ASfI ’)‘p(Tl + T2) _<_ ’)‘p(Tl) + ’)‘p(Tg).
Para p = oo, ver el caso (I3).
Por lo tanto de (I) y (II) tenemos que £,_sq(X,Y) es un espacio normado.

Teorema 2.1. Para 1 < p < 00, [Lp—fat(X,Y), V] es un ideal de Banach.
Demostracion.

(I;) Veamos que T(z) =< z*,z > y € Lp—5ot(X,Y) para cualquier z* € X* ey €Y.
Tome (Q, X, u) = (Bx+, Z, (515) donde X es la o-algebra de los borelianos contenido
en P(Bx-) con Bx. w*-compacto y d;; € C(Bx-)* es un funcional lineal continuo
con norma 1, y asi define una medida regular de probabilidad sobre la o-algebra de
los borelianos de Bx-, donde:

5y i C(Bx-) — K, 0a(f) = f(z)
y ademas para 1 < p < 00, definamos a de la siguiente manera:

a:Ly(u) — Y

s ([ ras)u

11



Es claro que a estd bien definido pues g = 1 € Ly(u) para ; + ¢ = 1. Del mismo

modo definamos b como sigue:
b: X — Lp(p)
T = f T
siendo:

f::B,\" — K

ro— <z'r>.

Entonces b es claramente lineal y esta bien definido, pues:

1/p
(]:3 Ifz(w*)l”d<5x5(z->) < |l (625 (Bx-))? = ||z|| < oo.
xi

Asi:

@ob@) =ab@) =alf) = ([ fta)dig)y

y([ {qr'.lﬂ':}dﬁ‘-ﬁ)
By

= T(z), VzrelX.

Luegoaob=T, asi T € Lp—fa(X,Y).
Ademis de esto:

lal = suwp llaflly =yl sup fdésg
1AL p <1 IflLpoay <1 1/ Bxe
< Iyl sup f |fldé
Il Lp(u) <1 o/ By
< Iyl sup ([ Ifl”déz;,)“”-(f 11/7d6,;)"/9
fNlep(u) ST o/ Bxs Bx+
< Il

luego: |la|| < |yl
También:

[6ll = sup [[6(2)l,) = sup || fallzpw-
lall<1 lall=1

12



Célculo de:

1/p
Ifelyon = ( [ﬁ | |fxc:r.~'1|ﬂrsa:5{:z~'})

1/p
_ U |{I‘,:::i”rft5,;|[;r'])
Bx‘

= |<ztz>|
Asi en (2.3) tenemos: ||b|| = ||z*||. Por lo tanto de la relacién T' = a o b se sigue que:
Y(T) < llalllioll < Nlyllllz*|l- (2.4)

Ademas de esto para cualquier factoracién de T' = a o b tenemos: ||T|| < ||a||||b]| lo
cual implica: ||T|| < 7,(T).
Asi mismo:

IT|| = sup || <z*,z>ylly =llyll sup | <z%, 2> [= [|yllll<",

lzll<1 llzll<1

de esta tltima relacién y de (2.4) concluimos que v,(T) = ||yl|||z*||-

Para un mejor entendimiento de (I;), damos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1. Sea K un Espacio de Hausdorff compacto, y sea Y cualquier Espacio
de Banach. Tome (y,) C Y tal que Y oo |yn| < 00.

Definamos T : C(K) — Y por T(f) = D e, ex(f)yx donde ¢; : C(K) — K
es definido por ¢;(f) = fK fdp; y 9;(K) =1, para j € N. Luego es claro que
llill < 1. Asi mismo es fdcil ver que T es lineal y continuo.

Tomemos Q2 = H, y sea & la o-algebra generada por la coleccion de todos los sub-
conguntos abiertos de K, y u es una medida de Borel sobre ¥ tal que u(K) =1y
w(f) = [ f(w)dp(w), luego el espacio de medida seria (K, X, ).

Sea A : C(K) L,(K,p) definido por A(f) = f y B : L,(K, p) Y definido por
B(f) = 3232, #;(f)y;, donde ;1 Ly(K, p) K es definido por ¢;(f) = [, fdu,
es evidente que ||@;]| < 1.

Es claro que B es lineal y continuo, pues | B(f)|ly < [IfllL, (k.0 2ret lUkll-
Similarmente A es lineal y continuo, pues

IA L) < I flleix)-

13



Si f : K — K es continuo, entonces @k(f) = or(f).

Luego (B o A)(f) = B(A(f)) = B(f) = X328y = 2psy ok(f)yr, ast
(Bo A)(f) =T(f), i.e., BoA=T, en consecuencia T € Lp—f,:(C(K),Y), donde
1<p<oo.

Observacion 2.1. Las funcionales lincales y continunas ¢; : C(K) — K pucden ser
por ejemplo definidas por ¢;(f) = f(t;), donde t; € K.

(Iy) La Propiedad de Ideal:
SiV e L(Ey,E), T € Lp—su(E,G),U € L(G, Gy), entonces UTV € L,_q:(Eo, Go).
Y ademds 3 (UTV) < [[U]ln(T) [V
Demostracion: El grafico siguiente cs importante en nuestra demostracion:

K
EO L. E ..’I:.q. G .2,, GO *E-B GB*

boV \!\ Nk /U"
o

Lja“-!] —

Por el hecho que T' € L,_;ut(E,G), tenemos que existe un cspacio de medida
(R, %, n) y operadores b € L(E; Ly(1)), a € L(Ly(1), G**) tal que:

KgoT =aob. (2.5)
Sea Vo = bo V, claramente Vy € L(Ey, Ly(1)).
Como:
U™ o KG = KGo oU. (26)

Entonces U* o KgoT = Kgy,oU o T, de (2.5) y (2.6) tenemos:
U™oaob=Kg,oUoT.

Luego tenemos:
UoaoboV =Kg,oUoToV. (2.7)

Sea ag = U** o a, entonces (2.7) queda de la siguientc manera:
aOO‘/()ZKGOOUOTOV
Por lo tanto Uo T oV € L,_fq(Eo, Go), y ademds de esto tenemos:

WU oToV) < laolllVoll < [IUlllellllollllV]l, de esto se sigue
WU oToV) < |UIVIv(T).

14



(I3) [Lp-fat(X,Y),7p | €s un espacio de Banach.
Demostracion: Sea (T,,) una sucesién en L, (X, Y) tal que Y o2, 7,(T5,) < oo.
Luego Y oo, ||Tx|| < oo, pues ||To|| < p(T7), Vn € N.
Siendo £(X,Y') un espacio de Banach tenemos que T =32 T,, T € L(X,Y).
Dado € > 0, para cada n € N cncontramos espacios de medida (2, 3., ttn) y
operadores a, € L(Lp(ptn),Y™), by € L(X, Lp(itn)), tal que Ky o T, = b, 0a, y
llanll < 9p(Tn) + 5, ||ball = 1, paran =1,2,...

Sin perdida de generalidad vamos a suponer 2, N 2, =, si m # n. Tomemos:
Q=Us 2, Z={S5C:5NnQ, € £,,Vn € N}.
Sea:

p: Y —s RY

definido por:
ll @ |

8 (5N,
/ { } Z Hm }E“ ] |Iﬂn|l

Si S; € £j, con j € N, entonces p(S;) = /‘j(sj)g eyl

n=1 ”an“

Definamos:
oo

a:Ly(p) — Y™ por a(f) =) an(fln.),

n=1

b: X — Ly(u) por b(z) = bu(x)la,.
Tenemos que a y b estan bien definidos. Para 1 < p < oo tenemos:

( | Lb Innl”du)

Lo (2.8)

(E [ |bn<x)|pdu)

0o /p

Zb (z)Ia,

n=1

15



Como u(S;) = ﬁj{Sj};ﬁ"r_lj}]%m‘;. S; € ¥;, (2.8) queda como:

0o 1/p
Z b"{I}InH {Z ” 1”_. (Z: ”ﬂTI" -/ IP.'_]"{.EHPdpn)
n=1 m=] 'ﬂ

n=1

1/p
B E =] ” rrr[”l-"ri-' (Z”u"”"b T]"L#{-““j)

1/p
< {Em_.llﬁll“"” 1/p' (Z“ﬂn”)

==l

L'F (1)

Asi:

< [l=ll,

z ba(x)f0,
n=1 Lp(p)

luego b estd bien definido y es claro que ||b|| < 1.
Similarmente para a tenemos lo siguiente:

Z an{flﬂ..:'
n=1

oo
< 3" Nanlllflee 2y
Y- n=1

< i foal ([ 110, P

(2.9)

1/p

De la siguiente relacion:

py las |/ ( | fla. Pd )l/p
(fnlflﬂ--l *‘) (T a7 U, 1T (2.10)

llan|[*/
HIIHHHLPEH! = '||fl!.:"1|f.j_.[j.lnll

(Xaz1 llanl)/?

de (2.9) y (2.10) tenemos:

Z 'ﬂ-rr{flnr. ]
n=1 Y.

IA

e o] 00 l/p
S llaall (lanll =211 flou |y (Z ||a,.||)
n=1 n=1

0o 1/p 00

(Z 1|un||) (Z llaa [/ I!flnnlla,.m;) :

n=1 n=1
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Aplicando la desigualdad de Holder tenemos:

00 ) 1/p* 00 1/p = 1/p
Sanlfle)| < (Z ||an||) (Z||f|n"u'z,,(,,,,,) (Z ||an||)
n=1 n=1 n=1 n=1

00
> laalllfllzue-
n=1

Yc-

IN

Luego a estd bien definido y |lal| < 27, [|ax]|-

Para el caso p = ootenemos lo siguiente:

Como ||b,|| = 1, tenemos que ||bn(z)|| Lo (u) < 1, para todo ||z|| = 1. Por lo tanto
existe A, C Q, tal que pn(An) = 0y |ba(z)(t)| < 1, para todo t € Q,, — A,, con
lz|| = 1. Sea A =J,o, An, donde p,(A4,) =0, n € N.

Luego es claro que pu(A) = 0. Tome t € Q — A, entonces existe ng € N tal que
t € Qn, — Ap,. Asi tenemos:

oo

Za,.frmumm) = [bao(@)(0)] < 1,

n=1

paratodot € 2 — A e ||z| = 1.

Luego:
> ba(2)la,

<1

Lo ()

para todo ||z|| = 1. Por lo tanto ||b(z)||L..(, < 1, para todo ||z|| = 1, i.e ||b]| < 1.
También tenemos que:

||a‘(f)||Y“ S Z “”r:“1
n=1

para t0do f € Loo(p) con || f]| Lo () = 1-
En cualquier caso:

oo oo
lall <" llaall < D" %(T0) +¢, Ve > 0.
n=1 n=1

Ast: [lall < 32, 2(T). ,
Es fécil ver que Ky oT = aob, lo cual implica que T' € L,_s4:(X,Y).
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Como VT = 3 e Tht) = Wp(Xkon T) € D i Wwl(Th) ¥ 2202, %(Th) < o0, por lo tanto:

lim (T - L 1))

fl—o0
k<n

Asi (T,,) converge a T en la norma 1y, lo cual nos muestra que [£,_f.:(X,Y), 7] s un
espacio de Banach.

Observacion 2.2. En (I;) para p = 0o es solo tomar en cuenta el siguiente diagrama:

el Xty

\ 2/

Dr.“l} -, Lp .“

donde a = j,0ix y u = boa, es decir ya sabemos que tal factoracién es posible para
1 < p < oo. Entonces basta tomar b=bo1, y a = jo 01x. Lucgo:

boa=0boi,0je0ix =boj,oix =boa=u.

Asi u se factora atravez de Loo(p).
Proposicion 2.1. Sea 1 < p < o0 y é + z% = 1. Entonces para T : X — Y, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) T € Lp—sat(X,Y),

(ZZ) T € Ep‘—fat(Y*?X*)I
(i33) T** € Lp—jar(X**, V™),

)

('i’U Ky oT € Ep—fat(Xa Y**).
En este caso Ype (T*) = 1p(T) = %(T**) = 1p(Ky o T).

18



Demostracion. (i)=(ii): Sea T € L,_sq(X,Y), entonces existe un espacio de medida
(2,5, 1) e operadores a € L(Ly(pn),Y*™) y b € L(X,Ly(n)) tal que Ky oT = aob,

entonces.
T* oKy =b"0a" (2.11)

Como:
K;/ o Ky- = idy-. (212)

De la relacién (2.11) y (2.12) tenemos:
T* =b"oa* o Ky-.

Asia =a"oKy. € L(Y", Ly (1)) y b = Kx.0b* € L(Lp- (1), X***) por lo tanto Kx.oT* =
boa, con lo cual T* € Lpe_sor(Y*, X*). Y ademds 7y, (T*) < |la* o Ky-||||Kx- o b*| <
llalllloll

Asi tenemos:

(il)=>(iil): Sea T™ € Ly_at(Y™, X™), cntonces existe un espacio de medida (2, X, ) y
operadores a € L(Y™*, Ly (1)), b € L(Lp~ (1), X***), tal que:

Kx-oT*=boa de esta relacién tencmos:
T o K. =a"ob",
haciendo lo mismo que en (i)=>(ii), tenemos T** € L,_f.:(X**,Y**) y ademds de csto
(1) € % (T7). (2.14)

(ili)=(iv): Sea T** € Ly at(X**,Y**), entoncs existc un cspacio de medida (2, %, ) y
operadores b € L(X**, L,(1)) y a € L(Lp(p), Y****) tal que:

aob:Ky-- OT**. (215)
Luego:
(Ky o T)(z)(y") = Kr(y')=<y"T(z)>=

= oT)(z) =T"(y")(z) vy (2.16)
(T o Kx)(z)(y") = (K;oT")(y") =<=z,T*(y") >=
< Try >=( o T)a) =T (y)(@),  (217)
de (2.16) y (2.17) tenemos:
KyOTZT"OKx. (218)
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Asi de (2.15) y (2.18) tecnemos:
KywwoKyoT =Kye.oT" oKy =aobo Ky,

lo cual implica que Ky o T € L,_5qt(X,Y™*). Ademés: v,(Ky o T) < ||a||||b]|, de aqui se
sigue:

YolKy o T) < %,(T°°). (2.19)
(iv)=(1): Sea Ky oT € L,_sq:(X,Y™*), entonces existe un espacio de medida (2, %, 1) y
operadores a € L(L,(p), Y****), b € L(X, Lp(1)) tal que:

aob:Ky.. OKyOT, (220)

como:
K;/. o Kyn = idy--. (221)
De la relacién (2.20) y (2.21) tenemos Ky.oaob= Ky o T. Asi tenemos lo siguiente:
1(T) < | Ky oalllloll < flaflb]l-
Por lo tanto:
Yo(T) < (Ky o T). (2.22)
De las relaciones (2.13), (2.14), (2.19) y (2.22) tencmos:
W(T) € 1p(Ky oT) < 3p(T7) < 9 (T7) S p(T), si 1<p< oo
Para p =1, 6 p = 0o es usar el hecho de que L}*(1) es isométricamente isomorfo a L, (v),

para alguna medida apropiada v.
O

Proposicion 2.2. Cualquier operador T' € L(X,Y’) pertenece a Lo_sqt(X,Y) siy solo si

se tiene una factoracion T : X ~** H ~>*Y, donde H es una espacio de Hilbert.
En este caso v2(T) = inf ||a||||b]|, donde el infimo es tomado sobre todas las factoraciones
posibles.

Demostracion. =) Sca T € Lo_5qt(X,Y’), lucgo tenemos el siguicnte gréfico:
T,

Y, = _y™

l;.l bo\'—_ P\Ob 0’ a

~ -~

Lz(ﬂ«)//"P +> Hy

donde Hy = {Kera}* N{h € Ly(p) : a(h) € Ky (Y)}.
Del grafico tenemos lo siguiente:

X
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(i) Hp es un subespacio cerrado de Lo(u).
(ii) Existe una proyeccién ortogonal P : Ly(u) — Hp con | P|| = 1.

(iii) Sea aqg : Hy Y tal que Ky oa = a|y,, i.e (Ky o ag)(ho) = a(ho), Y ho € Ho, solo
precisamos verificar que ag esta bien definida.

Para hg # 0, hg € Hy tenemos (Ky o ag)(hg) = a(hg), por la definicién de Hy y hy € Hy,
tenemos que existe y € Y tal que a(hg) = Ky(y) de aqui obtenemos Ky (ag(ho)) = Ky (y),
siendo Ky inyector tencmos ag(hg) = y. Luego la imdgen de aq esta contenida cn Y.
También ag es lineal, pues para hi, hy € Hy tenemos:

(Ky (©) ao)(h1 + hg) = a(h1 + hz) = a(hl) + a(hz) = Ky(ao(hl)) + Ky(ag(hg)),

i.e: Ky oag(hy + hy) = Ky(ao(h1) + ao(h2)).

Nuevamente por la inyectividad de Ky tenemos ag(h; + he) = ag(h1) + ag(hs2). También
para cualquier k € Ky hg € Hy, ag(k(ho)) = kag(ho)-

Veamos la continuidad de ag.

De Ky o ag = a|y, tenemos ||Ky o ag|| < ||la|g,|l < llall, i-e ||lao] < ||a|l.

Sabemos que (Ky o T)(z) = (aob)(z), Vz € X, si b(z) € Hy tenemos Ky (T'(z)) =
a(b(z)) = Ky(y), algin y € Y, de ahi obtenemos T'(z) = y. También de la relacién
Ky o ag = a|n, tenemos lo siguiente, como b(z) € Hy tencmos:

(Ky 0 ag)(b(z)) = a(b(z)) = Ky (y) = Ky (T(z)),

lo cual implica:

(ag 0o b)(z) =T(z),Vb(x) € Hp. (2.23)
Luego en particular, para (Pob)(z) € Hy para todo z € X, tenemos cn (2.23) lo siguiente
ago Pob=T,ieagoby=T.
<) Es solo notar que H = ¢4, dondc I es un conjunto apropiado.
De la (i) y (ii) implicacién no es dificil mostrar que:

72(T) = inf |al|][b]],

donde el infimo es tomado sobre todas las factoraciones posibles de T'.
d
Proposicion 2.3. Sean E, X, Y, Yy espacios de Banach, sea q € L(E, X) la aplicacion
cociente y sea j € L(Y,Yy) una inmersion isométrica.
Un operador T € L(X,Y) es 2-factorable si y sélo si joToq: E Yy lo es, en este
caso:
Y2(T) =72(jo T ogq).
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Demostracion. =) Si T € La_fu(X,Y), entonces por la Propiedad de Ideal tenemos
joToqé€ Ly ju(E,Y), y ademds yo(j o T 0 q) < 7o(T).

«<)joToq: E— Y, se factora a travez de un cspacio de Hilbert, i.c:

q T
E_ x_ L v & _%
~ . o - e
- “ i -
b ‘f‘=__ "Dt'l‘\\,l JIJ]LJ'-"' i n
- il
R
H=" % H,

donde Hy = {kera}t Nn{h € H:ah € j(Y)}.

(i) Ho es un subespacio cerrado de H.

(ii) jao = a|u, implica que ||ao|| < ||a||, ya se mostro en la Proposicién 2.2 que ag estd
bien definida.

(iii) P es una proyeccién ortogonal con ||P|| < 1.

(iv) ap es inyector. Sea hy, hy € Hp tal que ag(hy1) = ao(h2), de ahi j(ao(h1)) = j(ao(h2))
i.c a(hy) = a(h2) entonces a(h; — hy) = 0.
Por tanto hy — hy € kera y hy — hy € {kera}*, lo cual implica que h; = hy pues
kera N {kera}t = {0}.

Sea C = Pob, lo cual implica ||C|| = [|[P o b|| < [IP|||[bll = [[b]|. Lucgo T o g se factoriza
atravez de un espacio de Hilbert, i.e

Tog:E —S— Hy —2 Y (2.24)

Para justificar (2.24) usamos el mismo argumento ya cfectuado i.c si b(z) € Hy, tenemos
(joToq)(z) = a(b(z)) = j(y), para algin y € Y. Lucgo obtenemos (T o q)(z) = y.
Ademas de esto, a(b(z)) = (joap)(b(x)) = j(ao(b(z))) = j(y), entonces tenemos ag(b(x)) =
(T o q)(z), Vb(z) € Hy. En particular para (P o b)(z)Vz € E tenemos (ago P ob)(z) =
(T o q)(z), lo cual implica que aqpo Pob=Togq,i.eapoC=Toq.

La inyectividad de ag implica la existencia de by € L(X, Hy) tal que:

bgoq=C, (2.25)
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Hy Rank(ag) —— Hy

Definamos b(z) = h, © = ag(h), h € Hy, cs claro que b estd bien definido y cs lineal,
ademas de esto:

boay =idy,. (2.26)
También: _
Rank(ag) * s Hy —2, Rank(ap)
da: i
a0 0 b = id pani(ao). (2.27)

Las relaciones (2.26) y (2.27) fueron posible por el hecho de scr ag inyector.

Sabemos que agoC' = T oq. Tome by = boT : X — Hy. Luego boagoC = boToq, de
ahi obtenemos ido C = by ogq, por lo tanto (2.25) esta justificada. De la relacién by = boT
tenemos ago bg =agoboT =T.

Veamos ahora que by es continuo.

Siendo T' y ag continuas, por el Teorema del Grafico Cerrado, tenemos que by es continuo.
Asi by € L(X, Hp), lo cual implica que T' € Lo_fq (X, Y).

Ademaés tenemos que ||g|| < 1,

ICIl =[P obll < ol (2.282)
ICIl = 11bo o gl| < [lbol| (2.28b)
ICIl = llbo o qll = [lbo(g(x))Il,  Vllzlle < 1. (2.28¢)

Como ||q(z)|lx < ||lz||lg £ 1, tenemos ||C|| > ||bo(g(x))|| vy siendo g sobreyectivo tenemos:

ICI > sup [Ibo(a(@))ll = llboll

llg(z)llx <1

De ahi obtencmos:
ICIl = [lbo]| (2.29)

Por lo tanto de (2.29) y (2.28b) tenemos ||C|| = ||bol]-

Asi 72(T) < laoll[lboll < [|Clllall < ll®ll[|all

Como iniciamos con una factoracién arbitraria de joT oq obtenemos v2(T") < y2(j0T oq).
O

Teorema 2.2. Las siguientes afirmaciones para T € L(X,Y) son equivalentes:

(1) T € Lo—jar(X,Y).
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(it) Existe una constante ¢ > 0 tal que:

< csup {

para cualquier n € N, cualquier matriz (a;j)nxn y cualesquier vector x,, ..., x, € By
Yy, ., Yn € By-.

n

E ;81

1,j=1

Zcr.j <y, Tz; >

i’j

: (8i),(t;) € sz,}

Caso que (i) y (it) ocurra, podemos tomar ¢ = Kg.y2(T), donde K¢ es la constante de
Grothendieck’s.

Demostracion. (i)=(ii): Supongase que:

T:X —— H—=Y

sea una tipica factoracién atravez de un espacio de Hilbert H. Scan € N y tome cualquier
matriz escalar (a;j)nxn y vectores z1, ..., T, € Bx y yi, ..., ¥, € By.. Aplicando la desigual-
dad de Grothendieck’s tenemos:

n
*x Xk
E aij <VY;,wxj >
i,j=1

n
Z“U <y Tz; >
‘)j

< Kegsup [v*y; || sup [[wz; | sup { :(s4), (ty) € Brr,-g}

Jj<

n
E @i;jSil;
i,J

: (sl}‘ ('EJ] € H-"'{}a

n

E €y 8t

ij=1

= Kcllvllllwllsup{

el resultado es (ii) con C = Kgy2(T).

(ii)=(i): Como cualquier espacio dec Banach cs un cociente de un ¢1-cspacio, la Proposi-
cién 2.3 reduce el caso cuando X = ¢4.

Mostraremos que nuestro operador T : #] : Y cs cn realidad 1-sumable, luego el Coro-
lario 1.1 completara la demostracidn.

Sea z1, ..., z, € ¢1 elementos fijados con wy(z;) = 1. Debemos probar que Y i, || Tz < ¢
donde c es la constante de la condicién (ii). Dado € > 0, existe un entero N y vectores
Y1, -y Yn € OV tales que >, ||z — will < e(||T|| + 1)~'. Podemos asumir que n = N.
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Escribiendo y; = Z;;l a;je;, para cada 1 < ¢ < n. Entonces para cualquicr s,t € Byn,

nuestra hipdtesis sobre x4, ..., z,, da la estimativa:

Zaijsitj < z ZQijtj = Z| <y,t> |
1

1,) 1 ]
< Z|<xi,t>|+2|<yi—xi,t>|§1+€.
P

J
1

Ahora escogemos yi, ..., yn € By-. tal que:
Z]|Ty.|] = Z <y Ty >= Z”EJ <y Te; >,
i : Y

y usamos la condicién (ii) para obtener:

DoITzl = YT - v) + Tl < e+ Y 1Ty
j j J

il

j
< £+ E“u <y, Te; >
i,j

< e+c(l+e).
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Capitulo 3

Ultraproductos

Dada una fammilia (X;);c; de espacios de Banach, sea:

b ( Xii 1) = {(3:)ies € HXi : (Jlzill)ier  cs acotado}.

i€l
La norma sobre este espacio de Banach es dado por:

||($z')ie1||oo ‘= 8sup ||27¢||-
i€l

Ahora escogemos un ultrafiltro U sobre I, y seleccionamos (z;);e; € €oo(X;; I). La apli-
cacion limitada I — R : i+ ||z;|| asegura que limy, ||z;|| existe en R.
Es claro que:

Ny = {(@i)ier € loo(Xi; 1) - liLr(n ||z:|| = 0},

es un subespacio lineal cerrado de ¢ (X;;I) y asi podemos crear el espacio dec Banach
loo(Xi; 1)/ Ny equipado con la usual norma cociente.

Este espacio cociente es el ultraproducto de la familia (X;);c; con respecto al ultrafiltro
Uu.

Usualmente denotamos por:
(H X,) (6] (H Xi)u .
i€l u

Los elementos de (J],.; X:)u que es generado por (z;)ier € €oo(X;; I) scrd escrito

el

(zi)u
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y su norma es dada por
Izl = liili'“ [l

Si X; = X para cada i € I, escribiremos
);E.{

en lugar de (J],¢; Xi)u y nos referiremos a XY como el ultraproducto de X con respecto
al ultafiltro Y.

La estrecha interacciéon entre espacios de Banach y sus operadores, nos obliga a introducir
la idea de la teoria de ultraproductos de operadores. Supdngase que son dadas dos familias
de espacios de Banach (X;)ier y (Y;)ies. Si para cada i € I, tenemos un operador v; €
L(X;,Y:), y si C := sup,¢; ||| es finito entonces podemos construir un operador lineal
acotado de

fon{x!- *” —* I"L(}I* '” . {TI}IEI —t {rl'-rl}'li_-'f

de norma C. Ahora si U es cualquier ultrafiltro sobre I y si limy ||z;|| = 0 entonces
claramente limy ||v;x;|| = 0. Consecuentemente:

v: ([T X0u — (] Yu : @ — (viziu
i€l i€l

es bien definido, y es un operador lineal acotado de norma almenos C'.
Por otro lado nuestras hipétesis nos ascgura la existencia de (vi)y en ([],c; £(X,Y:))u.

Proposicién 3.1. La correspondencia (v;)y +—— v da una inmersion lineal isométrica de

(Hie[ L(X;,Y;))u dentro de ﬁ((l—lief(Xi))u, (Hie] Yiu).

Demostracion. Sea T : ([1,e; £(Xi,Yi))u — L((ILic; Xi)u> (I1ie; Yi)u), definido por
T((vi)u) = v, es claro que T estd bien definido y es lincal. Ademaés:

1T ((vi)e) Il = vl (3.1)
Lucgo:

ol = sup [o((zdw)ll = sup [l(vzeull < [l(viull (3.2)
I(z:)ull=1 l(z:)ull=1
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Ademas:

[oll 2[lo((@:u)ll, con  [[(zoull = 1,

loll 2 [l (viza)ull = lim [Jogzil| > lim(1 = e;)[|uill, con [l =1,

lv]| >(1 — lig(nsi)ll(vi)uﬂ, donde O0<e¢; <1, li&nai =g,
existe pues los €; estan acotados.

lv]] >(1 —€)||(vs)ull,Ye >0, para € —0 tenemos:

[vll = | (vi)ull (3.3)

de (3.2) y (3.3) tenemos ||T((vi)u) Il = [l (ve)ull
d

Lema 3.1. Si U es un ultrafiltro sobre I y K es el campo escalar, entonces KY es
1sométricamente isomorfo a K.

Demostracion. Por definiciéon K¥ = ¢! /Ny, donde Ny = {(&)ier : limye; = 0} es el
nicleo de la aplicacién lineal acotada £/, — K : (g;) = limy €; es en realidad isométrico,
asi KY es de dimensién uno. Para ver el isomorfismo K¥ — K : (g)y +—> limy€; es
suficiente ver que si (g;) = 1 para todo i € I, entonces ||(&;)yll = 1.

Corolario 3.1. Si (X;)ier es una familia de espacios de Banach y U es un ultrafiltro
sobre I, entonces ([[ X;)u estd inmerso isométricamente dentro de ([ X:)y;-

Demostracion. De la Proposicién 3.1 basta tomar Y; = K, V¢ € I y usando el Lema 3.1
tenemos lo pedido.
Ademas de acuerdo a la Proposicién 3.1 podemos escribir:

< (2)u, (T )y >= libr(n < iz >,

para todo (7 )y en (ITX7) y (zi)u en (JT Xi)u-
]

Teorema 3.1. Cualquier espacio de Banach X es isométricamente isomorfo a un sube-
spacio de un ultraproducto de sus subespacios finito dimensionales.
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Demostracién. Sea Fx = {E C X : E es de dimensién finita}, este conjunto es orde-
nado por inclusién. Consideremos un ultrafiltro ¢ sobre Fx que refina el correspondicnte
filtro ordenado y mostraremos que X cs isométricamente isomorfo a un subespacio de
(HEEfx E)y.

Dado x € X y F € Fx, ,crcamos un clemento zg de E colocando zg :=xsiz € E'y
zg := 0 en otro caso.

Como ||zg|| < ||z||, VE € Fx,

Jx : X — ( H Ey:zv— (zp)uy,
EeFx

es una aplicaciéon bien definida, claramente es lineal y es isométrico, pues para cada z € X,
zg es eventualmente igual a x.
Algunos espacios importantes de Banach son estables bajo la formacién de Ultraproductos.
Son de particular interes los reticulos de Banach.

O

Proposicién 3.2. Sea (X;);e; una familia de reticulos de Banach. SilU es un ultrafiltro
sobre I, entonces ([[,c; Xi)u tiene una estructura natural de reticulos de Banach.

Demostracion. Dados (z;) y (y:) en £oo(X;; I), definimos:

(zi)w < (Wi)us

cuando existe un eclemento (z;) € oo(X; 1) con limy ||2;|| = 0 tal que z; + z; < y; para
cada i € I. Se verifica que sc ha definido un parcial orden bajo el cual (J]; X;)y llcga a
ser un reticulo de Banach.

Ademds para cualquier (z;), (¥:) € loo(Xi; I), (z)u V (Yi)u = (i V ¥)u, (T)u A (Yi)u =
(@i Ayus ¥ |(z)ul = (|i])u- -

Teorema 3.2. (a) Seal < p < oo. Ultraproductos de L,(11)-espacios son isométricamente
isomorfos (como un reticulo de Banach) a un L,(p)-espacio.

(b) Ultraproductos de C(K) espacios, son isométricamente isomorfos (como un reticulo
de Banach) a C(K) espacios.

Demostracion. (a) Recordemos que para 1l < p < 0o, un reticulo de Banach es isométricamente
isomorfo (como un reticulo de Banach) a un L,(u) espacio siy sélosi ||z+yl|P = ||z||P+]y|P
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para cualquier z,y € X satisfacicndo z Ay = 0. Consecuentemente, si X; = Ly(u:), ¢ € 1,
siU es un ultrafiltro sobre I, y si (z;)u, (4i)u en ([ 1;c; Xi)u satisface (z:)A(y:) = (ziAy:) =
0, entonces:

I(@du + (aullP = limlz: - (i Nyi) +yi — (T Ays)|IP
= liLr{n lzs — (zs Aya)|IP + liLI(n lyi — (@i A i) P
= |[(z)ull® + 1w )ullP,

y nuestra conclusién queda probada.

(b) Recordemos que un reticulo de Banach X con orden unitario es isométricamente
isomorfo (como un reticulo de Banach) a un C(K)-cspacio si y sélo si ||z Vy|| = ||z|| V|||
para cualquier z > 0, y > 0 en X. También sc verifica que un ultraproducto de reticulos
de Banach con orden unitario también ticne orden unitario; y repetimos el proceso hecho
en (a).

Teorema 3.3. El bidual de cualquier espacio de Banach X es isométricamente isomorfo
a un cociente de sus espactios cocientes de X de dimension finita.

Demostracion. La coleccion Cx de todos los subespacios cerrados finitos codimencionales
de X es un conjunto direccionado bajo la inclusién inversa. Esto nos permite considerar un
ultrafiltro U sobre Cx refinando el correspondiente filtro orden. Como Fx- es justamente
{(Z1 . Z € Cx} y Z}+ C Z3 precisamente cuando Z, C Z; cl Teorema 3.1 nos da una
inmersién isométrica:

Jx-: X — (] 2"

ZeCx

Por el Corolario 3.1 cada clemento (X3)y de ([lzec, Z21)u = (Ilzec, (X/Z)*)u pucde
ser considerado como mienbro de (]_[Zec.x X/Z)} 1e < (2, (x)u >= limy < z},z, >
la norma satisface ||(z3)y|| = limy ||z%||. Consccuentemente podemos ver Jx. como una
inmersién isométrica de X* ([Lecy X/2)u
Tomando adjuntos hallamos que (Jx-)* induce una aplicacién:

Qx: ([ x/2) — x*.

z€Cx

La prueba se completa al mostrar que QQx es sobreyector. Fijemos z** € X**. Entonces
necesitamos hallar (z,)y € ([L,ec, X/2)u tal que Qx((z.)y) = z**. La surycctividad de
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la aplicacién (Jx-)* asegura la existencia de algin w € ([],¢¢, Z27)i con (Jx-)*(w) = z**.
Procedemos a nuestra meta construyendo, para cada Zy € Cx, un operador apropiado
vyt Zy — (Izec, Z1 )y y entonces definimos ., := wv,,. Como X/Z; cs de dimensién
finita z,, € (Zy)* = (X/20)** = X/ 2.

Los operadores v,, deben ser construidos apropiadamente con la definicién de Jx- dado
en el Teorema 3.1. Donde:

. 2y 4 Sl xt=1z, si ZygDZ
vzo(m)'—{ ( 6) si mi#:r
)] V4 :

Esto garantiza que Qx((x,)y) = z=**.
ad

Observacion 3.1. Consideremos ¢l conjunto P := Fx x Cy direccionado por el orden nat-
ural del producto filtro, y sea ¢ un ultrafiltro sobre P que refina el correspondiente orden
filtro. Entonces podemos construir una inmercién isométrica Jx : X — (H(E,Z)ep E)y
y una natural aplicacién cociente Qy : ([[(g.z)ep Y/Z)u — Y**. También dado u €
L(X,Y)y (E,Z) € P, podemos mirar la familiar aplicacién ug z € L(E,Y/Z) dado por
ugz ‘= q;uig, donde ig : £ — X es la inmercién natural y donde ¢, : Y - Y/Z
es la natural aplicacién cociente. Es claro que ||ug z|| < ||u|| para todo (E,Z) € P, el
ultraproducto:

(wez)u: ([[ B — ([ Y/2)»

es bien definido.

Teorema 3.4. Con las notaciones dados en la Observacidén 3.1 tenemos:

Kyu = Qy(ug,z)ulx,
para cada u € L(X,Y).

Demostracién. Escogemos ¢ € X y y* € Y*. Entonces (z,y*) € E x Z* para todo
(E,Z) € P. Por la Observacién 3.1 tenemos:

<uz,yt > = li&n < UE,zT, y' >=< (UE‘Z)qul?, Jy-y* >
= < (Qv(ugz)ulx)(z),y" >,

con lo cual obtenemos lo deseado. O
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Capitulo 4

Ideal de Operadores sobre espacios
de Banach

En este capitulo comenzamos con la fundamental definiciéon de un ideal de operadores.
Este concepto es una natural gencralizacion de la conocida teoria de anillos.

Introducimos algunos ideales de opcradores especiales que jugarén un rol importante
en el histérico desarrollo del analisis funcional.
Definicién 4.1. Un Operador Ideal A es una subclase de £ tal que las componentes:
A(E,F):=ANCL(E,F)

satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Ix € A, donde K denota los cspacios de Banach de una dimensién.
(i) Si S1,82 € A(E, F) entonces Sy + Sz € A(E, F).
(it7) SiT € L(Ey, E), S€ A(E,F) y Re L(F, Fy), entonces RST € L(Ey, Fp).

Proposiciéon 4.1. Sea A un ideal de operadores. Entonces todas las componentes son
espacios lineales.
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Demostracion. Por (ii), resta mostrar quesi S € A(E, F) y A € Kimplica AS € A(E, F).
Esto se sigue de AS = (M)SIg y (iii).
(]

Ejemplo 4.1. Operadores Finitos: La clase de todos los operadores finitos es denotado
por F.

Teorema 4.1. F es el menor Ideal de Operadores.

Demostracion. Sea ag € E' y yo € F. Entonces:

E ao®y0* F
ap®1 \ [1®yo
K » K
Iy

Consecuentemente ag ® yo estd contenido en cualquier ideal de operadores A. Desde que
S € F(FE, F) puede ser escrito en la forma:

n
S = Zﬂl ® Yy
=1

tenemos que S € A(E,F). Esto prueba que F C A. La verificacién de las ideales
propiedades las omitimos.
]

Definicion 4.2. Operadores Aproximables: Un operador S € L(E, F) cs llamado
aproximable, si existen S, ..., S, € F(E, F) con lim,_, ||S — S|l = 0.
La clase de todos los operadores aproximables cs denotado por £.

Teorema 4.2. £ es un ideal de operadores.

Demostracion. Al usar la Definicién 4.1 vemos que (i) y (ii) son evidentes. Sca S €
£(E, F), entonces existe (S,)2, € F tal que lim, . ||S, — S|| = 0. Luego para T €
L(Ey, E), R € L(F, Fy) tenemos:

|RST — RS, T|| = [|R(S — Sa)T|| < [ RIS = SalllI T,

cuando n » 0o, tencmos que lim,_, ||[RST — RS, T|| = 0, asi tcncmos que (iii) cs
verdadera.
O
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Definicién 4.3. Operadores Compactos: Un operador S € L(E, F) es llamado com-
pacto si la bola unitaria Ug es aplicada dentro de un subconjunto S(Ug) que es relativa-
mente compacta en la norma topoldgica.

La clase dec todos los operadores compactos es denotadopor RR.

Teorema 4.3. R es un ideal de operadores.

Demostracidn. La condicién (i) en la Definicién 4.1 es evidente.

(ii): Si S1,S; € R(E, F) entonces S (Ug) + Sa(Ug) C S1(Ug) + S2(Ug) lo cual muestra
que S} + S2 € R(E, F).

(ili): Si S € R(E,F), T € L(Fy,E)y A € L(F, Fy), entonces para la bola unitaria
cerrada tenemos:

(a) (AS)(Ug) C A(S(Ug)) siendo S compacto, tenemos que S(Ug) es compacto, ademas

A es continua, lo cual implica que A(S(Ug)) es compacto. Luego (AS)(Ug) es un
conjunto cerrado dentro de un compacto, lo cual implica que AS es compacto.

(b) Similarmente se prueba que S o T es compacto.

de (a) y (b) tenemos lo pedido.

4.1 Cocientes de Ideales de Operadores

Definicién 4.4. Sean A y B ideales de opcradores. Un operador S € L(FE, F') pertencce
al cociente izquierdo A~! o B si Y.S € B(E, Fy) para todo Y € A(F, F,), donde Fj cs un
espacio arbitrario de Banach.

El cociente derecho A o B! es definido de modo anslogo.

Teorema 4.4. A~'o B y Ao B! son ideales de operadores.

Demostracion. Es inmediato.
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Definicién 4.5. Sea A un ideal dc operadores. Un operador T' € L(E, F) pertenecc a
A = £ o Ao £71 se UTV € A(X, Fy) para todo U € £(X,E), V € £(F, Fy).

Teorema 4.5. A™ es un ideal de operadores.

Demostracion. Es inmediato.

Definicién 4.6. Un ideal de operadores A es maximal si A = A™>,

4.2 Ideales de Operadores Quasi-Normados

Definicién 4.7. Sea A un idcal de operadores. Una aplicaciéon A de A dentro de R* es
llamado quasi-normado si las siguientes condiciones son satisfechas:

(I;) A(Ix) =1, donde K denota los cspacios de Banach de una dimension.

(I;) Existe una constante k > 1 tal que:
A(S) + S3) < k[A(S)) + A(Sy)], para §),8: € A(E, F).
(I;) SiT € L(FEy,E), S€ A(E,F) y R € L(F, F,), entonces:

A(RST) < | RIASITI-

Definicién 4.8. Un ideal de operadores quasi-normado [A, A] es un ideal de operadores A
con una quasi-norma A, tal que todos los espacios lineales topolégicos Hausdorff A(E, F)
son completos.

Proposicién 4.2. Sea [A, A] un ideal de operadores quasi-normado. FEntonces ||S| <
A(S) para todo S € A.

35



Demostracion. Dado S € A(E,F). Scax € Ug y b € Up, entonces < Sz,b > Ix =
(b®1)oSo(l®x), lo cual implica:

A< Sz,b>Ix) = A(b® 1) 0 So (1®2)) < [b® 1JAS)|Il ® 2| < ||z]|A(S)

| <Sz,6>| < [z|A(S) =  sup |<Sz,b>|<|z]|AS) =

lloll =1

ISzl < [z|A(S) = [IS|| < A(S), paratodo S € A.

d

Proposicién 4.3. Sea A, A] un operador ideal quasi-normado. Entoces A(ap ® yo) =
laollllyoll, para todo ag € E" y yo € F.

Demostracion. Es inmediato.
Definicién 4.9. Seja [A, 4] ¢ [B, B] idcales de operadores. Para cualquicer T € L(E, F)
con T € A~ o B definimos:

A o B(T) = sup{B(UT) : U € A(F, Fy), A(U) < 1}.

Aqui Fj es cualquier espacio de Banach.

Observacidn 4.1. La relacién [A~oB, A~!o B] frecuentemente serd escrito como [A4, A]"!o

B, B].

Teorema 4.6. [A~! o B, A~! o B] es un ideal de operadores quasi-normados.

Demostracion. Primero veamos la existencia de A~! o B. Por tanto supongamos que el
supremo no es finito para algin T € A~! o B(E, F). Entonces podemos hallar T;, €
A(F, F,) tal que A(T;,)) < (2k) ™™y B(T,T) > n,paran=1,2,..., k > 1.

Para F := (®F,); tenemos:

E T F Th ll.." I ; [';}F.“]j Qn Fn
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ASE ) = AT JiTard) < T2, KA(Thas) < (20)74 532,27 = (2K) < 1,
La suma parcial Zk JnY, forma una A-secuencia de Cauchy.

Luego 7' := Yoo, Tn pertencce a A, asi n < B(T,T) = B(Q.1T) < B(TT), lo cual cs
una contrad1cc10n
En este caso Ji(zx) := (€xxx) para xx € Fx, donde € cs cl simbolo de Kronecker. Y
Qx(x;) := xy para (x;) € la(Fy,) = (BFy,)2. Finalmente sc verifica la Propiedad Ideal.

O

Definicién 4.10. Sea [A, A] ¢ [B, B] idcales dc operadores, para cualquier T € L(E, F)
con T € Ao B7!, definimos:

Ao B™Y(T) :=sup{A(TU) : U € B(X,E), B(U) < 1}.

Aqui X es cualquier espacio de Banach.

Observacion 4.2. La relacién [A o B!, A o B7!] frecuentemente seré escrito por [A, A] o
(B!, B71].

Teorema 4.7. [Ao B!, Ao B7!| es un ideal de operadores quasi-normado.

Demostracion. Similar al Teorema 4.6.

Definicién 4.11. Sea [A, A] un ideal de operadores quasi-normado. Entonces:
(AT AT = [, )7 o [A, A o [£,]] - 17,
es llamdo el hull mazimal de [A, A].

4.3 Ideales de Operadores p-normados

Definiciéon 4.12. Una quasi-norma A sobre el ideal de operadores A cs una p-norma
0<p<1)si

A(Sy + S5)P < A(S1)P + A(S,)” para Sy, S € A(E, F).

Si p =1, entonces A es simplement llamado una norma.
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Observacion 4.3. La constante k 1= 2" puede ser usado para satisfacer la condicién (I,).

Observacion 4.4. Cualquier p-norma A es continua sobre su topologia.

A continuacién formulamos un criterio importante que serd usado postcriormente.
Teorema 4.8. Sea A una subclase L con una funcion A a valores en R* tal que las
siguientes condiciones son satisfechas (0 < p < 1):

(a) Ixke Ay A(I]K) =1.

(b) Siguese de S1,Sa,... € A(E,F) y Y or A(S,)? < 0o tal que S := ) .7 Sn € A(E, F)
y A(S)P < 3 a0l A(Sn)P.

(c) T e L(EyE), Se A(E,F) y Re L(E,Fy) implica RST € A(FEy, Fy) y A(RST) <
IRIAMSITI

Entonces [A, A] es un ideal p-normado.

Demostracion. Es inmediato.

Teorema 4.9. [A™ A™*| es un ideal de operadores quasi-normado.

Demostracion. Esto sigue de los Tcoremas 4.6 y 4.7.
O

Teorema 4.10. Sea [A, A] un ideal de operadores p-normado. Entonces S € L(E,F)
pertenece a A™** si y sdlo si existe una constante o > 0 tal que:

A(BSX) < o|B|||IX]|| paratodo X € F(Eo,F) y BE€ F(F,F),

donde Ey y Fy son espacios arbitrarios de Banach.

En este caso:
A™(S) ;= infa.
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Demostracion. Si S € A™(E, F), ecntoces A™*(S) := sup A(BSX) donde el supremo es
tomado sobre X € £(Ey, E) y B € £(F, Fp) tal que || X|| <1y ||B| < 1. Por lo tanto:

A(BSX) < A™(S)|B|llIX|| paratodo X € F(Ey,E) y Be€F(F, F).

Inversamente, sea S € L(E, F') satisfaze la condicién dada. Si X € £(Fy,E)y B €
£(F, Fy), entonces existen X, € F(Ey, E) y B, € F(F,Fy) con X = || - || = lim, X,, y
B = || —lim, B,. Asi tenemos:

A(B,SX, — BnSXn)? A((Bn — Bn)SX,)? + A(BnS(Xn — Xon))?
oP[|Br = B[P XnllP + | BmlP | X — Xom 7]

donde (B,SX,) cs una A-sccuencia de Cauchy. Como BSX = || - || = lim,_ s B,SX,, es
el nico posible limite, tenemos que BSX € A(Ey, Fy). Ademas:

A(BSX) = lim A(BnSXy) < 0| By[l[| Xl = ol BI[[|X].

<
<

Por lo tanto S € L™*(E, F) y A™(S) < 0.

4.4 Operadores (r,p,q)-Nucleares

Definicién 4.13. Sea0 <71 < 00,1 <p,g< o0y 1+% > %-&-%. Un operador S € L(E, F)
es llamado (7, p, ¢) nuclear si:

N
8= Za.u. ® yi.
=1

Con (0;) € €, (a;) € Wy (E") y (y:) € Wy (F). En el caso que 7 = 0o (0;) € Cy.
Colocando:
N(ripl(I)(S) = lnf gr(ai)qu (ai)‘/vp'(yi)a

donde cl infimo es tomado sobre todas las representaciones (r,p, q) nucleares descritas
arriba.

La clase de todos los operadores (r, p, q) nucleares sera denotado por N, p.q)-

Observacion 4.5. La serie Y .2, 0;a; ®y; converge en la norma topoldgica de L(E, F'). Por
lo tanto el operador S es aproximable.
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Teorema 4.11. Sea 1 := 1+ ’% + ﬁ, entonces (Nirp.q), Nirpq)) €5 un ideal de operadores
s-normado.

Demostracion. Usamos el Teorema 4.8:
(A) De la relaciéon Ix = 1 ® 1 tenemos que Ix € Nypg) ¥ Nirpg)(Ixk) < 1. Ademas sca
Ix =Y o, 0i0; ® n;, cualquier representacién (r, p, ¢) nuclear. Entonces:

oo

1= E oi;n;,  consccuentemente
=1

1 < {(oiaun;) < €y(oiain;) pues 0<s<1

00 1/s
l(ooyny) = (E|a.|“]n,|’|nr|’) , aplicando la desigualdad de Holder tenemos
i=1
00 1/r 00 (73137‘: ,
1 < (Z|ai|si) (Z“ai“f)llm“f)l]s) e (C)3=ﬁ
s
=1 i=1
o0 1/8
1 < 4(oy) (Z'ailﬁlnilﬁ) :

i=1

aplicando nuevamente la desigualdad de Holder a esta expresion tenemos:

0 (04) (Z |ai|ﬁﬂ) (Z |n,~|ﬁ(a) )
i=1 i=1

1 < {4 (0y)wy(ai)wy(n;), pues p':ﬁ(%’)

EXY

p—
IN

, ’
de las relaciones 8 = (%)/s yp =0 (96-) obtenemos % = % + # o %_

(B) Sean S1,Ss,... € Niupo)(E, F) y 37 Nirpg)(Sn)* < 00. Dado € > 0, escogemos
representaciones (r, p, ) nucleares:

oo
S” = Zﬂmﬂm & Yo
i=1

tal que, para cualquier n fijo:
Er{ﬂm}H'q'{ﬂru}wp‘{ylu] < “ T E]hrtr.p.u:ll{srl}!
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claramente podemos suponer que:

b(oni) < [(1+ E)N(r.p.Q)(Sn)]s/r’
Welan) < [(1+€)Nrpa (Sn)I/7,
wp’(yni) < [(1 + E)N(r,p,q)(sn)]s/p"

Considerando (0,;), (ani) ¥ (yni), como secuencias dobles tencmos:

b(om) < [(1+ €)’ Z N(T.P.q)(sn)s]l/r,
wy(ani) < [(1+¢)° Z N (Sa)TV7,

wy(yni) < [(1+€)° Z Nirpa)(Sn)°) /7.

Consecuentementec:

0o oo 00
S = z Su — Zzﬂ-m”m ‘E' Wi
n=1

n=1 i=1

es un operador (7, p, ¢) nuclear con:
"ﬁ"rlirnl-'.q]{'{;}" < H + fjh Z{Su}h-
n=1

El caso 7 = oo requiere algunas modificaciones. Tenemos que asegurar que la sccucncia
doble (oy;) tiende a cero. Para este propdsito usamos ¢l Lema 1.1 , escogemos una
secuencia (p,) € Cocon0< p, <1y

> 5 Nopa) (Sn)* < (1+6)* Y Nisop)(Sn)*.
n=1

n=1

Entonces existen representaciones (0o, p, q) nucleares:

oo
IIS'n - Z Tnillni & UYni
=1
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tal que, para cualquier n fijo:

Zoo(o'ni) < Pn,
wQ’(ani) < [P;l (1 + E)N(oo,P,Q)(S")]S/q’?
Wy (Yni) < [0n' (14 €)Noo0)(Sn))*/”"

Ahora para la doble secuencia tenemos:

eoo(am') S 1,

Wer(ans) < [(1+€)° D 07" Nioop) (Sn)1V,
n=1

o0
Wy (Yni) < [(1+€)° Zp;sN(w.p.q)(S")s]l/p .
n=1
Consecuentemente: - o oo
S = -5.,, = Z Z T ity @ Wi
n=1 n=1 i=1

es un operador (00, p,q) nuclear con:

N(OOyP.Q)(S)s < (1 + 5)23 E N(oo,p,q)(Sn)s'
1

(C) Sea S € Nirpq)(E, F) y € > 0. Considere una representacién (r, p, g) nuclear:

o0
S=Y oia;
1

tal que:
gr(O'i)wq'(ai)wp’(y‘i) < (1 + E)N(TquQ)(S)'

SiT e L(Ey, E)y R € L(F, Fy), entonces:

RST = Z a,Ta, ® Ry,

i=1

y
€ (05 wg (T"a;)wy (Rys) < (14 ) |R| Nirpo (S)IT-

As{ RST € Nippg)(E, F) ¥ Ny (RST) < | RI Nrip gy (ST -
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A continuacién caracterizamos los operadores (7, p, q) nucleares por la propiedad de
factoracion.

Teorema 4.12. Un operador S € L(E, F) es (r,p,q) nuclear st y sdlo si existe un dia-

grama conmutativo:

ELF

AJ\ TY
by — &

So

tal que So € L(€,,¢,) es un operador diagonal de la forma So((€;)2,) = (0i€i)2; con
(0i) €4, si0 <1 <00y (0;) €Cosir=o00. Ademds, A€ L(E,Ly) yY € L({,, F).
En este caso:

Nirpa)(S) = inf [[Y[[-(0:) | A

donde el infimo es tomado sobre todas las factoraciones posibles.

Demostracién. Dado S € Nrpq)(E, F), y € > 0, existe una representacion (r, p, ¢) nuclear

ISi= Za.n. ® v,
i=1
tal que:
(14 )Ny polS) 2 €elo)wy (a:)wy (yi). (4.1)

Definamos Y € L(¢,, F') por Y((g;)%2,) = D52, €;y; es claro que es lineal, veamos la
continuidad:

oo
<Yl > = ij <¢,¥;>, ¢E€Bp
i=1

o0 oo oo
<o YE)R > < Y lEll <o > 1< OO < ey > )
j=1 = F=1
- N 11
sup | <, Y(e)521 > | < wp()ll(e)5alle,, —+-=1,
lell=1 p P
1Y (e5)7zille < wwly;)ll(€5)521lle,
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el cual muestra que Y es continuo y bién definido.
Similarmente definimos Sy € £(¢,£,) por:

SU[{E_;]:E—:” — {‘TJE_J'inls

es claro que Sy es lineal, veamos la continuidad:

“bﬂi’sl t IHJ",, z,f? IP ]"rp < {Z If; ];t-l é {Zl— I]ifl,ﬂ Ly | P

(4.2)
:‘; ’{-l'{ﬂarj” E, ;.—_]“Ir,‘l'
Para justificar (4.2) solo precisamos mostrar que ¢’ < p(g)'
1 1 r p 1
T e 1 = 2 "}, = = % 4.3
Ademas: 1 1 1 1 1 1 1 1 1
l+-2-+- =2 1--2--= = —2>-—=- (4.4)
r~p ¢ g p T 7-=p v

De (4.3) y (4.4) tenemos lo pedido.
Finalmente definamos A € L(E, F) por:

A(z) = (< aij,x >)2,,

es claro que A es linecal, veamos la continuidad:

oo oo

4@, = (31 < e > 1)V < sup (Y| < ane > 1)V = wy(a)all

i=1 ll=ll=1 %=

Ademas es facil ver que Y o Sp0 A = S. Todo ecsto fue hecho para 1 < p < o0, el caso
p = oo se hace similarmente.

Para demostrar lo reciproco solo precisamos demostrar que Sy es un opcrador (r,p,q)
nuclear, para esto basta notar que:

o0
So = anl.li @ e,
j=1

donde I1;((em)%_;) = €; ¥y ¢; = (0,...,0,1,0,...) cs el vector con 1 cn la componente
j-ésima y demostrar que:
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(l) (0-.7);.;1 € 81‘7
(i) ()32, € Wy (E'), donde E' = ¢,
(iii) (e;)72, € Wy (F), donde F = ¢,

(i) y (iii) son evidentes, veamos (ii):

oo e}

W) = sup (3| <Ma> )7 < (3 )7y
[lafi<1, = =
a€(C(t, K))'=t, 7= y=
L= sup  [Men)Zal=  sup el
I3 lle, =1 l(es)52 lle,, =1

Por la definicién de ||I1;]|, tenemos, para 6 > 0:
(1+8)le;] > I

de (4.5) y (4.6) tencmos:
Wg(Il;) <1446, V6 >0,

lo cual implica que Wy (Il;) < 1.
Por la Propiedad Ideal tenemos que:

Nirpa)(Y © S0 A) < |[Y[[Nirpg) (So) Al
Nerpa)(S) S NY INerpa) (SO ANl < [[Y[1€r(0;) Wer (T1;) Wiy (e:) | All
Nepa)(S) < 1Y [16:(a;)[|All

de (4.1) y (4.7) concluimos que:
Niepg)(S) = inf [Y Il All. (o)

donde el infimo es tomado sobre todos las factorizaciones posibles de S.

Observacion 4.6. Para el caso p = 0o, sc hace de mancra secmejante.
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4.5 Operadores p-compactos

Definicion 4.14. Sea 1 < p < oo. Un operador S € L(E, F) es llamado p-compacto, si
pertenece al ideal normado

(Rp, Kp) = Wicopp)s Nisopirt]-
Ademés K5(S) := N(wopp)(S) para todo operador finito.

Observacion 4.7. Para cualquier operador S € F(E, F),
NGp) () = inf £:(0:)Wer (a:) Wy (1),

donde el infimo es tomado sobre todas las representaciones finitas:

S= iﬂiﬂl & i
i=1

Usando el mismo proceso hecho en el Teorema 4.11 se demuestra que N pq) €s una s-
norma sobre F.

Teorema 4.13. Un operador S € L(E, F) es p-compacto si y sdlo si eziste un diagrama
commutativo:

E S

F
A \ /" Y
A

tal que A€ R(E,{,) yY € R(Lp, F).
En este caso:

Kp(S) = inf [Y[[[|A]l,

donde el infimo es tomado sobre todas las factoraciones posibles de S.

Demostracion. Si S es p-compacto entonces dado € > 0, por cl Teorema 4.12 cxiste una

factoracion: B

E — F



tal que:
1Y 120 () IAIl < (1 + €) Nioo,p) (S) (4.8)

Ademds como (0;) € Cy tenemos que £ (0;) = ||D||. Siendo A,Y y D aproximables,
tenemos que A =D o Ay Y son compactos. Finalmentc en (4.8) tenemos:

IYIIIAIl < (1 + €)Niopp) (5) (4.9)

Para la otra implicacién, dado que ¢, tienc la propiedad de aproximacién (ver Teorema
1.7) tenemos que A € L(E,¢,) y Y € L(¢,, F) son aproximables.
Siendo Y compacto, tenemos que Y es de la forma:

Y(ej) = 0;f;,

donde e; = (0,...,0,1,0,...), con 1 cn la j-ésima componente y lim;_,o, o; = 0.
Logo Y se representa como:

j=1
el cual es (0o, p,p) nuclear (ver Teorema 4.12).
Luego por la Propiedad Ideal tenemos que S cs p-compacto.
Por lo tanto S es (oo, p, p) nuclear y

Nioop)(S) < IIAINIY ] (4.10)
Asi de (4.9) y (4.10) tenemos:
Kp(S) = inf [|A[[[[Y]].
g

Lema 4.1. Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Entonces, dado fi, ..., f, € C(K)
ye >0, existe L € F(C(K),C(K)) tal que N2(L) <1 y ||fi = Lfi|]| < €, para todo
i=1,..,n.

Demostracién. Cubrimos K por subconjuntos abiertos Gy, ..., G, tal que |fi(s)— fi(t)| < €
para s,t € Gk.

Entonces existen hy, ..., h,, € C(K) satisfaciendo las siguicntes propiedades (particién de
la unidad):

hi(t) > 0, VteK (4.11)
hi(t) = 0, Vt&Gx (4.12)
ihk(t) =1, Vtek (4.13)
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Ademas, fijando t;, € Gy, ..., t,, € G, y denotando las correspondientes medidas de Dirac
por 4y, ..., 0,. Tenemos:

L= Zcﬁ. & hye,
k=1

es el operador deseado. Claramente we(6x) = 1. Ademds de |A\x] < 1 se concluye
| > re; Akhkllo < 1. Por lo tanto wy(hi) < 1. Asi tenemos NZ (L) < 1. Por otro lado:

1fi = Lfilloe < sup{D " 1£i(t) = filt)|hi(t) : t € K} < e.
k=1

Lema 4.2. Si S € F(E,C(K)), entonces N°(S) = || S|

Demostracion. Tome una representacion finita:

n

S = Z“‘ ® fi,

=1

tal que Y 7., [la;]| < ||S||. Por el Lema 4.1 existe L € F(C(K),C(K)) con No(L) <1y
lfi — Lfillo <€, parai=1,..,n. Por lo tanto:

No(S) < NG(LS) + NG (S - LS)

NS+ Y~ Naillllfi = LA < (1 +&)IS].

i=1

1A

Esto prueba que N2 (S) < ||S||. La desigualdad inversa es inmediato.
g

Lema 4.3. Sea (2, 1) un espacio de medida y sea 1 < p < oco. Entonces dado fi,..., fn €
Ly(Qu) ye >0, existe L € F(Lp(p), Lp(2, 1)) tal que KH(L) <1y | fi = Lfill, <€
parat=1,...,n.

Demostracion. Escogemos funciones simples f7, ..., fo € Ly(Q2, 1) con || fi — f2|lp < €/2.
Entonces podemos hallar conjuntos disjuntos 2, ..., €2, los cuales son p-medibles, tal que
f? =3 r-, aixhk, donde hy, ..., by, son las funciones caracteristicas correspondientes. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que 0 < p(€2;) < co. Definamos las funciones
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ULy ooy Um € Lp(Q, 1) ¥ 01,0, Um € Ly (Qy 1) por wg := p(Qu) ™ Phy y vk 1= p( )77 by,
respectivamente. Entonces:
e Z U & Uy,
k=1

es el operador requerido. Se sigue de ) ;v | AP < 1 que:

m m
I Aeudlh = D IWlPi() ™ [l < 1.
k=1 k=1

Por lo tanto wy(ug) < 1. Andlogamente wy(vx) < 1. Consecuentemente K9(L) < 1. Por
otro lado Lhy = hy implica Lf? = f? y por lo tanto tenemos:

i = Lfillp < Ifi = L Np + ILF7 + Lfillp <e.

Teorema 4.14. Si S € F(E, L,(Q, u)), entonces K3(S) = ||S].

Demostracion. Tomemos una representacion finita de S:

S = ia‘ ® fi,

i=1

tal que > 7, [las]| < ||S]|. Por el Lema 4.3, i.c para 1 < p < oo, para £ > 0, cxiste
L € F(Ly(Q, u), Lpy(2, p)) tal que:

€ .
Ky(L)<1 vy ||f,-—Lf,-||p§E, i=1,..,n

Por lo tanto:

K3(S) = KYLS+S—LS) < |ISIKS(L) + k(S — LS)
< (1 +9)lS|-

En el caso p = o0, es solo usar el Lema 1.1 e imitar lo anterior.
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4.6 Operadores p-factorables

Definicién 4.15. Sea 1 < p < 0o. Un operador S € L(E, F) es llamado p-factorable si
él pertenece al ideal normado:

[f:p. L,,, = [‘R‘P! K:p]nmx_

Ahora establecemos el mayor resultado:

Teorema 4.15. Sea 1 < p < oco. Un operador S € L(E, F) es p-factorable si y sdlo si
eziste un diagrama conmutativo:

E =E2, v
A\ Va1
Lp(€2, 1)

tal que A € L(E,L,(2p)) yY € L(Lp(Q 1), F"). Aqui (Q, ) es un espacio de medida
conveniente.

En este caso:
Ly(S) := inf || A||IY]],

donde el infimo es tomado sobre todas las factoraciones posibles.

Demostracién. Sea S € L,—fu(E, F), por el Teorema 3.4 el operador KrS puede ser
escrito como un ultraproducto Q(S;),J, donde S; = QFSJE con i := (M,N), M € Fx,
N € Cy. De acuerdo al Teorecma 4.12 cxiste una factorizacion:

M -2 FIN
N/
&

tal que ||Ai]] < 1y [|[Yill € (1 +€)Kp(Si), ie [|AIIY| £ (1 +¢€)L,y(S), ver Teorema
4.10. Por el Teorema 3.2 el ultraproducto (¢,), pucde scr representado como un espacio
L,(, 1) de Banach. Por lo tanto KzS factorase atravez de L,(S2, u).

Inversamente, supongamos que KpS admite la factorizacién descrita. Entonces por la
Observacion 1.2 y el Teorema 4.14 tenemos:

Ki(BSX) = Ky(B"KrSX) = Kp(B"Y AX) < [ BUYIKC(AX)| < IBIIYIANIXT,
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para todo X € F(Ey, E) y B € F(F, Fp).
Consecuentemente:
S € Cp—fat(Ea F) y LP(S) S ”Y””A”

O

Teorema 4.16. Un operador S € L(E, F) es co-factorable si y sdlo si una de las sigu-
ientes afirmaciones ocurren:

(1) Eziste un espacio de Hausdorff K compacto, operadores A € L(E,C(K)) yY €
L(C(K),F") tal que

E =25
a\, /v
C(K)
En este caso:
Lo (S) = inf [Y][||A]],
donde el infimo es tomado sobre todas las factoraciones posibles.

(2) Existe un espacio de medida (2, p), operadores A € L(E, Loo(Q, 1)) yY € L(Loo(S2, p), F")

tal que
I"H
A\ /‘ Y
Lo (€2, )

En este caso:
Loo(S) = inf [[Y]|||All-

Demostracion. El criterio (1) puede ser verificado con la misma técnica anterior usada en
el Teorema 4.15. Por lo tanto solo mostramos la cquivalencia de (1) y (2).
Si KpS admite la factoracién (1) entonces:

(Ke)Y" Koy A = (K )YA = KpS.

Por lo tanto KpS factorase atravez de C(K)”. Pero sabemos que podemos identificar
C(K)' con algtin L,(2, ). Por lo tanto C(K)" y Leo(€2, 1) coinciden. Lucgo la factor-
izacién (2) es posible.

)



La implicacién inversa es evidente desde que cualquier espacio de Banach L (€2, i) puede
ser representado como algin C(K).
O
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Capitulo 5

Conclusiones

(A)

(B)

(C)

La teoria de los operadores p-factorables forman parte de la teoria de Ideales de
Operadores, el cual es una rama del Andlisis Funcional, produciendo resultados y
problemas de sumo interes.

La Definicién 2.1 dada en el Capitulo 2 es equivalente a la Definicién 4.15 dada en
el Capitulo 4.

Cuando precisamos demostrar via la Definicion 2.1 que el espacio L£,_fq(X,Y) cs
Banach con la norma 7,(®) := inf ||a||||b]|, observamos la estrecha relacién entre la
teoria de la medida y el Anélisis Funcional.

La teoria de los Ultraproductos cs bastante 1til para mostrar la afirmacién hecha
en (B). Ademds de esto, csta tcorfa cs interesante pues nos permite reconstruir un
operador S € L(E, F) desde sus partes elementales.

Para obtener la Definicion 4.15 dada cn el Capitulo 4 precisamos trabajar con la
teoria de los operadores (r,p,q)-nucleares, los cuales son ideales de Operadores Quasi-
Normados. Asi mismo vemos que los operadores aproximables y operadores de rango
finito son de interés para la obtencién de algunos teoremas que nos permitirdn de-
mostrar que los operadores p-factorables son idcales maximales.

Durante el desarrollo de la teoria dec los operadores p-factorables, observamos que
existen otros ideales de opecradores, que estdn rclacionados entre si. Importantes
ejemplos, son los opeadores compactos, nuclearcs y absolutamente sumantes.
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(G) Cuando un operador se factoriza a travez de un cspacio de Hilbert, observamos que
esta teoria es elegante y bastante accesible.
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