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Resumen Ejecutivo de la Tesis
Algoritmos para el Calculo de Valores Shapley en
Teoria de Juego, un enfoque Tedrico y Aspectos de su
Implementacion y Aplicacidn

En el Presente Trabajo de Tesis se desarrolla el Tema de Teoria de Juego en
situacién de cooperacién parcial, aplicado principalmente a Problemas de
Votacién.

Inicialmente se establece conceptos de relativa importancia en el desarrollo del
mismo en areas de los Conjuntos Parcialmente Ordenado, El Algebra de
Incidencia, Complejidad Algoritmica, Geometria Convexa, Teoria de Grafos y
por supuesto Teoria de Juegos.

Inmediatamente se explica claramente el concepto de Valor de Shapley, por la
e r = Y —o!
siguiente expresion combinatoria @, (v) = L (s “'""” ”‘[1-1;.\‘3 —v(S\{i})]
{ScN:ieS) n.
donde n = |N|y s =|S|. El valor de Shapley es un concepto de solucion que
puede interpretarse como la contribucion marginal esperada del jugador i.
Luego el denominado valor de Banzhaf - Coleman [8] [27], esta dada por
Y= Y 1 [v(S)-v(S\{i})] paracadaie N y las Propiedades
(ScN:ieS)

principales de estas definiciones. Cabe mencionar que estos valores indican el
Indice de Poder que poseen ciertas coaliciones o grupos de Jugadores al
asociarse entre ellos. El indice o cuota de poder de cada partido mide su
capacidad para lograr coaliciones que superen la mayoria absoluta o formen
" una coalicién ganadora.

Después se define los Dividendos de Harsanyi, definidos en el espacio vectorial

de los Juegos de unanimidad mediante v= Z A,(T) uy, con
ITeN Tl

A(T)= > (-1)"""v(H). Los dividendos se pueden calcular, para toda

{HeT)

coalicion no vacia S < N, a partir de la siguiente férmula Recursiva



A (S) =v(S) - Z A,(T) vy el valor de Shapley [51], para cada i € N, resulta ser

TcS

om= Y S

{ScN:eS) S

Finalmente se define los Juegos en Situacion de Comunicacion restringida, con
el Valor de Myerson, y la Funcién Generatriz en dichas situaciones. Por
supuesto a lo largo de esta Tesis se muestran Teoremas, Proposiciones,

Lemas y Corolarios que sirven para sustentarla.
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Cuapitulo 1. Introduccion

Capitulo 1

Introduccion

Comienzo esta Tesis, mostrando un ejemplo ilustrativo de lo que se va a desarrollar
en las proximas lineas hasta el final de misma.

Ejemplo

Suponga que cierto Parlamento de algun pais estd conformado por cuatro
agrupaciones politicas denotados por A, B, C y D consistente en 13, 12, 6 y 2
repre entantes respectivamente. uponga también que para resolver alguna situacion
politica, social o econdmica del pais se realiza una votacién y la aprobacion o
desaprobacion de la misma se obtiene por mayoria, es decir, para obtener la
aprobacion se requiere del voto a favor de la mitad mas uno, en nuestro caso:

13+12+6+2
+1=17
2 |

Evidentemente, las cuatro agrupaciones por si mismas no obtendrian la mayoria, por
ello se hace necesaria la coalicion o asociacion de dichas agrupaciones. Todas las
posibles coaliciones y los resultados de las mismas se muestran en la tabla siguiente,

donde, en la columna de Resultado: | indica asunto aprobado y 0 desaprobado.

Coalicién Votos | Resultado Coalicion Votos | Resultado
!} 0 0 ! B, C} 18 1
A} 13 0 /B, D} 14 0
!B} 12 0 {C, D} 8 0
{C} 6 0 {A, B, C} 31 1
{D} 2 0 {A, B, D} 27 1
{A, B} 25 I {A, C, D} 21 1
{A, C} 19 I [B. C, D} 20 1
{A, D} 15 0 {A, B, C, D} 33 |
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Objetivo de la Tesis

Este trebajo de tesis tiene como principal objetivo el estudio e implementacion
algoritinica de algunos conceptos de solucion establecidos para juegos cooperativos
irrestrictos v restringidos a ciertas estructuras de Coalicion (Valor de hapley,
Divicendo de Harsanyi, etc.) y, especialmente, para juegos simples de votacion

ponderada.

En el transcurso del trabajo, ha sido necesaria la utilizacion de algunos
ccnceptos y procedimientos que se ven usualmente en la teoria de juegos, y que han
siipuesto un soporte técnico para ciertas definiciones, razonamientos, demostraciones
y- generalizaciones. Por ello, este capitulo tiene un caracter introductorio y, en él, se
cstablecen, con algun detalle, aquellas nociones no relacionadas directamente con la
ieoria de juegos que serdn indispensables para entender y comprender correctamente

este trabajo.

Asi, el capitulo se ha dividido en dos secciones principales: conceptos basicos y
algoritmia. En la primera seccién se incluyen conceptos sobre conjuntos
parcialmente ordenados, grafos —en especial sobre aquellos grafos denominados
arboles—, y geometrias convexas. Es obvio que estos temas dan lugar a subsecciones
inconexas entre si y cuya Unica intencién es formular con precision aquellos
conceptos que seran necesarios en el estudio de juegos con cooperacion parcial. En la
segunda seccidén, se hace un resumen de nociones basicas de Algoritmia —
fundamentales para el estudio de la complejidad e pacial y temporal de algunos

algoritmo.

1.1 Concepto ba ico

En cualquier juego cooperativo pueden formarse diferentes grupos de cooperacién a
partir del conjunto inicial de jugadores. sta coaliciones o grupo de jugadores,

junto con la relacion de inclusion, forman un conjunto parcialmente ordenado. Por
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dicho moti o se d finen a continuacion algunos conceptos referentes a conjuntos

parcialmente ordenados utilizandose, en lo que sigue, las notaciones de Stanley [56].

1.1.1 Conjuntos parcialmente ordenado
Un conjunto parcialmente ordenado es un par (P, <) donde /” es un conjunto y < es

una relacion binaria que satisface las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.
Se dice que 1 € P es ultimo elemento de P si x < 1, para todo x € P. Andlogamente,

se dice que 0 e Pes primer elemento de P’ si 0 <x, paratodox € P.

Un ejemplo de conjunto parcialmente ordenado seria el conjunto 2" de todos
los subconjuntos de un conjunto N, ordenado por inclusion; es decir, si 4, B € 2N,
entonces 4 < B en 2" si y so6lo si A c B. Evidentemente, si N es finito, entonces

(2", ©) es también finito.

En el ca o de ser O ¢ P puede definirse un orden parcial en Q, denominado
orden inducido de la siguiente forma: parax,y € Q,x <yen Qsiysélosix <y
en P. Al conjunto Q se le llama ubconjunto parcialmente ordenado inducido por
el orden de P. Do clases de subconjuntos parcialmente ordenados son los intervalos

y las cadena

Sean x, y elementos del conjunto parcialmente ordenado P, con x < y. El
conjunto
[x, y] ={ze P:x<z<y},

se llama intervalo.

Se dice que dos elementos x, y € P son comparable ix <yobieny<x. En

otro caso, son incomparables.

Una cadena C de P es un subconjunto parcialmente ordenado inducido por el
orden de P, en el cual no hay elementos incomparables; es decir,

« < P esunacadenasix <y o bien y <x, para todo par {x, y} c C,
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denominando e longitud de la cadena C al numero /(C) = |C| - 1.

cuando e con ideren conjuntos parcialmente ordenados mediante la inclusion, la

relacion de cubrir se denotard por <.

Un elemento maximal de un subconjunto X de 7 es un elemento a € X tal
que no existe x € X verificando ¢ < x. Dualmente, un elemento b € X es minimal si
no exi te x € X tal que x <b.

Se denomina diagrama de Hasse de un conjunto parcialmente ordenado y
finito P a un grafo cuyo vértices son los elementos de P y las aristas vienen

determinadas por la relacion de cubrir.

Una cota superior de un subconjunto X de un conjunto parcialmente
ordenado P es un elemento a € P tal que x < a paratodox € X. iademas, para cada
y cota superior de X, e verifica a <y, entonces el elemento a € P es el supremo de
X. Anélogamente, se definen los conceptos de cota inferior y de infimo del conjunto
X. Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado P para el que cualquier par de
elementos de P tiene supremo e infimo. Usualmente, se denota

anb=inf{a b}, avb= up{q b}.
Un reticulo es completo si cualquier subconjunto suyo no vacio tiene supremo e

infimo.

Una clase importante de reticulos desde el punto de vi ta combinatorio son
los reticulo di tributivo . Un reticulo es distributivo si verifica
xv(ynz)=(xvy)a(xvz)
xA(yvz)=(xAy)v(xAaz).
Un tipo especial de reticulo distributivo es el reticulo 2" de todos los
subconjuntos de un conjunto arbitrario N. ualquier cadena e también un r ticulo

distributivo.
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A continuacion, se exponen algunos conceptos relativos al élgebra de
incidencia de un conjunto parcialmente ordenado localmente finito y la férmula de

inver 16n de Mdoebius.

Sea P un conjunto parcialmente ordenado localmente finito y K un cuerpo

(usualmente R o C). Se dice que
f:PxP—>K

e una funcion de incidencia de P sobre K si f (x, y) = 0 cuando x es incomparable
con y, es decir, x£ y. Esta definicion implica que una funcién de incidencia es
forzosamente nula cuando se evalta sobre pares que no constituyen intervalos de P.
Se denotara por /(P, K) al conjunto formado por las funciones de incidencia de P
sobre K. Este conjunto tiene la estructura de espacio vectorial con las operaciones de
suma de funciones y producto por un escalar. Ademas, puede definirse una segunda

operacidn interna denominada producto o convolucion de la siguiente forma

(f*xy= > f(x2)gzy)

{z:xsz8y)
para cualquier (x, y) € P x P. Esta operacion interna * tiene como elemento neutro a
la funcion & de Kronecker,

1, six=y

o(x, y) =
(x,) 0, en otro caso.

El conjunto /(7, K) junto con las operaciones suma, producto por un escalar y
convolucidn constituye un algebra sobre el cuerpo K, designada habitualmente por

algebra de incidencia I(P, K).

Una funcién de /(P, K) es la funcion zeta £, definida por

1, st x<y

C(x,y) =

0, en otro caso.

Para el conjunto parcialmente ordenado y localmente finito de todos los

subcojuntos de un conjunto finito N, fijado cualquier S € 2V, = 0, la funcion zeta

daria lugar a la funcion &s: 2" > R,
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J], siSc i

[ 0, en otro caso.

Cs(T) =G(S,T) =

Dada f € I(P, K), la funcién inversa para la convolucion existe si y solo si
f(x, x) # 0, para todo x € P. Ello implica que la funcion zeta £ posee inversa a la que
se denomina funcion de Mdoebius de Py se simboliza por p. u célculo puede
realizarse mediante las siguientes formulas recurrentes
1, Si x=y
pCxy)=9_ D u(x, z), si x<yenP

{zix<Sz<y)

1.1.2 Grafos

En este tema se incluiran propiedades relativas a arboles enunciadas por Owen [44].

Un grafo no dirigido G e un par (N, E) constituido por un conjunto finito N
de elementos denominados nodos o vértices y un conjunto finito £ de elementos

llamados aristas o arco

Cada ari ta se identifica con un par no ordenado de vértices, denominados
vértices extremos (vértices inicial y final), donde dos arista son paralelas si tienen
los mismo extremos. Ademas, si los vértices extremos de una arista coinciden,

entonces la arista se le conoce como lazo.

Un grafo no dirigido se denomina imple 1 no tiene lazos ni aristas paralelas.
Dada una arista, se dice que es incidente con sus vértices extremo . Dos vértices se
denominan adyacentes si son los vértices extremos de alguna arista. El nimero de
aristas incidente en un vértice x € N, se denomina grado del értice x. Los vértices
con grado uno se denominan vértices colgante y 1 tienen grado cero se denominan

vértices aislados.
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Una cadena, también Ilamado Paseo, en un grafo G es una sucesion finita de
vértices v, vy, va, . . . v tales que v;.| es adyacente a v, parai =1, ..., k. Los vértices
vo, vk se denominan los vértices extremos del paseo vo—v4, siendo el nimero & de
aristas del paseo su longitud. Se puede observar que en un paseo, aristas y vértices
pueden repetirse. Con caricter mas especifico, un camino es un paseo en el que no
hay vértices repetidos, lo que implica que tampoco hay aristas repetidas, y un ciclo es
un paseo con al menos tres vértices diferentes que no aparecen repetidos,

exceptuando el primero y el ultimo.

Sea G = (N, E) un grafo no dirigido. Se dice que G es conexo si existe un
camino entre cualquier pareja de vértices distintos. Por otra parte, un grafo es
2-conexo si para cualquier par de vértices x, y existen al menos dos caminos que los

unen y sin vértices en comun, salvo los extremos x, y.

El grafo G" = (N, E’) es un subgrafo de G=(N, E)si N # 0, N c Ny
E’ ¢ E, donde cada arista de E” es incidente con vértices de N'. Dado S# 0, Sc N,
el subgrafo de G = (N, E) inducido por S es el subgrafo cuyo conjunto de vértices es
S y contiene a todas las aristas de E incidentes con vértices de S. Dicho subgrafo

denotado por G/S = (S, E(S)) es conexo.

Ejemplo 1.1 Sea G = (N, E) el grafo de la Figura 1.1, con N = {1, 2, 3,4, 5}. La
Jfamilia de subconjuntos conexos es
F={0,{1}, {2}, (3}, {4}, {5}, {1, 3}, {1, 2}, {2,4}, {2, 5}, {1, 2,3}, {1,2,4}},
{1,2,5},1{2,4,5}, {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5},{1, 2,3,4,5}}.

et
el

4 S

FIGURA 1.1
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Se denomina componente de un grafo a todo subgrafo maximal conexo,
entendiéndose como maximal en el sentido que si hubiera otro subgrafo conexo que
incluya a los vértices y aristas del primero este ultimo es igual al primero, y un

puente a una arista cuya eliminacion hace que el grafo sea disconexo.

Sea N un conjunto de » vértices. El grafo completo en N, denotado por K,, es

un grafo simple en el que, para cualquier a, b € N, a # b, existe una arista {a, b}.

Un bloque de un grafo G es un puente o un subgrafo 2-conexo maximal de G.
Un grafo G se denomina ciclo-completo o grafo bloque si cualquier bloque es un
grafo completo; es decir, si contiene un ciclo, entonces el subgrafo inducido por los
vértices del ciclo es completo. En particular, los grafos sin ciclos y los grafos

completos son grafos ciclo-completos.

Un drbol es un grafo conexo que no tiene ciclos. En general, un grafo sin
ciclos se denomina bosque. Los arboles poseen algunas propiedades sencillas, entre
las que es preciso destacar las siguientes:

(a) Un arbol con n nodos posee exactamente n — 1 aristas.
(b) Si se afiade una unica arista a un arbol, entonces el grafo resultante contiene un

unico ciclo.

(c) Si se elimina una unica arista de un arbol, entonces el grafo resultante ya no es

conexo.

Sean G un bosque y S un subconjunto conexo. Se dice que i es un punto
extremal de S si, en el subgrafo G/S, i tiene un grado 0 ¢ 1; es decir, hay a lo sumo
otro j € S que esta directamente conectado a i. El conjunto de los puntos extremales

de S se representara por ex(S).

En un arbol la interseccion de subgrafos conexos es conexa. Asimismo, si

G = (N, E) es un érbol, para cualquier 7 < N, existe un inico conjunto S minimal, en

10
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el sentido de la inclusidn, conexo tal que 7 < S. Dicho conjunto, denominado
envoltura conexa de T, viene dado por

H(T)=N{S:TcS,Sesconexo}.
En el Ejemplo 1.1, para 7 = {3, 4} su envoltura conexa es H(T) = {I1, 2, 3, 4}.

Obsérvese que S = H(S) si, y solo si, S es conexo.

Sea G = (N, E) un arbol y considérese un vértice cualquiera p del grafo G. La
seleccion del vértice p, denominado raiz, permite la introduccion de la siguiente
relacion de orden entre los nodos de G : a < b si, y solo si, existe un camino p-b que
contiene al vértice a. Es inmediato que, en efecto, es una relacion de orden en la que
p es el primer elemento. En esta situacion, el arbol G = (N, E) suele denominarse
arbol con raiz p, utilizdndose como representacion grafica del mismo el diagrama de

Hasse correspondiente.

Ejemplo 1.2 Sea G = (N, E) el grafo del Ejemplo 1.1. Fijado el vértice p = 3, la

representacion grdfica del arbol con raiz 3 seria

*3

|

2
4 5
FIGURA 1.2

En un arbol con raiz p, una hoja es un nodo maximal, denominandose a los
demas nodos, que no sean la raiz p o una hoja, nodos internos. Ademas, si x e y son
dos vértices tales que x < y, entonces, utilizando la nomenclatura habitual en

Algoritmia, se dice que x es padre e y es hijo en esta relacidon entre nodos adyacentes.

11
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Para describir la posicion de un nodo dentro de un arbol con raiz se utilizan
los siguientes conceptos: la altura de un nodo es el maximo de las longitudes de
aquellas cadenas cuyos primer y ultimo elemento son, respectivamente, el nodo en
cuestion y los elementos maximales u hojas. La profundidad de un nodo es la
longitud de la cadena que tiene a éste como ultimo elemento y cuyo primer elemento
es la raiz p, denomindndose nivel del nodo a la diferencia entre la altura de la raiz del

arbol y la profundidad de un determinado nodo.

Por ultimo, se definen el factor de ramificacion de un arbol con raiz p al
nimero maximo de hijos que tiene un nodo y la altura de un drbol como la altura de

Su raiz.

1.1.3 Geometrias convexas

El interés del estudio de las geometrias convexas proviene de la busqueda de
estructuras combinatorias que generalicen, si es posible, los resultados obtenidos con
otras estructuras de cooperacion utilizadas en la teoria de juegos. Aqui, se indicaran,

unicamente, aquellos conceptos basicos que seran utilizados con posterioridad.

Un espacio de clausura [30] es un par (N, L) donde L es una familia de

subconjuntos de un conjunto finito N, que cumple las siguientes propiedades:
(P1)0e LyNelL
(P2)SiAeL yB e L,entoncesd N B e L.

Los elementos L se denominan conjuntos cerrados.

Teniendo en cuenta que la interseccion es cerrada para los elementos de L y
que cualquier subconjunto de N esté incluido, al menos, en un conjunto cerrado, tiene
sentido definir el operador clausura.

I S

" A> A4=N{Cel:4cC}eL,

que tiene las siguientes caracteristicas:

12
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(Cl)Ac A,paratodo 4 < N.
(C2)SiAc Bc N,entonces 4 < B.

(C3) A- A ,paratodo A < N.

Obviamente @ = 0. Para S < VN, S se denominaré clausura de S. Reciprocamente, a
partir de cualquier operador clausura, se puede construir el espacio de clausura L
determinado por los cerrados del operador; es decir,
Ae Lsiysdlosid= 4.
Una base para S € 2" es un subconjunto minimal B S que verifica B = S,

donde lo minimal se refiere a que si existe otro subconjunto minimal D < S ral que

D =S entonces B < D. Un elemento i de un conjunto S < N es un punto extremal
de S'si i ¢ S\ {i}. El conjunto de los puntos extremales de S se denota por ex(S), el
cual puede ser vacio. En general, si (N, L) es un espacio de clausura, se verifican las
siguientes condiciones:

(a) SiA4 € L, entonces i € 4 es un punto extremal de 4 siy sélosi 4\ {i} € L.

(b) Si S < 4 es una base de 4, entonces ex(4) < S.

La propiedad (b) pone de manifiesto que cualquier base de 4 € 2" contiene a
los puntos extremales de 4. Es evidente, que ello no implica que el conjunto de los
puntos extremales de A4 constituya una base suya. Si esto ocurriese para cualquier
conjunto cerrado; es decir,

VS e L, ex(S) =S,
se dice que el espacio de clausura (N, L) satisface la propiedad de Minkowski-Krein-
Milman. Asi, el par (N, L) es una geometria convexa si es un espacio de clausura que
verifica la propiedad de Minkowski-Krein-Milman: cada conjunto cerrado es la
clausura de sus puntos extremales o, equivalentemente, para cualquier conjunto

cerrado, el conjunto de sus puntos extremales es la unica base.

13
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Si (N, L) es una geometria convexay S € L, S#0, el conjunto de sus puntos

extremales es no vacio ya que, en otro caso, resultaria una contradiccion: si

ex(S)=0,entonces S =ex(S)=0=0.

Edelman y Jamison establecen, [30, Teorema 3.7], que G es un grafo bloque

conexo si y solo si (N, L), con

L ={Sc N: (S, E(S)) es un subgrafo conexo de G},

es una geometria convexa. Como ejemplo de esta ultima afirmacidn, si se tiene un
grafo de n vértices correspondiente a una cadena y se consideran todos sus
subconjuntos conexos, denotando por L, al conjunto formado por ellos, el par (N, L)

es una geometria convexa. El caso particular de Ls es ilustrado en la siguiente figura.

{1,2,3,4,5}

FIGURA 1.3 La geometria convexa Ls.

Por ultimo, si (N, L) es una geometria convexa y S € L , entonces el

intervalo [S, S], en el reticulo (L, <), es un algebra de Boole, siendo

S =S5 \ex(S).

Este resultado, es una consecuencia directa de un teorema de Edelman

y Jamison [30, Teorema 4.2] en el que se establece que el intervalo [C, K], con
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C, K € L, es un algebra de Boole en (L, <) si y solo si K\ C ex(K). Aqui, es
inmediato por ser

S = () S\{H=S\ex(S)e L,

ieex(S)

y por tanto S\ §™ = ex(S).

1.2 Algoritmos

Escribir un programa de ordenador para resolver un problema comprende varios
pasos que van desde la formulacién y especificacion del problema, el disefio de la
solucion su implementacion, prueba y documentacion, hasta la evaluacidon de la
soluciéon. Segun Aho, Hopcroft y Ullman [1], “la mitad del trabajo es saber qué
problema se va a resolver”. En general se puede recurrir a casi cualquier rama de las
matematicas y de las ciencias para obtener un modelo de cierto tipo de problemas.
Cuando ya se cuenta con un modelo matematico adecuado del problema, puede
buscarse una solucién en funcién de ese modelo. El objetivo inicial consiste en hallar
una solucion en forma de algoritmo, el cual es un procedimiento que encuentra la
solucion al problema modelado y que contiene una secuencia finita de instrucciones,
cada una de las cuales tiene un significado preciso y puede ejecutarse con una
cantidad finita de esfuerzo en un tiempo finito. Las instrucciones de un algoritmo
pueden ejecutarse cualquier nimero de veces, siempre que ellas mismas indiquen la
repeticion. No obstante, se exige que un algoritmo termine después de ejecutar un
numero finito de instrucciones sin importar cuales fueron los valores de entrada. Asi,
un programa es un algoritmo mientras no entre en un ciclo infinito con ninguna

entrada.

Segin G. Heileman [37] “un algoritmo es cualquier procedimiento
computacional bien definido, junto con un conjunto de datos de entrada permitidos,

que produce un valor o conjunto de valores como salida”.

Es importante reconocer la diferencia entre un problema y un algoritmo que

resuelve un problema. Un problema tiene un solo enunciado que lo describe en
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ciertos términos generales; sin embargo, puede haber muchas formas diferentes de

resolver un problema, y algunas de las soluciones pueden ser mas eficaces que otras.

1.2.1 Eficiencia o complejidad de los algoritmos

La resoluciéon de un determinado problema se puede lograr por medio de diferentes
algoritmos lo cual implica la necesidad de elegir el mejor entre ellos y, por tanto, se
han de evaluar los recursos que requiere cada algoritmo para su ejecucién. A este
proceso de evaluacion de los recursos se le denomina céalculo de la eficiencia o
complejidad de un algoritmo. Se dice que un algoritmo es mas eficiente o de menor

complejidad que otro cuando utiliza menos recursos.

Los principales recursos que suelen tenerse en cuenta a la hora de evaluar la
eficiencia de un algoritmo son el espacio de memoria que necesita y el tiempo de
ejecucion. La eficiencia en memoria o complejidad espacial de un algoritmo indica
la cantidad de almacenamiento necesario para ejecutar el algoritmo; es decir, el
espacio de memoria que ocupan todas las variables utilizadas por el algoritmo. Suele
ser fécil calcular la memoria estatica de un algoritmo, ya que sélo hay que sumar la
memoria ocupada por todas las variables declaradas en el algoritmo. Sin embargo, el
calculo de la memoria dindmica no es tan facil, debido a que ésta depende de cada
ejecucion concreta del algoritmo. La eficiencia en tiempo o complejidad temporal de

un algoritmo indica el tiempo que requiere para su ejecucion.

La eficiencia en tiempo y espacio son objetivos contrapuestos por ser,
generalmente, la optimizacién de uno de ellos a costa del otro. El programador es
quien debe establecer la relacion adecuada entre espacio y tiempo, para lo cual ha de

tener en cuenta el uso pretendido del algoritmo y los recursos disponibles.

En este trabajo, aunque se daran algunos resultados de complejidad espacial,

se abordara primordialmente el estudio de la eficiencia temporal.

El incesante aumento de la capacidad que poseen los nuevos ordenadores,

tanto en velocidad de céalculo, como en almacenamiento de memoria, no implica que
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se tenga que desechar el estudio de la eficiencia de los algoritmos, ya que un mal
algoritmo ejecutado en un ordenador muy potente puede tardar mucho mas que otro

algoritmo mejor que se ejecute en otra maquina menos potente.

Hay tres factores que influyen en el célculo de la complejidad temporal: el
tamafio de los datos de entrada, el contenido de los datos de entrada, y el ordenador y
el codigo generado por el compilador, siendo el mas importante, para medir la
eficiencia de un algoritmo, el referente al tamafio de los datos de entrada. El tamafio
de un ejemplar x se corresponde formalmente con el numero de digitos binarios
necesarios para representarlo en el computador. No obstante lo anterior, se suele
identificar el tamafio con el nimero de elementos logicos contenidos en el ejemplar.
Por ejemplo, un problema consistente en ordenar n enteros serd considerado de
tamafio n, aunque se necesite en la practica mas de un digito binario para representar
cada entero. Cuando se trate de problemas numéricos, como el calculo del factorial
de un numero, la eficiencia se expresara en funcién del valor del dato considerado y
no en funcidon de su tamafio (que seria la longitud de la representacion binaria de

dicho valor).

En relacion con el segundo factor, el contenido de los datos de entrada, hay
dos estrategias posibles en el célculo de la complejidad temporal: estudiar la
eficiencia en el caso peor y el estudio de la eficiencia en el caso medio. La primera
de las estrategias consiste en, fijado un tamafio del problema, analizar la eficiencia
del algoritmo en aquellas situaciones en las que emplea més tiempo y teniendo como
objetivo la obtencién de una cota superior del tiempo de ejecucion del algoritmo. El
estudio de la eficiencia en el caso medio plantea la necesidad de conocer el tiempo de
ejecucion del algoritmo en todas las situaciones y la frecuencia con que éstas se
presentan; es decir, su distribucion de probabilidades. Esta distribucion suele ser
dificil de conocer, por lo que han de realizarse hipotesis cuya fiabilidad es discutible.
Ademas, las operaciones matematicas necesarias para realizar el calculo pueden
llegar a hacer éste impracticable en muchos casos. Por todo ello, el andlisis del caso
medio es menos frecuente que el estudio del caso peor. En el presente trabajo

siempre se realizara el andlisis de la eficiencia en el peor de los casos.
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El tercer factor, el ordenador y el coédigo generado por el compilador, no suele
tenerse en cuenta a la hora de calcular la eficiencia en tiempo de un algoritmo de un
modo totalmente independiente de las maquinas y lenguajes existentes, y a que, por
otro lado se acepta el principio de invariancia: diferentes implementaciones de un
mismo algoritmo diferirdn en sus tiempos de ejecucién a lo sumo en una constante
multiplicativa positiva, para problemas de tamafio suficientemente grande. Mas
precisamente, si £;(n) y f2(n) son los tiempos de ejecucion de dos implementaciones,
siempre existe un numero real positivo ¢ y un numero entero ng tales que, para
todo n > ng, se verifica que t(n) < cfy(n). Por ejemplo, un factor constante de
10, 100 6 1000 en los tiempos de ejecucién no se considera en general importante
frente a una diferencia en la dependencia del tamafio » del problema, ya que, para un
tamafio suficientemente grande, es dicha dependencia quien establece la dependencia

real.

Ahora bien, es preciso indicar que existen tres enfoques metodolégicos para
evaluar la eficiencia de los algoritmos:
Empirico o a posteriori: los algoritmos se implementan en un ordenador y se
comparan mediante la realizacion de pruebas con datos del problema de

distinto tamafio.

Teorico o a priori: se determina, matematicamente, la cantidad de recursos
necesitados por cada algoritmo como una funcién cuya variable

independiente es el tamaiio de los datos del problema.

Hibrido: se determina tedricamente la funcién que describe la eficiencia de un
algoritmo y luego se calculan empiricamente los parametros numeéricos
requeridos por un programa y ordenador concretos. Este enfoque permite
hacer predicciones, mediante extrapolacion, sobre el tiempo que tardaria en
ejecutarse un algoritmo en una implementacion concreta con unos datos
mucho mas grandes que los usados en las pruebas.

El segundo enfoque es el mas interesante, porque ofrece una medida

independiente del ordenador, el lenguaje de programacién y la capacidad del
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programador. Ahorra, por un lado, el tiempo que se tardaria en programar, sin
necesidad, un algoritmo ineficiente y, por otro lado, el tiempo del ordenador que se
desperdiciaria probandolo. Ademas, permite estudiar la eficiencia de un algoritmo
cuando es usado con datos de cualquier tamafio, mientras que con los enfoques
empirico o hibrido, las consideraciones practicas pueden forzar a probar los
algoritmos s6lo con datos de tamafio moderado. Esta ultima reflexién es muy
importante ya que muchos algoritmos comienzan a ser eficientes, en comparacion

con otros, cuando se usan con datos de gran tamafio.

Debido a lo anterior, aqui se va a utilizar un enfoque tedrico o a priori como
método para evaluar la complejidad temporal de un algoritmo considerandose, como
factor principal, el tamafio de los datos de entrada, aunque también se tendrd en
cuenta el factor relativo al contenido de los datos de entrada cuando éstos reflejen el

peor de los casos posibles.

Puesto que, como se ha indicado, el célculo de la complejidad temporal
de un algoritmo se realiza en funciéon del tamafio del problema, resulta que
si f: N> R"U {0} es la funcién que indica cuanto tarda en ejecutarse un algoritmo,
entonces f (n) denota el tiempo cuando el tamafio del problema es n. La eficiencia de
los algoritmos se hace mediante un estudio de f'(n) para valores de » suficientemente
grandes, lo cual se denomina andlisis asintdtico. Para poder realizar dicho estudio se
requiere de la utilizacion de las notaciones asintéticas, las cuales establecen unas
cotas superiores o inferiores del tiempo de ejecuciéon de un algoritmo: O (-) que da
una cota superior, (2(-) que proporciona una cota inferior y la notaciéon ®(:) que

establece, simultdneamente, una cota inferior y superior.

El conjunto de las funciones del orden de f(n), denotado por O ( f(n)), viene
dado por
o(f(n)={g:N—>R":3ce R nye N,Vn=ny gn) <cf(n)}.
La definicion de O ( f (n)) garantiza el principio de invariancia descrito

anteriormente; es decir, si el tiempo de ejecucion de una implementacion concreta de
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un algoritmo esta descrito por una funcion g(n) del orden de f (n), el tiempo g'(n)
empleado por cualquier otra implementacion del mismo que difiera de la anterior en
el lenguaje, el compilador, y/o la maquina empleada, también sera del orden de f (n).
En general, se dira que el tiempo de ejecucion de un algoritmo (y, por tanto, de todas

sus implementaciones) es del orden de f'(n).

El conjunto O ( f (n)) define un orden de complejidad y se escogera, como
representante, la funcion f(n) mas sencilla posible dentro del mismo. De esta forma
se tiene, por ejemplo, que O(n) representa el orden de complejidad lineal o(n?) el de

complejidad cuadrdtica'y O(1) el de las funciones constantes.

El conjunto de las funciones Q( f(n)) viene dado por
Q(f(n)={g N>R :3ceR" neN,Vn=ny gn)=cf(n).
Las notaciones O( f(n)) y Q( f(n)) son independientes de que el analisis sea en el
caso peor o en el caso medio. Si #(n) representa el tiempo de ejecucion de un
algoritmo y #(n) € Q( f (n)), entonces la medida de Q( f (n)) no se refiere al mejor
tiempo del mismo, sino a una cota inferior de #(»n). Si se realiza un analisis en el peor
caso, #(n) representa el tiempo del peor ejemplo de tamafio », mientras que f (n) es

una cota inferior del mismo.

Obsérvese que hay una asimetria entre las medidas de O( f (n)) y Q( f(n)). La
primera establece una cota superior al peor caso y, por tanto, a todos los ejemplos de
tamafio n, mientras que la segunda, al establecer una cota inferior al peor caso,
permite que puedan existir infinitos ejemplos de tamaiio » con un tiempo mejor que
f(n). Ahora bien, se verifica que

f(n) € 0(g(n) = g(n) € QS (),
denominandose, a esta equivalencia, regla de dualidad.
El conjunto de las funciones del orden exacto de f (n), denotado por ®( f (n)),

se define como
O(f(n) = O(f(n)) N Q(f(n)),

Notese que esta definicion es equivalente a
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O(f(n)={g: N>R :3cd € R",nye N,VYn=ny df (n) <gn) <cf(n)}.

Légicamente, la notacion ®(:) es mds precisa que las notaciones O(-) y Q(-),

ya que g(n) estd en el orden exacto de f(n) (g(n) € ® (f(n)) si, y sélo si, f(n)esala

vez cota inferior y superior de g(n).

A continuacion, se indican algunas propiedades de la notacion O(-) (para un

estudio exhaustivo, consultese [28]). Sif, g, # : N > R" U {0}, entonces se verifica

(1) f(n) € O(f(n)).

(2) Si f(n) € O(g(n))y g(n) € O(h(n)), entonces f (n) € O(h(n)).
(3) Sig(n) € O(f(n))yf(n) € O(g(n)), entonces O( f (n)) = O(g(n)).
(4) Regla del maximo: O( f(n) + g(n)) = O(max ( f(n), g(n))).

Las tres primeras propiedades definen una ordenacién parcial en el conjunto

de las funciones y, consecuentemente, en el conjunto de las eficiencias relativas de

los

diferentes algoritmos para resolver un problema dado. Por otro lado, puede

observarse que la regla del méximo (o de la suma) permite simplificar drasticamente

el calculo de la eficiencia de un algoritmo.

Otra propiedad importante es la regla del limite que se enuncia a

continuacion.

(a)

(b)

(c)

lim 7 1 e R = f(n) e O(gn)y g(n) € O(f ().

ne g(n)

lim 7" 20 £(n) e ogm) y g(n) & O ().

e g(n)

tim /) = 0 1 (0) € Ol y ) € ()

Una consecuencia inmediata de la regla del limite es que todo polinomio en n

de grado m cuyo coeficiente de mayor grado sea positivo es del orden de »n".

Las funciones de complejidad algoritmica mas usuales, ordenadas de mayor a

menor eficiencia (o de menor a mayor complejidad), son
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O(1) € O( log n) c O(n) < O(n log n) c O(nz) c 02" c o(n!)

Las dos ultimas complejidades forman parte de las complejidades super-
polindmicas o intratables, mientras que las restantes pertenecen al grupo de

complejidades polindmicas.

A la hora de evaluar la eficiencia de un algoritmo se han de tener en cuenta

las siguientes consideraciones.

El hecho de que un algoritmo tenga una eficiencia que sea "buena" en
términos generales no implica que lo sea en términos particulares, ya que puede

haber otro algoritmo que resuelva el mismo problema de una forma mas eficiente.

El que un problema P se resuelva mediante un algoritmo 4 con una eficiencia
lineal no implica que dicho algoritmo sea necesariamente el mejor, ya que puede
haber otro algoritmo B con una eficiencia logaritmica que también resuelva dicho

problema.

Si se comparan las eficiencias de dos algoritmos, se ha de tener en cuenta que
el calculo del orden de complejidad es una medida asintotica; es decir, se realiza un
estudio tedrico para valores de n suficientemente grandes. Puede ocurrir que un
algoritmo tenga una eficiencia asintdtica peor que la de otro, pero que tenga un mejor
rendimiento para valores pequefios de n. Ademas, si el tamafio de los datos del
problema es reducido, entonces no se puede despreciar el valor de las constantes
multiplicativas, ya que pueden afectar bastante a la eficiencia de los algoritmos. Por
ejemplo, si se supone que un problema se puede resolver mediante dos algoritmos
diferentes cuyas funciones de complejidad son, respectivamente, f(n)=n> —3n* + 10
y g(n) = 1001 log n + 10, la primera funcién posee complejidad asintdtica peor que
la segunda, pero posee un mejor rendimiento para valores de » menores que 651. Por

tanto, si el tamafio de los datos del problema es inferior a 651, entonces conviene
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utilizar el primer algoritmo aunque su comportamiento asintotico sea peor que el del

segundo algoritmo.

Los aspectos que se han tratado en esta seccion se refieren a conceptos
preliminares de Algoritmia, la cual se ocupa del disefio y andlisis sistematico de
algoritmos especificos, cada uno de los cuales serd& mas eficiente que sus
predecesores para resolver algun problema dado. Un campo diferente al de la
Algoritmia es el de la Complejidad Computacional. Este campo, que tiene una
trayectoria paralela al de la Algoritmia, considera globalmente todos los posibles
algoritmos para resolver un problema dado. Esto incluye aquellos algoritmos en los

que ni siquiera se ha pensado todavia.

Empleando la Algoritmia, se puede demostrar, expresando y analizando un
algoritmo explicito, que el problema objeto de estudio se puede resolver en un
tiempo que esta en O( f (n)) para alguna funcion f(n) que se intenta reducir lo mas
posible. Por otra parte, al emplear la complejidad se pretende hallar una funcién g(n)
tan grande como sea posible para la cual se pueda demostrar que cualquier algoritmo
capaz de resolver correctamente el problema, en todos sus casos, debe requerir un
tiempo que esté en 2(g(n)). A esta funcion g(n) se le da el nombre de cota inferior de

la complejidad del problema.

Por ultimo, es preciso indicar que en este trabajo de investigacion se van a
describir algoritmos para resolver problemas relativos al calculo de valores en juegos
cooperativos, analizando la eficiencia de dichos algoritmos en el contexto de la

Algoritmia.
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Algoritmos para el calculo de valores en juegos

cooperativos

2.1 Juegos cooperativos

La teoria de juegos fue fundada por John von Neumann en 1928 [60]. Esta
aproximacion a los problemas de cooperacién y competicion se redescubrio, en 1944,
cuando von Neumann escribié un tratado con el economista Oskar Morgenstern,
titulado Theory of Games and Economic Behavior [61]. En este libro, definieron el
concepto de juego cooperativo de n personas e introdujeron algunas ideas
relacionadas con la solucion del juego. Todo el trabajo que se ha llevado a cabo
desde entonces sobre este tipo de juegos ha estado fuertemente influenciado por esta
obra. En ella, un juego cooperativo es una situacion derivada de una actividad en la
que los elementos o actores que intervienen (personas, instituciones, empresas, etc.)
persiguen alcanzar un determinado objetivo como ganar una votacion, buscar
mayores beneficios empresariales o mejorar una gestion, mediante la colaboracion

entre ellos.

A diferencia de los denominados juegos competitivos 0 no cooperativos
—caracterizados por las estrategias que pueden emplear cada uno de los jugadores y
una funcién de pagos asociada a cada jugador, la cual depende de las diferentes
estrategias que se emplean—, en un juego cooperativo no es necesario analizar las

estrategias de los jugadores; es suficiente conocer los pagos asociados a los

resultados del juego.
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Un juego cooperativo de utilidad transferible se define como un par (N, v),
donde N es un conjunto finito y v es una funcion v : 2¥ — R que asigna a cada S N

un nimero real y verifica que v(0) = 0.

Los elementos de N = {1, 2, . . ., n} se denominan jugadores, los
subconjuntos S € 2V coaliciones y v(S) es el valor de la coalicion S. La funcion v
se denomina habitualmente funcion caracteristica del juego, siendo identificado
—siempre que no haya lugar a confusion— el juego (N, v) mediante su funcidn

caracteristica.

Ejemplo 2.1 Tres ciudades de la mi ma comarca necesitan un sistema de
tratamiento de aguas residuales. Cada ayuntamiento ha hecho un estudio de los
costes, individuales y colectivos, con los otros ayuntamientos, para ver la posibilidad
de ahorro. El estudio se representa en la siguiente tabla, donde 1, 2 y 3, simbolizan a

cada una de las ciudades.

COALICION COSTE BENEFICIO
(1) 150 0

(2} 200 0

(3} 550 0

(1,2} 350 0

(1, 3} 610 90

(2,3} 650 100 |
{1,2,3) 780 120

Esta situacion se modela mediante un juego cooperativo de utilidad transferible

(N, v), donde N = {1, 2,3} y la funcion caracteri. tica v del juego viene dada por

v({1}) =v({2}) =w({3}) =0,
v({1,2})=0, v({1,3})=90, w(2,3)=100, v({l,2,3})=120
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Ejemplo 2.2 En un drgano colegiado de una institucion constituida por 40 personas
con derecho a voz y voto, las decisiones se adoptan mediante el voto favorable de la

mayoria absoluta de u miembros.

En e te ca o, el modelo de representacion del juego es N={1,2,...,40} y

v:2¥ SR definida, para cualquier S < N, por

l, si § 221

0, enotrocaso

v(S) = {

Aqui los valores 0 y 1 reflejan si una coalicion de jugadores es perdedora o

ganadora en una votacion.

En general, se denota por I N"al conjunto de todos los juegos cooperativos de
utilidad transferible sobre N ; es decir,
Y={W,v), v:2¥ > R, v(0)=0}.
En el conjunto I'", se introducen las operaciones
+:TVx1V > v,w) B v+w
o Rx IV Y, (o, W) P a-v
definidas por
(v +w)(S) = w(S) + w(S), (- v)(S)=a-w(S),
para cualquier S N . Con respecto a estas operaciones, la terna (I'V, +, -) constituye

un espacio vectorial (2" — 1)—-dimensional.

Una base esta formada por el conjunto

{ureT™ : TcN, T#0},
siendo, para cada Sc N,

l, siTcN,T#S

0, enotro caso.

ur(S) = {

Estos juegos ur se denominan juegos de unanimidad.
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Otra base del espacio I'" estd constituida por los juegos de identidad,
denotados, para cada 7 < N, T # 0, por dr y definidos, para cada S < N,

1, siT=S
0,:(S) = Asi, cuando V(SEV(T)VScTcN se dice que el
0, en otrocaso.

juego (N, v) es mondtono.

El juego (N, v) es llamado cero-normalizado, cero-mondtono, aditivo o
superaditivo, respectivamente, si su funcién caracteristica, v, verifica la
correspondiente condicion:

(a) v({1}) =0, para todo elemento i € N.

(b) v(S) + Z v({i}) < w(T), para cualesquiera Sc 7' M.

1€\S
©) v(Su T)=vS)+ wT), para cualesquiera S, Tc N,conSNT= 0
(d) v(Su T)=wS)+ w(T), para cualesquiera S, Tc N, SN T=0.

Una clase especial de juegos superaditivos son los llamados juegos convexos.
Estos fueron introducidos por Shapley [53] y se utilizan para modelar diversas
situaciones que estudian las ciencias economicas. Un juego (N, v) se dice que es

convexo si la funcidn caracteristica es supermodular; esto es,
viISUT)+v(IENT)2v(S)+ v(T), para cualesquiera S, T € 2N

Un juego es simple si es mono6tono y v(S) sélo toma valores en el conjunto
{0, 1}, para toda coalicién S < N. Un juego simple se denomina propio si no existen

coaliciones S, T N, con SN T= 0, que verifiquen v(S) =w(T) = 1.

Cuando hay que decidir qué resultados del juego son plausibles, una de las
ideas basicas en la teoria de juegos cooperativos de utilidad transferible es que, dado
un juego (N, v) y suponiendo que se llega a algun tipo de entendimiento entre los
jugadores, se reparte la ganancia total, v(N), de la gran coalicion N entre ellos. Esto
parece logico en la situacidon contemplada en el Ejemplo 2.1, donde es obvio que

todas las ciudades desean cooperar entre ellas y obtener un ahorro de costes de 120
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millones. La cuestion central seria como repercute ese beneficio/ahorro en cada

ciudad o, dicho de otra forma, cual es el coste para cada una de ellas.

Por tanto, es obligado repartir el beneficio/ahorro total entre todos y, de ahi, si

se representa por x|, x2, X3 lo que corresponde a cada ciudad, se tiene
{(x1, X2, x3) : X3+ x3 +x3 =120},

con lo que una solucién seria, en principio, cualquier vector de R? que verifique esta
condicion. También, seria deseable imponerle —a los vectores de R que verifican la

condicion anterior— las restricciones siguientes

x120, x20, x320,

xi+txaz0, xi+x3290, x+x32100,

ya que ello significa que cada ciudad y cada coalicién tiene asegurado un reparto
final de beneficios que no les perjudica en ningin caso. De ahi, que el conjunto de

pagos o repartos razonables estaria formado por
{(x;, %2, x3) € RY : ;y+x2+x3=120,x; +x2 20, x; + x3 2 90, x3 + x3 2 100}

que constituye lo que se denomina el core del juego.

De lo anterior se deduce que, a la hora de buscar resultados posibles, debe
hacerse una distribucién de la cantidad v(N) entre los jugadores. Esta puede ser
representada por una funcidn x con valores reales sobre el conjunto de jugadores Ny

debe satisfacer el principio de eficiencia.

zxi =v(N),

ieN

donde x; representa el pago al jugador i con la funcidn x. Normalmente se identifica

la funcién x sobre N con una n-upla de nimeros reales

X=(X1,...,Xn).

28



Capitulo 2. Algoritmos para el cdlculo de valores en juegos cooperativos

Los vectores x € R" que satisfacen el principio de eficiencia son llamados
vectores de pago eficientes o preimputaciones para el juego (N, v) y, atendiendo a
esta idea, una solucion o concepto de soluciéon sobre una coleccién no vacia de
juegos es una aplicacién y que asocia a cada juego cooperativo (N, v) de dicha

coleccidn un subconjunto y(v) del conjunto de preimputaciones.

Ademéds, la mayoria de los conceptos de solucién propuestos para juegos
cooperativos requieren que los vectores de pago eficientes cumplan el llamado
principio de individualidad racional, el cual exige que el pago a cada jugador i por el
vector de pago x sea al menos la cantidad que el jugador puede obtener por si mismo

en el juego. Es decir,
x;2v({i}), paratodoie N.

Las preimputaciones que verifican este principio de individualidad racional se
llaman imputaciones para el juego (N, v), denotdndose /(v) el conjunto de todas
ellas. Por ultimo, podria plantearse, como una opcién entre otras posibles, que los
pagos sean coalicionalmente razonables; esto es, que los miembros de cada coalicioén
reciban un pago total que sea mayor o igual que el valor de dicha coalicién. Si se le
exige a las imputaciones que verifiquen el principio de racionalidad para todas las

coaliciones, se obtiene el concepto de solucion denominado core.

Asi el core del juego (N, v) es el conjunto
C(v) = {x € R" : x(N) = v(N), x(S) = »(S), para toda S € 2N},

donde x(S) = Z x,y x(0)=0.

ieS

En el estudio de las condiciones que determinan si el juego tiene o no un core
vacio, Shapley [52] introdujo el concepto de coaliciones equilibradas y de juego

equilibrado.
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Dado un juego (N, v), una coleccién {S), Sz, . . ., S} de subconjuntos de N,

distintos y no vacios, se dice que es equilibrada sobre N si existen nimeros positivos

oy, o, . . . , o, —denominados pesos— tales que, paratodo i € N,

Z o, =1.
J=1
Si, para cualquier coleccion equilibrada sobre N, se verifica que
Do, (S,) SN,
J=1
entonces se dice que el juego (N, v) es equilibrado.

Bondareva [15] y Shapley [52] demuestran que la clase de juegos

equilibrados coincide con la clase de juegos con core no vacio.

Un juego (N, v) se dice totalmente equilibrado si los subjuegos inducidos (S,
vs) son equilibrados paratodaSc N, S # 0. Aqui se entiende por subjuego inducido

(S, vs) aquel cuya funcidn caracteristica viene determinada por
vs(T) =w(T), paratoda T c S.

Existen otros conceptos de solucion diferentes al core como pueden ser los
conjuntos estables de von Neuman [61] y el conjunto de negociacion de Aumann y
Maschler [5]. Estos conceptos dan como soluciéon de un juego cooperativo de
utilidad transferible un subconjunto del conjunto de imputaciones, cuando éste es no
vacio. Por otro lado, existen otros conceptos de solucidén que asignan a cada juego un
Gnico elementos del conjunto de preimputaciones. Entre ellos se encuentran los

valores de Shapley y Banzhaf que se describen a continuacion.

2.1.1 Los valores de Shapley y Banzhaf
Lloyd S. Shapley analizo6 los juegos cooperativos intentando contestar a la siguiente

cuestion: dada la funcién caracteristica de un juego, ;cudl es el pago esperado para
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un jugador individual? Teniendo en cuenta los comentarios anteriores, intentar
predecir la solucion de un juego cooperativo parece un asunto bastante arriesgado ya
que es logico pensar que la personalidad de los jugadores, su entorno, sus facilidades
de comunicacion, etc., tengan efectos sobre la conclusion final. No obstante, Shapley
[51], en 1953, propone un concepto de valor de un juego (N, v), dado, para cada
jugador i € N, por la siguiente expresion combinatoria
D, (v) = Z (5 — l}T[‘ﬁ' - .a'}![r[.,\,] — (S \ IEH].
{ScNuel) n.

donde n = |N| y s =|S]. Este valor es conocido como valor de Shapley para el jugador
i y se puede observar que estad determinado, de forma exclusiva y a priori, por la
funcién caracteristica del juego, haciendo abstraccion de cualquiera de los factores

anteriormente mencionados.

El valor de Shapley es un concepto de solucion que puede interpretarse como la
contribucion marginal esperada del jugador i, o como un promedio de las
contribuciones marginales v(S) — v(51{i}) de dicho jugador a todas las coaliciones no
vacias § € 2" cuando se supone que la coalicion a la que pertenece el jugador i es
equiprobable que sea de igual tamafio s(1 < § < n) y que todas las coaliciones de
tamafio s tienen la misma probabilidad; es decir, una suma ponderada de las

contribuciones marginales del jugador i, admitiendo que la probabilidad de que el

jugador i pertenezca a una coalicion de tamaiio s, p, viene dada por

p([n_l]= 1 o = 1 [n—l] _ (s=Di(n-9)t

s—1 n nls—1 n'

Otra manera de introducir el valor de Shapley corresponde a la siguiente
interpretacion. Se supone que los jugadores forman la gran coalicion incorporandose
de uno en uno, en un orden elegido aleatoriamente. De esta forma, cada jugador
consigue la cantidad con la que él contribuye a la coalicién ya formada cuando se
incorpora. El valor de Shapley distribuye a cada jugador la cantidad esperada que él
obtiene por este procedimiento, suponiendo que la coalicién de » jugadores puede

formarse, con la misma probabilidad, en todos los dérdenes posibles.
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Si se parte de la apreciacion subjetiva de que para el jugador i es equiprobable
pertenecer a cualquier coalicion, surge otro concepto de solucién denominado valor

de Banzhaf-Coleman (8] [27],

Fi(v) = E _}Hll_’ [1-(3‘] - v(§\{i})], paracadaie N.
IScNiek) =

La idea de Shapley es, en principio, solamente una de las que podrian servir
para tomar una decision sobre cuél debe ser la solucidon de un juego cooperativo de »
personas. Sin embargo, Shapley justifica su eleccion indicando requisitos que
deberian cumplir cualquier solucién razonable y demostrando que, el valor de
Shapley, es el unico que satisface estas condiciones. Asi, el valor de Shapley
satisface los siguientes axiomas.

Axioma de lineabilidad. Si (N, v) y (N, w) son dos juegos cooperativos cualesquiera

de utilidad transferible y o, B € R, entonces

D, (av + Bw) = ad,(v) + BD(w), paratodoi e N.

Axioma del jugador pasivo: Si i € N es un jugador pasivo en el juego v; es decir,

v(S) —v(S\ {i}) = v({i}) para todo S < N, entonces
D,(v) = v({i})

Axioma de eficiencia: Se verifica

D ®D,(v) = v(N).

ieN

Axioma de simetria: Para cada permutacion « del conjunto N,

D r(nv) = Di(v),
donde nv es el juego definido por nv(nS) = v(S), para toda S < MN.
2.1.2 indices de poder en juegos simples
Tal y como se ha indicado en la seccion anterior, un juego simple es un juego

cooperativo v : 2¥ — {0, 1}, tal que v(S) < w(7) cuando S < T  N. Una coalicién S

se denomina ganadora si v(S) = 1, y perdedora si v(S) = 0.
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Si se denota por MW el conjunto de las coaliciones ganadoras minimales; esto

es,

MW={ScN:v(S)=1, T)=0 paratoda 7 c S},
entonces para un juego simple (&, v) el valor de Shapley del jugador i viene dado por

O R N TOR O

{SeMW:ieS}
(s =D!(n-ys)!

(SeMW 1eS) n!

y se denomina indice de poder de Shapley-Shubik [54]. Este indice puede
interpretarse como la contribucién marginal esperada de un jugador que convierte
una coaliciéon perdedora en ganadora, y su féormula expresa una suma extendida a

todas las coaliciones ganadoras minimales a las que pertenezca el jugador.

Andlogamente, el valor de Banzhaf para un juego simple (N, v) viene dado
por

W (v) = Z ! ['l-'{S] = V(& “}]]

m=1
{ScN:ueS) 2

- 3 =

n'F—I
{SeMW :ieS) 2

En un juego simple, el valor de Banzhaf recibe el nombre de indice de poder
de Banzhaf. Este indice de poder, a diferencia del indice de Shapley-Shubik, no
verifica la propiedad de eficiencia. Una variante es el denominado indice de Banzhaf
normalizado que si es eficiente. Para definirlo son necesarios algunos conceptos
previos que se introducen a continuacién, haciendo notar que, en lo que sigue, por

simplicidad en la notacion, se escribird S\ ien lugarde S\{i} y v {i}.

Un swing para el jugador i es un par de coaliciones (S i, S) tales que S U i
es ganadora y S no lo es. Para cada i € N, se denota por n«(v) el numero de swings
para el jugador i en el juego (N, v); es decir, el numero de coaliciones para las que el

jugador i es critico. El nimero total de swings es
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ne = n(v),

ieN
y el indice de Banzhaf normalizado del jugador i viene dado por
B.(v) = ni(v) '
n)

Los indices de poder tienen una aplicaciéon fundamental en las ciencias
politicas y sociales a través de los denominados juegos de votacion ponderada. Estos
juegos constituyen una clase especial de juegos simples que surgen en un contexto en
el que se pretende asignar indices o cuotas de poder a los partidos, grupos
parlamentarios o naciones [22]. El indice o cuota de poder de cada partido mide su
capacidad para lograr coaliciones que superen la mayoria absoluta o formen una

coalicidon ganadora.

Un juego de votacion ponderada se define en un conjunto de jugadores N =
{1, 2, 3, ..., n} en el que cada jugador i, que puede ser un grupo politico o una
nacidn, tiene un nimero de votos que se denota por w;, con w; > 0, para todo i € N.

Cada coalicidn de jugadores S ¢ N, retine la suma de los votos de sus componentes

w(S) = Zw,-

ieS

Asi, fijado un numero g > ; w(N), la funcion caracteristica del juego de

votacion ponderada (N, v), v : 2V {0, 1}, se define, para cada S ¢ N, por

1, siw(S) =
wm={ ($)2¢
0, en otro caso.
A la vista de la definicién, un juego de votacion ponderada se representa por
V= [q9 Wy, Wy W,,],

y es inmediato probar que es simple y propio. En efecto, es mondtono ya que

ScTcN=>wS) =) wi<Y> w=wT)=wS)<wT)

ieS iel

y, ademas, es propio ya que si existieran dos coaliciones ganadoras disjuntas
S, T < N, se tendria
Zw, Zq,Zw, 2qg = Zw, 229 >w(N),

€S iel ieSuT
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lo cual es contradictorio.

El hecho de que sea simple y propio, permite afirmar que es superaditivo. Por
ultimo es necesario precisar que en este trabajo se considerara que w;, para todo

i € N. es un entero positivo y estrictamente menor que g.

2.2 Algoritmos para el calculo del valor de Shapley

2.2.1 El potencial de Hart y Mas-Colell

En general, el célculo de valores e indices de poder exige la resolucion de un
problema combinatorio que involucra un elevadisimo numero de operaciones. Por
ejemplo, si se quisieran estudiar los indices de poder en el seno de un Consejo de
Gobierno que esta formado por 15 miembros, se deberia tener en cuenta que el
namero de coaliciones que se pueden formar es superior a 32.000. El calculo directo
del valor de Shapley de un jugador tiene una complejidad temporal O (#2") [29]. Es
por ello que se han de considerar nuevos algoritmos para los que se tenga una cota
temporal mas baja. Un resultado importante es el debido a Hart y Mas-Colell [36],
los cuales introducen una funcién de potencial para el calculo del valor de Shapley.

Esta funcion se describe en los siguientes parrafos.

Sea I' el conjunto de todos los juegos de utilidad transferible. La funcion
potencial de Hart y Mas-Colell es una funcion P : ' = R que asigna a cada juego (N,
v) un numero real P(N, v), y satisface las condiciones

P(0,v)=0,Y D'P(N,v) =w(N),

ieN

donde D'P(N,v) = P(N,v)— P(N\i,vy\).
En la expresion anterior, se entiende por vy \; la restriccion de la funcién

P . . N\i . . ., .
caracteristica v a las coaliciones S € 2" "'y, siempre que no exista confusion, el juego

(N\ i, vy\,) se denotara por (N \ i, v).
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El nimero real D' P(N, v) se denomina contribucién marginal del jugador i al
juego (N. v) y permite indicar que la funcidn potencial exige, para todo juego (N, v),
que el vector formado por las contribuciones marginales de todos los jugadores sea
eficiente. De esta condicion de eficiencia se deduce

P(S,v) = E {v(ﬁ')q-z."{ﬂ‘\f.v):!* paracadaSc N, § 0

b ieS

lo que genera, empezando con P(@,v) =0, un algoritmo recursivo de céalculo para

determinar P(N, v).

Hart y Mas-Colell [36] demuestran que la contribucion marginal de un

jugador i al juego (N, v) coincide con su valor de Shapley; esto es,
D'P(N,v)=P(N,v)—P(N\i,v)=®d;(N,v), paratodoi € N.
Ademas, pruebas formulas explicitas para el potencial como
P(N,v) = Z (s —l)!('n - s)! W(S).
o=t n!

A continuaciéon se describe el algoritmo potencial que determina los
potenciales de todos los subjuegos del juego (¥, v), usando programaciéon dinamica,
mediante un proceso de calculo ascendente segun el tamafio de las coaliciones y

almacenando todos los valores calculados.

Algoritmo potencial (N, v)
P0,v) « 0

[para i de 1 hasta n

r

n
para j del hasta[ J
i

P(S?,v) « ;/ [v(s/)+ > P(S/ \k, v):l

/ keS/

| fin_para

| fin_para
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donde S/ es la j-ésima coalicion de tamafio i, S/ =i .

El siguiente resultado se utilizara en el analisis de la eficiencia temporal de

este algoritmo.

Lema 2.3 Para cualquier numero natural n, se verifica
n

Z(:’](i+ 1) = 2" 4 m2"" .

i=0
n n
Demostracion: Al ser Z )

]x’*' = (1+ x)"x, derivando se obtiene que
=0

i
t.(n |

Z[, ](i +Dx' =1 +x)" +xn(1+x)"".

i=0 I 4

Evaluando la expresion anterior en x = 1, resulta la igualdad

Z['_?](Hl) =27 42
1

i=0

Proposicion 2.4 Sea (N, v) un juego cooperativo. El cdlculo de la funcion de
potencial de Hart y Mas-Colell para todos los subjuegos del juego (N, v) requiere un
tiempo O(n2").

Demostracion: El tiempo de ejecucion del algoritmo potencial es

t(potencial) = 1+ t(bucle 1)

=] 4 ir[hm'h’ﬂ}

i=l

o
1+ Z t(asignacion)

i=l y=I

nj

=1+ i li: (1 + t(suma))

i=l j=l
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De aqui, t(potencial) = f (n) = n2"" + 2" € O(n2").

Durante el proceso de calculo del potencial del juego (N, v), es necesario
almacenar los potenciales de todos los subjuegos. Como hay 2" subjuegos, la
siguiente proposicion es inmediata.

Proposicion 2.5 Sea (N, v) un juego cooperativo. El cdlculo de la funcion de

potencial de Hart y Mas-Colell para todos los subjuegos del juego (N, v) requiere un

espacio Q(2").

Para la complejidad del calculo del valor de Shapley, a partir de la funcién de

potencial de Hart y Mas-Colell, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.6 Sea (N, v) un juego cooperativo. El cdlculo del valor de Shapley de
todos los jugadores, utilizando la funcion de potencial de Hart y Mas-Colell,

requiere un tiempo ©(n2")
(vea demostracion en [26], [39])

2.2.2 Dividendos de Harsanyi

En esta seccidn se describe un algoritmo para el célculo del valor de Shapley a partir
de los dividendos de Harsanyi. Aunque, como se observara mas adelante, la
complejidad temporal de este algoritmo es ©(3"), se hace una descripcion del mismo
con el objetivo de mostrar, en el capitulo siguiente, cdmo mejora notablemente esta

eficiencia en contextos de cooperacion parcial.
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En el espacio vectorial IV, es conocido que el conjunto de los juegos de
unanimidad {ur: T< N, T # 0} constituye una base. Por tanto, cualquier juego v €

I'" puede expresarse como combinacion lineal de ellos, resultando que [51]

v=" > A@)ur, con AT)= D> (-)"""v(H).
(TSN, T=0) {HcT)
Tal como indica Harsanyi [35], a cada una de las coordenadas del juego v en
la base formada por los juegos de unanimidad, A,(7), se la denomina dividendo de T

en el juego v, verificandose que

v(S) =Y AT), para Se2V\{0}, y A,(0=0.

TresS

Los dividendos se pueden calcular, para toda coalicién no vacia S < N, a

partir de la siguiente férmula recursiva

A(S) =v(S) - Y A,

TcS

y el valor de Shapley [51], para cada i € N, resulta ser

o= T AS)

{SgN:eS) S

Como consecuencia de las ideas anteriores, se puede establecer un algoritmo
denominado dividendo que permite, utilizando programacién dindmica, determinar
los dividendos de Harsanyi del juego (N, v). La descripcion del algoritmo [26] y [55]

es la siguiente.

Algoritmo dividendo (N, v)
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(para i de1hastan

l

(para j delhasta ( n]

AS?) < v(S7) D A

TeS/

\_ﬁn _para

| fin_para

donde S/ esla j-ésima coalicidon de tamafio i, S} =i.

Tal como se recoge en la siguiente proposicion, la complejidad temporal de

este algoritmo es de orden exponencial.

Proposicion 2.7 Sea un juego cooperativo (N, v). El cdlculo de todos los dividendos

de Harsanyi requiere un tiempo ©(3").

( vea su demostracion en [26], [39] )

Si se considera que los dividendos se calculan mediante un proceso
ascendente que exige almacenar los dividendos de cada una de las coaliciones, se

obtiene, de forma inmediata, el siguiente resultado.

Proposicion 2.8 Sea un juego cooperativo (N, v). El calculo de todos los dividendos

de Harsanyi requiere un espacio Q(2").
Ademés, la Proposicién 2.7 junto con la expresidon del valor de Shapley del

juego (N, v) en funcion de los dividendos dan, como consecuencia, el resultado

siguiente.
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Proposicion 2.9 Sea un juego cooperativo (N, v). El cdlculo del valor de Shapley de
todo los jugadore , utilizando los dividendos de Harsanyi, requiere un

tiempo O(3").

( puede encontrarse la demostracion en [39] )

Ahora bien, como se probara en el siguiente capitulo, las funciones Potencial
y Dividendo pueden utilizarse, de manera directa, para calcular el valor de Shapley
en los que se denominardn juegos restringidos, en el caso en el que la cooperacion
parcial esté modelada por grafos e hipergrafos, ya que, en esta situacion, bastara

considerar unicamente las coaliciones que puedan formarse en el juego.
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Algoritmos para el calculo de valores en juegos

restringidos

3.1 Juegos restringidos por situaciones de comunicacion

En principio, en el estudio de los juegos cooperativos, se supone que cualquiera de
los jugadores quiere cooperar con los demas o, en otro caso, el juego se desarrollara
en forma no cooperativa. Es decir, serd posible formar cualquier coalicién entre

jugadores y, por tanto, existird una cooperacion universal entre todos ellos.

El interés por el estudio de juegos de » personas en los que se incorporan
restricciones a las coaliciones entre los jugadores, se inicia con el modelo de
Aumann y Maschler [5] sobre juegos con estructuras de coalicion. En esta
aproximacién a una cooperacion madas restringida o limitada, los jugadores
son distribuidos formando una particion del conjunto de los mismos,
B = {B),Ba, ..., Bx}, denominada estructura de coalicion. Asi, dada una estructura
de coalicion, las relaciones entre jugadores pueden realizarse, unicamente, dentro de

las coaliciones que constituyen la estructura.

Las estructuras de coalicién no pueden emplearse en aquellas situaciones en
las que la relacion entre los jugadores no sea transitiva. Por ello, Myerson, en su
trabajo Graphs and Cooperation in Games [42], propone un nuevo punto de vista
para modelar la conducta cooperativa entre los jugadores. Dado un juego (N, v),
Myerson le asocia un grafo de cooperacion G = (N, E) cuyo conjunto de vértices N es
el formado por todos los jugadores y cuyo conjunto de aristas no ordenadas E viene
dado por los acuerdos bilaterales entre los jugadores. El grafo indica las

posibilidades de comunicacidn entre parejas de jugadores y lleva implicito que no
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toda las coaliciones son factibles. Asi, seran consideradas coaliciones factibles
aquellas coaliciones de jugadores que son conexas en el grafo; es decir, una coalicidon
de jugadores va a ser factible si, dados dos elementos cualesquiera de la misma,
existe un camino en el grafo que los relaciona y que estd completamente incluido en
dicha coalicién. Por tanto, dado el grafo de cooperacion G = (N, E), el conjunto de

coaliciones factibles que se denotard por F, es
F={Sc N:Sesconexaen G}
={Sc N: (S, E(S)) es un subgrafo conexo de G},

donde se considera siempre que la coalicion vacia es conexa.

Teniendo en cuenta lo anterior, la cooperacidn parcial entre jugadores viene
determinada por una terna (N, v, G) que, habitualmente, es denominada situacion de
comunicacion y, para Myerson, la existencia de coaliciones factibles y de otras que
no lo son, obliga a que la funcidén caracteristica del juego (N, v) tenga que se
modificada, dando lugar a lo que se denomina juego restringido por el grafo de

cooperacion, el cual se define a continuacion.

Definicion 3.1 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo y (N, v) un juego de
utilidad transferible. Se denomina juego restringido por el grafo de cooperacion G,
al par (N, v°) con

vO 28 SR, V(S = Y v(D),

TeG/S
donde la suma estd extendida a todas las componentes conexas maximales del

subgrafo inducido por la coalicion S.

Obsérvese que si S < N es una coalicidn factible, entonces v(S) = v(S). Por

tanto, si G fuera el grafo completo de cooperacién K, resultaria que (V, v%) = (N, v).

En el siguiente ejemplo se describe una situaciéon de comunicacion junto con

el juego restringido correspondiente.
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Ejemplo 3.2 Sea la situacion de comunicacion (N, v, G), con (N, v) tal que, para
cualquier coalicién no vacia S € N, WS) = |SP = 1y G = (N, E) es el grafo de
cooperacion entre los jugadores del conjunto N = {1, 2, 3, 4, 5}, siendo E = {{1, 2},
{2, 3}, {4,5}}.

8 ]
L

FIGURA 3.1

El conjunto de coaliciones factibles viene dado por

TOF={0, {1}, {2} {3}, {4), (5}, (1,2}, {2, 3}, {4, 5}, {1,2,3}}

y los valores de la funcion caracteristica asociada al juego restringido por el grafo
de cooperacion, oV R, son

vI({i})=0 paratodo i e N.

V{1, 2) =v({2, 3) = v({4, 5) = 3

vG({i,j}) =0, en otro caso.

vI({1,2,3)) = 8,v({1, 3, 4)) =v%({1, 3,5)) = 0,

vG({i, J, k}) =3, en otro caso.

vI({1,2,3,4}) =v%({1,2,3,5)) =8,

vO({1,2,4,5)) =v°({2,3,4,5)) =6,v°({1,3,4,5)) =3,

VN =11.

Este modelo, que se utiliza en problemas de asignacion de costes/beneficios y
redes de comunicacion, ha suscitado una linea de investigaciéon muy desarrollada en
diversos trabajos, entre los que destaca Bilbao y Lopez [12]. Por otra parte, la
formacién endogena de coaliciones en situaciones de comunicacién es analizada por

van den Nouweland [59].
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Estos trabajos sobre las situaciones de comunicacion de Myerson han

seguido, basicamente, tres direcciones de estudio.

1. Propiedades del juego (V, v) que se transmiten o son heredados por el juego
restringido (N, vG).

2. Conceptos de solucién de conjunto para el juego restringido (N, v°) y
existencia de relaciones entre éstas y las del juego (N, v).

3. Conceptos de valores o reglas de asignacion de pagos para las situaciones de

comunicacion.

Obviamente, presentar todos los resultados obtenidos en los campos de
estudio indicados para las situaciones de comunicacion es una tarea que escapa de los
objetivos que se plantean en este trabajo. No obstante, a continuacién, se indican
brevemente algunos de los resultados mas interesantes relacionados con las reglas de

asignacion de pagos para las situaciones de comunicacion.

En el capitulo anterior se puso de manifiesto que uno de los conceptos mas
clasicos en la busqueda de soluciones para un juego cooperativo era el valor de
Shapley. Entonces es logico que, cuando se abordan ideas de cooperaciéon parcial
modeladas a través de situaciones de comunicacion, se piense en utilizar el valor de
Shapley asociado a la funcidn caracteristica del juego restringido por el grafo de
cooperacion. A su definicion, como regla de asignacion, y a sus propiedades se hace

referencia a continuacion.

Sea (N, v) un juego cooperativo y sea SC" el conjunto de todas las situaciones
de comunicacidn definidas sobre el conjunto N, es decir:
SCY={(N, v, G):v e I'Y, G es un grafo}.
Se denomina regla de asignacion para el juego v a cualquier funcion
y:SCY 5 R, (N, v, G) > (i(N, v, G), va(N, v, G), ..., vu(N, v, G)),
tal que

V(N,v,G)e SCY,VS e G/ N, D 1:(N,v,G) = v(S).

keS
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Es decir, una regla de asignacion para el juego v es una funciéon que a cada
situacién de comunicacion (N, v, G) le asigna un vector n-dimensional que es

eficiente para las coaliciones factibles maximales de la coalicion MN.

La regla de asignacion, y : SC¥ — R”", es justa si, para cualquier (N, v, G) €

SC" y cada arista {i, j} € E, se tiene

YN, v, G) =y (N, v, GU{L, j}) = v, v, G\ {i, j}).

La regla de asignacion es estable si, para cualquier (N, v, G) € SC" y cada

arista {i, j} € E,

YN v, G) 2 (N, v, G\ {i. /). 1N, v, G) 27N, v, G\ (i, j}).

Definicion 3.3 Sea (N, v, G) una situacion de comunicacion. El valor de Myerson de
(N, v, G), denotado por w(N, v, G) € R", es el valor de Shapley asociado al

correspondiente juego restringido por el grafo de cooperacion; esto es,

WN, v, G)= fD['.*“]_

Los siguientes teoremas ponen de manifiesto que el valor de Myerson es la
nica regla de asignacion justa que puede definirse en el conjunto de las situaciones
de comunicacion asociadas a un juego (V, v), y que, en el caso de que el juego (N, v)
sea superaditivo es, ademads, una regla de asignacion estable. Las pruebas originales

de Myerson pueden consultarse en su trabajo Graphs and Cooperation in Games

[42].

Teorema 3.4 (Myerson (1977)) Dado un juego (N, v), existe una unica regla de
asignacion justa vy : SC" - R", dada por y(N, v, G) =y(N, v, G) = p(N, v, G).

Teorema 3.5 (Myerson (1977)) Si el juego (N, v) es superaditivo entonces el valor

de Myerson, W(N, v, G), es una regla de asignacion justa y estable.
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Si G = (N, E) es un grafo de cooperacion, puede definirse una aplicacién de
I'" en si mismo, que se denotara por Lg[44], que asocia a cada juego v el
correspondiente juego restringido

Lo: TV 5TV L) =1°,

Si G fuera el grafo completo de cooperacién K, resultaria que F=2" 9=y
y LG seria la aplicacion identidad. Por tanto, se considerara que G no es un grafo

completo.

Dado que I'V es un espacio vectorial de dimensiéon 2" — 1 y que el juego
restringido por G est4 definido sobre una suma extendida a las componentes conexas

maximales de cada coalicidn, Lg es un endomorfismo en v,

Proposicion 3.6 E/ operador L es lineal y no biyectivo.

Los siguientes resultados permiten expresar la funcién caracteristica del juego
restringido en funcién de los dividendos de éste y de los juegos de unanimidad de las

coaliciones conexas en el grafo de cooperacion.

Teorema 3.7 (Owen (1986)[44] ) Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo y (N, v)

un juego de utilidad transferible. Entonces, el conjunto de los juegos de unanimidad

{ur: T conexa en G, T# 0} constituye una base del espacio Lg(T'™).

( vea una demostracion en [11], [63])

Como consecuencia de este resultado, el juego restringido puede expresarse
como una combinacién lineal de los juegos de unanimidad correspondientes a las
coaliciones conexas en el grafo G,¢

vi= 3> Au(Tuy, con Ag(0)=0.

{7 conexa: 7'#0)

Se verifica, para toda coalicion conexa S, que
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wWS)=vi(S)= D AL,

{T conexa: I'c S}
y a partir de esta expresion, se pueden calcular, para cualquier coalicion S conexa,
los dividendos del juego restringido para todas las coaliciones conexas con la

formula recurrente

As(S)=v(S)- > Au(T).

{T conexa:T'c S)

Esta formula es similar a la dada anteriormente, en la seccién 2.2.2, para el
célculo de los dividendos del juego (N, v). La tnica diferencia radica en el hecho de
que, en este caso, sélo se calculan los dividendos para las coaliciones conexas y
supone una alternativa a la propuesta hecha por Owen [44] para calcular los

dividendos del juego restringido en funcién de los dividendos del juego (N, v) dado.

Utilizando el algoritmo dividendo, descrito en al seccioén 2.2.2, se tienen los
siguientes resultados para las complejidades espacial y temporal del calculo de

dividendos del juego restringido.

Proposicion 3.8 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo y (N, v) un juego de
utilidad transferible. El cdlculo de los dividendos del juego restringido requiere un

espacio Q(|F|), donde F es el conjunto de coaliciones conexas en el grafo G.

Proposicion 3.9 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo y (N, v) un juego de
utilidad transferible. El cdlculo de los dividendos del juego restringido requiere un

tiempo O(3").

Dada una situacion de comunicacion (N, v, G) el valor de Myerson en funcioén

de los dividendos del juego restringido, para cada jugador i € N, viene dado por

p(N,v,G) =)= A (S)

{S conexo:1eS}

Para situaciones de comunicacion en las que el grafo G no es conexo, van den

Nouweland, en [59], establece que el valor de Myerson de un jugador puede
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determinarse considerando unicamente la situacion de comunicacidon derivada de la
componente maximal a la que pertenezca el jugador y al correspondiente subjuego
inducido. Es decir, el valor de Myerson de un jugador i, perteneciente a la j-ésima
componente maximal, viene dado por

Wi(N,v,G)=n,(M;,vy,,G/M;),donde M, e G/IM,, ie M,.

Este método de célculo del valor de Myerson a partir de los dividendos puede
ser util en determinadas situaciones de comunicacidn, para estudiar juegos
restringidos por grafos de comunicacion ya que evita obtener la funcion caracteristica
del juego restringido asi como las componentes conexas maximales de cada
coalicion. De hecho, en algunos casos analizados, mejora sensiblemente los tiempos
de ejecucion con respecto a otros algoritmos que calculan el valor de Myerson a
partir de la funcion caracteristica del juego restringido o mediante los potenciales

restringidos [13][12].

A continuacidn, se analiza la complejidad del célculo del valor de Myerson en
dos situaciones de comunicacién en las cuales el grafo de cooperacion tiene una
estructura particular. En el primer caso, se estudiara la complejidad del calculo del
valor de Myerson en una situacion de comunicacion en la que el grafo es un camino,
demostrandose que tiene una complejidad temporal polinémica. En el segundo caso,
se analizard la complejidad del calculo del valor de Myerson cuando la situacion de
comunicacion estd modelada mediante un grafo estrella, probandose que la

complejidad temporal es exponencial.

Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino con » vértices y (V, v) un
juego de utilidad transferible. Si se enumeran los vértices de izquierda a derecha, el
conjunto F de coaliciones factibles viene determinado por

F={[i,j],1<i<j<n} U{0},
donde [i, j]={k e N:i<k<j}.
Obsérvese que, exceptuando el conjunto vacio, se pueden disponer las

coaliciones factibles como entradas de una matriz 4 € M,(R) triangular superior
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de modo que las coaliciones unitarias se almacenen en la diagonal. En la
fila £k = 1, . . ., n, se almacenarian ordenadamente las coaliciones del conjunto
{[k ], k <j < n}. El jugador k pertenecen a todas las coaliciones de la submatriz (a;),

parai=1, ..., kyj=k, ..., n

Previo al analisis de la complejidad del calculo del valor de Myerson, a partir
de la férmula de los dividendos, se describen algunos resultados, varios de los cuales

estan demostrados en [39], [S5].

Lema 3.10 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino y (N, v) un juego
de utilidad transferible. El numero de coaliciones factibles con i jugadores es

SG)y=(n-i+1).

Lema 3.11 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino y (N, v) un juego de

2
. . . . . n“+n+2
utilidad transferible. El numero total de coaliciones factibles es F = .

Lema 3.12 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino y (N, v) un juego de
utilidad transferible. El numero total de coaliciones factibles a las que pertenece el

jugador kes Fy=k(n—k + 1).

Lema 3.14 Sea n cualquier numero natural y sea Fy=k(n—k + 1), parak=1, ... n.

Se verifica que

1 2
n=fh < (n+1).
4
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Lema 3.15 sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino y (N, v) un juego de

utilidad transferible. Si T es una coalicion Jactible, con |T| = i, el niimero total de

.2 .
. . . . . . . 1" +1
coaliciones factibles contenidas estrictamente en T viene dado por C(i) = 5

Proposicion 3.16 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino y (N, v) un
Jjuego de utilidad transferible. El cdlculo de todos los dividendos de Harsanyi del

Juego restringido requiere un tiempo G)(n4).

Proposicion 3.17 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino y (N, v) un
juego de utilidad transferible. El cdlculo de todos los dividendos de Harsanyi del

Jjuego restringido requiere un espacio Q(n®).

De la expresion del valor de Myerson en funcién de los dividendos del juego

restringido se deduce, usando programacion dindmica, el siguiente resultado.

Proposicion 3.18 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino y (N, v) un
juego de utilidad transferible. El cdlculo del valor de Mpyerson de todos los

Jjugadores requiere un tiempo G)(n4).

A continuacidn, tal y como se habia indicado anteriormente, se estudia la
complejidad del calculo del valor de Myerson, a partir de los dividendos de Harsanyji,

cuando la situacion de comunicacion viene determinada por un grafo estrella.
Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo estrella y (N, v) un juego de
utilidad transferible. Si » es el vértice central, entonces el conjunto F' de coaliciones

factibles viene determinado por

F={{muS:Se2"" U ({l},..(n-1}}U{0}.
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Antes de analizar la complejidad del calculo del valor de Myerson a partir de
la formula de los dividendos se describen algunos resultados cuyas pruebas pueden

encontrarse en [39], [42].

Lema 3.19 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo estrella y (N, v) un juego de

utilidad traniferible. El numero de coaliciones factibles con i jugadores, siendo

) n-1
S(z)=[i_1J.

i > 2, viene dado por

Lema 3.20 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo estrella y (N, v) un juego de

utilidad transferible. El numero total de coaliciones factibles viene dado por

|F| =n+2"".

Lema 3.21 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo estrella y (N, v) un juego de
utilidad transferible. El numero total de coaliciones factibles a las que pertenece un
jugador viene dado por

{(n - +2"2 sik=1,.,n-1
Fk =

2l si k = n, siendo nel jugador central.

Lema 3.22 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo estrella y (N, v) un juego de
utilidad transferible. Si T es una coalicion factible con |I| = i, el numero total de

coaliciones factibles contenidas estrictamente en T viene dado por C(i)=i+ 2" 1.
Proposicion 3.23 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo estrella y (N, v) un
juego de utilidad transferible. El cdlculo de todos los dividendos de Harsanyi del

Juego restringido requiere un tiempo ©(3").

Para la complejidad espacial se tiene el siguiente resultado.
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Proposicion 3.24 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo estrella y (N, v) un
juego de utilidad transferible. El cdlculo de todos los dividendos de Harsanyi del

juego restringido requiere un espacio Q(2").

Como consecuencia de la Proposicion 3.23 se obtiene el orden de la

complejidad temporal del calculo del valor de Myerson.

Proposicion 3.25 En primer lugar, con el algoritmo dividendo, se calculan todos los
dividendos de Harsanyi. A continuacion, para calcular el valor de Myerson del
jugador k£ hay que considerar que este jugador pertenece a Fj coaliciones. Como
Fr < 2™, se tiene que el tiempo requerido para evaluar la suma en la expresion del
valor de Myerson es O(2") para cada jugador. Por tanto, la complejidad del calculo
del valor de Myerson viene determinada por la complejidad del célculo de los
dividendos. Es decir, se requiere un tiempo @(3").

O
3.2 El valor de Myerson en juegos restringidos por arboles
Anteriormente, se ha descrito un método para el calculo del valor de Myerson a partir
de los dividendos del juego restringido evitando obtener la funcién caracteristica del

juego restringido, asi como las componentes conexas maximales de cada coalicion.

Los dividendos del juego restringido son determinantes para calcular el valor
de Myerson. Para una situacion de comunicacién (, v, G) pueden obtenerse con la

siguiente formula
A (S)= D (- TvT).

res
Owen, en su trabajo Values of Graph-Restricted Games, demuestra que los
dividendos del juego restringido se pueden determinar a través de los dividendos del

juego (N, v) y de los juegos de unanimidad restringidos.

Teorema 3.26 (Owen (1986)) Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafoy (N, v) un
juego de utilidad transferible. Los dividendos del juego restringido, para toda

coalicion conexa S, vienen determinados por
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A (S) = AT)AL(S).

[TeS. T«

Puede observarse que la expresion resultante es, en la practica, bastante dificil
de evaluar. Por esta razon, Owen [44] describe una alternativa para simplificar el
calculo, estudiando los dividendos del juego restringido cuando el grafo es un arbol.
De forma andloga, Bilbao y Lopez [12] obtienen simplificaciones significativas que
permiten hacer un calculo directo de los dividendos del juego restringido mediante
los valores del juego (#, v) reduciendo asi la dificultad del calculo del valor de

Myerson.

Teorema 3.27 (Bilbao y Lopez (1996)). Sea la terna (N, v, G), donde G es un arbol
y (N, v) un juego. Los dividendos del juego restringido (N, v°) verifican, para toda

coalicion S conexa,

A(S) = > =D,

(T:S\ex(S)cT' S}

donde ex(S) es el conjunto de los puntos extremales de S.

Corolario 3.28 Sea la terna (N, v, G), donde G es un drbol y (N, v) un juego. El
valor de Myerson viene dado, para todo i € N, por
1 S|-|T
w(N,v,G) = Y [ (=1 V(T)},
(Scon‘e;'ues} S TelS™.S

donde, para cada coalicion conexa, S = S\ ex(S).

Ejemplo 3.29 Sea la terna (N, v, G), siendo N = {1, 2, 3, 4, 5}, G el arbol de la
Figura 3.2, y el juego v dado por
S-1, siS=0

v:2N—>R, v(S) =
0, siS=0.
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FIGURA 3.2

En este caso, las coaliciones factibles son:
F={0, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1, 3}, {1, 2}, {2,4}, {2, 5}, {1, 2,3}, {1, 2,4},
{1,2,5},{2,4,5},{1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5}, {1,2, 3,4, 5} }.

Utilizando resultados anteriores, el valor de Myerson viene determinado por

A (S
i (N,v,G) = Z A, ‘:E ) , para cada i € N,

{S conexa:ieS)

con A (S) = (=)*"""WT) para S conexa.

Tels=, s]
Por tanto, teniendo en cuenta que el intervalo [S™, S] es un dlgebra de Boole en el
reticulo (‘F, <), se calculan en primer lugar los dividendos del juego restringido

i) Paratodoie N, Ae({i}) = D*"wT)=0.

7el0,(1)]

ii)  Para las coaliciones {i, j} € T, se tiene

Ac(fi )= > D7"u(@)=v({i, j}) =1.

ref0.r,)]

iii)  Para las coaliciones factibles de cardinal 3,

As({1,2,3) = D (=)7"wW(T)
Te[(1},(1,2,3}]
= -v({1,2} = v({1,3}) + v({1,2,4})
=0.
Andlogamente,

Ac({L,2,4) = D (-1)""'w(T) =0,
re((2),0,2,4)]
As({L2,5)= D (-D)7"w(I) =0,
rel(2),41,2,5))
Ac({2,4,5)= > ()W) =0
re((2),(2,4,5)]
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v SiS=N
Ac({1,2,3,4,5)) = > =pTTwD) =0,
7€l{1,2),{1,2,3,4,5}]
De ahi,
Aq(S)
m(N,v,G)= > -

Capitulo 3. Algoritmos para el cdlculo de valores en juegos restringidos

Para la coaliciones factibles de 4 jugadores,

Ae({1,2,3,4}) = Y (DYTwWD) =0,

7€((1,2),01,2,3,4}]

Ac({1,2,3,5) = > DTy =0,

T€(1,2).{1,2,3,5}]

Ac({,2,4,5) = > (-D""wT)=0,

7e((1,2),{1,2,4,5})

{S conexa:1eS)

AN+ L [As(11,2D) + Ae((13))]

1
+ 3 [.f_\.l,..

+ 31 A (£1.2,3,4)) + A ({1,2,3,5)) + A ({1,2.4,5))]

. ; (A (£1,2,3,4,5))]

=],

y andlogamente:

Ag(S) 3

}"’2(N, v, G) = Z ‘; - o
{S conexa:2€S) * r
Ag(S) _ 1

INUANOLIED M R

{S conexa:3eS)

Ae(S) _ 1

wi(N,v,G) = : 5

{S conexa:4eS)

({1,2,3}) + Ao ({1,2,4}) + A6 ({1,2,5))]
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As(S) 1

{S conexa:5€S) S 2

Hs(N,v,G) =

Nétese que Y p,(N,v,G) =1+ ; + ; + ; + ; =4 = y(N).

ieN

El resultado obtenido en el Teorema 3.27 establece un nuevo algoritmo al que
se denominara dividendo2 que permite determinar los dividendos de Harsanyi del

juego (N, v). La descripcion del algoritmo es la siguiente.

Algoritmo dividendo?2

para i de 1 hasta n

[ para j de 1 hasta S(i)
Ac(S) « > (-1)

{T:S/ex(S/)sTcS/)

S

)

| fin_para

fin_para

donde S/ esla j-ésima coalicion de tamafio i y S(i) es el numero de coaliciones de

tamafio i.

La complejidad temporal de este algoritmo se analiza en la proposicién
siguiente. En este analisis se considera un almacenamiento previo, en una tabla, de

los extremales de cada coalicidon conexa.

Proposicion 3.30 Sea la terna (N, v, G) donde G es un drbol y (N, v) un juego de
utilidad transferible. El calculo de todos los dividendos de Harsanyi del juego

restringido requiere un tiempo O(2D |F]), donde T es el conjunto de coaliciones

conexas en el arbol y D = max({lex(S) : S € F}).

57



Capitulo 3. Algoritmos para el cdlculo de valores en juegos restringidos

Si se considera que los dividendos se calculan mediante un proceso
ascendente que exige almacenar los dividendos de cada una de las coaliciones, se

obtiene, de forma inmediata, el siguiente resultado.

Proposicion 3.31 Sea la terna (N, v, G), donde G es un arbol y (N, v) un juego de
utilidad transferible. El cdlculo de todos los dividendos de Harsanyi del juego

restringido requiere un espacio Q(|F)).

Ademas, la Proposicion 3.30 da como consecuencia el resultado siguiente.

Proposicion 3.32 Sea la terna (N, v, G), donde G es un drbol y (N, v) un juego de
utilidad transferible. El cdlculo del valor de Myerson de todos los jugadores,
utilizando los dividendos de Harsanyi, requiere un tiempo O(max(n |F, 2°|F)) siendo
D= max({|ex(S)|:S € F}).

Notese que, en los resultados anteriores, se ha supuesto realizado el calculo
del conjunto de puntos extremales de cada coalicion conexa y su almacenamiento.
Dado que esto tiene una repercusion notable en la complejidad del algoritmo, es por

lo que, en la siguiente proposicidn, se estudia, para cualquier S € F, la complejidad

temporal del calculo de ex(S) y [S, S].

Proposicion 3.33 Sean G = (N, E) un arbol y S € T, siendo F el conjunto de

coaliciones conexas de G.

a) El cdlculo de ex(S) requiere un tiempo O(n|F)).

b) El célculo de [S, S] requiere un tiempo O(|F|2P), siendo
D= max({|ex(S)| :S € F}).

Como consecuencia de este resultado, si se analiza el computo global de los

conjuntos ex(S), [S, S] y el dividendo correspondiente a cada coalicion conexa

S € T, se obtiene un resultado analogo al de la Proposicion 3.32 para el célculo del
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valor de Myerson de todos los jugadores mediante la utilizacion de los dividendos de

Harsanyi. Obviamente las constantes multiplicativas serian mayores.

A continuacién, se analiza la complejidad en dos casos particulares de
arboles "que ya han sido estudiados en la seccion anterior, y derivados de considerar
un grafo camino y un grafo estrella. La intencionalidad de estudiar, de nuevo, estas
dos situaciones de comunicacion es poner de manifiesto la importancia de utilizar las
formulas propuestas, en esta seccidn, en juegos restringidos por arboles ya que es
posible, en algunos casos obtener una reduccién en los tiempos de calculo, tanto en

los dividendos del juego restringido como en el del valor de Myerson.

Previo al estudio de la complejidad temporal del calculo de los dividendos en
el grafo camino, se indica el nimero de jugadores extremales de cada coalicion

conexa omitiéndose, por evidente, la demostracion.

Lema 3.34 Sea G un grafo camino. El numero de jugadores extremales de una

coalicion conexa S viene dado por |ex(S)| =2, si |S| =22,y |ex(S)| =1 si |S] = 1.

Proposicion 3.35 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino y (N, v) un
juego de utilidad transferible. El cdlculo de todos los dividendos de Harsanyi del

juego restringido requiere un tiempo @(nz).

Proposicion 3.36 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo camino y (N, v) un
juego de utilidad transferible. El cdlculo del valor de Myerson de todos los

jugadores requiere un tiempo O(n3).

Obsérvese que este resultado se podria haber obtenido como una

n+n+2

consecuencia de la Proposicion 3.32, considerando que D=2y F = 5

b

pues O(max(»|F, 2P |F) = O(n3).
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A continuacion, se estudia la complejidad del célculo del valor de Myerson, a
partir de los dividendos de Harsanyi, cuando la situacion de comunicacién viene
determinada por un grafo estrella. Se seguird un esquema de trabajo similar al
estudio particular anterior y se podra observar que, ahora, no van a producirse

ventajas computacionales en cuanto al tiempo.

Lema 3.37 Sea G un grafo estrella. El numero de jugadores extremales de una
coalicion conexa S viene dado por |ex(S)| = |S| - 1, si |S| = 3, y por |ex(S)| =|S], si |

S|<2.

Proposicion 3.38 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo extrella y (N, v) un
Jjuego de utilidad transferible. El cdlculo de todos los dividendos de Harsanyi del

Juego restringido requiere un tiempo ©(3").

Proposicion 3.39 Sea la terna (N, v, G), donde G es un grafo estrella y (N, v) un
juego de utilidad transferible. El calculo del valor de Mpyerson de todos los

jugadores requiere un tiempo ©(3").

3.3 Generalizacion del modelo de Myerson. Estructuras

U -estables
Aunque el modelo de Myerson supone un primer paso en el estudio de la
cooperacion parcial, éste no cubre todas las situaciones posibles que pueden
plantearse. Por ejemplo, es inmediato observar que si no fuera posible formar
coaliciones factibles de menos de tres jugadores, entonces seria imposible modelar
las relaciones entre los jugadores mediante un grafo de cooperacién. Por ello, en
1980, en su trabajo Conference structures and fair allocation rule , Myerson plantea
la generalizacion de su modelo de cooperacion parcial con la utilizaciéon de
hipergrafos de comunicacion basdndose en la existencia de un conjunto de

coaliciones factibles que no tiene porqué derivarse de las coaliciones conexas que se
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forman en un grafo de cooperacion entre los jugadores. Este estudio es continuado

por van den Nouweland, Borm y Tijs [19].

Siguiendo la linea de investigacion de Myerson, Lopez , Bilbao [10] [11], y
Algaba desarrollan un modelo de cooperacion parcial basado en los denominados
sistemas U-estables, los cuales generalizan las situaciones de comunicacién. A
continuacién se exponen resultados relativos a este modelo y su relacion con el de

Myerson.

Definicion 3.40 Un sistema U-estable o estable para la unién es un par (N, F), con

F 2V que verifica

A BeF, AnB#0 = AUBeTF.

Los sistemas U-estables tienen una interpretacion logica dentro de la
cooperacion parcial ya que, si dos coaliciones factibles tienen elementos comunes
éstos pueden ejercer de intermediarios entre ambas para formar una coalicidn factible
mas amplia, constituida por el grupo total. Como puede observarse, en uno de los
siguientes ejemplos, un caso particular de familias de coaliciones factibles U-estables

lo constituyen las situaciones de comunicacion.

Ejemplo 3.41 Sea N= {1 2, ..., n}, para algun numero natural ny considérese la
coleccion L, constituida por todas las coaliciones conexas del grafo camino. En este
modelo, que corresponde a una situacion de votacion en un orden politico

unidimensional estudiada por Edelman [31], y que tiene un antecedente en el policy

order de Axelrod [7], el par (N, L,) es un si. tema U-e table.

Ejemplo 3.42 Sea la terna (N, v, G) una situacion de comunicacion, donde
G= (N, E). El par (N, F), con
F={ScN:(S EOS)) es un subgrafo conexo de G}

es un sistema U-estable.
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Es importante resaltar que, dado un sistema U-estable, éste no siempre puede
ser modelado mediante un grafo de comunicacion. En efecto, considérese el par
(N, F),donde N={1, 2, 3, 4} y la familia

F={0,{1},{2},{3},{4},{1,2,3},{2,3,4}, N}.

Puede comprobarse que (N, F) constituye un sistema
estable para la unién que no coincide con la familia
de subgrafos conexos con las familias de subgrafos
conexos de ninguin grafo. Esto es debido a que
cualquier grafo (N, E) se define mediante parejas {i,

j}, lo cual implica que deben existir forzosamente

coaliciones factibles formadas por dos elementos y

FIGURA 3.3

esta propiedad no se verifica para la familia de
coaliciones F considerada.
Ejemplo 3.43 Sea N = {1, 2, 3, 4} y considérense los sistemas de coaliciones
(N, F) y (N, F,) dados por
o= {1},{4},{1,2},{2,3},{2,4},{1,2,3},{1,2,4},{2,3,4} N},

Fr = {{1},{2}, {3}, {4}, {1,2},{1,3},{2,4},{3,4}, N}

A través de la representaciéon de (F, <) y (%2, <) puede examinarse
facilmente si los sistemas son U-estables. Asi, (N, 7)) constituye un sistema
U-estable ya que, como puede comprobarse (ver diagramas de la Figura 3.4), siempre
que dos coaliciones factibles tienen interseccion no vacia, su union es una coalicién
factible. El par (», %3) no es un sistema U-estable, puesto que, por ejemplo,

{1, 2}, {1, 3} € Ty, verifican {1,2} N {1,3} # 0,

y, sin embargo,

(1,2} U {1,3} ={1,2,3} ¢ F».
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FIGURA 3.4

Definicion 3.44 Sean Fc 2Ny S < N. Se dice que T < S es una F-componente de S

siTe FynoexisteT'e F talque TcT'cS.

Es decir, las F-componentes de S son las coaliciones factibles maximales
pertenecientes a F y contenidas en S.

En adelante, para toda S < N, se denotara por C#(S) al conjunto de coaliciones
factibles maximales de S en (N, F); es decir,

Cs(S) ={T : T es F—omponentede S} < 2.

Obsérvese que el conjunto Cg(S) puede ser vacio. Esto significa que no existe
ninguna coalicidon factible contenida en S y, este hecho, tendra que ser tenido en
cuenta a la hora de introducir el juego restringido por la cooperacién parcial definida

por la familia F.

En el Ejemplo 3.42 se ha puesto de manifiesto que, dada una situacién de
comunicacion (N, v, G), el par (N, F), donde
F={Sc N: (S E(S)) es un subgrafo conexo de G},
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es un sistema de coaliciones factibles U-estables. En este caso, las F-componentes de

cualquier coalicién S < N son las componentes conexas del subgrafo (S, E(S)) y

constituyen una particion de S.

En  general, para cualquier coalicion S < N tal que
Cg (S) # 0, las T-componentes de S son siempre disjuntas entre si y constituyen una

particion de un subconjunto de S. Ahora bien, si todas las coaliciones unitarias fueran

factibles, entonces el conjunto Cg (S) forma una particion de S. En este caso, el

sistema de coaliciones factibles U-estable (N, F) se denomina sistema de particion.

Una estructura de cooperacion estable par la union es una terna (N, v, F)
donde (N, v) es un juego cooperativo de utilidad transferible y el par (N, F) es un

sistema de coaliciones estable para la union.

Definicion 3.45 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para la union.

Se denomina F-juego restringido al par (N, vF), con

DT, si Cr(S) =0
v 2% R, vT(S) = {7eC(5)
0, enotro caso.

Teniendo en cuenta el Ejemplo 3.42, la Definicién 3.44 y las observaciones
posteriores, puede afirmarse que la definicidon anterior constituye una generalizacion
del concepto del juego restringido por un grafo de comunicacion dado por

Myerson [42].

Teorema 3.46 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para la
union. Si (N, v) es un juego simple, propio y cero-normalizado, se verifica

a) (N, vF) es simple y propio.

b) vi(S)=max{w(T):T e Cz(S)}, paracada S < N.
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Para estructuras de cooperacion U-estables, se define el valor de Myerson

generalizado, el cual generaliza el valor de Myerson definido en situaciones de

comunicacion.

Definicion 3.47 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para la union.
El valor de Myerson generalizado asociado a (N, v, F), denotado por w(N, v, F),
esta definido por

wN, v, F)=d(v*) e R",

Ejemplo 3.48 Considérese el conjunto de jugadores N = {1, 2, 3, 4} y el sistema
estable para la union dado por T= {{1}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}, N}.

Seav:2" 5 R definido por v(S) = |S| — 1, para toda coalicion no vacia. En este
caso, el juego restringido esta definido por

S -1, siSeF

0, enotrocaso.

vi(S) = {
El valor de Myerson generalizado, W(N, v, F), viene dado por

WV, Fy = Ty ) - v\ (1) = 152 ,

(ScN:leS)

1
LW F) = Y vSPTS) - v s\ 2] = 1; ,

{SSN:2eS)

qr , 13

(N vE) = > v P (S) - v (S\(3))]= N
{ScN:3eS)

BNy, E) = Y S-S\ 4h)]= |52

{ScN:4eS)

“D'(n-s) 5 13 13 5§
siendo y(S) = g=b) ('n 2 . Asi, W(N,v,F) = [ J
n!

12712712712

Con el objetivo de analizar las caracteristicas del valor de Myer on
generalizado, se introducen progresivamente, y siguiendo la terminologia de

Myerson, el concepto de regla de asignacion y algunas propiedades de las mismas.
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Para ello fijado un conjunto finito N = {1, 2, .. ., n}, se denotara por SEN al
conjunto de todas las estructuras de cooperacién estables para la union que tienen a N
como conjunto de jugadores. Es decir,

SEY = {(N,v,F) : (N F) es U-estable y (V, v) un juego cooperativo}.

Definicion 3.49  Una regla de asignacion es una funcion y : SE' — R”,
Nov, ) > (Vv F), ..., (N, v, F)), que verifica
1. Zyk(N,v F)=v(M), V(N,v,F) e SE¥ ,YM € Cs(N).

keM

2 v, (Nv,F)=0Yie U M.

MeCqs(N)

Es decir una regla de asignacion es una funciéon que, a cada estructura de
cooperacién estable para la unidén definida sobre N, le asigna un vector n-
dimensional, que es eficiente para las F-componentes de la coalicion N y que asocia
un valor nulo a aquellos jugadores que no pertenecen a ninguna coalicion factible

maximal.

Myerson [42] demostrd, en el conjunto de situaciones de comunicacion, que
el valor de Myerson es la Unica regla de asignacidn justa. Con el propoésito de dar un
resultado similar en estructuras de cooperacion estables para la unién se tendra que
definir previamente lo que se entiende por regla de asignacion justa en estructuras de
cooperacion U-estables. Para ello es necesario introducir el concepto de ba e de un
sistema estable para la union.

Considérese un sistema U-estable (N, F )y sea g < F. A partir de g se

procede a realizar la siguiente construccion

g¥=¢
g =(suT:  Teg9 SnT=0)

g® =(SuT:8Teg* snT+0)

Obsérvese que

66



Capitulo 3. Algoritmos para el cdlculo de valores en juegos restringidos

puesto que g< F y (N, F) es un sistema U-estable. Ademas, el proceso es siempre

finito ya que, al ser F finito, se obtendrian, a lo sumo, todas las coaliciones factibles

de . Esta observacion permite introducir el siguiente concepto.

Definicion 3.50 Sean (N, ) un sistema U-estable y g < F. Se denomina sistema

generado por g, al conjunto SG(g) = g(

k+1) _ _(k
( )_g()-

Y donde k es el menor entero tal que

g

Obviamente, SG(0) = 0, SG({S}) para cualquier S € F,y SG(F)= F. Enel

siguiente ejemplo se ilustra este concepto.

Ejemplo 3.51 Sea N= {1, 2,3, 4,5} y considérese el sistema U-estable (N, F) dado
por
F={{1}, 3}, {1,2}, {2 3}, (2,4}, {3,5}, {1, 2,3}, {1, 2,4},
{2,3,4},{2,3,5}, {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {2, 3, 4,4}, N}.

Si g ={{1, 2}, {2,3}, {3,5}} c F, entonces
gP=g={{1,2},{2,3} (3,5},
g ={{1,2},{2,3}. (3,5} {1,2,3},(2,3,5}},
g®={{1,2}, (2,3}, (3,5}, {1,2,3), {2, 3,5}, {1, 2, 3,5}},
g(3)=g(2).
Luego,
SGg)=gP={{1,2},{2,3}, {3,5},{1,2,3),{2,3,5}, {1,2,3,5}} c F

Y, en este caso, k = 2.
Seria deseable encontrar, para cada sistema de coaliciones estable para la

union, un subconjunto minimal que, por el proceso anteriormente descrito genera

toda la familia inicial. Esta idea conduce a los siguientes conceptos.
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Sean (N, F) un sistema U-estable y g = F. Si (N, g) es U-estable, existiran,

posiblemente, coaliciones factibles que puedan expresarse como unién de dos
coaliciones factibles con interseccion no vacia. Esto da lugar a considerar el conjunto

D@)={Geg:G=4AUB A#G B#G A, Beg, ANnB=0)}.

Es decir, D(g) esta formado por aquellas coaliciones factibles que se pueden

expresar como union de otras dos coaliciones factibles distintas y no disjuntas.

Definicion 3.52 Sea (N, F) un sistema U-estable. Al conjunto
B(F) = F\ D(TF),

se le denomina base de F. Sus elementos se llaman soportes de .

El siguiente ejemplo ilustra el concepto de base.

Ejemplo 3.53 Sea N = {1, 2, 3,4} y considérese la familia de coaliciones factibles
F={{1}, {3}, {1,2}, {1,3}, {3,4}, {1,2,3}, {1, 3,4}, {2, 3,4}, {1,2,3,4}}.

El sistema (N, F) es estable para la union. Para calcular la base de F se

seleccionan, del conjunto de coaliciones factibles, aquéllas que pueden expresarse
como union de dos coaliciones factibles distintas con interseccion no vacia; esto es,
{1,2,3,4} = {1,3,4} U {2, 3, 4},
{1, 3,4} {1,3} U {3,4},
{1,2,3} {1,2} U {1, 3},

yasi,
D(F) = {{1, 2,3}, {1,3,4}, {1,2,3,4}}.

Finalmente, se eliminan de F dichas coaliciones, quedando

D(F)={{1}, (3}, {1, 2}, {1,3}, (3,4}, {2,3,4}}.
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Es evidente que, por construccion, el conjunto B(F') es Unico y no vacio,
siempre que F # 0. Ademas, se verifica que si (N, F) es un sistema U-estable,

entonces B(F) es el subconjunto minimal de F tal que SG(B(F)) = F.

Un estudio exhaustivo de las propiedades de las bases de un sistema U-estable

asi como las relaciones entre las F-componentes, las coaliciones factibles y los

soportes puede verse en [3][4]. De entre ellas hay una de especial significacion ya
que relaciona estrechamente las estructuras de cooperacion U-estables con el modelo
de estructuras de conferencias de Myerson. Esta relacion constituye un resultado

fundamental en la caracterizacion axiomatica del valor de Myerson generalizado.

Definicion 3.54 Una regla de asignacion, vy : SE¥ — R", es justa si, para toda
(N, v, F) e SE y cualesquiera B € B(F) yj€B,

YN, v, F)=v(N, v, F) =c,
donde "= SG(B(F)\ {B})yc € R.

Asi, si una regla de asignacion es justa, todos los jugadores que pertenecen a

un mismo soporte B pierden o ganan la misma cantidad si este soporte B es

eliminado de la estructura de cooperacion.

Myerson [42] probo que si el juego (N, v) es superaditivo, entonces el valor
de Myerson es, ademas, una regla de asignacion estable en el conjunto de situaciones
de comunicacion. Este resultado se puede generalizar a estructuras de cooperacion

estables para la union.

Definicion 3.55 Una regla de asignacién, y : SE” — R", es estable si, para toda
(N,v, F)e SENy cualesquiera B e B(F)y j € B,
YN, v, F)2yN v, F),

siendo F = SG(B(F)\ {B}).
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Esta coalicion asegura que todos los jugadores de cualquier soporte siempre
se benefician de llegar a un acuerdo y cooperar, si se consideran juegos de

beneficios.

Teorema 3.56 Sea (N, v, F) € SEY tal que (N, v) es superaditivo y cero-
normalizado. Entonces, el valor de Myerson generalizado, W(N, v, F), es una regla

de asignacion justa y estable.

El hecho de que el valor de Myerson generalizado sea una regla de asignacion
implica, de forma inmediata, que constituye siempre una preimputacion para el juego
restringido (N, vF). En efecto, para cualquier estructura de cooperacion estable para
la unién

NV F)= {Zu,-(zv,v,af)}= 2, V(M) =vT(N).

ieN MeCs(N)LieM MeCg(N)

Al igual que en situaciones de comunicacion existen otras caracterizaciones
axiomaticas para el valor de Myerson debidas a Borm, van den Nouweland y
, en sistemas U-estables hay también caracterizaciones analogas para el valor de

Myerson generalizado .

Para el calculo del valor de Myerson generalizado en un juego restringido por
una estructura de cooperacidn estable para la union, se va a seguir una linea similiar

a la presentada para el calculo del valor de Myerson.

La caracteristica de linealidad del valor de Shapley hace que el valor de
Myerson generalizado pueda ser expresado en términos de los dividendos de

Harsanyi. De forma andloga a las situaciones de comunicaciéon [12], el valor de

Myerson generalizado se expresa en términos de dividendos del juego restringido.
Asi, se tiene que, para cualquier i € N,
A (S

(N, v,F) = £ [ ].

(SeF:ieS) ‘S
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ya que dada una estructura de cooperacion estable para la union (N, v, F), el
conjunto de los juegos de unanimidad {u,- TeF,T= 0} constituye una base del

espacio L#(I'™), donde L¢: TV 5 TV, Le (v) = ve.

Como consecuencia de este resultado, el juego restringido puede expresarse
como una combinacién lineal de los juegos de unanimidad correspondientes a las

coaliciones factibles.

vi = Z Ay (Fur, con A, (0)=0,

(TeF.T=0}

verificandose, para toda coalicion factible S,

() =v(S$)= D A.®D).

{TeF: TcS)
A partir de esta expresion se pueden calcular, para cualquier coaliciéon S

factible, todos los dividendos del juego restringido con la siguiente formula recursiva

As(S)=v(S)- D AL(T).

(TeF: TcS)
Esta formula es similar a la dada anteriormente para el calculo de los
dividendos de un juego restringido por una situacion de comunicacion, cambiando

las coaliciones conexas por las coaliciones factibles.

Ejemplo 3.57 Sea la terna (N, v, F), siendo N = {1, 2, 3,4} v(S) =S| - 1 para toda
coalicion novaciaSc Ny F= {{1}, {1, 2,3}, {2, 3, 4}, N}.

Utilizando resultados anteriores, el valor de Myerson generalizado viene

determinado, para todo i € N, por

A, (S
MORTIEND WA
(SeF: ieS})
con As(S)=v(S)- > As(T)paraSeT.
(I'eF:TcS)

As({1})=v({1})=0,
Ay ({1,2,3) =v({1,2,3) = A, ({1}) =2 -0 = 2,

71



Capitulo 3. Algoritmo para el cdlculo de valores en juego restringidos

‘—l“v"({za 5 4}) = v({2, 3.4}) =2,
Ap(N)=v(N) - (A, ({1} + 4, ({1,2,3}) + A, ({2,3,4})) = -1
De ahi,

Aq(S
pyF= Y )

{SeF:leS) S

A, ({1)) + ; B 23D+ ) (V)

1 1
=0+ -2+ (-1
3 4( )

_ 43
12

Andlogamente,
(N, v, F) = nu3(N,v, F)

. 1 1
= A ((L23)+ A3 4+ AV

1 1 1
2+ 24 (-1
3 3 4( )

5
12

1
He N9, F) = | B0 ((23,4)) + ; A, (N)

1 1
= 2+ (-1
3 4( )

5
12

Notese que Zu,(N, v, F)=3=v"(N).

ieN

Utilizando el algoritmo dividendo para el célculo de los dividendos de las
coaliciones factibles, para las complejidades espacial y temporal se tien n re ultados
idénticos a los descritos anteriormente para el valor de My rs n. Por dich m tivo e

omiten las pruebas de los mismos.
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Proposicion 3.58 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para la
unién. El cdlculo de todos los dividendos del juego restringido requiere un tiempo
Q(IF)).

Proposicion 3.59 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para la

union. El cdlculo de todos los dividendos del juego restringido requiere un tiempo
o(3™).

Si se tiene en cuenta la posibilidad de que la coalicion N no sea una coalicion
factible, puede realizarse el célculo del valor de Myerson generalizado considerando
la restriccion a las coaliciones factibles maximales de N a la que pertenezca cada uno

de los jugadores.

Teorema 3.60 Sea (N, v, T) una estructura de cooperacion estable para la union tal

que (N, v) es un juego cero-normalizado. Si M € CHN) es tal que i € M, entonces
Hi(N,v, F) = p (M, vy, Ear ) 5

donde Fyy={F e F: Fc M}.

Este resultado, dado por Algaba , supone una generalizacion del dado por

Van den Nouweland [59] para situaciones de comunicacion.

Teorema 3.61 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacién estable para la union con

ICs (M) =p-

a) El cdlculo del valor de Myerson generalizado para un jugador i, mediante los
dividendos de Harsanyi, requiere un espacio Q(|Ti) y un tiempo O(3W'), siendo
Me Ceg(N)tal que i € M.

b) El calculo del valor de Myerson generalizado para todos los jugadores,

mediante los dividendos de Harsanyi, requiere un espacio Q(|F) y un tiempo

O(p - My, siendo |M| = max{| M, |: M, € C,(N)j}.
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3.4 El valor de Myerson generalizado en geometrias convexas.

Anteriormente se ha descrito que, para juegos restringidos por situaciones de
comunicaciéon Owen encuentra simplificaciones para el calculo de los dividendos
cuando el grafo es un arbol [44]. Bilbao y Lopez [12] ponen de manifiesto que estos
resultados de Owen se generalizan cuando el sistema de coaliciones factibles es una
geometria convexa de particion, entendiéndose por la misma a un par (N, L) que

verifica el ser una geometria convexa y un sistema de particion.

Los dividendos del juego restringido son determinantes para calcular el valor
de Myerson generalizado. Cuando el sistema de coaliciones factibles es una

geometria convexa (N, L), éstos pueden obtenerse con la siguiente férmula

A, (S) = D (=D (T,

TcS

Sin embargo interesa estudiar bajo qué condiciones el valor de Myerson
puede calcularse en términos de los dividendos del juego (N, v) y, si es posible, de su

funcidn caracteristica.

Teorema 3.62 Sean (N, T ) un sistema de particion y ur € v un Jjuego de
unanimidad. Entonces, el juego restringido uf viene definido, para toda S < N, por

1, siexiste Fe FtalqueT c Fc S
uf(S) =
0, enotro caso.

Ademas, para cada S < N,

A, (S)= (=D (L),

LcS

Teorema 3.63 Sea la terna (N, v, T), donde (N, F) es un sistema de particion y
(N, v) un juego. Para cualquier S € F, los dividendos del juego restringido vienen

determinados por
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Ap(S)= D ATIAL(S).

(IS, T+0)

Puede observarse que la expresion resultante es, en la préctica, bastante dificil

de evaluar. Sin embargo, en el caso de que el sistema (N, F) sea una geometria

convexa de particion se obtienen simplificaciones significativas. Ello se pone de
manifiesto en los siguientes teoremas en los que, en primer lugar, se generaliza el

resultado de Owen [44] que relaciona los dividendos del juego restringido (N, v7)

con los del juego (N, v). El segundo teorema permitira hacer un céalculo directo de los

dividendos del juego restringido mediante los valore del juego (N, v).

Proposicion 3.64 Sea (N, L) una geometria convexa de particion. Para toda
coalicion no vacia T C N, se tiene que

UTL =Ur.

Teorema 3.65 Sea la terna (N, v, L), donde (N, L) es una geometria convexa de
particion y (N, v) un juego. Para cualquier S € L, los dividendos del juego

restringido por la geometria convexa de particion, (N, v*), verifican

AuS)= Y AMD= D AT

{T:T=8) {T:ex(S)cTcS}

Teorema 3.66 Sea la terna (N, v, L), donde (N, L) es una geometria convexa de
particion y (N, v) un juego. Si S € L, entonces

AS) = Y (DTN

(T:S\ex(S)cTcS)
Noétese que si L = 2" entonces todos los elementos de cualquier coalicién son
puntos extremales de la misma. Es decir, para toda S € 2", se tiene que S\ ex(S) = 0,

y como V" = v, se obtiene, debido al Teorema 3.66, que para toda S € 2N

A(S) = B,u(S) = D (=)W,

Y N=}

que es la expresion correspondiente a los dividendos de Harsanyi [35].
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Corolario 3.67 Sea la terna (N, v, L), donde (N, L) es una geometria convexa de
particiony (N, v) un juego. El valor de Myerson generalizado viene dado por,
w(N,v, L) = Z : ]: (=D 1‘{T]i',
seCresy S| refs 5]
paratodoi € N,
Este resultado una consecuencia inmediata del Teorema 3.66 ya que para

cada S € L, el intervalo [S, S] es un algebra de Boole y S = S\ ex(S).

Ejemplo 3.68 Sea la terna (N, v, L), siendo N = {1, 2, 3, 4}, v(S) = |S| — | para toda
coalicion no vacia S ¢ N, y L la familia dada por
L={0, {1}, {2}, (3}, {4}, {1, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4},
{2, 3,4}, N}.
Puede observarse (véase Figura 3.5) que el par (N, L) es una geometria convexa de

particion.

{1, 2} {3,4}

{1} {4}

O
FIGURA 3.5

Utilizando resultados anteriores, el valor de Myerson generalizado viene

determinado, para cada i € N, por
ﬁ ¥ L {1‘;]

w(N,v, L) =
{Se L:ieS) S

]

con A, (S)= (-)¥"'w(T) paraSe L.

rels.s)
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Por tanto, teniendo en cuenta que el intervalo [S, S] es un dlgebra de Boole
en el reticulo (L, <), se calculan en primer lugar los dividendos del juego
re tringido.

i) Paratodoie N, A, .({i}) = Z (-D""w(T) = 0.

Tel0,(i}]

ii) SiS e L, con|S| =2, se tiene

Aci D= D7) = v, j) =1.

TE!O,{I,]’]

iii) Para las coaliciones factibles {1, 2,3}, {1,2,4} y {2, 3, 4}:
Ac{L2,3) = D )W) =0,

Te((2),{1,2,3}]

A({l,2,4) = > (=D)TTWT) =0,

Te((2),{1,2,4)]

A((2,34) = Y ()W) =-1.

T€(0,{2,3,4)]

iv)  SiS=N,entonces A,.(N) = z (=D*""w(T) = 0.
Tel(2),N]

De ahi,
A, (S)
w(N,v, L)= ;‘
{(Se L: 1eS)
1
=A_({1})+ 5 A ({1,2})
1
+;h4mjjﬂ+m4ﬂl%ﬂ+4&dﬁ)
=)
5
Andlogamente,

2 7
}L"[‘N'-V-\ L‘]:I'LJ(N*}n L)= 3 . P.z(N,V, L)= 6 .

Notese que Zu,(N,v, L)y=3=vY(N).

ieN

Obsérvese que estos resultados generalizan, para juegos restringidos por

geometrias convexas de particion, los resultados dados para juegos restringidos por
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arboles. Aqui las coaliciones convexas desempefian el papel que alli jugaban las
coaliciones convexas. Por tanto, se puede emplear el algoritmo dividendo2 para el
calculo del valor de Myerson generalizado en juegos restringidos por geometrias
convexas de particion, siendo similar el analisis de la complejidad espacial y

temporal para el calculo de los dividendos y del valor de Myerson generalizado.

Los dividendos se calculan mediante un proceso ascendente que exige
almacenar los dividendos de cada una de las coaliciones. En el analisis se considera
un almacenamiento previo en una tabla de los extremales de cada coalicion convexa.

Son inmediatos los siguientes resultados.

Proposicion 3.69 Sea la terna (N, v, L), donde (N, L) es una geometria convexa de
particion y (N, v) un juego de utilidad transferible. El cdlculo de todos los

dividendos de Harsanyi del juego restringido requiere un tiempo 0(2° |L|), donde

D = max{|ex(S)| : S € L}.

Proposicion 3.70 Sea la terna (N, v, L), donde (N, L) es una geometria convexa de
particion y (N, v) un juego de utilidad transferible. El cdlculo de todos los

dividendos de Harsanyi del juego restringido requiere un espacio Q(| L ).

Proposicion 3.71 Sea la terna (N, v, L), donde (N, L) es una geometria convexa de
particion y (N, v) un juego de utilidad transferible. El calculo del valor de Myerson

generalizado de todos los jugadores, utilizando los dividendos de Harsanyi, requiere

un tiempo O(max(n| L |, 2°11)).
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Funciones generatrices para calcular indices de

poder

4.1  Juegos restringidos por situaciones de comunicacion

El célculo de los indices de poder en juegos de votacion es un problema que puede
afrontarse utilizando los algoritmos para calcular el valor de Shapley descritos en los
capitulos anteriores. Obviamente, la complejidad de estos algoritmos limita
sobremanera la capacidad de célculo, y hace muy dificil estudiar un juego de
votacion ponderada con mds de 20 jugadores. Ahora bien, en el caso de juegos
simples de votacion ponderada, los indices de poder vienen determinados por sumas
extendidas sobre las coaliciones ganadoras minimales a las que pertenece cada
jugador y, afortunadamente, hay una forma de contar este nimero sin tener que
inspeccionar todas las coaliciones posibles, 2". Ello implica utilizar un procedimiento
que involucra el uso de funciones generatrices y que constituye, en analisis
combinatorio, un método indirecto para el calculo del nimero de configuraciones de

determinados tipos. En esta introduccién se describe, brevemente, su concepto.

Considérese la sucesion de numeros reales {a;},>0. A esta sucesion le

corresponde biunivocamente la serie

Za/xj’
=0

la cual es comoda y simple en las operaciones, particularmente cuando converge a

una funcion real f(x) que posee una forma analitica conveniente. Es decir,

Za,x’ = f(x).

La funcién [ (x) se denomina funcion generatriz ordinaria de la sucesion

{aj }1'2“’
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Por ejemplo, sea la sucesion de nimeros reales {1,1,1, . . .,}. A esta sucesion

se le puede asociar la serie

2 3
l+x+x2+x +...=fo,
J=0

., 1 .
que es convergente a la funciéon f(x) = | , siempre que |x| < 1. Entonces, la
x

funcion f(x) genera la sucesion {a J }, con a; = 1 para todo j, ya que su desarrollo

20°
en serie se potencias da lugar a identificar los coeficientes numéricos de los infinitos
sumandos con los elementos de la sucesion. Por tanto, puede afirmarse que una

funcion generatriz ordinaria genera una sucesion {a,}jzo cuyos elementos son

numeros reales.

En general, en el estudio y utilizaciéon de las funciones generatrices
ordinarias, la variable x no tiene un significado propio por si misma y solo se
introduce para identificar a; como el coeficiente correspondiente a x’ en el desarrollo
de f(x). Por tanto, la cuestion relativa a la convergencia de la serie no es relevante si

X se interpreta como una variable formal.

Las funciones generatrices ordinarias proporcionan un método para contar el
nimero de elementos c(k) de un conjunto finito, cuando estos elementos poseen una
determinada configuracién dependiente de una variable £, para lo cual se construye la
serie de potencias formal —ya que se ignora tanto la evaluacion en valores
particulares como los problemas de convergencia—

Z-:.'[k}_t“

k=0
y se investiga su funcién generatriz ordinaria. Asi, por ejemplo, para cualquier
n € N, el nimero de subconjuntos de k elementos de N = {1, 2, ..., n} viene dado

por la férmula explicita de los coeficientes binomiales

ny  n(n-1..(n-k+1)
k) k!
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y una funcién generatriz ordinaria que aproxima los coeficientes binomiales viene
dada por

Z[’I xf = (1+x)
,I.- J = X) .

&l

En lo sucesivo, para simplificar la notacion, c(k) se escribird como cx.

Por ultimo, dado que van a utilizarse en secciones posteriores, €s preciso
indicar que se pueden considerar funciones generatrices ordinarias de varias

variables, como las correspondientes a la serie de potencias formal

D> > ek, j.hxky'2,

k20 j20 /20
donde, en este caso, c(k, j, /), que se denotard como cy;, quiere indicar el nimero de
elementos de un conjunto finito con una determinada configuracion dependiente de

tres variables &, j y /.

4.2 Algoritmos para juegos de votacion ponderada

En esta seccidn se presentan funciones generatrices para calcular los indices de poder
de Banzhaf y de Shapley-Shubik en un juego de votacion ponderada (¥, v), definido
por

V= [q; wl,...,w,,].

La utilizacion de funciones generatrices para calcular el indice de poder de
Shapley-Shubik en juegos de votacidn tiene un antecedente en los trabajos de David
G. Cantor (1962) [40] [41]. Posteriormente, Brams y Affuso (1976) [21] emplearon
funciones generatrices para calcular el indice de Banzhaf normalizado. Se hace notar
que, con objeto de facilitar la exposicidon de resultados, el orden establecido sera

diferente al histdrico y, por dicho motivo, se describira en primer lugar el calculo del

indice de Banzhaf.

4.2.1 lindice de poder de Banzhaf normalizado

Como se indicd en la seccion 2.1.3, el indice de Banzhaf normalizado viene dado por

el vector
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BOY) = (Bi (V) pu )y con B(vy = M)
n)

donde n (v) es el nimero de swings del jugador i en el juego (N, v), y n(v) es el
nimero total de swings de todos los jugadores,

ne) = ..

ieN
Recuérdese que un swing para el jugador i estd constituido por un par de
coaliciones (S U i, S) tal que S U i es ganadora y S es perdedora. Asi, el niimero de
swings del jugador i es

N ={SeW:SuieW,

donde W denota el conjunto de coaliciones ganadoras.

Proposicion 4.1 Sea (N, v), con v = [g; w;, . . . ,wy], un juego de votacion

ponderada. Entonces, el numero de swings del jugador i viene dado por

o= > b,

k=q-w,

siendo by el numero de coaliciones S < N tales que i ¢ S y w(S) = k.

El siguiente resultado, debido a Brams y Affuso [21] establece una funcién

generatriz para obtener los nimeros {b,ﬁ },( .

Proposicion 4.2 (Brams-Affuso (1976)) Sea (N, v), con v = [q, w;, . . ., Wy], un
juego de votacion ponderada. Entonces, para cualquier i € N, la funcion generatriz

de los numeros by ,,,, donde, para cada k, b; es el numero de coaliciones S ¢ N
tal que i ¢ S,y w(S) = k, viene dada por

B(x)= [Ja+x").

J=h i
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En el ejemplo siguiente se describe la utilizacién de la funcion generatriz

indicada en la proposicién anterior.

Ejemplo 4.3 Considérese el juego de votacion ponderada del Ejemplo 3.72,

correspondiente al pleno del Ayuntamiento de Sevilla, y determinado por
N={1,2,3,4}, v=1{q;13,12,6,2], g=17.

Si se calcula el indice de poder de Banzhaf normalizado mediante un procedimiento

de cdlculo directo habra que determinar, primero, el peso y el valor de cada

coalicion.

Coalicion | w(S) v(S) Coalicion | w(S) v(S)
{} 0 0 2,3} 18 1
1} 13 0 2,4} 14 0
2} 12 0 13,4} 8 0
3} 6 0 1§11, 2,3} 31 1
43 2 0 11,2, 4} 27 1
1, 2} 25 1 {1,3,4} 21 1
1,3} 19 1 2,3,4} 20 1
1,4} 15 0 1,2,3,4} 33 1

A continuacion se indican, para cada jugador i, las condiciones S < N tales que

wWS) =0y WSui)=1.

Jugador Coaliciones

1 {12}, {3}, {2, 4}, {3,4}}
2 {4131, {3}, {1,4}, {3,4}} |
3 ({1}, {2}, {1,4}, {2,4}} |
4

Y, por tanto, el numero de swings para cada jugador es

Jugador | ni(v)
1 4
2 4
3 4
4 0

Como consecuencia, el numero total de swings es
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nw) =Y n =12,

ieN

y el valor de Banzhaf normalizado es

I 11 _ N (v)
3733 ,O], donde B, (v) = )

Si se quiere realizar el cdlculo del valor de Banzhaf utilizando las funciones

mw=[

generatrices indicadas en la proposicion anterior habrd que determinar, en primer

lugar, las funciones B;(x) = IHI 1+ x").

el jei

Bi(x)=(1+x")1+ x)1+ x?)

=1+ x2 +x%+ x84 x12 4 x4 x84 420
By(x) = (1+ x™)(1 + x*)(1 + x?)

=14+x? +x8 + x4 x4 xS x4 X,
Bi(x)=(1+x")1+ x")1+x%)

=14+ x7 +x7 + x4 ™ x4 xB 4y,
By(x)=(1+x")(1+x")(1 + x*)

=1+x® +x? + x4+ x"® +x" + 1% + XY,
Para obtener el numero de swings del jugador i basta considerar que

q-1
=Y b
k=g-w

Obsérvese que al sumar entre g —w;y q — 1 se tendrd el numero total de coaliciones

que pasan de perdedoras a ganadoras cuando se incorpora el jugador i. Por tanto,

16 16
T]l(v)=zb/£ = 4, 1’]2(")=Zbk2 =4,
k=4 k=5

16 16
ns(v) = Zbl\? =4, m((v)= be =0.
k=Ts

k=11

Finalmente, el numero total de swings es

N =Y nm=12,

keN
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y el valor de Banzhaf normalizado resulta ser

(111
B(v)—[3,3,3,o].

Notese que, en el ejemplo anterior, el nimero de coeficientes no nulos de los
polinomios Bj(x) esta acotado por el nimero de coeficientes no nulos del polinomio

B(x)=(1+ x'3)(1 + x'z)(l + x6)(1 + xz). Ademas, se verifica el siguiente resultado.

Proposicion 4.4 Sea (N, v), con v = [q; wi, . . ., W], un juego de votacion

ponderada. El numero de coeficientes no nulos, denotado por c, del polinomio

B(x) = ]—I 1+ x"™), verifica

n+1<c<min2",w(N)+1).

Corolario 4.5 Sea (N, v),conv=[g; wi, ..., w,], unjuego de votacion ponderada.

Entonces, para cada i € N, el numero de coeficientes no nulos del polinomio

Bi(x) = ]_I(l + x*) estd acotado por c, siendo c el numero de coeficientes no
j=l, ywi

nulos del polinomio B(x).

Ejemplo 4.6 Para el juego de votacion considerado en el Ejemplo 4.3,
correspondiente a la toma de decisiones en el Ayuntamiento de Sevilla, el polinomio
B(x) viene dado por

B(x) = (1+ x")(1+ x")(1+ x®)(1 + x?),

y se verifica que

4
c =16, Dw, +1=34, 2 =16.
J=1
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Ejemplo 4.7 Considérese el juego de votacion del Ejemplo 3.73, correspondiente a
la toma de decisiones en el Consejo de Gobierno de la Union Europea. En dicho

juego, representada por

v=g, 10,10, 10, 10,8, 5,5,5,5,4,4,3,3,3,2], 61 <g<68,

el polinomio B(x) resulta ser

y se verifica que

15
¢ = 86, Dw, +1=88, 2" =32768.
J=1

Ejemplo 4.8 La composicion del Congreso de los Diputados de Esparia resultante

de las elecciones de 1996 es la siguiente

1: PP, 156 escarios. 7. BNG, 2 escaiios.
2: PSOE, 141 escarios. |8: HB, 2 escarios.

3: 1U, 21 escarios. 9: ERC, 1 escario.

4: CiU, 16 escafios. 10: EA, 1 escario.

5: PNV, 5 escarios 11: UV, I escafo.
6: CC, 4 escario.

Conforme a esta distribucion de escarios, la toma de decisiones en el
Congreso puede modelarse como un juego simple de votacion ponderada (N, v),
siendo N el conjunto formado por todos los partidos con representacion

parlamentaria y

v={[q, 156,141,21,16,5,4,2,2,1,1, 1], g=176.
El polinomio B(x) viene dado por
B(x) = (1+ x")(1 + 2" + x)0 + x")(1+ x3)1 + x* )1+ x)* (1 + x)°,

y se verifica que

c=177, S, +1=351, 2" =2048.

J=1
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Proposiciéon 4.9 Sea (N, v), con v = [q; wi, . . ., wy,), un juego de volacion

ponderada. La expansion del polinomio B(x) = H(l + x") requiere un tiempo
J=1

0(nC), siendo C = min(2", w(N) + 1).

Una consecuencia inmediata de esta proposicién y del Corolario 4.5 es el

siguiente resultado.

Corolario 4.10 Sea (N, v), conv=[q;w,...,w,], un juego de votacion ponderada.

La expansion del polinomio B;(x) = H(l +x"), para cada i € N, requiere un
J=lj=i

tiempo O(nc), siendo c el numero de coeficientes no nulos del polinomio B(x).

A continuacion se describe la funcidn banzhaf Power Plus, que se utilizara
para calcular el indice de poder de Banzhaf normalizado en un juego (N, v), de

votacion ponderada, conv=[g; wy, ..., w,].

Funcion Banzhaf Power Plus (pesos, q)

{pesos: lista de n enteros; g: entero}

[ paraidel hastan

lista_aux « borra({w,...,w,},w,)

B« [] a+x")

welista _aux
w(N\i)
B(x)= ) bix*
k=0

-l
ne S
k

=q-w

| fin_para

n < i“a
i=l
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paraidel hastan

lista_aux « borra({w,,...,w,},w,)
Bi . /n

fin_para

devolver {B1, . - -, Bn}

En la siguiente proposiciéon se analiza la complejidad temporal de este

algoritmo.

Proposicion 4.11 Sea (N, v), con v = [q; w), . . ., wy], un juego de votacion
ponderada. El cdlculo del indice de Banzhaf normalizado de todos los jugadores con
la funcion banzhaf Power Plus requiere un tiempo O(n’c), siendo ¢ el nimero de

coeficientes no nulos del polinomio B(x).

4.2.2 indice de poder de Shapley-Shubik

Ya se ha indicado que Cantor utilizé funciones para calcular el indice de poder de
Shapley-Shubik en juegos simples de votacion y, como mencionan Mann y Shapley
[41], contribuyd con un resultado que se expone en la siguiente proposicion (véase
Lucas [40, pp. 214-216]). Previo al enunciado de la misma, obsérvese que el indice

de poder de Shapley-Shubik, para cada jugador i € N, en un juego simple, verifica

que

O,(v) = z st(n—s-1)!

(SeW-SuiewW) n!
-1 1 -1y
Z (n .I ) dl

J=0 n!

donde d}, representa el nimero de swings del jugador i en coaliciones de tamaiio j;

es decir, el numero de coaliciones de tamafio j que pasan a ser ganadoras cuando se

incorpora el jugador i.

88



Capitulo 4. Funciones generatrices para calcular indices de poder

Si, ademas, se considera un juego simple de votacion ponderada (N, v),
caracterizado por v = [gq, w), . . . , wy], puede escribirse, siguiendo el mismo
razonamiento establecido en la Proposicion 4.1, que, para todo valor de J,

0<j<n-1,

k=g-1
" i
d; = Zak >

J
k=q-w

siendo @, el numero de swings del jugador i en coaliciones formadas con j
jugadores, distintos de /, y con un peso coalicional &. Por tanto, dentro de la clase de
juegos simples de votacion ponderada, el indice de poder de Shapley-Shubik, para

cada jugador i € N, viene determinado por

H H] I I LY | k=qg-1
D, (v) = 2 L ;:' ”'a’j ; con dj = ) aj.
J=0

! kg,

El resultado dado por Cantor, y aludido al principio de la seccidn, permite

. i . i :
calcular los coeficientes {ak, }kzO,JZO’ y, con ellos, los nimeros {d y }/zo necesarios

para determinar el valor de Shapley-Shubik.

Proposicion 4.12 (Cantor (1962)) Sea (N, v), conv = [q; wi, . . ., wy], un juego de
votacion ponderada. Para cualquier i € N, la funcion generatriz de los numeros

, . . ..
Ay 40,30 donde, para cada k 'y j, ay; es el numero de coaliciones S < N, formadas

por j jugadores, coni ¢ S y w(S) = k, viene dada por

Si(x,2) = ﬁ(l +x"z).

SNy

Obsérvese que el conocimiento de los coeficientes {a4; }x20. 20, mediante la
., . ey o1 . [ ’ i
funcion generatriz S;(x,z), posibilita la determinacion de los numeros {dj }jzo

necesarios para el célculo del indice de poder de Shapley-Shubik en juegos simples

de votacion ponderada. Ahora bien, para determinarlos, es preciso notar que estos

numeros d; pueden identificarse con los coeficientes de un polinomio de la forma
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n=l
gi(Z) = Zdjzj s
J=0

y teniendo en cuenta que d) = z ay, , resulta
k=q-w;

1 p=l | WiN)
g(2) = Zu’j:“ = Z [Zu;,.\‘* z7.
j=0 =0 b=l

Como la Proposicion 4.12 establece que
n-l | w(N)
Si(x,z) = z Z apx* |,
j=0 | k=0
se deduce que para determinar los coeficientes de g,(z) es suficiente, para cada

potencia de la variable z en S; (x, z), seleccionar los coeficientes de los monomios

x¥z/ en los que el exponente k de la variable x varie entre g —w; y g — 1.

A continuacion, se ejemplifica lo anteriormente expuesto.

Ejemplo 4.13 Considérese el juego de votacion (N, v) del Ejemplo 4.3,
correspondiente a la toma de decisiones en el Ayuntamiento de Sevilla. En este caso,
v=g; 13,12, 6,2], siendo q=17.
Para calcular el indice de poder de Shapley-Shubik, con funciones generatrices, se
procede del siguiente modo. En primer lugar, se calculan las funciones
Si(x,z)= [] (+x"2).
j=l, Jei

Si(x,z) = 1+ x"22)(1 + x°z)(1 + x?z)

=1+ x 2+ X'z +x"z 4+ x°2% + xM2% + X2 + X72%,
Sy(x,2) = (1 + x"2)(1 + x°2)(1 + x°2)

=1+ xz+xbz+xz+ X022 + 22 +aV2 + X2,
Ss(x,2) = (1 4+ x"z)(1 + xz)(1 + x’z)

=1+ x'z+x"z+x"z+x
Si(x,2) =1+ x"z)(1 + x"z)(1 + x°2)

i3 18,2 192 252 31,3

=1+xfz+xP2+xPz4xt2 +x"2 +xT2°+X7 2.
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Los polinomios gi(z) son los siguientes
k] [ 3
gi(2) = Z [ia",} 2= Zd,’z-’ =2z+2z%,
j=0 k=4 =0
3 1

H!l:] =Z ﬂ::

fm

3
2/ =) dlz) =2z+22%,

o
-
-

=0 Lk=Il

-~

g(2) =

83(Z)=i 126:03,.] z/ =Z3:dj32’ =2z+2z%,

3
=0 Lk=15

-~

Finalmente, como
1 3
. 14— i—1)d"
D, (v) 4!;’1.(4 J=Dld;,
sustituyendo, resulta
1 ) : i
O)= L3 AE - -,
T

= ZL (4 —1-1)d} +21(4-2-1)'d})

1
= | m
o @2+2112)

1
= 4+4
24 ( )
=
3
Andlogamente,
D, (v) = Dy(v) = _I; ¥ O,(v)=0.
Proposicion 4.14 Sea (N, v), con v = [q; w1, . . ., Wy], un juego de votacion

ponderada. El numero de coeficientes no nulos, denotado por c, del polinomio
S(x,z) = l_[ (1+ x"z) verifica
J=1

n+1<c<minR",nw(N) +1).
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Como consecuencia inmediata, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.15 Sea (N, v), con v = [q; Wi,..., w,,], un juego de votacion ponderada.

Entonces, para cada i € N, el nimero de coeficientes no nulos del polinomio

"
- w ’ . ’ .
Si(x,2) = | I (1+ x"z) estd acotado por c, siendo c el nimero de coeficientes no
J=lj=i

nulos del polinomio S(x, z).

Al igual que se hizo en la seccidn correspondiente al indice de Banzhaf, se
enuncian resultados referentes a la complejidad temporal de la expansion de los

polinomios S(x,z) y S,(x,z). En ellos, se omiten las demostraciones por ser

analogas a las de la Proposicion 4.9 y del Corolario 4.10.

Corolario 4.16 Sea (N, v), con v = [q;w.,..., w,,], un juego de votacion ponderada.

La expansion del polinomio S(x, z)=H(1+xw’z) requiere un tiempo O(nC),
j=1

siendo C = min(2",nw(N) +1).

Corolario 4.17 Sea (N, v), con v = [q; Wiyeens w,,], un juego de votacion ponderada.

La expansion del polinomio S,(x,z) = H (1+x"z), para cada i € N, requiere un
J=1, j=i

tiempo O(nc), siendo c el numero de coeficientes no nulos del polinomio S(x, z).

A continuacién se describe la funcién ssPowerPlus que se realizara para el

calculo del indice de poder de Shapley-Shubik en un juego de votacién ponderada

(N, v),con v= [q; Wi,..., w,,].

Funcion ssPowerPlus(pesos, q)

{pesos: lista de n enteros; q: entero}
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[paraidel hasta n

lista_aux < borra({w,,..., w,}, w,)

Si(x,2) « ﬁ (1+x"2z)

wjelista _aux

[

1S,(x, )= [Ta+x"2)

/=|,/=&I k=0 J=0
=
£2.(2) <—-Zu’:.:“

Jml)

1}
I
ZE
M
X
S
-

J=0 k=‘1_wl

{g.<z>=§[ qZ_'at;} 2 =§d}zf}

!
b« > d)jl(n—-j-D!/n

J=0

| fin_para

devolver {6}, ..., ¢n}

Proposicion 4.18 Sea (N, v), con v = [q; Wi,eees w,,], un juego de votacion ponderada.
El cdlculo del indice de poder de Shapley-Shubik de todos los jugadores con la
funcion ssPowerPlus requiere un tiempo o(n’c), siendo c el niimero de coeficientes

no nulos del polinomio S(x, z).

4.3 Algoritmos para juegos de votacion con doble mayoria

Tal como su nombre indica, en esta seccion se tratardn juegos simples de votacién
con doble mayoria, que siempre pueden interpretarse como una composiciéon de dos

juegos simples de votacién ponderada.

En el conjunto
QY ={(N,v), v simple},
se considera la siguiente operacion interna
AQVNx QYN 5 QY (v,m) P Vv=y AV,

definida, para toda S < N, por
v(S) = (n A v2)(S) = min{v(S),v2(S)} -
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Si los juegos simples (N, vi) y (N, v2) son juegos de votacién ponderada, con
v, = [q;w],...,v,,] y v, =[p;p.,...,p,,], el juego (N, v), construido de la forma
anteriormente descrita, se denomina juego de votacion ponderada con doble
mayoriay, en este caso, se verifica

I siw(S)zq y p(S)2p
0, en otro caso.

1.'{|.‘;] = [1-'! MMy }{;S.] = {
El objetivo fundamental de esta seccion consistird en determinar funciones
generatrices que permitan calcular, para este tipo de juegos, el indice de Banzhaf

normalizado y el indice de Shapley-Shubik.

4.3.1 Indice de poder de Banzhaf normalizado

Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo v = v; A v, con
v =[q; wl,...,w,,] y v, =[p; p,,...,p,,]. Es necesario recordar que el calculo del
indice de Banzhaf normalizado exige conocer, para cada jugador i, su numero de
swings. Este numero se puede calcular considerando el conjunto de coaliciones
ganadoras a las que pertenece el jugador i y, dentro de €l, el subconjunto de
coaliciones en las que no sea necesaria su presencia para que sean ganadoras.
Proposicion 4.19 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo

V=V A Vy, CON V) = [q;wl,..., w,,] y W =[p; pl,...,p,,]. Entonces, el numero de

swings del jugador i viene dado por

w(N\i) p(N\i) _ w(N\i) p(N\i) ‘
ni(")= Z Zblir_ Z Zb;{r;

k=q-w;, r=p-p; k=q r=p
donde bl es el nimero de coaliciones S que no incluyen al jugador i tales que

w(lS) =k y p(S)=r.

A continuacidn, se establece una funcidn generatriz para obtener los numeros

i
bkr k20,r20 °
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Proposicion 4.20 Sea (N, v) un juego de votacién con doble mayoria, siendo
V=V A V3, cOn v, = [q; w.,...,w,,] y v, = [p; pl,...,p,,]. Entonces, para cualquier
i € N, la funcidn generatriz de los niimeros bj, s ,s,, donde, para cada k yr, b

es el numero de coaliciones S C N tales que i ¢ S, w(S) =k, y p(S) = r, viene dada

por
B(x, )= [Ja+x"ym).
J=l, =i
Ejemplo 4.21 Supdngase que el Patronato de los Jardines de Almutamid,
dependiente del Ayuntamiento de Sevilla, esta formado por un representante de cada
uno de los grupos politicos municipales. Los acuerdos de dicho organismo deben
contar con el respaldo de la mayoria absoluta de sus miembros, los cuales, ademadas,
deben representar la mayoria absoluta de los concejales. Se trata, por tanto, de un

Juego de doble mayoria que pueden modelarse del siguiente modo.

Considérese N = {1, 2, 3, 4} el conjunto de jugadores,

[ Jugador 1: PP Jugador 3: PA
Jugador 2: PSOE [ Jugador 4. IU

y sean (N, v)) y (N, v2), con vy = [17;13,12,6,2] y v2=[3;1, 1, 1, 1]. Entonces, la

funcién caracteristica del juego de doble mayoria verifica

1, siw(S)=217 y p(S)=3

0, en otro caso.

v(S) = A )(S) ={

A continuacion se describe el cdlculo del indice de Banzhaf mediante

funciones generatrices.

En primer lugar, se calculan las funciones Bi(x,y) = 1_[ (1+x" Y.
J=1, j=i

B,(x,y) =1+ x2y) 1+ x )1 +x7y)

12 14,2 18,2 20,,3
1+ x2y+xly+xPy? +x2y+xyt +x0yt +xy
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By(x, y) = (1+x"y) 1+ x°p)(1 + x2y)

=147y + Xy ++xpy 4 x8y2 £ x5y 4 192 +x2y?,
By(x, ) = 1+ x"y)(1+ x p)(1 + x2y)

— 1 +x2y+x12y+xl3y+x|4y2 +x15y2 +x25y2 +x27y3,
Bi(x, y) = 1+ xPy)(1 + x2p)(1 +x°y)

— 1 +x()y+x|2y+x|3y+x18y2 +x|9y2 +x25y2 +x3|y3'

Para calcular los swings de cada jugador se evalia

w(N\i) p(N\i) w(N\i) p(N\i)
TL(V) = Z Z bl\l'r - Z Z b/ir s
k=q-w, r=p-p, k=g r=p

y se obtiene

Como el numero total de swings es n(v) = Z n,(v) =12, resulta que el valor

i=1
de Banzhaf normalizado es

n:(v)

1111 ~
B(v)= 4’4’494 adondeﬁz(v)—n(v).

Con objeto de facilitar el computo de los coeficientes {bir}is0.r20 NECESAr1OS

para determinar el numero de swings, se pueden utilizar tablas para representar los

polinomios B,(x,y). Asi, el almacenamiento en una matriz de los coeficientes del

polinomio B,(x,y) seria de la forma que se indica en la siguiente figura, pudiendo

intuirse claramente que el calculo del numero de swings vendra dado, como se
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explicitard mas adelante, por la diferencia entre las sumas de todos los elementos de

cada una de las submatrices resaltadas.

2 3 _ , i
1 I‘(1 y y y y/’ Di yl' yl’(N\)
A
X
x2
x3
Xt
I‘f
xW(N\I)
A
FIGURA 4.1

Por ejemplo, el almacenamiento en una matriz de los coeficientes del
polinomio Bi(x,y)=1+x*y+x’y+x*y? +x2y +x"p? + x"*»? + x¥y*, es como

se indica a continuacion.
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(S}
w

Ly » oy
1 (1 0 0 O0)
X 0 0 0 O
x? 01 0 0
x> [0 0 0 0
x! 0 0 0 O
x° 0 0 0 O
x® 0 1 0 0
x’ 0 0 0 O
x® 0 01 O
x° 0 0 0 O
x'? 0 0 0 O
x'! 0 0 0 O
X2 01 0 0
x'? 0O 0 0 O
x' 0O 0 1 O
x" 0 0 0 O
x* 10 0 0 0
" [0 0 0 0
x* |0 0 1 0
x" 0 0 0 O
2 (oo o 1)

FIGURA 4.2

Pudiendo observarse que el elemento que ocupa la posicion (k+ 1, » + 1) en la matriz

20 3

coincide con el coeficiente b, del polinomio B, (x, y) = Z Z by x*y" .

k=0 r=0

Una vez construida la matriz, para calcular el nimero de swings del jugador i,

se determina, primero, el cardinal del conjunto de coaliciones ganadoras a las que

pertenece dicho jugador,
‘ w(N\i)  p(N\i)
si= 2 Db
k=q-w; r=p-p;
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el cual puede obtenerse sumando los elementos no nulos del bloque constituido por

las filas que van desde la g —w, +1 hasta la w(N\i) + 1, y por las columnas

comprendidas entre la p — p; + 1 hasta la columna p(N \ i) +1, ambas inclusive.

Seguidamente, se determina el cardinal del subconjunto de coaliciones
ganadoras, a las que pertenece el jugador i, pero en las que su presencia no es

necesaria para que sean ganadoras,

w(N\i) p(N\i)
55 = > b .
k=q r=p

Este cardinal puede obtenerse sumando los elementos no nulos del bloque
constituido por las filas que van desde la ¢ + 1 hasta w(N \ i) + 1, y por las columnas

comprendidas entre la p + 1 hasta la columna p(N \ i) + 1, ambas inclusive.

Por 1ltimo, el numero de swings del jugador i se obtiene evaluando la
diferencia

n, =5 - 5.
Proposicion 4.22 Sea (N, v) un juego de votarion con doble mayoria, siendo

V=V AV, convi=[qg; Wi, ..., Whly va=[p;p, ..., pal El numero de coeficientes

no nulos, denotado por ¢, del polinomio B(x, y) = 1_[ 1+ x"y") verifica
J=1

n+1<c<min2",w(N)p(N)+1).

A continuacion se enuncian resultados que son similares a los ya establecidos

para juegos simples de votacion ponderada. Las pruebas de los mismos se omiten por

ser analogas.

Corolario 4.23 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo

V=i A vy, CON V) = [g: Wioees w,]y v = [p;pl,...,p,,]. El numero de coeficientes no
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nulos del polinomio B,(x,y) = H (1+x™y"™), para cada i € N, estd acotado por
J=l =i

¢, siendo el numero de coeficientes no nulos del polinomio B(x, y).

Proposicion 4.24 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria,
siendo v = vi A vy, con =[q;w,,...,w,,] y W =[p;p,,...,p,,]. La expansion

del polinomio B(x,y) = ]_[ (1 +x"y”), requiere un tiempo O(nC), siendo

J=lj=i

C=min(2", w(N) p(N) + 1).

Corolario 4.25 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo

V = Vv A V3, CcOn v, =[q;w.,...,w,,] y v =[p;pl,...,p,,]. Para cada i € N, la

expansion del polinomio B,(x,y) = H 1+ x"y"™) requiere un tiempo O(nC),

J=1,y%i

siendo c el numero de coeficientes no nulos del polinomio B(x, y).
Por ultimo, se describe la funcién banzhafTwoPower que se utilizard para
calcular el indice de Banzhaf normalizado de todos los jugadores en un juego de

votacidon ponderada de doble mayoria. Ademas, se estudia su complejidad temporal.

Funcién banzhafTwoPower(pesos1,pesos2,q,p)
{pesos]: lista de n enteros; pesos2: lista de n enteros; g: entero;

p: entero}
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[paraidel hastan
lista aux < borra({w,,....,w,},w,)

lista _aux « borra({p,,..., p»}, p:)

L]

B(x,y) &« [ a+x"ym)

w; €lista _aux|
p, €lista _aux2

{ n w(N\i) p(N\))

Bi(x,y)= [] a+x"y7)y=> > bix*y’
=0

J=1, %1 k=0
coefi « coeficientes de B,(x, y)
{coefi es una matrizde orden (W(N \ i) + 1) x (p(N \ i) + 1)}
S|« Suma[coeﬁ[k, r], conkdesdeq — w, + lhastaw(N \ i) +1,yconr
desde p — p, + lhasta p(N \ i)+ 1]
w(N\1)  p(N\i)
i =S S
k=q-w, r=p-pi
sh « Suma[coeﬁ[k, r], con k desde g + lhastaw(N \ i) + 1,yconr
desde p + 1 hasta p(N \ i)+ 1]

w(N\i) p(N\i)
si= 2, Db
k=q =p

N €S| — 52

fin para

nedm
fm ]
Mparaidel hastan

B/’ «<mn /T]
fin para

devolver {B1, ..., Pn}
Proposicion 4.26 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo

v = vy A v, con v =g Wi Wa] ¥ V2 = [P pros pa. El calculo del indice de
Banzhaf normalizado de todos los jugadores, con la funcion banzhafTwo-Power,

requiere un tiempo O(nzc), siendo c el numero de coeficientes no nulos del polinomio

B(x, y).
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4.3.2 Indice de poder de Shapley-Shubik
Al igual que sucede con el indice de Banzhaf en juegos de doble mayoria, también es
posible obtener, usando funciones generatrices, un resultado similar para el célculo
del indice de poder de Shapley-Shubik.

Ahora bien, antes de establecer los oportunos resultados, recuérdese que, en
la seccion 4.2.2 se indicd que el indice de Shapley-Shubik en juegos simples venia

determinado, para cada jugador i € N, por

i jo
M, (v) Z ;gD d,
n

J=0 :

donde cada d; representa el nimero de swings del jugador i en coaliciones de

tamano J.

Si, en la situacidbn que aqui se estudia, resulta ser el juego
V = Vi A ¥, con v =[q;w,,...,w,,] y W =[p;p1,...,p,,], entonces, segun los

razonamientos establecidos al inicio de la seccion anterior, se tiene que

w(N\i) p(N\1) w(N\1) p(N\1)
dj= 3 Dy 2 Db,
k=q-w; r=p-p, k=q r=p

donde aj, es el numero de coaliciones S que no incluyen al jugador i y que tienen

pesos w(S) =ky p(S)=r.

Proposicion 4.27 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo
V=1V AV CON 'V, = [q;wl,...,w,,] y v, = [p; p,,...,p,,]. Para cualquier i € N, la
funcion generatriz de los numeros {@hy }120.r20, ;20 donde, para cada k, vy j, ai, es el
niimero de coaliciones S de j jugadores con w(S) = k, p(S) = r y tales que i ¢ S, viene

dada por

S (x,y,2) = 1_[ 1+ x"y"z).

J=lj#i
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Obsérvese que el conocimiento de los coeficientes {ai, }rs0,r20, 20, mediante

la funcioén S;(x, y,z) posibilita la determinacién de los numeros d| /20 necesarios

para calcular el indice de Shapley-Shubik. Ahora bien, para ello, se utilizara una
técnica similar a la empleada en los juegos simples de votacion ponderada de la
seccion 4.2.2, y a la descrita en la seccidon 4.3.1 para almacenar los coeficientes de

los polinomios B,(x, y) en el calculo del indice de Banzhaf en juegos de votacién de

doble mayoria.

Asi, los numeros {d;},,o pueden identificarse con los coeficientes de un

polinomio de la forma
n-1
gi(2) = ) d;z’
J=0

y, teniendo en cuenta el hecho de ser

w(N\i) p(N\i) . w(N\i) p(N\i) ‘
THE > ai, - iy »
k=q-w; r=p-p; k=q r=p
resulta
p-| a=t [ wN\D)  p(N\i) w(N\i) p(N\i)
j i i J
g@=Sar =SS Sa, Y S |
J=0 J=0| k=g-w; r=p-p k=q  r=p

Ahora bien, de aqui se obtiene que,

w(N\i) p(Ni) | n-1 w(N\i) piNWl| n-1 _

i i ! J

g(2)= 2, 2 D, gz’ |- > Qirj 2
k=g-w; r=p-pi |_Jj=0 k=g r=p | J=0

y como la Proposiciéon 4.27 permite establecer que

w(N\i) p(N\I) | w=ll '
— t oy
S,’(xaya Z) = z z i’i".r""’ X }_r ¥
k=0 r=0 f=0

puede procederse como a continuacion se indica. En primer lugar, se almacenan los

elementos de S,(x,y,z) en una matriz de orden (W(N\i)+1)x(p(N\i)+1),

ordenando las filas por potencias crecientes de la variable x y las columnas segin

potencias crecientes de la variable y (véase Figura 4.3), de forma que el elemento
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que ocupa la posicion correspondiente a la fila (k +1)-ésima y a la columna

-1
(j +1)-ésimay a la columna (j + 1)-ésima es el polinomio ia,’,,jzf :

J=0
Loy y2 o yr e v
1 !
X
x2
: n-1
x* D iz’
5 J=0
xw(N\l)
/
FIGURA 4.3

Posteriormente, procediendo de modo andlogo al cédlculo de indice de
Banzhaf, se determina, primero, un polinomio en z cuyos coeficientes representan,
clasificados segun los diferentes cardinales de las coaliciones, las coaliciones

ganadoras a las que pertenece el jugador i,

w(N\i) p(N\i) p-] )
!
si(z) = E E E A 2” .
k=q-w; r=p-p; j=0

En segundo lugar, se determina también un polinomio en z cuyos coeficientes
representan, clasificados segun los diferentes cardinales de las coaliciones, el niimero
de coaliciones ganadoras a las que pertenece el jugador i pero en las que su presencia

no es necesaria para que sean ganadoras,
w(N\i) w(N\i) -

$5(z) = Z Z > a2

k=g r=p j=0

Estos polinomios s{(z) y s3(z) se obtienen, respectivamente, sumando los

elementos no nulos del bloque constituido por las filas que van desde la
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(g — w,) -ésima a la ultima y desde la (p — p;)-€ésima columna a la ultima, y sumando

los elementos no nulos del bloque formado por las w(N \ i) — p dltimas columnas.

Finalmente,

g.(2) =S diz = 5(2) - s3(2).
J=0

A continuacion se ejemplifican los razonamientos desarrollados en los

parrafos anteriores. Posteriormente, se estudia la complejidad del algoritmo para el

célculo de los coeficientes {d}} ..

Ejemplo 4.28 Considérese el Ejemplo 4.21 correspondiente al Patronato de los
Jardines de Almutamid Teniendo en cuenta que, en este caso, los pesos
correspondientes a todos los jugadores en los juegos (N, v\) y (N, va2) son
{13, 12 6,2} y {1, 1, 1, 1}, la funcion generatriz correspondientes al jugador 1
viene dada por
Si(x, y, z)=(1 +x'2yz)(1 +x6yz)(1 + x%yz)
=1+ x2yz+ x°pz + x*y?z% + x'2yz + x"y22? + x'8y?22 + X772,

y la representacion matricial del polinomio es
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Ly y )y
| (1 0 0 0)
X 0 0 0 o0
x? 0 z 0 o0
x> [0 0 0 0
x* 0 0 0 o
x° 0 0 0 o
x* [0 z 0 o0
x’ 0 0 0 o
x* {0 0 22 o
x> 10 0 0 0
x1° 0 0 0 o0
x! 0 0 0 o0
10 z 0 0
x" 0 0 0 o0
10 0 22 o
xX* 10 0 0 0
10 0 0 0
X100 0 0
x'8 0 0 z2 0
10 0 0 0
x* 0 0 0 2
FIGURA 4.4

Notese que, tal y como se ha razonado previamente, el elemento que ocupa la

n-1
) . : |
posicién (k + I, r + 1) en esta matriz es un polinomio de la forma E A2’ .
J=0

Proposicion 4.29 Sea (N, v) un juego de votacién con doble mayoria, siendo
V=V AV, CcOn v = [q; Wi, w,,] y v = [p; DPlsenes p,,]. El niimero de coeficientes no
nulos, denotado por c, del polinomio S(x, y, z) = H (1 + x"y"z) verifica

J=1

n+1<c<min",nw(N)p(N)+1).
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De la misma forma que se hizo en la seccion anterior, se indican resultados
similare$ a los enunciados para juegos de votacién de una mayoria. Las pruebas de

los mismos se omiten por ser andlogas.

Corolario 4.30 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo

V=V AV, COn V) = [q; Wi, w,,] y v, = [p; pl,...,p,,]. El numero de coeficientes no

nulos, del polinomio S(x,y,z) = r[(l +x"y"™z), para cada i € N, esta acotado
J=1

por ¢, siendo c el numero de coeficientes no nulos del polinomio S(x, y, z).

Proposicion 4.31 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo
V=V AV, COn Vv, = [q; w,,...,w,,] y v, = [p; pl,...,p,,]. La expansion del polinomio

S(x,y,2z) = 1—[ (1+ x™y"z), requiere un tiempo O(nC), siendo C= min(2", nw(N)

J=lgwi

p(N) + 1).

Corolario 4.32 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo

V=V AV, COn v = [q; Wiy w,,] y v, = [p; p.,...,p,,]. La expansion del polinomio

S(x, y,z) = ﬁ (1+ x™y”™z), para cada i € N, requiere un tiempo O(nc), siendo c
J=1, j=i

el numero de coeficientes no nulos del polinomio S(x, y, z).

A continuacion se describe la funcion ssTwoPower que se utilizard para
calcular el indice de poder de Shapley-Shubik de todos los jugadores en un juego

(N, v) de votacién con doble mayoria, siendo la funcion caracteristica v = v; A v,, con

Vv = [q;Wl,..., W,,] y v, = [j], DPise-os p,,].

»

Funcién ssTwoPower(pesosl, pesos2, q, p)

{pesos]: lista de n enteros; pesos2: lista de »n enteros; g, p: enteros}
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(paraidel hastan
lista aux1 « borra({w,....w,}, w,)

lista _aux2 « borra({p,.... p,}, p.)

Sy.z)e ] a+x"yrz)

w,elista _anx|
pyelista _anx?

-{.ﬁ‘,(x,y.z) = [—[ (I+x"yhz) = ZZ Zui,,..\"_r’:"ll

WY 5=t
1=1.7# & =0 rafl - jul
coefi « coeficientesde S,(x, y, z)

{coefi es una matriz que almacena los coeficientes del polinomio,

n-=
coefilk + L,r +1)= ) w,z'}
1=0

s « Sumalcoefilk,r] con k desde ¢ — w, + I hastaw(N \ i) + 1,y con r

desde p — p, + l hasta p(N \ i)+ 1]

w(NV) AN ) ]
{s;(z)z Z Z Zu:,,:'}-

k=g=w, r=p-p, =0
sh(z) « Suma[cneﬁ[k,rl con kdesdeqg + lhastad, + 1,yconr

desde p + 1 hasta d,+ 1]

w(NV) LN =
{sam: ) z}

8i(2) « si(2) — 52(2)

| n-l I
182 = 2 iz
/=0

n=1
@, « Y. d)jn—-j-D/n

=0

fin_para

devolver {0y, ..., dn)

Propo icion 4.33 Sea (N, v) un juego de votacion con doble mayoria, siendo
V=V A Va, CON VW = [C/;Ww--,Wn y v, = [p: p.,...,p,,]. El cdlculo del indice de
Shapley-Shubik de todos los Jugadores con la funcion ssTwoPower requiere un

liempo O(nzc)” siendo ¢ el mimero de coeficientes no nulos del polinomio S(x, y, z).

CONCLUSION Estoa algoritmos son los primeros en implementarse y por

tanto no podrian concluirse en mejoras respecto de otros anteriores.
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