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Resumen

El objetivo del presente trabajo es demostrar el Teorema de Reny (1999), el cual
brinda condiciones necesarias para garantizar la existencia de equilibrios de Nash
en estrategias puras, y también establecer criterios para garantizar las condiciones
de dicho teorema sobre la extensién mixta de un juego estratégico. La importancia
de este resultado radica en la permisividad de ampliar el estudio a ciertos juegos
discontinuos, y también deducir algunos resultados clasicos, tales como el Teorema

de Glicksberg (1952), Mertens (1986) y Robson (1994).

Comenzamos introduciendo los conceptos de payoff security, reciprocamente semi-
continuidad superior (rscs) 'y better-reply security (brs), y mostramos una relacién
entre ellas. Luego probamos el Teorema de Reny, el cual establece que todo juego

compacto, cuasicéncavo y brs posee equilibrio de Nash en estrategias puras.

En la segunda parte analizamos juegos estratégicos con cierto tipo de simetria, la
cual permitira debilitar las condiciones del juego y garantizar la existencia de equi-

librios simétricos.

En la parte final enfocamos nuestro analisis sobre la extensiéon mixta de un jue-
go estratégico compacto y Hausdorff. Introducimos el concepto de uniformemente

payoff security, el cual es condicién necesaria para asegurar que la extensién mixta



II

resulte payoff secure. Luego mostramos los teoremas clasicos mencionados y con-
cluimos nuestro trabajo con el analisis del juego “Votacion sobre el impuesto a la
renta” (Carbonell-Nicolau), y mostramos la existencia de un equilibrio de Nash en

estrategias mixtas.
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Introduccion

A menudo es natural modelar ciertos problemas como si se tratasen de un juego,
mas especificamente, tal situacién puede ser vista como una interaccién entre una
cantidad finita de jugadores donde cada uno posee un conjunto del que tomaran sus
decisiones, la cual producird cierto grado de satisfaccién (utilidad) dependiendo de
la eleccion del resto.

Formalmente, un juego estratégico G esta conformado por una cantidad finita N de
jugadores, donde cada uno posee un conjunto de estrategias X; y una funcion de
utilidad w; : [, X; — R.

A la situacion en la que a ningin jugador le convenga cambiar de estrategia si el
resto mantiene la eleccién tomada la llamaremos equilibrio de Nash, es decir, un
equilibrio es un perfil de estrategias a = (ay,...,ay) € Hf\il X; tal que para cada
jugador 7 se tiene

UZ<CL) 2 ui(ala ceey A1, Ty Qg 1, - 7aN)

para todo = € Xj.

Debido a que es sencillo mostrar situaciones (juegos) en los que no hay equilibrio, el
concepto de equilibrio de Nash se extiende a uno mas general conocido como equi-
librio de Nash en estrategias miztas. Fue John F. Nash (1951) quien introdujo esta
nueva nocion de equilibrio, y mostré que si los conjuntos de estrategias son finitos,
tal equilibrio existe. La demostracion esencialmente se basa en aplicar el teorema de

punto fijo de Brouwer.



Con el tiempo este resultado pudo generalizarse al caso de juegos continuos con
conjuntos de estrategias compactas en algin espacio euclidiano. Dado que este re-
sultado mas fuerte utilizaba también un teorema de punto fijo (Kakutani), fué I.
L. Glicksberg quién pudo extender el andlisis al caso en el que las estrategias no
necesariamente pertenezcan a espacios euclidianos, basicamente generalizando este
teorema de punto fijo.

En el presente trabajo mostramos un resultado ain mas general (Reny-1999), el cual

solo requerird que el espacio ambiente sea un espacio vectorial topolégico.



Capitulo 1

Equilibrio en estrategias puras

Muchas situaciones reales pueden ser modeladas mediante un juego en el que el
espacio de estrategias es infinito. Dichos juegos pueden contar con funciones de utili-
dad discontinuas, asi que ciertos resultados clasicos como Glicksberg (1952) o Debreu
(1952) no pueden ser utilizados. En este capitulo introducimos nuevas nociones, tales
como payoff security, reciprocamente semi-continuidad superiory better-reply security,
que nos permitiran extender las condiciones acerca de las funciones de utilidad, in-

cluyendo casos en los que estas sean continuas o discontinuas.

Los conceptos previos y propiedades referentes a topologia, espacios vectoriales to-

poldgicos y medida son desarrollados a detalle en el apéndice.

1.1. Definicién y propiedades

Sea N el nimero de jugadores. Cada jugador ¢ tiene asociado un subconjunto no
vacio y compacto X; de un espacio vectorial topolégico (no necesariamente Haus-
dorff o localmente convexo) y una funcion de utilidad acotada u; : X — R, donde

X = Hf\il X; es dotado con la topologia producto. Bajo estas condiciones el juego



estratégico G = (X;, u;)Y, es llamado compacto.

El vector de funciones de utilidad es la funcién u : X — RY definida por
u(z) = (u(z),...,un(x)), y I = {(z,u(z)) : z € X} C X x R" denota el gréfico
de dicha aplicacion.

Debido a que las funciones de utilidad u; son acotadas, I' € X x B(0,r) para algiin

r > 0. Por tanto, T es compacto.

Dado =z € X, denotemos xz_; = (x1,...,%i-1,%it1,...,2n) € X_;, donde
N
X =TI X,

Si X; es convexo y para cada x_; € X_; la funcién u,;(-,z_;) es cuasicéncava sobre

. . N .y
X;, diremos que el juego G = (X, u;);_, es cuasiconcavo.

Definicién 1.1. Decimos que el jugador i asequra la utilidad o € R en x € X si
existe d; € X; y una vecindad abierta V' C X_; de x_; tal que

x’ﬁ.lefv ui(di, 2’;) > a

En caso de que la desigualdad anterior sea estricta, diremos que el jugador ¢ asequra

una utilidad estrictamente mayor que « en x.

Asi, cierta utilidad puede ser asegurada por ¢ en x si dicho jugador posee una
estrategia que garantiza al menos tal utilidad, incluso si el resto de jugadores se

desvian ligeramente de .

Para cada jugador i € {1,..., N}, z_; € X_; y d; € X; definimos

w;(di,z_;) = sup inf w;(d;,2",)

donde V,_, denota el conjunto de vecindades abiertas de x_; en X_;.



Nétese que u; define una funcién real ya que w; es acotada, y que w,(d;, z_;) re-
presenta el maximo valor que el jugador ¢ puede asegurar en x si elige la estrategia

d;.

Proposicion 1.1. El jugador ¢ puede asequrar una utilidad estrictamente mayor

que « € R en x € X si, y sdlo si, sup w,(d;,z_;) > .
d;€X;

Prueba. Se sigue de la definicién.

]

Proposicién 1.2. Para cada d; € X; se tiene que la funcion w;(d;,-) es semi-

continua inferiormente.
Prueba. Dado V C X_; abierto, definimos la aplicacién fy : X_; — R mediante

/inf Uz(dl,.ilfl_z) , T_; € %
fr(ei)=q =Y
—00 , ¢V

Es claro que fy es semi-continua inferiormente. Luego,

w,(di,x ) = sup  inf w(di,2’;) = sup fo(z)

VeV, , €V VEVL_,

también es semi-continua inferiormente.’ O

1.2. Better-Reply Security

Definicién 1.2. Un juego es llamado better-reply secure (brs) si para cada (z,v) € T

tal que x no es equilibrio de Nash, existe i y d; € X; tal que u,(d;, z_;) > v;.

Asi, un juego es brs si para cada (z,v) € T tal que = no es equilibrio de Nash,

existe un jugador ¢ que asegura una utilidad estrictamente mayor que v;.

1Si {fo} es una familia de funciones semi-continuas inferiormente, entonces sup,, fo s semi-

continua inferiormente.



Observacion. Todo juego continuo es brs.

El vector de funciones de utilidad u es continuo, y como R es Hausdorff se tiene
que I es cerrado?. Sea (z*,v*) € T tal que x* no es equilibrio de Nash, entonces existe
iy d; € X; tal que u;(d;, x*;) > u;(z*) = vf. Sea € > 0 tal que u;(d;, x*;) > v} +e.
Por continuidad de u; se tiene que existe V' € V- tal que u;(d;, 2" ;) > v} + ¢ para
todo 2, € V. Luego,

? / * *
:c’mefv wi(d;, a’ ;) > vl +e > 0]

Lema 1.2.1. Sea f : X — R semi-continua inferiormente , (xy)xen — T Y
(Ua)aea — v nets convergentes en X y R respectivamente. Si f(xy) < vy, enton-

ces f(z) <w.

Prueba. Supongamos que f(x) > v. Tomemos € > 0 tal que f(x) > v +¢. Por la
semi-continuidad de f, el conjunto V' = {a € X : f(a) > v + €} es una vecindad
abierta de x. Debido a que x\, — x, existe \g tal que x\ € V para todo A > \g. Asi,
f(z)) > v+ e para todo A > .

Ahora, como v, — v, existe A tal que vy € (v —¢e,v + ¢) para todo A\ > \j.

Finalmente, escogiendo A > A\g y A > )] se tiene que
vy > f(zy) >v+e >y

lo cual es absurdo. O

Como consecuencia del lema anterior se tiene que si f es semi-continua superior-

mente y f(z)) > vy, entonces f(x) > v.

Proposicién 1.3. Si G = (X;,u;)Y, es brs, entonces el conjunto formado por

equilibrios de Nash en estrategias puras es cerrado.

2Si f: X — Y es continua y Y es Hausdorff, entonces Gr(f) es cerrado en X x Y.



Prueba. Si x* es equilibrio de Nash, w,(z;, 2*;) < w;i(z;,2*;) < u;(z*) para todo

x; € Xy, por tanto, sup, ¢ x, u;(zs, %) < wi(z*).

Como el juego es brs, si (z*,v*) €T y sup,. e x, (7, 2%;) < v para todo i, en-

tonces x* es equilibrio de Nash.

Asi, el conjunto formado por equilibrios de Nash estd dado por el conjunto

E(G) = {a* € X : sup w;(z;, ;) < v} para todo i, (z*,v*) € T}
r;,€X;

Sea r* € FE(G), entonces existe una net () en E(G) tal que 2* — x*.
Como z* € F(G), existe v* € RN tal que (z*,v*) €T,y

sup u;(z;, ;) < v} para todo i
r; €X;

Supongamos que I' C X x B(0,7) para algin r, entonces existe una subnet
(v™) — v* € B(0,7r).
Dado i vy x; € X; se tiene gl(xl,mg) < vi)‘ 7. Por la semi-continuidad inferior de

u;(x;,-) y el Lema 1.2.1 tenemos

w; (s, 2 ;) <of

—1 —1

Por tanto,

sup u;(z;, ;) < v para todo i
r,€X;

Ademss, debido a que (zM,0M) € T y (zM,0M) — (2%,0*) se tiene que

(x*,u*) € T=T. Asi, 2" € E(G). O

Proposicién 1.4. Si G = (X;,u;)Y, es brs, entonces el limite de una sucesion de

e-equilibrios es equilibrio de Nash.



Prueba. Para todo n, sea x™ un g,-equilibrio tal que 2" — x* y ¢, — 0. Dado 7 y
x; € X,

wi(ws, o) <wi(wg, 2;) <ug(2™) + e,
Debido a que u; es acotada, podemos suponer que v} = limu;(z™). Por la semi-

continuidad inferior de w;(z;,-) y el Lema 1.2.1 se tiene que

u; (@, 2;) < vf

—1

Luego, sup, ¢x, 4;(z;,2*;) < v} con (z*,v*) € I'. Por tanto, z* € E(G)>.

O

Ahora indagaremos dos nuevos conceptos, que conjuntamente implican la pro-

piedad de brs.

1.3. Payoff Security

Definiciéon 1.3. Un juego G = (Xi,ui)fvzl es llamado payoff secure si para cada

r € X y cada ¢ > 0, todo jugador ¢ puede asegurar una utilidad u;(z) — € en z.

Asi, un juego es payoff secure si para cada estrategia x € X, cada jugador posee
una estrategia que practicamente garantiza la utilidad que recibe en z, incluso si el

resto de jugadores se desvian ligeramente de x.

Observacion. Si cada funcion de utilidad es semi-continua inferiormente en las

estrategias puras del resto de jugadores, entonces el juego es payoff secure.

3En espacios métricos, este resultado implica que el conjunto de equilibrios de Nash es cerrado,
desde que uno puede escoger £, = 1/n. Sin embargo, en espacios topoldgicos esta implicancia no
necesariamente ocurre debido a que el comportamiento de secuencias no es suficiente para establecer

la cerradura de un conjunto.



Dado z € X, la semi-continuidad inferior de w;(x;,) implica que el conjunto
{a_; € X_; : uj(x;,a_;) > ui(x) — e} es una vecindad abierta de z_;. Consecuente-

mente el juego es payoff secure.

En particular, todo juego continuo es payoff secure.

1.4. Reciprocamente Semi-continuidad
Superior

Definicién 1.4. Un juego G = (Xi,ui)fil es llamado reciprocamente semicontinua

superior (rscs) si para cada (z,v) € T con u(z) < v se tiene que u(z) = v.

Esto equivale a decir que si (x,v) € '\ T, entonces para algtin jugador i se tiene

ui(x) > v;.

Asi, para verificar si un juego es rscs basta analizar los puntos del conjunto I' \ T,
cuyas proyecciones sobre X forman parte del conjunto de puntos de discontinuidad

del vector de funciones de utilidad w.

o o s . N . . . .
Proposicién 1.5. Si ) ., u; es semi-continua superiormente, entonces el juego es

rscs.

Prueba. Sea (z*,v*) € T tal que u(x*) < v*, entonces existe una net (z*,v*) € T tal
que (22, 0Y) = (2, v%). Ast, SO0 ui(at) = SO0 v

=1 "1

Por la semi-continuidad inferior de Zfil u; v el Lema 1.2.1 se tiene que

Ademas, por hipétesis se tiene que w;(z*) < v} para todo i. Luego, u;(z*) = v} para



cada 1.

En particular, todo juego continuo es rscs.

Veamos que estas dos nuevas definiciones conjuntamente implican la propiedad de

ser brs.
Proposicién 1.6. Si G = (X;, uz)f\]:1 es rscs y payoff secure, entonces G es brs.

Prueba. Sea (x,v) € T tal que = no es equilibrio de Nash. Como G es rscs, u;(z) > v;
para algin i o u;(z) = v; para todo i. En este ultimo caso, como x no es equilibrio
de Nash, existe i y d; € X; tal que w;(d;,x_;) > u;(x) = v;. En cualquier caso se

tiene que existe ¢ y d; € X; tal que
u;(di, x_i) > v

Sea ¢ > 0 tal que u;(d;, z_;) > v; + . Como G es payoff secure, el jugador i asegura
una utilidad u;(d;, z_;) — € en (d;, x_;). Por tanto, existe zf € X; y V € V,__ tal que
inf w;(zf, 2" ;) > u(dy,x_;) —¢

z’ eV
Luego,

7 * /
z/mefv wi(xl,xl,) > v

1.5. Teorema de Reny

Consideremos la funcién u : X x X — R definida por

uw(z,y) = (uy(@1,9y-1), ..., uy (TN, Y-N))

Para cada x € X asociamos el conjunto E(z) = {(y,v) € T : u(x,y) < v}.



Lema 1.5.1. El conjunto E(x) es cerrado.

|

Prueba. Sea (y,v) € E(x) C T =T, entonces existe una net (y*,v}) en E(z) tal que

(v, v) — (y,v), de donde u(x,y*) < v* para todo .

(z,
Asi, dado i se tiene u,(z;,y*;) < v
ye

Sy O

para todo A, (y*;) = y_; y v — v;. Debido a la

semi-continuidad de w,;(z;, ) v el Lema 1.2.1 se tiene que

w;(z;,y—;) <wv; para todo i
Por tanto u(x,y) < v, es decir, (y,v) € E(z). =

Lema 1.5.2. Sea Y un espacio métrico compacto y f : Y — R una aplicacion semi-
continua inferiormente tal que f (yo) > «, entonces existe una funcion continua

h:Y — R y una vecindad U de y° tal que :

i) h(y) < f(y), para todoy €Y.
i) ﬁ(y) > «, para todoy € U.

Prueba. Sea o € (a, f(y°)). Como f es semicontinua inferiormente, el conjunto
{y €Y : f(y) > o'} es una vecindad abierta de y°, de donde existe r > 0 tal que
f(y) > o para todo y € B(y°,r).

Definimos h : B(y°, 2) U B(y°,7)* — R mediante

o ,siy € By’ 1)
h(y) =
g min f(y') ,siye€ By°,r)°
y'ey

Por el Teorema de Extension de Tietze?, existe b : Y — R continua que extiende a h.

4Extensién de Tietze: Sea X un espacio topolégico normal y A C X un subespacio cerrado.

Si f € C(A,[a,b]), entonces existe F' € C(X, [a,b]) tal que Fj4 = f.



Siy € B(y’ r), entonces f(y) > o'. Luego, h(y) < max{a’,min,cy f(y/)} < f(y).

Siy € B(y°,r)°, entonces h(y) = h(y) = mingey f(y) < f(y).

Asi, h(y) < f(y), para todo y € Y. Finalmente, haciendo U = B(y°, 3) se tiene

h(y) = h(y) = o > « para todo y € U. O

Lema 1.5.3. Sea Y un espacio métrico compacto y f :'Y — R una aplicacion
semi-continua inferiormente. Entonces existe una secuencia de funciones continuas

fn Y — R tal que para cada y € Y:

i) fuly) < f(y) para todo n.
i) Y(yn) enY con (y,) — y : Uminf f,(y,) > f(y).

Prueba. Sea F' = {g € C(Y) : g(y) < f(y),Vy € Y}, con C(Y) dotado con la
métrica del maximo. Como Y es compacto, el conjunto C(Y) es separable, de donde
I es separable.

Sea {g, : n € N} C F denso en F.

Definimos f,, = 1r£1ksi<x gr € C(Y), de donde para cada y € Y

faly) < fly)

Dado y° € Y, sea (y,) — ¥° . Supongamos que liminf f,(y,) < f(y°), entonces
existe una subsucesion f,, (yn,) — lminf f,(y,) = «, con « finito pues f, > g1 vy 91

es acotada.

Asf tenemos a + ¢ < f(y°) para algtiin € > 0. Por el Lema 1.5.2, existe h € C(Y) y

una vecindad U de 3° tal que

1. h(y) < f(y), para todo y € Y.

10



2. h(y) > a+ ¢, para todo y € U.

Como el conjunto {g, : n € N} es denso, existe k tal que ||h — gi|| < €/2.

Dado n, > k con y,,. € U tenemos

Haciendo r — oo se tiene a > v + /2, lo cual es absurdo. O

Teorema 1.5.4 (Reny). Si G = (X;,u;)~, es compacto, cuasicéncavo y brs, en-

tonces existe equilibrio de Nash.
Demostracién. Sea F = {z',... 2™} C X y consideremos los conjuntos
X)={z},..., 2"} C X; paracadai=1,...,N

La topologia relativa sobre C'o(X?) C Span(X}) inducida por la métrica Eucli-
diana sobre Span(X?) es mas fina que la topologfa inducida por el espacio vecto-

. . 5 d . Y
rial topoldgico®. Denotemos por — a la convergencia con la métrica producto en

Hi]\il Co(X7).

Dado d; € X;, debido a que w,;(di,-) : [[;;X; — R es semi-continua inferior-
mente con la topologfa inicial, también lo serd su restriccién al espacio [[,.; Co(X7)
con dicha topologia relativa, y por tanto, también sera semi-continua inferiormente

con la topologia inducida por la métrica.

Como cada CO(XJQ) es compacto con la métrica Euclidiana, el Lema 1.5.3 impli-

ca que existe una secuencia de funciones continuas

u?(d;, ) : [ Co(x9) - R
J#i

STeorema de Tychonoff (ver apéndice).

11



tales que para todo x_; € H#i Co(XJQ);
1. ul(d;, x—;) < w;(d;, z_;) para todo n.

2. Y(2",) — x_;  liminf ul(d;, 2";) > w;(d;, x_;).

Dado n € N, construimos el juego G™ de N jugadores, espacios de estrategia
A; = A(XY?) (conjunto de medidas de probabilidad sobre X}) y funciones de utilidad
(A vazl A; — R definidas por

R ISR SEACERE

donde 7; = / idxo dp; = fouj(xf) € Co(X]) paraj=1,...,N.
X9

J k=1
Por simplicidad, denotemos por uj(xé?) = u? )

. N L .
Como cada v} es continua sobre [[;_; A; en la métrica Euclidiana, cada 4; es com-
pacto y convexo, y el juego G" es cuasiconcavo, entonces G™ posee equilibrio de

. n N
Nash®, digamos p" € [],_; A;.

Dado z} € X?, sea y; = 0, € A;. Debido a que p" es equilibrio de Nash se tie-
ne
) = 0 (0,9, 175) < 0 (") (1.1)

Sea I ={je{l,....,m}: ]y > 0}, entonces

)

v (") = w2, T )l (2)) < maxul(zl, T, 1.2
(") ; (@, ) () < maxw (z), 70) (1.2)

SResultado estdndar sobre juegos continuos (Fudenberg y Tirole (1991), Teorema 1.2).

12



De las desigualdades 1.1 y 1.2 tenemos

v (") = méxuf (], 77,

jel
Si ulM(xf,7";) # ul(xk,7",) para algunos r, k € I, entonces
= up(ad, 7 )k (2]) < mixul (2], 7",)

Jel
Jjel

lo que contradice la ecuacién 1.3.
Asi,

oM (™) = ul (2], 7";) para todo j € I

Por la condicién 1. de las secuencias v y la ecuacién 1.4 tenemos

para todo j € I.
Del hecho que la funcién w;(-,7";) es cuasicéncava,
W) < (Z xzmxz‘),fz) — w(@)
jel

Por tanto, de las desigualdades 1.1 y 1.5 se tiene

ul(z!,7";) < ug(T") para todo 27 € X?

[

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

— . o N .
Como (7") pertenece al espacio métrico compacto [[;_; Co(X?), existe una subse-

. d _ N . — s e
cuencia 7% — 7 € [[;_, Co(X}), en consecuencia, 7" — T en la topologfa inicial.

Debido a que el vector de funciones de utilidad u es acotado, u(z"

subsucecién convergente. Sin pérdida de generalidad supongamos que u(Z"*

Por la condiciéon 2. de las secuencias v y la ecuacién 1.6 tenemos

wi(2?, 7_;) < liminf u™ (27, ™) < limw;(T™) = T,

1

13
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para todo i = 1,..., N y para todo 2/ € X?.

Luego, dado j € {1,...,m} se tiene

Q({]}J7f) = (Ul(x{,f_l),'LLQ(.ng,f_g),. - aui<$N7x—N)) S (ﬂlaa%' . 7UN)

Ademds, nétese que (z",u(z™)) € I' con (z%,u(z")) — (z,u) € T, de donde

(7,7) € E(x7). Por tanto, (7,u) € (-, E(27).

Como el conjunto I' es compacto y la familia de subconjuntos cerrados {E(x)},ex

posee la propiedad de interseccién finita, se tiene que
ﬂ E(x)#0
zeX

Sea (y,v) € N,ex E(z) C T, entonces para cualquier z € X se tiene
w;(x;,y—;) <wv; paratodoi=1,...,N

de donde

sup u;(z;,y—;) <wv; paratodoi=1,...,N
r,€X;

Ast, y € E(G). O

Corolario 1.5.4.1. Si G = (X;,w;)Y, es compacto, cuasicéncavo, rscs y payoff

secure, entonces existe equilibrio de Nash.

Ejemplo 1. Consideremos el juego de dos jugadores que no es de suma cero, con
X; =10,1] y u; : X — R definida por
lz(.fl) , six; < x_;
ui (i, ;) = di(x;) ,sia =1
mi(x_;) , siz; >z
donde [;,m; : [0,1] — R son continuas y [; es no decreciente.

Si para cada z € X se tiene que ¢;(z) € Co({l;(x), m;(x)}), entonces el juego es

14



compacto, cuasicéncavo y payoff secure, pero no necesariamente rscs.”

En efecto.

a. El juego es claramente compacto, pues X; = X5 = [0, 1] y las funciones de utilidad

u; son acotadas debido a la continuidad de [; y m;.
b. Dado z_; € [0,1], sean a; < b; en [0,1] , A € (0,1) y ¢; = Aa; + (1 — \)b;.

m Sig < T_;, entonces ui(ci,x_i) = lz(cz) > lz(az) = ui(ai, CL’_i)
» Sic¢ > x_y, entonces u;(c, x_;) = mi(x_;) = ui(bi, v—;)
= Si¢; = x_;, entonces
ui(ci, —i) = ¢ici) = vli(ei) + (L —y)mile;) = v lilai) +(1 =) mi(z—)
—— ~——
ui(ai,e—;) ;i (bi, ;)
En cualquier caso, u;(c;, x_;) > min {w;(a;, x_;), w;(b;,x_;)}.
Por tanto, el juego es cuasicéncavo.

c. Dado x = (x;,z_;) €[0,1]* y € > 0:

w Siz <zycu(z)—e <uz) =li(x) = wi(z,a),Va > x;.

w Sia; >x ;o u(z) —e < wl(zr) = mi(x_;). Por continuidad de m;, existe
d > 0tal que z; > v, +3d y w(x) —e < my(a) = wi(z;,a), para todo
a€(x_;—d,z_;+9)NI0,1].

» Sivy =2 =7 :u(x) = ¢;(T) = N;(T)+(1=N)m;(T) < max{l;(x;), m;i(z;)}}
Sea o = uy(x) — e = ¢;(T) — €.

i) Si o < m;(T) : por continuidad de m;, existe U vecindad abierta de T

tal que a* < my(z) Vo € U.

"Contrariamente a lo que afirma Reny(1999), este juego no es rscs. A. Bagh y A. Jofre (2006)

hacen referencia a este juego.

15



En caso de que T < 1, podemos suponer que 1 ¢ U, entonces u;(1,z) =
m;(z) > a*, Vo e U.
Por otro lado, si 7 =1,
w(l2) = oi(z)=¢i(T) , =1
m;(x) , <l
Por tanto, u;(1,z) > o*,Vz € U.
ii) Si o* < [;(Z) : por continuidad de I;, existe U vecindad abierta de T tal
que o < l;(z) ,Vz e U.
En caso de que T > 0, escojamos & < T con & € U y consideremos la
vecindad abierta V- = UN(z,1] de T. Asi, u;(Z,z) = [;(Z) > o* ,Vx € V.

Por otro lado, si z = 0,
u;(0,2) =

Por tanto, u;(0,z) > a*,Vz € U.

En cualquier caso se tiene que el jugador i asegura la utilidad o* = w;(z) — «.

Luego, el juego es payoff secure.

. Consideremos las funciones de utilidad
2 , Ty < Ty
ui(zi, v-5) = 8 o(x;) , =2,

—2 , Ty > Xy

donde
1, z<1/2
P(x) =
0, 1/2<z
Sean z" = (%—%,%—%), x* :(%,%) y o = (1,1).

embargo, u;(z*) =0 < 1 = o para i = 1,2. Por tanto, el juego no es rscs.
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Ejemplo 2. Consideremos el juego entre dos oponentes con X; = Xy =[0,1], y

funciones de utilidad

l4+z14+290 , 2129 >0
ui(iCl,le) =

0 , caso contrario

Como wu;(+,x_;) es semi-continua inferiormente para todo z_;, el juego es payoff
secure. Consideremos ™ = (1/n,1/n), " = (1 +2/n,1 4+ 2/n) , 2* = (0,0) y
a = (1,1). Es claro que u(z") = o™ y u(z*) # «, por tanto (z*,a*) € T\ T.

Sin embargo u(z*) = (0,0) < a*, de donde el juego no es r.s.c.s. Afortunadamente

no es dificil mostrar que el juego es brs, mas ain, x* es equilibrio de Nash.
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Capitulo 2

Equilibrio simétrico en estrategias

puras

En este capitulo veremos que cuando un juego posee cierto tipo de simetria, las
condiciones requeridas por el Teorema de Reny pueden ser debilitadas. Mdas atn,

estas condiciones aseguran la existencia de equilibrios simétricos.

Supongamos que X; = Xy = ... = Xy, y denotemos X = X, a diferencia de la

notacion usada en el capitulo anterior.
Definicién 2.1. Decimos que el juego G = (X;, u;)Y., es cuasi-simétrico si
ul(x7yﬂy7"'7y> = u?(yvxyyv"'7y) == UN(y,...,y,l')

para todo z,y € X.

Dado un juego cuasi-simétrico G = (X;,u;)Y |, definimos la funcién wutilidad dia-

gonal v : X — R, cuya gréfica es denotada por T' C X X R, y esta definida por

v(z) =u(x,...,z)=...=uy(z,...,x)
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Definicién 2.2. Decimos que el jugador ¢ puede asequrar la utilidad o« € R a lo
largo de la diagonal en (z,...,z) € XV si existe T € X y una vecindad abierta U
de x tal que

’ / — /
inf w;(x',....7,...,2") > «
{L‘/EU l( Y ) Y ) ) —
En caso la desigualdad sea estrica, decimos que ¢ asegura una utilidad estrictamente

mayor que « a lo largo de la diagonal en (z,. .., z).

Dado z,y € X, definimos

Ql(ma y) = Sup inf ul(xay/a ce ay/)
Ve, v'eV

donde Vj, denota el conjunto de vecindades abiertas de y.

Nétese que u; define una funcién real pues u; es acotada, y que wu,(x,y) repre-
senta el maximo valor que el jugador 1 puede asegurar a lo largo de la diagonal en

(y,...,y) si elige la estarategia x.

Asi tenemos la siguiente proposicién:

Proposicion 2.1. El jugador 1 puede asequrar una utilidad estrictamente mayor

que o € R a lo largo de la diagonal en (y,...,y) si, y solo si supu,(z,y) > a.
zeX

Prueba. Se sigue de la definicion. O

De manera similar que en el capitulo anterior, la funcién u,(x,) : X — R es

semi-continua inferiormente.

Definicién 2.3. Un juego G = (X;,u;)Y, es llamado diagonalmente cuasicéncavo
si X es convexo, y para todo jugador i, todo subconjunto {z1,...,z,,} C X finito y

todo T € Co({z1,...,xmy}) se tiene

w(T,...,T) > érllcignmui(f,...,xi,...,f)
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Es claro que todo juego cuasicéncavo es diagonalmente cuasiconcavo.

Definicién 2.4. El juego G = (X;,u;)Y, es llamado diagonalmente better-reply
secure (dbrs) si para todo (z,a) € T tal que (x,...,2) no es equilibrio de Nash,
existe un jugador ¢ que asegura una utilidad estrictamente mayor que « a lo largo

de la diagonal en (z, ..., z).

Al igual que en el caso de juegos brs, busquemos condiciones mas débiles que

impliquen que el juego sea dbrs.

Definicién 2.5. El juego G = (X;, u;) es llamado cuasi-diagonalmente payoff secu-
re si para cada x,y € X y cada € > 0, cada jugador ¢ puede asegurar la utilidad

wi(z,...,y,...,x) —¢e alo largo de la diagonal en (z, ..., x).

Proposicién 2.2. Si G = (X;,w;)Y, es cuasi-simétrico, cuasi-diagonalmente payoff
secure y la funcion utilidad diagonal v es semi-continua superiormente, entonces G

es dbrs.

Prueba. Sea (z*,0*) € T tal que (z%,...,2*) no es equilibrio de Nash, entonces
existe una net (x),a,) en T que converge a (z*,a*). Asi, v(z)) = ay, y por la
semicontinuidad de v tenemos v(z*) > «o*. Como (z*,...,2*) no es equilibrio de
Nash, existe T € X tal que uy (T, x*,...,2*) > ui(x*,...,2*). Sea ¢ > 0 tal que
uy (T, 2%, ..., x%) —e > uy(a¥,...,z*). Como G es cuasi-diagonalmente payoff secure,
el jugador 1 asegura la utilidad ui(Z,z*,...,2*) — € a lo largo de la diagonal en

(z*,...,2*). Por tanto, el jugador 1 asegura una utilidad estrictamente mayor que

a* alo largo de la diagonal en (z*, ..., z%). O

Para ver que estas condiciones son mas débiles que las requeridas en el Teorema

de Reny, veamos la siguiente proposicién.
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Proposicion 2.3. Si el juego G es cuasi-simétrico y rscs, entonces la funcion uti-

lidad diagonal v es semi-continua superiormente.

Prueba. Dado a € R, vamos mostrar que el conjunto A ={z € X : a <v(x)} es
cerrado. Sea # € A, entonces existe una net (r)) en A tal que xy — z. Podemos
suponer que v(zy) — [ pues v es acotada. Como «a < v(x)) para todo A, entonces

a < B. Denotando 2* = (zy, ..., 7)),

(2, u(z?)) — (z%,7) € T.

= (z,...,x) yv=(B,...,5) tenemos que

Six ¢ A, entonces v(z) < o < 3,y por tanto, u(z*) # v. Como G es rscs, existe
i tal que w;(z*) > 7;. Luego, v(x) > f > a > v(x), lo cual es absurdo. Por tanto,

x € A. O]

Lema 2.0.1. Sean f,g : X — R funciones tales que f es semi-continua inferior-
mente y g es semi-continua superiormente. Si (z)) es una net en X tal que v\ — x

y f(xy) < g(xy) para todo A, entonces f(x) < g(x).

Prueba. Supongamos que f(z) > g(z). Sea o € R tal que f(z) > o > g(x). Por las

semicontinuidades de f y g se tiene que el conjunto
V={aeX: fla)>a}n{ae X:g(a) <a}

es una vecindad abierta de x. Asi, existe \g tal que x, € V para todo A > Ag.

Luego, f(z)) < g(za) < a < f(xa) para A > Xy, lo cual es absurdo.

Consideremos la funcién u; : X — R dada por

a(y) = inf )= inf oy
ly) = fof supoly) = inf supui(y’....y)

Se prueba, de forma similar que para la funcién w,(z,-), que T; es semicontinua

superiormente.
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Dado x € X, definimos el conjunto

Ex)={ye X :u(z,y) <wm(y)}

Lema 2.0.2. El conjunto E(x) es cerrado

Demostracion. Sea y € E(x), entonces existe una net (y,) en E(z) tal que yy — .
Por las semicontinuidades de u, (z, -) y w1 (-), el Lema 2.0.1 implica que u, (z,y) < @ (y).

Por tanto, y € E(x). H

Teorema 2.0.3. 51 G = (X;,w;) es cuasi-simétrico, compacto, diagonalmente cua-

siconcavo y dbrs, entonces existe equilibrio de Nash simétrico.

Demostracion. Al igual que en la prueba del Teorema de Reny, si mostramos que
N,ex E(z) # 0, entonces existe 2* € X tal que sup,cx u,(z,2*) < uy(2*), y como
(z*, 7, (z*)) € T, la proposicién 2.1 y la condicién de dbrs implican que (z*, ..., z*)
es equilibrio de Nash.

Como X es compacto y {E(x)} es una familia de conjuntos cerrados, veamos que
tal familia posee la propiedad de la interseccion finita.

Sean z1,...,x, € X. Por el teorema KKM' basta probar que
Co({z*,...,2"}) C E(z")U... U E(2")

Supongamos que existe T € Co({z',...,z"}) tal que T ¢ E(z') U ... U E(a"),

entonces u, (z¥,Z) > %, (T) para cada k = 1,...,n. Luego,

u (27, %) >y (28, 7) > (T) > v@) = w(z,...,T)

lo que contradice el hecho que G es diagonalmente cuasiconcavo. O

Ver apéndice.
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Capitulo 3

Estrategias mixtas

Como vimos en los capitulos anteriores, una condicién necesaria para analizar
si el juego posee equilibrios es que los espacios de estrategias sean convexos, y una
forma de solucionar este problema es introduciendo el concepto de estrategia mizta.
Con esto nos referimos a que cada jugador puede aleatorizar sobre las estrategias en

su espacio de estrategias.

3.1. Definicion y propiedades

En esta capitulo asumimos que los espacios ambiente son simplemente espacios
topolégicos Hausdorff. En este caso, G = (X, ul)f\il es llamado compacto Hausdorff

si cada X; es compacto.

Tomemos en cuenta lo siguiente:

i) Cada conjunto X; tiene asociado el g-algebra de Borel B;, y A = @Y | B; denota
el o-algebra producto sobre X = Hi\; X;.

ii) Todas las funciones de utilidad u; : (X,.4) — (R, B) son medibles.
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Denotemos por M; = M(X;) al conjunto de medidas regulares de probabilidad (de
Borel) sobre X;, y sea M = [, M.

Dado un perfil de estrategias miztas p = (u;), € M , identificamos p con la
medida producto ®X , u;, por tanto, podemos considerar M contenido en el conjun-

to de medidas regulares de probabilidad sobre X.

Como las funciones de utilidad son acotadas, existe / u;dp para cada
X
i=1,...,Nycada pue€ M!

Definimos U; () := / u;dp para cadai=1,...,N y cada u € M.
b

El juego estratégico

G= (Mi7 Ui)i]\il

es llamado extension mixta de G.

En lo que sigue escribiremos w; en lugar de U;, distinguiendose cuando se trate

de extrategias puras o mixtas.

Como cada conjunto M; es compacto con la topologia débil*?, la extensién mix-
ta G = (M;,u;)Y, resulta un juego estratégico compacto. Un hecho importante de
tratar con la extension mixta es que este juego compacto siempre es cuasiconcavo,

independientemente de si el juego inicial lo es.

Como consecuencia inmediata del Teorema de Reny tenemos:

1Kl reciproco también es cierto, es decir, si estas integrales existen para cada i y cada pu € M,

entonces las funciones de utilidad son acotadas: Haller-1997.
2Ver apéndice.
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Corolario 3.1.0.1. Sea G = (X;,u;)Y, un juego compacto Hausdorff. Si G es
brs entonces G posee equilibrio de Nash, es decir, G posee equilibrio de Nash en

estrategias miztas.
Prueba. Se sigue del hecho que G es un juego cuasicéncavo. O]

Teorema 3.1.1 (Dowker). Sea Y compacto Hausdorff. Supongamos que
g,f Y — R son funciones tales que f < g con [ semi-continua Superior y g

semi-continua inferior. Entonces existe ¢ : Y — R continua tal que f < ¢ < g.

Demostracion. Para cada racional r definimos

U ={yeY: : fly)<rin{yeY :r<gy)}

Debido a las semicontinuidades de f y g se tiene que cada U, es abierto.
Dado y € Y, existe r, racional tal que f(y) < r, < g(y), y por tanto y € U, . Asi,
la familia {U,} es un cubrimiento abierto de Y.
Sea {h,, }I; la particién de la unidad subordinada del subcubrimiento {U,,}" .
Definimos la funcién ¢ : Y — R mediante o(y) = > " rih. (y)-
Como > h, = 1, es claro que Y = |Jsupp(h,,). Dado y € Y, consideramos el
conjunto no vacio A, C {1,...,n} de todos los indices con y € supp(h,,) C U,, para
i € A,. Entonces

F@) =) b (y) < D rihe(y) = o(y) < D g)he,(y) = 9(v)

i€ Ay icA, €Ay

]

El siguiente resultado nos permite mostrar que la extensiéon mixta hereda la

propiedad de ser rscs en ciertos casos.

Lema 3.1.2. 57 X es compacto Hausdorff y f : X — R es semi-continua superior,
entonces F : M — R definida por F(u) = / fdu es semi-continua superior, donde
b's

M denota el conjunto de medidas requlares de probabilidad sobre X .
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Prueba. Supongamos que para cada p € M, existe una secuencia { f,,} contenida en

el conjunto Cy = {g € C(X) : g > f} tal que

/X fdp = lim /X Fody

Dado € > 0, existe f, tal que / fadp < / fdp+e. Ademas, para cualquier g € Cy
b's X

se tiene/fd,ug/gd,u.
b's b's
Luego,

F(u)= [ fdu= l’nf/gdu
X X

QGCf
y, por tanto, F' es semi-continua superiormente al ser el infimo de una familia de

funciones continuas.

Sea p € M. Por la semi-continuidad de f se tiene que también es medible. Da-
do n, por el Teorema de Lusin®, existe X,, C X compacto tal que u(X \ X,,) < 1/n
y fix, continua. Asi, p(X,) >1—1/n.

Notese que f posee maximo desde que X es compacto y f es semi-continua su-
periormente.

Supongamos que f(x) < f(zg) para todo z € X, con xy € X.

Para cada n definimos g, : X — R mediante

fl)+1/n e, X
1+ f(xzy) , caso contrario
Es claro que g,(z) > gn+1(x) para todo z € (U, Xi, y si ¢ € Xy — U, Xi,

entonces g,(z) = 1+ f(zo) > f(2) + 1/(n + 1) = gny1(2). Luego, gn > gns1 > f

para todo n, y lim g, (x) = f(x) para todo = € | J;2, X;.

3Ver apéndice.
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Como 1 —1/n < pu(X,) < p(Ui2, Xi) < 1, se tiene que p(Jo; Xi) = 1y, por

tanto, g, — f a.e. De las desigualdades
0<1+f(xo) =1 < ... <14 flwg) —gn < ... <14 f(wo) = f

el Teorema de Convergencia Monétona implica que

/deuzh’m/Xgndu (3.1)

Como cada g, es semi-continua inferiormente y f es semi-continua superiormente,

por el Teorema de Dowker se tiene que existe f,, € C'(X) tal que g, > f,, > f.

Asi,
/gndu>/ fndu>/fdu
X X X

y por la ecuaciéon 3.1 se concluye que

/X fdp = lim /X Fody

Consecuentemente, si g : X — R es semi-continua inferiormente, entonces

G : M — R definida por G(u) = / gdyu es semi-continua inferiormente.
X

Corolario 3.1.2.1. Si la funcion de utilidad u; es semi-continua superiormente
(resp. inferiormente) sobre el espacio de estrategias puras, entonces la funcion w;
es semi-continua superiormente (resp. inferiormente) sobre el espacio de estrategias

maxtas.

Prueba. Se sigue del lema anterior, pues w;(p) = / u;dp O
X

N

En particular, si E u;(x) es semi-continua superiormente, entonces G es rscs.
i=1

El siguiente ejemplo considera el modelo de equilibrio general de intercambio puro.
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Ejemplo 3. Hay n consumidores, cada uno de los cuales puede consumir m bienes.
Cada consumidor ¢ es caracterizado por una funciéon de utilidad w; : R — Ry, la
cual es continua, estrictamente creciente y cuasicéncava, y un vector de dotacion
estrictamente positivo e; € R'!".
Un equilibrio competitivo es un par (p*, z*) € R x (R7)" tal que
a) x; es solucién de

J:ZERT

sa p'ox; <ptee

n

b) ix::Zei:e
i=1

i=1
La existencia de un equilibrio competitivo sera establecido via la existencia de

equilibrios de Nash de un juego cuyos participantes son un subastador (jugador 0)
y los n consumidores.

Sea G = (X, w;), el juego estratégico de n + 1 jugadores, donde
j=1
Xi={z;eR7:2;<e+1} , 1<i<n
wo(p, T1,. .., Tn) =P Z(xz — ;)
i=1

Paral <i:<n:
ui(z;) ,sip-x; <p-e

wi(p, T1, ... &) = _
—1 , caso contrario

Denotemos X =[[I_, X; y X_; = H X;
J>1,5
Veamos que si (p*, 2*) € Xy x X es equilibrio de Nash, entonces tal par es equilibrio

competitivo.

Sea 1 < i < n, entonces w;(p*, x;, z* ;) < w;(p*, x*) para todo x; € X;. Como 0 € X,
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de donde p* -z < p*-e; y w;(p*, x*) = u,(xy).

Six; € X; cumple p* - z; < p* - e;, entonces

ui(x;) = wi(p*, vy, x*,;) < wi(p*, ) = wi(x)

Ademas, p* - xf = p* - e; desde que cada funcién u; es estrictamente creciente, pues
caso contrario el punto x} no seria solucién del problema de maximizacién.

Como
n

wo(p, x*) S w0<p*7x*) = p* . Z(I‘: — ei) =0
i=1
n
para todo p € Xy, entonces [Z(x:‘ —¢;)]; <0 para todo j = 1,...,m. Por tanto,

=1
n

Z(:vf —¢;) = 0.

i=1
Ahora veamos que GG posee equilibrio de Nash.

a) Es claro que cada X; es compacto y cada funcién w; es acotada, por tanto G es

compacto.
b) Dado z € [[\_, Xi , p1.p2 € Xoy A € [0,1] :
wo(Ap1 + (1= A)p2, ) = Awo(p1, x) + (1 — A wo(p2, ) > min{wo(p1, ), wo(p2, )}

Dado p e X() y T_; € Hj#iX“ ZL’Z‘,Ei S )(Z y A€ [0, 1] , Sea z; = /\l‘z + (]_ — )\)fZ

Si w;(p, i, x_;) o wi(p, Ty, x_;) es —1, es claro que
wi(p, zi, v—;) > —1 = min{w;(p, i, v i), wi(p, Ts, v ;) }

Supongamos que w;(p,x;, ;) = ui(x;) y wi(p, T, x—;) = u(T;), entonces
p-x; <p-eyp-T; <p-e;, dedonde p-z < p-e;. Porla cuasiconcavidad de u;
tenemos

wi(p, zi, v—;) = wi(z;) > min{u;(z;), w;(T;)}

Por tanto, G es cuasiconcavo.
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¢) Como wy es continua, entonces wy es s.c.S.
Dadol1<i<nyaeR,sea A= {(p,x) € Xo x X : w;(p,z) < a}.
Sea (p,z) € A.

» Sip-x; > p-e;, entonces w;(p, x) = —1. Como la funcion (¢, x}) — ¢ - (2} — e;)
es continua, existen vecindades abiertas Uy C X, U; C X; de p y x; respec-
tivamente tales que q -z} > q-¢; ¥Y(q, ) € Uy x Uj.

Es claro que [[;_, U; es una vecindad abierta de (p, ), donde U; = X para
J #1,0.S1 (g, 2") € [[Uj, se tiene que ¢-x; > g-e; y por tanto wy(q, x') = —1.
Luego, [[U; C A.

» Sip-x; < p-e;, entoncesw;(p, ) = u;(x;) < a. Por la continuidad de u;, existe
U; vecindad abierta de z; tal que w;(z}) < a Va, € U. Sea U; = X; para

7

jJ # i, entonces [ [ U; es una vecindad abierta de (p, z). Dado (q,2") € [[Uj,

Do,siqgeal<q-e

Uj (‘Tz

/
wO(Q7 z ) = .
—1 | caso contrario

En cualquier caso, wy(g,2") < «, y por tanto [[U; C A.
Luego, w; es s.c.s.

Asi, el juego G es rscs.

d) Sean (p,z) € Xox X y e > 0. Como wy es continua, entonces wy(p, -) es continua,
y por tanto semi-continua inferiormente. Asi, el subastador asegura una utilidad

wo(p,x) —e en (p,z). Dado 1 <1i < n:

» Sip-x; > p-e;, entonces wi(p,x) —e = —1 —e <wi(q,z;,x" ;) Y(g,2",) €

XO X X—i'

» Sip-z; <p-e;, entonces w;(p, x) = u;(x;). Por continuidad de u;, existe U;

vecindad abierta de z; tal que u;(x;) — e < u;(x}) Val € U;.
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En caso de que p - x; < p - e;, existe una vecindad abierta Uy de p tal que
q-x; < q-e para todo ¢ € Uy. Luego w;(q,x;, 2" ;) = u;(x;) para todo
(q,2";) € Uy x X_;.

Supongamos que p-x; = p-e; > 0, entonces existe T; € U; tal que p-z; > p-T;.
Luego, existe U vecindad de p tal que q - e; > ¢ - T; para todo q € Uy. Por
tanto,

Asi, el juego es payoff secure.

El siguiente ejemplo muestra que la extension mixta de un juego payoff secure o

brs no necesariamente preserva esta propiedad.

Ejemplo 4. Consideremos el juego G entre dos jugadores, con X; = Xy = [0,1] y
Uy, us : X — R definidas

—1 ,SiI1<I2<$1+%
( ) = iay = = ;
U (21, 22) = 0 ,sizy=mxp023=11+3

1, caso contrario

y u2($17$2) = —U1(171,952).

Veamos que G es payoff secure.

a) Jugador 1 : si uj(x1,xe) = —1, es claro que el jugador 2 puede desviarse en la
vecindad (x1, 21 + §) de a. Si uy(zy,x2) = 1, como el conjunto en el que esto
sucede es abierto, el jugador 2 puede desviarse en una vecindad de tal forma que
uy(zq, 24) = 1. Supongamos que uy(zq,x2) = 0.

Si x1 = @y, entonces uy (1, z,) > 0 para todo ).

C 1
Sizy =1+ 3,

= en caso de que z7 = 0, uy(1,25) = 1 para todo 5.
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= en caso de que x; > 0, 9 = z1 + % > %, y por tanto si zf, € (%, 1] tenemos

que uy(0,25) > 0.

En cualquier caso, existe Z; y una vecindad abierta U de x5 tal que ui(Z1, z5) > 0

para todo zf, € U.

b) Jugador 2 : como ug(zy,xs) = —uq(x1,z2), basta considerar el caso en que

ug (21, T2) = Ui (21, 22) = 0.

s Si0<z; < %, hacemos Ty = xl—i-}l y por tanto si x) € (xl—é,xl—l—%)ﬂ[o, 1]
tenemos que uq(x),Te) = —1.

= Sizg > %, sea U C (%, 1] vecindad abierta de z, entonces para xj € U se

tiene
. -1 ,siz) <1
Uy ('Ila 1) =
0 ,sizj=1
En cualquier caso, existe 7T, y una vecindad abierta U de x5 tal que

—Ug(ﬂfll,fg) = ul(l'll,fg) S 0.

Por tanto el juego es payoff secure.

Ahora veamos que la extensién G del juego no es payoff secure.

Sea 1 = (do, %(5% + %51) EM(X))x M(Xy)y0<e< %, entonces

1 1 2 2
ul(:u) = §u1<07 5) + §u1(07 1) = 5

J

Consideremos la secuencia b =

|~

201 € M(X,). Como (5 — 5) —

N

L6,
37373

ko

_l’_
sigue que 5%_ R 5%, de donde p5 SN fho.

2k
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Dado v € M(X}), tenemos que

uy (v, i) = /Xul(v,y)du’z“(y)

P2 (v(0.3) v ()
Si A, = (0,5 — 5) ¥ Br = (5 — 3, 1], es claro que Ay, C Agy1 y Br D By para
todo k.
Luego,

IA
|
N
5
S
|
™
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Asf, uy (v, ub) < up(p) — € para todo k suficientemente grande.

Sea U vecindad abierta de s en M(X;). Como pub %l se tiene que
up (v, 1) < uy(p) — e con pb € U y k suficientemente grande . Por tanto, el ju-
gador 1 no asegura una utilidad u;(u) — € en p.

Asi, la extension mixta no es payoff secure. De hecho, este es un ejemplo en el que
el juego no posee equilibrio de Nash en estrategias mixtas*, por tanto, la extensién

del juego brs no es brs.

3.2. Uniformemente payoff secure

El ejemplo anterior muestra la necesidad de requerir una condiciéon mas fuerte
que solamente payoff secure para garantizar que la extension mixta también lo sea.
Es asi que Paulo Kingler Monteiro y Frank H. Page Jr. (2007) introducen el concepto

de uniformemente payoff secure.

Definicién 3.1. Decimos que un juego G = (X, u;)Y, es uniformemente payoff
secure si para cada jugador 7, x; € X; y € > 0, existe 7; € X; tal que para todo

y_; € X_; existe una vecindad V' de y_; tal que
wi(Ti, y'y) > iz, y—i) —e Yy, €V
Es claro que si G es uniformemente payoff secure, entonces también es payoff

Secure.

Proposicién 3.1. Si G es un juego tal que u;(z;,-) es semi-continua inferiormente

para cada x; y cada i, entonces G es uniformemente payoff secure.

Prueba. Dado i, ©; € X, y € > 0, hacemos simplemente z7; = x;. Dado
y_; € X_;, la semi-continuidad inferior de u;(x;,-) nos da una vecindad V de y_; tal

que u;(x;,y" ;) > ui(x;,y—;) — e paratodo vy, € V. O

4Sion M., Wolfe P.(1957).
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El siguiente teorema muestra que esta nueva condicion garantiza que la extension

mixta sea payoff secure.

Teorema 3.2.1. Sea G = (X;,u;)Y; un juego compacto. Si G es uniformemente

payoff secure, entonces G es payoff secure.

Demostracion. Sea i, m € M y € > 0. Supongamos que u;(x;, m_;) < u;(m) para

todo z; € X;, entonces

/Xi (s, mi)dmi(wi) < / u;(m)dm;(z;) = u;(m)

X;

Es decir,

ui(m) = /X_i [/X Ui(li,ﬂf—i)dmi(ﬂfi)] dm_;(z—;) < ui(m)

lo cual es absurdo. Luego, existe Z; € X; tal que u;(Z;, m_;) > w;(m). Desde que G
es uniformemente payoff secure, existe T; € X; tal que para cada y_; € X_; existe

una vecindad abierta V' de y_; tal que

9

Asi,

DO | ™

w(Tiyy—i) > If wi(Ti,y' ) > wil@iy—i) —
Y, EV

para todo y_; € X_;. Por tanto,

_ . €
W (T, m_) > ui (T, m_;) — 5

Como la funcién u,(7;,-) es semi-continua inferiormente sobre X_; se tiene que

u,;(T;, ) es semi-continua inferiormente sobre M_;. Luego, existe una vecindad abier-

ta U de m_; en M_; tal que

€
w,(Ti,m’;) > w; (T, m;) — 5 vm', e U
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Finalmente

ui (T, m;) > w (T, mLy) > w (T, mg) — 5 > wi(Fi,moy) —e > u(m) —¢

N ™

para todo m’, € U. O

Ejemplo 5 (Subasta todos-pagan). Existen N postores compitiendo por un ob-
jeto cuyo valor conocido es igual a 1. El mejor postor gana el objeto y el resto paga
lo ofrecido. En caso haya més de un mejor postor, el premio es repartido en partes
iguales. Asi, si la puja es dada por el vector b= (by,...,by) € [0,1]", entonces la
oferta del mejor o los mejores postores es b* = max; <<y bg.

Denotemos por H = {i : b; = b*} al conjunto de los mejores postores. La funcién

payoff de cada jugador ¢ estda dada por

1 : *
=T T bl , S1 bz =b
ui(b) = ¢

—b; , si b; < b*
Veamos que este juego es uniformemente payoff secure. Dadoi = 1,..., N, b; € [0,1]

y € > 0, analicemos los siguientes tres casos:

i) b; = 0. Consideremos b; = min{e, 1}. Dado b_; # 0 se tiene que u;(b) = 0y
ui(bs, ;) > —b; > —e = u;(b) — ¢ para todo b’ ;. Por otro lado, dado b_; = 0
tenemos que u;(b) = 1/N y u;(bj,b' ;) = 1 —b; > 1 — & > uy(b) — € para todo
b, €10,¢).

ii) 0 < b; < 1. Consideremos b; = b; +min{e, 1 — b;}. Sea b_; € [0, 1]V, Si b; = b*
consideramos V' = {0’ : mdx;; b; < b;} v tenemos que u;(b) = 1/|H| —b; y
ui(bi, b)) =1—0b; > 1/|H| — b; — ¢ = u;(b) — ¢ para todo b’ ; € V.

Por otro lado, si b; < b* consideramos V' = {b", : max;; b; > b;} y tenemos que
ui(b) = —b; v ui(bs, b ;) > —b; > —b; — & = u;(b) — £ para todo b/, € V.

iii) b; = 1. Consideramos b; = 0. Dado b_; tenemos que u;(b) = 1/|H| -1 <0y

ui(bs, ;) > b; = 0 para todo b/,
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Asi, el juego es uniformemente payoff secure.

Notemos que Zf\il u;(b) =1— Zf\;l b; es continua, por tanto, la extensién mixta

es rscs. Luego, el juego posee equilibrio de Nash en estrategias mixtas.

3.3. Resultados clasicos

En esta seccion veremos algunos resultados bastante conocidos que se deducen

de forma inmediata del Corolario 3.1.0.1.

Glicksberg (1952)

Todo juego compacto Hausdorff con funciones de utilidad continuas posee equi-

librio de Nash en estrategias mixtas.

En efecto. Como cada u; es continua sobre X, la funcién de utilidad u; es continuas

N . . .
sobre M = [],_, M; pues se expresa como una composicién de funciones continuas.”

[, M - MX) — R

(i) = Ou = [ ud(®u)

Por lo tanto, la extensién mixta G es brs. O

Mertens(1986)

Todo juego métrico compacto de suma cero entre dos adversarios tal que uy (-, y)
es semi-continua superiormente y u;(z,-) es semi-continua inferiormente, entonces

existe equilibrio de Nash en estrategias mixtas.

En efecto. Como cada u; es semi-continua inferiormente en el espacio de estrategias

de su oponente, el juego es uniformemente payoff secure. Luego, G es brs. O]

5También podemos utilizar el Lema 3.1.2 para concluir la misma afirmacién.
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Robson(1994)

Todo juego métrico compacto tal que cada funcion de utilidad es semi-continua
superiormente, y continua en las estrategias del resto de jugadores posee equilibrio

de Nash en estrategias mixtas.

En efecto. Como cada u; es semi-continua superiormente, »  wu; es semi-continua
superiormente sobre X, por tanto, Y wu; también lo es sobre el espacio M =[] M.
Asi, la extension mixta G es rscs. Ademds, la continuidad de cada u;(z;, -) implica
que el juego es uniformemente payoff secure, de donde la extension mixta sera payoff
secure. Finalmente, el Corolario 3.1.0.1 implica que G posee equilibrio de Nash en

estrategias mixtas. O

3.4. Votacién sobre el impuesto a la renta

Consideremos una economia dotada con una cantidad continua de individuos. Sea
F el conjunto de todas las funciones de distribucién F' : [0,1] — [0,1] con F(0) =0
y F(1) = 1. Los ingresos de los constituyentes de la poblacién se distribuyen en [0, 1]
de acuerdo con un elemento F' de F. Formalmente, un elemento F' de F es llamado

distribucion de ingresos.

Analicemos dos subconjuntos importantes de F. Sea F* C F el subconjunto de
funciones estrictamente crecientes y continuas. Para capturar la idea heuristica de
que “el numero de gente rica en la sociedad es estrictamente menor que la cantidad
de gente pobre”, trabajemos con las funciones F' € F tales que el ingreso medio es

estrictamente menor que el ingreso promedio, es decir,

1 1
mg = F_l(ﬁ) < / zdF(z) =: pp
0
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Denotemos este tipo de funciones por F.

Una funcién continua ¢ : [0, 1] — [0, 1] es llamada funcidn de impuesto si satisface:
i) 0 <t(x) <z, para todo z.
ii) z — t(z) y  — x — t(x) son funciones crecientes sobre [0, 1].

Denotemos por 7 C C([0,1]) al conjunto de todas las funciones de impuesto.

En lo que sigue, asumiremos que F € F* N F*', y que las politicas fiscales estdn

disenadas para recaudar al menos una cantidad exégena 7, con 0 < r < pp.

Decimos que t € T es admisible si cumple con el requisito de ingresos asociado,
1

es decir, r < / tdF (x). Denotemos por T(g,) C T al conjunto de todas las funcio-
0

nes de impuesto admisibles.

Pasemos a investigar el juego de votacién bésico. Este juego es uno de los mo-
delos mas simples posibles de competencia politica que se lleva a cabo en términos

de impuestos sobre la renta.

Consideremos dos partidos politicos que compiten por un cargo. Cada partido opta
por defender una politica sobre los impuestos en F(r,) que se hard efectiva en caso
de que esta parte obtenga el apoyo de la mayoria. Los ciudadanos evalian las pro-
puestas de forma egoista, es decir, un individuo con ingresos x considera la funcion
tributaria ¢t mas deseable que la funcién de impuestos 7 si t(x) < 7(z). Si los partidos
1 y 2 proponen las politicas de impuestos ¢t y 7, respectivamente, la proporcion de

la poblacién de individuos que prefieren estrictamente ¢ sobre 7 se determina como

w(t,7)=Pp{t <71} = dr

[t<7]
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Consideremos las funciones u; : 7?F,r) — R definidas por
wi(t, ) =

Formalmente tenemos el juego estratégico simétrico de suma cero Gg,) = (’EFvT)’ ui)?zl,
donde las funciones de utilidad representan la diferencia entre las acciones de votos

obtenidos por los candidatos.

Lema 3.4.1. Las aplicaciones (t,7) — w(t,7) y (t,7) — w(7,t) son semi-continuas

inferiormente sobre 7'(% ")

Prueba. Sea (t,,7,) una secuencia en T(g,y tal que t, =ty 7, — 7. Por el Lema

de Fatou®,
1 1
liminfw(t,, 1,) = h’minf/ 1, crndF 2/ liminf 1y, <7y dF
0 0
Como liminf 1y, <7} = 1ggme, <lfmr,}, entonces
1
lim inf w(t,, 7,,) > / lyernydF = w(t,7)
0

Luego, w es semi-continua inferiormente sobre 7E2FT). La otra afirmacion se prueba

de forma similar.

[
Lema 3.4.2. El conjunto Ty C C([0,1]) es compacto.

Prueba. Sea (t,) una secuencia en 7, tal que ||, —t||oc — 0. Por la convergencia

1 1 1
/ tdF :/ limt,dF = h’m/ t,dF > r
0 0 0

SLema de Fatou: Sea (X,Y, ) un espacio de medida y f, : X — [0,00) una secuencia de

uniforme tenemos

funciones integrables con lim inf / fndp < oco. Entonces liminf f,, es integrable y se tiene que
n—oo n—oo

/liminf fndu < h'minf/fndu.
n—oo n—oo
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Por tanto, t € Tz, y T(rr) es cerrado.

Es claro que 7(r,) es acotado. Veamos que también es equicontinuo.

Sea t € T(p,y. Dado 0 <y <2 < 1, por la condicién ii) de la funcién de impuesto,
r—t(x) > y—1t(y), de donde x —y > t(x) —t(y) > 0. Por tanto, |t(x) —t(y)| < |x—y|
para todo z,y € [0, 1]. Luego, dado = € [0,1] y € > 0 se tiene que [t(z) —t(y)| < ¢
siempre que |z — y| < €. Asi, T(p,) es equicontinuo.

Finalmente, el Teorema de Arzeld-Ascoli implica que 7, es compacto. H
Asi, el juego G(pry = (T(rr), u;)7—; €s compacto, y el Lema 3.4.1 muestra que la
extension mixta esta bien definida pues las funciones de utilidad son medibles.

Lema 3.4.3. Dadoe > 0y 7 € T(py con fol TdF = r, existe T € Tpyy con la

siguiente propiedad: para cada t € T(py), existe § > 0 tal que
w(t*, f) —w(f, ) > w(r,t) —w(t,1)
para todo f € Ns(t).
Prueba. Sean ¢ >0y 7 € T(p,) con fol 7dF = r. Definamos
* =if{x €[0,1]:7(y) —7(x) =y —x, Yy € [z,1]}

Desde que r < pp, no podemos tener x* = 0, asi que 0 < z* < 1.

Supongamos que 0 < z* < 1. Para ¢ > 0 con [z* — &, 2* 4+ ¢] C [0, 1], sean

0 , 0<z<a*—e—71(2*—¢)
t(z) =9 7(z* +¢) , ¥ —e+T(@t+e)—T(@"—e) < <1
T(z* —¢e) — (¥ —€)+x , caso contrario

y t. = max{7,t.}. Asi, existe €> > 0 tal que fol t.dF < r < fol t.dF para todo
0 < g < €° Se sigue que, para cada 0 < € < ¢°, existe 0 < a. < 1 tal que
fol (aete + (1 — ao)t.) dF = .
Definimos, para cada 0 < € < £°, las funciones de impuesto admisibles
ate+(1—a)t. , 0<z*<1
Pele + (1= )., 2" =1

te =
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Existe una secuencia (e,) de nimeros reales positivos que converge a 0 tal que
t., < T sobre {7 > 0} \ [z* — &,,2* 4+ &,] para todo n. Asi, podemos escoger * > 0

suficientemente pequenio para asegurar que

e* <min{z*, 1 — 2" ¢/12}

tes < 7 sobre {7 > 0} \ [z —e", 2" 4 €7]

Denotemos 7% = 7.«. Dado t € T(F,r). Fijemos 7 tal que
e* <np<min{z*, 1 — 2" ¢e/12}

Definamos so = sup71(0) y

min IT(z) =7 (x)] , so+n<az*—n
§ = { wElsotna—nlUfzr+n,1]
min _|7(z) — 7"()| ., caso contrario
z€[z*+n,1]

Tomemos f € Nj(t) arbitrario. Sean S = [sq, so+n]U[z* —n,2*+n] y S¢ = [0,1]\ S

el complemento de S en [0, 1]. Entonces,

w(r,t) —w(t,7) = 2w(r,t)+ Pr{r =1t} -1
= 2[Pr({r <t} NS)+ Pr({T <t} N S|+
Pr({T=t}NS)+ Pr({r =t} NS —1

Debido a que
2Pr({T <t}NS)+ Pr({T =t} NS) <3Pp(S) <3(3n) <9%/12 <«
tenemos

w(r,t) — w(t,7) < e+ 2Pp({T < t} N S¢) + Pp({r =t} N S°) — 1
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Por una simple descomposicion se tiene

w(r,t) —w(t,7) < e+2[Pp({m* <7 <t}NS)+ Pp({m* >7 <t} NS
+ Pp{m* <7=t}NS)+ Pp{r*>7=t}NS°) -1

= e+2[Pr({f <7 <7 <t}NS)+ Pr({f > 7" <7 <t} NS
+ Pr({f <7 =27 <t}nNS)+ Pp({f >7" >7 <t} NS

+ Pr{f <t <1=t}NS)+Pr({f > 7" <7 =1t} NS
+ Pr{f <t >7=t}NS)+Pr({f>7">7=1t}NS) -1

Por tanto, si

Pe{f <1t <7<t}nNsS)=0 (3.2)
Pr{f<1m"<7=t}NS)=0 (3.3)
Pr({f <" 27 <t}nS) < Pr({f =77}) (3.4)

entonces
w(r, t) —w(t,7) < e+2w(r* f)+ Pr({m*=f}) —1

= W(T*, f)w<f7 7—*) -1
Asi, la prueba estard concluida para el caso 0 < z* < 1 si probamos las ecuaciones
(3.2)-(3.4).
Debido a que 7 = 0 sobre [0, 5o se tiene
PF({f <7* <T<t}ﬂ[0,80]) =0
Por otro lado, como f € Ns(t),
If =t <o <|lr -1
sobre [so + 7, 1] N .S

Como S¢ C [0,80) Uso + 1], {f < 7 < 7 < t}N[so+n1 = 0y
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{f <7 <7 =1t}n]0,8] = 0, es sencillo ver que tenemos las dos primeras

ecuaciones.

Para ver que se cumple la tltima ecuacién, notemos que
([s0, 1] NS)N[z" —e*,a" +£"] =10

y 7" < 7 sobre {T > 0} \ [z* — ", 2" 4 €*]. Luego,

Pr{f<rm>7r<t}nse) < Pr({f <7 2>7}N5°)
< Pe({f <t >7}NS°N[0,s0])+
Pp({f <7 >7}N5°N[s0,1])
= Pr({f <7 =7=0}Nn5N[0,s0))
< Pr({f=1"})

pues por la construccién de 7%, 7 = 7* sobre [0, s.

Finalmente, para el caso z* = 1 se procede de forma similar redefiniendo ¢, me-

diante

0 , 0<z<l—ec—7(l—¢)

Tl—¢e)—(1—-¢e)+z , 1—e—7(1l—¢)<z<1

]

Proposicién 3.2. El juego Gp,ry = (Tir, wi)i; es uniformemente payoff secure.

Demostracion. Sean € > 0y 7 € T(py).

Si fol T7dF' = r, el Lema 3.4.3 implica que existe 7* € 7T(g,) tal que para cada

t € Tipyy, existe 6 > 0 con ui (7", f) > wui(7,t) y us(f,7") > ua(t,7) para todo

f € Ns(t).

Supongamos que f01 7dF > r,y definamos a = r/ fol TdF. Es claro que at € Ty ¥y

fol(aT)dF = r. Luego, el Lema 3.4.3 implica que existe 7* € T(g, tal que para cada
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t € T(py), existe § > 0 con ui (7%, f) > wi(at,t) y ua(f,7*) > us(t, ar) para todo
f e Ns(t).

Notese que

1 1
w(m', t) = / 1{aT<t}dF > / 1{T<t}dF = w(T, Zf)
0 0

1 1
w(t, ar) :/ 1fcarydF §/ 1yerydF = w(t,7)
0 0

desde que a < 1. Por tanto,

uy(at,t) = w(ar,t) —w(t,ar) > w(r,t) —w(t,7) = uy (7, 1)

u2(t7 CLT) =u (CLT, t) > Uy (7—7 t) = UZ(ta T)
Asi, el juego Gipry = (T(r), ui)i—q €s uniformemente payoff secure. O]

Corolario 3.4.3.1. La extension mizta del juego Gpry = (T(rr), wi)i—y es payoff

secure

Teorema 3.4.4. El juego G(pry = (T(rr), us)7q posee equilibrio de Nash en estrate-

gias miztas

Demostracion. El juego G(r,) es de suma cero, de donde la extension mixta resulta
rscs. Ademas, el Corolario 3.4.3.1 indica que dicho juego también es payoff secure,
por tanto, G(p,y es brs. Finalmente, el Corolario 3.1.0.1 implica que G(p,) posee

equilibrio de Nash en estrategias mixtas. O]
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Conclusiones

Las nociones discutidas a lo largo de los dos primeros capitulos permiten abarcar
una amplia gama de juegos que incluyen los casos continuos y algunos discontinuos.
Aunque en la mayoria de aplicaciones existentes el ambiente es un espacio métrico, el
teorema de Reny sigue siendo aplicable puesto que podemos ver el espacio encajado
dentro de un espacio vectorial topologico, de hecho, dentro de un espacio de Banach.
Las condiciones de este teorema son bastante débiles debido a que la extension de
un juego siempre tendremos la propiedad de cuasiconcavidad. Asi, si verificamos
que la extensién mixta de un juego es brs entonces podemos asegurar la existencia
de equilibrios de Nash en estrategias mixtas. Ademads, adicionando la condicién de
cuasi-simetria pudimos probar la existencia de equilibrios simétricos. Nuestro apor-
te consiste en la generalizacion de ciertas condiciones sobre un juego compacto, no
necesariamente métrico, para garantizar que la extension mixta resulte brs. Sin em-
bargo, estos resultados son netamente existenciales pues la prueba del teorema de
Reny se basa en aproximar equilibrios de Nash, garantizados por la existencia de
un teorema de punto fijo, de juegos reducidos. Finalmente, en el analisis del juego
Votacion sobre el impuesto a la renta pudimos demostrar la existencia de equilibrios
de Nash en estrategias mixtas usando el teorema de Reny, de hecho, demostramos

que dicho juego es payoff secure y rscs.
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Apéndice A

Topologia

A.1. Nets

Consideremos el espacio C® de todas las funciones complejas sobre R dotado
con la topologia producto, y el subespacio de funciones continuas C'(R). Sabemos
que si {fn} € C(R) y f, — f puntualmente, entonces f es Borel medible, asi
que el conjunto formado por los limites de secuencias convergentes de C'(R) es un
subconjunto propio de C¥. Sin embargo, C(R) es denso en C® pues para cada f € C¥,

los conjuntos de la forma

{g€C*:glz;) — fla;)| <eVj=1,....n}

constituyen una base de vecindades de f, y cada uno de ellos contiene funciones

continuas.

Como vemos, la convergencia de secuencias no toma el mismo rol principal en es-
pacios topoldgicos como lo hace en espacios métricos. Sin embargo, podemos dar una

generalizacién de la nocién de secuencias que funciona bien en espacios topolégicos.

Definiciéon A.1. Un conjunto A es un conjunto direccionado si existe una relacién
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< sobre A que satisface:
i) A < X paracada A € A
i) si Ay < Aoy Ay < Ag, entonces A\ < A3
iii) si A\;, A2 € A entonces existe algin A3 € A con Ay < A3, A < A3

Definiciéon A.2. Una net en un conjunto X es una funciéon P : A — X, donde
A es algin conjunto direccionado. El punto P()\) es usualmente denotado por x,
y nosotros a menudo haremos referencia a “la net (x))yea” o simplemente “la net

(z))” si no hay lugar a confusién.

Una subnet de una net P : A — X es la composiciéon P o ¢, donde ¢ : M — A

es una funcién creciente cofinal del conjunto direccionado M hacia A. Esto es,

i) p1 < po implica @(p1) < o(u2) (¢ es creciente)
ii) para cada A € A, existe p € M tal que A < p(u) (¢ es cofinal en A)

Para p € M, el punto P o ¢(y) es a menudo denotado por x,, y nosotros haremos

referencia a “la subnet (zy,) de (z))”.

Ejemplo 6. El conjunto N es un conjunto direccionado con el orden usual. Asi,
toda secuencia (z,) es una net y toda subsecuencia es una subnet; sin embargo, no

toda subnet de (x,) es una subsecuencia.

Definicién A.3. Sea (z,) una net en X. Decimos que (x)) converge a z € X, y lo
denotamos por x, — x, si para cada vecindad U de x, existe algin \g € A tal que
A > \g implica z) € U.

Decimos que z es un punto limite de la net (x)) si para cada vecindad U de x y

cada \g € A, existe A\ > \g tal que x) € U.
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Ejemplo 7. Sea X un espacio topoldgico, x € X y A una base de vecindades de
x. La relacion de orden U; < U, < U, C U; direcciona al conjunto A pues dicha
relacién es reflexiva y transitiva, y ademads, si Uy, Us son vecindades de z, entonces
U = U; NU; es una vecindad de x que satisface Uy < U y Uy < U.

Para cada U € A tomemos xy € U, entonces tenemos la net (zy) en X. Mas atin,
xy — x pues si V es una vecindad de x, existe Uy C V para algin Uy € A, de donde

U > U, implica U C Uy, y por tanto zpy € U C V.

Ejemplo 8. Si x), — z, cada subnet de (x,) converge a z.
Sea (r,) una subnet de (). Dado U vecindad abierta de x, existe Ay tal que A > Ag
implica zy € U. Para Ay, existe o tal que Ay, > Ag. Si pp > po, entonces A, > Ay,

y por tanto x), € U.

Teorema A.1.1. Una net tiene a y como punto limite si, y solo si existe una subnet

que converge a vy.

Demostracion. Sea y punto limite de la net (x). Definimos el conjunto
M ={(\U): X € AU vecindad de y,z) € U}

y lo direccionamos mediante (A1, U;) < (A2, Us) < A1 < Ay, Uy < Us. Asi tenemos
la subnet (a:A(A,,U>) = (zy). Dado U vecindad de y y A € A, existe \y > A tal que
zy, € U, de donde (A\o,U) € M. Si (XN, V) > (Ao, U), entonces X > Xy, V C U con
xy € V. Luego, x) = Ty € U.

Reciprocamente, sea (z,,) una subnet de (x,) que converge a y. Dado U vecindad
de y, existe py tal que p > py implica oy, € U. Si A € A, existe py tal que Ay, > A
Luego, escogiendo 1 con p > 1, 1 > po se tiene que A\, > A,,, y por tanto A\, > A

con x, € U. O

Ahora mostraremos que el concepto de nets representa el enfoque correcto de

convergencia en espacios topolégicos.
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Teorema A.1.2. Si E C X, entonces v € E si, y solo si existe una net (x)) en E

tal que ) — x.

Demostracién. Si x € E, cada vecindad U de z intersecta al conjunto E en algin
punto zy. Entonces (zy) es una net en E que converge a x.
Reciprocamente, sea (x,) una net en E tal que zy — z. Dado U vecindad de z,

existe zy € U, y por tanto ENU # (). O

Teorema A.1.3. Sea f: X — Y. Entonces f es continua en xqg € X si, y solo si

siempre que x) — = en X, entonces f(x)) — f(xg).

Demostracion. Sea (x)) una net en X tal que z), — xo. Dado V' vecindad de f(xy),
por continuidad de f en zy, existe U vecindad de zq tal que f(U) C V. Asi, existe
Ao tal que A > X\ implica x) € U. Luego, f(x)) € V para todo A > .

Reciprocamente, supongamos que f no es continua en zy. Entonces existe V' vecindad
de f(xo) tal que para cada vecindad U de xg, existe algin zy € U tal que f(zy) € V.

Asf tenemos la net (zyy) en X tal que zp — x y f(ay) » f(xo). O

Teorema A.1.4. Una net (x)) en X = [[,.4 Xa converge a x si, y solo si para

a€cA

cada o € A, mo(xy) — m(x) en X,.

Demostracion. Si xy — x en [[ X, entonces por la continuidad de 7, se tiene que
To(Tr) = m(x) en X,.

Reciprocamente, supongamos que m,(xy) — m(x) para cada . Dada la vecindad
Tot (Uay) NN N (Uy,) de @ se tiene que m,, (x) € Uy, para cadai = 1,...,n. Asi,
existe \; tal que A > \; implica 7,,(z)) € U,, para cada ¢ = 1,...,n. Finalmente,
escogiendo \g > \; para cada i se tiene que A > \g implica 7, (z)) € U,, para todo

i, y por tanto x € 7, (Us,) N ... N7, (Us,) para A > . O

Este resultado nos dice que en el espacio X, dotado con la topologia producto,

una net f, converge a f si, y solo si f,(a) — f(a) para cada a € A. Esto es, la
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convergencia de funciones en X con la topologia producto es equivalente a la con-

vergencia puntual.

Una de las diferencias mas notables entre nets y secuencias es que en el caso de

nets la convergencia no es unica, salvo que el espacio sea Hausdorff.

Teorema A.1.5. El espacio topolégico X es Hausdorff si, y solo si cada net en X

converge a lo mds a un punto.

Demostracion. Supongamos que (z,) es una net en X que converge a T e y, con
x # y. Como X es Hausdorff, existen vecindades disjuntas U y V' de x e y respec-
tivamente. Asi, existen A1, Ay tales que A\ > \; implica z, € U y A > Ay implica
xy € V. Luego, escogiendo A > A, A > Ay se tiene que x)y € U NV, lo cual es
absurdo.

Reciprocamente, supongamos que X no es Hausdorff. Luego, existen = # y en X
tales que para cada par de vecindades U y V de x e y respectivamente, existe

zyy € UNV. Asi tenemos la net (zy) que converge a = e y. O

A.2. Filtros

Definicién A.4. Un filtro F sobre un conjunto X es una colecciéon no vacia de

subconjuntos no vacios de X tal que:
i) si Fy, Fy € F entonces F1 N Fy € F,
ii) si F € Fy F CF', entonces F' € F.

Notemos que la nocion de filtro es dado sobre un conjunto que no necesita tener

ningtn tipo de estructura.
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Definicién A.5. Un filtro base B sobre un conjunto X es una coleccion no vacia de
subconjuntos no vacios de X tal que la interseccion de cualquier par de elementos

de B contiene un elemento de B.

Dado un filtro base B, podemos obtener un filtro (propio) F al incluir todos los
subconjuntos de X que contienen a algin elemento de B. Dicho filtro es llamado
filtro generado por el filtro base B. Méas ain, dicha familia es el menor filtro que

contiene a B.

Ejemplo 9. Sea X un espacio topoldgico y z € X. Si N, denota el conjunto de

vecindades de x, entonces N, es un filtro sobre el espacio X.

Definicién A.6. Sea F un filtro en el espacio topolégico X . Decimos que F converge
ax € X, ylodenotamos por F — z, si F es mas fino que el filtro de vecindades de
x, es decir, N, C F.

Decimos que x € X es punto limite del filtro F si x € () {ﬁ A€ .7:}.

Teorema A.2.1. El filtro F tiene a x como punto limite si, y solo si existe un filtro

G mas fino que F tal que G — .

Demostracion. Supongamos que x es punto limite del filtro F. Es claro que el con-
junto G ={KNW :W eN,,3JA € F con A C K} es un filtro mas fino que F que
converge a .

Reciprocamente, sea G un filtro mas fino que F que converge a . Dado A € F C G
y U € N, C G se tiene que ANU € G, es decir, ANU # . Por tanto, = € A para
todo A € F. O

Teorema A.2.2. Si E C X, entonces x € E si, y solo si existe un filtro F tal que
EeFyF —u.

Demostracién. Si x € E, entonces B={UNE :U € N,} es un filtro base para un
filtro F. Es claro que F — .

Reciprocamente, si £ € F — x, entonces x es punto limite de F. Luego, x € E. O

52



A.3. Compacidad

Teorema A.3.1. Si X es un espacio topoldogico, son equivalentes:
a. X es compacto.

b. Cada net en X tiene un punto limite.

c. Cada net en X tiene una subnet convergente.

Demostracion. (b) < (c¢) se reduce al teorema A.1.1.

(a) = (b) Sea X compacto y (Z4)aca una net en X. Dado a € A consideramos el
conjunto E, = {zz: f > a}. Es claro que la familia {E,} posee la propiedad de la
interseccion finita, y por la compacidad de X tenemos NE, # ), digamos = € NE,.
Es claro que z es punto limite de la net (z,).

(b) = (a) Supongamos que X no es compacto, entonces existe un cubrimiento
{Us}pep de X que no posee subcubrimiento finito. Sea A la coleccién de subcon-
juntos finitos de B direccionado por la inclusién, y para cada A € A escogemos x4
(fijo) en (UgealUp)® # 0. Asi formamos una net (z4)aca en X. Dado z € X, existe
p € Btal que z € Us. Si A > {f}, entonces x4 € (Us)°. Luego, = no es punto limite
de la net (z4). O

A.4. Particion de la unidad

Un espacio topoldgico es llamado localmente compacto si cada punto posee una

vecindad compacta.

Lema A.4.1. Sea X localmente compacto Hausdorff, K compacto y U abierto con
K Cc U C X. Entonces existe un abierto V tal que K CV CcV C U, con V com-

pacto.
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Teorema A.4.2 (Lema de Urysohn para espacios localmente compactos). Sea X
localmente compacto Hausdorff. Si K, F C X son subconjuntos disjuntos, con K

compacto y F' cerrado, entonces existe f € C(X,[0,1]) tal que fix =1y fir = 0.

Definicién A.7. Sea X un espacio topologico y £ C X. Una particion de la unidad

sobre E es una coleccién {hg}aca de funciones en C'(X, [0, 1]) tales que

1. cada z € X posee una vecindad sobre la que solo una cantidad finita de

funciones h, son no nulas.

2. cada x € F cumple > _, ho(z) = 1.

acA o

Decimos que la particién de la unidad {hg }aea sobre E es subordinada al cubrimiento

abierto U de F si para cada a € A, existe U € U tal que supp(h,) C U, donde

supp(ha) = {x € X : ho(x) # 0}

Teorema A.4.3. Sea X localmente compacto Hausdorff, K C X compacto y {U;}7_,
un cubrimiento abierto de K. Entonces existe una particion de la unidad sobre K

subordinada al cubrimiento {U;}7_, que consiste de funciones con soporte compacto.

Demostracion. Por el lema A.4.1, cada x € K posee una vecindad compacta N,
tal que N, C U; para algin j. Desde que {int(NV,)},cx es un cubrimiento abier-
to de K, existen x1,...,7, € K tales que K C [J/_, int(N,,). Sea Fj la unién
de los conjuntos N, que son subconjuntos de U;. Como cada Fj es compacto, por
el lema A.4.1 y el lema de Urysohn, existen ¢i,...,9, € C(X,[0,1]) con g; = 1
sobre Fj; y supp(g;) C U; compacto. Desde que U7, F; cubre K, tenemos que
Z?:lgj > 1 sobre K. Nuevamente, por el lema A.4.1 y el lema de Urysohn,
existe f € C(X,[0,1]) con f = 1 sobre K y supp(f) C {z : > 7, g;(x) > O}.
Sea g,r1 = 1 — f, asi que Z;jll gi > 0 en X. Para cada j = 1,...,n definimos
h; = gj/zgl;rll gj- Entonces supp(h;) = supp(g;) C U; y D7 hj = 1 sobre K. [J
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A.5. Topologia débil y débil*

A.5.1. Convergencia débil

Dado el espacio vectorial normado X, el espacio X* de funcionales lineales aco-
tadas sobre X es llamado espacio dual. La topologia generada por X* es llamada
topologia debil sobre X y denotada por 7, y la convergencia con respecto a esta
topologia es conocida como convergencia debil.

Dado zp € X, f1,..., fn € X* y € > 0, denotemos

V2o, fiyeo s frre) = {x € X 1 |fi(x) — fiwo)| <&, Vi=1,...,n}

Es claro que dichos conjuntos forman una base para la topologia débil 7,,. Ademas,
nétese que V(xo, fi, .-, fn,€) = N f7HB(fi(x0),€)), y como cada f; es continua

en la topologia 7 generada por la norma, V' (zo, f1,..., fn,€) € T,y por tanto 7, C 7.

Proposicion A.1. Sea (x)) una net en X.
Ty = & f(x)) = f(x) para todo f € X*

En efecto. Si f € X*, entonces f es continua. Luego, es claro que f(xy) — f(z).
Reciprocamente, sea U € 7, tal que x € U, entonces existe V(zo, f1,..., fn,e) CU
tal que x € V(zo, f1,..., fn,€). Luego, fi(z) € B(fi(x¢),e) para todo i. Por hipétesis,
para cada i existe \; tal que fi(z)) € B(fi(xo),¢), para todo A > \;.

Tomando A\g > A;, i = 1,...,n, se tiene que, para cada i, fi(z)) € B(fi(xo),¢e),
YA > Xo. Por tanto, xy € V(xg, f1,..., fa,€) para todo A > . ]

Proposicién A.2. El espacio topolégico (X, 1,) es Hausdorff.

En efecto. Si g # yo, entonces xo — yo # 0. Luego, existe f € X* tal que

f(xo —yo) # 0, es decir, f(xo) # f(yo)- Sea 0 <& < [f(w0) — f(vo)|-
Veamos que los conjuntos V (xg, f,/2) v V(yo, f,6/2) son disjuntos.
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Six € Vixg, f,0/2) NV (yo, f,/2), entonces |f(x) — f(zo)| < /2y
|[f (@) = f(yo)| < 8/2. Luego,

£ (o) = f(yo)l < [f (o) = f(2)| + | f(2) = flyo)| <6

lo cual es absurdo. O

A.5.2. Convergencia débil*

Como vimos, la topologia débil sobre X™* es la topologia generada por X**. Cada
z € X induce la funcional lineal acotada J, : X* — R definida por J,(¢) = ¢(z),
por tanto, podemos considerar X C X**.
La topologia sobre X* generada por X es llamada topologia débil* sobre X* y
denotada por 7,+, v la convergencia con respecto a esta topologia es conocida como
convergencia débil*.

Dado fo € X*,z1,...,2, € X y € > 0, los conjuntos

V(fo,x1,.. . xn,8) ={p € X* :|p(x;) — folws)| <e, Vi=1,....,n}

conforman una base para la topologia débil* 7,,-. Ademaés, nétese que

n

V(forzr,. . an,e) =) 1o, (B(folx:), €))

=1

Y Tws & Tw & T
Proposiciéon A.3. Sea (f\) una net en X*.
r », < fix) = f(z) para todo x € X

En efecto. Si fy N f, por continuidad de cada J, se tiene J,(f\) — J.(f), es decir,
fr(x) = f(x) para todo = € X.

Reciprocamente, sea U € 7, tal que f € U, entonces existe V(fo, z1,...,Tn, ) tal
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que f € V(fo,x1,...,2Tn,€) C U, por tanto, f(z;) € B(fo(x;),¢).

Luego, existe \; tal que fy(x;) € B(fo(x;),¢) para todo A > \;. Escogiendo \g > \;
para todo i, fi(x;) € B(fo(z;),€) para todo A > .

Ast, fx € V(fo, 21, ..., 2n,e) C U para todo A > Ay, es decir, fy AEAN f. ]

Proposicién A.4. El espacio topolégico (X*, 1) es Hausdorff.

En efecto. Sean f # g en X*, entonces existe x € X tal que f(z) # g(x).
Sea 0 < d < |f(x) —g(x)|. Si fo e V(f,2,0/2)NV(g,x,0/2), entonces
|[fo(z) = fz)] <6/2y |folz) — g(z)| < /2. Luego,

[f(z) = g(x)] < |f(x) = fol@)| + | folz) — g(z)] <
lo cual es absurdo. O

Teorema A.5.1 (Banach-Alaoglu). Si X es un espacio vectorial normado, la bola

unitaria cerrada B* = {f € X* || f|| < 1} es un conjunto compacto en la topologia

débil*.
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Apéndice B
Medida

Si A C P(X) es un algebra, una funcién pg : A — [0, 00| es llamada premedida

sobre A si

i) po(0) =0

ii) si {A,}5%, es una secuencia de conjuntos disjuntos en A tal que |J,~, A, € A,

entonces po(U>—; An) = D> 0o po(Ay).

Teorema B.0.1 (Extensién de Caratheodory-Hahn). Sea A C P(X) un dlgebra y
po una premedida sobre A. Eziste una medida p sobre o(A) cuya restriccion sobre
A es pg. Ademas, si pg es o-finito, entonces la extension de pg a una medida sobre

o(A) es inica.

B.1. Medida Producto

Sean (X, M, ) y (Y, N,v) espacios de medida. Dado el conjunto de rectangulos
R ={AxB:Ae M,B e N}, la coleccion A de uniones finitas disjuntas de
rectdngulos forma un dlgebra. Supongamos que E = |J;_; A; X B; € A también se

expresa como una unién disjunta contable de rectangulos C; x Dj.
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Dado (z,y) € X x Y=

D xa(@)x8,(y) = XU, 4, (1Y) = XU, 05x0, (T, 9) = > Xywp, (2, 1)

Asi, integrando respecto a = tenemos

> wddat) = [ ZXA D (o)duta) = [ ZXC #)xp, (W)di(x)
-3

e integrando respecto a y

S (A (B) = 3 p(Ci)w(Dy)

Luego, la aplicacién 7 : A — [0, 0o definida por

=1 =1

es una premedida. Por el Teorema de Extension de Caratheodory-Hahn podemos
extender 7 a una medida definida sobre o(A) = M ® N llamada medida producto
y denotada por p ® v.

Asf tenemos un nuevo espacio de medida (X x Y, M @ N, u ® v) llamado espacio

de medida producto.

Supongamos que g y v son o-finitos, entonces X = (J;o; 4 v Y = (U;2, B; con
11(A;) < 0oy v(B;) < 0o. Luego, X x Y =2, UjZ, A x Bj con m(A; x Bj) < o0
Por tanto, 7 es o-finito y la extensién p® v es la inica medida definida sobre M N

que cumple

V(A x B)=u(A) x v(B)

para todo rectangulo A x B.
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Observacion. Del mismo modo podemos definir la medida producto para un nimero
finito de medidas. Sean (X;, M;, u;) espacios de medida para j =1,...,n. Dado el
congunto de rectdngulos R = {[[;_, A;i : A € M;}, la coleccion A de uniones finitas
disjuntas de rectangulos forma un dlgebra. Luego, existe una medida definida sobre
o(R) = & M, y denotada por @7, ju; tal que para todo rectangulo [}, A; se tiene

®z 1/1% H H:ul

=1
Mas ain, si cada j1; es o-finito, entonces @i p; es la unica medida definida sobre

®1 M, que satisface la igualdad anterior para todo rectdngulo.

Dadoz € X,y € Yy E € M®N, las secciones E, ={y € Y : (z,y) € E} y
EY ={x € X : (z,y) € E} son medibles. De forma similar, dado f : X xY — [0, o]
medible, las secciones f, y f, definidas por f,(y) = f¥(x) = f(x,y) son medibles.

Teorema B.1.1 (Principio de Cavalieri). Supongamos que (X, M,u) y (Y,N,v)
son espacios de medida o-finitos. Si E € M QN , entonces las funciones x — v(FE,)

yy— u(EY) son medibles sobre X e Y respectivamente, y

1 ®U(E) = /X V(E,)dp(x) = /Y u(EY)dv(y)

Teorema B.1.2 (Teorema de Fubini-Tonelli). Supongamos que (X, M, pn) y (Y,N,v)

son espacios de medida o-finitos.

1. Si f: X XY — [0,00] es medible, entonces las funciones g(x) = [ fodv y
= [ fYdu son medibles y

[ ow= [ o~ | [ o]

2.8 f : X XY — [—o0,00| es integrable respecto a pu @ v, entonces f, es

integrable para casi todo x € X con respecto a v y fY es integrable para casi todo
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y €Y con respecto a . Ademds, las funciones g(x) = [ fodv y h(y) = [ f¥du

definidas casi para todo punto son integrables respeco a p y v respectivamente,

Y

oo s [ oo

Observacion. La hipotesis de o-finito, medibilidad o integrabilidad de f es necesaria

en cada caso.

B.2. Teorema de Representaciéon de Riesz

Sea X un espacio topoldgico Hausdorff. Denotemos por By al o-algebra de Borel
sobre X (o-élgebra generado por los subconjuntos abiertos de X).
Una medida de Borel sobre X es una medida cuyo dominio es By. Supongamos que

A es un o-algebra sobre X tal que Bx C A.

Definicién B.1. Una medida positiva u sobre A es llamada regular si

1. cada compacto K C X satisface pu(K) < oco.
2. (regular exterior) cada A € A satisface

pu(A) = mf{u(U): AC U, U abierto}

3. (regular interior) cada abierto U C X satisface

w(U) = sup{p(K) : K CU, K compacto}

Una medida regular de Borel sobre X es una medida regular sobre By.
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Proposicion B.1. Sea X un espacio Hausdorff, A un o-dlgebra sobre X que incluye

a B(X) y p una medida regular sobre A. Si A € A y pu(A) < oo entonces
1(A) =sup {u(K): K C A, K compacto}

Teorema B.2.1 (Lusin). Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto, A un o-
dlgebra sobre X que incluye a B(X), p una medida regular sobre A vy
f: (X, A) = (R, Br) una funcién medible. Si A € A y satisface u(A) < oo, entonces
para cualquier € > 0, existe un subconjunto compacto K C A tal que p(A — K) < e

y fix es continua.

Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Denotemos por C.(X) al
conjunto de funciones continuas con soporte compacto. Decimos que f € C(X) se
anula en el infinito si para cada € > 0, el conjunto {z € X : |f(x)| > €} es compacto,
y denotamos

Co(X)={f € C(X) : f se anula en el infinito}

Proposicién B.2. Sea X localmente compacto Hausdorff. Entonces C.(X) es denso

en Co(X).

Lo primero que debemos notar es que cada f € C.(X) es integrable respecto a
a cualquier medida regular sobre X, pues f es acotada y la medida regular es finita

sobre conjuntos compactos. Por tanto, si  es una medida regular de Borel,

I,: C(X) - R
o= J fdu

define una funcional lineal sobre C.(X).

Con esto en mente surgen dos interrogantes. ;Pueden distintas medidas regulares de
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Borel inducir la misma funcional? ;Qué funcionales surgen de esta manera? Ambas

preguntas seran resueltas con el Teorema de representacion de Riesz.

Una funcional lineal I sobre C.(X) es llamada positiva si para cada funcién no
negativa f € C.(X) se tiene I(f) > 0.

Por ejemplo, si p1 es una medida regular de Borel sobre X, la funcional /,, es positiva.
Sea X localmente compacto Hausdorff y U C X abierto. Si f € C.(X), denota-
mos por f < U si 0 < f < xyysupp(f) CU.

Lema B.2.2. Sea X localmente compacto Hausdorff,  medida reqular de Borel
sobre X y U C X abierto. Entonces

u(U) = sup {/deu feCx).f=<U}

Teorema B.2.3 (Representacién de Riesz). Sea X localmente compacto Hausdorff,
y sea I una funcional lineal positiva sobre C.(X). Entonces eziste una inica medida

reqular de Borel ji sobre X tal que

I(f) = /de,u, para todo f € C.(X)

B.3. Medida con signo

Sea (X, M) un espacio medible. Una medida con signo sobre (X, M) es una

funcién p: M — [—00, 00] que satisface :
L u(@)=0

2. p asume a lo més uno de los valores +o00
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3. si {E,} es una secuencia de conjuntos disjuntos en M, entonces

pw(Ur—y En) = > 02 i(E,), donde esta suma converge absolutamente si

Definicién B.2. Si p es una medida con signo sobre (X, M), un conjunto £ € M
es llamado positivo (resp. negativo, nulo) para p si u(F) > 0 (resp. u(F) < 0,
pu(F) =0) para todo F' € M tal que F' C E.

Teorema B.3.1 (Teorema de descomposicién de Hahn). Si u es una medida con
signo sobre (X, M), entonces existe un conjunto positivo P y un conjunto negativo

N para pi tal que X = PUN y PN N = .

Decimos que dos medidas con signo p y v sobre (X, M) son mutuamente singu-
lares si existen E, F' € M talesque ENF =0,EUF = X, F es nulo para u y F

es nulo para v. Denotamos esta relacién mediante p L v.

Teorema B.3.2 (Teorema de descomposicién de Jordan). Si i es una medida con

signo sobre (X, M), existen p* y pu~ medidas positivas inicas sobre (X, M) tales
que pr=p" —p~ ypt Ly
Si pu es una medida con signo sobre (X, M), definimos la wvariacidn total de p

como la medida |u| definida por
= p* +p

Observacion. St X = PU N es una descomposicion de Hahn para la medida con

signo p, f=xp— XN YV =yl

[E fdv = u(E)

Definimos el conjunto de funciones integrables L'(u) = L*(u™) N L' (u™), donde

[ tin= [ saut = [ s
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Sea X localmente compacto Hausdorff. Denotemos por M, (X) al conjunto de
medidas con signo finitas que pueden ser escritas como la diferencia de dos medidas

positivas regulares de Borel. Podemos dotar al espacio M,.(X) con la norma

[l = 11l (X

Teorema B.3.3. Sea X localmente compacto Hausdorff. La aplicacion
p: M.(X) — C.(X)*
L — I,

es un isomorfismo isométrico.

B.4. Convergencia débil* sobre M(X)

Denotemos por M(X) = {p € M, (X) : p(X) = 1,u > 0} al conjunto de
medidas regulares de probabilidad sobre el conjunto compacto Hausdorff X. Como
Co(X) = C(X), tenemos que M,.(X) es isomorfo e isométrico a C(X)*. Por el

teorema de Alaoglu, la bola unitaria cerrada
B*={leC(X) :||I|| <1}

es compacta con la topologia débil*. Dado p € M(X) se tiene que (u) = I, € B*,
de donde (M (X)) C B*. Veamos que (M (X)) es débilmente* cerrado.

Sea () una net en (M (X)) que converge débilmente* a ¢(u). Considerando
f=1¢€ C(X) tenemos que 1 = u\(X) = I,,(f) M, L,(f) = p(X), de donde
u(X) = 1. Ademas, g € C(X) no negativo implica 0 < I,,(g), y tomando limi-
te se tiene 0 < I,(g); por tanto, I, es positivo, es decir, p es positivo. Luego,
o(u) € p(M(X)), de donde (M (X)) es débilmente* cerrado.

Asf, p(M(X)) = {o(p) =1, : p € M(X)} es débilmente* compacto.
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Recordemos que M, (X) y C(X)* al ser isomorfos e isométricos podemos consi-
derarlos indistintos. Por tanto, podemos decir que M (X) es débilmente* compac-

to. Luego, la net (p,) en M(X) converge débilmente™ a u € M(X) si, y solo si
Jx fdux — [ fdp para todo f € C(X).!

B.4.1. Propiedades de M(X)

Sea X un espacio compacto Hausdorff y f € C'(X). Consideremos la aplicaciéon
Iy M(X) — R
o= [y fdu
Si (py) es una net en M(X) que converge débilmente* a p € M(X), entonces

Jx 9dpx — [ gdp para todo g € C(X). En particular, [, fduy — [ fdu, es de-
cir, Ir(pn) = If(p). Luego, 17 es continua si M (X) es dotado con la topologia débil*.

Proposicion B.3. Sean X eY dos espacios Hausdorff compactos. La aplicacion
v MX)xMY) - M(XxY)
(1, v) = p®v
es continua, donde M (X) y M(Y') estan dotados con la topologia débil* y

M(X) x M(Y) con la topologia producto.

Prueba. Sea (py,vy) una net en M(X) x M(Y) que converge a (u,v). Dado f €
C(X xY) ye >0, por el Teorema de Stone-Weierstrass® existen gy, ..., g, € C(X)

'De hecho, podriamos considerar la topologfa 7* = {p~1(A) : A € 7~} sobre M,.(X), de donde
se tiene que ¢ : (M, (X),7*) = (C(X)*, T+ ) es un homeomorfismo. Por tanto, M (X) es compacto
en la topologfa 7*. Asf, la net (ux) en M(X) converge a € M(X) en 7* si, y solo si I, w, I,

es decir, [y fdux — [y fdu,Vf e C(X).
2Stone Weierstrass: Si X es compacto Hausdorff y A es un subélgebra de C(X,R) que contiene

una funcién constante no nula y nunca se anula, entonces A es denso en C(X,R).
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y hi,...,h, € C(Y) tales que
If = Fll <e

donde F =3%""  gih; € C(X xY). Ahora,

n

Fd(puy®uvy) = / gihid(py @ v = / gihid(py @ v
/X><Y ( * >\> XXY; ( * A) Z XxY ( g A)

=1

- gidp / b — / gudy / ha

n

= Y[ ahdwer) = [ Fauew
i=1 Y XxXY XxY
Por tanto, existe Ay tal que / Fd(py ®@vy) — / Fd(p®v)| < e, para todo
XxY XxY
A > Ao Asi,
fd(pr @ vy) — fd(p®v)| < fd(px @ 1) —/ Fd(py @ vy)
XxY XxY XxY XxY

+ /Xxde(uAc@uA)—/ Fd(p®v)

XxY

+ / Fd(pev) - fd(p@v)
X XY XxXY

< e+ete=3¢
para todo A > \g. Luego,

fd(px @ vy) — fd(p®v)

XXY XxXY

para todo f € C(X xY), es decir, ¥(ux, ) = py @ vp = p @ v = (u,v). O
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Apéndice C

Espacios Vectoriales Topoldogicos

C.1. Definicién y propiedades

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K, donde K = R o C esta dotado con

la topologia Euclidiana.

Definicién C.1. El espacio vectorial X es llamado espacio vectorial topoldgico

(e.v.t) si es provisto de una topologia 7 que hace continuas a las aplicaciones

+: VxX — X
(x,y) — x4y (suma)

KxX — X

(A\,z) +— Az (multiplicacién por escalar)

Definicién C.2. Sean X e Y dos e.v.t sobre el cuerpo K.
Decimos que X e Y son topolégicamente isomorfos si existe un isomorfismo X — Y

que a la vez es un homeomorfismo.

Proposicion C.1. Sea X un e.v.t sobre el cuerpo K. Entonces:
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1. Para todo v € X el mapeo f : X — X dado por f(x) = x + x¢ es un

homeomorfismo.

2. Para todo X\ # 0 el mapeo g : X — X dado por g(x) = Az es un isomorfismo

topoldgico.

Corolario C.1.0.1. El filtro N, de vecindades de x en un e.v.t X coincide con la
familia de conjuntos O + = para todo O € Ny, donde Ny es el filtro de vecindades

del origen.

Proposicién C.2. Para todo v € V, la aplicacion ¢,: K — V dada por

©u(A) = A es continua.

En efecto. La aplicaciéon f: K — K x V definida por f(A) = (A, v) es clara-
mente continua por definicién de la topologia producto.
Como la multiplicacién por escalar es continua, ¢, se expresa como una composicion

de funciones continuas. O
Definicién C.3. Sea U un subconjunto del espacio vectorial X.
1. U es absorbente si Vx € X, 3p > 0 tal que VA € K con |A| < p se tiene Az € U.
2. U es balanceado si Vx € U, YA € K tal que |A| <1 se tiene \x € U.

Notese que si un conjunto U es balanceado, entonces U = —U.

Teorema C.1.1. Un filtro F de un espacio vectorial X sobre K es el filtro de
vecindades del origen con respecto a alguna topologia compatible con la estructura

vectorial de X si, y solo si
1. 0 € U para todo U € F.

2.VU e F,3V e F tal que V+V CU.
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3. YU € F,¥\X € K\ {0} se tiene \U € F.
4. YU € F, U es absorbente.
5. YU € F,3V € F balanceada tal que V C U.

Proposiciéon C.3. Un X e.v.t es Hausdorff si, y solo si Vo # 0,3U € Ny tal que
¢ U.

Prueba. (<) Sean x # y en X, entonces x — y # 0. Por hipétesis, existe U € N tal
que x —y ¢ U. Por las condiciones 2. y 5. del teorema C.1.1 se tiene que existe un
conjunto balanceado V€ Ny tal que V+V CU.Siz € (x+ V)N (y+ V) entonces
z=x4+a=y+b conabeVy portanto, rt —y=b—acV -V=V+VCU,
lo cual es absurdo. Luego, x + V' y y 4+ V son vecindades abiertas disjuntas de x e y
respectivamente.

(=) Se sigue del hecho que X es Hausdorff. O
Esta proposicién nos dice que un e.v.t X es (72) si, y solo si es (T'1).
Proposiciéon C.4. Sea X un e.v.t. Entonces:
1. Todo subespacio es un e.v.t.
2. Si H es un subespacio de X, entonces H también es e.v.t.
Prueba. 1. Se sigue del hecho que la inclusién es continua.

2. Sean xg,yo € H. Dado U € Nj, por el teorema C.1.1 existe V € N tal que
V4+V CcU. ComoV+xyy V +1yp son vecindades de xy y yo respectivamente,
existen z,y € H talesquez € V+zoyy € V + 1.

Luego, z +y € (V +x0) + (V +v0) CU + (zo +w), con z +y € H.

De manera similar se prueba que Az, € H.
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C.2. Completitud para e.v.t

Definicién C.4. Una secuencia S = {z,} en el ev.t X es llamado secuencia de
Cauchy si
YU € Ny,INeN:z, — 2, €U, Yn,m> N

Notese que esta definicion coincide con la definicién usual en espacios métricos
si la métrica es invariante por traslaciones!.
En efecto. (x,) es secuencia de Cauchy en (X, d) si, y solo si Ve > 0,dN € N tal que

d(xp, ) < €, Yn,m > N, es decir, d(z,, — x;,,0) € By(e), ¥Yn,m > N.

Usando la subsecuencia Sy = {z, : n > N} podemos reescribir la definicién

anterior de la siguiente manera:
VUE./\/’Q,HNGNZSN—SNQU

Definicién C.5. Un filtro F sobre un subconjunto A de un e.v.t X es llamado filtro
de Cauchy si
YUeMNy,IMe F: M —-MCU

Proposiciéon C.5. Sea X un e.v.t. Entonces:

a) Dado x € X, el filtro de vecindades N es filtro de Cauchy.

b) Un filtro mas fino que un filtro de Cauchy también es un filtro de Cauchy.
c) Todo filtro convergente es un filtro de Cauchy.

Demostracién. a) Sea N, el filtro de vecindades de z y U € Nj. Por el teorema C.1.1
existe V€ Ny tal que V —V C U. Luego, V+xz e N,y (V+z)—(V+x)CU.

1Si el e.v.t es metrizable, entonces ambas definiciones son equivalentes: Teorema de Birkhoff-

Kakutani
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b) Sean F,F' filtros sobre X tales que F es filtro de Cauchy y F C F'. Dado
U e Ny, existe V € F tal que V-V C U. Luego, F’ también es filtro de Cauchy.

¢) Supongamos que el filtro F converge a x, entonces N, C F. Por a) se tiene que
N, es filtro de Cauchy, y por b) que F también es filtro de Cauchy.
]

Definicién C.6. Un subconjunto A de un e.v.t X es llamado completo si cada filtro

de Cauchy sobre A converge a algiin punto x € A.

Proposiciéon C.6. Sea X un e.v.t. Entonces:

a) Si X es Hausdorff, cualquier subconjunto completo es cerrado.
b) Si X es completo, cualquier subconjunto cerrado es completo.

Prueba. a) Sea A un subconjunto completo del e.v.t Hausdorff X. Dado x € A existe
un filtro F en X tal que A € F y converge a x, por tanto F es filtro de Cauchy.
Consideremos el filtro F4 = {U € F : U C A} sobre A. Dado V € N, existe
UeFtalqueU-U CV.ComoAe F,U =AnU e FyU' -U cU-UCV,
por tanto F4 es filtro de Cauchy. Por hipotesis, F4 converge a algin y € A. Como

el espacio X es Hausdorff, z = y. Luego, = € A.

b) Sea A un subconjunto cerrado del e.v.t X y F4 un filtro de Cauchy sobre A.
Consideremos el filtro F = {F € X : B C F paraalgin B € F,}. Como
Fa C F, F es filtro de Cauchy. Por hipotesis, existe x € X tal que F converge
a . Luego, x € A = A. Nétese que como N, C Fy A€ F, entonces UNA € F
para todo U € N,. Asi, existe B € F4 tal que B C UN A C A, por tanto

UNA e Fy para todo U € N, es decir, F4 converge a x € A.
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C.3. Operadores lineales

Sean X y E espacios vectoriales topolégicos.
Teorema C.3.1. Un operador lineal T': X — E es continuo si lo es en x = 0.

Demostracion. Sea x € X y V una vecindad abierta de T'(x), entonces V — T'(x) es

una vecindad abierta de 0. Por hipdtesis, existe una vecindad abierta U de 0 tal que

T(U) CV —T(x). Por linealidad de T se sigue que T'(U +x) C V. O

Definicién C.7. Decimos que una vecindad V' € Ny absorbe al conjunto A C X si
existe t > 0 tal que A C tV.

Un subconjunto A C X es acotado si cada vecindad de 0 lo absorbe.

Teorema C.3.2. Supongamos que el operador lineal T : X — FE es acotado en

alguna vecindad de 0, entonces T' es continua.

Demostracion. Sea V € Ny en X tal que T(V) C E es acotado. Dado U € N en
E, existe t > 0 tal que T(V) C tU, de donde T'(sV) C U. O

Lema C.3.3. Sea V' un espacio vectorial topologico sobre K y sea L : V — K una

funcional lineal con L # 0. Son equivalentes:
a) L es continua.

b) ker(L) es cerrado.

c) ker(L) no es denso.

d) L es acotado en alguna vecindad del 0.

En efecto. a) = b) Como L es continua y {0} es cerrado, ker(L) = L~1(0) es cerrado.
b) = ¢) Como L # 0, ker(L)¢ # ) es abierto. Luego, el conjunto ker(L) no es denso.

¢) = d) Supongamos que ker(L) no es denso, entonces existe un conjunto abierto
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no vacio U tal que ker(L) NU = (). Tomando = € U y haciendo V = U — z tenemos
que V € Ny. Por el teorema C.1.1, existe W € N, balanceada tal que W C V. Asi
ker(L) N (W 4+ z) = ), y por tanto —f(z) ¢ f(W). Al ser f(IW) C K un conjunto
balanceado, se tiene que f(W) es acotado.

d) = a) Es un caso particular del teorema anterior. O

C.4. Dimension Finita

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre el cuerpo K.

Recordemos que si {z1,...,2,} es una base de V', entonces V' es isomorfo a K" via

Y K" — V
(/\17~--7)\n) — >\1$1++>\n$n

Si damos una estructura de espacio vectorial topoldgico a V' y consideramos K dota-
do con la topologia Euclidiana, es natural preguntarnos si tal isomorfismo preserva

la estructura de espacio vectorial topolégico.

Teorema C.4.1. Sea V' un espacio vectorial topologico Hausdorff finito dimensional

sobre K. Entonces:
i) V es topoldgicamente isomorfo a K", donde n = dim(V').
ii) Cada funcional lineal sobre V' es continua.
iii) Cada aplicacion lineal de V' sobre un espacio vectorial topoldgico Y es continua.

Demostracion. Consideremos la base {x1,...,z,} de V y el isomorfismo

¢ : K" — V dado al inicio de la seccion.

1. ¢ es un continua.
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Sin =1, por la proposicién C.2 se tiene que ¢ = @,, es continua.
Sin > 1,

WAL, M) =@ (M) + oo 0, (An) = [0 0T+ @r, omR] (A )

Asi, ¢ es continua desde que la suma es continua.

.  es abierta y i7) ocurre.

Si dim(V)= 1, entonces ¢! : V — R esta dada por ¢ }(Az;) = . Luego, o~ ! es

continua pues ker(¢ ') = {0} con V Hausdorff. Por tanto ¢ es abierta. Ademas,
si L es una funcional no nula, entonces existe x # 0 tal que L(x) # 0. Como

dim(V) =1, {z} esbasede V. Dadoy € V,y = Az y

L(y) = L(A\z) = AL(x) = L(z)¢~ " (y)

Asi, L es continua y i7) ocurre.

Supongamos que @) y i) ocurren para n < d — 1.
Primero veamos que #i) ocurre si n = d. Sea L una funcional no nula sobre

V. Como L # 0, existe z € V tal que L(z) # 0. Notemos que para cualquier

y € V, el vector y — #$ € ker(L). Asi, en el espacio cociente V/ker(L) se

(z)

tiene que [y] = [éézgx] = éézg [z] v por tanto {[z]} es base de V/ker(L). Como

dim(V/ker(L)) = dim(V) — dimker(L), se tiene que dimker(L) = d — 1. Por

hipétesis tenemos que ker(L) es topolégicamente isomorfo a K¢~!. Esto implica
que ker(L) es un subespacio completo de X. Como ker(L) es un e.v.t Hausdorff,
por el lema C.3.3 se tiene que L es continua pues ker(L) es cerrado. Luego, por
induccién se tiene que ii) ocurre.

Ahora veamos que 7) ocurre. La aplicacion
et V — K"

T = Z)\zxz — ()\1,...,>\n)
=1
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puede ser reescrita por ¢ '(z) = (Li(x),..., L,(z)), donde para cada j el fun-
cional L; : V' — R estd definida por Lj(x) = ;. Como cada L; es continua, se

sigue que ¢! es continua y por tanto ¢) ocurre.

3. iii) ocurre.

n

Sea f : V — Y una aplicacion lineal, entonces para cada r = Z)wci eV se
i=1

tiene f(z Z)\ f(x;). Asi, podemos reescribir f mediante
=1

= (Z@f(mi)om)(m,..., Z@f (25) © i) (p=1(2)) Z@f ) Omi 0 ) (a)

1=
Luego, como cada término es contlnuo la aplicacién f es contlnua

O

Corolario C.4.1.1 (Teorema de Tychonoft). La tnica topologia que hace a K" un
e.v.t Hausdorff es la topologia Fuclideana. Equivalentemente, un e.v.t finito dimen-

sional admite una unica topologia que lo convierte en un espacio Hausdorff.

Prueba. Sea X un e.v.t finito dimensional Hausdorff con la topologia 7. Sea 7 otra
topologia X que convierte a X en un e.v.t. Por el teorema anterior, la identidad
i:(X,7) = (X,7') es continua, y por tanto 7 C 7. Asi, la topologia Euclidiana

sobre X es mas fina que cualquier otra topologia que convierte a X en un e.v.t. [

C.5. Teorema KKM

El Lema de Sperner ofrece una prueba clasica y constructiva del Lema KKM.
Sin embargo, ya que estamos entorno al area de Teoria de Juegos, ofreceremos una
prueba alterna mediante la existencia de equilibrios de Nash en juegos compactos

continuos.
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Lema C.5.1 (KKM). Sea S = Co({ey,...,e,}) CR"™ el (n — 1)-simplex estindar.

Si {G;}, es una coleccion finita de conjuntos tales que
i) Cada G; C S es cerrado.

ii) Para cada subconjunto J C {1,...,n} se tiene
Co({e;:je Ty c G,
jed

Entonces (i, Gi # 0.

Prueba. Consideremos X; = Xy = S y las funciones uy,us : S x S — R definidas

por ui(z,y) = ||z —yl| y ua(z, y) = 320, ad(x, Gy).

Asi, el juego estratégico compacto y continuo posee equilibrio de Nash (z*, y*).
0= —[lz" =yl = w(e” y") Z waly",y") = =lly" =yl = 0

mzéuxd(x*, G;) > nyd(a:*, G;) = us(z*,y") > uo(z”, ex) = d(z*, Gy)
i=1

Luego, z* = y* y ug(z*, y*) = méx; d(z*, G;). Dado I = {i : f > 0} tenemos
ug(z*,y") = Zy;‘d(a:*, Gi) = mfixd(:c*, G;)
iel
de donde méx; d(z*, G;) = d(z*, G;) para todo j =1,...,n.
Adicionalmente, como z* € Co({e; : j € I}) C UG, se tiene que z* € G-
Por tanto, z* € 5]' para todo j. Finalmente, como cada G es cerrado se tiene que

Teorema C.5.2 (KKM). Sea X un subconjunto arbitrario de un e.v.tY. Cada

x € X tiene asociado un conjunto cerrado F(x) CY tal que

i) Para cada conjunto finito {xy,...,x,} C X se tiene

n

Co({z1,....wa}) C | Flx)

i=1

7



ii) Al menos algin F(z) es compacto.
Entonces (,cx F(x) # 0.

Demostracion. Como (), .y F'(z) es un subconjunto de algiin conjunto compacto,

reX

basta ver que tal familia de conjuntos cerrados posee la propiedad de la interseccion
finita. Dado {z1,...2,} C X, consideremos el (n—1)-simplex S = {e1,...,e,} CR"

y definamos la aplicacién continua ¢ : S — Y mediante

@( Z )\iei) = Z i
i=1 i=1

Consideremos los conjuntos cerrados G; = ¢~ '(F(z;)) , i = 1,...,n. Por i), para

cualquier conjunto de indices 1 <4y < ... < i < n tenemos
k
Co({as, : 1<) <k}) € JF(xs)
j=1

Luego, el (k— 1)-simplex D = Co({e;; : 1 < j < k}) es un subconjunto de U?:l Gi,.
Por el lema KKM tenemos que (), G; # 0, y por tanto (;_, F(z;) # 0. O
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