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6 ÍNDICE GENERAL

Resumen

En este trabajo en primer lugar desarrollamos los preliminares de sistemas

dinámicos tales como el concepto de órbita, peŕıodo etc. En la primera sec-

ción hacemos énfasis en la función conocida como “tienda de campaña”, y

luego abarcamos “el caos de Li-Yorke”.

Luego introducimos los conceptos preliminares para hallar la rećıproca del

teorema de Sharvkosky.

Después la siguiente sección está abocada principalmente a dar proposiciones

y lemas para dar una prueba corta del rećıproco del teorema de Sharvkosky.

A continuación, en la siguiente sección introducimos nuevos conceptos, ha-

cemos mas proposiciones y lemas para dar una prueba del teorema de Li-

Yorke, el cual es punto muy importante en nuestra tesis.

Por último tomamos algunos ejemplos, los cuales nos demuestran que las

condiciones del teorema de Li-Yorke no se pueden debilitar.
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ÍNDICE GENERAL 7

Introducción

En este trabajo se presenta, de forma autocontenida, una disertación escrita

sobre uno de los teoremas más importantes y hermosos de la dinámica uni-

dimensional, se trata en realidad de una colección de resultados debidos al

matemático ucraniano Oleksandr Mikolaiovich Sharkovsky (1936−) publica-

dos inicialmente en ruso en el año 1964, y que en la actualidad son reunidos

con el nombre de Teorema de Sharkovsky.

El teorema de Sharkovsky permaneció sin conocerse fuera de la Europa Orien-

tal hasta la segunda mitad de la década de 1970, cuando aparece publicado

el art́ıculo“Period three implies chaos”de Tien-Yien Li y James A. Yorke;

en ese art́ıculo se demuestra parcialmente un caso particular del Teorema de

Sharkovsky, no obstante, se introduce, sin nombre, la noción de conjuntos

scrambled, los cuales dan origen a lo que hoy se conoce con el nombre de

Caos en el sentido de Li-Yorke.

Lo más llamativo de la teoŕıa de sistemas dinámicos discretos es su novedad.

Es en la segunda mitad del siglo XX (más espećıficamente en la década de

los 60) cuando se despierta la curiosidad en la dinámica discreta, después del

descubrimiento de dos de las “joyas de la corona”de esta teoŕıa: el teorema

de Sharkovsky y el caos en el sentido de Li-Yorke. Los ordenadores modernos

jugaron también un importante rol, ayudando a descubrir impresionantes

fenómenos matemáticos que hab́ıan estado ocultos hasta entonces. En esta

primera parte del trabajo veremos mas a fondo el teorema de Sharkosky.

En la siguiente parte de la tesis veremos todo lo relacionado al teorema del

caos de Li Yorke que fue publicado en 1975, con las introducciones adecuadas

sobre lo que es un conjunto ”scrambled”, con la clara diferencia que ahora

usaremos conceptos de análisis real en varias variables, para ver que este

teorema no se puede extender a dimensiones superiores.
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Caṕıtulo 1

Preliminares de sistemas

dinámicos

Sean X = (X, d) un espacio métrico y f : X → X una función continua.

Dado f(X) ⊂ X, podemos definir nuevas funciones a partir de la compo-

sición de f consigo misma. En este sentido definimos las iteradas fn, de f

inductivamente por f 0 = Id, donde Id es la función identidad de X, f 1 = f

y fn+1 = f o fn(n ≥ 1).

Podemos ver que se cumple también lo siguiente:

fn es continua, pues es composición de funciones continuas

Si n,m ∈ N entonces fn o fm = fn+m y (fn)m = fnm

Definición 1.1. Sean (X,d) un espacio métrico y f : X → X una función

continua. Al conjunto

{x0, f(x0), f
2(x0), . . .} = {fn(x0) : n ≥ 0}

se le llama órbita de x0 ∈ X bajo la función f , se denota por O(x0, f). A la

sucesión {fn(x0)}n≥0 se le llama trayectoria de x0.

La trayectoria de x0 describe las distintas posiciones que visita el punto x0
con el paso del tiempo; es decir se inica en el punto x0 y fn(x0) es la posición

de x0 luego de transcurridas n unidades de tiempo. Cada x ∈ X genera una

7
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8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE SISTEMAS DINÁMICOS

órbita. Bajo este criterio f genera un sitema dinámico discreto. Nos interesa

el comportamiento asintótico (ĺımite) de cada una de las trayectorias del

sistema.

Definición 1.2. Sea X un espacio métrico y f : X → X una función. Se

dice que x0 ∈ X:

Es un punto periódico con primer peŕıodo k si fk(x0) = x0 y fk(x0) 6=
x0 para n ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1}.

Es un punto fijo de f si f(x0) = x0.

Es un punto eventualmente fijo si existe un N ∈ N, tal que fn+1(x0) =

fn(x0) si n > N .

Es un punto eventualmente periódico de f de peŕıodo k, si existe N ∈ N,

tal que fn+k(x0) = fn(x0) para todo n > N

Definición 1.3. Si p es un punto periódico de peŕıodo n entonces, a la órbita

de p, O = {fk(p) : k ∈ N} se le llama n−ciclo.

Una observación fácil de ver es que si y es un punto periódico de peŕıodo

n entonces fnk(y) = y n ∈ Z

Lema 1.0.1. Si fm(y) = y entonces el periodo de de y bajo f divide a m

Demostración. Sea n el periodo de de y entonces existen j, k ∈ Z tal que

m = kn+ j donde 0 ≤ j ≤ n− 1. Entonces

y = fm(y) = fkn+j = f j(fkn(y)) = f j(fn(y))k = f j(y)

de donde j = 0 pues sino contradiciŕıa la minimalidad del peŕıodo de y pues

j < n. De aqúı tenemos que m = kn lo cual es lo mismo decir que, el peŕıodo

de y, osea n, divide a m.

3



1.1. LA FUNCIÓN TIENDA 9

Proposición 1.1. Sean f : I → I una función continua y m,n ∈ N. Si y es

un punto periódico de peŕıodo m, entonces es un punto periódico de fn con

peŕıodo m
mcd(m,n)

Demostración. Sea z un punto periódico de peŕıodo m bajo f y sea r el

peŕıodo de z para fn. Como (fn(z))r = fnr(z) = z entonces por el lema

anterior m divide a nr. Es decir que m
mcd(m,n)

divide a n
mcd(m,n)

r. Sabiendo

que m
mcd(m,n)

y n
mcd(m,n)

son primos relativos, entonces tenemos que m
mcd(m,n)

divide a r. Además (fn(z))
m

mcd(m,n) = (fm(z))
n

mcd(m,n) y como n
mcd(m,n)

∈ Z y el

peŕıodo de z es m entonces tendremos que (fn(z))
m

mcd(m,n) = (fm(z))
n

mcd(m,n) =

z. Y como r era el peŕıodo de fn aplicando del lema anterior tenemos que r

divide m
mcd(m,n)

. Es decir r = m
mcd(m,n)

, lo cual significa que el peŕıodo de fn

es m
mcd(m,n)

.

Proposición 1.2. Sean f : I → I una función continua y n, k ∈ N. Si y es

un punto periódico defn con peŕıodo k entonces es un punto periódico de f

con peŕıodo kn
s

donde s divide a n y 1 = mcd(k, s)

Demostración. fnk(y) = (fn(y))k = y, entonces el peŕıodo de y bajo f divide

a kn, dicho de otro modo, el peŕıodo de f es kn
s

para algun s ∈ N. Nosotros

sabemos por la proposición anterior que el peŕıodo de fn es el peŕıodo de f

dividido entre el mcd(Per(f), n). Dicho de otro modo k =
kn
s

mcd( kn
s
,n)

de donde

mcd(kn
s
, n) = n

s
. Pero recordando que

fracns = mcd(
kn

s
, n) = mcd(k

n

s
,
n

s
s) =

n

s
mcd(k, s)

de donde tenemos que mcd(k, s) = 1. Entonces como kn
s
∈ N y mcd(k, s) = 1

entonces se debe dar que n
s
∈ N es decir que n divide a s.

1.1. La función tienda

Definición 1.4. A la función T : [0, 1]→ [0, 1] definida por:

T (x) = 1− | 1− 2x |, x ∈ [0, 1]

4



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE SISTEMAS DINÁMICOS

, se llama función tienda.

Proposición 1.3. La función tienda tiene un número fijo de puntos periódi-

cos para cada peŕıodo

Demostración. Hay dos maneras de demostrar esto, la primera forma es so-

lamente gráfica y la segunda es algebraica.

Para la primera manera consideremos la función tienda T (x) = 1− | 1−2x |,
entonces iterandola dos veces y graficando tendremos que

Por medio de un análisis gráfico podemos ver que T n tiene exactamente

2n puntos periódicos de peŕıodo n.

Para la segunda forma de demostrar, haré una pequeña afirmación que con-

cluye de manera directa lo que deseamos. Sea En el cardinal de los pun-

tos periódicos de peŕıodo n. Afirmo que para hallar los puntos periódicos

de peŕıodo n debemos desarrollar una ecuación de grado 2n, es decir que

Card(En) ≤ 2n. Para n = 1 los puntos periódicos son los cuales T1(x) = x de

donde 2 | x− 1
2
|= x de donde 3x2−4x+1 = 0 el cual es una ecuación de grado

2 = 21 de donde sus soluciones son x = 1 o x = 1
3
. Supongamos que se cum-

pla para n, intentaremos demostrar que se cumple para n+ 1. Sea x ∈ En+1

entonces T n+1
1 (x) = x de donde T1(T

n
1 (x)) = x. De aqúı 2 | T n1 (x)− 1

2
|= x de

donde 4(T n1 )2 − 4T n1 − x+ 1 = 0...(∗) por hipótesis inductiva T n1 tiene grado

2n con lo cual la ecuación (∗) tiene grado 2n+1. Pero nos damos cuenta que

la solución de la ecuación (∗) cumple que T n+1(x) = x de donde tenemos que

Card(En+1) ≤ 2n+1. De aqúı se ve directamente que la cantidad de puntos

periódicos de peŕıodo n de T1 es finito, es más está acotado por 2n

5



1.2. CAOS A LA LI YORKE 11

Proposición 1.4. El conjunto de puntos periódicos de la función tienda es

denso

Demostración. Por medio de un análisis gráfico se observa que T n tiene un

punto fijo en [ i
2n
, i+1

22
] para todo i ∈ {0, 1, . . . 2n− 1}. Por lo tanto T tiene un

punto periódico en [ i
2n
, i+1

22
] para todo i ∈ {0, 1, . . . 2n−1}. Sea ε > 0 entonces

por el principio arquimediano existe N ∈ N tal que 1
2N

< ε. Sea x ∈ [ i
2N
, i+1
2N

]

para algun i ∈ {0, 1, . . . , 2N − 1}. En el intervalo donde pertenece x, ya

fijado, sabemos que existe un punto periódico llamado p. Es tenemos que

p, x ∈ [ i
2N
, i+1
2N

] donde p es un punto periódico. Entonces

| p− x |≤ i+ 1

2N
− i

2N
=

1

2N
< ε.

De aqúı concluimos que Per(T ) es denso en [0, 1].

1.2. Caos a la Li Yorke

A continuación presentamos la definición de conjunto scrambled introdu-

cida en el art́ıculo ”Period three implies chaos”de Li y Yorke, concepto que

ha dado origen a lo que actualmente se conoce con el nombre de Caos en el

sentido Li-Yorke, el cual es objeto de una intensa investigación en dinámica

topológica.

Definición 1.5. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X → X una función

continua. Un par de puntos x, y se dice:

Distal si

ĺım inf
n→∞

d(fn(x), fn(y)) > 0.

Asintótico si

ĺım sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0.

Li-Yorke si no es distal ni asintótico, esto es,

0 = ĺım inf
n→∞

d(fn(x), fn(y)) < ĺım sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)).

6



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE SISTEMAS DINÁMICOS

Definición 1.6. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X → X una función

continua. Se dice que x ∈ X es:

asintóticamente periódico si existe un punto periódico p tal que

ĺım
n→∞

d(fn(x), fn(p)) = 0

aproximadamente periódico si para cada ε > 0, existe un punto periódi-

co p y un entero positivo N tal que

ĺım
n→∞

d(fn(x), fn(p)) < ε para todo n > N.

Es claro que cualquier punto asintóticamente periódico es aproximan-

damente periódico, ya que en este caso toomamos siempre el mismo punto

periódico p que nos da la definición de asintóticamente periódico, y tomamos

la definición de ĺımite.

Definición 1.7. Sea f : X → X una función continua. Un subconjunto S

de X, con al menos dos elementos, se dice conjunto scrambled si, y solo

si, no contiene puntos asintóticamente periódicos y para cada par de puntos

x, y ∈ S, con x 6= y el par (x, y) es un par de Li-Yorke, esto es, para cada

x, y ∈ S con x 6= y,

ĺım sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)) > 0

y

ĺım inf
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0.

Para cada x ∈ S y cada punto periódico p ∈ X,

ĺım sup
n→∞

d(fn(x), fn(p)) > 0.

Definición 1.8. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X → X una función

continua. Se dice que f es caótica en el sentido Li-Yorke si existe un conjunto

S ⊂ X scrambled no numerable.

7



1.2. CAOS A LA LI YORKE 13

Observación: La definición de conjunto scrambled puede variar según

los autores. En particular algunos omiten la última propiedad de nuestra

definición de conjunto scrambled. Sin embargo esto no induce diferencias en

el caos en el sentido de Li-Yorke pues si S es un conjunto tal que cada par

de puntos distintos x, y ∈ S, el par (x, y) es un par de Li-Yorke, entonces es

posible encontrar un conjunto scrambled removiendo a lo más un punto de

S. Esto es una consecuencia directa del siguiente lema.

Lema 1.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico, f : X → X una función

continua y S ⊂ X. Supongamos que para todo par de puntos distintos x, y ∈ S
se tiene que

ĺım sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)) > 0

ĺım inf
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0.

Entonces S contiene a lo más un punto aproximadamente periódico

Demostración. Para demostrar esto lo haremos por contradicción. Suponga-

mos que existan dos puntos x1, x2 distintos en S que son aproximadamente

periódicos. Como son dos puntos distintos de S entonces por dato se cumple

que δ = ĺım supn→∞ d(fn(x1), f
n(x2)) > 0. Tomemos 0 < ε < δ

5
, entonces co-

mo x1, x2 son puntos aproximadamente periódicos por definición se cumple

que existen puntos periódicos p1, p2 y enteros positivos N1, N2 tal que para

todo n ≥ Ni se verifica que d(fn(xi), f
n(pi)) < ε para i = 1, 2. Tomando

N = máx{N1, N2} tendremos que

para n ≥ N ⇒ d(fn(xi), f
n(pi)) < ε.

Como p1, p2 son puntos periódicos, sean k1, k2 sus peŕıodos respectivamente

y sea k = mcm(k1, k2). Como fn(xi) ∈ Bε(f
n(pi)) para todo n ≥ N , donde

Bε(f
n(pi)) = {y ∈ X : d(fn(pi), y) < ε}(esto se cumple en nuestro caso ya

que la distancia entre estos dos puntos es menor que ε por la afirmaciones

anteriores hechas). Entonces

fn(xi) ∈
∞⋃
j′=0

Bε(f
j′(pi)) para n ≥ N.

8



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE SISTEMAS DINÁMICOS

Pero nosotros sabemos que por el algoritmo de Euclides,j′ = kl + j donde

0 ≤ j ≤ k − 1 entonces f j
′
(pi) = fkl+j(pi) = f j(fkl(pi)) = f j(fk(pi))

l =

f j(pi). Donde la última igualdad se da, pues k divide a k1, k2 y como estos

son los peŕıodos de pi, es decir fk(pi) = pi. Esta última observación nos dice

que Bε(f
j′(pi)) = Bε(f

j(pi)) con 0 ≤ j ≤ k − 1 con lo cual podemos decir

que

fn(xi) ∈
k−1⋃
j=0

Bε(f
j(pi)) para n ≥ N.

Lo cual también nos dice que

⋃
n≥N

fn(xi) ⊂
k−1⋃
j=0

Bε(f
j(pi))

Consideremos el conjunto

K =
⋃
i=1,2

(
N−1⋃
m=0

{fm(xi)} ∪
k−1⋃
j=0

Bε(f j(pi))).

K es cerrado pues es unión finita de conjuntos cerrados, y como K ⊂ X y

X es compacto, entonces K es compacto. Sabemos que

O(pi, f) = {xi, f(xi), . . . , f
ki−1(xi)} ⊂

k−1⋃
j=0

{f j(pi)} ⊂ K

pues pi tiene peŕıodo ki ≤ k. Además sabemos que

O(xi, f) = {xi, f(xi), . . . f
N−1(xi), f

N(xi), f
N+1(xi), . . .}

=
N−1⋃
m=0

fm(xi) ∪
∞⋃

m=N

(fm(xi)) =
N−1⋃
m=0

fm(xi) ∪
⋃
m≥N

(fm(xi)).

Pero sabemos que

⋃
m≥N

(fm(xi)) ⊂
k−1⋃
j=0

Bε(f
j(pi)) ⊂

k−1⋃
j=0

Bε(f j(pi)).

9



1.2. CAOS A LA LI YORKE 15

Uniendo estos dos resultados tenemos que

O(xi, f) =
N−1⋃
m=0

fm(xi) ∪
⋃
m≥N

(fm(xi)) ⊂
N−1⋃
m=0

fm(xi) ∪
k−1⋃
j=0

Bε(f j(pi)) ⊂ K.

Es decir O(xi, f), O(pi, f) ⊂ K para i = 1, 2. Como f es continua en X

entonces f j es continua en X para 0 ≤ j ≤ k−1. En particular f j es continua

en K, como K es compacto, f j es uniformemente continua en K. Por lo tanto

existe ηj > 0 tal que si x, y ∈ K y d(x, y) < ηj entonces d(f j(x), f j(y)) < ε

para 0 ≤ j ≤ k − 1. Tomando η = mı́n{ηj : j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}} se tiene

que si d(x, y) < η ≤ ηj entonces d(f j(x), f j(y)) < ε para 0 ≤ j ≤ k − 1

Por otra parte como ĺım infn→∞ d(fn(x1), f
n(x2) = 0 entonces existe M > N

tal que d(fM(x1), f
M(x2) < η. Entonces para todo 0 ≤ j ≤ k − 1 se tiene

que

d(f j(fM(x1)), f
j(fM(x2)) < ε es decir d(fM+j(x1), f

M+j(x2)) < ε.

Aśı como x1, x2 son puntos aproximadamente periódicos entonces

d(fM+j(xi), f
M+j(pi)) < ε para i = 1, 2. Entonces tendremos que

d(fM+j(p1), f
M+j(p2)) ≤ d(fM+j(p1), f

M+j(x1)) + d(fM+j(x1), f
M+j(x2))

+d(fM+j(x2), f
M+j(p2)) < ε+ ε+ ε = 3ε.

Tomemos n > M es decir n−M > 0 entonces por el algoritmo de la división

tenemos que n−M = kt+ j con t ∈ N y 0 ≤ j ≤ k− 1. Aśı n = M + kt+ j

entonces

d(fn(p1), f
n(p2)) = d(fM+kt+j(p1), f

M+kt+j(p2))

= d(fM+j(fkt(p1)), f
M+j(fkt(p2)))

= d(fM+j(p1), f
M+j(p2)) < 3ε

donde la última igualdad se obtiene pues k divide al peŕıodo de p1 y p2, pues

el mı́nimo común múltiplo de sus peŕıodos.

Luego para todo n > M se tiene que

d(fn(x1), f
n(x2)) ≤ d(fn(x1), f

n(p1)) + d(fn(p1), f
n(p2)) + d(fn(p2), f

n(x2))

10



16 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE SISTEMAS DINÁMICOS

< ε+ 3ε+ ε = 5ε.

Lo cual nos quiere decir que

δ = ĺım sup
n→∞

d(fn(x1), f
n(x2)) ≤ 5ε < δ

lo cual es una contradicción. Por lo tanto existe a lo más un punto aproxi-

madamente periódico.

Lema 1.2.2. Sea f : (X, d)→ (X, d) una función uniformemente continua.

Si (xn)n≥0 y (yn)n≥0 son sucesiones en X tales que d(xn, yn) → 0, entonces

d(f(xn), f(yn))→ 0.

Demostración. Sea ε > 0, como f es uniformemente continua existe δ > 0 tal

que para todo x, y ∈ X

d(x, y) < δ ⇒ d(f(x), f(y)) < ε.

Por otro lado, como tenemos que d(xn, yn) → 0 entonces existe N ∈ N
tal que si n ≥ N entonces d(xn, yn) < δ pero esto implica que como f es

uniformemente continua d(f(xn), f(yn)) < ε para todo n ≥ N . De aqúı se

deduce por la definición que d(f(xn), f(yn))→ 0.

Lema 1.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico, f : X → X una función

continua y S un conjunto scrambled de f .Si f es uniformemente continua

entonces S es también un conjunto scrambled para fn para cualquier entero

n > 0

Demostración. Sea S un conjunto scrambled entonces por definición sabemos

que para todo x, y ∈ S distintos tenemos que

ĺım sup
m→∞

d(fm(x), fm(y)) > 0, y

ĺım inf
m→∞

d(fm(x), fm(y)) = 0.

Sea n ∈ N. Como f es uniformemente continua como la composición de

funciones uniformemente continua es uniformemente continua entonces f j es

11



1.2. CAOS A LA LI YORKE 17

uniformemente continua, para todo 0 ≤ j ≤ n − 1. Entonces dado ε > 0

existe δ > 0 tal que paratodo x, y ∈ X se cumple que

d(x, y) < δ ⇒ d(f j, f j(y)) < ε.

Como ĺım infm→∞ d(fm(x), fm(y)) = 0 entonces existe una subsucesión que

la llamaremos ml tal que

ĺım
l→∞

d(fml(x), fml(y)) = 0.

Por el algoritmo de Euclides se tiene que para todo l ∈ N tal que ml ≥ n

se tiene que ml = pln + rl donde 0 ≤ rl ≤ n − 1. Dado que para todo

l tal que ml ≥ n, rl ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Como el conjunto de indices l

es infinito (ya que hay l esta indexado a los números naturales) entonces

existirá al menos algún r ∈ {0, 1, . . . , n − 1} que se repita infinitamente.

Es decir rl = r para infinitos l, por tanto, existe una subsucesión (lj)j≥0
tal que rlj = r para todo j ≥ 0. Como ĺıml→∞ d(fml(x), fml(y)) = 0 y

como (mlj)j≥0 es una subsucesión de de ml entonces se cumplirá tambien

que ĺımj→∞ d(fmlj (x), fmlj (y)) = 0. Y como mlj = pljn + rlj = pljn + r

entonces tendremos que ĺıml→∞ d(fpljn+r(x), fpljn+r(y)) = 0. Por el lema

anterior, como fn−r es uniformemente continua tenemos que

ĺım
l→∞

d(fn−r(fpljn+r(x)), fn−r(fpljn+r(y))) = 0

de donde tenemos que

ĺım
l→∞

d(fpljn+n(x), fpljn+n(y)) = 0 es decir ĺım
l→∞

d(fn(plj+1)(x), fn(plj+1)(y)) = 0.

Llamando k = plj + 1 tenemos que

ĺım
k→∞

d(fkn(x), fkn(y)) = 0.

Aśı tenemos que

ĺım
k→∞

d((fn)k(x), (fn)k(y)) = 0.

12



18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE SISTEMAS DINÁMICOS

Por otro lado, existe (kl)l≥0 tal que ĺıml→∞ d(fkl(x), fkl(y)) = α > 0. Su-

pongamos que no existe esa subsucesión es decir para toda subsucesión se

cumple que

ĺım
l→∞

d(fkl(x), fkl(y)) = 0

es decir

ĺım
k→∞

d(fkn(x), fkn(y)) = 0.

Por el algoritmo de la división se tiene que para todo l tal que kl ≥ n existen

ql, r
′

l ∈ N tal que kl = qln+ r
′

l con 0 ≤ r
′

l ≤ n− 1. Aśı

fkl(x) = f qln+r
′
l (x) = f r

′
l (f qln(x)).

Dado l tal que kl ≥ n con r
′

l ∈ {0, 1, . . . , n−1}, como el conjunto de indices de

l es infinito entonces tiene que cumplirse que, existe un r
′ ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

tal que r
′

l = r
′

para infinitos l. Por lo tanto, existe una subsucesion (lj)j≥0
tal que r

′

lj
= r

′
para todo j ≥ 0. Entonces en el algoritmo de la división

tendremos que

klj = qljn+ r
′

lj
= qljn+ r

′
para todo j ≥ 0

Sabemos que d(f qlj(x), f qlj(y)) → 0 cuando j → ∞. Como f r
′

es uniforme-

mente continua entonces

d(f r
′

(f qlj(x)), f r
′

(f qlj(y)))→ 0

es decir

d(f qlj+r
′

(x), f qlj+r
′

(y))→ 0

por lo tanto d(fklj (x), fklj (y))→ 0

lo cual es una contradicción ya que x, y ∈ S y S es un conjunto scrambled

para f. Por lo tanto ĺım
n→∞

d(fkn(x), fkn(y)) o es mayor que 0 o no existe, pero

el primer caso es imposible ya que sino

0 = ĺım inf
n→∞

d(fkn(x), fkn(y)) = ĺım
n→∞

d(fkn(x), fkn(y)) > 0.

13
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Por lo tanto el ĺımite no existe es decir

ĺım sup
n→∞

d(fkn(x), fkn(y)) > ĺım inf
n→∞

d(fkn(x), fkn(y)) = 0.

Por lo tanto S es un conjunto scrambled para fn

Proposición 1.5. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, f : X → X

una función continua y n ∈ N entonces f es caótica en el sentido Li-Yorke

si, y solo si, fn lo es

Demostración. Supongamos que f es caótica en el sentido de Li-Yorke enton-

ces existe un conjunto S ⊂ X scrambled no numerable, como X es compacto

y f es continua en X, entonces f es uniformemente continua en X. Por el

lema anterior tenemos que S es también un conjunto scrambled para fn,

entonces fn es caótica en el sentido de Li-Yorke.

Reciprocamente, si fn es caótica en el sentido Li-Yorke, existe un conjunto

S tal que para todo x, y ∈ S distintos

ĺım inf
n→∞

d(fkn(x), fkn(y)) = 0 y

ĺım sup
n→∞

d(fkn(x), fkn(y)) > 0.

Por propiedades de ĺım inf y ĺım sup tenemos que

0 ≤ ĺım inf
k→∞

d(fk(x), fk(y)) ≤ ĺım inf
k→∞

d(fkn(x), fkn(y)) = 0

de donde tenemos que

ĺım inf
k→∞

d(fk(x), fk(y)) = 0.

Además tenemos que

ĺım sup
k→∞

d(fk(x), fk(y)) ≥ ĺım inf
k→∞

d(fkn(x), fkn(y)) > 0

de donde

ĺım sup
k→∞

d(fk(x), fk(y)) > 0.

De aqúı obtenemos que f es caótica en el sentido Li-Yorke.

14



Caṕıtulo 2

Preliminares de la rećıproca del

teorema de Sharkosky

Definición 2.1. Considere el mapeo continuo f : I → I, decimos que J ⊂ I

cubre a K ⊂ I (bajo f) si K ⊂ f(J) y lo denotamos por J → K. Si J cubre

exactamente a K lo denotamos por J � K. Un intervalo cuyos extremos

están en un ciclo O de f es llamado O-intervalo. Si contiene solo dos puntos

de O entonces diremos que es un O-intervalo básico, y que estos puntos son

adyacentes.

Lema 2.0.1. Si J,K son intervalos, K es cerrado y J → K entonces existe

un intervalo cerrado L ⊂ J tal que f(L) = K

Demostración. Sea K = [c, d] sabemos que [c, d] ⊂ f(J) entonces definimos

el siguiente conjunto

C = {w ∈ J : f(w) ∈ {c, d}} = (f−1({c}) ∪ f−1({d})) ∩ J.

Sabemos que C 6= φ, tomamos α = ı́nf C, como α ∈ C y C es un conjunto

cerrado (ya que f es continua) entonces α ∈ C de donde f(α) ∈ {c, d} ahora

definimos

D = {w ∈ J/f(w) = d, w ≥ α}.

21
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22CAPÍTULO 2. PRELIMINARES DE LA RECÍPROCA DEL TEOREMA DE SHARKOSKY

Observamos que D 6= φ ya que si f(α) = d no tenemos nada que probar. Si

f(α) = c; como sabemos que existe un y ∈ J tal que f(y) = d, de donde

y ∈ C entonces y ≥ ı́nf C = α de donde y ∈ D. Supongamos sin pérdida de

generalidad que f(α) = c. Tomo β = ı́nf D, como D es un conjunto cerrado

entonces β ∈ D, de donde f(β) = d. Definimos L = [α, β] y afirmo que

f(L) = K = [c, d].

Sea y ∈ [c, d], como f(α) = c y f(β) = d por el teorema de valor intermedio

existe x ∈ [α, β] = L tal que f(x) = y entonces K ⊂ f(L).

Sea y = f(x) con x ∈< α, β >, si y > d, f(α) = c, f(x) > d entonces

por el teorema de valor intermedio existe x′ ∈ [α, x] tal que f(x′) = d pero

x′ ≤ x < β de donde x′ ∈ D(→←) ya que β es el mı́nimo elemento de D.

Si y < c hacemos la prueba análoga y llegaremos a una contradicción de

donde f(< α, β >) ⊂ [c, d] y sabiendo que f(α) = c, f(β) = d entonces

f([α, β]) ⊂ [c, d]

Lema 2.0.2. Si f : J → J entonces f tiene un punto fijo x ∈ J .

Demostración. Sea J = [a, b] como J → J entonces J ⊂ f(J) de donde como

a ∈ J entonces a ∈ f(J), de aqúı se tiene que existe c ∈ J tal que f(c) = a,

análogamente existe d ∈ J tal que f(d) = b.

Definimos g(x) = f(x)−x, de aqúı g(c) = f(c)−c = a−c ≤ 0, analogamente

g(d) = f(d)− d = b− d ≥ 0 entonces tenemos que

g(c) ≤ 0 ≤ g(d)

de donde por el teorema de valor intermedio existe e ∈ J tal que g(e) = 0, lo

cual es equivalente a decir que f(e) = e, de donde se concluye lo pedido.

Lema 2.0.3. Si I0 → I1 → I2 . . . → In entonces
n⋂
i=0

f−i(Ii) contiene un

intervalo ∆n tal que fn(∆n) = In

Demostración. Tenemos que I0 → I1 lo cual es equivalente a decir que

I1 ⊂ f(I0) entonces existe ∆1 ⊂ I0 tal que f(∆1) = I1. Como I1 → I2
entonces I2 ⊂ f(I1) entonces existe δ2 ⊂ I1 tal que f(δ2) = I2. Como

δ2 ⊂ I1 = f(∆1) entonces por definicion ∆1 → δ2 entonces existe ∆2 ⊂ ∆1
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tal que f(∆2) = δ2 entonces f 2(∆2) = I2. Nuevamente repetimos el mismo

procedimiento, como I2 → I3 lo que es lo mismo decir que I3 ⊂ f(I2) en-

tonces existe δ3 ⊂ I2 = f 2(∆2) tal que f(δ3) = I3. Además sabemos que

∆2 →f2 δ3 entonces existe ∆3 ⊂ ∆2 tal que f 2(∆3) = δ3 de lo cual se ve que

f 3(∆3) = I3.

Aśı siguiendo inductivamente tendremos un ∆n tal que fn(∆n) = In y

además dado un 0 ≤ i ≤ n tenemos que

∆n ⊂ ∆i ⇒ f i(∆n) ⊂ f i(∆i) = Ii ⇒ f i(∆n) ⊂ Ii.

De donde tenemos que

∆n ⊂ f−i(Ii); ∀i ∈ {0, 1, . . . , n}.

De aqúı concluimos que ∆n ⊂
n⋂
i=0

f−i(Ii) de donde lo cual demuestra el lema.

El siguiente resultado es llamado lema del itinerario, el cual nos dices

que si tenemos un lazo de longitud n que comienza y termina en el mismo

intervalo entonces existe un punto en ese intervalo tal que se cumple dos

cosas, primero la órbita de ese punto recorre el lazo en orden y segundo ese

punto tiene peŕıodo n:

Lema 2.0.4. Si

I0 → I1 → I2 → . . .→ In−1 → I0 (esto es llamado un lazo o un n-lazo de intervalos )

entonces existe x tal que fn(x) = x y además f i(x) ∈ Ii para 0 ≤ i ≤ n− 1

Demostración. Aplicando el lema anterior tenemos que ∆n ⊂ I0, f
n(∆n) =

I0 y además que ∆n ⊂
n⋂
i=0

f−i(Ii) de donde f i(∆n) ⊂ Ii ∀i. Además como

∆n ⊂ I0 = fn(∆n) entonces ∆n → ∆n entonces existe x ∈ ∆n tal que

fn(x) = x y por la propia construcción tenemos que f i(x) ∈ Ii

17



24CAPÍTULO 2. PRELIMINARES DE LA RECÍPROCA DEL TEOREMA DE SHARKOSKY

Los resultados de la dinámica unidimensional que conforman lo que en

la actualidad se conoce con el nombre de teorema de Sharkosvky involucran

una función continua del intervalo en si mismo, y un orden en los enteros

positivos llamado el orden de Sharskovsky el cual esta dado por:

3� 5� 7� ...� 2× 3� 2× 5� ...� 22× 3� 22× 5� ...� 23� 22� 21� 20 = 1.

Dado que todo número entero positivo puede ser escrito de manera única

en la forma 2m(2n + 1) para algunos enteros m,n ≥ 0, el orden definido

anteriormente es un orden total. Además se escribe m� l o l�m, si m está

a la izquierda de l y este orden tambien puede ser definido formalmente por:

2a(2b+ 1) � 2α(2β + 1) si y solo si

a < α y 0 < b, β o

a = α y 0 < b < β o

a > α y 0 = b = β

La lista comienza con los números impares mayores que 1 ordenados de for-

ma creciente. Luego se repite la secuencia con cada impar multiplicado por

2, después la secuencia inicial es multiplicada por 22, después por 23 y asi

sucesivamente. Al final se colocan las potencias de 2 en orden decreciente.

Definición 2.2. Una cola del orden de Sharkovsky es un conjunto Γ ⊂ N tal

que s� t para todo s /∈ Γ.

Hay tres tipos de colas: {m} ∪ {l ∈ N : l � m} para algún m ∈ N, el

conjunto {..., 24, 23, 22, 2, 1} de todas las potencias de 2 y φ.

Ya hab́ıamos definido anteriormente I → J mediante una función f , si

J ⊂ f(I), ahora complementaremos la anterior definición

Definición 2.3. Decimos que I cubre exactamaente a J y lo denotaremos

por I � J si J = f(I).

18
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Definición 2.4. Un intervalo cuyos extremos están en un ciclo O es llamado

O−intervalo. Si contiene solo dos puntos de O diremos que es un O−intervalo

básico, y que estos dos puntos son adyacentes.

Sólo mencionaremos el teorema de Sharkovski, pero demostraremos su

rećıproca.

Teorema 2.0.1. Si m es un peŕıodo para f y m � l, entonces l también es

un peŕıodo para f

Haremos el caso particular cuando l = 3 es decir todos los m ∈ N tal que

m � 3, pero por el orden de Sharkovski esto quiere decir que m puede ser

cualquier número natural.

Lema 2.0.5. Suponga que f : [0, 1] → [0, 1] tiene un punto periódico de

peŕıodo tres. Entonces f posee puntos de todos los peŕıodos.

Demostración. Supongamos que {x1 < x2 < x3} sea la órbita de ese punto

periódico, tomamos I1 = [x1, x2] y I2 = [x2, x3]. Supongamos sin pérdida de

generalidad que f(x2) = x3 entonces f 2(x2) = x1, f(x3) = x1 entonces

I2 = [x2, x3] → I1 = [x1, x2] ya que f(x2) = x3, f(x3) = x1 de donde se

obtiene que I1 ⊂ f(I2). Además [x2, x3] = I2 → I2 = [x2, x3] ya que f(x2) =

x3 y f(x3) = x1 de donde se obtiene que I2 ⊂ f(I2), I1 = [x1, x2] → I2 =

[x2, x3] ya que f(x1) = x2 y f(x2) = x3. De aqúı obtenemos que I2 ⊂ f(I1)

(si f(x2) = x1 llamamos a I1 como I2 y viceversa y obtendremos la misma

conclusión), haciendo su diagrama de Markov obtenemos que

I1 �� I2 para todo n ∈ N

entonces se tiene

I1 → I2 → I2 → . . .→ I2 → I1

(para n-1 ocurrencias de I2),supongamos que n > 3, luego por el corolario

existe

x ∈ I1 y f(x), f 2(x), . . . , fn−1(x) ∈ I2
Caso 1: Supongamos que x /∈ {x1, x2, x3}, sabemos que para i = 1, 2, . . . , n−1

tenemos que f i(x) ∈ I2. Si para alguno de estos ”i′s” tuvieramos que f i(x) ∈
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{x2, x3} entonces f j(x) ∈ {x1, x2, x3} ∀j ≥ i entonces fn(x) ∈ {x1, x2, x3}
entonces fn(x) 6= x(→←)

∴ ∀i = 1, 2, . . . , n− 1 tenemos f i(x) ∈ I2�{x2, x3}

⇒ f i(x) /∈ I1 ⇒ f i(x) 6= x; ∀i = 1, 2, . . . , n− 1

pues f i(x) /∈ I1 y x ∈ I1 de donde se deduce que x tiene periodo n.

Caso 2: x ∈ {x1, x2, x3} entonces x = x1 o x = x2 ya que x ∈ I1 y x tiene

periodo tres. Como fn(x) = x deducimos que n es multiplo de 3, es decir

n = 3k, k ∈ N (en particular n ≥ 6 ya que n 6= 3)

Caso 2.1: x = x1 ⇒ f(x) = x2, f
2(x) = x3, f

3(x) = x1 /∈ I2(→←).

Caso 2.2: x = x2 ⇒ f(x) = x3, f
2(x) = x1 /∈ I2(→←)

∴ Existen puntos de periodo n, ∀n > 3.

Por lo tanto el caso 2 no se puede dar, con lo que nos quedamos con el caso

1.

Existe punto de periodo n = 3 por hipótesis, además existen puntos periódi-

cos de periodo n = 1 ya que I2 → I2 y aplicando el lema anterior encon-

traremos que f tiene punto fijo y de peŕıodo n = 2 ya que I1 → I2 → I1
mediante f . De donde I1 → I1 mediante f 2, de aqúı aplicando el corolario

anterior tenemos que

∃x ∈ I1 tal que f 2(x) = x; f(x) ∈ I2.

Si f(x) = x y como f(x) ∈ I2 y x ∈ I1 tenemos que x ∈ I1 ∩ I2 = {x2}, de

donde se tiene que x = x2 pero esto no puede ser ya que x2 tiene peŕıodo

tres. Por lo tanto

∃x ∈ I1; f 2(x) = x y f(x) 6= x.

Esto implica que x tiene peŕıodo 2, por lo tanto de todo ,lo hecho anterior-

mente podemos deducir que existe punto de cualquier peŕıodo.

Lema 2.0.6. Sean f : J → J una función continua y I1, I2, ... una sucesión

de intervalos compactos con In ⊂ J e In+1 ⊂ f(In) para todo n ≥ 0. Entonces
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existe una sucesión de intervalos compactos {Qn} tal que Qn+1 ⊂ Qn ⊂ I0 y

fn(Qn) = In para todo n ≥ 0. Además para cualquier x ∈ Q = ∩Qn se tiene

fn(x) ∈ In para todo n ≥ 0

Demostración. La demostración la realizaremos por inducción.

Definamos Q0 = I0. Entonces f 0(Q0) = I0.

Primero veamos que se cumple para k = 1, sabemos por hipótesis que I0 ⊂ J ,

e I1 ⊂ f(I0), entonces por un lema anterior existe Q1 ⊂ I0 = Q0 tal que

f(Q1) = I1.

Supongamos ahora que el lema se cumpla para k ≤ n− 1, esto es, que existe

Qn−1 tal que fn−1(Qn−1) = In−1 (Qn−1 ⊂ Qn−2 ⊂ ... ⊂ I0). Veamos que se

cumple para k = n. Como fn−1(Qn−1) = In−1 entonces por hipótesis sabemos

que In ⊂ f(In−1) = fn(Qn−1). Aplicando un lema anterior a g = fn en Qn−1,

se tiene que existe Qn ⊂ Qn−1 tal que fn(Qn) = In y

Qn ⊂ Qn−1 ⊂ ... ⊂ Q1 ⊂ Q0 = I0

.

Ahora sea x ∈ Q = ∩∞n=0Qn, entonces x ∈ Qn para todo n ≥ 0, y dado que

fn(Qn) = In para todo n ≥ 0. Entonces fn(x) ∈ In para todo n ≥ 0
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Caṕıtulo 3

Rećıproca del teorema de

Sharkosky

El resultado principal de este articulo es demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.0.1. Cada cola del orden de Sharkovsky es el conjunto de peŕıodos

para una función continua de un intervalo en śı mismo.

Para demostrar que cada cola del orden de Sharkovsky es el conjunto de

peŕıodos para una función continua de un intervalo en śı mismo considerare-

mos la familia de funciones truncadas dada por

Th : [0, 1]→ [0, 1], definidas para cada x ∈ [0, 1] por:

x 7→ mı́n(h, 1− 2 | x− 1

2
|), para 0 ≤ h ≤ 1.

Algo que se ve claramente es que, como h ≥ 0 y x ∈ [0, 1] entonces 1 − 2 |
x− 1

2
|≥ 0, es decir Th(x) ≥ 0 ∀x ∈ [0, 1] ∀x ∈ [0, 1].

Para hacer el gráfico de la función Th supongamos que

mı́n(h, 1 − 2 | x − 1
2
|) = h esto quiere decir que h ≤ 1 − 2 | x − 1

2
|.

Esto implica que 2 | x − 1
2
|≤ 1 − h entonces elevando al cuadrado a ambos

mienbros tenemos que 4(x− 1
2
)2 ≤ (1− h)2 de donde

0 ≤ (1− h)2 − (2x− 1)2. De aqúı vemos que

0 ≤ (1− h− (2x− 1))(1− h+ (2x− 1))

29
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30 CAPÍTULO 3. RECÍPROCA DEL TEOREMA DE SHARKOSKY

Figura 3.1:

por consecuencia tendremos que 0 ≤ (2 − h − 2x)(2x − h) entonces (2x +

h − 2)(2x − h) ≤ 0 de donde si 2x − h = 0 o 2 − h − 2x = 0. De aqúı

concluimos que x = h
2

o 1 − h
2

= x entonces x ∈ [h
2
, 1 − h

2
]. Es decir si x

esta en ese intervalo hallado su mı́nimo será h, caso contrario su mı́nimo

será la función 1 − 2 | x − 1
2
. Reescribiremos la función h como Thx) ={

1− 2 | x− 1
2
|, si x ∈ [0, h

2
> ∪ < 1− h

2
, 1]

h, si x ∈ [h
2
, 1− h

2
]

Visto de esta manera, la función Th es más fácil de graficar, y la gráfica es

la siguiente figura 1: Presentaremos algunas propiedades con respecto a la

familia de funciones Th:

T0(T0(x)) = 0 ∀x ∈ [0, 1], además T0 sólo tiene un punto periódico,

mientras que la función T1 tiene puntos periódicos de todos los peŕıodos.

Demostración. Sabemos por definición que

T0(x) = mı́n(0, 1 − 2 | x − 1
2
|) = 0 ∀x ∈ [0, 1], ahora si hacemos
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T0(T0(x)) = T0(0) = 0. De aqúı si decimos que T 2
0 tiene un punto fijo x,

entonces T 2
0 (x) = x pero por lo anterior tendremos que 0 = T 2

0 (x) = x,

de donde el único punto fijo de T 2
0 es el 0.

Para la segunda afirmación, primero veamos que T1(x) = mı́n(1, 1− 2 |
x− 1

2
|) = 1− 2 | x− 1

2
|.

Ahora sabemos que {1
7
, 2
7
, 4
7
} es una órbita periódica de peŕıodo 3, ya

que

f(
1

7
) =

2

7
; f(

2

7
) =

4

7
; f(

4

7
) =

1

7
.

Por el teorema de Sharkosky concluimos que como existe un punto de

peŕıodo 3, entonces existen puntos periódicos para cualquier peŕıodo.

T1 tiene un número finito de puntos periódicos para cada peŕıodo

Demostración. Para demostrar esto, haré una pequeña afirmación que

concluye de manera directa lo que deseamos. Sea En el cardinal de

los puntos periódicos de peŕıodo n. Afirmo que para hallar los puntos

periódicos de peŕıodo n debemos desarrollar una ecuación de grado 2n,

es decir que Card(En) ≤ 2n. Para n = 1 los puntos periódicos son los

cuales T1(x) = x de donde 2 | x − 1
2
|= x de donde 3x2 − 4x + 1 = 0

el cual es una ecuación de grado 2 = 21 de donde sus soluciones son

x = 1 o x = 1
3
. Supongamos que se cumpla para n, intentaremos

demostrar que se cumple para n+ 1. Sea x ∈ En+1 entonces T n+1
1 (x) =

x de donde T1(T
n
1 (x)) = x. De aqúı 2 | T n1 (x) − 1

2
|= x de donde

4(T n1 )2 − 4T n1 − x + 1 = 0...(∗) por hipótesis inductiva T n1 tiene grado

2n con lo cual la ecuación (∗) tiene grado 2n+1. Pero nos damos cuenta

que la solución de la ecuación (∗) cumple que T n+1(x) = x de donde

tenemos que Card(En+1) ≤ 2n+1. De aqúı se ve directamente que la

cantidad de puntos periódicos de peŕıodo n de T1 es finito, es más está

acotado por 2n

Si h ≤ k, cualquier ciclo O ⊂ [0, h) de Th es un ciclo para Tk, y cualquier

ciclo O ⊂ [0, h] de Tk es un ciclo para Th.
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32 CAPÍTULO 3. RECÍPROCA DEL TEOREMA DE SHARKOSKY

Demostración. Sabemos que

Th(x) =

{
1− 2 | x− 1

2
|, si x ∈ [0, h

2
] ∪ [1− h

2
, 1]

h, si x ∈ [h
2
, 1− h

2
]

y

Tk(x) =

{
1− 2 | x− 1

2
|, si x ∈ [0, k

2
] ∪ [1− k

2
, 1]

k, si x ∈ [k
2
, 1− k

2
]

De aqúı se ve que como 0 ≤ h ≤ k ≤ 1 entonces

Th(x) = Tk(x)⇔ x ∈ [0,
h

2
] ∪ [1− h

2
, 1].

Además como sabemos la función es constante cuando

x ∈< h
2
, 1− h

2
> ya que Th(x) = h x ∈ [h

2
, 1− h

2
]. Por lo tanto tiene a

lo más un punto periódico en ese intervalo.

Reciprocamente sea 0 ≤ h ≤ k ≤ 1 dado que T1(Kh) = (h, 1] se tiene

que para cualquier ciclo O ⊂ [0, h) de Th, O ⊂ Jh y en consecuencia O

también es un ciclo para Tk. Por otro lado, dado un ciclo O ⊂ [0, h] se

tiene que O ⊂ Jh y en consecuencia O también es un ciclo para Th.

Ahora definamos h(m) := mı́n{máxO : O es un m− ciclo de T1}

Th tiene un m−ciclo O ⊂ [0, h) si, y solo si, h(l) < h

Demostración. Si Th tiene un l−ciclo O ⊂ [0, h) y como h ≤ 1 entonces

por (c) debe cumplirse que O es un l−ciclo para T1. Además es fácil

ver que máxO < h, de aqúı por la definición de h(l) (que dice que es

el mı́nimo de los máximos de O) tendremos que h(l) ≤ máxO < h de

donde h(l) < h.

Para hacer el rećıproco si h(l) < h entonces

mı́n{máxO : O es un l − ciclo de T1} < h

de aqúı tenemos que existe un l−ciclo O de T1 tal que máxO < h es

decir (teniendo en cuenta que todos los elementos de O son mayores o
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iguales que 0) O ⊂ [0, h). Es decir O ⊂ [0, h] es un l−ciclo para T1 y

como h ≤ 1 entonces por la parte (c) entonces O es un l−ciclo para

Th.

La órbita de h(m) es un m−ciclo para Th(m), y todos los otros ciclos

para Th(m) estan contenidos en [0, h).

Demostración. Sabemos por definición que

h(m) := mı́n{máxO : O es un m − ciclo de T1}. Eso significa que

existe un m−ciclo O de T1 tal que h(m) es su mayor elemento, y si

tenemos otro m−ciclo de T1 llamado O∗ tal que su máximo es x∗ en-

tonces h(m) ≤ x∗. Como h(m) es el máximo elemento del m−ciclo

de T1 O entonces O ⊂ [0, h(m)]. En particular la órbita de h(m) está

incluida en [0, h(m)], además la órbita de h(m) es el m−ciclo O. Sa-

biendo que h(m) ≤ 1 y aplicando (c) tenemos que la órbita de h(m),

es decir O, es un m−ciclo para Th(m). Además cualquier otro ciclo para

Th(m) es disjunto de la órbita de h(m) y por lo tanto esta contenido en

[0, h) .

Si m 6= l entonces h(m) 6= h(l) ya que son ciclos de distintas longitudes

l �m si y solo si h(l) < h(m)

Demostración. Del quinto item, y directo del teorema de Sharkoski se

tiene que Th(m) es un l−ciclo contenido en [0, h(m)) para todo l � m

aśı por el cuarto item tenemos que h(l) < h(m).

Rećıprocamente, supongamos que h(l) < h(m) y que m � l o m =

l, entonces por lo anterior se tiene que h(m) ≤ h(l) lo cual es una

contradicción ya que

h(l) < h(m) ≤ h(l).

Como el orden es total entonces m 5 l entonces m�l es decir l�m.

Note que para cada m ∈ N, Th(m) tiene un l−ciclo para todo l � m. Por

otro lado, si O es un l−ciclo de Th(m), con l 6= m, entonces O ⊂ [0, h). Aśı,
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34 CAPÍTULO 3. RECÍPROCA DEL TEOREMA DE SHARKOSKY

h(l) < h(m), y en consecuencia l � m. Luego, el conjunto de peŕıodos de

Th(m) es una cola del orden de Sharkovski dada por m para todo l �m.

El conjunto de las potencias de 2 es la otra cola del orden de Sharkoski (junto

con φ el cual el cual es el conjunto de peŕıodos de la transformación x 7→ x+1

en R).

Por otra parte, por el último item se tiene que la sucesión h(2n)n≥0 es cre-

ciente. Sea h(2∞) = sup
k→∞

h(2k). Dado que h(2∞) > h(2k) para todo k ∈ N,

Th(2∞) tiene un 2k−ciclo para todo k ∈ N. Supongamos ahora que Th(2∞)

tiene un m−ciclo tal que m no es potencia de 2. Por el directo del teore-

ma de Sharkovski Th(2∞) también tiene un 2m−ciclo. como el m−ciclo y el

2m−ciclo son disjuntos, pues tienen diferente longitud, al menos uno de ellos

está contenido en [0, h(2∞)). Dado que 2k�2m�m para todo k ∈ N entonces

por el ultimo item tenemos que

h(2∞) ≤ h(2m) ≤ h(m),

lo que contradice el cuarto item. Por lo tanto los únicos peŕıodos de Th(2∞)

son potencias de 2.
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Caṕıtulo 4

Teorema de Li-Yorke

En este caṕıtulo presentaremos un teorema que permite, a partir de la

simple observación de una órbita en particular determinar no solo la existen-

cia de órbitas periódicas de todos los peŕıodos sino además la presencia de

órbitas de comportamiento errático que no se acumulan en ninguna órbita

periódica. Este teorema se debe a Li-Yorke y se presenta a continuación:

Teorema 1. Sea J un intervalo compacto y f : J → J una función continua.

Si existe un punto a ∈ J para el cual los puntos b = f(a), c = f 2(a) y

d = f 3(a) satisfacen d ≤ a < b < c (o d ≥ a > b > c). Entonces

1. Para cada k ∈ N hay un púnto periódico en J con peŕıodo k

2. f es caótica en el sentido Li-Yorke

Observación: Notese que si tenemos un punto periódico de peŕıodo 3, en-

tonces la hipotesis del teorema se satisface y por tanto f es caótica en el

sentido Li-Yorke.

Por el teorema de Sharkovski si una función tiene algún punto periódico,

de peŕıodo 3 entonces tiene puntos periódicos de cualquier peŕıodo. Sin em-

bargo, según el teorema de Li-Yorke, esto nos proporciona mas información.

Dice que la existencia de un punto periódico de peŕıodo 3 no solo implica

la existencia de puntos con todos los peŕıodos. Sino además la existencia

de un conjunto S ⊂ J scrambled. Este conjunto cumple que para cada par

35
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36 CAPÍTULO 4. TEOREMA DE LI-YORKE

de puntos distintos x, y ∈ S, la distancia entre las iteraciones {fn(x)}n≥0
y {fn(y)}n≥0 tienen la propiedad que cuando n tiende al infinito el ĺımite

inferior es igual a 0, mientras el ĺımite superior es positivo.

Sabemos que si el ĺımite inferior es 0 significa que existe una infinidad de n′s

tal que {fn(x)} y {fn(y)} están tan cercanos como se quiera. Y también que

si el ĺımite superior es positivo, quiere decir que, existe infinidad de n′s tal

que la distancia entre {fn(x)} y {fn(y)} es positiva. Dicho de otra manera,

bajo iteraciones de f diferentes puntos de S hay veces están cercacnos, hay

veces están lejanos, y ninguno de estos es periódico.

Demostración. Supongamos que d ≤ a < b < c; el caso d ≥ a > b > c es

similar. Sean K = [a, b], L = [b, c] y k un entero positivo. Para k > 1, sea

{In} la sucesión de intervalos dada por: In = L para n = 0, 1, . . . , k − 2 e

Ik−1 = K. Definamos periódicamente In+k = Ik para n ≥ 0. Si k = 1 entonces

In = L, para todo n ≥ 0.

Es claro que K y L son compactos, pues son cerrados y acotados. Además

es claro ver que K = [a, b] ⊂ [d, c] = [f(c), f(b)] y L = [b, c] ⊂ [d, c] =

[f(c), f(b)], es decir K,L ⊂ [f(c), f(b)] ⊂ f(L) en particular L → L. Y L =

[b, c] = [f(a), f(b)] ⊂ f([a, b]) = f(K) entonces K → L. Si n ∈ {0, 1, . . . k−2}
entonces como n + 1 ≤ k − 1 tenemos que In = L → L = In+1. Ahora si

n = k−1 entonces sabemos que K = Ik−1 → Ik = I0 = L. Es decir In → In+1

para todo n ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. Como los intervalos In son periódicos de

peŕıodo k tenemos que

In → In+1 para todo n ≥ 0.

De lo anterior se tiene que la sucesión In satisface la hipótesis del lema

2,0,9, por lo tanto, existe una sucesión de intervalos compactos {Qn} tal

que Qn+1 ⊂ Qn ⊂ I0 y fn(Qn) = I0 para todo n ≥ 0. En consecuencia

fk(Qk) = Ik = I0 ⊃ Qk. Entonces por el lema 2,0,5 donde fk = g se cumple

que Qk → Qk mediante la función g, entonces existe un punto fijo pk ∈ Qk.

Además pk no puede tener peŕıodo menor que k para f , ya que supongamos
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que el peŕıodo de pk para f es m < k. Si m = k − 1,

fk−1(pk) = pk ∈ Qk ⊂ I0 = L.

Como Qk ⊂ Qk−1 entonces pk ∈ Qk−1 entonces

fk−1(pk) ∈ fk−1(Qk−1) = Ik−1 = K.

Es decir fk−1(pk) ∈ K ∩ L = [a, b] ∩ [b, c] = {b}, entonces fk−1(pk) = b. En-

tonces fk+1(pk) = f 2(fk−1(pk)) = f 2(b) = d /∈ L y esto es una contradicción

pues sabemos que fk+1(pk) = f(pk) como pk ∈ Qk ⊂ Q1 entonces

f(pk) ⊂ f(Q1) = I1 = L.

Aśı que pk no puede tener peŕıodo k − 1.

Si m < k−1 y sea O(pk) = {pk, f(pk), . . . , f
m−1(pk)}; y dado que fk−1(pk) ∈

O(pk), existe 0 < l < m tal que fk−1(pk) = f l(pk). Aśı como pk ∈ Qk ⊂ Ql

tenemos que

fk−1(pk) = f l(pk) ∈ f l(Ql) = Il = L

donde Il = L pues l ≤ k−2. De otro lado pk ∈ Qk ⊂ Qk−1 entonces pk ∈ Qk−1.

De donde fk−1(pk) ∈ fk−1(Qk−1) = Ik−1 = K entonces fk−1(pk) ∈ L ∩K =

[b, c]∩[a, b] = {b} por lo tanto fk−1(pk) = b. De la misma forma que el anterior

caso fk+1(pk) = f 2(fk−1(pk)) = f 2(b) = d /∈ L. Lo cual es una contradicción

pues como pk ∈ Qk ⊂ Q1 entonces pk ∈ Q1. De aqúı f(pk) ∈ f(Q1) = I1 = L

donde claramente se ve esto. Por lo tanto pk no puede tener peŕıodo m, con

m < k− 1, juntando ambos casos tenemos que el peŕıodo de pk tiene que ser

k.

Sea Υ el conjunto de sucesiones de intervalos compactos {Mn}∞n=1, siendo

que:

Mn = K o Mn ⊂ L y Mn →Mn+1.

Además si

Mn = K, entonces n es el cuadrado de un entero

donde K = [a, b] y L = [b, c].

Una pequeña observación es que si Mn = K entonces n es cuadrado perfecto,
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40 CAPÍTULO 4. TEOREMA DE LI-YORKE

Sea Υ el conjunto de sucesiones de intervalos compactos {Mn}∞n=1, siendo

que:

Mn = K o Mn ⊂ L y Mn →Mn+1.

Además si

Mn = K, entonces n es el cuadrado de un entero

donde K = [a, b] y L = [b, c].

Una pequeña observación es que si Mn = K entonces n es cuadrado perfecto,

como n+ 1, n+ 2 no son cuadrados perfectos entonces Mn+1,Mn+2 ⊂ L.

Para cada M ∈ Υ, sea P (M,n) el número de i′s en {1, 2, . . . n} para el cual

Mi = K.

En lo siguiente [| r |] denota la parte entera de r; eso es, [| r |] es el mayor

entero menor que r.

Consideremos una sucesión M
3
4 ∈ Υ tal que

P (M
3
4 ,m) = [| 3

4
n |] si n2 ≤ m < (n+ 1)2

dicho de una otra manera

P (M
3
4 ,m) = [| 3

4
[|
√
m |] |]

de esta forma podemos crear la sucesión

P (M
3
4 ,m) = [| 3

4
[|
√
m |] |] = 0 si m ∈ {1, 2, 3}

P (M
3
4 ,m) = [| 3

4
[|
√
m |] |] = 1 si m ∈ {4, 5, 6, 7, 8}

P (M
3
4 ,m) = [| 3

4
[|
√
m |] |] = 2 si m ∈ {9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}

P (M
3
4 ,m) = [| 3

4
[|
√
m |] |] = 3 si m ∈ {16, . . . , 24, 25, . . . , 35}

aśı podemos crear la sucesión M
3
4 la cual es

M
3
4 = L,L, L,K, L, L, L, L,K, L, L, L, L, L, L,K, . . .
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Notemos que

P (M
3
4 , (4n)2) = [| 3

4
[|
√

(4n)2 |] |] = [| 3

4
(4n) |] = 3n;

P (M
3
4 , (4n+ 1)2) = [| 3

4
[|
√

(4n+ 1)2 |] |] = [| 3

4
(4n+ 1) |] = 3n;

P (M
3
4 , (4n+ 2)2) = [| 3

4
[|
√

(4n+ 2)2 |] |] = [| 3

4
(4n+ 2) |] = 3n+ 1;

P (M
3
4 , (4n+ 3)2) = [| 3

4
[|
√

(4n+ 3)2 |] |] = [| 3

4
(4n+ 3) |] = 3n+ 2

sabemos que si M
3
4
d = K entonces d es un cuadrado perfecto de aqúı y con

lo anterior tenemos que

M
3
4

(4n+r)2 = K si n ≥ 1 y r ∈ {0, 2, 3}.

Para cada r ∈
(
3
4
, 1
)

consideremos una sucesión M r = {M r
n}∞n=1 de Υ tal que

P (M r,m) = [| rn |] si n2 ≤ m < (n+ 1)2.

Sabemos que rn − 1 < [| rn |] ≤ rn, tenemos que rn−1
n
≤ [|rn|]

n
< rn

n
y como

ĺım
n→∞

rn− 1

n
= ĺım

n→∞

rn

n
= r entonces por el teorema del sandwish tendremos

que ĺım
n→∞

[| rn |]
n

= r.

Ahora sabemos que P (M r, n2) = [| r
√

(n2) |] = [| rn |] = P (M r,m) entonces

tendremos que

ĺım
n→∞

P (M r, n2)

n
= ĺım

n→∞

P (M r,m)

n
= ĺım

n→∞

[| rn |]
n

= r.

Sea Υ0 = {M r : r ∈
(
3
4
, 1
)
} ⊂ Υ. Entonces Υ0 es no numerable ya que si

r1 6= r2, supongamos que M r1 = M r2 entonces P (M r1 ,m) = P (M r2 ,m) de

aqúı dividimos entre n y tomamos ĺımite tendremos que r1 = r2 de donde

tenemos una contradicción, por lo tanto si r1 6= r2 entonces M r1 6= M r2 . De

aqúı vemos que r →M r es inyectiva.

Por un lema demostrado anteriormente, para cada M r = {M r
n}∞n=1 ∈ Υ0

existe un punto xr con fn(xr) ∈M r
n para todo n. Sea S = {xr : r ∈ (3

4
, 1)}.

Para x ∈ S, sea P (x, n) el número de i′s en {1, 2, . . . , n} para los cuales

f i(x) ∈ K.
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42 CAPÍTULO 4. TEOREMA DE LI-YORKE

Proposición 4.1. Dado xr ∈ S, fk(xr) 6= b para todo k.

Demostración. Sea xr ∈ S, supongamos que existe algún k ∈ N tal que

fk(xr) = b.

Separemos el problema en dos casos el primer caso es si d 6= a como fk(xr) = b

entonces fk+2(xr) = f 2(fk(xr)) = f 2(b) = d. Como sabemos

fk+2(xr) = d ∈ M r
k+2 pero nosotros sabemos que M r

k+2 ⊂ L o M r
k+2 = K en

ambos casos se cumple que M r
k+2 ⊂ K ∪ L. Uniendo ambos hechos tenemos

que

fk+2(xr) = d ∈M r
k+2 ⊂ K ∪ L = [a, b] ∪ [b, c] = [a, c]

esto implica que a ≤ d ≤ c pero como por hipótesis inicial d ≤ a tendremos

que d = a(→←).

Segundo caso d = a entonces tendremos que f 3(a) = a y como f(a) = b 6= a

deducimos que a tiene peŕıodo 3. Además como fk(xr) = b entonces xr ∈
O(b) = {a, b, c}. Deducimos de lo anterior que fk+2(xr) = d. Ahora tomamos

l tal que (l + 1)2 − l2 > 3. Entonces M r
k = L para l2 < k < (l + 1)2. Como

sabemos fk(xr) = b por lo dicho anteriormente tenemos que M r
k = M r

k+1 =

M r
k+2 = L. Sabemos que fk+2(xr) ∈ M r

k+2 entonces d ∈ L lo cual es una

contradicción por lo tanto la proposición está demostrada.

Dado que P (xr, n) cuenta el número de i′s tal que f i(xr) ∈ K y como

fn(xr) ∈M r
n para todo n, entonces contar el número de i′s tal que

f i(xr) ∈ K es equivalente a contar el número de veces que M r
n = K, pues

nunca ocurre que f i(xr) ∈ K ∩ L = {b} lo cual no puede suceder por la pro-

posición anterior. De aqúı P (xr, n) = P (M r, n) para todo n y aśı como caso

particular tendriamos que P (xr, n
2) = P (M r, n2) de aqui dividmos entre n

y tomando ĺımite concluimos que

ρ(xr) = ĺım
n→∞

P (xr, n
2)

n
= ĺım

n→

P (M r, n2)

n
= r para todo r ∈ (

3

4
, 1).

Ahora veamos que S es no numerable. Sean r1, r2 ∈ (3
4
, 1) con r1 6= r2.

Entonces ρ(xr1) 6= ρ(xr2) entonces existe k ≥ 1 tal que P (xr1 , k
2) 6= P (xr2 , k

2)

(ya que caso contrario P (xr1 , k
2) = P (xr2 , k

2) y de aqúı
P (xr1 ,k

2)

k
=

P (xr2 ,k
2)

k

y tomando ĺımite cuando k → ∞ tendremos que r1 = r2 lo cual es una
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contradicción). Aśı existe 1 ≤ m ≤ k2 tal que fm(xr1) ∈ K y fm(xr2) /∈ K,

o fm(xr1) /∈ K y fm(xr2) ∈ K. En consecuencia es claro ver que xr1 6= xr2 .

Luego r → xr es inyectiva y por lo tanto S es no numerable.

Proposición 4.2. Si xr1 , xr2 ∈ S con r1 6= r2, entonces existen infinitos n′s

tales que fn(xr1) ∈ K y fn(xr2) ∈ L o viceversa

Demostración. Supongamos que solo hay una cantidad finitas de n′s tal que

fn(xr1) ∈ K y fn(xr2) ∈ L o viceversa. Luego para todo n > k se tiene que

fn(xr1) y fn(xr2) están ambos en L o en K. Aśı,

P (xr1 , k)−P (xr2 , k) = P (xr1 , n)−P (xr2 , n) = P (xr1 , n
2)−P (xr2 , n

2), para todo n ≥ k.

Por lo tanto,

r1 − r2 = ρ(xr1)− ρ(xr2) = ĺım
n→∞

P (xr1 , n
2)− P (xr2 , n

2)

n
= 0

lo cual es una contradicción pues r1 6= r2.

Como f 2(b) = d ≤ a y f 2 es continua, entonces dado ε = b−d
2

> 0, existe

δ > 0 tal que | f 2(x)− f 2(b) |< b−d
2

, si | x− b |< 2δ. Aśı

f 2(x)− f 2(b) ≤| f 2(x)− f 2(b) |< b− d
2

de donde obtenemos que

f 2(x) < f 2(b) +
b− d

2
= d+

b− d
2

=
b+ d

2
, para todo x ∈ [b− δ, b] ⊂ K.

Si x ∈ S y fn(x) ∈ K, entonces n debe ser un cuadrado perfecto, por

lo tanto n + 1 y n + 2 no lo son, de donde Mn+1 = Mn+2 = L entonces

fn+1(x), fn+2(x) ∈ L. Por tanto afirmo que fn(x) < b − δ caso contrario si

fn(x) ≥ b − δ entonces aplicando la observación a la función fn tendremos

que

fn+2(x) = f 2(fn(x)) <
b+ d

2
< b
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de aqúı tenemos que fn+2(x) /∈ L, lo cual es una contradicción.

Probemos que S no tiene puntos periódicos.

Supongamos que existe p ∈ S periódico de peŕıodo k. Sin importar que tan

grande sea k es posible elegir l de tal modo que (l + 1)2 − l2 ≥ 2k. En

consecuencia los iterados de p permanecen en L un número mayor que k

veces, y dado que p es periódico, debe ocurrir que todos aquellos permanecen

en L; por lo tanto

ĺım
n→∞

P (x, n2)

n
= 0

y como P (x, n2) = P (M r, n2) entonces tendremos que

ĺım
n→∞

P (x, n2)

n
= ĺım

n→∞

P (M r, n2)

n
= 0 = r

para la sucesión M r que generó este p, lo cual es una contradicción ya que

r ∈ (3
4
, 1). Luego concluimos que S no tiene puntos periódicos.

Ahora consideremos b1 = máx{x ∈ [b, c] : f(x) = c} y c1 = mı́n{x ∈ [b1, c] :

f(x) = b}.
Aśı es fácil ver que [b1, c1] ⊂ [b, c], como f(b1) = c y f(c1) = b entonces ten-

dremos que [b, c] ⊂ f([b1, c1]). Ahora supongamos que existe un z ∈ f([b1, c1])

y z /∈ [b, c]. Si z > c, como z ∈ f([b1, c1]) entonces existe un z
′ ∈ [b1, c1] tal

que z = f(z
′
) > c > b = f(c1) entonces como f es continua por el teorema

de valor medio tendremos que existe w ∈ [z
′
, c1] tal que f(w) = c. Vemos

que [z
′
, c1] ⊂ [b, c] entonces w ∈ [b, c] y además w ≥ z

′
> b1. Esto es una

contradicción a la maximalidad de b1 pues b1 es el mayor elemento de [b, c]

tal que f(b1) = c pero vemos que w cumple las mismas caracteŕısticas que b1

y w > b1.

Ahora si existe un z ∈ f([b1, c1]) tal que z < b entonces existe un z
′ ∈ [b1, c1]

tal que

z = f(z
′
) < b = f(c1) < f(b1) = c

es claro que z
′ 6= c1. Por el teorema de valor intermedio existe un w ∈ [b1, z

′
]

tal que f(w) = b. Sabemos que [b1, z
′
] ⊂ [b1, c] y además z

′ ≤ w ≤ b1 < c1

entonces z
′
< c1 lo cual es una contradicción pues contradice la minimalidad

de c1. Por lo tanto f([b1, c1]) ≥ b y f([b1, c1]) ≤ c es decir f([b1, c1]) ⊂ [b, c].
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De ambas inclusiones tenemos que f([b1, c1]) = [b, c].

Ahora voy a demostrar que f((b1, c1)) = (b, c). Supongamos que exista un

z ∈ (b, c) tal que f(z) = b o f(z) = c, si f(z) = b entonces tendremos que

z ∈ (b1, c1) ⊂ [b1, c] esto significa que z ∈ [b1, c] y f(z) = b

lo cual es una contradicción ya que z < c1 y c1 es el menor numero con la

caracteristica que x ∈ [b1, c] y f(x) = b

Si f(z) = c con z ∈ (b1, c1) ⊂ [b, c] de donde f(z) = c y z ∈ [b, c] lo cual es

una contradicción ya que b1 es el mayor elemento tal que f(x) = c y x ∈ [b, c]

con esto terminamos de demostrar lo que queremos.

Definamos por inducción

bn+1 = máx{x ∈ [bn, cn] : f(x) = cn} y cn+1 = mı́n{x ∈ [bn+1, cn] : f(x) = bn}

Aśı, [bn, cn] ⊃ [bn+1, cn+1], f([bn+1, cn+1]) = [bn, cn], f(bn+1) = cn,

f(cn+1) = bn y f(x) ∈ (bn, cn) para todo x ∈ (bn+1, cn+1).

Sea A =
∞⋂
n=0

[bn, cn],por el teorema de los intervalos encajados se concluye que

A 6=. Sean b∗ = ı́nf A y c∗ = supA. Como {bn} es una sucesión monótona cre-

ciente entonces bn → b∗ y como {cn} es una sucesión monótona decreciente,

cn → c∗. Por la continuidad de f tendremos que

f(b∗) = f( ĺım
n→∞

bn+1) = ĺım
n→∞

cn = c∗.

Análogamente se prueba que f(c∗) = b∗.

Ahora probaremos que ĺım
n→∞

| fn(x)−fn(y) |= 0 escogeremos de una manera

mas espećıfica la elección de las sucesiones M r. Además de los anteriores

requerimientos sobre M ∈ Υ, supondremos que si Mk = K para k = n2 y

(n+1)2, entonces Mk = [b2n−(2j−1), b∗] para k = n2+(2j−1), Mk = [c∗, c2n−2j]

para k = n2 + 2j donde j = 0, 1, . . . , n.

Para los demás k′s que no son cuadrados de enteros, se supondrá que Mk = L.

Del hecho que ρ(x) es el limite de la fracción de n′s para los cuales

fn
2
(x) ∈ K, se sigue que para cualquier r∗, r ∈ (3

4
, 1) existen una infinidad

de n′s tales que M r
k = M r∗

k para k = n2 y (n+ 1)2.
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Sean xr, xr∗ ∈ S. Ya que bn → b∗, cn → c∗ cuando n → ∞, para cualquier

ε > 0 existe N ∈ N tal que

| bn − b∗ |< ε

2
y | cn − c∗ |< ε

2
, para todo n > N.

Entonces para cualquier n con n > N y M r
k = M r∗

k = K para k = n2 y

(n+ 1)2, se tiene

fn
2+1(xr) ∈M r

k = [b2n−1, b∗], con k = n2 + 1.

Aśı que fn
2+1(xr) y fn

2+1(xr∗) pertenecen a [b2n−1, b∗]. Por lo tanto

| fn2+1(xr)− fn
2+1(xr∗) |< ε

. Ya que hay una infinidad de n′s con esa propiedad entonces decimos que

ĺım inf
n→∞

| fn(xr)− fn(xr∗) |= 0.
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Caṕıtulo 5

Ejemplos

Ejemplo 1

f(x) =


0, si 0 ≤ x < 0,25;

4x− 1, si 0,25 ≤ x < 0,50;

−4x+ 3, si 0,50 ≤ x < 0,75;

0, si 0,75 ≤ x ≤ 1.

Como f es continua y O(23
65

) = {23
65
, 27
65
, 43
65
} es una órbita de peŕıodo 3, f

satisface las hipótesis del Teorema de Li-Yorke, por tanto es caótica en I.

Mostraremos que f tiene un conjunto scrambled S ⊂ I de medida cero.

Primero veamos que:

0, 1
3

y 3
5

son puntos fijos.
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Si x ∈
[
0, 1

4

)
∪ [3

4
, 1], entonces f(x) = 0, y por tanto x es eventualmente

fijo.

Si x ∈ (1
4
, 1
3
), entonces f(x) = 4x − 1 < x y aśı, si fn(x) ∈ (1

4
, 1
3
) para

todo n ∈ N entonces la sucesión {fn(x)}n≥0 es decreciente y acotada

inferiormente por lo tanto converge a un punto fijo. Pero en x ∈
[
1
4
, 1
3

)
no hay puntos fijos, luego existe k ∈ N tal que fk(x) ≤ 1

4
. Por lo tanto,

x es eventualmente fijo.

Si x ∈ (2
3
, 3
4
), f(x) = −4x + 3 ∈ (0, 1

3
) y por tanto x es eventualmente

fijo

De lo anterior se sigue que todo punto en
[
0, 1

3

)
∪
(
2
3
, 1
]

es eventualmente

fijo, es más, para todo x ∈
[
0, 1

3

)
∪
(
2
3
, 1
]
, existe n ≥ 1 tal que fn(x) = 0.

Además, f en [1
3
, 2
3
] es como la figura siguiente

De aqúı se deduce que que todo punto x ∈ A0 = ( 5
12
, 7
12

) es eventualmente

fijo a 0 pues si x ∈ A0 entonces f(x) ∈
(
2
3
, 1
]
.

De hecho los puntos x ∈ [1
3
, 2
3
] que no son eventualmente fijos a 0 son aquellos

puntos cuya órbita está incluida en [1
3
, 2
3
]. Sea Λ tl conjunto, notemos que

Λ =
⋂
n≥0

f−n([
1

3
,
2

3
]).

Claramente f(Λ) ⊂ Λ. Veremos que Λ es un conjunto de medida cero.

Como el conjunto de puntos eventualmente fijos, S0 ⊂ Λ, tiene medida cero,

entonces el conjunto scrambled S ⊂ I que se obtiene como resultado del
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teorema de Li-Yorke tiene medida cero, pues S ⊂ S0.

Ejemplo 2

Sea f : [0, 1]→ [0, 1] dada por

f(x) =

{
x+ 1

2
, si 0 ≤ x ≤ 1

2
;

0, si 1
2
< x ≤ 1.

Nos damos cuenta que O(0, f) = {0, 1
2
, 1} es una órbita de peŕıodo 3. Por lo

anterior podŕıamos pensar que f es caótica en el sentido Li-Yorke. Pero no-

temos que cada órbita es eventualmente periódica de peŕıodo 3. Por ejemplo

si x = 1
3

entonces f(x) = 5
6
, f 2(x) = 0. Por tanto no satisface las condiciones

de la definición, es decir f no es caótica. Esto se debe a que f es discontinua

en el punto 1
2
.

Por lo visto en este ejemplo, en el teorema de Li-Yorke no se puede debilitar

la condición de continuidad.

Ejemplo 3

Sea f : R2 → R2 la rotación de R2 de 2φ
3

alrededor del origen, es decir,

f(r, θ) = (r, θ + 2φ
3

), f tiene una órbita de peŕıodo 3 pero no es caótica en el

sentido Li-Yorke pues todos sus puntos, excepto el origen son puntos periódi-

cos de peŕıodo 3. Por lo tanto el teorema de Li-Yorke no se puede extender

a dimensiones mayores que 1.
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