UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
FACULTAD DE CIENCIAS

TESIS

“ELEMENTOS DE LA DINAMICA DE ITERACION DE
FUNCIONES”

PARA OBTENER EL TITULO PROFESIONAL DE:
LICENCIADO EN MATEMATICA
ELABORADO POR:

CESAR AUGUSTO VERGARAY ALBUJAR
ASESOR:

Dr. RUDY JOSE ROSAS BAZAN
LIMA - PERU
-2019-



” A mis padres, a mis amigos y a mi asesor, que a lo largo de este camino

que llamamos vida hicieron que todo sea mas divertido.”

II



INDICE GENERAL

Resumen

En este trabajo en primer lugar desarrollamos los preliminares de sistemas
dindamicos tales como el concepto de orbita, periodo etc. En la primera sec-
ciéon hacemos énfasis en la funcion conocida como “tienda de campana”, y
luego abarcamos “el caos de Li-Yorke”.

Luego introducimos los conceptos preliminares para hallar la reciproca del
teorema de Sharvkosky:.

Después la siguiente seccion estd abocada principalmente a dar proposiciones
y lemas para dar una prueba corta del reciproco del teorema de Sharvkosky.
A continuacién, en la siguiente seccion introducimos nuevos conceptos, ha-
cemos mas proposiciones y lemas para dar una prueba del teorema de Li-
Yorke, el cual es punto muy importante en nuestra tesis.

Por 1ltimo tomamos algunos ejemplos, los cuales nos demuestran que las
condiciones del teorema de Li-Yorke no se pueden debilitar.
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INDICE GENERAL

Introduccion

En este trabajo se presenta, de forma autocontenida, una disertacién escrita
sobre uno de los teoremas mas importantes y hermosos de la dindmica uni-
dimensional, se trata en realidad de una coleccién de resultados debidos al
matemético ucraniano Oleksandr Mikolaiovich Sharkovsky (1936—) publica-
dos inicialmente en ruso en el ano 1964, y que en la actualidad son reunidos
con el nombre de Teorema de Sharkovsky.

El teorema de Sharkovsky permanecio sin conocerse fuera de la Europa Orien-
tal hasta la segunda mitad de la década de 1970, cuando aparece publicado
el articulo“Period three implies chaos”de Tien-Yien Li y James A. Yorke;
en ese articulo se demuestra parcialmente un caso particular del Teorema de
Sharkovsky, no obstante, se introduce, sin nombre, la nociéon de conjuntos
scrambled, los cuales dan origen a lo que hoy se conoce con el nombre de
Caos en el sentido de Li-Yorke.

Lo mas llamativo de la teoria de sistemas dindmicos discretos es su novedad.
Es en la segunda mitad del siglo XX (més especificamente en la década de
los 60) cuando se despierta la curiosidad en la dindmica discreta, después del
descubrimiento de dos de las “joyas de la corona’de esta teoria: el teorema
de Sharkovsky y el caos en el sentido de Li-Yorke. Los ordenadores modernos
jugaron también un importante rol, ayudando a descubrir impresionantes
fenémenos matematicos que habian estado ocultos hasta entonces. En esta
primera parte del trabajo veremos mas a fondo el teorema de Sharkosky.
En la siguiente parte de la tesis veremos todo lo relacionado al teorema del
caos de Li Yorke que fue publicado en 1975, con las introducciones adecuadas
sobre lo que es un conjunto ”scrambled”, con la clara diferencia que ahora
usaremos conceptos de andlisis real en varias variables, para ver que este

teorema no se puede extender a dimensiones superiores.



Capitulo 1

Preliminares de sistemas

dinamicos

Sean X = (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcién continua.
Dado f(X) C X, podemos definir nuevas funciones a partir de la compo-
sicién de f consigo misma. En este sentido definimos las iteradas f", de f
inductivamente por f° = Id, donde Id es la funcién identidad de X, f! = f

yfrh=fofr(n=1).

Podemos ver que se cumple también lo siguiente:
= f™ es continua, pues es composicion de funciones continuas
= Sin,m € N entonces [ o [ = frt7m y (fr)m = from

Definicién 1.1. Sean (X,d) un espacio métrico y f : X — X una funcion

continua. Al conjunto

{$o,f($o)>f2(33o), oy ={f"(x0) : n > 0}

se le llama drbita de xg € X bajo la funcion f, se denota por O(xzo, f). A la

sucesion { f™(xo) }n>o se le llama trayectoria de x.

La trayectoria de zy describe las distintas posiciones que visita el punto xzg
con el paso del tiempo; es decir se inica en el punto xg y f"(x) es la posicién
de xg luego de transcurridas n unidades de tiempo. Cada x € X genera una
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orbita. Bajo este criterio f genera un sitema dinamico discreto. Nos interesa
el comportamiento asintético (limite) de cada una de las trayectorias del

sistema.

Definicién 1.2. Sea X un espacio métrico y f : X — X wuna funcion. Se
dice que xg € X:

» Es un punto periddico con primer periodo k si f*(x¢) = xo y f*(z0) #
xo paran € {0,1,2,... k—1}.

» Fs un punto fijo de f si f(xg) = .

» Es un punto eventualmente fijo si existe un N € N, tal que f"(z) =
f™(xo) sin > N.

= Fsun punto eventualmente periodico de f de periodo k, si existe N € N,
tal que f"*(xg) = f*(xo) para todo n > N

Definicién 1.3. Sip es un punto periddico de periodo n entonces, a la orbita
de p, O = {f*(p) : k € N} se le llama n—_ciclo.

Una observacion facil de ver es que si y es un punto periédico de periodo
n entonces [ (y) =y n € Z

Lema 1.0.1. Si f(y) =y entonces el periodo de de y bajo f divide a m

Demostracion. Sea n el periodo de de y entonces existen 7,k € Z tal que
m = kn + 7 donde 0 < 7 <n — 1. Entonces

y= ") =" = W) = FUw)E = )

de donde j = 0 pues sino contradiciria la minimalidad del periodo de y pues
j < n. De aqui tenemos que m = kn lo cual es lo mismo decir que, el periodo
de y, osea n, divide a m.

m



1.1. LA FUNCION TIENDA

Proposicion 1.1. Sean f : I — I una funcion continua y m,n € N. Siy es
un punto periodico de periodo m, entonces es un punto periodico de f" con

s m
pemodo W

Demostracion. Sea z un punto periédico de periodo m bajo f y sea r el
periodo de z para f". Como (f™(z))" = f™(z) = z entonces por el lema

anterior m divide a nr. Es decir que e ) divide a “ 57 Sabiendo

med(m med(m,n
son primos relativos, entonces tenemos que

que med(m,n) y med(m,n) med(m,n)

divide a . Ademés (f7(z))m0mm = (f™(z))@@mm y como ity €Ly €l
perfodo de z es m entonces tendremos que (f7(z))medtmm = (fm(z))medomn =
z. Y como 7 era el periodo de f™ aplicando del lema anterior tenemos que r
divide m. Es decir r = m, lo cual significa que el periodo de f"

m
€s med(myn)” 0

Proposicion 1.2. Sean f: I — I una funcion continua y n,k € N. Sty es
un punto periodico def™ con periodo k entonces es un punto periddico de f

con periodo %’” donde s divide an y 1 =mcd(k,s)

Demostracion. f™(y) = (f™(y))* = y, entonces el perfodo de y bajo f divide
a kn, dicho de otro modo, el periodo de f es ks—" para algun s € N. Nosotros

sabemos por la proposiciéon anterior que el periodo de f" es ekl periodo de f
dividido entre el med(Per(f),n). Dicho de otro modo k = ) de donde

o
mcd(’%,n
mcd(%”, n) = 2. Pero recordando que

fracns = mcd(k—n, n) = mcd(k:ﬁ, ﬁs) = Emcal(k, s)
s s’ s s

de donde tenemos que mcd(k, s) = 1. Entonces como *2 € Ny med(k, s) = 1
entonces se debe dar que 2 € N es decir que n divide a s. O

1.1. La funcién tienda
Definicién 1.4. A la funcion T :[0,1] — [0,1] definida por:

T(x)=1-|1-2x ],z €[0,1]
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, se llama funcion tienda.

Proposicion 1.3. La funcion tienda tiene un numero fijo de puntos periodi-

cos para cada periodo

Demostracion. Hay dos maneras de demostrar esto, la primera forma es so-
lamente gréafica y la segunda es algebraica.
Para la primera manera consideremos la funcién tienda 7'(z) = 1— | 1 — 2z |,

entonces iterandola dos veces y graficando tendremos que

{3 T 7

Por medio de un analisis grafico podemos ver que T™ tiene exactamente
2" puntos periddicos de periodo n.
Para la segunda forma de demostrar, haré una pequena afirmacion que con-
cluye de manera directa lo que deseamos. Sea F, el cardinal de los pun-
tos periddicos de periodo n. Afirmo que para hallar los puntos periddicos
de periodo n debemos desarrollar una ecuacién de grado 27, es decir que
Card(E,) < 2". Paran = 1 los puntos periddicos son los cuales T} (z) = = de
donde 2 | x—% |= x de donde 32?—4x+1 = 0 el cual es una ecuacién de grado
2 = 2! de donde sus soluciones son x =1 0 z = % Supongamos que se cum-
pla para n, intentaremos demostrar que se cumple paran+ 1. Sea x € E, 4
entonces 17" (z) = x de donde Ty (T7(z)) = z. De aqui 2 | T}"(z) — 1 |= z de
donde 4(T")? — 4T7 — x + 1 = 0...(x) por hipétesis inductiva T tiene grado
2" con lo cual la ecuacién (*) tiene grado 2"!. Pero nos damos cuenta que
la solucién de la ecuacién (x) cumple que 7" (z) = 2 de donde tenemos que
Card(E,41) < 2" De aqui se ve directamente que la cantidad de puntos

periodicos de periodo n de T3 es finito, es méas esta acotado por 2"
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Proposicion 1.4. El conjunto de puntos periodicos de la funcion tienda es
denso

Demostracion. Por medio de un analisis grafico se observa que T™ tiene un

punto fijo en [55, 2] para todo i € {0,1,...2" — 1}. Por lo tanto 7' tiene un

punto periédico en [, ’;—21] para todoi € {0,1,...2"—1}. Sea ¢ > 0 entonces
por el principio arquimediano existe N € N tal que 35 < €. Sea z € [5k, 55]
para algun i € {0,1,...,2Y — 1}. En el intervalo donde pertenece z, ya

fijado, sabemos que existe un punto periddico llamado p. Es tenemos que

p,x € [QLN, Z;—Nl] donde p es un punto periédico. Entonces

1+ 1 l 1

oN TN TN =€

|p—x|<

De aqui concluimos que Per(T) es denso en [0, 1]. O

1.2. Caos a la Li Yorke

A continuacién presentamos la definiciéon de conjunto scrambled introdu-
cida en el articulo ”Period three implies chaos”de Li y Yorke, concepto que
ha dado origen a lo que actualmente se conoce con el nombre de Caos en el
sentido Li-Yorke, el cual es objeto de una intensa investigacién en dinamica

topoldgica.

Definicién 1.5. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcion

continua. Un par de puntos x,y se dice:

n Distal st
lim inf d(f"(z), f"(y)) > 0.

n—oo

n Asintdtico si
limsup d( £ (), f"(y)) = 0.

n—oo

» Li-Yorke st no es distal ni asintotico, esto es,

0 = lim infd(f"(x), f"(y)) < limsupd(f"(z), ["(y))-

n—oo n—oo
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Definicién 1.6. Sean (X, d) un espacio métrico y f : X — X una funcion
continua. Se dice que v € X es:

= asintoticamente periodico si existe un punto periodico p tal que

lim d(f"(x), f"(p)) = 0

n—oo

= aproximadamente periddico si para cada € > 0, existe un punto periodi-

co p y un entero positivo N tal que

lim d(f"(x), f"(p)) < € para todo n > N.

n—oo

Es claro que cualquier punto asintéticamente peridédico es aproximan-
damente peridédico, ya que en este caso toomamos siempre el mismo punto
periédico p que nos da la definicion de asintoticamente periddico, y tomamos
la definicién de limite.

Definicién 1.7. Sea f : X — X wuna funcion continua. Un subconjunto S
de X, con al menos dos elementos, se dice conjunto scrambled si, y solo
si, no contiene puntos asintoticamente periodicos y para cada par de puntos
x,y € S, con x # y el par (z,y) es un par de Li-Yorke, esto es, para cada
x,y €S conx #y,

limsup d(f"(z), f"(y)) >0

n—o0

liminfd(f"(z), f"(y)) = 0.

n—oo
Para cada x € S y cada punto periodico p € X,

limsup d(f™(z), f*(p)) > 0.

n—0o0

Definicién 1.8. Sean (X,d) un espacio métrico y f : X — X una funcion
continua. Se dice que f es cadtica en el sentido Li- Yorke si existe un conjunto
S C X scrambled no numerable.
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Observacién: La definicién de conjunto scrambled puede variar segun
los autores. En particular algunos omiten la ultima propiedad de nuestra
definicién de conjunto scrambled. Sin embargo esto no induce diferencias en
el caos en el sentido de Li-Yorke pues si S es un conjunto tal que cada par
de puntos distintos z,y € S, el par (x,y) es un par de Li-Yorke, entonces es
posible encontrar un conjunto scrambled removiendo a lo més un punto de
S. Esto es una consecuencia directa del siguiente lema.

Lema 1.2.1. Sean (X,d) un espacio métrico, f : X — X wuna funcion
continua y S C X. Supongamos que para todo par de puntos distintos x,y € S
se tiene que

limsup d(f™(z), f"(y)) >0

n—oo

liminfd(f"(z), f"(y)) = 0.

n—oo

Entonces S contiene a lo mds un punto aprorimadamente periodico

Demostracion. Para demostrar esto lo haremos por contradiccién. Suponga-
mos que existan dos puntos z1, xo distintos en .S que son aproximadamente
periddicos. Como son dos puntos distintos de S entonces por dato se cumple
que § = limsup,,_,, d(f"(x1), f*(x2)) > 0. Tomemos 0 < € < g, entonces co-
mo x1, Ty son puntos aproximadamente peridédicos por definicién se cumple
que existen puntos periodicos pi,ps y enteros positivos Ny, Ny tal que para
todo n > N; se verifica que d(f™(x;), f*(pi)) < € para i = 1,2. Tomando
N = max{Ny, N} tendremos que

paran > N = d(f"(x;), " (p:;)) < e.

Como pq, po son puntos periddicos, sean k1, ko sus periodos respectivamente
y sea k = mem(ky, ko). Como f™(x;) € B(f™(p;)) para todo n > N, donde
B(f"(p:)) = {y € X : d(f"(p:),y) < €}(esto se cumple en nuestro caso ya
que la distancia entre estos dos puntos es menor que € por la afirmaciones
anteriores hechas). Entonces

f(zi) € U B.(f” (p;)) para n > N.
§'=0
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Pero nosotros sabemos que por el algoritmo de Euclides,j’ = kl + j donde
0 < j <k—1entonces f/'(p;) = "% (p;) = f(f*pi) = P () =
f7(p;). Donde la ultima igualdad se da, pues k divide a ki, ko y como estos
son los perfodos de p;, es decir f*(p;) = p;. Esta tltima observacién nos dice
que B.(f7(p;)) = Be(f/(ps)) con 0 < j < k — 1 con lo cual podemos decir

que
k—1

() € U B.(f(p;)) paran > N.

j=0

Lo cual también nos dice que

U 7w e Uiron

Consideremos el conjunto

k= U (Ut o UBEm)

i=1,2 m=0

K es cerrado pues es unién finita de conjuntos cerrados, y como K C X y
X es compacto, entonces K es compacto. Sabemos que

O ) = o S, 1wk € 1P 0} € K

pues p; tiene periodo k; < k. Ademas sabemos que

O(xy, f) = {ai, f(x Z)a'”fN_l(xi)afN(mi) fN+1( i)}

= U ) | (i) = U ) u | ().

Pero sabemos que

U (™)) UB p) < U Bmn)

m>N §=0
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Uniendo estos dos resultados tenemos que

Ot 1) = U reyv U () < U e v B < &

Es decir O(x;, f),O(pi, f) € K para ¢ = 1,2. Como f es continua en X
entonces f7 es continua en X para 0 < j < k—1. En particular f7 es continua
en K, como K es compacto, f7 es uniformemente continua en K. Por lo tanto
existe n; > 0 tal que si z,y € K y d(z,y) < n; entonces d(f7(z), f/(y)) < €
para 0 < j < k — 1. Tomando n = min{n; : j € {0,1,...,k — 1}} se tiene
que si d(z,y) <n < mn; entonces d(f?(z), f/(y)) <epara0<j<k-—1

Por otra parte como liminf,, . d(f™"(z1), f"(x2) = 0 entonces existe M > N
tal que d(f*(x1), fM(z9) < 1. Entonces para todo 0 < j < k — 1 se tiene

que

d(f (f (1)), F7(F¥ (22)) < € es decir d(f¥ (1), f47 (22)) < e.

Asi como x1, x5 son puntos aproximadamente periddicos entonces
d(fMH(z;), fMH(p;)) < € para i = 1,2. Entonces tendremos que

d(fM+j(p1)a fM+j(p2>> < d(fM+j (p1), fM+j(I1)) + d(fMH(Il)a fMH(x?))

+d( M (1), fMT(py)) < €4 €+ € = 3e.

Tomemos n > M es decir n — M > 0 entonces por el algoritmo de la division
tenemos quen — M =kt+jcont e Ny0<j<k—1 Asin=M-+kt+j
entonces

d(f"(pr), f"(p2)) = d(FY 4 (o), fHH (pa))
= d(fM (f p0), £ (f (p2))
= d(fM (p1), FY (p2)) < 3¢

donde la 1iltima igualdad se obtiene pues k divide al periodo de p; y po, pues
el minimo comin miultiplo de sus periodos.

Luego para todo n > M se tiene que

d(f" (1), ["(x2)) < d(f"(21), ["(p1)) + (" (po), S"(p2)) + d("(p2), ["(2))

10
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< €4 3¢ + € = Be.

Lo cual nos quiere decir que

d = limsupd(f"(x1), f"(x2)) < be < 0

n—o0

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto existe a lo méds un punto aproxi-
madamente periddico.
O

Lema 1.2.2. Sea f: (X,d) = (X,d) una funcion uniformemente continua.
Si (2p)n>0 Y (Yn)n>0 son sucesiones en X tales que d(x,,y,) — 0, entonces

d(f(xn), f(yn)) = 0.

Demostracion. Sea e > 0, como f es uniformemente continua existe d > 0 tal

que para todo x,y € X

d(z,y) <6 =d(f(z), f(y)) <e

Por otro lado, como tenemos que d(z,,y,) — 0 entonces existe N € N
tal que si n > N entonces d(x,,y,) < 0 pero esto implica que como f es
uniformemente continua d(f(z,), f(y,)) < € para todo n > N. De aqui se
deduce por la definicién que d(f(x,), f(y,)) — 0. O

Lema 1.2.3. Sean (X,d) un espacio métrico, f : X — X una funcion
continua y S un conjunto scrambled de f.Si f es uniformemente continua
entonces S es también un conjunto scrambled para f™ para cualquier entero
n >0

Demostracion. Sea S un conjunto scrambled entonces por definicién sabemos

que para todo x,y € S distintos tenemos que

limsup d(f™(x), f™(y)) > 0, ¥

m—r0o0

liminf d(/"(2). /"(4)) = 0.

Sea n € N. Como f es uniformemente continua como la composiciéon de

funciones uniformemente continua es uniformemente continua entonces f7 es

11
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uniformemente continua, para todo 0 < 7 < n — 1. Entonces dado € > 0
existe 0 > 0 tal que paratodo x,y € X se cumple que

d(z,y) <6 =d(f’, f/(y)) <e

Como liminf,,, . d(f™(z), f™(y)) = 0 entonces existe una subsucesiéon que
la llamaremos m; tal que

lm d(f™ (z), [™(y)) = 0.

=00

Por el algoritmo de Euclides se tiene que para todo [ € N tal que m; > n
se tiene que m; = pn + r; donde 0 < r; < n — 1. Dado que para todo
[ tal que my > n, r, € {0,1,...,n — 1}. Como el conjunto de indices I
es infinito (ya que hay [ esta indexado a los nimeros naturales) entonces
existird al menos algin r € {0,1,...,n — 1} que se repita infinitamente.
Es decir r; = r para infinitos [, por tanto, existe una subsucesion (I;);>o
tal que r; = r para todo j > 0. Como lim; d(f™ (x), f™(y)) = 0y
como (my,);>0 es una subsucesién de de m; entonces se cumplird tambien
que Mmoo d(f™i(z), f™i(y)) = 0. Y como my, = pyn+1, = py,n+7r
entonces tendremos que lim;_,. d(f75""(x), f75" " (y)) = 0. Por el lema
anterior, como ™" es uniformemente continua tenemos que

lim d(f"="(f75" (@), f7 (P () = 0

=00

de donde tenemos que

T d(f75" " (@), S5 () = 0 es decir lim d(f"75 (), 175 (y)) = 0.
—00 —00

Llamando k = pl; + 1 tenemos que

lim d(f*"(x), f*"(y)) = 0.

k—o0

Asi tenemos que

Tt d((/") (), () () = 0.

12
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Por otro lado, existe (k;);>o tal que lim;_, d(f*(x), f¥(y)) = a > 0. Su-
pongamos que no existe esa subsucesion es decir para toda subsucesion se

cumple que

i d( 4 (2), f4(y)) = 0
es decir

lim d(f*"(z), f*"(y)) = 0.

k—o0

Por el algoritmo de la divisién se tiene que para todo [ tal que k; > n existen

ql,rg € N tal que kl:qm+r2 Con0§r2 <n-—1. Asi

R (@) = famtri(e) = fr(fn ().

Dado [ tal que k; > n con 7“2 € {0,1,...,n—1}, como el conjunto de indices de
[ es infinito entonces tiene que cumplirse que, existe un r' € {0,1,...,n—1}
tal que r, = 7 para infinitos [. Por lo tanto, existe una subsucesion (I;);>0
tal que T;j — 7' para todo j > 0. Entonces en el algoritmo de la divisién

tendremos que
ki, = q;n + rgj = q,n + r para todo 7 >0

Sabemos que d(f% (z), f4%(y)) — 0 cuando j — oo. Como frl es uniforme-

mente continua entonces

A(FT(f @), 7 (£ () = 0
es decir /
d(f9+ (), f5H7 (y)) —= 0
por lo tanto d(f* (z), f (y)) — 0

lo cual es una contradiccion ya que x,y € S y S es un conjunto scrambled
para f. Por lo tanto lim d(f*"(z), f**(y)) o es mayor que 0 o no existe, pero
n—oo

el primer caso es imposible ya que sino

0 = lminf d(f*"(z), f*"(y)) = lim d(f*"(x), f*"(y)) > 0.

n—oo

13
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Por lo tanto el limite no existe es decir

lim sup d( f*"(z), f*(y)) > 11’51_13;11“ d(f*(z), f*(y)) = 0.

n—oo

Por lo tanto S es un conjunto scrambled para f"
O

Proposicién 1.5. Sean (X,d) un espacio métrico compacto, f : X — X
una funcion continua y n € N entonces f es cadtica en el sentido Li-Yorke
si, y solo si, f™ lo es

Demostracion. Supongamos que f es cadtica en el sentido de Li-Yorke enton-
ces existe un conjunto S C X scrambled no numerable, como X es compacto
y f es continua en X, entonces f es uniformemente continua en X. Por el
lema anterior tenemos que S es también un conjunto scrambled para f",
entonces f™ es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Reciprocamente, si f" es cadtica en el sentido Li-Yorke, existe un conjunto
S tal que para todo z,y € S distintos

lim inf d(f*"(z), f"(y)) = 0 y

n—0o0

lim sup d(f*" (x), f*"(y)) > 0.

n—o0

Por propiedades de liminf y lim sup tenemos que
0 < lminf d(£¥(2). f4(y)) < lminf d(/* (@), /" (4)) = 0
—00 —00
de donde tenemos que
liminf d(f*(x), f*(y)) = 0.
k—00
Ademads tenemos que

limsup d(f*(z), f*(y)) > liminf d(f"(2), "(y)) > 0

k—o00
de donde
limsup d(f*(x), f*(y)) > 0.
k—00
De aqui obtenemos que f es cadtica en el sentido Li-Yorke. ]

14



Capitulo 2

Preliminares de la reciproca del
teorema de Sharkosky

Definicién 2.1. Considere el mapeo continuo f : I — I, decimos que J C I
cubre a K C I (bajo f) si K C f(J) y lo denotamos por J — K. Si J cubre
exactamente a K lo denotamos por J — K. Un intervalo cuyos extremos
estdn en un ciclo O de f es llamado O-intervalo. Si contiene solo dos puntos
de O entonces diremos que es un O-intervalo bdsico, y que estos puntos son

adyacentes.

Lema 2.0.1. 5@ J,K son intervalos, K es cerrado y J — K entonces existe
un intervalo cerrado L C J tal que f(L) = K

Demostracion. Sea K = [c,d] sabemos que [c¢,d] C f(J) entonces definimos

el siguiente conjunto

C={weJ: fw)e{cdt}=(f"{cHuUf {d}))nJ

Sabemos que C' # ¢, tomamos a = inf C', como a € C'y C es un conjunto
cerrado (ya que f es continua) entonces a € C' de donde f(«) € {¢, d} ahora
definimos

D={we J/f(w) =dw> a}.

15



CAPITULO 2. PRELIMINARES DE LA RECIPROCA DEL TEOREMA

Observamos que D # ¢ ya que si f(a) = d no tenemos nada que probar. Si
f(a) = ¢; como sabemos que existe un y € J tal que f(y) = d, de donde
y € C entonces y > inf C' = o de donde y € D. Supongamos sin pérdida de
generalidad que f(«) = ¢. Tomo 8 = inf D, como D es un conjunto cerrado
entonces € D, de donde f(8) = d. Definimos L = [«, 5] y afirmo que
f(L) =K =c,d].

Sea y € [¢,d], como f(a) =cy f(B) = d por el teorema de valor intermedio
existe x € [, 8] = L tal que f(z) =y entonces K C f(L).

Sea y = f(x) con x €< o, >, sty > d, f(a) = ¢, f(x) > d entonces
por el teorema de valor intermedio existe 2’ € [a, z] tal que f(2') = d pero
¥ <z < [ dedonde ' € D(—+) ya que (5 es el minimo elemento de D.

Si y < ¢ hacemos la prueba andloga y llegaremos a una contradiccion de
donde f(< «,f8 >) C [c,d] y sabiendo que f(a) = ¢, f(8) = d entonces

f(le, B]) € e, d] O
Lema 2.0.2. St f : J — J entonces f tiene un punto fijo x € J.

Demostracion. Sea J = [a,b] como J — J entonces J C f(J) de donde como
a € J entonces a € f(J), de aqui se tiene que existe ¢ € J tal que f(c) = a,
andlogamente existe d € J tal que f(d) = b.

Definimos ¢g(z) = f(x)—x, de aqui g(c) = f(¢) —c¢ = a—c < 0, analogamente
g(d) = f(d) —d =b—d > 0 entonces tenemos que

g(c) <0< g(d)

de donde por el teorema de valor intermedio existe e € J tal que g(e) = 0, lo

cual es equivalente a decir que f(e) = e, de donde se concluye lo pedido. [J

Lema 2.0.3. Si Iy, - I, — I,... — I, entonces ﬂf‘i(]i) contiene un
i=0

intervalo A, tal que f*(A,) =1,

Demostracion. Tenemos que Iy, — I; lo cual es equivalente a decir que

Iy C f(ly) entonces existe Ay C Iy tal que f(A;) = I;. Como I} — I

entonces Is C f([;) entonces existe do C I; tal que f(d2) = I,. Como

do C I; = f(A1) entonces por definicion A; — d2 entonces existe Ay C Ay
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tal que f(As) = d5 entonces f2(Ay) = I. Nuevamente repetimos el mismo
procedimiento, como Iy — I3 lo que es lo mismo decir que I3 C f(I3) en-
tonces existe 03 C Io = f2%(Ay) tal que f(d3) = I3. Ademds sabemos que
Ay =57 55 entonces existe Ay C A, tal que ?(As3) = 65 de lo cual se ve que
3 (A3) = 1.

Asi siguiendo inductivamente tendremos un A, tal que f"(A,) = I,y
ademas dado un 0 < i < n tenemos que

De donde tenemos que

A, C f7U(L); Vie{o,1,...,n}.

De aqui concluimos que A,, C ﬂ f7%(I;) de donde lo cual demuestra el lema.
=0

]

El siguiente resultado es llamado lema del itinerario, el cual nos dices
que si tenemos un lazo de longitud n que comienza y termina en el mismo
intervalo entonces existe un punto en ese intervalo tal que se cumple dos
cosas, primero la orbita de ese punto recorre el lazo en orden y segundo ese
punto tiene periodo n:

Lema 2.0.4. Si
In—>1 = 1I,— ... 1,1 — Iy (esto es llamado un lazo o un n-lazo de intervalos )
entonces existe x tal que f"(x) = x y ademds f'(x) € I; para 0 <i<mn—1

Demostracion. Aplicando el lema anterior tenemos que A, C Iy, f"(A,) =
Iy y ademés que A,, C ﬂf‘i(li) de donde f(A,) C I; Vi. Ademds como

=0
A, C Iy = f"(A,) entonces A, — A, entonces existe x € A, tal que
f™(x) = z y por la propia construccién tenemos que f*(z) € I
O]
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CAPITULO 2. PRELIMINARES DE LA RECIPROCA DEL TEOREMA

Los resultados de la dindmica unidimensional que conforman lo que en
la actualidad se conoce con el nombre de teorema de Sharkosvky involucran
una funcién continua del intervalo en si mismo, y un orden en los enteros

positivos llamado el orden de Sharskovsky el cual esta dado por:
3>ED>TH .. >2X3>2x5>...>22x3>22 x5 .22 220 = 1.

Dado que todo numero entero positivo puede ser escrito de manera tnica
en la forma 2™(2n + 1) para algunos enteros m,n > 0, el orden definido
anteriormente es un orden total. Ademas se escribe m>1 o0 [ <<m, si m esta
a la izquierda de [ y este orden tambien puede ser definido formalmente por:

29(2b4+ 1) > 2%(28 + 1) si y solo si

a<ay0<bpfo
a=ay0<b<fo
a>ay0=b=p

La lista comienza con los niimeros impares mayores que 1 ordenados de for-
ma creciente. Luego se repite la secuencia con cada impar multiplicado por
2, después la secuencia inicial es multiplicada por 22, después por 23 y asi

sucesivamente. Al final se colocan las potencias de 2 en orden decreciente.

Definicién 2.2. Una cola del orden de Sharkovsky es un conjunto I' C N tal
que s>t para todo s ¢ T.

Hay tres tipos de colas: {m} U {l € N : | <m} para algin m € N, el
conjunto {...,2% 23 22 2 1} de todas las potencias de 2 y ¢.
Ya habiamos definido anteriormente I — J mediante una funciéon f, si
J C f(I), ahora complementaremos la anterior definicién

Definicién 2.3. Decimos que I cubre exactamaente a J y lo denotaremos
por I — J si J = f(I).
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Definicién 2.4. Un intervalo cuyos extremos estan en un ciclo O es llamado
O—intervalo. Si contiene solo dos puntos de O diremos que es un O—intervalo

basico, y que estos dos puntos son adyacentes.

So6lo mencionaremos el teorema de Sharkovski, pero demostraremos su

reciproca.

Teorema 2.0.1. Si m es un periodo para f y m > [, entonces | también es

un periodo para f

Haremos el caso particular cuando [ = 3 es decir todos los m € N tal que
m <1 3, pero por el orden de Sharkovski esto quiere decir que m puede ser

cualquier niimero natural.

Lema 2.0.5. Suponga que f : [0,1] — [0,1] tiene un punto periddico de

periodo tres. Entonces f posee puntos de todos los periodos.

Demostracion. Supongamos que {x; < xo < x3} sea la dérbita de ese punto
periédico, tomamos Iy = [x1, 23] y Is = [x2, x3]. Supongamos sin pérdida de
generalidad que f(z2) = z3 entonces f2(xy) = 1, f(x3) = x; entonces

Iy = [x9, 23] — 1 = [x1,22] ya que f(x2) = w3, f(x3) = 1 de donde se
obtiene que I} C f(I). Ademds [xq, 3] = Iy — Iy = [x2, 23] ya que f(zg) =
x3 y f(x3) = z1 de donde se obtiene que Iy C f(Iy), [} = [x1, 23] — I =
[zo, 3] ya que f(x1) = 22y f(x2) = z3. De aqui obtenemos que I C f(I;)
(si f(xg) = x; llamamos a I; como I, y viceversa y obtendremos la misma

conclusién), haciendo su diagrama de Markov obtenemos que
I SO I, para todon € N
entonces se tiene
L—-0L—1L—...—1,—1

(para n-1 ocurrencias de Iy),supongamos que n > 3, luego por el corolario

existe
336[1 Yf(x)7f2($)7"'7fn_1(x) EIQ

Caso 1: Supongamos que x ¢ {x1, o, x3}, sabemos que parai = 1,2,...,n—1

N S}

tenemos que f'(z) € Iy. Si para alguno de estos "i's” tuvieramos que fi(x) €
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CAPITULO 2. PRELIMINARES DE LA RECIPROCA DEL TEOREMA

{xq, 23} entonces f/(z) € {x1, 29,23} Vj > i entonces f™(x) € {x1,2q, 73}
entonces f"(z) # x(—<)

o Vi=1,2,...,n — 1 tenemos f'(z) € [L\{x2, 23}

= fix)¢ L = fi(x)#x Vi=1,2,...,n—1

pues fi(x) ¢ I, y x € I, de donde se deduce que z tiene periodo n.

Caso 2: ¢ € {x1, 29,23} entonces © = x1 0 & = Ty ya que x € I; y x tiene
periodo tres. Como f™(x) = = deducimos que n es multiplo de 3, es decir
n = 3k, k € N (en particular n > 6 ya que n # 3)

Caso 2.1: x = x1 = f(2) = 29, f2(x) = 23, f3(7) = 21 & L(—+).

Caso 2.2: & = 19 = f(x) = a3, f2(x) = 21 & L(—+)

.. Existen puntos de periodo n, Vn > 3.

Por lo tanto el caso 2 no se puede dar, con lo que nos quedamos con el caso
1.

Existe punto de periodo n = 3 por hipotesis, ademés existen puntos periodi-
cos de periodo n = 1 ya que Iy — [y y aplicando el lema anterior encon-
traremos que f tiene punto fijo y de periodo n = 2 ya que I; — I, — 4
mediante f. De donde I; — I; mediante f2, de aqui aplicando el corolario

anterior tenemos que
Jr € I tal que f*(z) = 2; f(z) € L.

Si f(x) =z y como f(z) € I y x € I; tenemos que z € I} NI = {z3}, de
donde se tiene que x = x9 pero esto no puede ser ya que s tiene periodo
tres. Por lo tanto

Jr e L f(x) =2y f(x) # 2.

Esto implica que x tiene periodo 2, por lo tanto de todo ,lo hecho anterior-
mente podemos deducir que existe punto de cualquier periodo. O

Lema 2.0.6. Sean f : J — J una funcion continua y Iy, I5, ... una sucesion
de intervalos compactos con I, C J e I, C f(I,,) para todon > 0. Entonces
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existe una sucesion de intervalos compactos {Qn} tal que Qni1 C Qn C Iy y
f™(Qn) = I, para todo n > 0. Ademds para cualquier x € QQ = NQ,, se tiene
f™(z) € I, para todo n >0

Demostracion. La demostracion la realizaremos por induccion.

Definamos Qo = Iy. Entonces f°(Qo) = Io.

Primero veamos que se cumple para k = 1, sabemos por hipotesis que Iy C J,
e I) C f(Ip), entonces por un lema anterior existe 1 C Iy = @y tal que
f(@Q) = 1.

Supongamos ahora que el lema se cumpla para k < n — 1, esto es, que existe
Qn_1 tal que "1 Qn1) = L1 (Qun_1 C Quno C ... C Iy). Veamos que se
cumple para k = n. Como " (Q,_1) = I,,_; entonces por hipétesis sabemos
que I, C f(I,—1) = f"(Qn-1). Aplicando un lema anterior a g = f" en @Q,,_1,
se tiene que existe Q, C @, tal que f"(Q,) = I,y

Qn CQ1C...CQ1C Q=1

Ahora sea z € ) = N, ,Q,, entonces x € (), para todo n > 0, y dado que
fM(Qn) = I,, para todo n > 0. Entonces f"(z) € I,, para todo n >0 O
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Capitulo 3

Reciproca del teorema de
Sharkosky

El resultado principal de este articulo es demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.0.1. Cada cola del orden de Sharkovsky es el conjunto de periodos

para una funcion continua de un intervalo en si mismo.

Para demostrar que cada cola del orden de Sharkovsky es el conjunto de
periodos para una funcién continua de un intervalo en si mismo considerare-
mos la familia de funciones truncadas dada por
Ty, : [0,1] — [0, 1], definidas para cada x € [0, 1] por:

1
:Cn—>m1’n(h,1—2|:c—§|), para 0 < h < 1.

Algo que se ve claramente es que, como h > 0y z € [0, 1] entonces 1 — 2 |
x— 11> 0, es decir Ty(z) >0 Vz €[0,1] Vz € [0,1].

Para hacer el grafico de la funcién T} supongamos que

min(h,1 —2 | 2 — 5 |) = h esto quiere decir que h < 1—2 [z —3 |
Esto implica que 2 | z — % |< 1 — h entonces elevando al cuadrado a ambos
mienbros tenemos que 4(z — 1)* < (1 — h)? de donde

0<(1—h)?— (22— 1)2 De aquf vemos que

0<(1—h—(20—1)1—h+ 2z —1))
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CAPITULO 3. RECIPROCA DEL TEOREMA DE SHARKOSKY

h

[ K=
(S
| .
b 2

Figura 3.1:

por consecuencia tendremos que 0 < (2 — h — 2x)(2x — h) entonces (2x +
h —2)(2x —h) < 0 de donde si 2z —h = 00 2—h — 2z = 0. De aqui
concluimos que x = % ol— % = x entonces r € [%, 1 - %] Es decir si z
esta en ese intervalo hallado su minimo serda h, caso contrario su minimo
serd la funciéon 1 — 2 | z — % Reescribiremos la funcién h como Thz) =
1-2|z—1] sizel0,2>uU<1-21]
h, sizell 114
Visto de esta manera, la funcién T}, es mas facil de graficar, y la grafica es
la siguiente figura 1: Presentaremos algunas propiedades con respecto a la

familia de funciones T},:
» To(To(z)) = 0 Vx € [0,1], ademds Tp sélo tiene un punto periédico,
mientras que la funcion 77 tiene puntos periddicos de todos los periodos.

Demostracion. Sabemos por definicién que

To(xz) = min(0,1 =2 | 2 — 3 |) =0 Vz € [0,1], ahora si hacemos
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To(To(z)) = Tp(0) = 0. De aqui si decimos que T§ tiene un punto fijo x,
entonces T¢(x) = x pero por lo anterior tendremos que 0 = T¢2(x) = x,
de donde el tnico punto fijo de T¢ es el 0.

Para la segunda afirmacién, primero veamos que Ty(z) = min(1,1—2 |
r—i)=1-2]z-1]|

Ahora sabemos que {%, 2

=3 %} es una orbita periddica de periodo 3, ya

que

1 2 .2 4 4 1
Por el teorema de Sharkosky concluimos que como existe un punto de
periodo 3, entonces existen puntos periddicos para cualquier periodo.

]
T7 tiene un nimero finito de puntos periédicos para cada periodo

Demostracion. Para demostrar esto, haré una pequena afirmaciéon que
concluye de manera directa lo que deseamos. Sea FE, el cardinal de
los puntos periédicos de periodo n. Afirmo que para hallar los puntos
periédicos de periodo n debemos desarrollar una ecuacion de grado 27,
es decir que Card(FE,) < 2". Para n = 1 los puntos periédicos son los
cuales Ty(x) = x de donde 2 |  — 1 |= x de donde 32® —4z +1 =0
el cual es una ecuacién de grado 2 = 2! de donde sus soluciones son
r=1o0x = % Supongamos que se cumpla para n, intentaremos
demostrar que se cumple para n+ 1. Sea x € E,,,; entonces 17" (z) =
z de donde Ty(T}"(z)) = z. De aqui 2 | T{*(z) — 1 |= « de donde
4(TP)? — 4T — x + 1 = 0...(x) por hipétesis inductiva T} tiene grado
2" con lo cual la ecuacién (*) tiene grado 2", Pero nos damos cuenta
que la solucién de la ecuacién () cumple que T" ! (z) = x de donde
tenemos que Card(E,,1) < 2" De aqui se ve directamente que la
cantidad de puntos peridédicos de periodo n de T} es finito, es mas esta
acotado por 2" O

Si h < k, cualquier ciclo O C [0, k) de T}, es un ciclo para Ty, y cualquier
ciclo O C [0, h] de T} es un ciclo para Tj,.
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CAPITULO 3. RECIPROCA DEL TEOREMA DE SHARKOSKY

Demostracion. Sabemos que

1-2]ax—1L], sizel0l
Th(x): ’ 2 . [hQ }[L
h, size[5,1—5

) 1-2|z-1], size0, iUl -4 1]
k, sizel3,1-75]

De aqui se ve que como 0 < h < k < 1 entonces

Th(z) =Ti(z) &z € [0 h

7§]U[1_

5 1].
Ademas como sabemos la funcién es constante cuando

re< 11> yaqueTy(z)="h x€[%1— 2] Por lo tanto tiene a
lo mas un punto periddico en ese intervalo.

Reciprocamente sea 0 < h < k < 1 dado que T} (K}) = (h, 1] se tiene
que para cualquier ciclo O C [0, h) de Tj, O C J, y en consecuencia O
también es un ciclo para T}. Por otro lado, dado un ciclo O C [0, h| se

tiene que O C J,, y en consecuencia O también es un ciclo para 7},. [J

Ahora definamos ~A(m) := min{maxO : O es un m — ciclo de T} }

T}, tiene un m—ciclo O C [0, ) si, y solo si, h(l) < h

Demostracion. Si Ty, tiene un [—ciclo O C [0, h) y como h < 1 entonces
por (c¢) debe cumplirse que O es un [—ciclo para T;. Ademads es fécil
ver que max O < h, de aqui por la definicién de h(l) (que dice que es
el minimo de los méximos de O) tendremos que h(l) < méxO < h de

donde A(l) < h.
Para hacer el reciproco si h(l) < h entonces

min{maxO : Oesunl—ciclode T\} <h

de aqui tenemos que existe un [—ciclo O de T7 tal que maxO < h es
decir (teniendo en cuenta que todos los elementos de O son mayores o
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iguales que 0) O C [0,h). Es decir O C [0, h] es un I—ciclo para T} y
como h < 1 entonces por la parte (¢) entonces O es un [—ciclo para
Ty, O

= La drbita de h(m) es un m—ciclo para Ty, y todos los otros ciclos

para Tj(,) estan contenidos en [0, h).

Demostracion. Sabemos por definicién que

h(m) := min{maxO : O es un m — ciclo de T} }. Eso significa que
existe un m—ciclo O de T; tal que h(m) es su mayor elemento, y si
tenemos otro m—ciclo de 77 llamado O* tal que su méaximo es x* en-
tonces h(m) < x*. Como h(m) es el méximo elemento del m—ciclo
de T1 O entonces O C [0, h(m)]. En particular la érbita de h(m) esté
incluida en [0, h(m)], ademds la 6rbita de h(m) es el m—ciclo O. Sa-
biendo que h(m) < 1 y aplicando (¢) tenemos que la 6rbita de h(m),
es decir O, es un m—ciclo para Tj,,). Ademds cualquier otro ciclo para
Thm) es disjunto de la érbita de h(m) y por lo tanto esta contenido en
[0,h). O

= Sim # [ entonces h(m) # h(l) ya que son ciclos de distintas longitudes

= [ <Imsiy solosi h(l) < h(m)

Demostracion. Del quinto item, y directo del teorema de Sharkoski se
tiene que Tj(m) es un [—ciclo contenido en [0, h(m)) para todo I <tm
asi por el cuarto item tenemos que h(l) < h(m).
Reciprocamente, supongamos que h(l) < h(m) y que m <l o m =
[, entonces por lo anterior se tiene que h(m) < h(l) lo cual es una
contradicciéon ya que

h(l) < h(m) < h(l).

Como el orden es total entonces m ﬂ { entonces m>1{ es decir [<dm. O

Note que para cada m € N, T}y, tiene un [—ciclo para todo [ <t m. Por
otro lado, si O es un [—ciclo de T}y, con | # m, entonces O C [0, h). Asi,
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CAPITULO 3. RECIPROCA DEL TEOREMA DE SHARKOSKY

h(l) < h(m), y en consecuencia [ <1 m. Luego, el conjunto de periodos de
Th(m) es una cola del orden de Sharkovski dada por m para todo [ <tm.

El conjunto de las potencias de 2 es la otra cola del orden de Sharkoski (junto
con ¢ el cual el cual es el conjunto de periodos de la transformacion x — z+1
en R).

Por otra parte, por el tltimo item se tiene que la sucesién h(2"),>q es cre-
ciente. Sea h(2%) = ksup h(2%). Dado que h(2%°) > h(2*) para todo k € N,

— 00

Th(2~) tiene un 2% _ciclo para todo k& € N. Supongamos ahora que Th2o)
tiene un m—ciclo tal que m no es potencia de 2. Por el directo del teore-
ma de Sharkovski T},p) también tiene un 2m—ciclo. como el m—ciclo y el
2m—ciclo son disjuntos, pues tienen diferente longitud, al menos uno de ellos
est4 contenido en [0, h(2°)). Dado que 2% <12m <im para todo k € N entonces

por el ultimo item tenemos que
h(2%°) < h(2m) < h(m),

lo que contradice el cuarto item. Por lo tanto los tnicos periodos de Tj,2~)

son potencias de 2.
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Capitulo 4

Teorema de Li-Yorke

En este capitulo presentaremos un teorema que permite, a partir de la
simple observacién de una orbita en particular determinar no solo la existen-
cia de orbitas periddicas de todos los periodos sino ademas la presencia de
orbitas de comportamiento erratico que no se acumulan en ninguna orbita

periédica. Este teorema se debe a Li-Yorke y se presenta a continuacion:

Teorema 1. Sea J un intervalo compacto y f : J — J una funcion continua.
Si existe un punto a € J para el cual los puntos b = f(a),c = f*(a) y
d = f3(a) satisfacen d < a <b<c (0d>a>b>c). Entonces

1. Para cada k € N hay un punto periodico en J con periodo k
2. f es cadtica en el sentido Li-Yorke

Observacién: Notese que si tenemos un punto periddico de periodo 3, en-
tonces la hipotesis del teorema se satisface y por tanto f es cadtica en el
sentido Li-Yorke.

Por el teorema de Sharkovski si una funcion tiene algin punto periddico,
de periodo 3 entonces tiene puntos peridédicos de cualquier periodo. Sin em-
bargo, segun el teorema de Li-Yorke, esto nos proporciona mas informacion.
Dice que la existencia de un punto periédico de periodo 3 no solo implica
la existencia de puntos con todos los periodos. Sino ademas la existencia
de un conjunto S C J scrambled. Este conjunto cumple que para cada par
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CAPITULO 4. TEOREMA DE LI-YORKE

de puntos distintos x,y € S, la distancia entre las iteraciones {f"(x)},>0
v {f™(y)}n>0 tienen la propiedad que cuando n tiende al infinito el limite
inferior es igual a 0, mientras el limite superior es positivo.

Sabemos que si el limite inferior es 0 significa que existe una infinidad de n's
tal que {f™(x)} y {f™(y)} estan tan cercanos como se quiera. Y también que
si el limite superior es positivo, quiere decir que, existe infinidad de n's tal
que la distancia entre {f™(z)} y {f™(y)} es positiva. Dicho de otra manera,
bajo iteraciones de f diferentes puntos de S hay veces estdn cercacnos, hay

veces estan lejanos, y ninguno de estos es periddico.

Demostracion. Supongamos que d < a < b < c¢;elcasod > a > b > ces
similar. Sean K = [a,b], L = [b,c] y k un entero positivo. Para k > 1, sea
{I,} la sucesién de intervalos dada por: I,, = L paran = 0,1,....k —2 e
11 = K. Definamos periédicamente [, = I paran > 0. Si k = 1 entonces
I, = L, para todo n > 0.

Es claro que K y L son compactos, pues son cerrados y acotados. Ademés
es claro ver que K = [a,b] C [d,c] = [f(c), f(b)] y L = [b,c] C [d,c] =
[f(c), f(b)], es decir K, L C [f(c), f(b)] C f(L) en particular L — L. Y L =
[b,c] = [f(a), f(b)] C f([a,b]) = f(K) entonces K — L.Sin € {0,1,...k—2}
entonces como n + 1 < k — 1 tenemos que I,, = L — L = I,,.1. Ahora si
n = k—1 entonces sabemos que K = I, — I, = Iy = L. Es decir I,, — I,
para todo n € {0,1,...,k — 1}. Como los intervalos I,, son periédicos de

periodo k tenemos que
I, — I,.1 paratodon > 0.

De lo anterior se tiene que la sucesion I, satisface la hipotesis del lema
2,0,9, por lo tanto, existe una sucesién de intervalos compactos {Q,} tal
que Qi1 C Qn C Iny f"(Qn) = Iy para todo n > 0. En consecuencia
¥(Qr) = I = Iy D Qy. Entonces por el lema 2,0,5 donde f* = g se cumple
que Q) — Q. mediante la funcién g, entonces existe un punto fijo pp € Q.
Ademas p, no puede tener periodo menor que k para f, ya que supongamos
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que el periodo de p;, para fesm < k.Sim=Fk—1,

fkil(pk) =pr € Qr C Iy = L.

Como QQp C Q_1 entonces p;, € Qx_1 entonces

o) € 71 Qr1) = L = K.

Es decir f*Y(py) € KN L = [a,b] N[b,c] = {b}, entonces f*(py) = b. En-
tonces fE(pr) = F2(f*L(pr)) = f2(b) = d ¢ L y esto es una contradiccién
pues sabemos que f*1(p.) = f(px) como p;, € Qr C Q; entonces

flpe) C f(Q1) =1 = L.

Asi que p no puede tener periodo k — 1.

Sim < k—1yseaO(pr) = {pr, f(Pr), -, [ L pr) }; v dado que f*~(py) €
O(py), existe 0 < I < m tal que f**(px) = f'(px). Asi como pp € Qr C Q
tenemos que

o oe) = flon) € Q) =1L =L

donde I} = L pues! < k—2. De otro lado py € Qi C Qr_1 entonces py, € Qp_1.
De donde f*(py) € fF1(Qr_1) = Iy_1 = K entonces f*1(p,) € LNK =
[b, c]N[a, b] = {b} por lo tanto f*~!(py) = b. De la misma forma que el anterior
caso fF Y (pp) = f2(f* 1 (pr)) = f2(b) = d ¢ L. Lo cual es una contradiccién

pues como pi € Qr C @1 entonces pi € Q1. De aqui f(px) € f(Q1) =1L =L
donde claramente se ve esto. Por lo tanto p, no puede tener periodo m, con
m < k —1, juntando ambos casos tenemos que el periodo de py tiene que ser
k.
Sea T el conjunto de sucesiones de intervalos compactos {M,}>>,, siendo
que:

M,=KoM,CLyM,— M,,.

Ademas si
M, = K, entonces n es el cuadrado de un entero

donde K = [a,b] y L = [b,c|.
Una pequena observacién es que si M,, = K entonces n es cuadrado perfecto,
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CAPITULO 4. TEOREMA DE LI-YORKE

Sea T el conjunto de sucesiones de intervalos compactos {M,},>,, siendo
que:
M, =Ko M,CLy M, — M.

Ademas si
M, = K, entonces n es el cuadrado de un entero

donde K = [a,b] y L = [b,c|.

Una pequena observacién es que si M,, = K entonces n es cuadrado perfecto,
como n + 1,n + 2 no son cuadrados perfectos entonces M,, 1, M, o C L.
Para cada M € T, sea P(M,n) el nimero de i's en {1,2,...n} para el cual
M; =K.

En lo siguiente [| r || denota la parte entera de r; eso es, [| r |] es el mayor
entero menor que r.

Consideremos una sucesién M1 € T tal que
3
PO m) = [ 0 st < m < (417
dicho de una otra manera

PO m) = [ 2] v ]|

de esta forma podemos crear la sucesién

PO m) = [ 2] i [ )= 0sim e {1,2,3)
PR m) = [ 2] Vi [ ] =1si m € {4,5,6,7,8)
POME ., m) = || ZU Vil = 2 sim e {9,10,11,12, 13, 14, 15}
P(MY,m) = Zn il =3sime{16,...,24,25 .. 35}

. - 3
asi podemos crear la sucesién M1 la cual es

Mi=LL L KLLLLKLLLLLLK,...
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Notemos que
PO, (4n) = 1| 21 /TR ) ] =) 5 4m) ] = 3

P(M3,(4n+1)%) = |—|\/4n+1 210 |—4n+1)|] 3n;
P(M3, (4n+2)%) |—|\/4n—{—2 2] = |—4n+2) ]=3n+1;
p(]\/[% (4n + 3)?) ]—\\/ (4n +3)% 1] |] ]—4n+3) ] =3n+2

sabemos que si M 1 K entonces d es un cuadrado perfecto de aqui y con
lo anterior tenemos que
3

MZ

(niry =K sin=1yre{0,2,3}

Para cada r € (2,1) consideremos una sucesién M" = {M7}>°, de T tal que
PM™,m)={rnl|]sin*<m< (n+1)>%

Sabemos que n — 1 < [| rn || < rn, tenemos que = < ‘ "l <y como
rn—1 rn
lim = lim — = r entonces por el teorema del sandw1sh tendremos
n—00 n n—oo N
que lim —H r | =
n—00 n
Ahora sabemos que P(M",n?) = [| ry/(n?) |] = [| rn |] = P(M", m) entonces
tendremos que
P(M",n? p(M"
i A0 g, PAEm) e Ll
n—o0 n n— oo n n—o0 n

Sea Yo = {M" :r € (2,1)} C Y. Entonces Ty es no numerable ya que si
r1 # r9, supongamos que M™ = M" entonces P(M™,m) = P(M"™,m) de
aqui dividimos entre n y tomamos limite tendremos que r; = ro de donde
tenemos una contradiccion, por lo tanto si 7y # ry entonces M™ # M"™. De
aqui vemos que 7 — M" es inyectiva.

Por un lema demostrado anteriormente, para cada M"™ = {M"}>2, € T,
existe un punto z, con f"(z,) € M} para todo n. Sea S = {z, : r € (,1)}.
Para z € S, sea P(x,n) el numero de i's en {1,2,...,n} para los cuales

fi(r) e K
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CAPITULO 4. TEOREMA DE LI-YORKE

Proposicién 4.1. Dado x, € S, f¥(x,) # b para todo k.

Demostracion. Sea x, € S, supongamos que existe algin k£ € N tal que
f@r) =b.
Separemos el problema en dos casos el primer caso es si d # a como f*(x,) = b
entonces f*2(x,) = f2(f*(x,)) = f*(b) = d. Como sabemos
f*2(x,) = d € My, pero nosotros sabemos que My ., C L o M],, =K en
ambos casos se cumple que My, C K U L. Uniendo ambos hechos tenemos
que

" a,)=d e Mj,, C KUL = [a,b]U[b,c] = [a, (]

esto implica que a < d < ¢ pero como por hipotesis inicial d < a tendremos
que d = a(—+).

Segundo caso d = a entonces tendremos que f3(a) = a y como f(a) =b# a
deducimos que a tiene perfodo 3. Ademds como f*(x,) = b entonces z, €
O(b) = {a, b, c}. Deducimos de lo anterior que f**?(z,) = d. Ahora tomamos
[ tal que (I +1)? —I? > 3. Entonces M = L para [? < k < (I + 1)%. Como
sabemos f*(z,) = b por lo dicho anteriormente tenemos que M; = M, =
M., = L. Sabemos que f*2(z,) € M}, entonces d € L lo cual es una
contradicciéon por lo tanto la proposicién esta demostrada. n

Dado que P(z,,n) cuenta el nimero de s tal que f(z,) € K y como
f™(z,) € M] para todo n, entonces contar el nimero de i’s tal que

fi(z,) € K es equivalente a contar el nimero de veces que M! = K, pues
nunca ocurre que f'(x,) € K N L = {b} lo cual no puede suceder por la pro-
posicién anterior. De aqui P(z,,n) = P(M",n) para todo n y asi como caso
particular tendriamos que P(x,,n?) = P(M",n?) de aqui dividmos entre n

y tomando limite concluimos que

P(z,,n? P(M",n? 3
p(x,) = lim Plann) = limw = r para todo r € (-, 1).

n—o00 n n— n 4

Ahora veamos que S es no numerable. Sean rq,79 € (%, 1) con r1 # ro.

Entonces p(z,,) # p(z,,) entonces existe k > 1 tal que P(x,,, k*) # P(x,,, k?)
P(:prl,kz) P(:BTZ,kQ)

(va que caso contrario P(z,,,k*) = P(x,,,k*) y de aqui ——— = —=2

y tomando limite cuando k& — oo tendremos que r; = 1o lo cual es una
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contradiccion). Asf existe 1 < m < k? tal que f™(x,,) € Ky f™(z,,) ¢ K,
o f™z,) ¢ Ky f™(z,,) € K. En consecuencia es claro ver que x,, # x,.
Luego r — x, es inyectiva y por lo tanto S es no numerable.

Proposicién 4.2. Si x, ,x,., € S con ri # re, entonces existen infinitos n's
tales que f"(z,,) € K y f"(z,,) € L o0 viceversa

Demostracion. Supongamos que solo hay una cantidad finitas de n's tal que
f"(z,) € Ky f*(x,,) € L o viceversa. Luego para todo n > k se tiene que
f™(zr) y f™(z,,) estdn ambos en L o en K. Asi,

P(z,,, k)—P(zy,, k) = P(x,,,n)—P(z,,,n) = P(x,,,n*)—P(z,,,n?), para todo n > k.

Por lo tanto,

P(x,,,n*) — P(z,,,n?)

L — T2 :p(xﬁ) —p(l‘m) :nlinolo n =0
lo cual es una contradiccién pues r; # rs.
O
Como f2(b) = d < ay f? es continua, entonces dado e = ¢ > 0, existe
§ >0 tal que | f2(z) — f2(b) |< 554, si | @ — b |< 20. Asi
2 2 2 2 b—d
()~ 0 <| ) - P 1< 20
de donde obtenemos que
b—d b—d b+d
f(z) < fz(b)+T :d+T = %, para todo x € [b— 4,0 C K.

Siz € Sy f*(xr) € K, entonces n debe ser un cuadrado perfecto, por
lo tanto n + 1 y n 4+ 2 no lo son, de donde M,,; = M, > = L entonces
[ (z), f7(x) € L. Por tanto afirmo que f"(x) < b — 4 caso contrario si
f™(x) > b — § entonces aplicando la observacién a la funcién f™ tendremos
que

b+d

[T @) = f(1() < = < b
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CAPITULO 4. TEOREMA DE LI-YORKE

de aqui tenemos que f"*2(x) ¢ L, lo cual es una contradiccién.

Probemos que S no tiene puntos periodicos.

Supongamos que existe p € S periddico de periodo k. Sin importar que tan
grande sea k es posible elegir [ de tal modo que (I + 1)> —[? > 2k. En
consecuencia los iterados de p permanecen en L un numero mayor que k
veces, y dado que p es periddico, debe ocurrir que todos aquellos permanecen

en L; por lo tanto
P 2
lim &)

n—oo n

=0
y como P(z,n?) = P(M",n?) entonces tendremos que

TG T,

n—oo n n—oo n
para la sucesion M" que genero este p, lo cual es una contradiccién ya que
re (%, 1). Luego concluimos que S no tiene puntos periédicos.
Ahora consideremos b' = max{z € [b,c] : f(z) = c} y ¢! = min{x € [b},] :
F(x) = b}.
Asf es facil ver que [b, '] C [b,¢], como f(b') = cy f(c') = b entonces ten-
dremos que [b, c] C f([b', c']). Ahora supongamos que existe un z € f([b, c!])
y 2z & [b,c]. Si z > ¢, como z € f([b',c']) entonces existe un z' € [b',c!] tal
que z = f(z') > ¢ > b = f(c') entonces como f es continua por el teorema
de valor medio tendremos que existe w € [2',¢!] tal que f(w) = ¢. Vemos
que [z, c'] C [b,c] entonces w € [b,c] y ademds w > 2 > b'. Esto es una
contradiccién a la maximalidad de b' pues b' es el mayor elemento de [b, |
tal que f(b') = ¢ pero vemos que w cumple las mismas caracteristicas que b!
y w > bl
Ahora si existe un z € f([b!, c¢']) tal que z < b entonces existe un 2" € [b', ¢']
tal que

e=f() <b=f(c) < [) =c

es claro que 2 # c!'. Por el teorema de valor intermedio existe un w € [b!, 2]
tal que f(w) = b. Sabemos que [b', 2] C [b',¢] y ademds 2z’ < w < b' < ¢!
entonces z < ¢! lo cual es una contradiccién pues contradice la minimalidad
de ¢*. Por lo tanto f([b,c']) > by f([b',c]) < ces decir f([b*,c']) C [b,c].
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[b; c].

De ambas inclusiones tenemos que f([b!,c!]) =
Ahora voy a demostrar que f((b',c!)) = (b, c). Supongamos que exista un

z € (b,c) tal que f(z) =bo f(z) =c,si f(z) = b entonces tendremos que
z € (b',c") C [b', (] esto significa que z € [b', ] y f(z) =

lo cual es una contradiccién ya que z < ¢! y ¢! es el menor numero con la
caracteristica que x € [b',c] y f(z) =

Si f(z) =ccon z € (b!,c') C [b,c] de donde f(z) = cy z € [b,c] lo cual es
una contradiccién ya que b es el mayor elemento tal que f(z) = cy x € [b, ]
con esto terminamos de demostrar lo que queremos.

Definamos por induccién

0 = max{z € ", "] : f(z) = "}y T =min{z € ", "] f(z) = 0"}

ASf, [bn, Cn] ) [bn—i_lﬂ Cn—H]a f([bn—i_lﬂ Cn—H]) = [bn7 Cn]? f(bn+1) =",
f(c) = b” y f(x) € (b, ") para todo z € (b"1, "1,

Sea A = ﬂ "],por el teorema de los intervalos encajados se concluye que

A #. Sean b* =inf Ay c¢* =sup A. Como {b"} es una sucesién mondtona cre-
ciente entonces b" — b* y como {c¢"} es una sucesién mondtona decreciente,
" — ¢*. Por la continuidad de f tendremos que

SO = (i 77 = Jim " ="
Anélogamente se prueba que f(c*) = b*.
Ahora probaremos que lim | f"(z)— f"(y) |= 0 escogeremos de una manera
mas especifica la elecci%?loode las sucesiones M". Ademas de los anteriores
requerimientos sobre M € T, supondremos que si M, = K para k = n®y
(n+1)2, entonces M, = [b*"~ =Y p*] para k = n?+(2j—1), M, = [c¢*, c*" %]
para k =n?+2j donde j =0,1,...,n
Para los demads k’s que no son cuadrados de enteros, se supondra que M), = L.
Del hecho que p(z) es el limite de la fraccién de n's para los cuales
f7*(z) € K, se sigue que para cualquier r*,7 € (Z%, 1) existen una infinidad
de n's tales que M} = M} para k =n?y (n+1)%
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Sean z,,z,~ € S. Ya que b, — b*,c" — ¢* cuando n — oo, para cualquier
e > 0 existe N € N tal que

]b"—b*]<§y |c”—c*\<§, para todo n > N.

Entonces para cualquier n con n > Ny My = M} = K para k = n?y
(n+1)2, se tiene

o 2,) € MI = b1 6], con k= n®+ 1.
Asi que f***(x,) y f*+!(z,) pertenecen a [b>"~! b*]. Por lo tanto
[ F7 ) = S (@) <6
. Ya que hay una infinidad de n’s con esa propiedad entonces decimos que

liminf | f*(x,) — f"(z) |= 0.

n—oo
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Capitulo 5

Ejemplos

Ejemplo 1
0, si0<x<0,25
dr —1, 10,25 <x < 0,505
flz) =

—4r 43, si0,50 <z < 0,75;
0, si 0,75 <z < 1.

N
wlea

23 27 43
657 657 65
satisface las hipdtesis del Teorema de Li-Yorke, por tanto es cadtica en [.

Como f es continua y O(%) = } es una drbita de periodo 3, f

Mostraremos que f tiene un conjunto scrambled S C I de medida cero.
Primero veamos que:

= O,% y g son puntos fijos.
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» Size [O, i) U [%, 1], entonces f(x) = 0, y por tanto x es eventualmente

fijo.
= Siz e (3,3), entonces f(z) =4o —1 <z yasi, si f"(z) € (1,3
todo n € N entonces la sucesién {f"(z)}n>o es decreciente y acotada

L1y
13
no hay puntos fijos, luego existe k € N tal que f*(z) < i. Por lo tanto,

) para
inferiormente por lo tanto converge a un punto fijo. Pero en z € [

x es eventualmente fijo.

= Size(3,3), f(z) = —42+3 € (0,3) y por tanto = es eventualmente
fijo

De lo anterior se sigue que todo punto en [0, %) U (%, 1] es eventualmente

fijo, es mas, para todo x € [O, %) U (%, 1], existe n > 1 tal que f™(z) = 0.

Ademds, f en [3, 2] es como la figura siguiente

sl
gl
&l
el

De aqui se deduce que que todo punto = € Ay = (%, 1—72) es eventualmente

fijo a 0 pues si x € Ay entonces f(x) € (2 1}.

3
De hecho los puntos x € [%, %] que no son eventualmente fijos a 0 son aquellos

puntos cuya Orbita estd incluida en [%, %] Sea A tl conjunto, notemos que
1 2
A= (=, =)).
N5

Claramente f(A) C A. Veremos que A es un conjunto de medida cero.
Como el conjunto de puntos eventualmente fijos, Sy C A, tiene medida cero,
entonces el conjunto scrambled S C I que se obtiene como resultado del
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teorema de Li-Yorke tiene medida cero, pues S C S.
Ejemplo 2
Sea f :[0,1] — [0,1] dada por

r43, si0<z<g;
, 31§<w§1

Nos damos cuenta que O(0, f) = {0, %, 1} es una 6rbita de periodo 3. Por lo

anterior podriamos pensar que f es cadtica en el sentido Li-Yorke. Pero no-
temos que cada dérbita es eventualmente periddica de periodo 3. Por ejemplo
si = & entonces f(z) = 2, f*(x) = 0. Por tanto no satisface las condiciones
de la definicién, es decir f no es cadtica. Esto se debe a que f es discontinua
en el punto %

Por lo visto en este ejemplo, en el teorema de Li-Yorke no se puede debilitar
la condicion de continuidad.

Ejemplo 3

Sea f : R? — R? la rotacién de R? de %2 alrededor del origen, es decir,
f(r,0)=(r,0+ %), f tiene una orbita de periodo 3 pero no es cadtica en el
sentido Li-Yorke pues todos sus puntos, excepto el origen son puntos periodi-
cos de periodo 3. Por lo tanto el teorema de Li-Yorke no se puede extender

a dimensiones mayores que 1.
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