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RESUMEN

En el presente trabajo se realiza el estudio de la Exsistencia de Ciclos
Limites en Sistemas Dindmicos de la forma: 7z’ = y — F(z), v =
—g(z). Este sistema puede tener uno o mas ciclos limites el cual depender4
de las caracteristicas propias de la funcién y = F(z), ademas, si el sistema

tiene mas de un ciclo limite estos estaran distribuidos de diferentes maneras

dependiendo del nimero de puntos singulares que pueda tener el sistema.

Si consideramos que el sistema dado, tiene como tnico punto singular
el origen (0,0), si f(z) = F'(z), y n el nimero de ceros positivos de f(z)
en el intervalo < 0,d >. Se puede encontrar condiciones apropiadas para la

funcién y = F(z) de modo que el sistema tenga al menos n ciclos limites.
En el presente trabajo probaremos el teorema que sigue.

Teorema. Supongamos que en el sistema =’ =y—F(z) ,y = —g(z), F(z)

y g(z) satisfacen las condiciones:

1): F(-z)=-F(z) y g(-z)=—g(z)

2):  En el intervalo (0,b), f(z) tiene a lo mds n ceros:
0<oy<op<..<an<b;yF(ag)=0,F(a;)<0y
F(ak). F(aks1) <0,k=1,2,...,n donde 0 =ag y ant1 = b

3): (—1)fF(ax) < (=1)* Flaus2) y
(1)1 F(aryy) > (=1)* Flow) + /2G(Bks1) pPara k = 1,2,...,n— 1
donde Bit+1 € (Qkt1, r2) Y F(Bry1) = F(ox).

Entonces en la franja |z| < b, el sistema dado tiene a lo mds n ciclos limites.



EXISTENCIA DE CICLOS LIMITES
En Sistemas Dinamicos de la forma:

= y- F(z)

/

Yy = —g(z)



0.

INTRODUCCION

Definiciones y teoremas previos:

Teorema de la Funcién Implicita.[13] Sea ' : [ x U — R?* una funcién
de clase C! donde I C R, U C R? son abiertos.
Sea (to,z9) € I x U | F (to,z0) =0, y supongamos ademés que

O F(t,z) £0

’ (to,z0)

Oz

Entonces:
A) 3! ¢ :J — V solucién de clase C'de la ecuacién F(t,p(t)) = 0.

B) 3 una vecindad J x V C I x U del punto (to, zo) tal que V (t,z) € J x V

que verifica F(t,z) = 0, satisface también la ecuacién z = (t).

Definicion. Un segmento Y~ C U se denomina una seccion transversal para

el sistema dindmico ' = f(z) ,z € UC R?, feC (U),r> 1si:
1) 3 no contiene puntos singulares del sistema z' = f(z)
2) V(z,y) € 3, f(z,y) = (fi(z,9), fo(z,y)) nunca es tangente a 3

OBS. De (1) y (2) implica que el campo f(z,y) apunta de un solo lado de
>, pues f(z,y) es continua sobre ).

Transformacién de Poincaré

Teorema 1.[14] Sea ¢ (t,z0) = (z(t, o), y(t,20)) una trayectoria para el
sistema dindmico ¥ = f(z) ,z €U CR?, feC"(U),r>1. Sea ¥ una

seccion transversal para el sistema tal que a(zo) = ¢ (o, Zo) € 3.

Dado un € > 0 pequerio y x € U con |t — zo| < €, entonces 36 > 0 y un

dnico t(z) € (to — 6,80 +6) con a(z) = ¢ (t(x),z) € .



Ademds las funciones a = a(z) y t =t(x) son continuas y diferenciables en

una vecindad | — zo| < €.
Obs.

Consideramos ¢ (¢, To) solucién del sistema ' = f(z), z € U C R? tal que:

1) (P(t,:llo) € Z

2) 3t >0/ ¢(ti,z0) €Y, t1 el minimo con esta propiedad. Entonces el
teorema anterior implica que existe una aplicacién definida en Y NVp;

esto es:

I:5NVy— 3, z— I(z) de calse C.

Denominada Aplicacién de Poincaré, tal que II(z) es el primer retorno de la

trayectoria que pasa por el punto z.

Esto es :

I(z) = o (t + T (¢ (t1,2),2) = (T ( (t1,2)) 0 (1, 7))

Teorema 2(3,12]: Por un punto zo € Y. pasa una trayectoria cerrada para
el sistema dindmico o' = f(z) , x € U C R? & x4 es un punto fijo de la

aplicacion de Poincaré.

Definicién. Definamos K : ¢ (t,zo) una trayectoria cerrada del sistema
dindmico 2’ = f(z) . Diremos que K es un Ciclo Limite para el sistema, si
existe una vecindad V'(k) que no contiene otras trayectorias cerradas distintas
de K del sistema z' = f(z). Esto es K es una trayectoria periddica aislada

del sistema 2/ = f(z).

Teorema 3[11,12]. Por un punto zo € ) pasa un ciclo limite K para el

sistema ' = f(z) & zo es un punto fijo aislado de la aplicacidn de Poincaré.

[SV]



Teorema 4[7]. Sea K : ¢ (t,zo) ,t € R un ciclo limite del sistema dindmico
g = f(z),z € U C R? feC (U),r>1 Denotemos por V(K) una
vecindad en la cual no hay otras trayectorias periddicas distintas de K. Fn-
tonces, toda trayectoria ¢ (t,x) con x € V (K) se espirala entorno de K,

aprozimdndose a K cuando t — 400 o bien cuando t — —oo.

Definicién.Un ciclo limite K del sistema dindmico 2’ = f(z) , z € U C R?,
i) Se denomina Ciclo Limite Estable (atractora) si:
lim d(p(ty),K)=0, VyeV(K)
ii) Se denomina Ciclo Limite Inestable (fuente) si:
Jim d(p(t,y),K)=0, YyeV(K)

iii) Se denomina Ciclo Limite Semi-estable cuando por un lado de K ocurre

(7) y por el otro lado ocurre (i7), o reciprocamente.
Proposicién. Sea K : ¢ (t,zo) , t € R un ciclo limite .
1) Si|z—xzo| < 6 = |II(z) —II(z0)| < |z — zo|, entonces K es un ciclo
limite estable.

2) Si|lz—x9| < 6 = |II(x) —II(zo)| > |z — zo|, entonces K es un ciclo

limite inestable.

3) Si para g < £ < zg + 6 (reciproco o — 6 < = < z) se satisface(1)
y para g — 6 < = < zp (reciproco g < T < To + 6) se satisface (2),

entonces K es un ciclo limite semi-estable.

Corolario. Sea K : ¢ (t,z0) ,t € R un ciclo limite para el sistema dindmico

' = f(z),z e U C R



1) K es un ciclo limite estable< IT' (zg) < 1
2) K es un ciclo limite inestable«< IT' (zg) > 1

3) K es un ciclo limite semi-estable II' (xg) = 1 y la curva y = II(z)

estd de un solo lado de y = 2, en una vecindad de (zg, yo)-

Definicion.

Sea z' = f(z), z€ U CR", feC"(U), r > 1,y U es abierto. Sea ¢ (t,p)
la trayectoria que pasa por el punto P, cuando t = 0, definido en el intervalo

maximal (m;, my).
1) Si my = +00 , definimos el conjunto:
w(p) ={q €U :3ty — +00, P(t,p) — g}
i) Si m; = —oo , definimos el conjunto:
a(p) ={g €U :3tn » —00, ¢ (tn,p) — ¢}

Los conjuntos w(p) y a(p) se denominan conjunto w—limite y a—limite del

punto P.

Definimos La semiérbita positiva que pasa por el punto P como::

¢y ={¥(t.p) /t >0}
Teorema de Poincaré-Bendixsén.

Teorema 5(11,14]. Sea ¢ (t,p) la trayectoria del sistema dindmico & =
f(z),z€e UCR? feCr(U), r>1. Asumamos que ¢ (t,p) estd definida
para todo t > 0 y que Lp(;) C K CU, donde K es un conjunto compacto.

supongamos ademds que el sistema tiene un nimero finito de singularidades

en w(p). Entonces:



a) Si w(p) contiene unicamente puntos regulares, entonces w(p) es una

orbita periddica..

b) Si w(p) contiene puntos regulares y singulares, entonces w(p) es un
grafo. FEsto es un conjunto de drbitas los cuales tienden a un punto

singular cuando t — *oo

c) St w(p) no contiene puntos regulares, entonces w(p) se reduce a un

punto stngular.
Aplicacion del Teorerna de Poincaré-Bendixson.
Teorema 68, 9]
(I) Sea =’ = f(z), z€ U C R? feCr(U), r> 1.tal que:
1) R es un anillo topoldgico, sin puntos singulares para el sistema.

ii) OR es una seccion transversal para el sistema.
Entonces, el sistema tiene al menos una orbita periddica contenida en R.
(II) Si R es un disco topoldgico tal que:

) }02 contiene una unica singularidad inestable(estable) para el sistema.

i) OR es una seccion transversal para el sistema, y el campo en OR siem-

pre apunta al interior(ezterior) de R .
Entonces R contiene al menos una drbita cerrada.
Definicion.

Dado la ecuacién diferencial de segundo orden:

" + f(z)x' + g(z) = h(t)



Donde: h(t) es una funcién periddica de t

Obs: En la mayoria de las aplicaciones
f(z) representa la resistencia del medio
g(z) representa la fuerza interna del sistema y

h (t) representa la fuerza externa aplicada al sistema.

Nos interesa estudiar las soluciones periédicas del sistema (*) cuando la

funcién E (t) = 0, que son de gran importancia en la practica.

Cuando h (t) = 0 el sistema (*) puede escribirse de la forma:

do _
g )
o _

El sistema puede tener uno o més ciclos limites el cual dependera de las
caracteristicas propias de la funcién y = F(z), ademaés. si el sistema tiene
mas de un ciclo limite entonces ellos estan distribuidos de diferentes maneras
dependiendo de los puntos singulares. Por ejemplo si la ecuacidn tiene tres
ciclos limites, estas pueden estar distribuidos en uno de las cuatro formas. (ver

figura 1)

NN O O
/ ® \\I / \\ //F’-\\\._/’ \\W’ﬁ
)00 @

\ \ R \
B | il
_..--/ ’/ o s

R

() (o) ©) (d)

Figure 1:

Si consideramos que el sistema (1) tiene como Unico punto singular el
origen (0,0), y f(z) = F'(z), y si n es el numero de ceros positivos de f(z)

en un cierto intervalo < 0,d >. Se puede encontrar condiciones apropiadas



la funcién y = F(z) de modo que el sistema (1) tenga exactamente n ciclos
limites en la franja |z| < d donde cada ciclo limite contenga en su interior al

unico punto singular del sistema.

En nuestro caso discutiremos la primera clase de distribucién, es decir

consideraremos ciclos concéntricos que contienen al inico punto singular.



I.

LA ECUACION DE VAN DER POL

Es un caso particular de la ecuacién (*) tiene la forma:
" —a(l-2%)2r'+z=0 (1.1)

Donde « es una constante positiva. Si en la ecuacién (1.1) hacemos 7 = at
se obtiene

d? d
a2£ —a?(1 —m2)£+$=0 (1.2)

Escribimos esta ecuacién como un sistema de dos ecuacicaes, para lo cual

z d &S d 1
seay=/ (1—x2)dm——mluegosetienequey=$—£-——2,}’Si§=—,
o T o

dar 3 . d23 d
y derivando respecto a T, se tiene — = (1 — :52)—2: — _:1:7 reemplazando en
dr dr  dr?
(1.2) se tiene:
dz z3 .
—_—=r— — —
ar 3 (1.3)
Y _ e2,
dr

Teorema 1.1[8,14]. Para todo £ > 0 (a > 0) el sistema (1.3) ( 6 (1.1))
tiene uno y solo una solucion periodica distinta de la trivial, esta solucion es

orbitalmente estable.
Prueba:

Es facil observar que el tinico punto critico del sistema (1.3) es el origen

(z,y) = (0,0). El sistema lineal asociado a (1.3) tiene como matriz asociada

1 -1
A= y su polinomio caracteristico P(A) = A2 — A\ + £2, cuyas

£ 0

: L 1£4/1-4€2 :
raices caracteristicas son A = 34,__5, sid?<1=A>0si4?2>1=

Re(A\) >0, V& > 0. Entonces el origen es un atractor negativo (repulsor)

V€& > 0.(ver figura 2)



Figure 2:

Procedimiento:

Construimos en el plano fase una curva cerrada simple alrededor del
origen tal que el campo vectorial (1.3) penetra a la regién encerrada por la
curva, entonces por el teorema 6 tendremos la existencia de una solucién

periédica.(verfigura 3)

Figure 3:

3
Consideremos en el plano XY la funcién §: y = = — % cuya grafica

corta al eje X en los puntos (0,0) y (£1/3,0), ademds esta funcién < tiene un
maéximo absoluto (minimo absoluto) en el intervalo 0 < z < 400 (—00 < z < 0)

que se alcanza en (1, 2) ((—1, -

&~

3
mento A(Q) con pendiente —&, se observa que cualquiera que sea £ > 0 debe

)) Apartir del punto A trazamos el seg-

producirse la interseccién ) con la gréafica de §, y sea ¢ > 0 la abscisa de

este punto. Sea P(Q) paralelo al eje X, en el segmento abierto PQ se tiene

9



dz
que 2Y 5 0 entonces en este segmento el vector del campo (1.3) apunta de

abajo hacia arriba.(ver figura 3)

3
Sea la funcién y = z — % +&(q° - xz)%, cuando 1 < z < ¢ cuya grafica
es la curva @1\% , cuyo vector tangente es T = (1, 11—z —€x(q® - 1132):2’_)

el vector normal exterior es N = (x2 —1+4+&x(q? - 22):2“1', 1) y el vector de
3
campo del sistema (1.3) es C = (a: — % -, {22:) reemplazando el valor de y

se tiene C = ({(q2 — 1132)_2—1 , {2:1:) Donde el producto escalar de estos vectores
-1

C N = £(¢* — 2?)7 (1 — z?), es negativo para 1 < z < g, en consecuencia

el vector de campo cruza de derecha a izquierda en el arco abierto CjR(ver

figura 3).

2
Sea la funcién y = §+§(q2—$2)%, para 0 < z < 1 cuya gréafica es el arco
RS , cuyo vector tangente es T = (1, —&x(q? - 2:2)‘—'2"1) y el vector normal

exterior es N = ({:c(q2 - :1:2)‘:2l", 1) , el vector de campo de (1.3) es C, luego de

3
. 2123 2 2 2 =1
Donde el producto escalar C-N =€z |z — — — = | (¢* —z*)?, para 0 <

3
reemplazar el valor de y se tiene que C = (m 2 + 3 +&(q% — 1:2)'—71 ) {2:1:).

3 3

z < 1, es negativo en este intervalo, en consecuencia el vector de campo cruza

de arriba hacia abajo en el arco abierto ﬁ?.(ver figura 3)

Si tomamos ST y TP simétricos de 136\2 y QTS' respecto al origen, en-
tonces la curva cerrada PQ,S\TP rodea el origen y salvo en algunos puntos
aislados como P, el campo vectorial de (1.3) entra a la regién encerrada por
PQSTP por la continuidad de (1.3) . Entonces se satisface asi las condi-
ciones del teorema 6 y existe al menos una solucién peridédica en la regién

encerrada por PQ/S\TP , dicha solucién debe rodear al origen.

10



Probemos la unicidad.

Para probar la unicidad estudiemos la forma de la solucién en el plano

fase. Consideremos la trayectoria que sale del punto A (en el eje Y*), en A

. d dzx . .
se tiene que = LBy Lo < 0, entonces la trayectoria cruza horizontalmente
7

el eje Y entrando al segundo cuadrante. En este cuadrante mientras que la
dz

o . 3 Y
solucién permanezca por encima de la curva § se tiene que — <0, — <0

dr dr
por lo tanto llega a cortar a la curva & en algin punto como 3, en este punto
d dzx
Y <0 =
dr dar

abajo es decir el vector de campo en este punto es vertical hacia abajo, una

= 0 entonces la trayectoria corta a la curva verticalmente hacia

d
vez debajo de la curva se tiene Ey <0, Ir > 0, la trayectoria permanece
T

d
debajo de la curva hasta llegar a un punto C del eje Y negativo donde Ziy =0
T
dz
T dT
condicién necesaria y suficiente para que una érbita sea cerrada (periddica)

> 0. De la simetria de la ecuaciéon diferencial es inmediato ver que una

es que IUZI = l@?} Entonces para demostrar la unicidad bastara probar

que la igualdad anterior vale solo para un punto A de Y positivo.

3
Para esto asociemos el nimero P(A) como P(A) = /2\ (z— %—)dy, donde
€

la integral es tomada a lo largo de la trayectoria entre Ay C

- Y
{/' '\\ E\
[ e
)
Y N
M, Bl D
P X,
.-'/Gr-\\ ‘\\\ 0 7 \
| dri \."-\. A
\ ;‘r c y=x —.VJ.-"S
&/
Figure 4:

11



%= -4 dzx dy dz dy
1% fe3 2@ 22 2y g2, 9T ay dzr
en la expresion e &2z +y?) =¢ xd’r + yd’r 1eemp1azand03d Z dT
1d
tiene ———({2 24y = E2(x — %—) del sistema (1.3) =z — % e % -y,
ademas dy = £2zdT, entonces se tiene que:
P(A) = / t—0d / ez — Dyar = L [ (e 4 y2ar
BT g = 3 2 Jac dr v

P(A) = 1[(OC)’ = (0A)?] entonces [OC| = |0A] <= P(A) =0

Supongamos que el punto A sea tal que la trayectoria corta por primera

vez a la curva & a la derecha de su interseccién con el eje X (ver figura 5)

ty
A
\\ // N
N A AN "
Y /10 N

Figure 5:

3 3
veamos . P(A) = /,\(a: - %—)dy en este caso T — -2;— < 0ydy <0Oen
AC

consecuencia P(A) > 0, esto es \@] > lm‘ entonces por tal punto no

puede pasar una solucién periddica.

Supongamos ahora que la interseccién B se produce a la izquierda del

punto de corte de & con el eje X . (ver figura 6), entonces podemos escribir

= /A + -+
AP JQc JPBQ
Considerermos ahora el efecto de aumentar A, digamos a un punto A’ (ver

figura 6)
Para ello escribimos

12



Y

: . B

AN

: \ X /0 X
/

Q\\//
Q ~— C y —{x:‘/;
) c ¥-
Figure 6:
3 Tz 3
/(3:— %)dy = /(—-—13—35)523:&1:. como I — 3 <0,eya < ya, entonces

se tiene /,\ + [ > /,_\ + [__, por otro lado [__ < 0 ya que en este
AP  Joc ap Jac PBQ
3

%
tramoz—— >0,dy < 0. Ademas | __ < .por lo tanto tenemos que
3 P’BIQI PBQ
P(A) > P(A) y en consecuencia P(A) = 0. por lo tanto la drbita cerrada

solo pasa por un punto A

13



II1. INVESTIGACION DE LA SALLE

Dada la ecuacién

d2

+ = + z=0 2.1
e+ (@) 1)
con p suficientemente pequenio, La Salle considera esta ecuacién en su forma
modificada

d2
-@-—G()d +e¥x=0 (2.2)

1
donde la variable ¢t de (2.1) se ha reemplazado por t = ki ye>0e=—-y
2 H

G'(z) = —f(z). Expresando (2.2) como un sistema de dos ecuaciones
dz
— =G(z) -y
gr (2.3)
e
dr

Donde La Salle [3,12]considera a G(z) como una funcién que satisface las

siguientes restricciones o condiciones
a) G'(z) continua , G(0) =0
b) Existen puntos a; < a3 < 0 < a3 < a4 tales que
i) G(ay) = G(a3) , G(az) = G(aq)
i) G(ay) < G(z) < G(az) paraa; <z < a4
iil) G'(a1) <0y G'(asq) < 0.
Una curva A : y = G(x) se muestra en la figura 7

Definamos las funciones @7 (z) = max {G(0)},y @, (z) = min {G(o)},
es posible construir una curva simple cerrada I'(a) formado por (D:“: (z), @, (z),

porciones de A y porciones de segmentos de lineas paralelos al eje X (ver

14
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\@o| /
(a0 \\ f \J}(QJ»O)

s
‘r' ™
Y
/ o\
/ \\

\

\( a,0)

Figure 7:

figura 7). La letra a de I'(a) significa la dependencia de la curva sobre los

parametros aj, as , Gz y Q4.

La Salle muestra que I'(a) es el ciclo limite para la ecuacién(2.2) cuando

e — 0.

Usando las restricciones anteriores para G(z) es posible establecer la
existencia de dos ciclos Cy y C), tal que Cy contiene a C; y C) contiene al
origen en su interior. Estos ciclos tienen la propiedad que si algiin punto
(supuesto) se mueve en la regién o anillo E(a,¢) limitado por Coy C; con
el tiempo ¢y incrementandose este permanece en la regiéon. Ya que el unico
punto singular para el sistema (2.2) es el origen y que no estd en la regién
E(a,€) y por el teorema de Poincaré Bendixson la regiéon F(a,¢) es ciclico y

este contiene al menos un ciclo limite ademds cuando € — 0o, E(a,e) — I'(a)
Probemos la existencia de Cp y C) .

Sea C una curva simple cerrada representada por

(2.4)



du do y el vector velocidad para el punto en

do’  de

cuyo vector normal es n =

dx dy

E;ﬂ;) = (G(z) —y,e%x).

movimiento de acuerdo ala ecuacién (2.2) sera v = (

Sea A = (v, n) el producto interno de v y n se tiene que
A= (G(2) = ¢(0) — 9(2)) (¥ (0) + g'(2) [ (0)) — €2 £(6) f'(6) luego A = A(0),

nos interesa estudiar las curvas en las cuales A > 0 y A < 0 para lo cual

consideremos ciertos casos especiales:
1) Consideremos f(6) = 6, g(z) = 0, entonces A = (G(z) — v(0)) ¢'(0) — €z

a) Si p(f) = A, tenemos que A = —€’z y la curva C es y = A, de
esto se obtiene que A < 0 para z > 0 entonces el vector normal n es
paralelo al vector (0,—1) (eje Y), las trayectorias para z < 0 cruzan
las lineas horizontales desde abajo hacia arriba. Y cuando A > 0 para
z < 0 el vector normal n es paralelo al vector (0,1) (eje Y') entonces

las trayectorias cruzan la recta y = A desde arriba hacia abajo.

b) Sip(z)y (z)+e2x = Ap'(z), entonces C esla elipsey = A+e (c? — 1:2)1/2
2 _ 2
o X 4 Ot = 1, con ejes ¢ y €c, en este caso A = ¢’ (G(z) — A)
c? g2e2 e
T
estoes A\ = ——— (G(z) — A).
e ) - 4

En la mitad inferior de la elipse la normal sale de la elipse .
En la mitad superior de la elipse la normal entra a la elipse..

Si el eje horizontal de la elipse estd por encima de la curva A : y = G(z)
esto es A > G(z) esto significa que para £ > 0 se tiene que A > 0 para la

mitad superior y A < 0 para la mitad inferior de la elipse.

Entonces la curva integral entra a la elipse para £ > 0 y cuando z < 0 la

curva integral sale de la elipse.
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Si el eje horizontal de la elipse estd por debajo de la curva A : y = G(z)

Entonces la curva integral sale de la elipse para z > 0 y entra a la elipse para

z <0

2) Consideremos f(0) =6, g(z) = ®}(z), donde &} (z) = max {G(0)}

a)

z<o<a

Si ¢p(z) = 0 y consideremos la porcién de la curva C' que esta entre

0 < z < a, por lo tanto se tiene que C es y = ®F(z), a lo largo de la
dy dd}(z)

curva se tiene — = —22 < 0y A = —£?z usando la definicién de

o df
®*(z) y n es paralelo al vector (—1,—1).

1/2 q ., ,
2 z?) / , consideremos la porcién de C' que esta en el

1/2

Sea p(z) =€(c
+ &F(z), a lo

—ET
largo de esta curva , derivando respecto a 0 se tiene . .
(c2 _ 2:2)1/2

d

d—e-CD:(x) < 0, para 0 < z < a y ademads el vector n es paralelo

d S
al vector (_1’_1)’ y A = —5(C2 _:L"Z)l/'z .d_é.q):(l') + ( 2 2)1/2
G =

(@f(z) — G(z)] ,y A >0 paraz > 0, por lo tanto la trayectoria cruza

intervalo 0 < x < a tenemos que C : y = £ (c? — z?)

+

C de abajo hacia arriba

Asi es posible construir dos curvas cerradas Cy(a,e) y Ci(a,€) donde Cy

contiene a C; y C) contiene el origen en su interior. (ver figura 8)

La curva interior C)(a,¢€). Este serd una curva cerrada con las curvas inte-

grales cruzando Cj(a,€) desde su interior hacia su exterior, las trayectorias

seran tangentes en solo un nimero finito de puntos. La curva C(a,¢) serd

construido en cuatro partes como sigue:

a)

Consideremos debajo dela curva A : y = G(x) y z > 0 (desde A hasta
B). Trazamos desde A (0,G(a2)) el segmento de recta L, con pendiente

€. La primera intersecciéon de L, con A lo llamamos B (b, G(b)) . Para

17



- L
-
Ci(a.e)
@ 40)

(a10) e @»0) Bﬂﬁ—’
, —
-
P ~~

Q

Figure 8:

¢ suficientemente pequeno tomamos la linea horizontal desde B a M
debajo de Ay b > aj.

Ci(a,e) : y=G(b) —e(b? —m2)1/2 , para0<z<b

es decir la porcién de una elipse con centro en M y semiejes M B y

M A, variando entre A y B debajo de M B.
La curva deseada queda definida como en el caso especial 1(b)

b) Arriba , a lo largo de la curva A y £ > 0 (desde B hasta C)
Cila,e): y= &) (z) para0 <z <b

esta curva estd considerado en el caso 2(a)

c) ArribadelacurvaA: y=G(z) y z <0 (desde C hasta D). Trazamos
desde C'(0,G(a3)) el segmento de recta Ly con pendiente €. La primera
interseccién de Ly con A lo llamamos D(d,G(d)). Para ¢ suficiente-
mente pequeno tomamos la linea horizontal desde B a M debajo de A
y b > a3.

Ci(a,€) - y=G(d) +e(d® —z?)

es decir la porcién de una elipse con centro en M y semiejes DN y NC,

1/2,parad<:c<0

18



variando entre D y C arriba de DNV.
La curva deseada queda definida como en el caso especial 1(b)

d) Abajo , a lo largo de la curva A y z < 0 (desde D hasta A)
Ci(a,e): y=,(z) parad <z <0

esta curva est4 considerado en el caso 2(a)

Por tanto de las partes a), b), c¢) y d) se define completamente la curva

cerrada interior apropiada.

La curva exterior Cy(a,€). Este serd una curva cerrada con las curvas in-
tegrales cruzando Cy(a, €) desde su exterior hacia su interior, las trayectorias
seran tangentes en solo un nimero finito de puntos. La curva Cy(a,&) serd

construido en cinco partes como sigue:

a) Consideremos debajo de la curva A : y = G(z) y £ > 0 (desde P
hasta @)). Trazamos desde A(0,G(a3)) el segmento de recta L con

pendiente —e. Para ¢ suficientemente pequeno L intersecta a la curva

A en Q(q:G(Q))
Co(a,e): y=G(g), para0<z<gq

La curva deseada queda definida como en el caso especial 1(a)

b) Arriba , a lo largo de la curva A y > 0 (desde @ hasta R)
Co(a,e) : y= @} (z) +e(a? — ) para0<z< q

esta curva estd considerado en el caso 2(b)

c) Arriba dela curva A : y =G(z) y £ <0 (desde R hasta S). Trazamos
desde R el segmento de recta con pendiente . Para = suficientemente

pequeno la recta intersecta a la curva A en S (s,G(s)). Supongamos
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que RS < PQ(si RS > PQ), en este caso en vez de comenzar de A la
construccién comenzamos de C). Tomamos:
Co(a,e) : y=Gl(az) +eq, paras<z <0
es decir la porcién de una elipse con centro en M y semiejes DNy NC,

variando entre D y C arriba de DIV.
La curva deseada queda definida como en el caso especial 1(b)

d) Debajo de la curva A y < 0 (desde S hasta T')
Cola,e) : y=®7(x)—e(s2—2%)"*, paras<z <0
donde T = (0,G(as) + €s5), y P = (0,G(as) — €q) .

e) A lo largo de y = O(desde T hasta P) La curva es cerrada por el
segmento de linea vertical desde T hasta P. puesto que |s| < |g|, T se

encuentra entre A y P.

Luego de las partes a), b), c), d) y €) queda definida completamente la curva

cerrada exterior apropiada.

Siendo esta una regién de Poincaré por lo tanto la region asi formada contiene

un ciclo limite.
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I1I.

EXISTENCIA DE n CICLOS LIMITES

Sea la ecuacidn:

d_x =
gé (3.1)
E —

En la siguiente discusién asumiremos que F(z) € C*, F(0) = 0,g9(z) € C
y zg(z) > 0 para = # 0. Es facil ver que (0,0) es un inico punto singular de
la ecuacién (3.1). Consideremos F'(z) = f(z) y G(z) = /Ig(f)df. Presen-
tamos el primer resultado[15, 16, 17]: ’

Lema 3.1 .Supongamos que ezisten constantes a,a’,b y b' donde b’ < o’ <

0 < a < b, tal que las siguientes condiciones se cumplen:
1) F(z) > F(a) ,0 <z <ay F(z) es mondtonamente no creciente en [a,d]

2) F(z) < F(d') ,d <z <0 y F(z) es mondtonamente no creciente en

Ly
3) F#0 con d <z<a.

Entonces en la franja b’ < z < b el sistema (3.1) tiene a lo mds un ciclo

limite el cual intersecta a las lineas x =a y x = a'.
Prueba:

Supongamos que en la banda v/ < z < b se tiene dos ciclos limites
I'y C T’y las cuales intersectan a las lineas £ = a y z = a’.(ver figura 9)
donde I'; intersecta a la curva y = F(z) en P, y P|, supongamos yp, = —N

e ypr = M sea:
1
M) = 3+ N)? +G)

Mol@y) = 5 (y = M)* + G(a)
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y sea A;(z,y) = X\;(A),donde (z,y) son las coordenadas de A. Las derivadas
totales de A\1(z,y) y A2(z,y) a lo largo de la trayectoria de (3.1)

Dl @ FE@) (@
L @M -FE) (8)

de la condicién 2) vemos que F(z) < M con zp; <z <0y F(z) > M con

bli<es < Zp;, inspeccionamos la parte de I'y y [’y en el semiplano izquierdon

Ay
[
Ay
(e————
u m\ B:
\e/)*a"(x)
\_‘__/

(ver figura 9)

N,
N —
\B‘______—-—-"""/C: T\“
° g @ D, Xp ‘ b
Figure 9:

donde se obtiene:

o(z) [M - F(z)) 9(@) M = Fz)) ,__

__dl = |__ ° dr > |__ = [__d)
BL A2 : BjA; y— [ F(z) ]x PlA y—[F(:r) | PlA, ’
g(z) [M — F(z) g(z) (M — F(z)
S an= dz > dz = [__ d,
bicy 7 Dc,  y—F(x) D1P; y—F( ) b
y [ d/\g_/ 9(z) [M - F(z )]dt—/ —[M = F(z)]dy > 0. de es-
C3By C; By C3By

tas tres relaciones se tiene que :
—d+ [ dh+ [ dl 2 /A dXy + —, d/\2, luego de integrar
BhAs D,C; C4 B,

y evaluar se tiene:

A2(Az) = A2(Da) > Ao(Ay) — Ao(Dn)
(ya, — M) = (yp, — M)* > (ya, — M)* = (yp, - M)° (*)
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Similarmente de la condicién 1) F(z) > —N con 0 <z < zp y F(z) < =N

con rp, < x < b, inspeccionamos la parte de I'y y I'; en el semiplano derecho

se tiene:

_ —9(z) [N+ F(z)], —9(@) [N+ F(z)] ,  _
-//4’2-52(1)\1 - /1’232 y—F(:c) o _/ATFl y—F(I) d = ﬁl d)\l’

[ @@, [ @ N+ F@),
/c’ngd)\l_ C2D> y— F(z) 4z 2 P D) y — F(x) = P Dy g

y [ d\ = /,_\ —g(z) [N + F(z))dt = /A [N + F(z)]dy > 0, luego de
B2Cy B2Ca ByCs

estas tres relaciones se tiene que:

/A A\ + [__d\+ [__d)\ > [__ d\ + [__ d)q, luego de integrar
A2 B2 CaD2 B2Co AP Py Dy

y evaluar se tiene:

A1(Da2) — AM1(A2) > Mi(Di1) — A (Ay)
(Yo, + N)*-(vay + N)* > (yp, + N)* = (ya, + N)* (%)

sumando las expresiones (%) y (**), simplificando se tiene:

2(M 4+ N)(ya, —ya,) > 2(M + N) (yp, — yp,), de la condicién 3) F # 0,
(M+ N) > 0 como y4, — ya, < 0 entonces 0 > yp, — yp,, esto es una

contradiccién (—+«). pues yp, — yp, > 0 por lo tanto el lema estd probado.

Lema 3.2 .Supongamos que ezisten constantes a,a’,b y b’ donde b' < a' <

0 < a <b, tal que las siquientes condictones se cumplen:

1) F(z) < F(a) ,0 < z < ay F(z) es mondtonamente no decreciente en
[a, b]

2) F(z) > F(d'),d <z <0y F(z) es mondtonamente no decreciente en

3) F#0 cona <z<a.
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Entonces en la franja b' < z < b el sistema (3.1) tiene a lo mds un ciclo

limite el cual intersecta a las lineas T =a y = a'.
Prueba:

La prueba de este lema es similar al lema anterior, solo cosideraremos las

funciones A;(z,y),% = 1, 2 del siguiente modo:
Mz y) = S 5+ V) - G(a)

M(zy) = = (v = M) - Glz)

y el proceso es similar al caso anterior.

Lema 3.3 .Supongamos que ezisten constantes N > 0,a > 0 y b < 0 tal

que:
1) F(z) > —-N 0<z<a
2) F(¥) < =N —/2G(a)

Entonces el ciclo limite de (3.1) el cual intersecta la linea x = b intersecta

también la linea z = a.
Prueba:

Sea la trayectoria que se inicia desde A(a, —NN) con t incrementandose e in-
tersecta el eje Y en A' y sea la trayectoria que empieza desde B(¥, F(¥'))
cuando t decrece intersecta al eje negativo Y en B’, de las condiciones cono-
cemos que yu > —IN — \/QG’(a) y ypr < ygp = F'(V'), entonces yg < yu i.e.

B’ es inferior a A’ de esto se tiene el lema.(ver figural0)
Otra forma de probar el lema

La trayectoria se inicia en A(a,—N) con t incrementandose:

24



2N = "
/ oS N
e 0 : # ym
h =
A4\
B E b

Figure 10

& E dz
9 Flz)<0 _As) ==y <0
i - siz=0=> Y
= _gx) <0 =10

dt

[ intersecta al eje Y negativo en A’

La trayectoria se inicia en B(¥, F/(}')) con t decreciendo

(\ F 4
[ : dx
e -FE)>0 WIS/ %"
{ gé ; siz=0= v
1 —g(z) <0 dt

I intersecta al eje Y negativo en B’

De la condicién 1) y 2) vemos que :yp < yg = F(V') < —N - \/QG(Q) < Yay

entonces :yg: < Y4 i.e. B es inferior a A'. De esto se tiene el Lema
La prueba de los siguientes lemas son similares a la anterior

Lema 3.4 .Supongamos que ezisten constantes M > 0,a > 0 y & < 0 tal

que:

1) F(z) < M, 0<z<a
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2) F(¥) > M +,/2G(a).
Entonces el ciclo limite de (3.1) el cual intersecta la linea x = V' intersecta

también la linea x = a..

Lema 3.5 .Supongamos que ezxisten constantes N > 0,a’ < 0 y b > 0 tal

que:
1) F(z) > =N, a' <z <0
9) F(b) < —N —,/2G()

Entonces .l ciclo limite de (3.1) el cual intersecta la linea x = b intersecta

también la linea z = a’.

Lema 3.6 .Supongamos que ezisten constantes M > 0,a’ < 0 y b > 0 tal

que:
1) F(z) < M, a <z<0
2) F(b) > M +,/2G ()

Entonces el ciclo limite de (3.1) el cual intersecta la linea x = b intersecta

también la linea T = a’.

Teorema 3.1 .Supongamos que en el sistema (3.1), F(z) y g(x) satisfacen

las condictones:

1) F(-z)=-F(z) y 9(-z)=—g(z)

2) En el intervalo {0,b), f(x) tiene a lo mds n ceros:
O<a;<ar<..<an<ant1 Y Flag) =0, Flay) <0y
F(ag). Flags) <0,k=1,2,..,n donde ag =0, apy; = b

3) (=1)*F(ax) < (1) Flars2) y
(=1)*" F(aks1) > (=1)F F(ow) + /2G(Bry1) para k = 1,2....n — 1
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donde Bry1 € (@1, @y2) ¥ I (Brr) = Fax).
Entonces en la franja |z| < b, el sistema 3.1 tiene a lo mds n ciclos limites.

Prueba

Dado que F(z) y g(z) son funciones impares la trayectoria del sistema

(3.1) es simétrico respecto al origen, de las condiciones del teorema.

Sabemos que

(—1)¥*1F(z) es monétonamente creciente cuando z € [Gy, k41
(—1)*F(z) > (-1)*F(Bs),z € 0,8, (k=1,2,..,n)
B € [a1,a2) y F(B1) = 0. Ademas sabemos que F(z) es la integral de f(z),

6 F'(z) = f(z), cada raiz @; es un extremo relativo de F(z) Vi = 1,...n
Veamos:

De la condicién 2) las n raices de f(z) y de la condicién 3) se tiene
(—=1)*F(ax) < (=1)* F(2) esto es:

0> F(ay) > F(az) > ... > F(ay)

0< F(ag) < F(ay) < ... < F(anp-y) para (k=1,2,..,n—=1) vy

F(ag) 2 —F(en)+/2G(8y) , Flaw) > —Fl(az)— 2G(Bs), F(B2) = Flen),

B3 € (a3, aq)

asi sucesivamente, luego utilizando los cuatro lemas anteriores para cada caso
y usando uno de los criterios para la prueba del teorema de Van Der Pol es
facil ver que para |z| < 3, 8 € (a;, ap) el sistema (3.1) no tiene ciclos limites.

De (*) , de la condicién 3) y de los 4 lemas 3.1 — 3.4 sabemos que (3.1) tiene a
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Figure 11:

lo més un ciclo limite en la franja |z| < ay. Algin ciclo limite que intersecta
la linea £ = 4 también intersecta la linea z = —0, (k=2,..,n—1) yen
la franja |z| < a4 existe a lo més un ciclo limite que puede intersectar a
Z = ai. Asi vemos que en la franja |z| < b existe a lo mas n ciclos limites

para el sistema 3.1.(ver figura 11)

Para los siguientes lemas consideremos el sistema

dzx

gt "

b v

== v

Se obtiene informacién de [15, 16,17

Lema 3.7 .Supongamos que ezisten constantes 0 < o < & < 3, tal que:
1) Fla)=F(@) , y

2) f(z) >0 (f(z) <0),ze<a,e>, y fz) <0 (f(z) >0) ,ze<e, B>

entonces a lo largo del arco S (algiin arco S) de la trayectoria del sistema

(3.2), en la franja a« < z < B, v =v(z) , = € [a, 3], se tiene:

28



/S(—f(a:))dt >0, (/S(—f(fﬂ))dt < 0)
Prueba:

Para la prueba consideremos el caso fuera del paréntesis, esto es:

{f(m)>0, TE e > ::»/s(—f(fc))dt>0'

f(z) <0, =ze<ef>
Sea z = F(z),z € [a,0] y F(a) =a= F(0), F(¢) = b, de la condicién

2) F(z) tiene inversa, sea:

I
™

z=12:(2) €[] ; m(a)=a, xz(b)

T=129(2) € [,8] ; z2(a) =8, zo(b)=¢

obtenemos:
/Sf(a:)dt = /:%d$=/:%dm+/sa£((;)dx
= ( f))*fa f‘?»
abv :I:llz b leg 2
= L SEe) " wmey®
< 0

Figure 12:

por lo tanto: / —f(z)dt > 0.
s

De igual forma se pueden probar los siguientes lemas:
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Lema 3.8 .Supongamos que ezisten constantes a < e < 3 <0, tal que:
1) Fla)=F(p) ,y
2) f(z) >0 (f(z) <0),ze<ae> y f(z) <0 (f(z) >0),z€<e,[ >

entonces a lo largo del arco S (algin arco S) de la trayectoria del sistema

(3.2), en la franja a < z < B, v=v(z) , = € [a, 0], se tiene:

/S(—f(z))dt<0 , (/S(—f(x))dt>0)

Lema 3.9 .Si las condiciones del lema 3.7 se cumplen, entonces a lo largo
de dos arcos Sy : v =vi(z) y Sa: v =uyz), vo(x) > v1(x) >0,z € [, ]
de algin par de trayectorias del sistema (3.2), en la franja o < z < 3, se

tiene:

/sl(_f("’))dt>/ (—f(z))dt | (/SI(—f(x))dt</52(-f(x))dt)

S,

Prueba:

Para la prueba consideremos el caso fuera del paréntesis. esto es:

{f(a:)>0, ce<ae> (_f(x))dt>/ (—f(z))dt

f(z) <0, =ze<epf> 51 Sz

De la prueba del lema 3.7 se tiene

[ (1@t~ [ (~r@)

1 1 b 1 1
=[ (vl(xz( z)) R (:cl(z)))dk _/ (‘02(272 - (2))
__[ 1 )= ( 1 }
:vz(z T 0@E)  u@m(z) vl z))
%(w(sc)wl(m)) - CE %w»x
= —vzfm)—f(m) ot @
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integrando ambos miembros

/%(W(IE) —vi(z)) = / (—;;%—) + v_l%m_)> dz >0

por lo tanto se tiene

[ (=@t > [ (—r)at

S2
Lema 3.10 .57 las condiciones del lema 3.8 se cumplen, entonces a lo largo
de dos arcos Sy : v=vi(z) y Sp: v =1,(x), va(z) > vy(z) >0, z € [, ]
de algin par de trayectorias del sistema (3.2), en la franja o < z < f3, se

tiene:

[ st < [ (~sana . ([ (—ranae> [ (~r@)a)

52 52

Prueba:

Para la prueba consideremos el caso fuera del paréntesis, esto es:

{f(x)>0, rE<aE> :,/ (_f(a:))dt</ (—f(z))dt
f(z) <0, ze€<ef> S S

De la prueba del lema 3.7 se tiene

/;,(jf“””f‘ e LQ(—fl(r))dt . 1
N -/; (Ul(Iz(Z)) - ’Ul(Il(Z)))dZ h/c (112(‘1‘2(2)) - 1Eiz(é‘ﬂl(-?))_

)dz

b 1 1 )
-[ omm e~ e e
< (wn(a) - (@) = %v;(x) - g

= ) — flz)+ m + f(z)

integrando ambos miembros

[ 5-n(z) —u@) = | (~ﬁ + —jx—)) dz <0
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por lo tanto se tiene

[ (=t < [ (1)

S2
Lema 3.11 Supongamos que f(z) <0 (f(z) > 0), f # 0 entonces a lo largo
de dos arcos Sy : v =v,(x) y Sy : v=w(zx), vao(z) > vy(z) > 0, z € [, B]
de algin par de trayectorias del sistema (3.2), en la franja o < z < f3,,se

tiene:

/Sl(—f(x))dt>/32(—f(:v))dt , </Sl(—f(a:))dt</32(—f(x))dt>

Prueba:
i _f(x)dt_[sz_f(x)dt = /" —f(x)dx_/" f(z) o

por lo tanto

[ =@ > [ (=f(e)at.

Lema 3.12 Supongase que cuando 0 < a <z <

1) f(z)>0(f(z) <0) y

2) f(z) es mondtonamente no decreciente (no creciente), entonces a lo
largo de dos arcos de trayectorias 7v; (i = 1,2) del sistema (3.2), pasan
por los puntos (0;,0) (i = 1,2) e intersecta la linea z = o dos veces,

se tiene:

[ =r@ar> [ (—fanar . ([ (fenat < [ (~rapar)

donde a < fB; < B35 < B3

Prueba:
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Probemos el caso fuera del paréntesis:

f(z) es mondétonamente no decreciente = /
8}

sea’yl=AT31 ,72=ﬂ2UA;BQUB’\B

de la condicién 1) tenemos /A __(=f(z))dt <0, en el sistema (3.2) hace-
AA,UB,B p

x = pcosf — = —psen?0f(pcosf)

p
mos la transformacién se tiene 3&
at

v = psend = —1— pcosfsendf(pcosb)

de la condicién 2) vemos que el arco AB, puede ser expresado como:
p=pi(0),i=1,2
p1(0) < po(0) , 6, < 0 < B, , (ver figura 13)

Y 1

Figure 13:

Asi se tiene:

5 (=f(@)dt — | (=f(x))dt

A2B, 1B

M — f(py cos 0)do _/"‘ — f(p1 cosB)db

~ Ja, —1—pcosfsend f(pycos®) Jo, —1 — pcosBsend f(p; cosb)
% — (f(p2cosf) — f(picost))dd

6, (1 + pcosfsend f(pscosb))(1+ pcosfsend f(p;cosb))
<0

por lo tanto se tiene:
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[ (=f@dt+ [ (=7t~ [__(~f(z)at <0

AAUB? B A2 By A1By

= [ (—f(z))dt — / (= f(z))dt <0 por lo tanto el lema a sido probado.
72 N

Teorema 3.2 .Supongase que cuando x €< —d,d > las siguientes condi-

ciones se cumplen:

1) f(-z) = f(z)

2) , f(z) tiene solo ceros positivos a; y a2 , 0 < o < ap < d

3) Floy) >0y F(ap) <0

4) f(z) es mondtonamente creciente z € [az,d|

Entonces el sistema (3.2) tiene a lo mds dos ciclos limites en la franja |z| < d.
Prueba:

El sistema (3.2), en la franja |z| < d. dado que f(z) es una funcién par
(F(z) es impar) la trayectoria cerrada de (3.2) es simétrico respecto al origen
. Sea (3 el cero mas pequeno de F(z) (o < 8 < ay). Es facil ver que el
sistema (3.2) no tiene ciclos limites en la franja |z| < 8 . Ademas f(z) < 0
, T €< B,as >, luego de los lemas 3.7 y 3.8, si (3.2) tiene un ciclo limite en

la franja |z| < ay entonces este sera un tunico ciclo inestable.

Por otra parte de los lemas 3.9 — 3.12 sabemos que si el sistema (3.2)

tiene dos ciclos limites L; C Lg ambos intersectan la linea T = ay, entonces

j{l —f(z)dt > j{ —f(z)dt (3.3)

Ly
De esto conocemos que el sistema (3.2) no tiene ciclos compuestos y ciclos
periddico

Dividimos la discusién en dos casos:
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I) En la franja |z| < ay , el sistema (3.2) tiene un ciclo limite inestable L, .

Si existe un ciclo limite de (3.2) intersectando la linea z = a3, asumamos
que el ciclo més préximo a L; es Ly(D L,) entonces L, serd internamente
estable. En lo siguiente probamos que L, es externamente estable de otra
manera L, seria internamente estable pero externamente inestable por ende

seria un ciclo semiestable.
Examinemos el sistema de ecuaciones

O e
& (3.4
==z~ (f(z) + ()

2

donde a > 0,7(z) =0, cuando |z] < o y ¥(z) = (|z] — a3)? cuando

ay < |z] < d.

De la teoria de campos vectoriales sabemos que cuando un sistema es per-
turbado, con a suficientemente pequefio, el sistema (3.2) tiene dos ciclos

Lgl) C ng) en la franja |z| < d los cuales intersectan la linea z = a3 tal que

%;(2) —fl(x)dt >0, ?g}l) ““fl(I)dt <0

donde f(z) = f(z) + ay(z) el cual todavia satisface las condiciones del
teorema, pero esto contradice a (3.3). Entonces L, sera un ciclo estable. De

(3.3) también conocemos que no hay ciclos fuera de L.
II) El sistema (3.2) no tiene mds de un ciclo limite semiestable L, en la
franja |z| < ay

Dado que el origen ”0” es un punto singular estable. si el sistema (3.2)
tiene ciclos, entonces el ciclo L; encierra a ”0” sera inestable. Si L, es también
externamente inestable, entonces similarmente al caso 1) se puede probar que

el exterior de L; tiene a lo mas un ciclo limite mas.
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Si L; es externamente estable entonces ?{ —f(z)dt = 0. Si hay un

L,
ciclo limite Ly fuera de L;, entonces L, serd internamente inestable., el cual
contradice a (3.3). entonces el sistema (3.2) tiene solo un inico ciclo limite

semiestable L.

Considerando las dos discusiones vemos que el sistema (3.2) tiene a lo més

dos ciclos limites.

Teorema 3.3 .FEl sistema de ecuaciones

dz dz

— =9 — =Y+ usenc
(% (3.5) equivalente a ?5
-d—t=—:r:+(ucos:v)v = =%

tiene ezactamente n ciclos limites en la franga |z| < (n+ 1)7 .
En la prueba consideraremos el caso que i > 0 y denotaremos :
f(z) = —p cosz, entonces F(z) = /:f(s)ds = —psenx

Antes probaremos algunos lemas previos.

Lema 3.13 .En el semiplano supertor a lo largo de alguna trayectoria

v =v(z) del sistema (3.5) se tiene que :
a) v(z) > v(—m —x), cuando >0y
b) v(—z) > v(7 + z), cuando = > 0.
Prueba .

Probemos el caso b) Del sistema (3.5) se tiene
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v(r+z)—v(-z) = /_I:ﬁdv_
~ |38

3

T egde

- A ot

/a:+1r —EdE
-z v(eg)
u —ec(ie z+m —ede
[
o v(e) n

T —ede 1
b o
o (e 0

- AI vt(gies)

1

z —(e+ m)de
+./o e+ )

1

T
- /5
0 v
derivando ambos miembros.

d
Lotr+)-u(-2) = =

(—¢)

1

v(e +)

v(e)
—(e + m)de

v(e +7)

[

T —mde
v
o vie+m)

—7))

v(—z).v(z + )

1 T
v(—€) B v(:z:+7r)> B v(z + ) +0
z(v(z +7) — v(-x)

<0,z>0

entonces
Ao s - o)
-5 (v(m + z) —v(~12)) o B g <0
d z ede
i g s vt (= i)
pero
v(m) —v(0) < 0y asi pues v(m +z) —v(—z) < 0,2 > 0.

Similarmente probamos el caso a)

v(—T—z)—v(z) = ‘/JC_I_7T dv =
0 —ede

) /:E g(i)ede

= =t

T+ —ede
/:f' —svd(g) —T-7 —ede
et e

g

I

Fe(;

diferenciando ambos miembros

T —(—e — m)de
+/o v(—e —m)
1 B 1
(€) v(-e—m)

+/" —ede
o vu(e)

de +

—(e = )d

v( — )

T —7de
o v(—e—m)

*
0
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4 (y(em— 1) —v(z)) = x(vl - )-v( Tt

b e i I
= v(z).v(—z — )
entonces
d z(v(—z —m) — v(z))

<0

() —nley) - EE R T

. d z ede
asf — (v(=7 — z) — v(z)) exp <—./0 u(e)v(—e_—w)“ﬂ <0,z>0
pero

v(m) —v(0) <0y asf pues v(—7 —z) — v(z) < 0,z > 0.

esta probado el lema.

(v(z) + F(x))?

[ R

2
. ‘2 . e T
Construimos una funcién definida positiva A (z,v) = o

de donde diferenciando
D _ i dia
dt dz dt dvdt
= (z+ [u(z) + F(z)].f(2))v(z) + (v(z) + F(2))(—z - f(z).v(z))
= —zF(z)
por simplicidad denotamos A(z) = A(z,v), v = v(z), que es la ecuacién de

la trayectoria de (3.5).

En lo siguiente estudiaremos la variacién de esta funcién asi definida a lo

largo de la trayectoria de (3.5).

Lema 3.14 Si la trayectoria v = v(z) del sistema (3.5). intersecta las lineas
T = x7 en el semiplano supertor v > 0. Entonces a lo largo de esta seccion

de la trayectoria tenemos:
(=1)™ [A(mm) — A(=m7)] >0, m>1

Prueba:
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Sea Ay = Akm + ) — A(km) , Ax = M(—k7) — A(—kw — 7), k > 0 entero
Primero probaremos las inecuaciones
Do >0 , Z(] >0
(—1)k+1 [Ak +Zk+1] >0 s k>0
(—1)k+1 [_A_k + Ak+1] >0, k>0
dA \AY4
veamos : dado que o7 > 0 cuando 0 < |z| < 7. pues #(z) = —psenz < 0

Ao = A(m) = A(0) >0
por lo tanto se cumple que:

o = M0) — A(=7) > 0
veameos:

Ax +DBry1 = Mkm+ 7r) - A(kﬂr) + A(—'/r — km) — M(—k7 — 27)u

k7r+7r
km 2T — Mr
/k7r + —km—m
k

=T L ()ds —I—/ —zF(z)dt
7 km
kr4m _— —kr-m _
- / z (:c x+/ Sz )d:c
km

2w —km
_ / x+k7r F(IH,,) +/ é T—7 —km)F(_gen- k) dr
0 v(z + k) v(—z — 7 — k)

~ (21 {/ (:r+k7r)|F( )qu+/0 (-2 —m—km)|F(z)] , |

I

+(z+k7r) o v(—z —m— k) f
e [ T T r+T s
=G0 /(; (v(r + k) B v(—z—m— kw)) |#(z)| o

del lema 3.13 sabemos que v(z + k) > v(—z — ™ — k)

entonces el integrando es positivo por lo tanto

D A4 Ban] = (-1 [ Qéﬂi;rv(_; e )>IF( )ldz

> 0

Similarmente probamos que.
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A + Dry1 = A(—=km) = AM(—km — 7) + Mk7 + 27) — A(kT + 7)

dz

—km km42m _
_ xF(x)d$+/ IF(x)dm
—n—kr  v(T) krtr v(T)
[ —(—x—lmr)F(x—lmr)d /Tr —(z+ 7+ kn)F(z+ 7+ k7)
- v(z — k) 0 v(z + 7+ k)
o [ [ —(z+km)|F(z)] T —(z+ 7+ k) |F(z)], )
=(-1) / dz +/ dz
0 v(z + k) 0 v(z + 7+ k) f
sk [T T+ km T+ T+ I3 d
=(=1) /0 (v(—x—kw) v(z + 7+ k) |F(z)| d=
del lema 3.13 sabemos que v(—z — k7) > v(z + 7™ + k)
entonces el integrando es negativo por lo tanto
- u T+ km r+mT+kT
—1Y)k+1 . — (—1)2k+1 _ F d
(0 Bt An] = (e [ (EEE - TR s

> 0

A=A, = 0, entonces de lo anterior

(1) (A(mr) = A(emm)] = (—)™1 3 (Ap + B)
|

-1
0
(Am—ok—2 + Zm—?k—l)

m

+ (-1)m*! (Am—ok—2 + Am_ak_1)

kS

M

= (-1)mH

x>
Il
-0

13

"l

>
Il
o

> 0

por lo tanto el lema queda probado.

Ahora sea / f(z(t))dt que denota la integral de f(z) a lo largo de la
(@]
trayectoria de (3.5), donde [, ] es un intervalo de variacién de z sea z(;,) = a

, T(t;) = B, entonces el intervalo de variacién de t es [t;. ).

Lema 3.15 .En el semiplano superior v > 0

Gy R O
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, M es un entero positivo.

Prueba:

Definamos:

dy = /Um(k;]m / - F( )(d)
- /o v(x(x—:-k;')/r)d = (=1 /o v(:z:+k7r)
= (-1)* HE U(xff;c?)azﬂf_” _j(f—iﬂdx}
= foi v(a”ff:;cw) ./I x-{-(j:zkﬂ

N O e VA G [z /(@I
= (-1 /O e i v(x+7r+k7r)dz}

1 1

o
= D4 (v(z+7r+k7f)—U(x"'k“))lf(m)ldz}

. B . —km F(.’E)
- /l—o(kﬂf)’n-k”lf( (nae=[ 42 dz
iy (z+km) — (_1\k ) I

o= ,/;1r ’U(I -;—Ikﬂ')(-if( - § 1) ./—71' ’U($ — k’/l') =
=1 Jo v(—z — k) 2 +/ Y- :c+k1r)d$}

2

— M 3 f(—x) f—% f( z-T)
= D Jo v(_+_ﬂ)dx_jo v(— I—?T—k’ir)dx}

R (TN S ] dm}

—T — k'fr) v(—z — 7 — k7)

e A .y
= 1+ (() U(_I_,m))w >|d}

del lema 3.13 se tiene:

F)

I
—~

v(r) > v(—z —7) = v(z +km) >v(—z -7 —k7) y v(—z+ 7 + k1) >

v(z — 21 — k)
ademds v(z + km)v(—z + T + km) > v(—z — 7 — km)v(z — 27 — k)

veamaos:
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v(—z — T — k) —v(z — 27 — kmr)
—r—m—km d —r—m—kw T J
Vs i, BE /x—27r—k1r B (v(z) a (x)) x

—z—m—km —z—kmw
- 2 dn= [ BN ol
T—2m—km v( ) T—m—km (:r+7r)

—z—km —z—km

=/ da:+/ r—_
:z:‘rrk7r’U.’D+7I' 7rk7rUIL'+7r
—z—km T d —x—km d ( )

N L—ﬂ'—kﬂ' ’U(—il?) e L—w—kw 4

= — (v(—z + 7+ k7) —v(z+ km))

>0

v l b]

ydo=[ f@)dt>0, do=[ fla)dt>0,ysead=d4=0
(0,7) [~m,0]
entonces:

Sy RO 1S (4 + )

k=0

=2

=22
2

+ (—1)"1'1 (am—2k—l + dm—2k-2)

?.Mj

(-1)m™-! (dm—2k-2 + dm—ok-1)

=
Il
<]

> 0

Por lo tanto la prueba esta completa.

Dado que la trayectoria cerrada L., del sistema 3.5 es simétrico respecto al

origeny (—=1)™ ' f(z(t)) >0, mr <z <mm+ %, del lema anterior se tiene:

Lema 3.16 Si la trayectoria cerrada L., del sistema 3.5 intersecta al inter-

vis
valo [mw,-mw + 5] en el eje positivo X entonces.

(—1)’"-175 flzt)dt>0 , m>1

m es un entero positivo.
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Lema 3.17 Si el sistema 3.5 tiene dos trayectorias cerradas Ly C Lq, ambos

intersectan las lineas x = £(2m + 1) en el semiplano v > 0 entonces.

D™ s amanyg] @) ~ @@t >0, m >0

Prueba:

De los lemas 3.9 y 3.10 tenemos:

(-1)Dy = (-1) /[(M%WS)%] (f(2a(8) = f(za(t))) 56
> 0 k>0
(-1)*D, = (-1) ,/[_(2k+5)§,—(2k+1)%] (J@a(t) = S () ot (3,7)
>0 k>0
y

L. U@ - f@mone <o @
entonces veamos:

cuando m es impar, por (3.6),(3,7) y (3,8) tenemos que f(z) > 0 cuando
3

e
n<l< ¥

y por el lema 3.11 tenemos:

/[_(2m+1)%'(2m+1).§] (f(22(t)) = f(z(t))) dt

m-1

~figer oot g V@O = @O+ 3 Doy + Do
<0

k=0

cuando m es par, por (3.6),(3,7) y (3,8) tenemos que f(z) > 0 cuando

< |z < X
5

y por el lema 3.11 tenemos:
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f(22(t) = f(za(t))) dt = /E_,,,](f(:v:z(t))—f(ml(t)))dt

)/ (
[-(em+1)Z,(2m+1)Z]

m_
2 S
+ Doi + Doy
k=0
> 0

de estos dos casos el lema esta probado.
De los lemas 3.12 y 3.17 se tiene.
Lema 3.18 .57 el sistema 3.5 tiene dos trayectorias cerradas Ly C Lq, ambos

intersectan el intervalo [(2m + l)g, (m+ 1)7r] en el eje X entonces.

(0" |f, f@o-

Teorema 3.3 El sistema de ecuaciones:

f(xl(t))dt] S0, m>1

1

dx

—_— =

gt

v

— =—z— f(z)v

> -2 f(a)
,donde f(z) = —pcosz, tiene exactamente n, ciclos limites en la franja
lz| < (n+ 1)m
Prueba:

Analicemos en dos casos

(I). Mostremos que el sistema (3,5) tiene al menos n ciclos limites en la

franja |z| < (n + 1)7.

Supongamos que la trayectoria que empieza en un punto P,,(—mm,0) del
eje X negativo pasando atravéz del plano superior v > 0, intersecta al eje X
positivo en @),,. Del lema 3.14 se sabe que cuando m > 0 e impar tendremos
que zg, > mm; cuando m < 0 y es par tendremos que zg_, < mm. Dado
que el campo vectorial es simétrico respecto al origen sabemos que cuando la

trayectoria que empieza en P,(mm,0), luego atravieza el semiplano inferior
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v < 0, intersecta al eje X negativo en el punto Q,,, se tiene T = —TQ,-
Sea PmQm ¥ Pm@m los segmentos de trayectoria que pasa por los puntos
Pp, Qm y Pn, Q,, respectivamente; si PpnQm y Pm@,, representan las

lineas de segmentos que unen Q,,, Pn y @,,, Pm respectivamente.
i Din = PQin WP Qo U PinQinU- Pra Qs

CuandoI'y, Iy, ..., s, ..., [nyq1 Todo par de curvas cerradas simples adya-
centes forman la frontera interior y ¢xterior de una regién anular de Poincaré.
y ahi existe al menos una trayectoria cerrada entre ellos. Entonces en la franja

|z| < (n + 1)7 existe al menos n ciclos limites.

(IT) Mostremos que eziste ezactamente n ciclos limites del sistema (3,5) en

la franja |z| < (n + 1)7. dividamos la discusién en dos casos.

1. Etiste una trayectoria cerrada L., el cual intersecta al intervalo
T
)
es impar (par), L, es estable (inestable) y ahi no hay més trayectorias

[Tmr, (2m +1) J en el eje X. Por el lema 3.16 sabemos que cuando m

™
intersectando <m7r, (2m + 1)5 . Probemos que no es cerrada la trayec-

s
toria que intersecta el intervalo <(2m + 1)5, (m+ 1)7|. Supongamos

lo contrario. Sea la trayectorias L., que encierra a L, este serd interna-
mente inestable (estable). Probemos que L], no puede ser semiestable.
En efecto supongamos que L], es semiestable. Consideremos el sistema

de ecuaciones

dr
gt " -
A o
at e
donde fo(z) = —pcosz + aym(T), ¥
0 cuando |z| < (2m + 1)2
() = e 2
(-1)™ <|a:| - (2m+ 1)§> cuando |z| > (2m + 1)3



El sistema (3.5)* forma una familia de campos vectoriales con respecto a ¢,

y cuando « es bastante pequerio allf existe trayectorias cerradas L/(}) C L!?)
vis

2,(m+ 1)7| en el eje

de (3.5)* los cuales intersectan al entervalo <(2m +1)

X,y ademas
(_1)m L) fa(.'L‘)dt >0, (_1)m L12) fa(x)dt <0.

Esto contradice los lemas 3.12 y 3.17. Entonces L;, sera un ciclo in-
estable (estable). De la prueba de (I) , en un instante ahi existe al menos
uno en un lado 6 un par en ambos lados trayectorias cerradas fuera de L, los
cuales intersectan al intervalo <(2m + 1)%, (m+ 1)7r]. Esto contradice lema
3.18. entonces ahi no puede haber otra trayectoria cerrada que intersecta al
intervalo <(2m + 1)22[, (m + l)w] :

2. No es una trayectoria cerrada el cual intersecta al intervalo
[mﬂ', (2m + 1)%] en el eje X. De la prueba de (I) conocemos que

existe al menos una trayectoria cerrada el cual intersecta al intervalo

s
<(2m +1)7,
origen, cuando m es impar (par), este sera internamente estable (in-

(m + 1)7r]. Supongamos que L., es uno que encierra el

estable). L,, no puede ser semiestable por otra parte por la prueba
de (I) ahi existiria al menos uno a un lado o un par a ambos lados

trayectorias cerradas estables (inestables) fuera de L., el cual inter-
T

secta <(2m+ 1)5, (m + 1)71']; esto contradice al lema 3.18. Entonces

L., serd una trayectoria cerrada estable (inestable). Similarmente al

caso 1 podemos probar alli no hay otra trayectoria cerrada excepto L,
el cual intersecta al intervalo <(2m + 1)%, (m+1)7

De las discusiones anteriores sabemos que cuando n es impar (par). el

sistema 3.5 tiene una tnica trayectoria cerrada estable (inestable) el cual
yis

2

en el eje X positivo Ademds en la

intersecta al intervalo [mﬂ, (2m+1)
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franja |z| < 7, el sistema 3.5 no tiene una trayectoria cerrada ; entonces
en la franja |z|] < (n 4+ 1)7 tiene exactamente n ciclos limites, que estan

distribuidos alternadamente.

Por lo tanto el teorema estd completamente probado.
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