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Resumen

Un sistema dindmico discreto (X, 7") es un odémetro si es equicontinuo y existe algin
punto x regularmente recurrente para el cual W = X. Nos interesa saber si podemos
encontrar odometros contenidos en un sistema dinamico (X, 7T") preestablecido. Para ello
es necesario conocer la distribucion de los puntos regularmente recurrentes dentro de X.
Cuando nuestro sistema posee la propiedad de sombreamiento la coleccion de puntos re-
gularmente recurrentes es densa en el conjunto de puntos no errantes ([14]). Conociendo
ello, en este trabajo se da la demostracion de la existencia de odometros contenidos en sis-
temas que poseen la propiedad de sombreamiento. Mds atin se demuestra que la coleccién
de puntos cuya clausura de su drbita es un odometro es densa en el conjunto de puntos
no errantes. Adicionalmente, si el sistema es transitivo se demuestra que la coleccion de
medidas ergddicas soportadas en odémetros es densa en el conjunto de medidas inva-
riantes. El teorema central del trabajo lo desarrollamos basdndonos en el articulo titulado
“Properties of invariant measures in dynamical systems with the shadowing property”’de
Jin y Oprocha ([15]). Desarrollamos los preliminares necesarios para la prueba de los re-
sultados principales empezando por Teoria de la medida y proporcionamos ejemplos que
ayuden a una mejor comprension de los aspectos desarrollados a lo largo del trabajo. Fi-
nalmente como aplicacion de los resultados mostramos que los odometros del shift estdn
determinados por las érbitas de sus puntos periddicos y estudiamos los odémetros de la

Herradura de Smale.

Palabras Claves: Sistema dinamico discreto, shift, Herradura de Smale, odémetro, sis-
tema transitivo, propiedad de sombreamiento, punto regularmente recurrente, medidas

invariantes.



Abstract

A discrete dynamical system (X, T') is a odometer if it is equicontinuous and there exists
some regulary recurrent point x such that m = X. We are interested to know if we
can find odometers contained in a fixed dynamical system (X, 7). For this reason it is
necessary to know the distribution of the regulary recurrent points inside X. When our
system have the shadowing property the collection of regulary recurrent points is dense
on the non-wandering set ([14]). Knowing this, in this work it is given the proof of the
odometers existence contained in systems which have the shadowing property. Moreover
it is shown that the collection of points whose orbit closure is a odometer is dense on the
non-wandering set. In addition, if the system is transitive it is shown that the collection of
ergodic measures suported on odometers is dense in the invariant measures set. We deve-
lop the central theorem of this work basing in the article of Jin and Oprocha,‘‘Properties of
invariant measures in dynamical systems with the shadowing property”([15]). We develop
the necessary background to prove our main results starting by Measure Theory y provide
examples that will help to a better understanding of the aspect developed across this work.

Finally as application we show that the shift odometers are determined by the orbits of its

periodic points and study the Smale Horseshoe odometers.

Keywords: Discrete dynamical system, shift, Smale Horseshoe, odometer, transitive sys-

tem, shadowing property, regulary recurrent point, invariant measure.



Indice general

Indice de figuras

Introduccion

1. Preliminares

2.

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

Teorfadelamedida . . . . ... .. ... ... ... ... ...
Unamétricasobre M (X) . . . . . .. ...
Latopologia w® . . . . . . . . o .
Topologiadindmica . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.4.1. Propiedadesderecurrencia . . . . . . . . ... ... .. ... ..
1.4.2. Propiedad de sombreamiento . . . . . . .. ... ... ... ...

1.43. Recurrenciaporcadenas . . . . . ... .. .. .. ... .....

Espacio de Medidas invariantes y ergodicas

2.1.
2.2.

2.3.

Propiedades de la medidainducida . . . . . .. ... ... ... ...
El espacio de medidas invariantes . . . . . . . . ... ... ...
2.2.1. Lamedidade Haaren S* . . .. .. ... ... ..........
2.2.2. Medidas invariantes en sistemas no compactos . . . . . . . . . .
2.2.3. Medidas invariantes en sistemas no continuos . . . . . . . .. ..

El espacio de Medidas Ergodicas . . . . . . ... ... ... ... ...,

14
17
20
21
30
39



2.3.1. Propiedades extremales del conjunto de medidas ergddicas . . . . 55

2.3.2. Propiedades topoldgicas del espacio de Medidas Ergddicas . . . . 58

2.4. Conexion entre las propiedades topologicasy lamedida . . . . . . .. .. 64

3. El espacio de medidas ergodicas soportadas en Odometros 75
3.1. Los odémetros de la dindmicadel shift . . . . . . ... ... ... .... 87
3.2. Los odometros de la Herradurade Smale . . . . . . . ... ... ..... 88

4. Conclusiones 100
Bibliografia 101



Indice de figuras

1.1. LaaplicacionT" . . . . . . . . . . o e 42
2.1. Laaplicacion Norte-Sur . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..., 54
3.1. Elconjuntoinicial M . . . . ... ... ... ... .. . 89
3.2. Las aplicaciones que forman la Herradura de Smale . . . . . . . ... .. 89
3.3. LaHerraduradeSmale . . .. ... ... ... ... ... .. ..., 90
34. Elconjunto H™™ . . . . . . e e 91
3.5. Laaplicacion H=1 . . . . .. . ... 91
3.6. Elconjunto H™ . . . . . . .. .. ... 92
3.7. Asignacion de puntos por lineas verticales . . . . . ... ... ... 94
3.8. Asignacién de puntos por lineas horizontales . . . .. ... .. .. ... 94
3.9. Asignacion de puntos de la Herradurade Smale . . . . . ... ... ... 95
3.10. Cajas en la Herradurade Smale . . . . . . . .. ... ... ... ..... 96
3.d1. Ladrbitadex . . . . . . . ... 99



Introduccion

Los estudios en la rama de Teoria Ergddica, también conocida como Dindmica Ergddica,
comenzaron a inicios de la década de 1930 derivada del estudio de acciones de grupos
sobre espacios. Con el tiempo, los descubrimientos en esta teoria han tenido repercusion
sobre otras areas tales como la Teoria de Numeros. En ese sentido uno de los tempra-
nos resultados en Teoria Ergddica es el teorema de Weyl sobre la equidistribucion de los
numeros (para mayor detalle ver [9]). Un ejemplo mas reciente es la prueba ergddica de
Furstenberg (ver [10]) del célebre teorema de Szemerédi sobre progresiones aritméticas.
A partir de la Teoria Ergddica se han abierto también nuevas areas de investigacion re-
lacionadas. Por ejemplo en los ultimos afos viene cobrando relevancia la Optimizacion
Ergddica (ver [17]) donde la principal interrogante es como maximixar la funcional defi-
nida sobre el conjunto de medidas invariantes M7 (X) dada por ¢(u) = [ fdu para una
funcién continua f fijada. Aqui las medidas ergddicas juegan el papel de maximizantes
de esta funcional.

Por otro lado los resultados en Teoria Ergddica han despertado un interés en las medidas
invariantes a la hora de estudiar sistemas topoldgicos (los cuales representan las principa-
les aplicaciones). El Teorema de recurrencia de Poincaré, el cual es considerado el primer
resultado de Teoria Ergddica, implica que la restriccion de una aplicacién continua al
soporte de una medida invariante es regionalmente recurrente. Sin embargo la principal

razon por la cual la Teoria Ergddica tiene una fuerte presencia en otras dreas de Dindmica,



recae en los teoremas ergddicos, los cuales aseguran que para casi toda condicién ini-
cial la distribucion de iteraciones entre varias partes del espacio satisface una cierta ley
asintdtica, un ejemplo de estos es el Teorema Ergddico de Birkhoff. Podemos decir luego
que existe una fuerte conexién entre las propiedades dindmicas de un sistema y las pro-

piedades de medida.

A continuacién describiremos el contenido del presente trabajo. Dado un espacio métrico
(X, d) y una medida de probabilidad y sobre los borelianos de X y una aplicacién con-
tinua 7" de X en si misma. Denotamos por M (X) al conjunto de aquellas medidas de
probabilidad sobre X invariantes por 7. En el capitulo 2, bajo ciertas hipétesis veremos
que siempre hay al menos una medida 7'—invariante. Se hace un estudio del conjun-
to M (X) formado por aquellas medidas 7'—invariantes que hacen al sistema dindmico
“indivisible”, mejor conocidas como medidas ergddicas. Es de interés conocer las pro-
piedades del conjunto de las medidas ergddicas en el espacio de medidas invariantes. En
principio, M7 estd formado por puntos extremos del espacio de medidas invariantes, sin
embargo se demuestra que )M { es exactamente el conjunto de puntos extremos de dicho
espacio y por lo tanto el estudio de medidas 7'—invariantes puede ser reducido al estudio
de medidas ergddicas gracias al Teorema de descomposicién ergddica (ver [6]). Por otro
lado, si le asignamos la topologia w* al conjunto de medidas invariantes se puede probar
que el conjunto de medidas ergddicas es un G5 cuando la aplicacién 7' es bimedible. Por
otra parte, al estudiar con mayor profundidad la topologia de las medidas ergddicas en-
contramos resultados inesperados como que para el caso del shift, este conjunto ademas

es denso en My (X)(ver [16]).

En el ultimo capitulo introduciremos el concepto de un sistema dindmico muy peculiar
llamado odémetro.

Un sistema dindmico (X, T') es equicontinuo si para todo ¢ > 0 existe algin § > 0



con la propiedad que para cualquier par de puntos z,y € X, d(x,y) < J implica que
d(T"z, T"y) < € para todo n € Np.

Un sistema dindmico (X, 7") es un odémetro si es equicontinuo y existe algin punto x
regularmente recurrente para el cual Tx’) = X. Notar que con esta definicién una 6rbi-
ta periddica es también un odémetro. Existen varias formas equivalentes de definir un
odometro (ver [7]).

Sistemas muy particulares, como el shift bilateral, poseen odémetros contenidos densa-
mente. En este capitulo también exhibiremos un método para encontrar odémetros dentro
de un sistema dinamico con ciertas propiedades. Estas propiedades son la de sombrea-
miento que nacid durante el estudio en propiedades dindmicas y de medida de difeomor-

fismos axioma A (ver [11],[12] por Rufus Bowen), y la propiedad de recurrencia por

cadenas, que es una extension de la recurrencia topolégica.

Resulta interesante pensar en alguna conexion entre la propiedad de sombreamiento y
propiedades de medida.

En general, puede suceder que un sistema dindmico con la propiedad de sombreamiento
no tenga puntos periddicos, sin embargo Moothathu probé en [13] que la coleccién de
puntos uniformemente recurrentes es densa en el conjunto de puntos no errantes, y luego
Moothathu y Oprocha probaron en [14] que la coleccion de puntos regularmente recurren-
tes es densa en el conjunto de puntos no errantes. Ellos también se preguntaron en [14]
si existe siempre un punto cuya clausura de su 6rbita es un odémetro. En esta cuestion se
enfoca el presente trabajo, el cual estd basado en el articulo [15] de Jin y Oprocha, los que
lograron dar una respuesta positiva a esta interrogante. De hecho, probaron que si un sis-
tema tiene la propiedad de sombreamiento, entonces la coleccion de puntos cuya clausura
de su orbita es un odometro es densa en el conjunto de puntos no errantes. Si ademas el
sistema es transitivo la coleccion de medidas ergddicas soportadas en odémetros es densa
en el conjunto de medidas invariantes (como sucede para el caso del shift). Este altimo

resultado, que lo enunciamos a continuacion, es el mas importante del presente trabajo y



se demuestra en el tltimo capitulo.

Teorema Principal. Supongamos que un sistema dindmico (X, T) es transitivo y tiene la
propiedad de sombreamiento. Luego la coleccion de medidas ergodicas las cuales estdn
soportadas sobre odometros es densa en Mp(X). En particular el conjunto M$(X) es

residual en M7 (X).

Finalmente demostramos que para el caso del shift bilateral, los odometros estan deter-
minados solamente por las érbitas de sus puntos periddicos y gracias a esto, encontramos

los odémetros de la Herradura de Smale.

Para un mejor entendimiento, iniciamos el presente trabajo con el desarrollo de los preli-

minares necesarios para abordar los principales resultados.



Capitulo 1

Preliminares

A continuacién recordaremos las definiciones que serdn utilizadas en lo sucesivo. En la
primera seccidn tratamos de forma somera aspectos de Teoria de la Medida, para mayores
detalles ver las referencias [1] y [3]. En la segunda seccion se usa fuertemente el Teorema
de Stone Weierstrass (ver [2]) para definir una métrica sobre el conjunto de medidas de
probabilidad. En la tercera seccién presentamos lo que es la topologia w* y mostramos la
prueba de la compacidad del conjunto de medidas de probabilidad que también puede ser
encontrada en el libro [4]. En la cuarta seccion mostramos las definiciones y resultados en
Topologia Dindmica (que pueden ser vistos también en [4]) incluyendo resultados acerca
de la propiedad de sombreamiento y recurrencia por cadenas respectivamente. Los resul-

tados de estas dos ultimas secciones pueden ser encontrados también en [18].

1.1. Teoria de la medida

En esta seccion presentaremos las definiciones y resultados de Teoria de la medida més

relevantes para los fines del presente trabajo.



Definicion 1.1. Dado X un espacio topoldgico, decimos que F, un subconjunto del con-

junto potencia de X, es un o—dlgebra si se cumple lo siguiente:
1. X e F.
2. Si A € F entonces X\ A € F.
3. Si {Ap}ren C F entonces | J oy Ax € F.

Si G es un subconjunto cualquiera del potencia de X, definimos el o—dlgebra generado

por G como el menor o—dlgebra que lo contiene y serd denotado por o(G).

Denotamos por B(X) el o—dlgebra generado por los conjuntos abiertos de X el cual
llamaremos el o —dlgebra de Borel de X (y los conjuntos que posee seran llamados Bore-
lianos).Cabe recordar que podemos encontrar una diversidad de subconjuntos del potencia
de X que también generan B(X), entre ellos, por ejemplo, el conjunto formado por todos
los cerrados de X . Denotamos por (X, F) para referirnos a un espacio métrico X con F
un o —algebra definido sobre su potencia.

Aunque las siguientes definiciones se pueden presentar para espacios de medidas gene-
rales, es decir, donde el espacio es topolégico asociado con un o —algebra general, en lo
sucesivo consideraremos siempre que el espacio es métrico y el c—dlgebra de Borel a

menos que se especifique lo contrario.

Definicion 1.2. Dado (X, d) espacio métrico. Decimos que 11 : B(X) — [0, 1] es una
medida de probabilidad sobre B(X) si:

I p(X)=1
2. u(A) > 0 para todo A € B(X).
3. Si{Ai}ien C B(X) una coleccion disjunta dos a dos, entonces

plJA) =D n(A).

€N 1€eN



Denotamos al conjunto de medidas de probabilidad por M (X). Nos referiremos a los
conjuntos medibles A que satisfagan ;1(A) = 0 como conjuntos de medida nula. Cuando
una propiedad dada sea satisfecha para el complemento de un conjunto de medida nula

diremos que esta propiedad es satisfecha p—c.t.p.

Una medida de probabilidad es continua en el sentido siguiente:

Dada una sucesion creciente { A,, },,>0 C B(X), se cumple que s ( U Ap) = lim p(A,).
- n—o0
n=0

Las funciones definidas entre dos espacios medibles necesitan también cierta condicion

de compatibilidad.

Definicion 1.3. Sean (X, d) y (Y, p) dos espacios métricos. Decimos que la funcion

f: X — Y es medible si:

FYA) e B(X), VYAeB(Y).

Note que si f : X — Y es una funcion continua, B(X) y B(Y") son las c—algebras de
Borel de X y Y respectivamente entonces f serd medible ya que f~!(U) es abierto en
X para todo U abierto en Y y de esto podemos extender la propiedad de ser medible al
o—algebra de Borel de Y.

Necesitamos también definir la nocion de integrabilidad de funciones medibles, que guar-
da la nocion de aproximacion de la integral de Riemann solo que ahora la aproximacién

no se obtiene refinando el conjunto ambiente por intervalos sino por conjuntos medibles.

Definicion 1.4. Sea 1 una medida de probabilidad sobre un espacio métrico (X, d). Una

funcion simple f : X — R es una funcion con rango finito. En otras palabras:

= Z apXa, .
k=1

donde X, es la funcion caracteristica del conjunto medible Ay, y los a;, € R.



La integral de f se denota por | < fdup y se define como:

/ fdu = Zak,u(Ak).
X k=1

Se puede demostrar que la integral asi definida es lineal. La prueba se logra acomodando
de forma adecuada los conjuntos involucrados y se puede encontrar en [1],padg 49-50.

Ahora generalizamos la nocion de integral a cualquier funcién medible.

Definicion 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico y p una medida sobre B(X). La integral
de una funcion medible no negativa f : X — R se define (si existe) como [ </ =
sup{ [y 9dn |/ g < f y g essimple}. En el caso que dicho supremo exista se

dice que [ es u—integrable.

Dado f : X — R una funcién medible, las partes positiva y negativa de f denotadas por

fTy [~ respectivamente se definen por:

fH(a) =mdax{0, f(x)} y [ (2) =mdx{0,—f(z)}.

Si f*+y f~ son p—integrables decimos que f es u—integrable. Ademds, ya que |f| =
ft+ [, sisecumple que [, |f| < oo, se tiene que tanto f* como f~ son p—integrables
y por ende f es p—integrable. Cuando | f| es integrable decimos que f € L'(u).

Ahora presentamos algunos teoremas que conciernen a la convergencia en integrales. Ha-
remos uso de estos resultados cuando hablemos de la esperanza condicional en el capitulo

2. Para ello enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 1.6. (Teorema de la convergencia monotona)
Sea 1 una medida de probabilidad sobre el espacio (X,d). Si {g, : X — R},>1 es una

familia no decreciente de funciones medibles no negativas, entonces

h’m/gndu = /h’mgndp,.



Demostracion. Sea g(x) = lim g,,(x) que puede admitir valores co. Es claro que g(z) =
sup g, (), entonces dado cualquier a € R tenemos que g~ (—00,a] = (1,21 g, ' (—00, d]
y ya que los conjuntos de la forma (—oo, a| generan los borelianos en R concluimos que
g es medible.

Dado n € N se tiene que g,(x) < g(x) para todo z € X ain cuando lim g,(z) = oo.
Entonces [ g,dp < [ gdp para todo n € N. Luego lim [ g,dp < [ gdp.

Ahora veamos la desigualdad reciproca. Dado A € (0,1) y f < A\g una funcién simple.
Definamos los conjuntos X,, = {x € X/f(z) < g,(z)}. Asi obtenemos una familia
no decreciente de conjuntos cuya union es todo el espacio X. Por la continuidad de la
medida se tiene que lim u(X\X,) = 0, entonces dado § > 0, existe N > 0 tal que

|(X\X,)| < d paratodo n > N. De esto se sigue que

fdu < / gndp, paratodo n > N,

Xy Xy
O T R
X X\ Xy XN X\Xn

< / gndp + max{f(z)/z € X}.9,

XN
/ fdu —|—/ gndp < / gndp + max{f(z)/x € X}.4.
X X\Xy X

Puesto que g, > 0 para todo n > 1 tenemos

/ fu < / gudpi + mix{f(z)/z € X}6.
X X

Haciendo n — ooy luego 6 | 0.

/ fdp < lim [ g, dpu.
X n—oo X

Luego

/ Agdp < lim / Inft-
X n—0o0 X



Finalmente haciendo A 1 1 tenemos que

/ gdp < lim / Gndpt.
X n—r0o0 X

Proposicion 1.7. (Lema de Fatou)
Sea . una medida de probabilidad sobre (X, d) y sea {f, : X — R},en una familia de
funciones integrables no negativas tal que iminf [ f,du < co. Luego la funcion definida

por f(x) = lUminf f,(z) es integrable y [ fdu < lminf [ f,dpu.

Demostracion. Sea g, (v) = inf,,>,{fm(x)}, entonces la sucesion de funciones { g, }>1
es no decreciente y g, < f, paratod n € N. Luego [ g,du < [ f.du para todo n'y por

lo tanto [ g,dp < inf [ f,dp. Por el Teorema de la convergencia mondtona tenemos que

/fdu:/ lim g,dpy = lim /gnd,ugh'minf/fnd,u.
n—oo n— o0

Teorema 1.8. (Teorema de la convergencia dominada)

Sea { f }n>0 una sucesion de funciones medibles sobre X tal que

f(a) = lim £, (@)

n—oo

existe para todo x € X. Si existe una funcion g € L' (1) tal que

/fnd,ug/gdu, paratodo n €N,z e X,

entonces [ € L'(p) y
i [ 11 = Sl =0
n—oo

De esto lim /fndu:/fdu.
n—oo

10



Demostracion. Yaque |f| < gy f es medible, f € L'(u). Como |f, — f| < 2g, el lema

de Fatou se puede aplicar a las funciones 2g — | f,, — f| y obtenemos
[ 2adn <timint [ 29~ 17, fl)d

:/2gdu+1fmmf(—/!fn—fldu>
= /diu—limsup/ﬁn—f!dﬂ-

Ya que [ 2gdp es finita, podemos sustraer esto y obtener

imsup [ 1, fldu < 0.

Finalmente, como lim | / (fn— f)dp| < lim / |fn. — fldp = 0 concluimos que
n—o00 n—00

/ Fudp — / fdy.

]

Todas las medidas de probabilidad cumplen cierta condicion de regularidad del siguiente

tipo

Proposicion 1.9. Sea (X, d) un espacio métrico y | una medida de probabilidad sobre
X. Luego para todo ¢ > 0y A € B(X) existe un conjunto cerrado F'y un abierto U tal
que FC ACUYy

uw(U\F) < e.

Demostracion. Sea
A={A € B(X)/Ve > 0,3F cerrado y U abierto tal que FF C A C Uy u(U\F) < €}.

Probaremos que este conjunto es un o —algebra.

Observe primero que X € A.

11



Dado A € A veamos que X\A € A. Dado € > 0 existe F' cerrado y U abierto con
FCACUypU\F) < e. Tenemos que X\ F' es un abierto que contiene X\ Ay X\U
es un cerrado contenido en X\ Ay u((X\F)\(X\U)) = u(U\F) < e.

Luego X'\ A € A.

Ahora, dada una coleccion de conjuntos { Ay }ren C A probaremos que (J, .y Ar € A.
Dado ¢ > 0 existe para cada k € N un abierto U, y un cerrado F}, con F, C Ay C Uy
tales que (U \ Fy) < €/3F.

Sea U = |J,.cn Ur que es un conjunto abierto. Es claro que {U\ F}}ren es una familia
decreciente de conjuntos y (. U\Fr = U\ Ujey Fi-

Luego p(U\ Uj_; Fr) converge a ;1(U\ ey Fi), entonces existe algin N para el cual

PO\ B = pl@\ | Fo) < e/2

keN

Observe que U\ ey Fr € Upen Uk \Fk» luego p(U\ Uyey Fr) < Ze/Sk = ¢/2. Sea
keN
F = Ugil F}, el cual es un conjunto cerrado. Es claro que F' C | J, .y Ax C U y por las

dos dltimas desigualdades tenemos que p(U\ F) < e.

Asi | J;cn Ak € A. Con esto hemos probado que A es un o —algebra.

Si probamos que los conjuntos cerrados pertenecen a A podremos concluir que B(X) C
A debido a que B(X) es el menor c—algebra que contiene a los conjuntos cerrados.

Sea F un conjunto cerrado de X, para cada k € N definamos U, = {x € X/d(z, F) <
1/k}. La familia {Uy }ren es una familia decreciente de abiertos tal que (), U = F.
Entonces 1(Uy) converge a j4(F"). Dado € > 0 existe un N parael cual u(Uy) —u(F) < e.
Asi F e A ]

Corolario 1.10. Con las hipotesis de la proposicion anterior se cumple:

p(A) =sup{u(F)/F C A, Fcerrado} = inf{u(U)/A C U, Uabierto}.

De este corolario deducimos que si dos medidas de probabilidad y, v coinciden en todos
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los conjuntos abiertos (o cerrados) entonces deben coincidir en todo el o—algebra que
estos generan, esto es, en todo B(X ). Sin embargo, nos encontraremos en situaciones en
las que no sea facil mostrar que x, v coinciden en los abiertos, a cambio ellas coincidirdn
en una familia de conjuntos que también genera B(.X ). Para estas situaciones este lema
queda insuficiente por lo que tendremos que hacer uso del Teorema de Caratheodory que
es un resultado de extension y unicidad de premedidas definidas sobre algebras (ver [1],
pag. 29-32).

Dado un espacio métrico (X, d) denotamos por C'(X) al conjunto de funciones reales
continuas en X . Recordemos que cuando X es compacto toda funcién continua es acota-
da.

Ahora presentamos una proposicion que nos sera util también para demostrar una carac-

terizacion de la igualdad de dos medidas de probabilidad.

Proposicion 1.11. Sea (X, d) espacio métrico compacto y i, v dos medidas de probabi-

lidad, se cumple que j1 = v si'y solo si [, fdu = [, fdv paratoda f € C(X).

Demostracion. Supongamos que y = v, entonces |  Sdp = | « Sdv para toda S funcién
simple. Toda f € C'(X) no negativa es el limite puntual de una sucesion no decreciente
de funciones simples y debido a que f estd acotada podemos usar el teorema 1.8 para
demostrar que |  fdp = | « fdv. Para cualquier f € C(X) usamos su parte positiva
positiva f* y negativa f~ y conlcuimos el resultado.

Veamos la otra implicacion.

Dado F' C X cerrado y € > 0 existe U abierto conteniendo a I’ tal que v(U\F) < e.
Definamos f(x) = da, X\U)

~ d(x, X\U) +d(z, F)
valor 1 en F'y 0 en X \U. Entonces

la cual es una funcién continua que toma el

M(F)Z/XXqué/deMZV(FHe.

Como ¢ fue tomado arbitrariamente concluimos que p(F') < v(F'). Por simetria podemos

también demostrar que v(F') < u(F). Asi u(F) = v(F) y entonces p y v asignan el
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mismo valor a cada conjunto cerrado. Por el corolario (1.10) concluimos que 1 y v son

iguales. 0

1.2. Una métrica sobre M (X)

En lo sucesivo BL(X) denotara el conjunto de funciones lipschitz acotadas definidas
con valores reales definidas sobre X, esto es, f € BL(X) si existe K > 0 tal que

|f(z) — f(y)| < Kd(z,y) paratodo =,y € X. De esto, cuando f es lipschitz se tiene

s { =

Desde este momento consideraremos siempre que el conjunto (X, d) es un espacio métri-
co compacto. Asi podemos ahora dotar de una métrica al espacio C'(X) que es, como
lo es usualmente, la métrica del supremo denotada por ||.||~. Con esta métrica podemos
demostrar que C'(X) es separable y por el Teorema de Stone-Weiertrass BL(X ) es denso
en C'(X) (Ver [2], pag.54). Sin embargo, nos sera mas ttil para nuestros fines definir una

nueva norma sobre el espacio BL(X) mas fina que la norma ||. || .

Proposicion 1.12. La funcion ||.||pr: BL(X) — [0, 00) definida como:

[l se= {12+ fllse,

[f(z) = f()]

, es una norma en BL(X).
) o

donde || f||= sup {
TF#Y

Demostracion. Para ver que ||.|| 7 es unanormaen BL(X) consideramos f, g € BL(X).

Luego usando propiedades de supremos se obtienen las siguientes desigualdades:
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1+ glle zig{Kf+w%g£{+m@n}
1f(z) = f)] + lg(z) — g(v)
<$2{ﬂ) o fla) = ot
S A 9(x) —g(y
S i R b v e
= 171+l

Entonces || f+gl[sr= [/ +gll L+ +gllo < I+ g+ llotglloc= 1 f 2+ 9]l 5L-

Asi la desigualdad triangular es satisfecha. También dado A € R tenemos que

A () —Af(y)\} {\f(ﬂﬂ) — f)
d(x,y) d(ﬁ,y)

= [A[ sup
Y

Ifl=sup b= Il

entonces [|Af[|= [[Afll LA f [loo= IMLAILAIAf loo= All Il 5L-

Por dltimo si || f||,= 0 entonces || f||.o= 0 lo cual implica que f = 0y si f = 0 entonces
(Af(x) = Af(y)]

d(z,y)
con esto hemos probado que ||.|| 1 s una norma. O

= 0 para todo par x, y distintos lo cual nos asegura que || f||pL= 0. Y

Consideremos la bola cerrada unitaria en BL(X') con lanorma ||.|| 51, que serd separable
con lanorma || || ya que C'(X) lo es (ver [2], pdg.54), y fijemos una familia de funciones
{fr}ren densa en este conjunto.

Definamos la funcién dpy, : M(X) x M(X) — R como

dpr(p,v) = Z ’fx fkdﬂ2—k fX fkdl/]'

keN

El siguiente lema es una versioén de la proposicién 1.11 mas fina que nos seré ttil para

demostrar que dpg;, € una métrica.

Lema 1.13. Sean p,v € M(X).

;L:Vsiysolosi/fdu:/fdy para todo [ € BL(X).
X X
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Demostracién. Siji = v es claro que [, fdu = [, fdv paratodo f € BL(X). Veamos
la otra implicacion. Como se mencioné antes, debido al Teorema de Stone-Weierstrass,
BL(X) es denso en C'(X) entonces para una f € C'(X) y e > 0 dado existe una g €
BL(X) tal que || f — g||co< €/2. Luego

/deu—/ngu’ <e€/2
/del/—/xgdy

Como [, gdu = [, gdv deducimos de las dos desigualdades anteriores que | [, fdu —

< €/2.

[ fdv| < e. Haciendo € | 0 obtenemos [, fdu = [, fdv 'y por la proposicién 1.11

concluimos que ;1 = v. [
Proposicion 1.14. La funcion dpy, es una métrica en M (X).

Demostracion. Dadas pi, v,w € M(X) se tiene que

Z|fxfkdﬂ fxfk:dy| Z|fode fokdw|

dBL(M? V) + dBL(VJ W) -

>

— dBL(,ua w)'

Z|fxfkdﬂ fxfkdw|

kEN
Con esto la desigualdad triangular queda probada. También es claro que dpy (i, v) =

dpr(v, ).

Resta probar que ¢ = v siy solo si dgr (i, ) = 0. Ver que 1 = v es una condicién
suficiente para que dpy (i, ) = 0 es directo por lo que solo veremos la otra implicacion.
Sidpr(p,v) = Oentonces | [ fedp— [y fudv| = 0paracadak € N.Deesto [, frdu =

/ + Jxdv. Dada cualquier funcidn lipschitz no nula y acotada f, existe una sucesion { f,,, }ren

que converge a con la norma ||.|| . Luego / dv, entonces

/ :/ f
1fllL Hf||BL x Ifllse
[ fdu = [ fdv.Por el lema anterior, y = v. O
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1.3. La topologia w*

El espacio M (X) tiene asociado una topologia derivada del Analisis funcional gracias al

Teorema de representacion de Riesz (ver [3]). Esta es la llamada topologia w* (o débil *).

Definicion 1.15. La topologia w* de M (X) es aquella generada por los conjuntos

/gidﬂ—/gidV
X X

donde e >0, € M(X)yg € C(X).

‘/(67#791792:"'79k) = {V € M(X>/

<eg €C(X), Vi=12, - k}

Observemos que a partir de esta definicion la convergencia de una familia de medidas

{ftn }nen a una medida p € M (X) se da cuando
/ fdp, —>/ fdu, paratodo f € C(X).
X X

Denotaremos esta convergencia por fi, — .
Un hecho interesante es que la topologia w* es metrizable, y por la misma métrica dada

anteriormente.

Proposicion 1.16. La métrica dgy, induce una topologia equivalente a la topologia w*.

Demostracién. La aplicacion p — [ « fidp es continua para cada ¢ € N ya que

/X Fdp - /X v

Veamos que la aplicacién y +— [, fdu también es continua para cualquier f € C(X).

S ZidBL(,u, I/).

Dado ¢ > 0 existe algiin f;, tal que ||f — fillc< €/3. Como p — [ frdp es continua,
existe > 0 tal que si ||u — v||p< 6 entonces | [, frdu — [ frdv| < €/3. También

tenemos que para cualquier v se cumple que
| / fdp — / fedp| < €/3,
b's b's

| /X fv — /X fudv| < ¢/3
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Sumando las tres dltimas desigualdades conseguimos que

[ g [ vl <

Asi la aplicacion p — f « fdu es continua. Finalmente, el conjunto V(. .5 = {v €
M(X)/| [ fdu — [ fdv| < €} es un abierto con la métrica dp,. Acabamos de probar
que todo abierto de la topologia w* es también un abierto con la métrica dp .

Veamos ahora que Bpr, (1, €) contiene un abierto de la topologia w*. Sea N tal que

2l

k>N

Tomemos el conjunto

V= Viejopfrfu) = 1V E M(X)/|/ fidp—/ fidv] < €/2, paratodoi =1,2,--- /N—1}.
X X
Para v € V tenemos

N-1
dp — dv 2 0
dBL(,u,V)SZ’fok 'u2kfxfk ’+ZHJ;+H<€/2+E/2<6.

k=1 k>N

Asi V' C Bpgp(u,€). Con esto hemos probado que la topologia w* es mds fina que la
generada por la métrica dpy. Finalmente concluimos que ambas topologias son equiva-

lentes. [

Podemos identificar una medida de probabilidad con una funcional lineal sobre C'(X)

gracias al siguiente famoso teorema (también se puede ver en [1], pag. 212-215.)

Teorema 1.17. (Teorema de representacion de Riesz)
Sea (X, d) un espacio métrico compacto'y J : C(X) — R una funcional lineal tal que
J(1) = 1ypositiva (J(f) > 0 cuando f > 0). Luego existe una vinica medida ;1 € M (X)

tal que

T = [ fanis € cx)
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Por lo tanto la aplicacién p — J es una biyeccion entre M (X)) y el espacio de funcio-
nales normalizadas positivas sobre C'(X'). Denotaremos por .J,, a la imagen de ; via esta
aplicacion. Ahora es claro que la topologia w* definida anteriormente sobre M (X) es la
heredada por la topologia w* sobre C'(X)* mediante esta aplicacion biyectiva.

Para los fines del presente trabajo nos interesa conocer las propiedades del conjunto
M (X). Por lo pronto observemos que M (X) es convexo (si u,v € M(X) entonces
A+ (1 — Ny € M(X) para cualquier A € [0, 1]).

Teorema 1.18. Si (X, d) es compacto entonces el espacio M (X) es compacto en la to-

pologia w*.

Demostracion. Dada {ji,, } nen una sucesion en M (X ). Recordemos que la métrica dpy, se
defini6 a partir de la familia { f; };>; con || f;||< 1. Luego lasucesiénen R, { [ fidii, }nen,
estd contenida en el intervalo [—1, 1]. Luego existe una subsucesion { [ f1 dfin} Fren cON-
vergente.

La sucesion { [, fadpin1 }ren también estd contenida en [—1, 1] por lo que poseerd una
subsucesion { [ X fgd,uni }ren convergente. Podemos usar el mismo razonamiento para ob-
tener una subsucesion { [, fidpy fren convergente en [—1, 1] para todo [ € N. Luego la
sucesion { [ fldunz]z}keN es tal que converge para todo [ € N.

Definamos J(fi) = limy, [y fidp,-

Para cualquier f € C(X) la sucesion {J(f;,) }nen, donde {f;, }nen €8 una subsucesion
de { fi}1en que converge a f, es de Cauchy. Si { f, }nen es otra subsucesion que converge
a f entonces { f;, — fs, }nen converge a 0 por lo que dado ¢ > 0 existe algin n para el

cual | f;, — fs,| < € paratodo n > ng. Entonces

|/ frndu —/ fo,dif| < € paratodo n > ny.
X X

Haciendo & 1 oo tenemos que |J(fi,) — J(fs,)| < e. Como ¢ fue arbitrario obtenemos la

igualdad. Ahora podemos definir J(f) = lim J(f;, ). Veamos también que debido a que
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{f1, }nen converge a f, dado € > 0 existe ng para el cual

/mw%/ﬂw
X X

If) ~timsup [ fapf
k X

< € paratodo n > nyg.

Haciendo k£ 1 oo deducimos que < €, para todo n > ny.

Haciendo ¢ | 0 tenemos que J(f;,) = limsup [ fduf y observemos que lo mismo se
k X

puede realizar con el lim inf para concluir que li]{:n i fduf = h’rrln J(fi,) = J(f)-
Observemos que .J asi definida es una funcional lineal normalizada positiva sobre C'(X).
Por el Teorema 1.17 existe yn € M(X) tal que J(f) = [, fdu paratoda f € C(X). De
esto [, fduf converge a [, fdp paratoda f € C(X), esto es, < u

Por lo tanto M (X') es compacto en la topologia w*. O

1.4. Topologia dinamica

En esta seccion nos enfocamos en estudiar las propiedades dindmicas de nuestro sistema
(X,T).
Consideraremos en toda esta secciéon que 7' : X — X es un continua y X es un espacio

métrico compacto a menos que en algin momento se diga lo contrario.

Definicion 1.19. El conjunto O(x) = {T"(z) : n € Z} es llamado la érbita de x y los
conjuntos OF (z) = {T™(x) :n € ZT} y O (x) = {T"(z) : n € Z~ } son llamados la
orbita positiva y negativa de X respectivamente.

Ejemplo 1.20. Sea (X,d) = S* con la métrica usual, definimos la aplicacion T, (z) =

azx, a € C la cual es una rotacion en S*. Luego O(x) = {x.a™/n € Z} es la érbita de

un punto v € X.

Definicion 1.21. Sea p € X. Decimos que p es periddico de periodo N si N = min{n €
N : T"(x) = z}. Decimos que p es punto fijo si es periddico de periodo 1. Denotaremos

el conjunto de puntos periédicos del sistema por Per(T).
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Ejemplo 1.22. Sea la aplicacion T,, : S' — S como se definié en el ejemplo (1.20).
Si o = e*P/9 con (p,q) = 1 cualquier punto p € S' es periédico de periodo q. Si

— 627?.7“1

a conr ¢ Q luego ningiin punto es periddico. En efecto, pues si T} (p) = p para

algunosn € Nyp € X entonces o".p = py de esto 2m.rn = kr para algin k € 7 lo

cual implica que r € Q (contradiccion).

1.4.1. Propiedades de recurrencia

Ahora vamos a caracterizar los tipos de puntos que encontramos en el sistema segun la
naturaleza de su orbita. Veremos que la existencia de solo un punto con cierta natura-
leza puede tener repercusion en todo el sistema. Aquellos puntos que en cierto sentido
“siempre vuelven”’después de una cantidad finita de iteraciones seran de importancia para

estudiar los aspectos dindmicos. A partir de esta nocién daremos la siguiete definicion.

Definicion 1.23. Un punto p € X se dice no errante si para todo U C X vecindad abierta
de p existe algiin n > 0 tal que T~"(U) NU # (. El conjunto de puntos no errantes serd

denotado por Q(T).
Proposicion 1.24. Si T' es continua se cumple:
1. Q(T) es cerrado.
2. Todos los puntos periddicos pertenecen a Q(T).

3. T(UT)) C QUT), y si T es un homeomorfismo luego T'(X(T)) = Q(T).

Demostracion.

1. Veamos que X \(T') es abierto. Dado x € X\Q(T), existe U C X vecindad
abierta de x tal que T-"(U) N U = () para todo n € N. Luego todo y € U es tal
quey € X\Q(T). Deesto U C X\Q(T) como requeriamos. Por lo tanto Q(7") es

cerrado.
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2. SiT"z = x,n > 0,y U es una vecindad de x, luego 2 € U NT™(U) # 0.

3. Seax € Q(T) y V una vecindad de T'(z). Luego T~*(V) es una vecindad de =,
entonces existe alginn > 0 con T~ DV NT~1V =£ (). Por lo tanto T~ "V NV # 0,
entonces T'(x) € Q(T).

Si T' es homeomorfismo tenemos que 7-"U N U = T~ (U N T"(U)), entonces
T"UNU # Psiysolosi (UNT™(U) # 0. De esto Q(T) = Q(T1) y ya que
TI(T™) C QT se sigue que Q(T) C T(Q(T)). Asi Q(T) = T(Q(T))

]

Ejemplo 1.25. Consideremos la aplicacion rotacién sobre S*, T, como en el ejemplo
(1.20). Sabemos que si T, es una rotacion racional todos los puntos son periédicos, en-
tonces por la proposicion (1.24) se tiene que S* = Q(T,,) en este caso.

En el caso que T, sea la rotacion irracional resulta que la orbita de todo punto es densa
y por lo tanto nuevamente cada punto serd no errante.

Para ver esto tomamos x € S, sabemos que O(x) es infinita, entonces por la compa-
cidad de S' podemos encontrar una sucesion en O(x) convergente. Sea dicha sucesion
{Tri(x),i > 0}.

Sea U un arco abierto en S* de longitud € > 0, podemos encontrar algiin n; para el cual
d(T™ Y (z), T (z)) < €/2. Como T, es una isometria, entonces los arcos semiabiertos
[T+ (z), T (z)) conr € N cubren todo S* y d(T™ " (x), T " (x)) < €/2 para
todo v € N. Luego existe ry para el cual [TV (x), T o (x)) C U. Asi T (x) €
U y por lo tanto O(x) es denso en S*.

Luego dado V' conjunto abierto conteniendo a x,el conjunto V NO(x) serd infinito lo cual

implica que x es no errante. Finalmente, ya que x fue tomado arbitrariamente concluimos

que Q(T) = S™.

En lo que queda de esta subseccion asumiremos que 7' es un homeomorfismo a menos
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que se indique lo contrario. Si £ C X denotaremos por E a la clausura de £ en X. Luego

un punto x € X tiene Orbita densa si O(z) = X. Ahora estudiaremos aquellos sistemas

(X, T) que son indivisibles en cierto sentido. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.26. Decimos que el sistema (X, T) es minimal si para cada x € X se tiene

que O(z) = X.

Ejemplo 1.27. Como fue mostrado en el ejemplo (1.25), la rotacion irracional sobre S*

es un sistema minimal mientras la racional no.

Proposicion 1.28. Si (X, T) es minimal entonces cualquier f € C(X) que satisface

foT = f, es constante.

Demostracion. Dado x € X se tiene que f(T%(x)) = f(x) para todo k € Z. Luego f es

constante en O(z) y dado que O(x) = X, por la continuidad de f concluimos que f es

constante igual a f. O

Notemos que esta dltima afirmacién puede ser demostrada pidiendo que exista un punto
con Orbita densa. Notemos también que esta propiedad la poseen también los sistemas
ergddicos, salvo un conjunto de medida nula. En realidad los sistemas minimales, al igual
que sucedia en los sistemas ergddicos, poseen la cualidad de ser indivisibles como lo

indica la siguiente proposicion.
Proposicion 1.29. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) (X,T) es minimal.

(2) Los tinicos subconjuntos cerrados E C X conTE = E son ) y X.

(3) Para todo subconjunto abierto no vacio U C X tenemos U ™U) = X.

—00

Demostracion. (1) = (2). Supongamos que (X,7") es minimal y sea ' un subconjunto

cerrado, F # O ytalque TE = E.Siz € Eluego O(x) C Eyentonces X = O(x) C E.
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(2) = (3) Si U es un subconjunto abierto no vacio de X luego £ = X\ U™, T"U es
cerradoy TE = E. Yaque E # () tenemos que £ = X.
(3) = (1).Seaz € X y sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Por (iii) x € T™(U)

para algiin n € Z, entonces 7 "x € U y O(z) es denso en X. O

Definicion 1.30. Decimos que un punto x € X es un punto recurrente si existe una
sucesion creciente de niimeros naturales {n;}>1 tal que lim T"(z) = x. El conjunto de
- 1—00

puntos recurrentes de T serd denotado por R(T).

Es claro a partir de la definicién que Per(T") C R(T') C (7). Sin embargo las inclusio-

nes pueden ser estrictas como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.31. Sea T : [0,1) — [0, 1) definida por T'(z) = 2x mébd 1y el conjunto [0, 1)
con la métrica d(x,y) = min{|z — y|, 1 — |z — y|} (con esta métrica [0, 1) es compacto).

Dado x € [0, 1), six = 0,aiaza3 ... es su representacion en base binaria, entonces
T(x) =0,aa3a4. ..

Luego cada punto x € [0, 1] puede ser identificado con un punto de {0,1}" dado por
sus decimales donde el punto (1,1,1,1,...) € {0,1} estd identificado con el punto
(0,0,0,...) y T puede ser vista como una tranformacion shift a izquierda sobre este
conjunto.

Vamos a construir un punto x = (ToT1Tay, . . . ) recurrente no periédico.

En el primer paso ponemos xy = 1y hacemos x, = 0.

En el segundo paso duplicamos este par en las posiciones vecinas inmediatas. Asi ro = 1
y xg = 0. Luego hacemos x4, = 0y x5 = 0, esto con el fin de establecer la separacion
adecuada de los siguientes digitos para evitar que el punto que formemos sea periodico.

En el tercer paso volvemos a duplicar la upla ya formada,entonces ponemos

rg...T11 = xg...Ts.
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La separacion ahora debe tener longitud 22, es decir 115713714215 = 0000.
Inductivamente, sea xox1 ... x,, la cadena formada en el paso n, notemos que p,, crece

mds rdpido que al menos 2"~ . En el paso n + 1 duplicamos esta cadena, entonces

Lpp4+1---T2p,+1 = Lo - - - Tp,

y asignamos la separacion de longitud 2"

Topp+2ppni1 — L0 -+ - L2p,+1-

Ast construimos el punto .

Por reduccion al absurdo, supongamos que x es periodico de periodo M. En el paso M
de la construccion del punto x se forman 2™ ceros al final de la cadena. Como 2M > 2M
deducimos que para algiin v > 0 se tiene que T™™ (x) = 0 por lo que T () # x. Asi x
no es periodico.

Ademds x es recurrente puesto que dado 6 > 0 (sin pérdida de generalidad podemos
escoger § < min{z,1—x}) existe algiin N para el cual 1/2°N < 6, luego d(TP 'z, z) <
0. Asi x es un punto recurrente mas no periodico.

Por otro lado el punto 1/2 := (1,0,0,0, . ..) es no errante mas no recurrente. Por lo tanto
en este caso se tiene que

Per(T) & R(T) & UT).

Un punto recurrente es aquel que dado un abierto que lo contenga siempre se tendrd la
certeza de que alguna de sus iteraciones volvera a dicho abierto. A continuacién introdu-
cimos el concepto de puntos recurrentes que son regulares en cierto sentido. Antes de ello

debemos dar la siguiente definicion.

Definicion 1.32. Un conjunto J C N no vacio es relativamente denso si existe m € N tal

que JN[n,n+m]#0, VYneZ

25



Ejemplo 1.33. Para un entero M fijo el conjunto J = {M.n,n € Z} es relativamente

denso ya que cada intervalo en 7 de longitud M posee un elemento de J.

Definicion 1.34. Decimos que p € X es uniformemente recurrente si para todo abierto

que lo contiene U el conjunto J = {n € Z : T"(p) € U} es relativamete denso

Ejemplo 1.35. Para el caso de la rotacion racional sobre el circulo S' sabemos que
existe M € N tal que todos sus puntos son periodicos con periodo M. Por lo tanto todos
los elementos de S* serdn regularmente recurrentes ya que dado p € S*y U C S un
conjunto abierto que contiene p, el conjunto {n.M, n € Z} C {n € Z : T"(p) € U}.
Para el caso de la rotacion irracional también es cierto que todo punto es uniformemente

recurrente. Para mostrar esta ultima afirmacion nos serd de ayuda el siguiente resultado.

Proposicion 1.36. Un punto p € X es uniformemente recurrente siy solo si (O(p), T'|55y)

es un sistema minimal.

Demostracion. Supongamos que (O(p), T'|57;;) es minimal. Dado U un conjunto abierto
conteniendo p y = € O(p). Como T5 es minimal existe n(x) € N tal que 7" (z) €

U N O(p). Por la continuidad de T, existe V(x) C X abierto que contiene x tal que
T(V) C U. Luego tenemos

La compacidad de X nos asegura que existen x1, xs, . . ., 2 € O(p) tal que
o) = U Vnow) c |J Vi),
1<r<k 1<r<k
Tomamos m = méax{n(z;),1 <i < k}. Dado k € N, existe algin ry € {1,2,...,k} tal
que T*(p) € V(z,,), entonces T**"(0)(p) € U. Dado que k + n(ry) € [k, k+m]NZy

k fue tomado arbitrariamente, conluimos que p es uniformemente regular.
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Supongamos que p es uniformemente recurrente.

Seal) # A C W cerrado y 7'—invariante. Supongamos que W\A # 0.

Es claro que p tiene que estar en W\A ya que en caso contrario W C A (por la
invarianza de A).

Tomamos V' C X un conjunto abierto que contiene A y U un abierto que contiene p tal
que V NU = (). Como p es uniformemente regular, existe m € N tal que para todo k € Z
existe s € [k, k+m|NZconT*(p) € U.

SeaV, =V NTHV)NT2V)n---NnT~™(V) entonces todo punto z € V; cumple
que T'(x) € V, paratodo ! € {1,2,...,m}.

Se tiene ademds que para algin k € Z, T*(p) € V, y entonces T**!(p) € V. Se sigue que

T*(p) ¢ U paratodo 1 < [ < m lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A = O(p).

Luego por la proposicién (1.29) se sigue que T@ es minimal. [
Ahora debilitaremos la condicion de minimalidad solo al caso en que podamos encontrar
algtn punto en el espacio cuya 6rbita sea densa. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.37. Decimos que (X, T) es un sistema transitivo si existe algin p € X tal

que O(p) = X.

Ejemplo 1.38. El sistema T'(x) = 2x méd 1 sobre [0, 1) que ya se introdujo en el ejem-

plo (1.31) es transitivo. En efecto, el punto identificado con
(1,0,1,1,0,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,...),

que estd formado por todas las posibles combinaciones de todas las longitudes (iniciando
con longitud 1), es un punto con drbita densa en [0, 1). Por otro lado las drbitas de los

puntos periodicos no son densas en el espacio y por lo tanto el sistema no es minimal.
Proposicion 1.39. Si X no tiene puntos aislados entonces son equivalentes:

1. (X, T) es transitivo.
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2. {p € X/O(p) = X} es un G5 denso en X.
3. Para todo U,V C X abiertos no vacios, existe n € N tal que T"(U) NV # (.

4. Paratodo U,V C X abiertos no vacios, existe n € N tal que T~"(U) NV # ().

Demostracion.

(1) = (4). Sea p € X un punto tal que O(p) = X y U C un subconjunto abierto no
vacio, entonces existe u = T%(p) € U. Dado V C X subconjunto abierto no vacio. Ya
que X no posee puntos aislados van a existir infinitos puntos de O(p) en V' y por ende V'

contiene algtin punto de O(u). Sea dicho punto 7%(u), luego T%(u) € T*(U) NV # (.

(4) = (3). Si paratodo U,V C X abiertos no vacios existe u € V 0T ~"(U) entonces
T (u) e UNT™(V).

(3) = (2). Ya que X es compacto entonces es separable, i.e., existe un subconjunto nu-
merable {z,,n € N} tal que {z,,},., = X.

Veamos que el conjunto ﬂ U T "(B(xm, 1/k)) coincide con el conjunto de puntos
m,k>1n>1
con Orbita densa.

En efecto, si z € ﬂ U T7"(B(xm, 1/k)) entonces para todo m, k > 1, existe n > 1
m,k>1n>1

tal que 7"(x) € B(x,, 1/k) lo cual implica que O(x) = X.

Por otro lado los conjuntos U T7"(B(xm,1/k)) son abiertos (por la continuidad de
n>1
T'). Basta probar que cada uno de estos conjuntos es denso en X para concluir que

ﬂ U T7"(B(xm, 1/k)) es denso (por el teorema de categoria de Baire).
m,k>1n>1

Dado V' C X abierto, por (3),existe n € N tal que 7"(V) N B(xp, 1/k) # 0. Luego
VT ™ B(xm,1/k)) # 0y por ende U T7"(B(xm,1/k)) es denso en X como re-

n>1
queriamos.

(2) = (1). Es trivial. O
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Ejemplo 1.40. Consideremos el sistema T : {1/n,n € N}U{0} — {1/n,n € N} U{0}
definida como T (%) = %—Fl y T(0) = 0. Vemos que O(1) = {1/n,n € N} U{0} y
por ende el sistema es transitivo, sin embargo ninguna de las otras tres equivalencias de
la proposicion anterior son satisfechas en este ejemplo y esto debido a que el punto 1 es

aislado.

Segin nuestra definicion , el sistema (O(x), T'|5,y) siempre es transitivo ; sin embargo
cuando se impone la condicién 3 de la Proposicion 1.39 al sistema se puede decir algo

interesante respecto al punto.

Proposicién 1.41. Un punto x € X es recurrente si y solo si (O(x), T |55y) cumple la

condicion 3 de la Proposicion 1.39.

Demostracion.

Supongamos que = € X es recurrente. Dados A, B C O(x) abiertos no vacios. Existen
k,s > 0, podemos asumir que k < s, tal que T%(x) € Ay T%(x) € B.SeaW =T Ael
cual es abierto. Ya que T es recurrente existe N > 0 tal que 7"z € Wy N > s. Luego
TN*kg € Ay porlo tanto TV *B N A # (). Ademés es claro que T5"*A N B # () ya que

T*"(T*z) = T°x € B. As concluimos que (O(z), T'|5¢;) es transitivo.
Supongamos que (O(z), T'|57y) es transitivo y UNO(z) un entorno abierto de z en O(z).

Dado V' N O(z) un abierto de O(z) existe algiin N para el cual

TNV NO(x)N(UNO(z)) # 0.

Se sigue que existe y = lim T™(z) € V N O(x) tal que TV (y) = Jim TN (2) €
— 00 — 00

U N O(x) donde {ny}r>o es una sucesion creciente en N. Luego existe w = T (z) € U

con m # 0 de la forma m = ny, + N. Asi hemos probado que z es recurrente. [
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1.4.2. Propiedad de sombreamiento

Seguiremos considerando el sistema dindmico (X,7) donde X es un espacio métrico
compacto con la métrica d y T" es una aplicacion continua. La propiedad de sombreamien-
to de un sistema se entiende como la propiedad de que dado un margen de error se puede
encontrar un margen de desfase con el cual dada cualquier pseudo 6rbita en el sistema

existe una orbita muy préxima. Las definiciones y resultados se detallan a continuacion.

Definicion 1.42. Si T es continua (homeomorfismo) un conjunto {x;};>o(i € Z) en X es

una d—pseudo orbita de T si se cumple:

d(z;, T(xi1)) <0 ¥ i>0(i € Z).

Definicion 1.43. Si T es continua (homeomorfismo) decimos que (X, T') tiene la propie-
dad de sombreamiento si dado € > 0 existe algiin O > 0 de manera que para cualquier

d—pseudo orbitade T {x;}i>o(i € Z) existe algiin punto z € X tal que:
d(x;, T'(2)) <€, Vi>0(€Z).

En este caso diremos también que z e—sombrea la 6 —pseudo orbita {x;};>o.

Si T es un homeomorfismo la definicién de propiedad de sombreamiento es equivalente a
cuando se usan pseudo 6rbitas indexadas por todo N U {0} debido a lo siguiente:
Probaremos primero que la definicion usando pseudo 6rbitas indexadas por N implican la
definicién cuando estas estdn indexadas por Z.

Supongamos que para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que toda 6— pseudo 6rbita {z; }i>o
puede ser €/2-sombreada por algtin punto z € X.

Sea {x; };ez una —pseudo 6Orbita, veremos que esta puede ser sombreada por algin punto
r e X.

Escribimos



Los conjuntos {z]'} son J—pseudo Orbitas para todo n > 0. Luego para cada n existe
2" € X que ¢/2—sombrea {z!'}. Afirmamos que un punto de acumulacién de {77 (z")}
sombrea {x;}¢z.

Sea x un punto de acumulacion de {7 (z")}, entonces © = lim 7"*(z"*) para alguna

k—o0

sucesion {n;} en N. Se sigue que
d(TH2"), 2y, ) = d(T'(2"), 2") < €/2 VI > 0.
Para » > 0 fijo tenemos que para cada [ = ny + r:
d(T"(T™ (2™, 2,)) = d(T"(2™), z,) < €/2.
Haciendo % 1 oo y debido a que r es arbitrario, concluimos que
d(T"(z),z,) <e/2<e r>0.

Asi x e—sombrea {; }icz.

Para probar la reciproca basta completar las pseudo 6rbitas {z;};>o por las iteraciones
“hacia atrds”de x, es decir, debemos considerar el conjunto {z;};cz con z; = T'(zg) si
1 <0y 2z =x;sit > 0. Luego usando la hipdtesis obtendremos lo requerido.

Asi hemos probado que cuando 7'es un homeomorfismo es indistinto utilizar pseudo 6rbi-
tas laterales (indexadas por N) o bilaterales (indexadas por Z) para definir la propiedad de

sombreamiento.

Ahora probaremos algunos resultados sobre la propiedad de sombreamiento que nos seran

utiles en lo sucesivo y nos ayudardn a entender mejor este concepto.

Proposicion 1.44. Si T es un homeomorfismo y tiene la propiedad de sombreamiento

entonces T~ también la posee.

Demostracion. Basta probar que si T posee la propiedad de sombreamiento entonces 7'~

también la posee, ya que la prueba es andloga. Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que cualquier
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d > 0—pseudo 6rbita {x; };cz puede ser e—sombreada por algin punto € X para 7.
Por la continuidad de 7! existe §; > 0 tal que si d(z,y) < §; entonces d(T 'z, T 1y) <
0.

Sea {y; }icz una §; —pseudo 6rbita. Ya que d(7T'(y;—1),y:)) < d1 se sigue que
d(yi_1, T (y;)) <0 Vi€ Z.

Si escribimos x; = y_; podemos reescribir la dltima desigualdad como d(x;, T'(z;-1)) < 0
para todo i € Z. Por hipétesis tenemos que existe algtin z € X tal que d(T%(2), 1;) < €

para todo ¢ € Z. Luego
d(T Yz, z_) =d(T"Y2,y:) <e Vi€Z

Asi 2z e—sombrea la pseudo 6rbita {y; }icz para T~ 'que fue tomada arbitrariamente. Final-

mente (X, T~!) posee la propiedad de sombreamiento con lo que concluye la prueba. [

Antes de enunciar la siguiente proposicion vamos a presentar el concepto de Conjugacion
Topologica. La equivalencia del comportamiento dindmico de dos sistemas es traducido

en dicho concepto.

Definicion 1.45. Dos sistemas (X, T) y (Y, S) se dicen topolégicamente conjugados si
existe un homeomorfismo h : X — Y tal que ho'l' = Soh. La transformacion h se llama

conjugacion.

Notese que h~! resulta ser otra conjugacién entre (X, 7)) y (Y,.5). En ese caso se tiene
que h"'oS =T oh™'. Deesto, si Ty S son homeomorfismos entonces (X,7 ')y
(Y, S~1) son conjugados.

A continuacién demostraremos que bajo iteraciones la propiedad de conjugacién se man-

tiene.

Proposicion 1.46. Si (X, T) y (Y, S) son conjugados entonces (X, T%) y (Y, S*) también

lo son bajo la misma conjugacion para todo k € N.
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Demostracion. La prueba se hard por induccion.

El caso k£ = 1 es precisamente la hipétesis de la proposicion.

Supongamos que esto es cierto para algin n € N. Probaremos que la conclusion es valida
paran + 1.

Tenemos que S™ o h = h o T™ entonces
S oh=SohoT"=hoToT"=hoT""

]

Aunque todas las propiedades dindmicas que hemos presentado se conservan bajo conju-
gacion, para nuestros fines solo necesitaremos demostrar la conservacion de la propiedad

de sombreamiento y de la transitividad de un sistema.

Proposicion 1.47. Si (X, T) y (Y, .S) son topologicamente conjugados 'y (X,T) es tran-

sitivo entonces también lo es (Y, 5).

Demostracion. Sea h una conjugacion entre los dos sistemas 'y z € X tal que W = X.
Tomemos y = h(z) € Y y probemos que @ =Y.

Dado V' C Y abierto, se tiene que (V) es un abierto en X y por ende existe n € N
tal que T"(x) € h=' (V). Luego h(T"x) € V y por lo tanto S™(hz) = S"(y) € V. Asi

hemos probado que O(y) = Y como requeriamos. 0

Proposicion 1.48. Sean (X, T), (Y, G) sistemas dindmicos d'y d' sus respectivas métricas
tal que existe una conjugacion h : (X,d) — (Y,d') entre ellos. Luego (X, T) posee la

propiedad de sombreamiento si'y solo si G la posee.

Demostracion. Probaremos que si ' posee la propiedad de sombreamiento entonces tam-
bién la posee GG. Dado € > 0, por la continuidad de h existe €; > 0 tal que si d(z,y) < €

entonces d(h(z), h(y)) < e.
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Por hipétesis existe 9; > 0 tal que cualquier 6; —pseudo 6rbita {x; };c7 puede ser €; —sombreada
por algun x € X paraT'.
También existe § > 0 tal que si d(x,y) < ¢ entonces d(h~ 'z, h™ly) < §;.

Dada una j—pseudo 6rbita {y; },cz para G, tenemos por lo anterior que
d(T(h™ yia), P (i) = d(h ™ (Gyia), B Hwi)) < & Vi€ Z,
es decir, {h~1(y;) }scz es una d; —pseudo 6rbita para T'. Luego existe algin z € X tal que
d(T"(z),h 'y;) < &1, Vi€ Z.
Se sigue que d(h(T'x),y;) < € paratodo i € Z. Ya que hT* = G'h se tiene que
d(GH(h(z)),y;) <€ Viel.

Concluimos asi que h(x) e—sombrea la pseudo orbita {y; },cz para G. De esto G posee la
propiedad de sombreamiento.

La prueba de la afirmacion reciproca es analoga. U

Proposicion 1.49. Sea T continua y k € N. Entonces T posee la propiedad de sombrea-

miento si y solo si T* también la posee.

Demostracion. Supongamos que 7' posee la propiedad de sombreamiento.

Dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que cualquier 0 —pseudo 6rbita {x; };>o de 7" es e—sombreada
por algtn punto z € X.

Dada una é—pseudo 6rbita {yz‘}z‘zo de T*. Para cualquier v > Oexiste m; e Ny < s; <

k, luego definimos el conjunto {z; };>¢ como

Vemos que {z;};>0 s una d—pseudo 6rbita de 7'.

Luego existe z € X tal que d(1%, z) < e paratodo i > 0. De esto d(T ™5z, xpm. 1s.) <
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¢ para todo ¢ > 0y por ende
A(T"" 52, Tpmys) <€ ¥ m>0, 0<s<k.

Para s = 0 se tiene

d(T"" 2, 2m) <€, ¥m >0,

luego

d(THY™2,y,,) <€, ¥Ym >0.

Asf z e—sombrea la pseudo 6rbita {y;}i>o para T*. De esto T* posee la propiedad de
sombreamiento.

Supongamos ahora que T posee la propiedad de sombreamiento.

Dado € > 0 existe 0 < ¢; < €/2 dado por la propiedad de sombramiento de T* para /2.

Por la continuidad de T', 72, ..., T*, existe 0 < § < ¢; tal que
Si d(x,y) <d entonces d(T'z,T'y)<e, 0<i<k.

Tomamos 0 < &; < & dado por la propiedad de sombreamiento de T* para . De la misma

manera existe 0 < ¢} < d; tal que si d(z,y) < 0] entonces
d(T'x, T'y) < 6, /k, 0<i<k.

Dada una 6}- pseudo 6rbita finita {z;}* , y 0 < j < k, tomamos 1 < i < j y ya que

d(T(x;i—1), ;) < d) se sigue que
d(Tj7i+1Ii,1, Tjiiﬂfi) = d(Tjii (T(Ii,1>>, Tjiiﬂli) < 51/k
Z d(Tj7i+1Ii_1, Tjiil’i) < ]51/k < (51.
1<i<j
Usando desigualdad triangular se sigue que

d(Tj[L‘(), fL‘j) < 01.
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Ahora, sea {y;};>0 una 0] —pseudo 6rbita de 7', por lo anterior se sigue que {y; };>0 €s
una §;-pseudo 6rbita de T* y por lo tanto existe 2 € X que la §—sombrea para T*.

Dado i > 0 el conjunto {yi+; }_, es una d —pseudo Grbita finita para T" entonces
AT ki, yrivj) <61 < e 0<j <k,
Como d(T*(z), yr;) < 9 se sigue que
A(T" 2, Thy) < e, 0<j<k.
Por desigualdad triangular conlcuimos que
(T 2 ypins) < 261 < e, 0<4,0<j<k.

Por lo tanto z e-sombrea la pseudo 6rbita {y;},>0 que fue tomada arbitrariamente y de

esto T* posee la propiedad de sombreamiento.

]

Ejemplo 1.50. Sea T : S* — S, Thz = Az con X\ € S una rotacién sobre el circulo
S como en el Ejemplo (1.20). Como es usual, esta funcién se presenta en dos formas

distintas, por lo que haremos el tratamiento por separado.

1. Si T)\ es una rotacion racional, entonces existe N > 0 tal que AV =1 (todas
sus orbitas son periddicas). Luego T = id. La funcién id solo puede poseer la
propiedad de sombramiento cuando el espacio sobre el cual estd definida solo posee
puntos aislados ya que todo punto en S* es fijo. Asi la rotacional racional no posee

la propiedad de sombreamiento.

2. SiT)\ es una rotacion irracional entonces todo punto posee orbita densa.
Para todo § > 0y x € S! siempre es posible tomar una 6—pseudo 6rbita periddica
x, Tha, Tf, - ,Tf‘lx, x. Luego si € es suficientemente pequerio (¢ < arg(\)/4m)

para todo punto z con d(z,x) < § existird algiin k para el cual T™(z) estd alejada
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de x por una distancia mayor a ¢ debido a que la familia {T{'},> es densa. Lue-
go ningtin punto puede sombrear esta pseudo orbita. Asi la rotacional irracional

tampoco posee la propiedad de sombreamiento

A continuacion presentamos una inversa por derecha de la aplicacion shift lateral pero en

su forma algebrdica.

Ejemplo 1.51. Sea T : [0,1] — [0, 1] la aplicacion definida por T'(x) = z/2 y [0,1]
dotada de la métrica usual.

Veamos que esta aplicacion posee la propiedad de sombreamiento.

Dado € > 0, escojamos § = €/2. Sea {z;};>0 una —pseudo drbita. Notemos que para

cualquier x,y € [0, 1] se cumple que

AT (@), T(y) = 5, y).

Tomemos cualquier z € [0, 1] tal que d(zy, z) < € (por ejemplo el mismo z).

Asi
d(T(z),z1) < d(T(2),T(z0))+d(T(z0),21) < %d(z,zo)+d(T(zo),zl) < €/24€/2 < e,

1
d(T?(2), 20) < d(T?2,T2) + d(Tz, 2) < §d<TZ’ z21) +d(Tz,22) < €/2+€/2 <e.
Inductivamente tenemos para cualquier n
1
d(T™(2),2,) < d(T"2, Tz 1) + d(Tzn_1,2,) < §d(T"_1z, Zno1) +d(Tzn_1, 2n)
<€/2+¢€/2 <€

Asi z e—sombrea la 6rbita {z; }>o.

Finalmente concluimos que T posee la propiedad de sombreamiento.

Ejemplo 1.52. Sea ¥y = {0,1}% el espacio métrico compacto de dos simbolos con la

métrica

- ’l’z - yi|

1EL
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donder = (...0_p... 012021 ... Tk...) V G=(  Yko--Y1YoY1---Yg---)-
Definimos o : Y9 — Y5 la aplicacion shift a izquierda como o(T) = y con y; = x;11.
Con esta métrica o es un homeomorfismo.

Probaremos que esta aplicacion posee la propiedad de sombreamiento.

1 )
< € Sea {Z;}icy una ——pseudo orbita.

Dado € > (0 existe N € N tal que N

oN—1
Escribamos
Ti= (..o ... 2 Tqx] . T ).

Ya que d(o(7;), Ti1) < N para todo i > 0 se tiene que

et =l Vi>0, —N<j<N.

Fijemos v > 0,j,r € Z tal que —N < j —r < N yr+1 > 0, entonces se tiene que

i+r+1 _ i+r

z; T

Sij—r—+12>0, usamos la iltima igualdad j — r + 1—veces para obtener que

i+l it
Lo =Tj_pt1-

De forma andloga, si j —r+1 < 0 usamos la igualdad (ahora en sentido contrario) para

il it
obtener que x;"."" = 1y .
i+l il i)+l . i
Luego tenemos que x,, =z, = x5 siempre que —N < j —r < N. Ya

que r +1 > 0 se tiene que 1 + j > —N. Haciendo j —r = sy j + i = | tenemos que

xlgzxk” paratodo — N <s<N, k>-N+1. (1.1)

S )

Sea z € {0,1}” definido como

zj=xj, J <N, znyi=Ty, Vi >0.

Ast fijando 1 > 1 se sigue



Luego de (1.1) se sigue o'(2)g = x, para todo i > 1. También

fri = 0'(2), = 0 (2)o = 2l = af

para todo —N < r < N.

Finalmente veamos que z e—sombrea la pseudo orbita {T; };>o.

Para i € 7 se tiene que

i — |ZTz |Zrz r
R S e =

—N<r<N |r|>N
De esto
|29, . — 1
r—+1 7"
d(o" (z Z ol < gng <€
[r|>N

Como requeriamos.

Concluimos que o posee la propiedad de sombreamiento.

1.4.3. Recurrencia por cadenas

Ahora presentamos el concepto de recurrencia por cadenas que generaliza todas las no-

ciones de recurrencia vistas hasta ahora.

Definicion 1.53. Decimos que dos puntos x,y € X estdn a—relacionados si existen dos

a-pseudo orbitas finitas {u; }_, vy {v;}._, tales que
T =20, 1, Tk =Y Y Y= 20,21,--.,2 =1

conk,l > 1,y se denota x ~ y,.
Escribimos © ~ y si © ~ y para todo o > 0.

Definimos CR(T) = {x € X/x ~ z}.

Notemos que la relacion ~ es de equivalencia en C'R(T"). Notemos también que si tene-

mos algin z € X el cual estd relacionado a algin y € X mediante las pseudo Orbitas
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finitas {u;}¥_ y {v;}\_, entonces automaticamente se tendrd que =,y € CR(T) (las
pseudo orbitas periddicas se obtienen de acoplar {u;}¥_ y {v;}\_,). Denotando por 7 el

conjunto de puntos relacionados con x, de lo anterior podemos decir que Z = () si y solo

siz ¢ CR(T).

Ejemplo 1.54. Sea (X,d) y T como en el ejemplo 1.51. Dados cualquier par de pun-
tos x,y € X con x < y, para « suficientemente pequerio es imposible encontrar una

a—pseudo orbita de x a y ya que el punto 0 es atractor. Luego CR(T') = ().

Ejemplo 1.55. Sea T la aplicacion identidad sobre el conjunto X = [0, 1] dotado con la
métrica usual. Dados cualquier par de puntos x,y € [0,1] cony >y a > 0 escogemos
el minimo valor enterode y — x, N = [y —z/a|, yl = x —y/N < «. Luego podemos
dividir el segmento [x,y| en N subintervalos de longitud . Si obtenemos un punto en
cada subintervalo obtendremos una a—pseudo orbita tanto de xr a y como de y a x (ya
que | < «). Asi concluimos que x ~ y para todo z,y € X y por lo tanto CR(T) = X.

Adicionalmente tenemos que CR(T')/ ~ es un conjunto unitario.

Proposicion 1.56. CR(T') C X es cerrado.

Demostracion. Sea {xj}r>o una sucesion en C'R(T") que converge a z. Veamos que = €
CR(T).

Dado o > O existe 0 < § < % tal que si d(z,y) < 0 entonces d(T'z, Ty) < a/2.
También existe kg tal que d(x, zy,) < 0. Sea {z;}i>o una %—pseudo orbita de 7' tal que
T, = 20,%1,...,2 = Tk,. Bastaria probar que z, z1, 22, . .., 211, 2 €s una aw—pseudo
orbita finita.

Como d(x,xy,) < d entonces d(Tx, T(z,) < /2. Yaque d(z1, T (xx,)) < /2 se sigue
que

d(Tx,z) < a.
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Por otro lado, ya que d(7'(z—-1), zk,)) < /2y d(z,z,) < 6 < /2 tenemos que
d(x,T(zl,l)) < Q.
Asiz € CR(T) y por lo tanto CR(T') es cerrado. O

Proposicion 1.57. Siempre se cumple que Q(T') C CR(T).

Mas aiin, si T posee la propiedad de sombreamiento entonces Q(T) = CR(T).

Demostracion. Veamos que siempre es verdad que Q2(7) C CR(T).

Dado z € Q(T) y a > 0 por la continuidad uniforme de 7 existe o > 0 tal que
d(u,w) < o = d(T'(u), T(w)) < a.

También existe N > 0 tal que TV B/ ()N By (x) # (0. Tomemos 2z € TV B,/ ()N By (z)
yy € T(By(x)) tal que TV~1(y) = 2. Por continuidad se tiene que d(Tx,y) < «, en-
tonces la coleccién x,y, Ty, Ty, ..., TN 2y, x es una a—pseudo 6rbita. De esto, como
« fue tomada arbitrariamente concluimos que © € CR(T'). Asi Q(T') € CR(T).
Asumiendo ahora que T posee la propiedad de sombreamiento vamos a probar que 2(7") C
CR(T).

Dado z € CR(T) y a > 0, existe 6 > 0 dado por la propiedad de sombreamiento para
T.Como x € CR(T) existe una ¢ pseudo 6rbita finita {z;}%_, con 2y = 2, = x. Luego

existe z € X que a—sombrea la drbita finita y por ende
dz,r) <a y d(T*2),r)<a.

De esto tenemos que 7% (B, (z)) N By (x) # 0. Asi x € Q(T).
Por lo tanto CR(T") C Q(T). O

Ejemplo 1.58. Hagamos una modificacion a nuestro ejemplo 2.17 del Polo Norte-Sur.

La dindmica para los puntos que se encuentran en el hemisferio derecho [S, N| serd la
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siguiente: Dado x € [S, N| ubicamos la proyeccion estereogrdfica de este punto sobre
la recta tangente en S a S' tomando como base el punto N. Sea dicho punto u, luego
tomamos el punto & como el que se encuentra a la mitad del segmento [S,u]. Definimos
T'(z) la proyeccion de < sobre S Y usando la inversa de la proyeccion estereogrdfica . La
dindmica en el hemisferio izquierdo se da de forma parecida cambiando los papeles de
los puntos S'y N como se muestra en la Figura 1.1. Asi queda definida la aplicacion

T : St — S la cual es continua.

Figura 1.1: La aplicaciéon T’

Los tinicos puntos no errantes son N y S, que ademds son puntos fijos. Ademds todos sus
puntos son recurrentes por cadenas. Veamos esto ultimo.

Dado x € S, sin pérdida de generalidad supongamos que x se encuentra en el hemisferio
derecho S, N|. Dado § > 0 existe ny € N para el cual d(T™x,S) < 0/2. Escogemos
ahora un punto z € [N, S| tal que d(z,S) < ¢/2. También existe ny, € N para el cual
d(T™z,N) < 6/2yns € Npara el cual d(T "z, N) < §/2.

Asi obtenemos la §—pseudo orbita {x,Tx,..., T 1, 2, Tz, T 12 T ™z, ... .z} y

como 0 fue tomado arbitrariamente concluimos que x es recurrente por cadenas.
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Capitulo 2

Espacio de Medidas invariantes y

ergodicas

En este capitulo abordamos todo lo que concierne respecto a las medidas invariantes y
ergddicas. Este tipo de medidas serdn nuestro objeto de estudio a lo largo del trabajo.
Se considerard en todo momento que (X, d) es un espacio métrico compacto y que la

aplicacion 7" : X — X es continua.

2.1. Propiedades de la medida inducida

A partir de una funcién medible siempre es posible inducir una medida en el espacio de
llegada a partir de una definida en el espacio de partida (proceso conocido como pushfor-

ward). A continuacion detallamos dicha forma de induccién.

Definicion 2.1. Sea pn € M(X). Podemos inducir otra medida sobre X a partir de la

transformacion T denotada por T*(u) y dada de la siguiente manera:

T*(1)(A) = w(T~(A)) VA € B
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A la medida T* (1) se le denomina medida inducida por T.

Ejemplo 2.2. Sea T : (0,1) — (0,1) definida por T(x) = z*. Sea \ la medida de
Lebesgue sobre (0, 1). La medida T*(\) le asigna a un intervalo (a,b) C (0,1) el valor
de

T*(A\) = MT!(a,0)) = A(Va, Vb)) = (Vb — Va).

Ejemplo 2.3. Sea T : [0,1) — [0, 1) definida por T'(x) = 2z mdd 1 como en el Ejemplo
(1.31). Como se vio en dicho ejemplo, 'T' puede ser vista como una tranformacion shift a
izquierda sobre el conjunto {0,1}".

Sea (a,b) C [0, 1) cuyas representacionaciones binarias son

a=0,a1a0a3 ...

b:O,blebg....
Luego T7*(a,b) = (0,0aiasas...;0,001b3bs...) U (0,1ajazas...;0,1bibobs...). De

esto

AT Ma, b)) = (b —a;) /2 + ) (b — a;) /27 =D (b —a;)/2 =b—a.

i>1 i>1 i>1

Luego A\ = T*(\) (Por el Teorema de extension de Caratheodory ([3])).

Esta forma de inducir medidas a partir de otras involucra propiedades topoldgicas como
la que mostramos en una posterior proposiciéon. Con el fin de probar dicha proposicion

demostraremos un lema que también sera de utilidad en cuestiones futuras.

Lema 2.4. Dado 1. € M(X) tenemos que

/fonu:/de*(,u) para toda f € C(X)
X
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Demostracion. Dado A € B se tiene que [, X4 o Tdp = p(T1(A)) = T*(u)(4) =
| « XadT™*(p1). De esto se sigue la igualdad de integrales para todas las funciones ca-
racteristicas. Si ¢ es simple, es decir, combinacion lineal de funciones caracteristicas, la
igualdad se mantiene.

Si f € C(X), entonces f es acotada por la compacidad de X. Luego existe un C' > 0 tal
que f + C es no negativa. Tenemos entonces que f + C' puede ser aproximada puntual-
mente por una sucesién no decreciente de funciones simples {5, }. Luego por el teorema

de convergencia mondtona(Teorema 1.6) se tiene que

/(f+C’)onp,: lim [ S,oTdu= lim [ S,dT*(u) Z/(f+C)dT*(,u).
X X X X

n—o0 n—o0

Por lo tanto

/XfonM:/deT*(u).

Proposicion 2.5. La aplicacion
T M(X) —  M(X)
po— T (p)

con M (X) dotada de la topologia w*, es continua.

Demostracion. Sea {y,} una sucesién de medidas que converge a u. Luego para toda
f € C(X) se tiene que [ fdu, — [, fu. Debemos ver que T*(f1,,) “3 T (p).
Dado f € C(X), como T es continua tenemos que [, f o T'du, — [y f o Tdp.
Por el lema anterior se sigue que fX fdu, — fX fduy porlo tanto T* (14,,) < T (). O

2.2. El espacio de medidas invariantes

En seguida daremos la definicion de aquellas medidas en las cuales nos enfocaremos en

el resto del trabajo.
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Definicion 2.6. Decimos que una medida jn € M (X) es T—invariante si p = T*(p). El

conjunto de medidas T —invariantes serd dentado por My (X).
Notemos que la medida de Lebesgue A en nuestro Ejemplo 2.3 es una medida invariante.

En el siguiente ejemplo presentamos la medida m4s natural que se puede definir sobre S*

y comprobamos que para el caso de una rotacion, esta es invariante.

2.2.1. Lamedida de Haar en S!

Sea S el circulo unitario en R? centrado el punto (0, 0). Denotamos por [z, w] al arco
de S! tomado en sentido antihorario y lo llamaremos intervalo. Asi dados dos puntos
z,w € S' definimos la distancia entre estos como d(z,w) = min{l([z,w]),([w, 2])}
donde [([z,w]) denota la longitud del intervalo [z, w]. Se puede comprobar que d efecti-

vamente es una métrica y mas adn, S* es compacto con dicha métrica.

Ejemplo 2.7. Sea T : S' — S una rotacién sobre el circulo S*, como en el Ejem-
plo (1.20). Dado [z, w] un intervalo cerrado tomado, le asignamos el valor \([u,w]) =
I([u, w])/2m, esto es, la longitud de dicho intervalo dividido por 2. Notar que la familia
formada por uniones disjuntas finitas de estos intervalos forman un dlgebra. A la union
infinita disjunta de intervalos Uy, 1y le asignamos el valor de Zkzl A(Iy), de esto \ es
una premedida y el Teorema de extension Caratheodory([2]) nos asegura que podemos
obtener una extension de \ a B(S'). A esta medida se le conoce como medida de Haar
en S*.

Tenemos que la medida de Haar es T-invariante ya que \(C') = T*(\)(C') para cualquier

intervalo (arco) C' del circulo.

A continuacién presentamos dos ejemplos en los cuales no se pueden encontrar medidas

T —invariante.
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2.2.2. Medidas invariantes en sistemas no compactos

Ejemplo 2.8. Sea T : (0,1) — (0,1) definida como en el Ejemplo 2.2. Por lo que se
hizo anteriormente tenemos que la medida de Lebesgue )\ no es I'—invariante ya que
(Vb — +/a)(Vb+ \/a) = b—ay la igualdad de las medidas sobre un intervalo (a,b) solo
se tendria si /b + \/a = 1.

Supongamos que exista una medida T'—invariante p .Dado a € (0, 1), denotamos por
Ag = (a,1) y A, = (T"(a), T" ' (a)| para n > 1. Tenemos que T~'(A,11) = A, pa-
ran > 1 entonces ji(A,) = u(A,+1). Observemos también que los A,’s son disjuntos
dos a dos y que U,>1 A, = (0, a]. Esta ultima igualdad solo puede darse si j1(A,) = 0
para todo n > 1y del cual se deduce que 11(0,a] = 0. Como el a que se tomé fue arbi-
trario se concluye que 11(0,1) = 0 lo cual es ua contradiccion. Luego no existe medida

T —invariante sobre este sistema.

2.2.3. Medidas invariantes en sistemas no continuos

Ejemplo 2.9. Haremos una pequeiia modificacion al Ejemplo 2.2. Sea T : [0,1] — [0, 1]
definida como T'(x) = z* six € (0,1) y T(z) = 1/2 si x € {0, 1}. Notemos que ahora el
espacio es compacto pero la transformacion definida no es continua. Dada pn € My (X)
y dados dos puntos a,b € (0,1) concluimos siguiendo el procedimiento anterior que
p(a,b) = 0. Por continuidad de la medida deducimos que 11(0,1) = 0, es decir, i estd
soportada sobre el conjunto {0, 1}. Sin embargo, esto ultimo significa que u({1/2}) =
w(T-H1/2}) = u({0, Lz’ 1}) = 1 lo cual es una contradiccion con el hecho que |1 estd

soportada sobre {0, 1}. Asi hemos mostrado que en este sistema My (X) = ()

Motivados por lo anterior, en lo sucesivo consideraremos que el conjunto X es compacto
y T es continua. Ahora exhibimos un resultado que garantiza la existencia de medidas

T'—invariantes cuando el sistema esta sujeto a las condiciones mencionadas.
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Teorema 2.10. Sea {0, },>0 en M(X). Si formamos la sucesion { i, }n>o tal que

n—1

=~ (T (o),

k=0

S

entonces todo punto limite de { i, } >0 es T —invariante.

Demostracion. Sabemos por el Teorema 1.18 que esta sucesion posee al menos un punto

n;j—1
1 J
limite. Sea v = h'm o, = lim — Z(T*)kak un punto limite de la sucesion {pu, }.
Dada f € C'(X), tenemos que
oTdu; — / fduy; on (T *or)) / fd T") ak))‘

:n—j <Z/fon ko) /fd ((T%) m)‘
:nij <Z/fOTkHdak—/fodeak>
_ L /f o T *Ldg, — /fd ' 2||f||

n;
J
De esto, haciendo j — oo tenemos

/ foTdv :/ fdv, paratoda f € C(X).
X X
Asiv e M(X,T). O

Notemos que también podemos asegurar que existe alguna medida 7'—invariante hacien-
do uso de la proposicion 2.5 y el Teorema del punto fijo de Markov-Kakutani (ver [8]) sin
embargo el Teorema 2.10 nos brinda una forma mas explicita de como encontrar dichas

medidas.

Ahora pasamos a demostrar las propiedades mads resaltantes del espacio M7 (X).

Proposicion 2.11. El conjunto Mr(X) es convexo y compacto.
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Demostracion. Para ver la convexidad tomamos A € (0,1)y p,v € Mp(X).Dado A € B

tenemos que
A+ (=) (T7HA)) = AT (A) + (1 = N (T7H(A))

— N(A) + (1= \plA) = (A + (1= Aw) (A)
Luego A\ + (1 — N)v € Mp(X), es decir, M7(X) es convexo.

Para ver que M7 (X)) es compacto basta con probar que este es cerrado puesto que M (X)

ya es compacto por el Teorema 1.18.

Dada { } sucesion en M (X) que converge a v € M (X ). Veamos que v € Mp(X).

Como / foTdu, = / fur paratoda f € C(X), se concluye haciendo £ — oo que
X X

/fony:/fl/paratodafEC’(X).DeestouEMT(X). O
X X

Los siguientes resultados serdn de utilidad en el siguiente capitulo a la hora de probar

nuestro teorema principal.
Lema 2.12. Dado € > 0 se cumple:

1. Para una sucesion (x;)5°, de puntos en X y dos subconjuntos A, B de Ny se tiene

o (i e

2. Para dos sucesiones (;)1"" y (y;)"y" de puntos en X, si d(x;,y;) < € parai =

AL+ 1B 41— 1B |
AAB|+ ———F———|AN B|.
125“>— Taa AAP e A0

0,1,...,m — 1 se tiene

m—1 1 m—1
( 25@,%2(5%><e.

=0 =0

3. Si pi,p € M(X) son tales que dpr(p;, 1) < € parai = 1,..., K, luego para

cualquier eleccion de a; € [0,1] con .5 | = 1ay se verifica

K
dpr, (Z Oéi/lzw#) <€
i=1

Demostracion.
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1. La prueba para esta desigualdad pasa por agrupar adecuadamente el conjunto de
indices. Asi como se muestra a continuacion

<‘A'Z%’ B'Z%)_ 5|/ 1 |A|Z(5% - [ g 8

i€B

=Ygl X @ O ) - ) - 2 )

=1 zeAmB 1€ A\B zEBmA t€B\A

3

Usando desigualdad se tiene

<1 B
<y 5 e I 3 ol + ¥ el
n=1 zeAﬂB ‘ ’ ‘ ’ 1€ A\B | 1€B\A ‘ ’
= 1 | A[ =B Al +|B|
2|2 pm Y A A
T B AV 1)
= |AN B|"——— + [AAB|
|Al.| B| |Al.| B|
2. De la definicion de dg;, se tiene
m—1 m—1 ') m—1 m—1
1 1 1 1 1
der [ =S 6,., — =y — A= "0, ) — [ f.d(—N "6
( 0 155 ) DR XES SEREY PXES o8
e’} m—1 m—1
111 1
—227 m fn(%)—a fu(yi)
n=1 =0 =0

De esta dltima expresion, por desigualdad triangular se sigue que

1 m—1 1 m—1 00 11 m—1
d iy - . n 7 —_ n i
( 2 e 20 ) <2 g 2 el = 1w
- B SR T
S Zn:l _HE Zz—ol d($za yz) <€
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3. De la definicién de dgy, y por desigualdad triangular se tiene
K
dBL (Z Qi > /fnd(z al:uz) - /fnd:u
K

> [ o - Zaz [ fus LIS o ( [ i [ fndu)

[
M]3
2|

i
I

IA
WE
N’|.—A

=1
"Xy

n[:(l oé: 1

< Z@iZQ—d (i, t)
1]:(1 n;l X

< Z o Z Q—ne =€

©
I
-
3
Il
_

2.3. El espacio de Medidas Ergodicas

En esta seccidn nos enfocamos en estudiar aquellas medidas 7'—invariantes especiales que
dichas de algtin modo obligan al sistema a no subdividirse. Las definiciones y propiedades

se detallan a continuacion.
Definicion 2.13. Un conjunto A € B es T —invariante si T~(A) C A.

Notemos que la existencia de un conjunto 7'—invariante no trivial A lleva consigo a que
el sistema se pueda subdividir en: Tj4 : A — Ay Tj4e : A° — A°. Atin cuando esto
ocurre podremos hablar de un sistema indivisible en el sentido que nos da la definicién de

ergodicidad.

Definicion 2.14. Decimos que pn € Mp(X) es ergddica para T si cualquier conjunto
A € B, T—invariante, es tal que (A) € {0, 1}. El conjunto de medidas ergddicas para
T serd denotado por M5(X).

A continuacién mostramos una caracterizacion de las medidas ergddicas que utilizaremos

en demostraciones de los resultados a futuro.
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Proposicion 2.15. Son equivalentes:
1) i es ergddica.
2) Si A € Bestal que i( AAT1(A)) = 0 entonces u(A) € {0,1}.

3) SifeC(X)estal que f oT = f entonces f es constante pi—c.t.p..

Demostracion.

Supongamos que u es ergédica y A € B satisface u(AAT(A)) = 0. Sea Ay, =
() | 77%(A). Observemos que

n>0 k=n
T'(A)=(UJT*'W= U 77*4).
n>0 k=n n>0 k=n+1
Luego A, es un conjunto 7'—invariante.

Veamos que p(7"(A)AA) = 0 para todo n > 0. Para esto probaremos primero que
dados D, B, C conjuntos cualesquiera se tiene que (DAB)A(BAC) = DAC.

((Xp +AXp) moéd 2+ (X¥p+ Xe) méd 2) méd 2 = (Xp+2X5+ Xp) méd 2
= (Xp + Xc) mdd 2
Puesto que x € DAC si y solo si (Xp + X¢)(x) mdd 2 = 1, deducimos de lo anterior
que (DAB)A(BAC) = DAC. De esto

T="(A)AA = (T~"(A)AT" (A AT (A)AT 2(A)DA... AT~ (A)AA).

Luego

S
—-

T (A)DA) < 3 p(T-ED(A)AT*(4))

0

B
Il

Debido a que i es T'—invariante y a nuestra hipétesis, deducimos que

(T (A)AA) < np(T~(A)AA) = 0
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Dado x € AAA,.Siz € A\A, entoncesz € Ay x ¢ U T%(A) para algin N >

k=N
0. Luegox € Ayx ¢ T %(A) para todo k& > N, es decir, z € ﬂ AAT*(A) y
k=N
por ende estara también en ﬂ U AAT*(A). Siz € ﬂ U T7%(A)\A entonces 2 €
n=0 k=n n=0 k=n

T~ (A) para una cantidad infinita de n;’s y * ¢ A. De esto x € T\ A, es decir,

T € ﬂ U AAT™*(A). Finalmente hemos probado que AAA,, C ﬂ U AAT*(A).

n=0k=n n=0k=n

Tenemos que
m (U AAT"“(A)) <> p(AATH(A)) =0,

k=n
entonces

m (ﬁ D AAT"“(A)) =0.

Por lo tanto (AAA,,) = 0. Como A, es T'—invariante se tiene que j1(As) € {0, 1} con

lo que concluimos que u(A) € {0,1}.

Por otro lado, supongamos que para todo A € B con u(AAT1(A)) = 0 se cumple que
u(A) € {0, 1}. Entonces es claro que si A es T—invariante se tiene que p(A) € {0,1},

es decir, 1 es ergddica. U

Ejemplo 2.16. Volveremos a modificar el Ejemplo 2.2 ahora tomando T(x) = z* sobre
todo el intervalo compacto [0,1]. Por la Proposicion 2.10 sabemos que My (X) # (.
Siguiendo el procedimiento que se hizo anteriormente concluimos que 1((0,1)) = 0.
Luego v estd soportada en el conjunto {0, 1}. Observemos que 1 = p({0})do + pu({1})d;

y que 0y y 01 son medidas ergddicas. De esto

Mp(X) = {2\ + (1 — N/ € [0,1]} .

Ejemplo 2.17. Consideremos en R? el circulo unitario centrado en el punto (0,1) el cual

denotaremos por S. Denotemos por ¢ la proyeccion estereogrdfica de S sobre el eje X
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que actiia proyectando un punto x € S hacia el punto de corte entre la prologancion
del segmento que une el punto N = (0,2) (el polo Norte) y x con el eje X. Sea esta
proyeccion el punto (u,0). Consideramos el punto (u/2,0) y denotamos por z al punto
de corte entre S'y el segmento que une el polo Norte con (u/2,0), esto es p~'((u/2,0)).
Finalmente definimos T(z) = ¢! (3¢(x)) = zsix # (0,2) y TN = N. La aplicacién T

se representa en la Figura 2.1.

Figura 2.1: La aplicacion Norte-Sur

Notar que en este caso T también es un homeomorfismo, S es compacto y que los tinicos
puntos periodicos de T' son el polo Norte y Sur (que de hecho son puntos fijos).

Veamos como es el conjunto de medidas invariantes para esta aplicacion.

Sea x € S'y Fy el arco semiabierto de S que tiene por extremos x'y T'(x) abierto en T'(x)
y cerrado en x. Sea F,, = T"(Fy) y notemos que todos los F,, son disjuntos. Denotemos
por U al arco semiabierto, cerrado en x 'y abierto en (0,0) (el polo Sur). Es claro que

U=|]JF.,

n>1

Y por consiguiente

plU) = 37 ().

n>1

Ya que . es T'—invariante tenemos que todos los F s tienen la misma medida, lo que nos

permite concluir que cada uno de ellos debe tener medida nula y por lo tanto U también es
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de medida nula. Por continuidad de la medida concluimos que el arco abierto de extremos
polo Norte y Sur tiene medida nula, es decir, y estd soportada sobre el conjunto {0,1}.

También tenemos que 0y y 01 son ergddicas y por lo anterior se concluye que

p=p({0})do + n({1})d1,
por lo tanto Mp(S) = {Ady + (1 — N)d1 /X € [0,1]}.

Sea V' un espacio vectorial y £/ C V' un subconjunto convexo. Decimos que v € F es un

punto extremo de £ si
v =Au+ (1 — Nw paraalgin) € [0, 1] implica que v =w = v.

En los ejemplos anteriores es claro que M (X), el conjunto de medidas ergddicas, es el
conjunto de puntos extremos de M7 (X ). Resulta que esto siempre es cierto y 1o mostra-

mos en la siguiente seccion.

2.3.1. Propiedades extremales del conjunto de medidas ergddicas

Definicion 2.18. Dada 1 € M(X) y B € B. Denotamos por g a la restriccion de i a

B que estd definida como

up(C)=pn(BNC), VC € B.

Notemos que si u € M7 (X)y B € BesT—invariante entonces g € M7(X). En efecto,

dado C' € B, se tiene que

De esto g € Mrp(X).

Teorema 2.19. M$.(X) es el conjunto de puntos extremos de Mr(X).
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Demostracion. Sea p € Mp(X) un punto extremo. Veamos que p es una medida ergddi-
ca. La prueba se hara por reduccidn al absurdo. Supongamos que p no es ergddica, enton-
ces existe un conjunto 7'—invariante A tal que p(A) € (0,1). Con esto se tiene también
que ;1(A°) € (0,1). Sean 14 y f14e las restricciones de 11 a Ay A° respectivamente.
Luego, it = 1(A)pa~+(A°) pae. La observacion anterior asegura que fi4 y piac € Mp(X)
y con ello concluimos que p no es punto extremo de My (X ) lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto p tiene que ser ergddica.

Por otro lado, sea € M%(X). Veamos que p es punto extremo de M (X).

Sean fuq, s € Mp(X)y A € (0,1) tales que i = Apg + (1 — A\)ug. Observemos que
p1 << ppues si u(A) = 0 entonces Mg (A) + (1 — AN)ue(A) = 0y ello obliga a que
p1(A) = 0. Por el teorema de Radon-Nykodin (ver [1], pag. 90 o [3], pag.123), existe

d
diul (x) no negativa tal que
d[,l,l
m(B) = [ P (0)du(), VB € B.
B dp
SeaF={zr e X: j—u(x) < 1}. Como py € Mrp(X) es cierto que
1%51

dpn / dpy —1 dpn din
—du+ —dp = (E) = i (T E:/ —d,tH—/ —dp
/E\T—lE dp pr—1g dp 1(E) 1 ) T-1E\E dp r-1pnE dp

De esto
dpg din
—ap = — - Gp.
e\r-1e dp r-1\E Ai

WENT'E) + (ENTE) = (E) = (T~ E) = (T E\E) + w(TEN E),

Observemos también que

entonces (T 'E\E) = u(E\T~'E). Por lo tanto
_ d d _
e BB < [ Bayute) = [ W a)duta) < w(E\TE).
T-1E\E OH E\T-1E OH

Esto nos permite deducir que

d _
/ W ()du(r) = (BT ) = / Ldp,
E\T-'E QM E\T-'E
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d
entonces / (1 — ﬂ(x))d;z(x) = 0. Supongamos que u(E\T"'FE) > 0y sea
E\T-'E dp

d
A, ={zeE\T'E/1- %(x) > 1/n}, luego p(A,) = 0 para todo n € N.
I

d
Como 1 — %(z) > 0 sobre todo E\T ' E, tenemos que u(E\T'E) = u(U,>0 An) =
1 >

0 lo cual es una contradiccion.
De esto u(EAT'E) = 0y por la Proposicién (2.15) se sigue que pu(E) = {0,1}. Si
d d
w(E) =1 entonces/ %(x)d,u(x) =m(X) =1, luego/(l — %)(x)du(x) =0y
1 m

E B
con ello u(E) = 0 lo cual es una contradiccion. Por lo tanto pu(E) = 0.
d
Similarmente si F' = {z € X : %(x) > 1} tenemos que pu(F) = 0.
14

d
Asi % = 1 u—c.t.py se sigue que p; = p. Por lo tanto p es punto extremo de Mp(X).
1L

O
Teorema 2.20. Si i1, v € ME(X) son distintos entonces son singulares.

Demostracion. Sean u,v € M5 (X) con pu # v.
Por el teorema de descomposicion de Lebesgue (ver [1],p4g.90 o [3], pag.123), existen

1, e € M(X) (dnicos salvo un conjunto de medida nula) y un tnico p € [0, 1] tal que

= pp1 + (1 = p)pe,

donde p; << vy psluv.

Como o1 = puoT '+ (1 —pugoT , ppoT™ ' << poT™ = pypyo
T-'1poT~! = y porla unicidad de la descomposicién tenemos que p; o T = 1y y
po o T71 = po, es decir, g, po € Mp(X). Sip € (0,1) tendriamos que y no es punto
extremo contradiciendo el resultado anterior, entonces p € {0, 1}.

Si p = 1 entonces 4 << v. Luego podemos proceder de la forma que se hizo en 1. para

concluir que ;o = v. Por lo tanto p = 0 y entonces p 1L v. [

Se concluye a partir de los teoremas 2.19, 2.11 y el siguiente teorema que siempre existen

medidas ergodicas.
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Teorema 2.21. (Teorema de Krein-Milman)
Sea I un espacio vectorial topologico localmente convexo. Cualquier conjunto K C
E convexo y compacto coincide con la clausura de la cdpsula convexa de sus puntos

extremos.

Una prueba del Teorema de Krein-Milman también puede encontrarse en [4].

Uno de los teoremas mds importantes en Teoria Ergddica es aquel conocido como el
Teorema de Birkhoff que fue probado en 1931 por G.D.Birkhoff. Aunque este se puede
enunciar para medidas mas generales (ver [5]) aqui solo lo haremos para medidas de
probabilidad. Este teorema tendrd mayor relevancia ain cuando tratemos los aspectos

dindmicos de nuestro sistema en un capitulo posterior.

Teorema 2.22. (Teorema de Birkhoff)
Sean p € Mp(X)y f € L' (u). Se verifican

(a) % 22:01 f(T%(z)) converge p—c.t.p. a una funcion f* € L*(u).
(b) f*oT = f* u—c.t.p..

2.3.2. Propiedades topoldgicas del espacio de Medidas Ergodicas

A continuacién exhibimos una propiedad més profunda del conjunto de medidas ergddi-
cas desde el punto de vista topoldgico. Previamente, recordemos que dado un espacio
métrico (E, p) se dice que Y C FE en un conjunto G si existe una familia {U,, },>o de
abiertos en X tal que Y = mnzo U,,. Basandonos en [16] presentamos la prueba de que
el conjunto de medidas ergddicas es un G en el conjunto de invariantes. Para ello nece-
sitaremos de unos resultados del concepto de esperanza de una funcién que definimos a

continuacion
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Definicién 2.23. Dadas yp € Mr(X), f € L'(u) y un o—dlgebra G C B(X), la esperan-
za de f respecto a este o—dlgebra es la funcion G—medible denotada por E(F|G) que

satisface

/E(f|g)du:/fd,u, paratodo A € G.
A A

Una prueba de la existencia de la esperanza para cualquier funcién f pasa por un argu-
mento del Teorema de Radon-Nykodin(ver [4], padg.337).

Notemos que E(f/G) es la tnica funcién (bajo la identificacién de funcione medibles
c.t.p.) que satisface la igualdad de la definicion. Esto debido a que si g es otra funcion
G—medible satisfaciendo dicha igualdad entonces tanto el conjunto E(f|G) > g como

E(f|G) < g son G—medibles y entonces

/ f—g9du=0 "y / Jf—gdp=0.
E(f|G)>g E(f|G)<g

De esto u(E(f|G) < g) = n(E(f|G) > g) = 0y por ende E(f|G) = g u—c.t.p., asi la
esperanza de f estd bien definida.

Si {f.} es una sucesién en L'(u) convergiendo a f c.t.p., luego F(f,|F) converge a
E(f|F) c.t.p.. Esta seria la version del Teorema de la convergencia dominada para la
esperanza cuya prueba, muy similar a la de dicho teorema, puede ser encontrada también

en [2], pag. 338-339.

A partir de la definiciéon de conjuntos 7T'—invariantes no es dificil probar que la familia

formada por estos conjuntos es un o —algebra. Denotaremos este o—algebra por Fr.

Ahora probaremos una propiedad de la esperanza que serd relevante para la demostracion

del Teorema 2.26.
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Lema 2.24. Sea f € L'(u) y el o—dlgebra Fr C B(X), se cumple lo siguiente que
E(f|Fr) = E(f o T|Fr) = E(f|Fr)oT.

Demostracion.

Dado A C X T—invariante, por el Lema 2.4 tenemos

/X(f~XA)OTdu=/Xf-XAduz/Afdu:/AE(fyf)du.

Como T 'A = A se sigue que

/X(f-XA)onuz/X(foT)-(XAOT)dM:/

(foT)  (Xp-14)du = / foTdu.
X A

Asi
/ foTdu= / E(f|Fr)dp, VA € Fr.
A A

Por la unicidad de la esperanza concluimos que E(f o T'|Fr) = E(f|Fr).

Ademas, siguiendo el mismo procedimiento para F( f|Fr) en lugar de f, obtenemos que

[ BGiED o Tau= [ BEGIFFdn = [ BU\Fr)dn, paratodo A€ Fr.
A A A
Luego
/ f e} Td,u = / E(f|fT) @) Tdu, VA € .FT.
A A
Ya que E(f|Fr) o T es Fr—medible, por unicidad de la esperanza tenemos que E(f o

T|Fr)=E(f|Fr)oT.
Asi queda probado el lema. [

Ahora exhibimos un resultado que caracteriza las medidas ergddicas a partir de la espe-

ranza de f.

Lema 2.25. Si T es un homeomorfismo se cumple:

1€ M§(X) siysolosi [ E(f|Fr)*du— ([ fd[l,)Q = O paratoda f € C(X).
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Demostracion. Sea € M5(X)y f € C(X). Del Lema 2.24 tenemos que E(f|Fr) =
E(f|Fr) o Ty por la Proposicién 2.15 E(f|G) es constante ;1—c.t.p.. Luego la igualdad
se cumple cuando f € C(X).

Por otro lado, debido a que cada funcién f € L'(u) es el limite puntual de una sucesion
{f.} € C(X), tenemos que la igualdad de la hipétesis es valida para toda f € L'(u)
([4],pag.338-339).

Sea f € L'(u) tal que f o T = f. Basta probar que f es constante j—c.t.p..

Dado L un subconjunto medible en R entonces T~ (f~1(L)) = f~1(L), es decir, f (L) €
Fr.Deesto f es Fr—medible y por unicidad de la esperanza tenemos que f = E(f|Fr).
Luego, de nuestra hipétesis se sigue que [ f2du = ([ fdu)?. Yaque la funcién z — z* es
estrictamente convexa, por el teorema de Jensen (ver [3], pdg.62) esta ultima desigualdad

es cierta solo si f es constante y—c.t.p., como requeriamos. [

Recordemos que en el Teorema ergddico de Birkhoff(2.22) tenemos que para una medida

p € Mp(X) yuna f € L*(u) se cumple que
1 n—1
7}1_}1{)10 - kzzof oT*(z) = f*(x) p—ctp.

donde f*oT = f*y [ f*du= [ fdu
De lo dltimo podemos afirmar que f* es Fr—medible, y si T’ es un homeomorfismo enton-
ces f* = E(f|F) y por lo tanto el limite de funciones escrito arriba converge justamente

a la esperanza de f respecto a Fr. Esto serd necesario en la siguiente demostracion.

Teorema 2.26. Si T es un homeomorfismo entonces el conjunto M5 (X) es un Gs en

Mr(X).

Demostracion. Sabemos por el teorema de Stone-Weierstrass que C'(X) es separable.

Sea {f1, fa, .-, f&, ... } un conjunto denso en C'(X). Dadas un € Mr(X)y f € C(X).
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Definimos

V(t) = [ BUIFrPdu - ( / fdu>2.

Noétese que por el Teorema de Jensen se tiene que V'(f, 1) > 0. Por el lema anterior
es ergddica si y solo si V(f, ) = 0. Ya que f puede escribirse como el limite de una
sucesion en { fi, fo,..., fk,... } y por el teorema de la convergencia dominada para la

esperanza(ver [4], pag.338-339) basta probar que V' ( fx, #) = 0 para todo k € N.

Vil ) /( kaT’"> dn - (/fdu> |

Por el Teorema de Birkhoff tenemos que lim V,,(fi, 1) = V(fi, ) para todo & € N.
n— o0

Definimos

Notemos que V,,(fx, .) es continua sobre M (X). Finalmente tenemos

0= NN U ¥t < 1} = i =097 € ).

k=1r=1n=1m=n

De esto, M%(X) esun Gsen M(X).

Ejemplo 2.27. Volveremos a tomar el Ejemplo 2.27. Sabemos que
Mrp(X) ={Ad+ (1 —N)d1 /A € [0,1]}.

Para ver que M%(X) es un Gs en Mp(X) tomemos los abiertos U, (en la topologia w*)

/fdu—/fdél <1/n}

con f(x) =1—1xyg(x) =z, lo que garantiza que fX fd51 =0y fX gd50 = 0. También

como.

U, = {VGMT <1l/n o gdl/— gd50

notemos que U, 1 C U, y que dado w € (,~, U, tenemos que

< 1/n}

para infinitos n's, o w € {v € Mp(X)/ |fX fdv — [, fddi| < 1/n} para infinitos n's.

w e {u € Mp(X)/

gdv — [ gddg
X X

De esto w € {6y, 01}, es decir

() Un = M(X

n>1
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Y las propiedades mencionadas son satisfechas. Notar que T en este caso es bimedible

(funcion medible cuya inversa también es medible).

Notemos que este ejemplo puede ser generalizado para el caso en que T'(z) = z* pa-
ra cualquier k£ natural. Ademads el conjunto de medidas invariantes es exactamente el
mismo para la transformacién T~!. De hecho esto siempre es cierto cuando 7' es bi-
medible. En efecto, dada p € My (X)y A € B entonces u(T'(A)) = u(A), luego
(TN (T(A))) = u(T(A)) = p(A). Asi g € My (X).

Ejemplo 2.28. Volveremos a tomar el Ejemplo 2.17.

Sabemos que

MT(S> = {)\(SN + (1 — )\)(SS/)\ S [0, 1]}
Para ver que M (S) es un Gs sobre Mp(S) tomemos las funciones

IOy +aem - VTS demm

/X fdv — /X fdoy /X gdv — /X gdds

y observemos, como se hizo en el ejemplo anterior, que M7(S) =), Un.

y los abiertos

<1/no

< l/n},

U, = {y € Mp(X)/

Observemos la gran similitud en nuestro procedimiento con el del ejemplo anterior. Esto

se debe a que ambos sistemas poseen dos unicos atractores que ademds son puntos fijos.

]
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2.4. Conexion entre las propiedades topologicas y la me-
dida

En esta seccion estudiaremos la relacion que existe entre las propiedades de la medida y

las propiedades dindmicas del sistema dinamico.

Proposicion 2.29. Sea (X, T') un sistema dindmico. Si 1 € MG.(X) entonces

n—1

1
- Z(STIC(I) —pu  p—ctp.
k=0

Demostracion. Para la prueba usaremos fuertemente la separabilidad del espacio C'(X) y
una caracterizacion de las medidas ergddicas.

Primero observemos que si i € M%(X), dado f € C(X) tenemos del Teorema 2.22 que
1 n—1

EZfoTk(a:) — f*(x)  p—ctp, 2.1)
k=0

con [, f*dp= [y fduy f*oT = f* p—c.t.p..

De esto f es constante y—c.t.p. y en consecuencia f* = [, fdu p—c.t.p..

Abhora, sea { f,,/n > 0} un subconjunto denso en C'(X) y X,, el espacio formado por los
puntos para los cuales la convergencia em 2.1 es cierta cuando [ = f,,.

Sea Y = (1,59 Xn, ya que u(X,,) = 1 para todo n > 0 se sigue que (Y) = 1. Dado
re€Y,ge€ C(X)ye> 0existe alguna f, tal que ||g — fn|/co< € entonces

n—1 —1

3

1 1
—E goTH(x) ==Y fooTH(x)| <e
n n
k=0 k=0
Como z € Y tenemos que
1 n—1
« . k
folz) — liminf — kE:() goT ()| <e
1 n—1
*(x) — lim sup — oT*(z)| <e.
fal) Hoopng:og (z)| <
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De la desigualdad triangular se sigue que

< 2e.

n—oo M n—soo N

n—1 n—1
1 1
lim inf — E goTF(z) —limsup — E goTF(z)
k=0 k=0

1
Haciendo ¢ | 0 se sigue que lim —
n—oo N

n—1

Zg o T*(z) — g¢*(x), donde g* es la funcién
k=0

constante p—c.t.p. igual a f + 9dp que se obtiene del teorema de Birkhoff. Concluimos a
partir de esto que

1
lim —
n—oo n,

n—1
ZfOTk(x) —>/ fduvz e Y,Vf € C(X).
k=0 X

Por lo tanto

n—1 n—1
, 1 .1
nh_g)lo/ fﬁ E dOrr () :nh—golog E / Jdopk () —>/ fduvz € Y,Vf € C(X).
X k=0 k=0 Y X X

n—1

1
Finalmente lim — Z Opk(zy =, Vr €Y. ]
k=0

n—oo 1N

Hasta el momento ha sido usual ver los promedios de medidas Delta de Dirac como he-
rramienta de estudio del conjunto de medidas invariantes. En vista de ello es apropiado
dar la siguiente definicion.

Para x € X yn € Ny, definimos la n-ésima medida empirica de x como

n—1
1
5n(x) = ﬁ Zésza
=0

y observemos que cualquier punto limite de la sucesion (g,,(x)) es T'—invariante.

Para una medida p € My (X ) decimos que un punto x € X es genérico para i si e, (z) —
i cuando n 1 0o. Puede suceder en la practica que una medida invariante no tiene ningin
punto genérico, sin embargo por el Teorema de Birkhoff, si i es ergddico entonces, por la
Proposicion 2.29, el conjunto de puntos genéricos es de medida total.

La siguiente definicion la damos como predmbulo a una proposicion.
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Definicion 2.30. Diremos que un puntoy € X es un dtomo (respecto de ) si 1({y}) > 0.

Una medida p es puramente atomica si X solo posee dtomos.

Notemos que esta definicion es equivalente a decir que existe un conjunto numerable Y

tal que p({y}) > 0y p(Y) = 1.

Proposicion 2.31. El punto x € X es periddico de periodo N siy solo si

EN(1’> c MT(X)

Si 1 es puramente atémica luego es combinacion convexa (posiblemente de una cantidad

infinita numerable) de estas medidas periodicas.

Demostracion. Sea x € X un punto periddico de periodo N. Para f € C'(X) tenemos

que
1 — 1 1
N-1 N-1
[ romity Ene) = T S0 = T Fo T
- | V-1 L N2
= — do = d(—= ) &
NkZ:o/Xf T (z) /Xf (Nkzzo T (z))
=
De esto se sigue que N ; Orh(z) € Mp(X).
- | N
Por otro lado, sea x € X un punto tal que N Z d7k(z) € Mp(X). Usando el argumento
k=0

anterior tenemos que

=

1

1 N-1
N foT’“l(x):N;foT’“(@ Vf € O(X).

e
Il

0

Deesto f o TN (z) = f(x), paratoda f € C(X). Luego TV (z) = 2 como deseamos.
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Si € Mrp(X) es atdmica puede ser escrita como p = sz‘(sa:“pi > 0 con Zpi = 1.
i>0 i>0

Dado f € C(X) tenemos que
> nf (o) - [ rotan= [ rin- S st

entonces

/X FA(Y pidriy) = /X (Y pidi) Vf € C(X).

i>0 i>0

Luego Z DiOT(z;) = Z pid.,, entonces p asigna el mismo peso p; a x; y T'(x;) y de esto
i>0 i>0
1 le asigna el mismo peso p; a cada punto de la 6rbita positiva de x;. Luego agrupando las

medidas d,, debe existir algin N; para el cual TVi(z;) = ;. O
Corolario 2.32. Un punto v € X es periodico de periodo N si 'y solo si
€N(CL') € M%(X)

Demostracion. Por la proposicion anterior bastard probar la suficiencia.
N—-1

1 . . .
Sea p = N kz_o Ork(z) Y A C X un conjunto T'—invariante.
Si z € A entonces {z,T(z), T*(x),..., TN }(x)} C A (pues A es T—invariante) y se

sigue que (A) = 1. Siz ¢ A afirmamos que
{2, T(x),..., TV ()} N A=0.

En efecto, si 7" (z) € A para algtn kq entonces TV (z) = 2 € A (por la invarianza de
A), lo cual es una contradiccion. Luego A no posee ningin punto de la 6rbita de = y por
lo tanto p(A) = 0.

Asi u(A) € {0, 1} para cualquier conjunto 7'—invariante A. O

Ejemplo 2.33. Sea T,, la rotacién racional sobre S'. En este caso todos los puntos son

periodicos y por el Corolario 2.32 los promedios de las medidas Dirac de los puntos de
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la orbita de cada uno de los puntos serdn ergodicos.

Si tomamos i € Mr, (X) como la medida de Haar notamos que esta no puede ser escrita
n—1

de la forma lim — E dri, para ningiin punto x, ya que este limite es en realidad una
n—oo 1
i=0

suma finita.

De la Proposicion 2.29 concluimos que la medida de Haar no puede ser ergddica (aunque
esto también se puede comprobar a partir de la definicion).

De hecho, debido a la Proposicion 2.29 deducimos que

n—1 no—1
M;“<X) B {T}LIEOEZ@W%/CL’ < Sl} - {n_o j :5Té(x)/x S Slaa = TL_} .
=0 i=0

0

Notemos que si bien es cierto la medida de Haar estd en Mr, (X), esta no puede ser
escrita ni siquiera como combinacion convexa numerable de estas medidas ergodicas. Si
queremos conocer el conjunto Mr, (X) debemos hacer uso del Teorema de descompo-
sicion ergodico que lo enunciaremos en el proximo capitulo con el fin de mantener un
orden en la estructura del trabajo.

Por el contrario, en el caso en que T es una rotacion irracional se tiene que M7, (X) =
{A\} donde X\ es la medida de Haar. Para ver esto probaremos que dada una medida
€ Mr, (X), entonces j1 = M.

Si To(2) = ™) 2 donde o ¢ Qy [v,w) C S, donde v = e®™P) y w = €279, yn
intervalo semiabierto en S* tomado en sentido antihorario tal que l([v,w)) = ¢—p = =
para algiin m € N.

Sea € Mr, (X), por la Proposicion 1.9 dado € > 0 existe F' C (v,w) cerrado y
U D [v,w] abierto tales que j((v,w)\F) < ey p(U\|v,w]) < €. Ya que v,w € U\F
existe € > 6 > 0 tal que [v — 9, v+ 6] U[w —§, w+ 5] C U\F'y escogemos u € [v—6,v).
Sabemos que la érbita del punto u es densa en S*, entonces existen ny,ny,ns € N con

ny < ng < ngtales que T u € (v,v+ 0], T7?u € [w—d,w) y Tu € (w,w+ J]. Luego
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se tiene

m—1 m—1
U [T§1+k2(n3—n1)u’ T;Lz-&-k(n:s—m)u] C U [U'e%ik(q—p)’ U_e%i(k-i‘l)(q—p))
k=0 k=0
m—1
C U [Thn2q, Trsthnzg)
k=0

Notemos que la familia de conjuntos {[v.e*™*(@=P) ) e2mik+)a=P)) Y, | forman una

particion de S'. De esto se sigue que

3

3
L

u([T§1+k(n3—n1)u’Tg2+k(n3—n1)u]) <1< M([Tknzu Tn3+k’n2u])_

e} Pe's

e
I

0 k=0

Dado que 11 es T, —invariante tenemos
([T, To2u)) < 1< m([u, To)).

Notemos que F' C [T™u, T??u] y [u, T2 u] C U. Luego de la condicion de regularidad

se sigue

mp([v,w))—me < mu(U)—me < mu(F) <1 <mu(U) < mu(F)+me < mu([v,w))+me.

Asi

1 1
— —€< Jw)) < — + €.
m p(lo, w) m+€

1
De esto u([v,w)) = —.
m
s
Para el caso en que [([v,w)) = — para algunos s,m € N partimos el intervalo en s
m

subintervalos semiabiertos de igual longitud y por lo anterior concluimos que ji([v, w)) =

S

E.

Por ultimo, si [v,w) es cualquier intervalo semiabierto, lo podemos escribir como union
encajada de intervalos semiabiertos con longitud racional. Por la continuidad de | ten-
dremos que u([v,w)) = \([v, w)).

Finalmente como las uniones finitas de intervalos forman un dlgebra, por el Teorema de

extension de Caratheodory (ver [1]) se sigue que | debe ser la medida de Haar.

69



Observemos que en la prueba anterior solo basté considerar que existe un punto u con
orbita densa, el resto de la prueba funciona bien debido a que 7}, es una isometria.

A sistemas como el de la rotacién irracional se les denomina Unicamente Ergédicos. En
general cuando el sistema es de este tipo se posee una mayor riqueza de las propiedades

dinamicas.

Definicion 2.34. Decimos que un sistema (X, T) es tinicamente ergddico si Mp(X) es
un conjunto unitario. Diremos que el sistema es estrictamente ergodico si ademds es

minimal.

Teorema 2.35. Sea T' : X — X un homeomorfismo del espacio métrico compacto X.
Supongamos que T es tinicamente ergddico y Myp(X) = {u}. Luego T es minimal si y

solo si (U) > 0 para todo conjunto abierto no vacio U.

Demostracion. Supongamos que 7' es minimal y sea U un abierto cualquiera en X. Lue-
go X =J°,T"U y debido a que y € My(X) se sigue que p(U) > 0 necesariamente.

Reciprocamente, supongamos que p(U) > 0 para todo conjunto abierto no vacio U. Por
contradiccion, supongamos que (X, 7") no es minimal entonces existe X C X compacto
tal que 7K = K. Sabemos que el subsistema (K, 7/) posee una medida de probabi-
lidad invariante pix. Definimos la medida fi(A) = pux(A N K) para todo A € B(X).
Observemos que 1 € Mp(X) entonces ji = py de esto i(X\K) = pu(X\K) = 0. Esto

contradice nuestra hipétesis ya que X'\ K es un conjunto abierto. 0

De este teorema también se puede deducir, como se hizo antes, que la rotacion irracional
1 . PR . L oqe .

sobre S* es un sistema minimal y por lo tanto estrictamente ergédico. Cualquier homeo-

morfismo sobre S' sin puntos periddicos es un sistema tinicamente ergédico aunque no

siempre minimal. Para ver ello probamos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.36. Sea T : S* — S un homeomorfismo sin puntos periédicos. Luego T

es unicamente ergodico. Mds atin
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a) existe una aplicacion sobreyectiva continua ¢ = S* — S y una rotacion T, : S* — S*
con poT =T, o ¢. La aplicacion ¢ tiene la propiedad que para cada z € S*, ¢~ *(z)

es o un punto o un subintervalo cerrado de S*.

b) Si'T es minimal la aplicacion ¢ es un homeomorfismo.

Demostracion.

a) Ya que T no tiene puntos periédicos ningtin miembro de M7(S!) puede asignar un
valor positivo a un punto de S', caso contrario la medida de la érbita de dicho punto
serfa infinito. Sean juy, iz € Mr(S') y ponemos v = %(M + p12) € Mp(X).
Definimos ¢ : S — S* por ¢(z) = exp(2miv([1,z2])) donde [1, z| representa el
intervalo cerrado de extremos 1 y z tomado en sentido antihorario. Ya que v no tiene
puntos de medida positiva deducimos que ¢ es continua y sobreyectiva.

Para cualesquiera tres puntos z1, 29, z3 de K tenemos
v([z1, 22]) + v([22, z3]) méd 1 = v([z, 23)),

entonces
O(T'(z)) = exp(2miv([1, T (2)])) = exp(2miv([1, T(1)])). exp(2miv([T(1), T(2)]))

= exp(2miv([1, T(1)])). exp(2miv([1, 2])) = ag(2),

donde o = exp(2miv([1,T(1)]).

En otras palabras, si T,(z) = exp(2mi«) entonces ¢ o T =T, o ¢.

Ahora mostraremos que o ¢ Q. Si o = 1 luego ¢(T7z) = ¢(z) Vz € S* tal que
v([1,TPz]) = v([1,2]) mdéd 1Vz € S Asique v([z,TPz]) =0 méd 1Vz € S'. Ya
que 77 no tiene puntos fijos existe 0 > 0 tal que d(z,7Pz) > ¢ (en caso contrario se

podria formar una sucesién de puntos en S* que converja a un punto fijo). Por lo tanto
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b)

cada punto de S! es el punto extremo de un intervalo de longitud § con medida nula.
Esto harfa que v(S') = 0 lo cual es una contradiccion. Por lo tanto @ ¢ Q.

Sabemos que 7, es minimal y que la medida de Haar A es el dnico elemento de
My, (X). Por lo tanto v o ¢~ iy 0 ¢~ 1y o ¢! son todas iguales a \. Sea [a, b
un intervalo en S*.

Luego ¢([a,b]) = [e*> el e2r D] y ~¢([a, b]) = [c, d] donde
c=1inf{z:v([z,a]) =0} yd = sup{w : v([b,w]) = 0}.

Ya que v(¢p'¢([a,b])Ala,b]) = 0 tenemos que w;(¢~'¢([a,b])Ala,b]) = 0, para
i = 1,2, entonces pe([a, b)) = pa(6~6([a, b)) = A(6([a, B).

Asi que py([a,b]) = po(la,b]) y por ende piy = po. Por lo tanto 7' es unicamente
ergddica.

Sea w = e*™ € S' y consideramos el conjunto ¢~ (w).

Sea a = mf{z : v([1,2]) = s} yb = sup{z : v([1,2]) = s}. Se sigue que

¢~ (w) = [a, b] es un intervalo cerrado (o un punto) de medida nula.

Supongamos que 7' es minimal. Necesitamos mostrar que ¢ es un homeomorfismo.
Del Teorema 2.35 sabemos que si M7 (X) = {v} luego v(U) > 0 para todo conjunto
abierto no vacio U. Si ¢(z) = ¢(w), sin pérdida de generalidad supongamos que

[1,w] = [1, 2] U [z, w], entonces
exp (2miv[l, 2]) = exp (2miv[l, w]) = exp (2wiv|[l, 2] + 2wiv]z, w)).

Asi v([z,w]) = 00 1 tal que v([z,w]) = 0 0 v([w, 2z]) = 0. Esto puede suceder solo si

w = z. Por lo tanto ¢ es inyectiva y por lo tanto un homeomorfismo.

]

Es claro que si un homeomorfismo sobre S' es minimal entonces este no posee puntos

periédicos. Por lo tanto todo homeomorfismo minimal sobre S siempre es tinicamente
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ergddico.

2mi0° con 0 € [0,1] es un ejemplo de

Ejemplo 2.37. La aplicacion sobre S*, T(e*™) = e
un sistema vinicamente ergodico el cual no es minimal. En efecto, observemos primero que
el punto 1 := (1,0) es un punto atractory el vinico punto fijo. Siguiendo el procedimiento
para la obtencion de medidas invariantes de los Ejemplos 2.16 y 2.17 deducimos que

Mr(X) = {01}, es decir, el sistema es tinicamente ergddico. Sin embargo, ya que 1 es un

punto fijo, su 6rbita no es densa en S y por lo tanto el sistema no es minimal.

El procedimiento seguido en los Ejemplos 2.16 y 2.17 para obtener las medidas invariantes
nos induce a pensar en un resultado en el que solo las propiedades dindmicas determinen
el conjunto Mp(X). En realidad para dar un resultado en esa direccién deberiamos pen-
sar en aquellos puntos sobre los cuales las medidas invariantes estan soportadas. Estos son

llamados puntos recurrentes cuya importancia queda justificada por el siguiente resultado.

Teorema 2.38. (Teorema de Recurrencia de Poincaré) Para cadan > 0, sea p € Mrp(X)
yE C X con p(E) > 0, luego existe un conjunto Y C E con u(Y) = pu(FE) tal que para

todoy €Y existe una sucesion creciente {n; };>o tal que T" (y) € Y.

Demostracion. Sea E,, = U TE)y F = (\,50En- Sea Y = F N E, para cual-
k>n
quier punto y € Y existe una sucesion creciente {n;} tal que 7™ (y) € E. Ya que

Trivi—ni(Tmi(y)) € E para todo ¢ > 0 concluimos que cada 7" (y) estd en Y. De es-

to Y estd formado por puntos que cumplen las condiciones solicitadas en el teorema. Solo

resta probar que u(Y) = pu(FE).

Dado r > 0 tenemos que el conjunto

(E\ U T’“(E)) U---U <T7"(E)\ U T<k+"><E)> U---U (TQT(E)\ U T<k+2’">(E)>
k>r k>r k>r

estd contenido en U TME).
k>0
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Notemos que la familia {77 (E)\ U, T~ **")(E)},_  esdisjuntay yaque po € Mp(X)
tenemos que

w(E\ | THE)) = (BN | J T ¢ I(E)), vi> 0,

k>r k>r

De esto pu(E\ U T~%(E)) = 0. Por lo tanto

k>r

w(E) = u(B\ | J T H(E)+u(En| ) TH(E)) = w(BnJTHE)) = w(BNE,), vr > 0.

k>r k>r k>r

Finalmente (YY) = lim p(ENE,) = u(E). O

T—00

Corolario 2.39. Dada ;1 € My (X) se tiene que j1( Rr(X)) = 1.

Demostracion. Sea { B, },> una base numerable para X (es posible obtener una ya que

X es compacto) y veamos que
X\Rr(X) = J|J N T7HB) N B..

En efecto, si z € R5(X) entonces existe algin abierto B,,, para el cual T*(z) ¢ B,,, para

todo k a partir de algtn 7. Asi se tiene que R%(X) C U,50 U,z Misr T75(B5) N B
Del teorema (2.38) se sigue que p (U ﬂ TB)N Bn> = ( para todo n > 0y por
r>0 k>r

lo tanto u(X\Rr(X)) = 0.

]

Debido a este tltimo resultado resulta sencillo encontrar el soporte de las medidas inva-
riantes en los Ejemplos 2.16,2.17,2.37 ya que el conjunto de puntos recurrentes en estos

es finito (solo serdn los puntos fijos).
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Capitulo 3

El espacio de medidas ergodicas

soportadas en Odometros

Ahora introduciremos el concepto mds importante del trabajo. La importancia de este
peculiar sistema dindmico radica en la forma que adopta el conjunto de medidas ergddicas.
En todo el capitulo se considerard que X es un espacio métrico compacto con métrica d y

T : X — X esuna aplicacién continua, aenos que se especifique lo contrario.

Definicion 3.1. Diremos que un sistema dindmico (X,T') es equicontinuo si para todo

€ > 0 existe algiin 6 > 0 tal que

d(z,y) < & implica que d(T*z,T*y) < ¢, paratodo k > 0.

Definicion 3.2. Sea (X, T) un sistema dindmico. Decimos que (X, T') equicontinuo es un

odometro si existe p regularmente recurrente con X = O(x).

Ejemplo 3.3. La rotacion irracional es un odometro ya que es una isometria y cualquier
punto en S* es regularmente recurrente (como fue probado anteriormente). Del mismo

modo una rotacion racional restricta a la orbita de uno de sus puntos es un odometro ya
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que esta Orbita es finita.
Para la demostracién del Teorema Principal serdn clave los siguientes lemas.

Lema 3.4. Supongamos que (X, T) tiene la propiedad de sombreamiento. Dado € > 0y
d > 0 dados por la propiedad de sombreamiento y sea x € X. Si d(T"(x),z) < § para
algiinn € N, luego para cualquier 1) > 0 existen ¥’ € X yn' € N que es divisible por n

y verifican
1 d(T™ (), 2") < 9.

2. d(TH(a), T(z)) < eparai=0,1,...,n — 1yparatodo j > 0.
Demostracion. El conjunto
{2, T2, T?x,... . T" ‘w2, Tx,..., T" ‘2,2, Tz,..., T" ...},
es una ) —pseudo 6rbita. Luego existe algin z € X que lo e—sombrea. De esto
ATz T'r) <e Vi=0,1,2,....,n—1 j>0.

Sea Y la coleccion de puntos z € X que satisfacen lo anterior. Este conjunto cumple lo

siguiente:
a) T"(Y) CY,
b) Y es cerrado.

Sea D un minimal para (Y,7™) y fijamos ' € D C Y. Sabemos que z’ es uniformemente

recurrente para 1™, por lo tanto para v > 0 existe k € N tal que
d(T™ ' ') < 1.

Ponemos n’ = nk. [
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Lema 3.5. Supongamos que (X, T) posee la propiedad de sombreamiento.
Sea e > 0y d > 0 el provisto por la propiedad de sombreamiento para €/4y sea x € X.

Sid(T"x,x) < 6§ existe z € X tal que

1. El punto z es regularmente recurrente y (O(z), T|5ry) es un odometro.

2. Para todo 6 > 0 se cumple
d(T""V'z, ) < e paratodoi=0,1,...,n—1 paratodoj > 0.

Demostracion. Vamos a definir una sucesion (zj x>0 asociada a las sucesiones (€x)x>0 y

(Ck)k>0 dadas de la siguiente manera:

w6 =€/dyep1 = /4,
= (. es el dado por la propiedad de sombreamiento para e;,.
Asi z; = x y n; = n. Por el Lema 3.4 existe 2o € X y algun ny divisible por n, tal que
w d(T7" (), T(z1)) <€ 1=0,1,2,...,n—1 Vj >0,
n d(T™(29), 22) < (1.

Inductivamente podemos encontrar un punto 2z, € X y los nimeros €, (x, nx que satisfa-

cen
w d(T7™ % (21), T (2p—1) < €x_1 paratodoi =0,1,2,...,n — 1ytodoj > 0,
w d(T™(21), 21) < Cks
= 7y es divisible por ny_;.

Para m > k tenemos que

d(2k, 2m) < Zd(zi, Zit1) < Zﬁi < 2¢y. (3.1)
i—k i—k
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Asi (2x)k>0 es una sucesién de Cauchy. Como X es compacto la sucesion converge a un
punto z € X.

Dadoj > 0,k > 1y m > k. Ya que ny divide an,,_; existe [ > 0y j,,_1 > 0 tal que
jnk’ = lnm—l +jm—1nk-

De hecho | = | jng/nm—1] Y jm—1 =7 — Ny—1/7%.

Tenemos que
AT =7 (2,), T (2m-1)) < €m1 Vi=0,1,...,n5 — L.
En particular se tiene
d(T7™ 0 (z,), TIm = () ) < ey Vi=0,1,...,np — 1.
Por el mismo argumento existe algun j,,_o > 0 tal que
d(TIm=1m (), T2t () < €mee Vi=0,1,...,n, — 1.
Repitiendo el proceso m — k veces se tiene
AT+ ), T (2)) < & Vi=0,1,...,n, — 1.

Al sumar todas las desigualdades anteriores y aplicar desigualdad triangular se sigue que
m—1
ATV (20), T (21)) € > € < 264
i=k

Haciendo m — oo

d(T" 4 (2), T (2)) < 26

En particular para : = 0 tenemos

d(T7™(2), z1,) < 2.
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De la ecuacién (3.1) deducimos al hacer m 1 oo que d(z, z) < 2¢. Por lo tanto
d(T"™(2), 2) < 4ey,.

Como 7 > 0y k > 1 son arbitrarios, z es regularmente recurrente.
Dado v > 0 existe k£ € N tal que ¢, < /6. Luego existe § > 0 de manera que si
d(z,y) < 0 entonces d(T'z, T'y) < ¢, paratodo [ = 0,1,...,n; — 1. Sean p, ¢ € O(x)
tal que d(p,q) < 0. Escribamos p = Ttz y g = T*" %Iz para algunos r, s,,j con
0 <14,5 < ng. De esto

d(T"etty TsMH 2) < 4,

Luego
d(Ttetetly psmtithy < o YVI=0,1,...,n — L.
Dado n € N, existen ¢, > 0 tales que n = qng +rcon 0 < r < n; — 1. Luego
d(ank+7“ (Ttnk“‘iz)’ Tank+r (Tsnk+jz)) — d(T(QH)nk-H“-HZ’ T(Q+S)nk+?"+jz)

S d(T(q+t)nk+T+iZ, Ttnk+r+iz) +d(Ttnk+r+iz, TsnkJrrJer) +d(Tsnk+r+jZ’ T(quS)nkJrT’Jer).

Debido a que d(T7™ -tz Tmtiz) < 4e, Vi=0,1,...,n,—1,j,m > 0, se obtiene que

d(TamFT (Tttty) T (TSt 2)) < 6y, < .

Sip,q € O(z) tales que d(p,q) < §/2. Existe una sucesion (p,)n>0 Y (¢n)n>0 €n O(2)
convergentes a p y q respectivamente. Luego a partir de algin £ > 0 se tendrd que

d(pn,p) < 0/2y d(qn,q) < §/2.De esto d(p,, q,) < 0 paratodo n > k. Luego
d(TNp,, TNq,) <v VYN >0.

Haciendo n T oo se sigue que

d(TVp, TNq) <.

Asi (O(z),T) es un odéometro. O
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Corolario 3.6. Sea (X,T) un sistema dindmico con la propiedad de sombreamiento.
Luego la coleccion de puntos cuya clausura de su orbita es un odometro es densa en el

conjunto QU(T).

Demostracion. Seay € Q(T),e > 0y e/2 > § > 0 dado por la propiedad de som-
breamiento para €/2, existe n € N tal que 7" By/2(y) N Bs2(y) # 0. De esto, existe
x € Bs/a(y) talque d(T"x, ) <9 .

Finalmente por el Lema (3.5) existe z € Be2(w) tal que (O(2), T5r;) es un odémetro.

Asi el resultado queda probado. [

Observacion 3.7. Si (G, T) es un odémetro, luego podemos ver Ty como una rotacion en
un grupo compacto metrizable (Ver [7] por Downarowicz). Por lo tanto, cada odometro
es estrictamente ergodico, con la medida de Haar como la tinica medida invariante (por

Teorema 2.35).

Alun es necesario desarrollar algunos lemas previos al resultado final. El primero de ellos
estd referido a las medidas invariantes soportadas en la clausura de la 6rbita de un punto.

Para el siguiente resultado haremos uso del Lema 2.12 desarrollado en el capitulo anterior.

Lema 3.8. Sea v € X y u € M%(O(x)). Luego para todo ¢ > 0y p, N € N existen

n,m € N con pln,plmym > N tal que dpr(e,,(T"(2)), ) < €.

Demostracion. Escojamos un punto genérico z € O(x) para u. Luego existe Ny > N +p
tal que para cada m > Ny, dpr(en(2), 1) < €/4. Fijamos cualquier m; > N; suficiente-

mente grande que satisfaga
o5p
my —p

<

A~ m

Existe § > 0 tal que si d(z,y) < § < €/4 entonces d(T"z, T'y) < €/4 para todo

i=0,1,...,m — 1.

80



Ya que z € O(z) existe n; € Ny tal que d(T™x,z) < §, entonces d(T™ T (x), T%(z)) <
¢/4 paratodoi =0,1,...,m; — 1. Porel lema (2.12), dp(em, (T (), em, (2)) < €/4.

Tomamos enteros 1 < n < n; +pym; —p < m < my tales que p|n y p|m. Luego
my+n; —p < n+m < ny+my + p. Sin pérdida de generalidad, tomemos el caso en

que m +n < my + ny, por el lema 2.12(1) se sigue

my +m |my — m|

dpr(Em, (T (1)), em(T"(2))) < (m1 —m) +

mq.m mi.m

cMEm g meml

2 2 )
ﬂ2p—|—£§ 2p+ L < €/4.

myi.m myi.m mi.m mi m; —p m; —p mi; —p

Similarmente

mp —m mi+m
(my —m) + — m< — D+ b m < /4.
mq.m mi.m mq.m mi.m

dBL(gm(Z)a Emy (Z)) S

Luego
dpr(Em(T"), 1) < dpr(en(T"x), em, (T ) + dpr(em, (T T), Em, (2))

+dpL(Emi (), €m(2)) + dpL(em(2), 1) <€

]

Para la prueba de un lema posterior haremos uso del Teorema de descomposicion ergddica

que se puede ver como consecuencia del Teorema de Choquet (para la prueba ver [6]).

Teorema 3.9. (Teorema de Choquet)
Sea E un espacio métrico convexo, Y C E un subconjunto compacto convexoy xy € Y.
Luego existe una medida de probabilidad | sobre X el cual representa x( y es soportada

por los puntos extremos de Y .

El Teorema de descomposicion ergddica es una consecuencia de este teorema para el
casoen que £ = Mp(X)yY = M&(X) siendo X compacto y T continua. Para el

caso en que M es finito sabemos que cualquier medida en M7 (X ) puede se expresada
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como combinacion convexa de las ergddicas. El Teorema de descomposicion ergddica
generaliza este hecho y nos garantiza que dada una medida invariante ;. existe una medida

de probabilidad 7 sobre M (X) tal que

= /M ).

Lema 3.10. Sea pn € My (X). Luego para todo € > 0 existen medidas ergddicas ;, para

1 =1,2..., M (no necesariamente distintas) tales que

LM
dpr, (M ;M;M) <e€
Demostracion. Para cada v € MS(X) definimos
V, ={w e Mj(X)/dpL(v,w) < €/4}.

Luego la familia F = {V,¢/v € M%(X)} es un cubrimiento por abiertos de M$(X). Por

la compacidad de M (X) existen vy, 15, . .., 1, tales que la familia {V,, /i = 1,2,...,r}
es un subcubrimiento de F. Sea P = {P;, P, ..., P;} una particién que refina dicha
familia.

Por el teorema de descomposicion ergddica existe una medida 7 sobre M7 tal que

= / wdT (w).
My,
En cada P; tomemos una medida w;. Se cumple

1
d wi,—/wdTw)Seél Vi=1,2,...,k.
o (o [ i) <

do (Z (P, Z / | wdr<w>> <3 (P (w i/ | mw) <efi<ef2
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Tomando un entero suficientemente grande N, podemos encontrar enteros n,; tales que

k k
dgpr, (Z %WiaZT(Pi)wi> < €/2.

=1 =1
Finalmente, de las dos tltimas desigualdades tenemos
k

k k
n; n;
dpr, (Z Nwi,,u) =dpgy, ( Nwi, E / wd7(w)> < €.
i=1 i=1 i=1 Y b

7

Haciendo M = N.k y p; = w; cuando Zi;} ng <1< Zgzl n, tendremos

| M
dpr, (M;MZML) <€
O

Recordemos el siguiente resultado del Analisis Real: Si tenemos una sucesion en un es-
pacio métrico compacto con la propiedad que toda subsucesion convergente converge al
mismo punto, entonces la sucesion también convergerd a dicho punto. De ello, si el sis-
tema (X, T) es tnicamente ergdédico entonces todo punto en X es genérico para la tnica

medida invariante. Esto serd util para la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 3.11. Supongamos que (X,T) tiene la propiedad de sombreamiento y |1 €
Mr(X). Si supp(pu)\ ~ es un conjunto unitario (donde ~ es la relacion recurrencia
por cadenas), luego para todo € > () existe una medida ergodica v soportada sobre un

odometro tal que dpr (1, v) < e

Demostracion. Sea § € (0,¢/8) dado por la propiedad de sombreamiento para €/32,
¢ € (0,0) dado para §/2 y n > 0 dado por la propiedad de sombreamiento para &. Existe
~v > 0tal que sid(x,y) <y < nentonces d(Tz, Ty) < n/2.

Sea {V1, V4, ..., V,.} un cubrimiento abierto para supp(u) tal que diamV; < -~y para todo
i=1,2,... 1

Tomemos x; € V;y y; € V; puntos en supp(y). Como supp(p) es un singleton existe
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una 7/2—pseudo orbita x; = 2, 21, 22, . . . , Zy, = x;. Fijando cualquier z € V; yy € V;
observamos que z, 21, 22, ..., Zm—1, Y €S una n—pseudo Orbita de = a y. Luego, por la
propiedad de sombreamiento, existe z € X que {—sombrea esta 6rbita. Tomemos M el
maximo de todas estas longitudes para 1 < 7,5 < r. Luego dados u,v € supp(u) existe
m(con0<m< M)yze Xtalqued(T"z,v) < {yd(z,u) <¢.

Por el Lema 3.10 existe K y medidas ergddicasjiy, pio, - . ., i € Mp(supp(p)) tales que

K
1
dBL(E Z:uiv ) < €/8.
i=1

Para todo ¢ = 1,2,..., K escogemos un punto genérico x; € supp(p) para cada ;.

Escogemos un entero positivo /V suficientemente grande tal que
dBL(gN(aji)a ul) < 6/8,VZ = 1, 2, e ,/{,‘.

Por desigualdad triangular tenemos

K
dis (% S e, u) < /4,
i=1
Por la definicion de M, paracada 1l <i < K existe 0 < M; < My z; € X tal que
d(z;, TNz) < &y d(TMz,24) < €.
También existe zx € X tal que
d(zK,TNxK) <&y d(TMKZK,.Tl) <&

Observemos que la eleccion de M es independiente de la de /N. Luego podemos tomar NV

suficientemente grande tal que

4M

Sean=NK + S8 M, luego KN < n < K(N + M).

Sea {y;/i =1,2,...,n — 1} la coleccion

2 N—-1 M;—1
1, Tx, T°2q,...,T r1,21, Tz, .., T
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ZL'Q,T.CIZ'Q,TQ.TQ,...,TNiliCQ,ZQ,TZQ,...,TMiil
.I'K,TI'K,T2.Z'K,...,TNiliCK,ZK,TZK,...,TMiilzK.
Del Lema 2.12(1) se sigue que
K
1 n—KN n+ KN
dpr(— 0g;) £ ——KN + ————(n— KN),
BL(K; Z L S R Sl )

Y

LK 1 (X, M) KN + (KN + 305 (N + M) Yk M
dBL(gizlgN(xi%ﬁZéxi < KN(KN—FZi:lMi)

dpr(

1 1 & MN + (2N +M)M _ AM
> en(x) ﬁ;(sﬁ < 2 < <8

Sea « la sucesion periddica

(y07y1a ey Yn—1,Y90,Y15 - - s Yn—1,Y0, Y1, - - -y Yn—1, Y0, - - - )

Luego « es una {—pseudo 6rbita. Por la propiedad de sombreamiento existe y € X que

d/2—sombrea «
ATy, y) <6/2, ¥j=0,i=0,1,...,n—1.

Luego
d(Tny7 y) < d(Tny7 ?/0) + d(y07 y) < 57

y por el Lema 2.12 tenemos que

dnr (% i(syi,gn(m) <6/2 < ¢/s.

Ahora aplicando el Lema 3.5 para y, n, €/32 y §, existe un punto z € X tal que el sistema

(O(2),T) es un odémetro y

d(T" 2, Thy), Vj>0,i=0,1,...,n— 1.
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Observemos que

1 O
en(y) = j—nJZCSTiy-

=1

De esto y por el lema 2.12(2) nuevamente tenemos que

dpr(ejn(2),en(y)) < €/8, Vj>1.

Ya que (O(z),T) es un odémetro por la observacion (3.7) serd estrictamente ergddico,
luego existe un tnico v tal que

lim ¢,(2) = r.
n—oo

Luego existe 7 > 1 tal que
dpr(ejn(2),v) < €/8.

Combinando todas las desigualdades previas obtenemos que

dBL(/L, l/) < €,

lo cual completa la prueba. 0

Recordemos que un conjunto en un espacio topoldgico se dice que es residual cuando es

un conjunto G5 denso. Ahora procedemos a probar el resultado principal de este trabajo

Teorema 3.12. Supongamos que un sistema dindmico (X, T) es transitivo y tiene la pro-
piedad de sombreamiento. Luego la coleccion de medidas ergddicas las cuales estdn so-
portadas sobre odometros es densa en My(X ). En particular, si T es un homeomorfimo,

el conjunto M%(X) es residual en Mp(X).

Demostracion. Ya que (X, T') es transitivo existe p € X tal que O(p) = X.Dado d > 0
existe & > v > 0 tal que si d(z,y) < 7y entonces d(T'z, Ty) < 0. Para cualquier z,y € X
existen ng > ng > ny > 0 tal que T7™"'p,T™p € B,(z) y T"*p € B,(y). Luego la
coleccién x, T™+p T™+2p . T™~lp 4 es una —pseudo 6rbita de = a y mientras

que y, T p T2 2p . T"~1p 2 es una d—pseudo Orbita de y a 2. De esto z ~ y
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para cualquier 2,y € X y por lo tanto X = [z]/. paratodo z € X. Del teorema 3.11 se
sigue directamente que si 7' es un homeomorfismo, la coleccion de las medidas ergddicas
soportadas sobre un odémetro es densa en M (X). Por el teorema 2.26 M. (X ) es un Gy

en Mp(X) y por lo tanto residual. O]

A continuacion presentaremos dos aplicaciones de nuestros resultados.

3.1. Los odometros de la dinamica del shift

El ejemplo mas representativo de un sistema transitivo con la propiedad de sombreamiento
es el que presentamos en (1.52) de la aplicacion shift aizquierda o : X9 — X5 (0 derecha),
luego por el teorema 3.12 la familia de medidas soportadas sobre odémetros serd densa

en M, (%2). Ahora procederemos a caracterizar todos los odémetros de este sistema.

Proposicion 3.13. Todos los odometros de (X2, o) estdn determinados por las érbitas de

sus puntos periodicos.

Demostracion. Sea x € ¥, un punto regularmente recurrente y S = O(z) tal que o|g es

equicontinuo. Dado m € N, para e = 1/2™ existe §,, > 0 tal que
d(z,y) < 0 — d(c"z,0™y) < 1/2™,¥n > 0.

Mas ain, podemos hacer que 9,, > d,,,1 para todo m € N. Como z es regularmente
recurrente podemos definir Ny = min{k € N /d(c*z,2) < 8}y
N,, = min{k > N,,_1/d(c*x,x) < 6,,} para todo m > 1. Nétese que N,, < Ny,11y

que N,,, > m para todo m > 1. Por la equicontinuidad se sigue que
d(oN Mty o) < 1/2™) ¥s > 0,m > 1.

Escribamos = = (... z_sx_ 129122 ... ). Para cualquier r > 0 se tiene que

LTyr—m — TN(m)+r—m
| 27:( yrom| < d(TNM™Hrg Trr) < 1/2™ ¥m > 1.
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De esto |Zy—p — TN(m)+r—m| < 1, por lo tanto @, _,, = Tn(m)4r—m para todor > 0y
m > 1. Podemos reescribir esto ultimo como =, = zy,,+s paratodo s > —my m > 1.
Para d = N (1) se tiene que =5 = x4y, paratodo s > —1.

Tomemos m > 1, yaque N,, —m > 0 se tiene que s = Ty, +s = T4+N,,+s para todo
s > —m. Como x41s = Ty, +4+s para todo s > —m concluimos que x; = x4, para
todo s > —m. Ya que m fue tomado arbitrariamente concluimos que x; = s4¢ para todo
s € Z. Asi el punto x es periddico y por como fue tomado d concluimos que este es el
periodo de dicho punto.

Finalmente concluimos que todos los odémetros en (3,5, o) estan determinados por las

orbitas de sus puntos periddicos. 0

3.2. Los odometros de la Herradura de Smale

Como una segunda aplicacién de nuestro resultado principal estudiaremos las medidas
invariantes soportadas sobre los odometros de la Herradura de Smale. Dicha dindmica fue
introducida por Stephen Smale en la década de 1960 y la desarrollaremos basandonos en

[19].

La transformacion Herradura esté definida en una regién M compacta y conexa del plano.
Dicharegioén M se compone de un cuadrado unitario S a cuyos lados laterales se le afladen
dos semicirculos A y E de radio r = 1/2. Al conjunto M le asignaremos la métrica

euclideana de R? con la cual serd compacto.

La transformacion Herradura la denotaremos por /. El dominio y contradominio de H es
precisamente M, es decir:

H:M—M

Definiremos a H como la composicién de otras funciones hy, hy y h3 definidas a conti-

nuacion.
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Figura 3.1: El conjunto inicial M

La transformacion h; : M — M consiste en contraer linealmente M en la direccion del
eje de las ordenadas un factor § < 1/2. Mientras que hy : M — M consiste en expandir
hq(M) en la direccion del eje de las abcisas un factor % Por ltimo hg : M — M consiste

en doblar hy(hy(M)) hacia la derecha de modo que quede contenida en M.

Figura 3.2: Las aplicaciones que forman la Herradura de Smale

Finalmente definimos H : M — M como:

H=h30h20h1.

El procedimiento que seguiremos a continuacién consistird primero en demostrar que la
Herradura de Smale es en realidad conjugada a la dindmica del shift para luego, conocien-

do a priori los odémetros del shift, encontrar los odometros en esta dindmica.
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Para entender la dindmica de la Herradura de Smale dividamos el conjunto M en los sub-
conjuntos A, B,C, Dy E 'y veamos las imdgenes de dichos subconjuntos de la siguiente

manera.

H H(D) HiE)

| b Hﬂ.._ Hia)
Figura 3.3: La Herradura de Smale

De aqui hacemos las siguientes observaciones:
1. La preimagen de S consiste en dos bandas verticales By D.
2. Labanda C de S se transforma dentro de la regién FE.
3. Bajo la transformacién H tanto A como E son contraidas dentro de la region A.

Podemos notar que las bandas verticales By D se transforman en las bandas horizontales
H(B)y H(D) respectivamente.

Ahora nos preguntamos por aquel conjunto invariante de H mas grande contenido en S.
Sabemos que este conjunto debe ser necesariamente de la forma | J  H™(S). Para cono-
cer dicho conjunto observemos las iteraciones de H.

Bajo la enésima iteraciéon de H los puntos de S que permaneces en .S, son los que deter-
minan 2" subbandas de D, B de grosor ¢". Observemos que, en el paso n, cada banda de
ancho 0" da lugar a exactamente dos bandas de ancho §"*! en el paso n + 1. Este proceso
es, en esencia, el que se sigue en la construccion del conjunto de Cantor.

Al conjunto de puntos que permanecen en S para toda iteracion entera positiva lo denota-

remos por A" y lo definimos como

A" ={zr e S/H"(x) € S,Vn e N} = _ﬁ H"™(S).

n=-—1
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Figura 3.4: El conjunto ™"

Intervalo | | | | |

Conjunto de Cantor "C"

Figura 3.5: La aplicacién H !

Asi AT puede ser representado como el producto de un conjunto de Cantor con el intervalo

vertical unitario como muestra la siguiente figura

También consideramos el conjunto formado por los puntos en S cuyas iteraciones negati-
vas siguen perteneciendo a S,
A" ={r e S/H"(x) € S,paratodon € N} = ﬂ H"™(S).
n=1

Y el conjunto formado por la interseccién de ATy A~
A ={z e S/H"(z) € S,paratodon € Z}.

Ahora bien, si la transformaciéon H consiste en comprimir, expandir y doblar una regién
M compacta y conexa del plano, intuitivamente podemos considerar a H ! como la trans-
formacion que consiste en desdoblar, contraer y expandir H (M) tal como se muestra en

la siguiente secuencia de imédgenes.

De lo anterior podemos decir lo siguiente:

Bajo la enésima iteracién de H 1, los puntos de S que permanecen en S son 2" rectdngu-
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Conjunio de Cantor
r-( i

—_—

Intervalo I

Figura 3.6: El conjunto H"

los determinados por (H"(B)U H™(D)) NS, cuyo ancho es §" como ya habiamos obser-
vado.
El conjunto A~ representa entonces el producto cartesiano de un Conjunto de Cantor con

un intervalo horizontal como se muestra en la siguiente figura.
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La representacion grafica del conjunto A es muy facil de imaginar, lo podemos describir
como una “rejilla”de conjuntos de Cantor, es decir, es de la forma C; x C,. Donde C; es
un conjunto de Cantor horizontal y C, es uno vertical. Como el producto de conjuntos de
Cantor es un conjunto de Cantor, A es un conjunto de Cantor.

En lo que sigue se demostrard que cada una de las sucesiones dobles infinitas representa
un unico punto del espacio A. Presentaremos la correspondencia entre ambos conjuntos de
forma explicita, a través de un homeomorfismo ¥ : A — >,. La correspondencia consiste
en asignar a cada punto de A una doble sucesion de 0's y 1’s basandonos en el recorrido
que posee la 6rbita del punto, tanto para las iteraciones de H, como para las de H~!. De
dicho recorrido lo Unico que nos va a interesar conocer sera en cudl de las bandas, B o D,
es aplicado el punto bajo cada iteracion, y de esta manera determinar cada término de la
sucesion.

Adoptaremos la siguiente convencion: el “0” representard que la iteracion del punto estd
en Byel “1” queestden D.

Para entender bien en qué consiste esta asignacion, primero analizaremos cdmo se con-
forma la sucesion derecha de cada punto de A.

Tomemos cualquier recta vertical, [,, contenida en A*. Notemos que H*(l,) es un seg-
mento de recta vertical de longitud 6% en B o D. De ahi que podemos asociar una tnica
sucesion infinita (sgs1s2s3 . .. ) de ceros y unos a todo punto en dicha recta [,,, de acuerdo

a la siguiente regla:

s;=0 siysolosi H'(l,) C B,
sj=1 siysolosi H'(l,) C D.

Dado que definimos H° como la transformacién identidad, el valor que toma la doble
sucesion en sy nos indica en qué conjunto B o D se localiza [,,, s; nos indica en donde se

localiza la imagen de [, y asi sucesivamente para los demas puntos.
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De lo anterior es claro que cada recta vertical define una sucesion infinita derecha.

Figura 3.7: Asignacién de puntos por lineas verticales

De una forma similar ahora podemos asociar una sucesion infinita de 0’s y 1’s a cada recta
horizontal I;, de A~. Notemos que H~'(1;,), H %(l3), . . ., son segmentos horizontales de
longitud decreciente. A esta secuencia la llamaremos (... s 35 25 1....) donde el valor

de s_; se determina como
s_;j=0 siysolosi H7(l) C B,

s_j=1 siysolosi H '(l;) C D.

Figura 3.8: Asignacion de puntos por lineas horizontales
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De esta forma es claro que la asignacion W estd bien definida ya que la interseccién de
una recta vertical con una horizontal es tnica. Por lo que para cada punto en A, existe una
unica doble sucesion infinita en >, que le corresponde.

Asi hemos definido la funcién ¥ sobre A de manera que para cada = € A se tiene que

U(z) =(...5_35 25 1505182 .. ), tal que
s;=0 siysolosi H'(z)€ B,

sj=1 siysolosi H’(z)€ D.

(8780541545283 )

Figura 3.9: Asignacion de puntos de la Herradura de Smale

Para cada r, k > 0 denotaremos

k
Qs_,ns_r+1...s_1sosl...sk = m Hl(S)a

i=—r

estos conjuntos se muestran como cuadrados asi como en la figura siguiente.
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Do og

\\_Bo oo
A0 oo

Figura 3.10: Cajas en la Herradura de Smale

Ahora demostraremos que W es en efecto una conjugacion entre la Herradura de Smale y

la dindmica del shift. Para ello debemos demostrar primero lo siguiente.
Proposicion 3.14. La aplicacion V cumple que:

1. es sobreyectiva,

2. es inyectiva,

3. es continua,

4. su inversa es continua.

Demostracion.

1. Seas=(...5 k...5 15081 ...Sk_1-..) unelemento en Xs. Es claro que para cada

k € N, s es un elemento del cuadrado:

Q

S_)..-S—25-1805182...S—1"

Estos cuadrados forman una sucesién anidada cuya longitud de cada lado es 6%, de
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tal forma que podemos garantizar que existe un elemento z, en A tal que
o
To = ﬂ QS*k~~-372S—1508182...sk,1,

k=1

por lo que ¥(zy) = 5.

. Supongamos que V(zZ) = ¥(y) = (...5_25-1505152...), de esto los elementos

Z, 1y pertenecen a cada uno de los cuadrados
Qs,k...s_lsosL..sk,la k € N>

de esta forma se cumple que

o)
E E ﬂ QS,k...Sflsosl...skfl y g e Qs,k‘..sflsosl...sk,p
k=1

y ya que los cuadrados determinan un tnico punto conforme k£ — oo, obtenemos

que r = y.

.Seanz € Ay VU(Z) =5 = (...5.25.1505152...). Seae > 0y n € N tal que
271%1 < €. Para 6 > 0 suficientemente pequeiio, si § € Ay |y — Z| < J entonces
UE DN s isosisny-S€aW(y) =1=(...t_ot_qtotits...), deestoty = s, para

—n <k <n.Asi

—(n+1)

_ _ 1 1 1 1 1

. Sea {y, = ¥(z,)}n>0 una sucesion en >, que converge a y € 3.
Luego {¥ ! (y,) = o, }n>0 €s una sucesion en A tal que cualquier subsucesion con-
vergente necesariamente converge a ¥ ! (y). Por la compacidad de A concluimos

que {¥(y,) = 7, },>0 debe converger a ¥~ (y). Asi U~! es continua.

]

Proposicion 3.15. La aplicacion V es una conjugacion entre la Herradura de Smale

(A, H) y el shift a izquierda (X5, 0).
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Demostracion. Por la Proposicion 3.14 sabemos que W es un homeomorfismo. Resta ver
quecoV¥ =WVo H.
Dadox € Ays=V(z) =(...5.295_1505152...)entonces o(V(x)) = (...5_150515253 . .. ).

Seay =W 1(...5 150515253 ...) entonces
sjs1 =0 siysolosi H'(y) € B,

sjs1=1 siysolosi H’(y) € C.

Estas condiciones las podemos reescribir como
sjs1=0 siysolosi H/*'(H 'y) € B,

sjs1=1 siysolosi H/*'Y(H 'y) e C.

Ya que esta regla puede definir un dnico punto concluimos que H'(y) = z y de esto

H(z) = y. Porlo tanto o o ¥(z) = W o H(z) con lo que termina la prueba. O

Ahora que sabemos que (A, H) es conjugado a (35, o) deducimos a partir de las propo-
siciones (1.47) y (1.48) que (A, H) es transitivo y posee la propiedad de sombreamiento,
luego por el Teorema (3.12) concluimos que las medidas soportadas en sus odémetros
forman una familia densa en el conjunto de medidas invariantes My (A). Més atin debido
a la proposicion (3.13), donde probamos que los odometros del shift son las orbitas de
sus puntos periddicos, podemos también afirmar que los odémetros de (A, H) seran del
mismo tipo. De manera que ahora podemos exhibir graficamente los odémetros de la He-
rradura de Smale. Para ello tomemos un punto periddico del shift, por ejemplo el punto
r=(...,1,0,1,1,0,1,1,0,1,...), y via la conjugacion 1) se observa la 6rbita del punto

Y (z) en A en la siguiente figura.

98



el punto x fy%f:%
P =in @
7

i

Figura 3.11: La orbita de
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Capitulo 4

Conclusiones

1. El hecho que el conjunto de medidas ergddicas sea denso en el conjunto de medidas
invariantes para el caso del shift ya habia sido demostrado en [16], sin embargo
como consecuencia del Teorema 3.12 estamos obteniendo una familia mas grande
de sistemas con dicha propiedad al garantizar que esta es satisfecha para cualquier
sistema conjugado del shift (izquierda o derecha) como el caso de la Herradura de

Smale.

2. Los ejemplos dados en el presente trabajo nos inducen a decir que en general co-
nocer la geometria del conjunto de medidas invariantes es complicado. Cuando el
conjunto de medidas ergddicas es finito se puede encontrar una isometria de este
con algun conjunto simplex en R". Pero si este conjunto es infinito no podemos

concluir nada debido a la diversidad de casos que se puede presentar.

3. El lema (3.5) nos muestra un método para encontrar odémetros en un sistema

dindmico con la propiedad de sombreamiento.
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