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RESUMEN

En este trabajo desarrollamos una variante Relative-error e Inertial-Relaxed de
los Métodos Punto Proximal y Punto Fijo, para luego, aprovechando la relaciéon que
poseen ciertos algoritmos de separacion con los Métodos antes mencionados, aplicar
estos métodos mas generales para la obtencion de las variantes del mismo tipo en
esa clase de algoritmos de separacién, los cuales permiten su aceleracién y/o facil

implementacioén.
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Introduction

Los algoritmos de separacion recientemente han adquirido mayor atencion, esto
debido a la creciente necesidad de solucionar problemas de grandes dimensiones, ya
que los algoritmos de separacion poseen la propiedad de descomponer el problema
original (de structura separable) en subproblemas méds tratables numéricamente e

iterativamente aproximandose a la solucién del problema original.

En este trabajo consideramos el problema general de structura separable, cu-
yo patron surge del modelamiento de problemas de planeacién de energia [15] y
tratamiento de imagenes [4] :

{12121)1 [f(z) + h(x) + g(2) + ha(2) : Az + Bz = 0 (P)

donde f: IR" — IRy g : IR’ + IR son funciones propias sci convexas, hy : IR" — IR

y hy @ IR — IR son convexos, Lipschitz-differenciables con coeficientes (%) y (6_12)’

respectivamente y, A y B son matrices de 6rdenes adecuados.

Considerando la formulacién variacional y satisfaciendo ciertas condiciones de
regularidad, los casos h; = 0, hy = 0 (problema de composicién de dos bloques) y
hy =0, B = —1I,, (problema de composicién més una funcion diferenciable) aso-
ciados al problemas anterior son formulados como problemas de inclusién mondétona
bien structuradas, de donde, a partir de estas reformulaciones, en [19] se logré es-
tablecer un marco unificador de una clase de algoritmos de separacién clésicos y
recientes, esto gracias a la aplicacion y desarrollo de una variante del método proxi-
mal y del método de punto fijo aplicados a operadores especiales, respectivamente.
Estos resultados seran resumidos en el primer capitulo de este trabajo.

Siguiendo el esquema de [19], se definiran dos tipos especiales de operadores

cuyos puntos fijos estan asociados a las soluciones de (P), mostraremos que estos



operadores poseen propiedades de separacion y son average con dominio total, estas
propiedades nos permitiran obtener dos tipos de algoritmos de separacién (distintos
en el manejo de la soluciéon de sus subproblemas siendo del tipo secuencial o para-

lelo) y su respectiva convergencia.

Por otro lado, en el reciente articulo de Alves-Eckstein [2], se obtuvo una variante
Relative-error Inertial-Relaxed del método de punto proximal y, al ser el algoritmo
ADMM (Alternanting Direction Method of Multipliers, enunciado méas adelante) una
aplicacién del método punto proximal, ver [9], esto les permiti6 a su vez utilizarlo
para obtener una versién general de algoritmo ADMM, el cual admite la inclusion
de los parametros Inertial-Relaxed y el calculo inexacto de uno de los subproblemas.

Por lo tanto, siguiendo la idea de Alves-Ekstein y la relacién que poseen los
métodos de separacién con los métodos proximal y punto fijo, desarrollamos, en el
Capitulo 3, una versiéon atin més general del método de punto fjio y proximal, para
luego en los capitulos posteriores, aplicar estas nuevas variantes y asi obtener ver-

siones méas generales de los algoritmos de separacién.

Dado la importancia de los parametros inercial y relajado en la aceleracién de
los algoritmos que los poseen, [3], consideraremos en conjunto, en el Capitulo 4, la
inclusién de los parametros inercial-relajado dentro de los algoritmos generales pro-
puestos en el en el Capitulo 2 y en [19], que lidean con los problemas (P) y el caso
hy = 0, ho = 0, respectivamente, obteniendo como casos particulares las variantes
inercial-relajado de una clase de algoritmos de separaciéon conocidos en la literatura.

En el capitulo 5, obtendremos una generalizacion de la variante del ADM M
propuesto por Alves-Eckstein [2], que considera el problema de minimizar la su-
ma de dos funciones o equivalentemente el problema (P) en el caso hy =0, hy = 0,
A=1I,4xn vy B=—1I,x,. Alternativamente obtenemos un algoritmo general Relative-
error Inertial-Relaxed, aplicado al problema (P) en el caso hy = 0, B = —I,x,,

considerando separadamente los casos hy =0y hy # 0.

Finalmente en el tultimo capitulo mostraremos en algunos casos que es posible
debilitar las hipétesis matriciales de convergencia de los algortimos propuestos, atn
cuando estas hipdtesis provengan de la definicién de los operadores que garantizan
la convergencia, usaremos unas ténicas distintas para poder ampliar el dominio de

convergencia.



Capitulo 1

Notaciones y resultados

preliminares

1.1. Notaciones y definiciones basicas

En este trabajo utilizamos las siguientes notaciones y definiciones necesarias den-
tro del campo de la Optimizaciéon Convexa y del Analisis Variacional, todos ellos
dentro del espacio finito dimensional IR".

Dada una matriz simétrica definida positiva U de orden n x n, denotaremos la

norma inducida por U como :
|z|7, := (x, Uz) para todo z € IR".

Dado un conjunto C' C IR", denotaremos como cl (C), int (C) y ri (C), la clausura,
el interior y el interior relativo de C', respectivamente.

Dado un conjunto convexo C' C IR", el cono normal de C en un punto = € C,

es el conjunto denotado por Ng(z) y definido como
Ne(z) ={z* € R" : (z*,y — z) <0 para todo y € C},

asumiendo Ngo(z) =0 siz ¢ C.

Denotaremos por IR al conjunto [—oo,+oc]. Una funcién f : IR" — IR se diré

convexa, si su epigrafo,
epi (f) == {(w, ) € " x IR+ f(x) < A},

es un conjunto convexo. La funcién f se dird semicontinua inferior(sci) si su epi-

grafo es un conjunto cerrado.



Una funcién f se dird propia si f(z) > —oo para todo z € IR" y su dominio,
definido por
dom (f) :={x € R": f(x) < +o0},

es no vacio, o equivalentemente si su epigrafo es no vacio y no incluye una entera

linea vertical.

La hipotesis de ser f convexa sci y propia es standar en la literatura, lo cual permite
obtener propiedades fundamentales como la monotonia maximal de su subgradiente
asociado, estos conceptos son expuestos a continuacion.

El operador subdiferencial que generaliza el concepto de la gradiente de una funcién
(en el caso convexo), nos permite obtener caracterizaciones de los puntos optimales
asociados a un problema de optimizacion ain cuando la funcién no sea diferenciable.
El subdiferential de f en un punto z € IR" es el conjunto

Of(z) :={a" € R": f(z) + (z*,y — z) < f(y) para todo y € IR"}.

Claramente 0f(z) = 0 si & ¢ dom (f) 6 si f no es sci en x. En general, 9f(z) es
convexo y cerrado, siendo tal vez vacio. Es sabido que es no vacio y acotado sobre
int (dom (f)).

Una propiedad algebraica fundamental del subdiferencial es la monotonicidad,

esto es, para todo x € df(x*), y € df(y*) se cumple
(" —y*,z—y) > 0.

En general, un operador ' : IR" — IR" se dira monétono si para todo (z, z*), (y, y*)
en el grafo de I' [esto es el conjunto consistente de los pares (z,2*) € IR" x IR" tales
que z* € I'(2)] se cumple

(" —y",x —y) >0,

Claramente si I' es monétono, entonces su inversa I'™! definido como I'"*(z*) = {z :
z* € I'(x)} también lo es.

Otra propiedad analitica del subdiferencial (asociado a una funcién convexa sci 'y
propia) es la maximalidad, lo cual se define como: un operador I" se dird monétono
maximal si este es mondtono y para cualquier operador monétono % : IR" — Rr"
satisfaciendo I'(z) C X(z) para todo x € IR", se cumple que I' = . Se deduce que

I' es maximal mondtono si y solo si I'"! es maximal monétono.



Una caracterizacion de la monotonia maximal es dada por el Teorema de Minty
s — , .
[16], el cual afirma que un operador monétono I' : [R" — IR" es mon6tono maximal

si y solo si el operador (I +T')~! es univaluado y tiene dominio total (ie, todo IR").

La propiedad de monotonia induce en el operador (I +T')~! una propiedad alge-
braica més fina que la monotonia y la lipschitzianidad, lo cual conduce a considerar
la siguiente definicién: un operador I' se dird co-coercivo con constante 3 (6 f—co-

coercivo) si para todo (x,z*), (y,y*) en el grafo de I, se cumple

(x* —y* 2 —y) > Blla* — y*|I”.

Se deduce que si I' es 3—co-coercivo entonces I' es univaluado y ademds 3~ —Lipschitz
y monétono. En general se cumple que I' es monétono si y solo si (I4+T')7! es 1—co-
coercivo. Mas aun, del Teorema de Minty se cumple que I' es monétono maximal si
y solo si (I +T')~! es 1—co-coercivo (1—Lipschitz) con dominio total, mostrandonos

asi la importancia de (I +T)7%.

Por otro lado, si F' es 1—co-coercivo entonces es 1—Lipschitz (o noexpansiva).
Mas aun, se cumple que F' es 1—co-coercivo si y solo si existe una funcién noexpan-
siva R tal que F' = %([ + R). Obteniendose una equivalencia entre los operadores
mondétonos y las funciones noexpansivas. Otro tipo de funciones que consideraremos

son: Dado a €]0, 1], una funcién F se dird a—average si
F=(1-a)l+aR,

donde R es una funcién noexpansiva.

1.2. Meétodo del Punto Proximal y sus Variantes

Hallar los puntos optimales asociados a la minimizacién de una funcién es equi-
valente a resolver el problema de inclusion del operador subdiferencial asociado.
El problema de inclusién abarca muchos problemas desde ecuaciones lineales hasta
problemas variacionales [10], en particular consideraremos el problema de inclusién
mondtona

Encontrar = € IR" tal que 0 € I'(z), (Vr)

donde T' : IR" = IR" es un operador monétono maximal. Denotemos por sol (V)
al conjunto solucién del problema (V1) (llamado tambien zeros de T').

El método proximal es un método cldsico que lidia con el problema (Vr), aun

en su generalidad, sin considerar la buena estructura que pueda tener I', ver 23], y



es por ello que su aplicacién directa produce algoritmos de dificil implementacion,
en contraste si es aplicado a las reformulaciones equivalentes de (V1) (que saquen
ventaja de su structura), produce resultados interesantes. Por ejemplo, Rockafellar
[22] aplica este método a la formulacién variacional dual y Lagrangiano asociado a
un problema de optimizacién, por otro lado, Eckstein [9], muestra que el método
Douglas-Rachford (importante en los metodos de separacién), resulta de la aplica-
cion del método proximal a un operador especial.

El método proximal propone utilizar alternativamente el operador J' := (" +
I,+.)" !, llamado operador resolvente de T', cuyo conjunto de puntos fijos es igual
al conjunto de zeros de I, luego al tener J' dominio total, se le aplica el método de
punto fijo, lo cual genera una secuencia ! = J'(2*) que converge por su propiedad
adicional de co-coercividad, siempre que sol (V1) es no vacio. Cada iteracién genera
el siguiente subproblema: dado z* € IR"

Encontrar ¥ € IR" tal que ¥ — 2" ¢ I'(2F*1). (V)

Este subproblema es la principal desventaja de este método, siendo en algunos casos
tan complejo como el problema original. Solodov [20] reemplaza este subproblema
por uno maés tratable computacionalmente, dando origen al método hibrido proximal,
en el cual nosotros consideraremos los parametros fijos y sin el término elargement

de I', por simplicidad.

Relaxed Hybrid Proximal Projection (HPP)

0

Inicializacién: Escoger z” € IR", M una r X r matriz simétrica definida

positiva, ¢ > 0, 6 € [0,1[ y p €]0,2].
Para k=0,1,2,--- hacer

e Subproblema inexacto:
Encontrar (z%,0%) € IR" x IR" tales que

P ET(E), (et + 25— 3 < 0% (12 = A+ e[, )
(1.1)

e Si v* =0, PARAR. En caso contrario, escoger p €]0, p| y actualizar

Terminar el bucle.



Se observa que si § = 0, el subproblema (1.1) resulta: hallar zF = JeMI(2k)
lo cual es el método proximal con pardmetro multi-scaling cM y un pardmetro de

ralajacion p.

Otro tipo de variacion del método proximal clasico fue la introduccion del término
inertial [1], lo cual produce mejoras numericas. Alves-Eckstein [2] desarrollaron
una extension del método hibrido proximal de Solodov, permitiendo adicionarle el
término inertial, logrando asi un algoritmo que combina el término inertial y re-
lajado a su vez que sélo exige resolver un subproblema inexacto. Debido a estas
caracteristicas, este algoritmo sera usado de base para el desarrollo de este trabajo,
donde consideramos los parametros fijos por simplicidad.

Relative-error Inertial-Relaxed HPP (RIRHPP)
Inicializacién: Escoger 2 = 27! € IR", ¢ > 0, (A, p) €]0,1[x]0,2[ v § € [0,1]
Para k=0,1,2,--- hacer

e Escoger A € [0, \[ y definir (término inercial)
wh =2 4 AN -2

e Subproblema inexacto:
Encontrar (2%,v%) € IR" x IR" tales que

e, [t + 2 ot < (| —ut | + et)  02)
e Si vF =0, PARAR. En caso contrario, escoger p €0, p| y actualizar

SRl ok p(wk —jkg v¥) k
[[o¥]

Terminar el bucle.

Para obtener la convergencia se considera la siguiente relaciéon entre A y p, la cual
sera una de las hipdtesis de las proposiciones que desarrollaremos mas adelante :

(H1) Se cumple que (), p) €]0,1[x]0,2[ y satisfacen la siguiente relacién

2(A —1)?
20— 1)2+3X -1

b= (1.3)

Obsérvese que estas relaciones son independientes de los parametros 6 y ¢ asociados
al subproblema (1.2).

El siguiente Teorema es una versién simplificada del Teorema 2.1 [2], que muestra

la convergencia del algoritmo



Teorema 1.2.1 (Teorema 2.1 [2]) Dado T' : IR" —> IR" un operador mondtono

k zZk y ok generados por

mazximal tal que posee al menos un zero (0 € T'(z*)). Sean z
el algoritmo RIRHPP. Si \ y p satisfacen (H1), entonces z* y 3% convergen a un

mismo zero de I' y v* converge a cero.

En [19] mostramos otro tipo de variacién del método proximal, en el que exten-

demos la definicién de operador resolvente por
Jp=T+P)'P,

donde P es una 7 X r matriz simétrica semidefinida positiva. Esta ligera generaliza-
cion es debido a la necesidad de considerar una matriz distinta de la identidad en el
calculo del resolvente, esto se observa en la obtencién de algoritmos de separacion,
ver Capitulo 2 [19], por medio del uso de especiales matrices P. Ademads se considera

un parametro de relajacion p. El algoritmo desarrollado lo renombramos como
Multi-scaling Proximal Point (MPP)

Inicializacién: Escoger z° € IR", P una r x r matriz simetrica semidefinida
positiva y p €]0, 2|

Para k£ =0,1,2,--- hacer
" e pJp(2F) 4+ (1 — p)a”.
Terminar el bucle.

Proposicién 1.2.1 (Proposicién 2.2.2 [19]) Sean T : IR" —> IR" mondtono
mazimal y P una r x v matriz simétrica semidefinida positiva. Si J5 es univa-
luado (por lo tanto continua) con dominio cerrado y sol (Vr) no wvacio, entonces
para p € (0,2), la sucesion {x*} generada por el algoritmo M PP, converge a una

solucion de (Vr).

El operador JL no conserva en general la co-coercividad, pero al algoritmo ante-
rior aun podemos asociarle el método de punto fijo respecto de un operador 1—co-

coercivo. Considerando una matriz D de orden g X r satisfaciendo
P=D'D, (1.4)

la cual existe pues P es una matriz simetrica semidefinida positiva, consideramos el
— .
operador GT, : IR — IR? definido como

G =D + D'D)"'D". (1.5)
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De la monotonia de T se sigue que GY, es 1—co-coercive, ademés, como DJ5 = GY, D
D ) ) P D

la secuencia generada por al algoritmo anterior cumple que
Duw*™ = pGh (D) + (1 — p) D", (1.6)

es decir, Dw" es generado por el método de punto fijo con pardmetro relajado p,
aplicado al operador GY, que es 1—co-coercivo.

En lo que sigue mostraremos algunos importantes algoritmos de separacién apli-
cados a importantes modelos de optimizaciéon, luego en los capitulos siguientes se
obtendran las variantes de estos algoritmos.

1.3. Composicion mondtona

El modelo de composicion o composite model, es un problema de optimizacion
definido como

mxl’n f(z) + g(Az). (Model)

donde f: IR" — IRy g : IR™ — IR son funciones convexas sci y propias, y 4 es una
m X n matriz. Esta especial estructura que posee el modelo, se presenta en diver-
sos problemas aplicativos tales como la eliminacién de ruido en el tratamiento de

imagenes, entre otros, es por ello su alto interés de estudio en los tltimos anos [4], [7].

El algoritmo Alternating direction method of multipliers (ADMM) propuesto por
Glowinski [12], fue uno de los primeros algoritmos con propiedad de separacién que
lidia con (Model). Este algoritmo surge de considerar una descomposicién del tipo

Gauss-Seidel al subproblema originado por el algoritmo lagrangiano aumentado:

ADMM
"1 € argmin {f(gp) +£ HA$ + Bk +c*1ka2}
e argmin {9(Z> + 3 HAZ‘k+1 + Bz + c_lyk’HZ}
Y = yF 4 e(Axht 4 B2R

donde B = —1I,,xmm. El caso general cuando B es cualquier matriz, estd sociado al
modelo general (P) desarrollado en la siguiente subseccién. En el mismo afio, Gabay
[11] mostré la equivalencia del ADMM con el método Douglas-Rachford (que es un
método de separacién para el problema de inclusion de la suma de dos operadores
monotonos maximales). La desventaja del ADMM es que el primer subproblema es

atin complejo en el caso A'A no sea multiplo de la identidad. Un algoritmo alternativo



sin esta desventaja es presentado en los primeros trabajos de Chambolle-Pock [4]:

Primal-Dual algorithm (PD)

yk—i-l — (Ime+059*)_1(yk+0A77k)
karl — (Inxn + Taf)fl(xk o TAtyk+l)

gl = g +9(xk+1 . xk)

donde cada subproblema sélo consiste en hallar el término proximal de las funciones
f v g por separado, obteniendo una facil implementacién numerica, por ejemplo
en problemas de regularizacion /. Més tarde Condat [6] mostré que este algoritmo
(0 = 1), se puede obtener aplicando una variante del método punto proximal a la
formulacién variacional del lagrangiano, esto a su vez muestra que para obtener la
convergencia, sélo es necesario usar la propiedad de monotonia y maximalidad de
la subdiferencial de las funciones, permitiendo aplicar estos resultados al proble-
ma de inclusion de la Composicion mondétona, que es una generalizacion de la
formulacién variacional de problema (Model), definido como

Encontrar x € IR" tal que 0 € S(z)+ A'T(Ax), (CopMon)

donde S : R" — IR" y T : IR™ —> IR™ son monétonos maximales y A es una
matriz de orden m x n. Este problema de inclusiéon analogamente a la formulacion
variacional del problema de optimizaciéon (Model), posee un marco de dualidad
[17],[21], obteniendose el siguiente problema equivalente de inclusién Lagrangiana

Encontrar (Z,7) € IR" x IR™ tal que 0 € L(Z,7), (Vi)

donde L es el operador monétono maximal definido sobre IR™ x IR™ como

i(x,y);:<ﬁ(fa)>+<_oA ’gt><§> (1.7)

Para poder hallar otros algoritmos de saparacién, consideramos otro Lagrangiano
con una variable adicional, el cual estd asociado a un modelo mas general como se

muestra en la siguiente subseccion.

1.4. Composicion mondtona de dos bloques

A continuacién, en esta seccion, se hard un resumen de los resultados necesarios
para la elaboracion de este trabajo, siendo estos recopilados del Capitulo 2 de la

tesis [19]. Consideramos el problema de inclusién de la Composicién monétona
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de dos bloques, definido como

¢
Encontrar (z, z) € IR" x IR tal que ( 8 ) € ( ;Exi ) + ( A )N{g}(Ax+Bz)
z

(Pv
donde S : IR — IR" y T : IR? —> IR” son monotonos maximales y, A y B matrices
de orden m x n y m X p, respectivamente. Es claro que este problema incluye al
problema (CopMon) al considerar B = —1.

Este problema esta relacionado con el siguiente problema de optimizacién
1(rnir)1 [f(z)+g(z) : Ax + Bz = 0], (P)
donde f y g son funciones convexas, sci y propias. Bajo condiciones de regularidad
el problema de optimizacién (P) admite una formulacién variacional del tipo (Py),
considerando S = 0f y T = dg. Un ejemplo de tal condicion de regularidad es

Existe « € ri(dom f) y z € ri(dom g) tales que Az + Bz = 0. (H)

La aplicacién directa del método proximal al problema (Py) es inviable, pero con-
siderando el esquema de dualidad en operadores [17],[21], se obtienen problemas

equivalentes mas tratables, en especial se obtiene la formulacién Lagrangiana varia-

cional
Encontrar (z, z,y) € IR" x IRP x IR™ tal que 0 € L(z,z,7), (V1)
donde L es el operador maximal definido sobre IR" x IR? x IR™ como
S(x) 0o 0 A x
L(x,z,y) = T(2) | + 0 0 B z . (1.8)
0 —-A -B 0 Yy

Este operador es la suma de un operador mondtono maximal (con estructura sepa-
rable) y una matriz antisimetrica. Aprovechando esta estructura se considera una
matriz P especial para el calculo de la resolvente J5 y asf considerando M PP, ob-
tener el siguiente algoritmo separable (en el sentido que poseen subproblemas que
involucran a S y T, separadamente).

Generalized Splitting Scheme (GSS)

e = Yk — Bk (1.9)
U = (T + Vo + B'MB) '[F*2 — B'M Az (1.10)
dFte = Viah — yATM Axb + (y = )A'M Bz* — Atuf (1.11)
P = (S + Vi + AIMA) abtr — 2y ATM B (1.12)
i = w4y M AR+ (1 - ) MAZFT 4 M BEMT (1.13)
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(", 2 W) = (@t 2 A 4 (1= p) (¥, 2 ) (1.14)

Variando los parametros matriciales y el scalar v, recuperamos importantes algorit-
mos desarrollados con anterioridad en la literatura, en especial considerando p = 1,
los pardmetros v = 1 (considerando un cambio de variable) y v = 0 aplicados al
problema (P), permiten obtener el siguiente algoritmo, que posee una interpretacién
como la descomposicion del tipo Gauss-Seidel o Jacobi respectivamente del subpro-
blema originado por el algoritmo lagragiano aumentado proximal, permitiéndonos

calcular la solucién de los subproblemas de manera secuencial o paralela.
Proximal primal-dual Splitting, PPDS
¢l € argmin {f(x) +3 HAI + BzZF + Mﬁlka?M +1 Hx - xk”?/l}
ZF+1 € argmin {g(z) + 1 ||An* + Bz + M‘lkafW +1|z- 2’“”3/2}

segin como escojamos N obtenemos las dos distintas versiones del algoritmo

ko xk para la version Jacobi
(R para la version Gauss-Seidel.
considerando B = —I, M = cI corresponden a los algoritmos presentados por Shefi-

Teboulle [24], que a su vez contienen los algoritmos ADMM y PD, obteniendo asi
un enfoque unificador a los algoritmos de separacién o Splitting algorithms (en
inglés).

Con la finalidad de mostrar la construccién y convergencia de GSS, considera-
remos que la matriz simétrica P, involucrada en JL, de tal modo que su célculo
implique la resolucién de subproblemas asociado a S y T separadamente, posee la
siguiente structura : Dados las matrices simétricas V; y V5, los reales a y 3 tales que

/y:a_ﬁv

Vi+(a+1)P2A'MA a2+ B)A'MB  (1+a)Al
P .= a2+ B)BIMA Vo + (B+1)2A'MB (1+ B)Bt (1.15)
(1+a)A (1+3)B Mt

Cualquiera de las siguientes condiciones matriciales garantizan que la matriz P
sea simetrica semidefinida positiva.

A1 Vi — (y—=1)2A'MA y N V, — B*M B son semidefinidas positivas.
A2 Vi — A'MA y Vi — (v —1)?B'M B son semidefinidas positivas.
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A3’ v > 1y las matrices V; — (y — 1)A'M A y V3 — (v — 1) B'M B son semidefinidas
positivas.

A4’ v =1y las matrices V] y V5 son semidefinidas positivas.

Ademds consideraremos que las matrices Vi + A'M A y Vo + Bt M B son definidas
positivas, para garantizar que J5 sea univaluado. Luego a partir de la Proposicién
1.2.1, se obtiene la siguiente proposicion de convergencia asociado a GSS.

Proposicién 1.4.1 (Proposicién 2.3.3 [19]) Sean p € (0,2), V; € R™", V, €
IRP*P y M € IR™™ todas simétricas, con M definida positiva tal que Vi + ALM A
y Vo + B'MB son definidas positivas, y v € IR tales que una de las condiciones
(A1) — (A4') es satisfecha. Si sol (V1) es no vacio, entonces para un (x°,2° u°) €
IR"P*™ arbitrario, la secuencia (z¥, 28 u*) en (1.9)-(1.14) converge a una solucién

de (VL)

La relacion exacta de este algoritmo GS'S con el método M PP es la siguiente:
Considerando y* e ¢g**! definidos por y* = u* + (o — v+ 1) M Az* + (1 + B)M BzF
e g*t = @ 4+ (a — v + 1) M AZF + (1 4+ B)M Bz, se cumple que la secuencia
wh = (2%, 2%, y¥) proviene del método M PP :

Jlgwk — (i.k’+1’£k+17gk’+l) y wk+1 — pjﬁwk + (1 o p)wk (116)

En particular, evaluando la tltima secuencia por una matriz D tal que D'D = P,
se obtiene que los términos de la secuencia {w*} estén relacionados a través de la
aplicacion del método de punto fijo con parametro de relajacién p,

Duw*tt = pGE(Dw*) + (1 — p)Dw*, (1.17)
donde el operador G (ver definicién (1.5)) es 1—co-coercivo con dominio total, que

se deduce de la monotonia y maximalidad de L.

Por lo tanto el algoritmo GSS estd associado al algoritmo de punto fijo aplicado al

operador G que es %—average con dominio total, en similitud al algoritmo ADMM

que esta relacionado al operador Douglas-Rachford.

1.5. Composicion monétona mas un operador co-

coercivo

Consideramos otro tipo de extensién del problema (CopMon), esto es, el proble-

ma Composicion mondétona mas un operador co-coercivo, definido como
0 € S(z) + A'T(Ax) + C(x), (Var)
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donde S : R" — IR™ y T : IR™ —> IR™ son monotonos maximales, C' : IR" — IR"
un operador J—co-coercivo con dominio total y A una m x n matriz. Cuando C' = 0,
el problema (Var) se convierte en el problema de inclusién composicién monétona
(CopMon). El caso general (Var) también puede ser visto como un problema de
composiciéon mondtona, considerando la suma de S y C' como un tnico operador,

obteniendose asi su formulacién lagrangiana variacional,
Encontrar (z,y) € IR" x IR™ tal que 0 € E(i, ), (V7)

donde L es el operador monétono maximal definido sobre IR" x IR™ como

L(z,y) = < S(?_T(j)(w) ) + < _OA f(l; ) ( :; ) . (1.18)

Contrariamente a lo obtenenido en el problema (V7), la aplicacion de M PP a este
operador no produce la total separacion deseada, principalmente entre C' y .S.

La estructura del problema (Var) estd relacionada a la formulacién variacional
del siguiente problema de optimizacion

mzin f(z) + g(Az) + h(z), (1.19)

donde f: IR" +— IRy g : IR™ + IR son funciones propias sci convexas, h : IR" > IR
convexo y ( %)-Lipschitz—differenciable, y A una m x n matriz. Condat [6] desarroll6
dos formas de algoritmos considerando dos diferentes matrices multi-scaling en el
método Forward-backward aplicados a su problema de inclusién Lagrangiano (V7),
obteniendo algoritmos de separacién que consdieran pasos proximales para f v gy,
su correspondiente evaluacién de la gradiente para h.

Condat—Vu Algorithm, Form I

aan = (TOf + Luxn) t(a* — 7VR(2F) — T AlyF)
gt = (009" + Lnxm) ' (" + 0 AQ2ZF — 27))
(F Tyt = PR @R g 4 (1= pP) ()

y su version switching, donde se intercambia el orden de los subproblemas

Condat—Vu Algorithm, Form II

ngrl — (aag* + Imxm)il(yk +O‘AZEk)
Fhtl = (7Of + Lixn) H(2* — 7VR(2F) — AL 2551 — b))
(2F 1 Ry = pR(ERH ) 4 (1 — pk) (2, o)
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Maés tarde Chambolle-Pock [5], mostr6 la rapidez de convergencia de orden
O(1/k) y desarrollé una variacion inercial del algoritmo Condat-Via, forma I (consi-
derando p = 1)

Inertial Chambolle-Pock Algorithm
(@) = (@ 9%) + A (" — a2ttt =y )
htl = (70f + Luxn) Yk — 7Vh(2k) — T AlyF)
Y = (009" + L) Myl + 0 A28 — 2f)

w

Otra metodologia para lidear con el problema (1.19), fue presentada reciente-
mente por Yan [25], donde considera un operador average construido a partir del
operador Davis-Yin, de donde obtiene el algoritmo P D30, el cual posee restricciones
sobre los parametros, mas débiles que los exigidos por los algoritmos de Condat-Vu
y muestra mejores resultados numéricos. Una relacién mas estricta del método de
Davis-Yin con el algoritmo PD30 es estudiado por O’ Connor [18] donde mostré que
después de un cambio de variable, el algoritmo PD30 se convierte en la aplicacion
directa del método Davis-Yin [8] asociado a la suma de tres operadores especialmen-
te contruidos siendo estos mondtonos maximales donde uno de ellos es co-coercivo.

A esta ligera variacién lo seguiremos llamando PD30.
Primal-Dual Three-Operator splitting (PD30)
o = (70f + Lyxn) L2k — TV A(2F) — T AlYF)
{ v = (009" + Lysm) L(y* + 0 A2 — aF + 7V h(2®) — TV h(2FT)))

El problema de encontrar un zero de la suma de tres operadores monotonos
maximales donde uno de ellos es co-coercivo, estd incluido en el problema (Var), al
considerar A igual a la matriz identidad. A este problema, Davis-Yin [8], le asocia
equivalentemente el problema de encontrar un punto fijo del operador Davis-Yin
definido como

G:=1—J"+ 02" -1 -\C(JM)), (1.20)

el cual es ng—f/\—average (siempre que A < 2f) con dominio total, propiedad que
permite la convergencia del algoritmo de punto fijo aplicado a este. El operador
G resulta ser una extencién del operador Douglas-Rachford (caso C' = 0) y de los
operadores correspondientes a los métodos Forward-Backward y Backward-Forward.
En la siguiente seccion se muestra la extencién del operador G y su relacién con la

construccion de algoritmos de separacién para el problema general (Var).

1.5.1. Algoritmo GSA30, Form II

A continuacién se hard un resumen de los resultados de [19], Capitulo 4 :
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Iniciando con el caso donde la matriz A es inyectiva, se contruye un lagrangiano
especial que permite la separacion deseada al aplicarle el método M PP, luego rees-
cribiendo el problema original (Var) manteniendo su structura original pero siendo
su matriz associada inyectiva, y aplicando el resultado previo, se obtienen dos ope-
radores average associados a dos tipos de algoritmos splitting siendo uno la version
switching del otro en similutud con los algoritmos Condat-V1.

El primer tipo de algoritmo es como sigue, al cual le adicionamos el término form
IT, en concordancia con los algoritmos Condat-V.

Generalized splitting algorithm for three operators
(GSA30, Form II)

o= (T4 M) y* + MAx¥) (1.21)
7" = Y+ MAxF — MEF (1.22)
b= C(V+ A'MA) (Vak + ATMERY) (1.23)
o= (SH+V+AMA)T (Var + AMEF— AlgE — %) (1.24)
(@M = p(@*, 7)) + (1= p) (", y"). (1.25)

Se obtiene la siguiente proposicién de convergencia.

Proposicién 1.5.1 (Proposicién 4.2.1 [19] ) Sean V € R™" y M € IR™™
simétricas, con V' semidefinida positiva y M definida positiva, tales que V + A'M A
es definida positiva satisfaciendo ||(V + A'M A)7|| €]0,208[. Sea p €]0,a~ [ donde

_ 23
CT BV AMA T

Si sol (Var) es no vacio, entonces dado un punto arbitrario (z°,y°) € IR" x IR™, la
secuencia (x¥,y*) en (1.21)-(1.25) converge a una solucién de (V3).

Analogamente a (1.17), este algoritmo estd relacionado con el método de punto
fijo aplicado a un operador, en este caso, a—average. Esto es, considerando (¥ :=
(2%, 9*) generado por GSA30, tenemos

Q¢ = pGh(QCH) + (1 — p)QCF, (1.26)

donde la matriz @ esta definida por

. M3:A M3
- 1 5 1.27
Q (w . ) (127)



y el operador G definido de IR™ x IR" en si mismo es, en (u, z),
u—JTu+ MzAJS [V%x + AMz (200 —u) — C(Vaz + AtM%jTu)}
VaJS [v%x + A'Mz2(2Ju —u) — C(Vaz + AfM%jTu)]
(1.28)
donde

JU=M2(T+M)"'Mz, J¥=(S+V+AMA)™ y C=C(AMA+V)"

Este operador no es 1—co-coercivo pero es a—average con dominio total (donde «
es definido como en la proposicién anterior), siempre que, |[(V + A'MA)71|| < 28.
Ademas, su correspondiente conjunto de puntos fijos estd relacionado con sol (V3),

mas precisamente, es igual al conjunto

Qsol (V3)) == {(M2 Az + M35, V2z) : —A'y € S(z)+ C(z), § € T(Az)}. (1.29)

1.5.2. Algoritmo GSA30, Form I

De forma similar al algoritmo Condat-Vu que posee una version switching, se

obtiene también la versién switching del algoritmo GSA30

GSA30, Form I

T = (S HAMA+ V)NVt 4 AR - A - VrR) (1.30)
P = yF - MAF - M (1.31)
L = (ATMA+V)TIO @@ (1.32)
P = (T M)THMATF 4 g — MAFE (1.33)

)

(xk‘-i-l k’+1’ ,,,,k‘-i-l) — p(i’k+1, gk-i-l’gk-‘rl’fk-i-l) + (1 . p)(l’k, Zk,yk,rk> (1 34

Se obtienen similares resultados a GSA30, relacionandolo con el método de punto

k+1
2 Y

fijo aplicado a una funcién a—average : Considerando {&% = (z% — ¥ 2% ¢*)}, se
cumple que

Q&M = pGa(Q€") + (1 - p)QE, (1.35)

donde la matriz Q es igual a

o 0 M3 —M-3
vz oo 0 ’

y Gs es un operador de IR™ x IR" en si mismo y cuyo valor en (u, ) es

w— Mz AJS(z,u) + J7 [2M2AJS( u) —u— M2AC(J¥(x, u>>} (1.36)
VzT5 (2, u) — ViO(T5 (x,u)) | |
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donde

SIS

JT = M3(T+ M)"'M3, J¥=(S+V+AMA) o ( Vi oAM

)

C=(AMA+V)'C.

El operador G, definido en (1.36) es también a—average con dominio total, desde
que ||[(V + A*M A)~|| < 28, siendo su conjunto de puntos fijos igual a

{(M2A[z —WC(z)] - M2,V — WC(z)]) : —A'y € S(z)+ C(z), § € T(Az)},
(1.37)
donde W = (A'MA+ V)~

Observacion 1.5.1 En el caso que A sea una matriz inyectiva, podemos considerar
la matriz parametro V=0, lo cual permite la restriccion de los operadores Gy y G
al espacio IR™, luego en tal caso, al considerar A = I y M = \'I, reobtenemos
en ambas restricciones respectivamente las dos versiones del operador de Davis-Yin,
intercambiando el orden de S y T (wver (1.20)).

Reciprocamente, podemos obtener los operadores G1 y Gy a partir del operador de

Davis-Yin, aplicandolo a reformulaciones especiales del problema (Var).

18



Capitulo 2

Algoritmos de Separacion

Este Capitulo estudia un modelo més general que incluye a los problemas (Py) y
(Var) (presentados en el capitulo anterior), obteniendo operadores average cuyos
puntos fijos estan relacionados a la solucién de este modelo, luego a partir de estos
operadores y su aplicacion del método de punto fijo, obtenemos dos tipos de algorit-
mos de separacion, extendiendo los dos tipos de algoritmos considerados en PPDS.
El modelo extendido planteado, permite considerar un solo operador average que
incluye a ambos operadores average G; y Go (definidos en 1.28 y 1.36) que a su
vez induce un algoritmo secuencial extiendiendo los algoritmos GSA30 y la versién
Gauss-Seidel del algoritmo PPDS. Ademas obtenemos otro tipo de operador avera-
ge associado a un algoritmo paralelo que extiende la version Jacobi del algoritmo
PPDS. En suma, definiremos dos tipos de operadores average y sus algoritmos de

separacién associados: tipo Gauss-Seidel y tipo Jacobi, respectivamente.

2.1. Composicion monotona generalizada de dos

bloques

Consideramos el problema Composicion monotona generalizada de dos
bloques definido como

Encontrar (z, z) € IR"xIRP tal que ( 8 ) € ( i((i; ::__ g;g; >+< gi >N{0}(Aa:—|—Bz)

donde usamos las mismas condiciones sobre los operadores del problema (Var), adi-
cionando la condicién sobre los operadores C; y C5 que son operadores de dominio
total y co-coercivos de coeficientes (3, y 2 respectivamente. Reciprocamente consi-

derando la suma de Sy C1, y la suma de T' y C5 como 1inicos operadores, obtenemos
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su formulacién lagrangiana
Encontrar (7, z,y) € IR" x IR x IR™ tal que 0 € L(Z, z,7), (V)

donde L es el operador monétono maximal definido sobre IR" x IR x IR™ como

S(z) + Ci(x) o o0 A
L(z,z,y)=| T(z)+Cy(z) |+ 0o 0 B z |- (2.1)
0 —-A —-B 0

La aplicacién directa de M PP a este operador no produce la sepracién total de
los operadores, i.e. dado P = D'D una matriz simetrica semidefinida positiva, si
bien el operador D(L + D'D)™*D! es %—average, el operador resolvente associado
(L + P)~'P no implica la resolucién separada de términos proximales respecto de S
y T, a su vez que no considera la evalucion separada de los operadores C y Cs. Por
ello consideraremos otros operadores con propiedades similares y principalmente con

propiedades separables.

Bajo condiciones de regularidad, el problema (V) esta associado a la formulacién
variacional del siguiente problema de optimizacion
min - |f(2) + (@) +9(2) + hal2) : Av+ Bz =0}, (P)
donde hy y hs son convexas (%)—Lipschitz—diferenciable y (/BLQ)—Lipschitz—diferenciable,
respectivamente. Debemos notar que este modelo resulta de considerar que las fun-

ciones dadas en el problema de composicién de 2 bloques (P), son la suma de dos

funciones convexas siendo una de ellas Lipschitz-diferenciable.

En [14], estudian el modelo (P), desarrollando el algoritmo de separacién Ma-
jorized iPADMM, alternativamente construimos diferentes algoritmos, tratando de
seguir la metodologia empleada en [19], obteniendo a nuestro parecer una extensiéon
més natural del algoritmo GSS associado ahora al problema (P).

La siguientes proposiciones son resultados técnicos que nos ayuda a mostrar la
propiedad average de los operadores que definiremos en las siguientes secciones

Proposicién 2.1.1 Sean 8 > 0 y C' un operador 5— co-coercivo, entonces

1
(z1 — 29, C(wq) — C(wy)) < 13 |21 — 25 + wy — wy ||

Prueba. Se cumple que (2 — 22, C(ws) — C(wy)) es igual a

<2U1 — W3, C(wg) — C(lUl» + <21 — 29 + Wy — Wh, C(’LUQ) — C(w1)>
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luego al ser C' un operador §—co-coercivo y usando la desigualdad de Cauchy en el

segundo termino, se cumple que

1

(21— 22, Cwy) — C(w1)) < —B[|Clws) — Clw)||* + 13 l21 — 22 + wp — wy |”
+5|Cws) = Clwn)|”
obteniéndose la desigualdad deseada. [ ]

Proposicién 2.1.2 Sean G : R —> R y F : IR" —> IR" dos operadores y D
una matriz de orden q X r tales que

G = DFD"

St para a € [%, 1[ fijo, se cumple

]_ _
- @ |Duy — GDuy — Dus + GDus||?

|GDu; — GDusl” < ||Duy — Dus|| —
para todo uy, us € IR", entonces G es a—average.
Prueba. Dados w;, wy € IR?, existen u;, us € IR" y vy, v € Ker D' tales que :
w; = Du; +v;. Vi € {1,2} (2.2)

Por hipétesis, para uq, us, tenemos

1l—«

|G Duy — GDu2H2 < ||Duy — Du2H2 — |Duy — GDuy — Dug + GDu2||2,

«

de donde, descomponiendo el tltimo termino,

l—«

1 1
a HGD'U,l - GDU2H2 S (2—5) HDu1 - DU2||2—2 <DU1—DU2, GDUQ—GDU1>
Usando la relacion G = DF D' y (2.2), obtenemos

<DU1 — DUQ, GDUQ — GDU1> = <w1 — Wa, GU]Q — Gw1> (24)

Por (2.2) se tiene que w; — wy = D(uy; — ug) + v — ve, de donde
[ D(ur — ua)|| < [[wr — wol|. (2.5)

Finalmente, al ser (2— 1) no negativo, combinando las relaciones (2.3), (2.4) y (2.5),
se deduce la afirmacion. ]
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2.1.1. Version Gauss-Seidel

Consideramos las siguientes matrices parametros : Sea M una m X m matriz
simetrica definida positiva, Vi y V5 matrices simetricas semidefinidas positivas de
orden n X n y p X p, respectivamente, tales que V; + A'MA v Vo + B!M B son

invertibles.

Asociado a estas matrices parametros, el operador GGy (asociado al problema (V),
considerando B = —[ y Cy = 0) junto con el operador G» (asociado al problema
(V), considerando A = —I y C} = 0) nos conduce a agruparlos en un solo operador
G, que aplica IR™ x IR x IR™ en si mismo, definido como

1
Vo
Gs(/x\a 27 ?7) = ‘/25 (Z — ﬂ) )
MzAz+ M2Bz+7

donde )
2= (T+Vs+ B'MB)™! (v;z— BtM%g) .

<

= ((vi+ AMA) (V2T — A'MB:))
7= (Vo + B'MB) 'Cy(2)
v =(S+Vi+ AMA)! (vﬁf ~ A'M(§+2MEBz — MEBi) - 7)
Se deduce que G, posee dominio total a partir de la monotonia maximal de S y

T, v la hipotesis que C} y C5 poseen dominio total. Los puntos fijos de G, estan
relacionados con (V) y es igual a

*

X
Q 2 — (Vo + B'MB)~1Cy(2*) (2, 2%,y €s0l (Vi) b, (2.6)
Y+ MB(VQ + BtMB)*l(b(z*)

donde @) es una matriz definida como

Vi 0 0
oy 1
Q= 0 V¢ 0 (2.7)
M3:A 0 M3

En el caso C; = 0y Cy = 0, se cumple que G, = @(L + @t@)_lét; en el caso
general, G, se convierte en una buena alterntiva del operador Q(L + Q'Q)~'Q",
principalmente por su propiedad separable, conservando la propiedad average atn

en el caso general, lo cual mostraremos en lo que sigue.
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Para ello consideramos el operador F; que aplica IR" x IR” x IR™ en si mismo,

definido como
x

Fs(Z,2,9) = Z2—U ,
MBz + My
donde
z=(T+Vo+ B'MB) (2 — B'My)
Ci (Vi + AAMA) ™ (7 — A'Mjj — A'M Bz))
U= (Va + BIMB) ™ Cy(2)
v=(S+Vi+AMA) (T - 2A'MBz — 2A'M§ — 7 + A'M B7).

7’:

Comenzamos mostrando la relacién de G5 con el método MPP aplicado al lagran-
giano L definido en (1.8).

Proposicion 2.1.3 Bajo las hipotesis matriciales consideradas en la definicion de

G, se cumple que

= QF.Q". (2.8)
Ademds, dado arbitrariamente u : (5!:\ z,y) € IR" x IR’ x IR™, se cumple que
—r + A'M Bv
L(FQQu+e) +QQ((FQ'Qu ~u) € Vv L (29
0

donde
e = (0,v,0)"
v=(Voa+ B'MB) Cy(2)
r=C (Vi + AAMA)" (Viz — A'M Bz))
z=(T+Vy+B'MB)™* (V{z\— B'M A7 — Btﬂ) :
El siguiente Teorema muestra las condiciones necesarias que aseguran la propie-
dad average de G,.

Teorema 2.1.1 Sean S : IR — IR™ y T : IR® —> IR mondtonos mazimales,
C, : " — IR" B1—co-coercivo y Cy : IRP = IRP By— co-coercivo, ambos de
dominio total con (i, B ambos positivos y, A y B matrices de orden m X n y
m X p, respectivamente. Asumiendo que Vi € IR™", Vo € IRP*P y M € IR™™
son simétricas, con Vi y Vo semidefinida positivas y M definida positiva tales que
Vi+ A'MA y Vo + BPM B son definidas positivas. Si o satisface

o I+ A A) Y| L +BMB)|
. 261 262 ’
1]

2 —«

entonces, G4 es a—average con dominio total, siendo « E]%,
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Prueba. Dados uy = (Z1,21,91) v uz2 = (T9, 22, o), mostraremos la desigualdad
average de G. Se cumple que la evaluacién de F,S'S en u; y ug son, para i = 1,2,

i
fs@t@%‘ = 2=V ) (2-10)

donde
2z = (T + Vo + B'MB) ™' (V% — B'M AZ; — B'y;)
ri = Cy (Vi + AAMA) Y (iZ; — A'M Bz))
vi = (Vo + B'MB) ' Cy(2)
vii=(S+ WV + AMA) ' (Viz; — AAMAZ; — A'Y; — 2A'M Bz, — v + A'M Byy).

A partir de la relacién (2.9) de la proposicién anterior, usando la monotonia de L
associado a los puntos u; y us, y la equivalencia (2.8), se obtiene que la siguiente
suma

<G1@U1 - Gl@“% (@Ul - Gléul) - (@W - G1©U2)>+

—T + T2 -+ AtMB(Vl — 1/2)
<FthQU1 — F.Q'Quo, Va(—v1 + 1) > +
0

(1 — o, V(21 — 21 + 11 — 22 + 20 — 12) — Vauy + Var)

es mayor o igual que cero. Descomponiendo el segundo y tercer término obtenemos

<G1©U1 — GlQ\UQ, (@’lﬂ — G1Q\U1) — (Q\UQ — G1Q\U2)> + <ZL’1 — X9, —Ti + ’f‘%>+
(w1 — 22, AAMB(v1 — 112)) + (21 — 11 — 22 + 12, Va(—11 + 12))+
+ <I/1 — Vs, ‘/2(21 — 21— /Z\Q + ZQ)) > 0.

Agrupandolos y considerando ¢; = —B'M Ax; + Vaz; — Va(Z; — 2; + 14), obtenemos

<G1©u1 - Gl@“?a (@ul - Gl@ul) - (@UQ — G1©u2)>—|—
(x1 — @9, =11 +719) + (11 — 19,50 — 1)) >0 (2.11)

Ahora buscaremos apropiadas cotas superiores de los ultimos dos términos consi-
derando HSu1 — GSu; — Suy + GSuy
de coercividad positivos y usando la proposicion 2.1.1, obtenemos

‘. Al ser (' y Cy co-coercivos con coeficientes

1
(w1 — 29, =11 +73) < EH% — 9+ —ml? (2.12)
1
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1
(1) — 19, 60—61)) < — |21 — 22+ & — le2 (2.13)
43

donde n; = (‘/1 + AtMA)_l(‘/l/ﬂj\l — AtMBZl) y 52 = (‘/2 -+ BtMB)_lgi.

. . . 2
Por otro lado se cumple que HQm — G1Quy — Qug + G1Qus|| esigual a

10 [ - F.Q'Qui v + F.0'Qua H2 = [|(p1, 2, p3)| (2.14)
donde
P = Vlé(fl — T — To + x2)
p2:v2%(/2\1—21+V1—32+22—1/2)

P3 = M%A(—I‘l + 1’2) + M%B<—Zl + 22).
Denotando las matrices K; = ( Vl% At M3 ) y Ky = < \/2% _B'M3 ), se cumple
Ki(p1,ps)' = KiK{(m — n2 — 1 + 22)

K(p2. p3)" = KoIG(21 — 20 + & + &)
luego combinando estos resultados con (2.33), obtenemos

2 1 )
> e 1 — 22 e — (2.15)
(K KTl

2 s a e -G (216)
e T L2 T2 2 61 .
(K2 K5) ]

luego usando estas desigualdades en (2.12) y (2.13), obtenemos las cotas deseadas

de (x1 — @o, —1r1 +19) y (V1 — 19,6 — 61)), esto es

H@@h — Gl@ul — @Uz + Gl@UQ

H@lh - Gl@ul - @Uz + Gl@“Q

<$1 — X9, —T1 + 7’2> + <V1 — V9, — §1)>
< <||(V1 + ATMA)™| N |(Va+ B'MB)™!|
- 26 203,

Finalmente, usando esta cota en la desigualdad (2.11), obtenemos la desigualdad

2

) H@ul - G@ul - @Uz + Gl@“z

- 2 - ~ 12 1l—-—all~ - - 2
|6.Qui = 6.Qua|| < [|Qui = Qua|| = == Qur — G.Qu1 — Quz + 6. Qu

que, por la proposicion 2.1.2, deducimos el resultado. [ ]

Por las propiedades de separacion y average de G, se obtiene un algoritmo

convergente de separacion a partir del método de punto fijo aplicado a Fs@t@ (en
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lugar del operador [£ + Q'Q]~*Q'Q): dado un punto arbitrario (z°,z°,¢°) € IR" x
IR? x IR™, se genera la siguiente sequencia

($k+1,§k+1,yk+1) _ fsét@(afk,gk,yk). (2‘17)

Teniendo en cuenta la evaluacion de Fs@t@ dado en (2.10), introducimos, por co-

modidad, las variables z* y v* definidas a partir de z° y ° arbitrarios tal que

2V =210y, para k > 0,

K= (T + Vo + B'M B) N (Vy(2% — vF) — B'M Az* — B'y¥)

Vk-i—l — (‘/‘2 + BtMB)_102(2k+l).

La arbitrariedad de z° es reflejada en la arbitrariedad de z° y v* y se cumple que

zZ¢ = 2F — V¥ para todo k > 0.

Por tanto se obtiene el siguiente algoritmo

Primal-dual Two-block compositive splitting, Gauus-Seidel version
(PD2BCS, Gauus-Seidel version )

Escoger (29, 2°,9°,1°) € IR*"xIRPx IR™x IR?, V|, € IR"*",V, € IRP*P and M € IR™*™
tales que V; + AIM A y Vo 4+ BM B sean matrices invertibles

2= (T +Vo+ B'MB)™' (Vo(2F — %) — B'MA2* — B'y¥)  (2.18)
Yyttt = yF 4+ M A + M B (2.19)
P = Oy (Vi + APMA) N (Via® — ATMBZM)) (2.20)
M = (Va+ BPMB) 7 Cy(2F) (2.21)
L = Vg - APM B - kL) Atk ke (2.22)
g = (SH+Vi+ ATMA)T () (2.23)

A partir del cambio de variable de z¥ en (2.17), se obtiene que la sequencia

generada por el algoritmo anterior (¥ := (z*, 2¥ — v*, ¢*) cumple que :

¢ = QM

la cual se relaciona con el operador G al evaluarse la matriz @ en la relacién anterior
y utilizando la igualdad (2.8) en la proposicion 2.1.3, obteniendose

@C]H_l = Gs@(Ck)> (224)
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y asi su convergencia a partir de la propiedad avarage de G.

Se observa que este algoritmo utiliza de manera secuencial el calculo de los sub-
problemas proximales de T" y S, es por ello que le adicionamos el término Gauus-
Seidel version, tal caracteristica también es observado en la definicion de G4. En la
siguiente seccion altenativamenete obtendremos una version paralela.

En el caso del problema de optimizacién (P), y considerando el cambio de va-

riable (z%, 2, 4% k) = (2, 2F+1 ¢+ A1) se obtiene el siguiente algoritmo :
o= (Vi+ A'MA)TIVhy (Vi + AAMA)~H(Vizh — A'M BzF))
gl = argmin{ () + 1 ||A(z +7%) + B(z" — vF) + M~ k”M %Hx—ik%—F’fH;}
vF = (Vo+ B'MB) 'Vhy(zF)
. : L1 k o k
ZF1l = argmin {g L|Az" + Bz + M HM Hz=zF+v Hvz}
La structura del algoritmo anterior nos permite una mejor comparacion de las di-

ferencias con el algoritmo Majorized iPADMM [14], obteniendo asi una extensién
distinta del ADMM.

2.1.2. Version Jacobi

Consideramos las siguientes matrices parametros : Sea M una m X m matriz
simétrica definida positiva, R; y Ry matrices simétricas semidefinidas positivas de
orden n X n y p X p, respectivamente, tales que Ry +2A'MA y Ry + 2B'M B sean
invertibles.

Tomando en cuenta el operador G% (ver 1.5), considerando la matriz D associada
al caso v = 0, el cual corresponde al algoritmo PPDS version Jacobi, extendemos
este operador considerando el problema general (1), manteniendo el célculo paralelo
de los subproblemas proximales de 7"y S, obteniendo asi G, que aplica IR" x IRP x
IR™ x IR™ en si mismo definido como:

Rix
1
U R2 =
G (x7 Z’ w7 y) = 2
: M3 Az — M3B»
M2Az + M:Bz+7
donde )
v = (S+ Ry +24MA) (REF+ AME(@ - ) - 7))

27



7 =Gy (B2 + 2B'MB)"\(Ri% — B M)

Andlogamente al operador G, mostraremos que G, es average con dominio total,
mostraremos también su algoritmo de separacién asociado.

Se observa que bajo las hipotesis iniciales (G, posee dominio total, cuyos puntos
fijos son

~

D(sol (V) = {(fo*, R2z*, MzAz* — M2Bz*, M~ 2y*) : (z*,2%,y") € sol (Vz)

donde S es una matriz definida como

(2.25)
1
R? 0 0
p=| 0 h 0 (2.26)
M2A —M:2B 0
0 0 M2

En el caso C; = 0y Cy = 0 se cumple que G, = GLﬁ = lA?(L + ﬁtﬁ)_lﬁt,
en el caso general mostraremos que G, mantiene la propiedad average, para ello
consideramos el operador J, que aplica IR" x IR” x IR™ hacia si mismo, definido
como

x
‘Fp(‘%72ag) =

z
MAx +MBz+ My
donde

= (S+ R +2A'MA)™" (z — A'Myj —7)
i1 =Cy (R +24"MA)™ ')
2= (T+ Ry +2B'MB)™" (2 — B'"Mjj — 72)
7y = Cy ((Ry+2B'MB)™'2) .

La siguiente proposicién muestra la relaciéon de G}, con MPP aplicado a L.
Proposicién 2.1.4 Bajo las hipotesis matriciales considerados en la definicion de
G)p, se cumple que

G, = DF,D".

(2.27)
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Ademdas, dado arbitrariamente u := (T, z,y) € IR" x IRP x IR™, se cumple que

—Ci(m)
L (f,,f)@@ +D'D ((fpf)tf)u) - u) e | —Com) |, (2.28)
0

donde
m = (R +2A"MA)™" (R, + AAMA)Z — A'MB?)

o = (Ry + 2B'MB) ™" ((Ry + B'MB)Z — B'M A%) .

El siguiente Teorema muestra las condiciones necesarias para obtener la propie-
dad average de G,.

Teorema 2.1.2 Sean S : IR® — IR" y T : IR —> IRP mondtonos mazimales, Cy :
R" = IR"™ By—co-coercivo y Cy : IRP —> IRP By— co-coercivo (B1 y Pa, positivos),
ambos con dominio total y, A y B matrices de orden m Xn ym X p, respectivamente.
Asumiendo que Ry € IR™"™, Ry € IRP*P y M € IR™ ™ son simetricas, con Ry y R
semidefinida positivas y M definida positiva tales que Ry +2A'MA y Ry +2B'M B

son definidas positivas, cumpliéndos que o satisface

o R+ 24'MA) Y| ||(Ry + 2B'MB)
' 26, 26,

entonces, G, es a—average con dominio total, siendo o E]%, 1[.

2—«

g
Y

Prueba. Dados u; = (71,21,41) y uz = (Ta, 22, y2), mostraremos la desigual

average de G,. Se cumple que la evaluacién de fpﬁtﬁ en uj y ug son: para ¢ = 1,2

L
F,D'Du; = 2 (2.29)

donde
zi = (S + Ry + 2A'MA)™" (R, + A*'MA)z; — A'M Bz, — A'g; — Ci(n;))
n = (R +24'MA)™" (R + A'M A)Z; — A'M BZ;)
yi == (T + Ry + 2B'MB) ™" ((R2 + B'MB)z; — B'M AZ; — B'y; — Ca(n})) .
n; = (Ry +2B'MB)™" ((Ry + B'M B)z; — B'M AT;)

Luego de (2.28) considerando u; y uy, usando la monotonia de L, y la relacién
(2.27), se tiene que

(Gpﬁul — GPEUQ, (ﬁul - Gpﬁul) — (ﬁUQ - GPEUQ»
+ (21— @2, Ci(mg) — Ci(my) + (21 — 22, Ca(13) — Ca(17)) > 0 (2.30)
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Ahora encontraremos una cota superior de los iltimos dos terminos de (2.30),
considerando Hﬁul - Gpﬁul - E/U/Q + GplA)uQ

. Por la proposiciéon 2.1.1, se sigue

que
(x1 — 29, C1 (1) — Ci(my)) < % |1 — 2+ my — 77%||2 (2.31)
(21 = 22, Co(13) — Ca(7)) < 45 |21 — 22+ 5 — 77%“2 (2.32)

De otro lado, se tiene que Hf)ul — pr)ul — ﬁUQ + Gpﬁm ’ es igual a
| [ = 75 Dus — o + 7,5 D] | = Npropomwop)l (233

donde
pr = Ri (81 — 21— T + 1)
D2 :Ré(gl_zl — 2+ 22)
Pz = M%A(’x\l — 1 — To + x3) —M%B(El — 21 — 2o + 29)
p1=M"2(=MAzy — MBz + MAzy + MBz)
dnotando las matrices K; = ( R% AtM3  AM3 )ngz ( RZ% _BtMz BtM3 ),

se satisface que
Ki(p1,ps, pa)' = K1 K{ () —my — @1 + 22)

Ks(pa, ps,pa)t = Ko K5(; — 13 — 21 + 22)

luego usando estas relaciones y (2.33), se obtiene que

~ ~ ~ ~ 2 1 2
Du—GDu—DquGDuH ey —ap =t
Hﬁul — GyDuy — Duy + G, Dus i > 1 HZ1 — 2+ 13 —772H2
= = 2 1
P P [ (K2 55) ]

por lo tanto de (2.31) y (2.32), obtenemos la cota deseada

(z1 — @9, C1 (1) — Cr(ny)) + (21 — 22, Co(13) — Ca(n}))
3 <||(R1 F2AMAN| (B + 2B M)
- 43, 43,

Finalmente usando esta cota en (2.30) se obtiene que

2

)HD | — G,Duy — Duy + G,Dus

11—« 2

~ ~ 2 ~ ~
HGpDu1 - GpDUQ ‘ S HDUl — DUQH —

HDu1 G Du1 DUQ -+ G DU2
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donde

261 252

que por la proposicion 2.1.2 , muestra que G, es a—average. [ ]

_ <2 (R 24 MA) Y (R +QBtMB)_1H)1

El algoritmo de separaciéon asociado a G, proviene del método de punto fijo
aplicado a F,D'D, esto es : dado (2°,2°,4°) € IR" x IRP x IRP arbitrario generar la

sequencia
("1, My = FD'D (b, 24, o) (2.34)

luego de (2.29), se obtiene el siguiente algoritmo :

Primal-dual Two-block compositive splitting, Jacobi version
(PD2BCS, Jacobi version )

Escoger (2%, 2°,4°) € IR" x IR? x IR™, Ry € IR™", Ry € IR”*? and M € IR™*™ tales
que Ry +2A'"MA y Ry + 2B'M B son matrices invertibles

v = Oy ((Ri+2A'MA) ' ((Ry + A’fMA)xk — A'M BZF)) (2.35)
" = (S+ Ry +2A'MA)T (R + AAMA)x® — A'M Bz" — A'y* — r[)2.36)
r5 = Cy((Re+2B'MB) ' ((Ry + B'MB)z* — B'M Ax")) (2.37)
2= (T+ Ry +2B'MB)™" ((Ry + B'MB)z* — B'M Az* — B'y* — r[p.38)
Yyt = Y MAZRT 4 M B! (2.39)

Dado la sequencia generada por el algoritmo, considerando (¥ := (2%, 2%, y*) y

evaluando la matriz D en (2.34), se obtiene la relacién con el algoritmo de punto
fijo aplicado a G,
D¢t = G, (D¢ (2.40)

y al ser G, average, se deduce la convergencia del algoritmo anterior.

En el caso del problema de minimizacién asociado (P), se obtiene el algoritmo :

7 = (Vi+A'MA)"'Vh ((Vl + APMA) Y (V 2k — AtMsz))

rF+1 = argmin {f(x) + 1 |A(x + %) + Bz* + M’lka?w + 1|z — 2F + 7 Hv }
7 = (Vo+ B'MB) 'Vhy (Vo + B'MB) (V32" — B'M Az*))

411 = angmin {g(2) + 4[| As® + Bz 4 7b) + MO + 4 e - e bR, )
Yl = b M(AxMH 4 B2k

donde consideramos las matrices V; := Ry + AAMA y V4 := Ry + BPM B.
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Observacion 2.1.1 En el caso que uno de los operadores C7 o Cy sea nulo, sin
pérdida de generalidad sea Co = 0, entonces la hipdotesis en el Teorema 2.1.1 y 2.1.2

se reduce a que se cumpla

t —1 t
2 —a = [V + AMA)| <1 y 2—at:= (B + 24°MA)

251 261

respectivamente. Fsto se deduce observando la prueba de los teoremas o directamnete

Iy

de ellos, pues en este caso se obtiene que que los operadores involucrados respecti-
vamente son a—average, para todo & €|a, 1], esto debido a que Cy [f3— co-coercivo,
para todo Py > 0.
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Capitulo 3

Variante del Método de Punto fijo
y Punto Proximal

A partir del algoritmo “A relative-error inertial-relaxed HPP (RIRHPP)” propuesto
por Alves-Eckstein [2], en este capitulo mostraremos las variantes del tipo Relative-
error e Inertial-Relaxed, aplicados en conjunto al método de Punto fijo, para poder
hallar el punto fijo de un operador a—average. Luego este resultado permitira obte-
ner una variante Relative-error e Inertial del algortimo M PP (ver Subseccién 1.2),
obteniendo asi una variante general del método proximal. Estos resultados seran
usados luego en los capitulos siguientes para obtener mejoras en los algoritmos de
separacién, a partir de su relacion con el método de punto fijo y punto proximal,

respectivamente.

La variante Relative-error es similar a lo desarrollado por Solodov, permitiendo
debilitar el célculo exacto del subproblema en uno donde sélo implica satisfacer una

desigualdad (similar al subproblema (1.1)).

La variante Inertial-Relaxed, permite insertar los parametros inercial y relajado
en conjunto. Resultados ntimericos muestran que ambos términos independiente-
mente producen mejoras en los algoritmos que lo posean [3], por ello es interesante

considerar algoritmos que posean estos parametros en conjunto.

3.1. Variante del Método de Punto fijo

Como se sabe, para resolver el problema correspondiente a la suma de tres opera-
dores donde uno de ellos es co-coercivo, D. Davs [8] desarrollé un algoritmo separable,
considerando el método de punto fijo aplicado a un operador especial a—average.

Aun para el problema general “inclusion de composicion mondétona mas un ope-
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rador co-coercivo” (ver Subseccién 1.5), se obtienen dos operadores a—average G4
y Gy (definidos en (1.28) y (1.36)), que permiten obtener un algoritmo separable
al relacionarlo con el método punto fijo (usando (1.26) y (1.35)). Es por ello que
desarrollaremos una variante del método de punto fijo para luego aplicarlo a los
operadores G; y (G5 respectivamente.

Observando el algoritmo RIRH PP, al considerar J¢ = (Ixr + )71, el sub-
problema inexacto (1.2) es rescrito como

Encontrar (2%,¢*) € IR" x IR" tales que
R s I [ (o [ [ [ PR GRY

Por lo tanto este algoritmo es descrito como una variacién del método de punto
fijo aplicado a J'. Esto permite desarrollar una variante del método de punto fjo
aplicado a G, un operador 1—co-coercivo con dominio total, considerando el subpro-
blema (3.1) reemplazando G por JI', pues resultarfa en la aplicacién del algoritmo
RIRHPP al operador G=% — I, que por el Teorema de Minty, es un operador
mondtono maximal.

Esta variante del método de punto fijo es 1til también para desarrollar una
variante general de este método para operadores mas generales como los a—average
(recordar que un operador 1—co-coercivo es %—average). La siguiente Proposicién
relaciona los operadores a—average y 1—co-coercivo, mostrandonos que encontrar
un punto fijo de un operador a—average es equivalente a encontrar el punto fijo de
un operador 1—cocoercivo no mas complejo como el inicial, pero con el inconveniente

de conocer explicitamente el pardmetro a.

Proposicién 3.1.1 Dado o € |0,1[. Se cumple que F es a—average si y solo si
(1 — 50)I + 5= F es 1—cocoercivo. Ademds, F y (1 — 5=)I + 5=F tienen el mismo
conjunto de puntos fijos.

Prueba. Dado N no expansivo se cumple:
1 1 1
F=(1-a)l Nsisolosi (1——)4+—F=—-(I+N
(1 —a)I + aN si solo si ( 2&) + o 2( + N)

Ademds z* = F(z*) si y solo si % = (1 — 55 )a* 4 5o F(2%). ]

Por lo tanto, dado F' : IR" — IR" un operador a—average con dominio total,
para poder hallar uno de sus puntos fijos, consideramos alternativamente el operador
(1— i)] + iF , que por la proposicién anterior es 1—cocoercivo con dominio total,

luego remplazandolo por J en (3.1), obtenemos el siguiente algoritmo :
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Relative-error Inertial-Relaxed Fixed Point (RIRFP)

Inicializacién: Escoger n° =~ € IR", 6 € [0, 1], ademés (X, p) €]0, 1[x]0, 2]

y considerar p:= 2ﬁ donde « es el coeficiente average de F'.
«

Para k=0,1,2,--- hacer
e Escoger A € [0, \[ y definir (término inercial)
wk _ nk 4+ /\<77k o nkfl)

e Subproblema inexacto:
Encontrar (d*,¢¥) € IR™ x IR" tales que

& =Fw*+¢5) y || < (%)2 (H(h — )¢k +d* - w'“H2 + WHZ>

Considerando 9% := w* + ¢& — d*,

e Si ¥¥ =0, PARAR. Caso contrario, escoger p €0, p] y actualizar

1-92 k k _ gk qk
= w" —P<< oz)<“1;|1|‘; =

Terminar el bucle.

Es claro que si el algoritmo se detiene, entonces d* es un punto fijo de F'. Caso
contrario, la siguiente proposicion muestra la convergencia del algoritmo, la cual es
una aplicaciéon del Teorema 1.2.1.

Proposicién 3.1.2 Dados ) y p satisfaciendo (H1). Sea F un operador a— average
con domino total que posee al menos un punto fijo. Si el algoritmo no se detiene,
entonces n* y czk, ambos, convergen a un mismo punto fijo de F vy, <* conjuntamente
con 9% convergen a cero.

Prueba. Usando la Proposicién 3.1.1, (1 — 5=)I 4+ 5=F es 1—cocoercivo con
dominio total y posee igual conjunto de puntos fijos que F. Luego considerando
y v* definidos como

1 1
se cumple que
b = i((2a —DF+dE—wh) oy oF = iﬁk
200 200
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por tanto estas secuencias son generadas por el algoritmo RIRHPP aplicado al ope-
rador monétono maximal T' := [(1 — 52)I + 5= F|™' — I, considerando ¢ = 1 y el

parametro de ralajacion 2ap. Luego el resultado se sigue del Teorema 1.2.1. [ |

Se observa que los pardmetros de acotacién A y p son independientes del pardme-

tro 6, y estan relacionados por la hipotesis (H1) como

(A—1)?
a2\ =12 +3X-1]

5=

luego considerando A\* como

N V8a —Ta? — «
- V8a—T7a?+3a’

se cumple que si p = 1 (donde podemos considerar el parametro relajado p = 1)

entonces el parametro inercial A debe pertenecer a [0, A*[. Tambien se deduce que si
no consideramos termino inercial (A = 0), entonces p debe pertencer a ]0, a™].

En el caso en que el coeficiente average « es %, el algoritmo es una rescritura
de RIRHPP en terminos de la resolvente de un operador monétono maximal. En
capitulos posteriores este algoritmo sera aplicado a operadores a—average (G5 y G,)
con o > %, en este caso la grafica 3.1 muestra el comportamiento de las restricciones

de los pardmetros de acotacién A y p, cumpliendose que \* < 1/3.

=
W
o o = 1)
s T Y e AP
o p(N) o [2(A-1)2+32—1]
en 1
|£ I
v e |
E'._lll =
= [
o3 |
- |

|

|

0 ' &
%

Pardametro A, (0 < A< A)

Figura 3.1: Restricciones de los pardmetros \ y p
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El considerar el pardmetro inertial y relajado juntos ya es interesante de por
si, es por ello que consideramos el siguiente algoritmo, subproducto del anterior,

considerando el subproblema como exacto (i.e. escogiendo 6 = 0).
Inertial-Relaxed Fixed Point (IRFP)

Inicializacién: Escoger 2 = 27! € IR", tambien (), p) €]0, 1[x]0,2[ y consi-

derar p:= 2£ donde « es el coeficiente average de F'.
!

Para k=0,1,2,--- hacer
e Escoger A € [0, \[ y definir (término inercial)
wh = 2P 4 AP - 2.
e Escoger p €]0, p] v actualizar (término relajado del algoritmo punto fijo)
= (1 — p)w® + pF(w").
Terminar el bucle.

La convergencia es obtenida de la proposicién anterior al satisfacer A y p las hipétesis
(H,), considerando F' un operador a—average con domino total que posee al menos
un punto fijo.

3.2. Variante del Método de Punto Proximal

El método proximal es un método clasico e importante que permite el desarro-
llo de algoritmos mas complejos (como los algoritmos de separacién), a partir de
su relacion con él, como se resume en el primer Capitulo. Por lo tanto, variaciones

en el método proximal permiten obtener variantes en los métodos relacionados a este.

Dado el problema de inclusién monétona (Vr), en la Subseccién 1.2, se presento
el algoritmo M PP que es una variante del método de punto proximal 1til para la
obtencion de algoritmos de separacion, con la ayuda del algoritmo anterior RIRF'P,
desarrollaremos una variante Relative-error Inertial-Relaxed del algoritmo M PP,
esto por medio de la relacién que tiene con el método de punto fijo aplicado a G,

un operador %—average, obteniendo el siguiente algoritmo.

Relative-error Inertial-Relaxed Multiscaling Proximal Projection
(RIRMPP)
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Inicializacién: Escoger z° = 27! € IR", P una r x r matriz simetrica semide-

finida positiva, (A, p) €]0,1[x]0,2[y 0 € [0,1].
Para k£ =0,1,2,--- hacer
e Escoger A € [0, \] y definir

K=k AR = A

w

e Subproblema inexacto:
Encontrar (2%,¢*) € IR" x IR" tales que
Pl (O A RE RS
considerarando p* := 2k 4 &F — ¥,

e Si Puf =0, PARAR. Caso contrario escoger p €]0, p] y actualizar

ok 5k pyk
ZkJrl:sz)—p( k2ﬂ>uk.
gy

Terminar el bucle.

La siguiente proposicion muestra su convergencia.

Proposicién 3.2.1 Dado T : IR" —> IR" un operador mondtono mazimal y P
una r X r matriz simetrica semidefinida positiva. Asumiendo J5 univaluado (lo cual
implica que es continua) con dominio total y sol (V) no vacio. Si (X, p) satisfacen
(H1), entonces

a) Si el algoritmo no se detiene, entonces {Z*} converge a una solucion de (Vr).

k

b) Si el algoritmo se detiene con Pu* =0, entonces z* es una solucion de (Vp).

Prueba. a) Sea D una matriz de orden ¢ X r tal que P = D'D. Si se genera

una secuencia, entonces evaluandola con D se tiene Dz¥ = Dz¥ + A\(Dz* — D2*1),

Dpk = Dzk + D& — Dz* y finalmente DzF! = D2k — p%l}uk. La
In

desigualdad en (3.2) se rescribe como
D" < 0 (103~ D%+ 2w).

Ademsas, como DJL = GL D, se tiene Dz* := G%,(Dz* + De*), por lo tanto estas su-
cesiénes satisfacen el algoritmo RIRFP aplicado al operador G, que es %—average,
luego de la Proposicion 3.1.2 se deduce que De* converge a cero y Dz¥ converge a
un punto fijo de G%,. Luego como (I'+ P)~1S* = JLD*, donde D* denota la matriz
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pseudo inversa (en el sentido de Moore—Penrose) de D, se deduce su continuidad,
de donde ¥ = JE(2F + &%) = (I' + P)"1DY(Dzk + De*) converge a un punto perte-
neciente a sol (V).

b) Si se detiene el algoritmo con Pu* = 0, entonces I'(2F) = P(zF 4 &% — 2F) =
Puk =0, del cual se sigue la afirmacion. [

Observaciéon 3.2.1 El subproblema inexacto (3.2) se puede rescribir como:

Encontrar (Z%, u*) € IR" x IR" tal que
N e F S W A B

Considerando P = i] y vk = iuk reobtenemos el algoritmo RIRHPP. En el caso
que P sea invertible, al considerar el algoritmo anterior sin término inertial (A =0),
reobtenemos el algoritmo HPP, considerando la variable t* = Pu* vy los parametros

cM = P~' y 1 = p. Por lo tanto, este algoritmo se puede considerar como una
extension de los algoritmos M PP, RIRHPP y HPP.

Analogamente al algoritmo IRFP, consideramos el caso donde el subproblema
es exacto e = 0 (notar que # = 0 no implica ¥ = 0 ), obteniendose el siguiente
algoritmo

Inertial-Relaxed Multiscaling Proximal Point (IRMPP)

Inicializacién: Escoger 2° = 27! € IR", P una r X r matriz simetrica semi-
definida positiva, (A, p) €]0, 1[x]0, 2[.

Para k=0,1,2,--- hacer

e Escoger A € [0, \[ y definir
wh = 2P 4 N(2F = 2
e Escoger p €]0, p] y actualizar
= (1= p)u* + pJp(w®)
Terminar el bucle.

La convergencia se sigue de la proposicién anterior.
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Capitulo 4

Variantes Inertial-Relaxed

En este capitulo usaremos los algoritmos I[RM PP y I RF P desarrollados en el
capitulo anterior, para incluir en conjunto los pardametros inercial y relajado, dentro
de los algoritmos generales GSS (presentado en la seccién 1.4) y PD2BC'S (desa-
rrollado en el Capitulo 2), los cuales lidean con los problemas de inclusién monétono
(Py) y (P), respectivamente, logrando asi algoritmos incluso més generales, lo cual
en particular permiten incluir los pardmetros Inertial-Relaxed a los algoritmos co-

nocidos que los contenga.

4.1. Composicion monétona de dos bloques

Como se sabe, el algoritmo GSS brinda un marco unificador de importantes
algoritmos de separacion que lidean con el problema composicion monétona de dos
bloques (Py). En este esquema general mostraremos que atin podemos obtener una

variante Inertial-Relaxed.

La expresién (1.16) muestra la relacién de GSSS con el algoritmo M PP aplicado
al operador lagrangeano L (definido en (1.8)) considerando una matriz P especial,
luego al ser I RM P P una version Inertial-Relaxed del algoritmo M PP, considerando
el algoritmo I RM PP aplicado al operador L con la misma matriz P, obtenemos la

siguiente variante de GSS :
Inertial-Relaxed GSS

Escoger (2°,2°,4%) = (z~%,z "L u~Y) € R™™P™ V, € R™™, Vo € RPP y M €
IR™ ™ vy los reales A y p tales que A € [0, \[ vy p €]0, pl.

(zF 2% ul) = (2%, 27 uP) F A(@F — 2P 2R = R R ), (4.1)

41



=

e = Vet — Bk (4.2)
shtl (T + Vs —|—BtMB)_1[zk+% _ BtMA;pr] (4.3)
e = Vigh — yA'M AR + (v — DA'MB2ZE — Ak, (4.4)
P = (S + Vo ATMA) M — 2y AT M BEMY (4.5)
W = wf M A (1 — ) MAGFT + M BEFT (4.6)
(2hHL hHL b+l = p(ghtt SR ety (1 = p)(zh 2R k). (4.7)

Se obtiene la siguiente proposicién de convergencia

Proposicién 4.1.1 Sean \ y p satisfaciendo la condicion (H1). Asumamos que
Vi e IRV", Vo € IRPP y M € IR™™ son simétricas, con M definida positiva tal
que Vi +A'MA y Vo+ B'MB son definidas positivas. Sea v € IR tal que una de las
condiciones (Al") — (A4") se cumple. Si sol (VL) es no vacio, entonces la secuencia
(zF, Z8 ak) en (4.1)-(4.7) converge a algin elemento de sol (V).

Prueba. Andlogamente a la relacién (1.16), considerando y* = u* + (a — v +
DMAz*+(14+B)MB2* y* = yF + A(y* —y* 1) e g1 = @F 4 (a—y+ 1) M AZFH +
(1 + B)MBz**! se cumple que las secuencias ¢* = (a2, 2% y*) y ¥ = (aF, 2k yF)

w?

provienen del método Inertial-relaxed MPP, esto es

Co = CP+ MCH = ¢, JR(CE) = (@ 2L M)y (MY = pdpGE + (1 - p)C
Luego por la Proposicién 3.2.1 se deduce el resultado. [ |
Se observa que este algoritmo hereda la propiedad de RIRH PP, donde la hipote-

sis de convergencia requiere que las cotas de los pardmetros inercial y relajado (), p)
sélo satisfagan la relacién (H1), independiente de los otros parametros.

El algoritmo anterior expresando en términos de las funciones asociadas al pro-
blema de Optimizacién (P) relacionado con (Py ), se rescribe como

Inertial-Relaxed Optimization GSS

Escoger (2°,2°,4°) = (¢7', 27", u™!) € R"™P*™ Vi € RV, V, € R”? y M ¢
IR™™ y los reales A y p tales que A € [0, \[ vy p €]0, pl.

(zF 28 uk) = (2%, 28 ub) + N@h — 2P R = R R — k). (4.8)

wr Twr w
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2k+1

€ argmin § g(z —HBZ—|—M 1uk%—Axk”M Hz—zﬁ“%} (4.9)

{0
e = yAzE — (v = 1)B2E + M! (4.10)
o

1
¢ argmin < f(z ‘Al’ +okte 4 273Zk+1” — ||z - x,’quf/ }(4.11)
M 2 1
a" =l M(yAxE (1 — ) AZFT 4 BERT (4.12)
(@, 2 W) = (@M 2L A 4 (1= p) (e, 2, ). (4.13)

La convergencia se sigue, al satisfacer las hipdtesis de la proposiciéon anterior,
considerando que las funciones asociadas al problema (P) satisfacen la condicién de
regularidad (H).

Como subproducto, al considerar v = 1 y v = 0, se obtienen las variantes
Inertial-Relaxed de PPDS (mostrado en la seccién 1.4) y en consecuencia la variante
Inertial-Relaxed de los dos tipos de algoritmos (en el sentido Gauss-Seidel y Jacobi,

respectivamente) presentados por Shefi-Teboulle [24].

4.2. Composicion monétona generalizada de dos

bloques

Respecto al problema (V), considerando Cy y Cy ambos con costante de coer-
cividad positivos, en el Capitulo 2 se desarrollé dos tipos de algoritmos PD2BC'S
version Gauss Seidel y Jacobi, siendo estos asociados al método de punto fijo apli-
cado a G5 y G, respectivamente, los cuales son operadores average con dominio
total (ver Teorema 2.1.1 y 2.1.2). Por tanto considerando I RF P, una variante del
método de punto fijo, aplicados a los operadores G5 y G}, obtenemos las variantes
inercial-relajado de PD2BC'S versién Gauss Seidel y Jacobi.

Considerando la relacién (2.24) , y el algoritmo IRF'P aplicado a G4, construimos

las sequencias ¢ 1= (2%, 28 — ¥ yF), ¢k = (ak 2k — Uk Ry Ck = (&%, 3F — ik %)

w’ w

de manera iterativa satisfaciendo

¢t =N -, M= FQIQWCE), M= (1 p)¢h + pdt T (4.14)

tomando en cuenta la constante average de (G5 obtenido en el Teorema 2.1.1 para
estimar cotas de los parametros inercial y relajado (A, p), se obtiene la siguiente
variante inercial relajado de PD2BCS Gauss Seidel version
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Inertial-Relaxed Primal-dual Two-block compositive splitting,
Gauus-Seidel version (IRPD2BCS, Gauus-Seidel version )

Escoger (2°,2°,4°,0%) = (z7 1,27y v € R" x IRP x IR™ x IRP, V} € IR™",
Vo € IRP*P y M € IR™ ™ tales que V, +A'M Ay Vo + B*M B son matrices invertibles
y, pardmetros (A, p) €]0, 1[x]0, 2[ tales que A € [0, \[ y p €]0, 5], donde
v+ AMATY [[(Va+ B*'MB)™Y|

451 43 '

Generar la secuencia de manera iterativa

v:i=1

(x§7zi,yﬁﬂyi) — ( k’Zk’yk’Vk)_'_)\(xk_xkfl’Zk_zkfljyk_ykfl’yk_ykfl) (4'15>

# = (T4 Vs + BUMB) (Vy(sh — vh) — BMAZh — B'y)  (4.16)
P = k4 MAE + M B (4.17)
P = O (Vi ATMA) T (Vigh — ATM B (4.18)
M = (Va4 B'MB)1Cy (24 (4.19)
H = Viah — ATMB(E — by — At (4.20)
= (S Vi ATMA)T (M) (4.21)

(@ R LR = p(@ T L gL R - (1= p) (e, 2 Y Vi)-
(4.22)

Se obtiene la siguiente proposicién de convergencia

Proposicién 4.2.1 Sean \ y p satisfaciendo la condicion (H1). Asumiendo que
Vi e IRV", Vo € IRP*? y M € IR™™ son simétricas, con Vi y Vo semidefinidas
positivas y M definida positiva tales que Vi + A'MA y Vo + B'M B son definidas
positivas, satisfaciendo

(Vi +A'MA)T| N (Vs + B*M B)
Qﬁl 252

0y

Si sol (V;) es mo wacio, entonces la secuencia (z*,2%, 4% — M Bo*) generada por
(4.15)-(4.22) converge a una solucion de (Vy).

Prueba. A partir de (4.14), se cumple que al evaluarlo con la matriz @, se

obtiene el algoritmo I RF P aplicado a G4 que por el Teorema 2.1.1 es a—average,
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luego por la convergencia de I RF'P (Proposicién 3.1.2) y la structura de los puntos
fijos de G, dado en (2.6), se deduce que QC* igual a

1 1
‘/12I]:u ‘/121,*
Vy? (20 — V) converge a Vo (25 = WCs(z7)) )
Mz Azk + M2yt Mz Az* + M~z (y* + MBW Cy(2%))

donde (z*,2*,y*) € sol(Vy) y W = (Vo + B'MB)™!. Luego al ser (T + V5 +
B'M B)~! univaluado y continuo, de (4.16) se obtiene que z* converge a (T'+ Vs +
B'MB)™'((Va + B'MB)z* — Cy(z*) — B'y*) = z*. De esto, por (4.17), (4.18) y
(4.19), se tiene que ¢*, r* y ¥ convergen a y* + MBW Cy(2*), Cy(z*) y WCs(2*),
respectivamente. Finalmente por la unicidad y continuidad de (S + V; + A'/M A)~!

a partir de (4.21) se deduce que Z* converge a z*. n

De manera anédloga se obtiene la variante inercial-relajado de IRPD2BCS, version
Jacobi. Teniendo en cuenta la relacién (2.40), y el algoritmo /RF'P aplicado a G,
k k ko k

se genera las sequencias ¢* := (2%, 2% yF), ¢k = (2F 2k yF) y P = (3 25 gF) de

manera iterativa satisfaciendo
o= A=), F=FDD(E), M= (1 p)eh o (4.23)
donde las cotas superiores de (A, p) considerar la constante average de G, (dado en

el Teorema 2.1.2), obteniendo el siguiente algoritmo paralelo

Inertial-Relaxed Primal-dual Two-block compositive splitting, Jacobi
version (IRPD2BCS, Jacobi version)

Escoger (2°,2°,4°) = (#7427 y™!) € R" x IR x IR™, R, € IR"", Ry € IRP*?
y M € IR™™ tales que Ry +2A'MA y Ry + 2B'M B son matrices invertibles y,
pardmetros (), p) €]0, 1[x]0, 2[ tales que A € [0, A\[ y p €]0, 5], donde

[(Ry +2A'MA)Y| |[(Re+2B"MB)™ |

T i3, 13
Generar la secuencia de manera iterativa

(T, 2 Y) = (%, 25 4F) F A(@h = ah7h 28 =2y — i (4.24)

ry = Cy (R +2A'MA) (R + AtMA)xﬁ — A'MBzE)) (4.25)

P = (S+ Ry +2A'MA) (R + A'M Azl — A'M B2l — Aty — ri(4.26)

ry = Cy((Re+2B'MB) '((Ry + BtMB) — B'M Az})) (4.27)

P = (T+ Ry +2B'MB)™" ((Ry + B'MB)zf, — B'"M Az}, — B'y% — rf).28)
gt = gy MAZFT 4 M B! (4.29)
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Se cumple la siguiente proposicién de convergencia.

(karl k+1 k+1)

,z Ly k+1’ ~k+1 ~k+1) + (1

p(Z", 2, g

Proposicién 4.2.2 Sean \ y p satisfaciendo la condicion (H1). Asumiendo que
Ry € IR™", Ry € IRP*? y M € IR™™ son simetricas, con Ry y Ry semidefinidas
positivas y M definida positiva tales que Ry +2A'M A y Ry +2B'M B son definidas
positivas, satisfaciendo

(R + 2A°MA)| | |I(R2 + 2B°M B)
261 209

i <1

Si sol (V) es no wvacio, entonces la secuencia (%, 2%, §*) generada por (4.24)-(4.29)
converge a una solucion de (Vg).

Prueba. Al evaluar en D la relacién (4.23), se obtiene el algortimo I RF P apli-
cado a G}, de donde se deduce que

1 1
2 .k 2 %
o Rixy, Rix
w 1 1
~ 2k 2 %
D| 2k | = ) R) 2y ) converge a ) R3 % )
" M2 Azt — M2 B2k Mz2Ax* — Mz2Bz*
w 1 1
M*EyfJ M~2y*

donde (z*, z*,y*) € sol (V). Por la continuidad de Cy y Ci, de (4.25) y (4.27) se
obtiene que {rt} y {r5} convergen a C)(x*) y Cy(z*) respectivamente. Luego al ser
(S+ Ry +2A'MA)™ y (T + Ry + 2B*M B)~! univaluados y continuos, de (4.26) y
(4.28) se obtiene que {Z*} y {Z*} converge a x* y z* respectivamente. Finalmente
de (4.29) se cumple que {y*} converge a y*. [

La paralelizacién del algoritmo anterior, no produce una version switching dis-
tinta. Contrariamente usando la simetria del problema (V), se obtiene una versién
switching distinta del algoritmo IRPD2BCS, Gauss-Seidel version al intercambiar el
rol de operadores y las matrices.

En particular de la version Gauss-Seidel obtenemos la variante inercial-relajada
multiscaling del método Forward-Backward y de la versién switching la variante
inercial-relajada multiscaling del método Backward-Forward. Es interesante obser-
var que la variante inertial-relajada Forward-Backward también se obtuvo reciente-
mente en [3], el cual es deducido alternativamente a partir de una variante inercial

del método proximal dado por Solodov [20], considerando el término Elergement.
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Observaciéon 4.2.1 Al considerar la aplicacion de los algoritmos desarrrollados al
problema (Var) (que se rescribe en el marco del problema (V) considerando B = —1,
Cy =C yCy =0), se debe tener en cuenta la observacion 2.1.1, a partir de cual
se deduce que se puede prescindir del coeficiente de coercividad (o, relajando las
hipotesis de las proposiciones 4.2.1 y 4.2.2 como : las matrices parametro deben

satisfacer
IV + AMATT |(Ry + 2ATM A)

23 Y 283

respectivamente. El valor de By tambien es prescindido de la definicion de v en los

i <1

algoritmos, redefinido como

vy 2400
' 4p ' 4p

en la version Gauss-Seidel y Jacobi respectivamente.

En particular se reobtiene el algoritmo GSA30 y su version switching, a partir
de IRPD2BCS, Gauss-Seidel version sin considerar el término inercial (o = 0); para
ello se escoge Vo = 0 reobteniendo GSA30, Form II, e intercambiando S y T, Ay
B, C1 y Cs, escogiendo Vi = 0 reobtenemos GSA30, Form L.

4.2.1. Variantes de los algoritmos de Condat-Vu y PD30O

Independientemente de las structuras matriciales de A y B, una practica forma
de escoger las matrices parametros en los algortimos PD2BC'S, de tal modo que
satisfagan las hipdtesis de convergencia y que los subproblemas asociados a S'y T,
sean subproblemas proximales clésicos, son escogerlos como :

Dados 71,7, positivos tales aue o7 A < 1, o7 [BI” < 1y 7+ 72 <1
1 2

considerar
M =0lpsm, Vi=7"Tixn—0A'A v Vo=7"1,,—0cB'B (4.31)

para el algoritmo PD2BCS Gauss-Seidel version.

Dados o, 71, 75 positivos tales que 207 ||A||* < 1, 207 |B||* < 1y %+% <1,
1 2

considerar
M = 0lnwm, Bi=1"Tn—20A'"A y Ry=1y"I,,—20B'B  (4.32)

para el algoritmo PD2BCS Jacobi version.
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Para mostrar claramente las variantes obtenidas en los algoritmos de Condat-
Vi y PD30, a partir de los algoritmos PD2BCS, ecogemos las matrices parametros
como en (4.31) o (4.32) y lo aplicamos al problema de optimizacién (1.19), (consi-

derando S = 0f, T =09, B=—1,C; =Vhy Cy=0).

Comenzamos con la aplicacion de PD2BCS, Gauss-Seidel version al modelo
(1.19), escogiendo las matrices pardmetros como en (4.31) y V5 = 0, usando (6T~ +
Lsm) ' =1 —0(T + 0lxm)”", obtenemos el siguiente algoritmo

Inertial-Relaxed Primal-Dual Three Operator, Form II
(IRPD30O, Form II)

Escoger (2°,4°) = (#7',y™') € IR" x IR™, o y T reales positivos, los reales A\ y p
tales que A € [0, \[ v p €]0, p7], donde v := 1 — T

43
(2h, b)) = (@ ")+ A@F =25k =y
g)k“ = (00g" + Imxm)_l(yi + UAxﬁ)

P = Vh(ah - rAUE - gh)
P = (7Of + L) (o - TARG = ) — 7Y

(@ yF ) = pE G + (1 - p)(ak, yb).

Se observa que se reduce el nimero de variables del algoritmo de donde procede.
En comparacion con Condat-Vi algorithm, Form II, la diferencia radica en la eva-
luacion de la gradiente de h. En el caso h = 0, este algoritmo resulta en la variante
inercial de Condat-Vu algorithm, Form II.

Anélogamente obtenemos la versién switching del algoritmo anterior al intercam-
biar los operadores y matrices (S = dg, T = 0f, C; =0, Co = Vh, A= -1, B=A)
en la aplicacion de PD2BCS, Gauss-Seidel version, con los mismos parametros ma-
triciales intercambiados y considerando ademds los cambios de variables : n* =
cAzk+yf—ok—o Ark nk = o Azk +yf —o2k —c Ark vy i = 0 AT+ — o2k — o AT,

obtenemos el siguiente algoritmo

Inertial-Relaxed Primal-Dual Three Operator Splitting, Form I
(IRPD30O, Form I)

Escoger (2°,1°,r%) = (271, 7!, 771) € IR" x IR™, 0 y T reales positivos, los reales

48



y p tales que A € [0, \[ y p €]0, py], donde y := 1 — T

43
(@b th) = @) A — b = )
B = (7Of + Len) (@, — T AE = k)
P (R
P = (00g% 4 Lnxm) ' (0F + 0 AQ2EMT — 2F) £ oA — g AR
(a1 L PRy = (L L LY (] (kR

Se observa que este algoritmo es una variante inercial-relajada de PD30, pero con-
sidera una variable adicional en comparacion con su version switching. En el caso
h = 0, el algoritmo resulta en la variante inercial de Condat-Vu algorithm, Form I
y la variante relajada de Inertial Chambolle-Pock Algorithm.

La convergencia de los algoritmos anteriores se sigue de la proposicion 4.2.1,
considerando que los pardmetros de acotacién A y p satisfacen la condicién (H1),
los reales A, p y los reales positivos o y 7 satisfacen las siguientes relaciones

p(48 —1)

TR or AP <1y T <28

0<A<A O0<p<

Estas restricciones de los parametros son menos estrictas que las propuestas por
Chambolle-Pock [5] para el algoritmo Inertial Chambolle-Pock y las restricciones
para los algoritmos Condat-Vi. En contraste obtenemos algoritmos que incluyen
en conjunto los parametros Inertial-Relaxed que poseen la misma complejidad de

implementacién, pero muestran mejores comportamientos numéricos.

Por otro lado al aplicar PD2BCS, Jacobi version al problema (1.19), escogiendo
las matrices pardmetros como en (4.32) y Ry = 0, se obtiene el siguiente algoritmo
cuyos subproblemas resultan en el cdlculo de las resolventes clasicas hallados en

forma paralela.

Inertial-Relaxed Parallel Primal-Dual Three Operator
(IRPPD30O)

Escoger (2°,1°,7%) = (x7!, 7, r71) € IR" x IR™, 0 y 7 reales positivos, los reales A
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y p tales que A € [0, A\[ y p €]0, py], donde vy := 1 — é
(xh, 2h, k) = (22507 + A@" — 2" = )

w? Yw?

¥ = Vh(aF — 1o A' Azt 4+ 0T ALRE)

P = (TOf 4 Lixn) M2k — 7AYo AZE — 02F £ F) — k)
P = (09 + 20 ) H(02F + o AR+ oF)
gk+1 — yﬁ:) + O'Ai‘k+1 . O_gk+1

k _k

(.Tk+1 k+1 k+1) - p)(xwu Rw> yfv)

 z Ly jk—i-l ~k+1 ~k+1)+<1

= p(@" 2"y

La convergencia se sigue de la proposicién 4.2.2, considerando que los parametros
de acotacién \ y p satisfacen la condicién (H1), los reales A, p y los reales positivos

o v 7 satisfacen las siguientes relaciones

_ 5(43 —
0< A<, 0<,0§M, 207 |AIP <1 y 7 < 26.

4p

4.3. Resultados Numéricos

Consideramos el problema denominado fused lasso
) 1 2
I £y ||x||1+§||Qx—b||2+u2 | Azl , (Pr1)

Escogemos los mismos valores como en [25] : 1 = 20, pe = 200, () una matrix de
orden ¢ X n y b un vector en IR? generados aleatoriamente, y la matrix A definida
por

A= € RV,

-1 1

Nos limitamos en considerar las dimensiones no tan altas, n = 400 y ¢ = 40.

Al poseer el problema (Py;) la structura del problema (1.19), aplicaremos los
algoritmos recien propuestos IRPD30O, form I y IRPD3O, form II y IRPPD30O y
lo compararemos con el algoritmo Condat-Vu y Chambolle-Pock (presentados en el

primer capitulo). Para ello mediremos el error de aproximacién de las iteraciones

con la solucién de (Py;), esto es, consideraremos Hx"’ — x*||, donde la solucion x* es

aproximado como el valor primal de la 18000—iteracién del algoritmo PD30.

50



Comenzamos mostrando la grafica del nimero de iteraciones necesarias para
obtener una aproximacién a una solucién de (Py) con un error menor de 107
donde variamos los pardametros 7 y ¢ sin considerar los términos inercial y relajado
(¢ =0y p =1). Ademds trazamos una curva roja que nos muestra los limites
tedricos de convergencia. Se considera como maximo 2000 iteraciones para cada par
(1,0) de pardmetros fijados.

IRPD30, Form I (A =0, p=1) IRPD30O, Form IT (A=0, p=1)

2000

2000 -
] H ]
200 200 | B
5] 1500 5] M 1500
2 150 S 150
-~ SEEEHEEIEEEEEEEEEEE. — H SSEESESEESEESESESEHEEEEEEEEEEEEDEEEN
Q 3] H
=] =] H
& 100 1000 = 100 tH 1000
5 = H
& = H
P~ =% H
s ! H - RelllEs - omoamnnn onnmaamRREE: -
T T i m O =
T T ) O
! H A
i} : 240 0 : 242
0 0002 0.004 0.006 0.008 0.01 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Parametro 7 Parametro 7
IRPPD30 (A=0, p=1) Condat-Vu, Form I (pF = 1)
- 2000 - - 2000
T H !
H T H T
H [l Il
200 [ 200 T
© H 1500 © H 1500
S 150 S 150
b=} H =) H
[ H 5] H L
= m = )
& 100 | 1000 & 100 | 1000
] H = H
so : 50 MH
H Emmmus imama H P
FHH A 500 T 500
I\IIIHHIIEIIIII\ T
0 295 0 318
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Parametro 7 Parametro 7

Figura 4.1: Iteraciones necesarias para obtener un error de 10=°

La figura nos muestra que hay una regién mayor de convergencia tanto tedrica
(bebajo de la curva roja) como experimental en los algoritmos I RP D30 comparado
con Condat-Vu, ademas de tener zonas dentro de la convergencia tedrica que son
mas rapidas, en especial en la frontera curveada de la linea rojo. Por otro lado se
obseva que las formas I y II del algoritmo I RP D30 poseen similar comportamiento
(similar a lo observado en las formas I y II de Condat-V1ii)

Las siguientes figuras muestra el nimero de iteraciones necesarias para obtener
una aproximacioén a una solucién de (Py;) con un error menor de 107% con un maximo
de 2000 iteraciones, para cada par (o(7),T) perteneciente a sus fronteras curveadas
respectivamente. En la figura 4.2 variamos los pardmetros 7 y relajado p sin con-
siderar el parametro inercial (A = 1). En la figura 4.3 variamos los pardmetros 7 e

inercial A, sin considerar el parametro relajado (p = 1).
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IRPD30O, Form I (A=0, ¢ = -’H}!Hl)

2000 2000
aQ 1500 a 1500
2 c
\E 1000 \E 1000
& &
=8 =4

500 500
188 ; 181
0 2 4 6 8
Pardmetro 7 =108 Parametro 7 %102
c 1 1-0.57)Q|*
IRPPD30O (A=0, o = AT Condat-Vu, Form I (o = W)
r 2000 . 2000

QU 1500 = 1500
c g
=

= 1000 @ 1000
& &

=] =]

500 o
258 310
4 6 8 4 6 8
Pardmetro 7 %1072 Parametro 7 x10°?

Figura 4.2: Variando el pardmetro de relajacién para obtener un error de 1076

IRPD3O, Form I (p=1, 0 = -’HfllH")

‘ 2000 2000
=< 1500 ~ 1200
s a
= =
S 1}
E 1000 E 1000
2 2
=4 =4
500 500
220 217
0 2 4 6 8 0 2 4 B 8
Pardmetro T %103 Pardmetro T %103
« : 1-0.57)1Q|*
IRPPD30O (p=1, o= ﬁ) Inertial Chambolle-Pock (o = T"’;Hﬂ )
2000 05 1Ty 2000
" - in
s 1500 S H 1500
=] 2 03[
2 g |
g g
e 1000 E o0z
& = il 1000
=4 =4
01 [y
500 H
314 o 500
4 6 8 0 2 4 6 8
Parametro 7 %103 Pardmetro T %102

Figura 4.3: Variando el pardmetro inercial para obtener un error de 10~°

Se observa que el incremento del parametro de relajacién produce aceleracion en
todos los algoritmos, siendo este incremento mucho mas sensible que lo obtenido al
variar el parametro inercial.

Finalmente variamos el comportamiento de los parametros inercial y relajado,
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para ello consideramos fijos los siguientes puntos incluidos en la frontera roja :

1

y 0=
lQI” 7 Al°

7

r‘)/.

T =

de iteraciones

umero

a

1.99. Considerando el n

necesarias al aplicar el algoritmo IRPD30O, form I para obtener un error menor de

1,5y 7

]-7 2

escogiendo v,

107, ademads graficamos la curva roja de restricciones tedéricas de estos pardmetros

1 5
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Figura 4.4: Variando \ y p para obtener un error de 107°
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tamiento. En el Capitulo 6 extenderemos el dominio de convergencia al aplicarlo al

problema monodtono de dos bloques.
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Capitulo 5

Variantes Relative-error
Inertial-Relaxed

En el capitulo anterior se logré insertar el parametro inercial y relajado en los
algoritmos separables y generales asociados a dos tipos de problemas. Es de esperar
poder también considerar el calculo inexacto de sus subproblemas asociados, desean-
do construir un algoritmo andlogo a RIRH PP. Esto lo podremos realizar de forma
parcial, es decir, se trabajara solo con algunos casos particulares de los algoritmos
generales, y se podra considerar el calculo inexacto de sélo uno de los subproblemas,
considerando para ello incluir una subrutina semejante a lo desarrollado por Alves-
Eckstein [2], cuando desarrollaron la variante del ADMM aplicado al problema de

optimizacién de la suma de dos funciones.

En estas variantes, consideraremos que existe una subiteracion que converge a la
solucién de uno de los subproblemas (asociado a un mismo operador) originado en
cada iteracion por el algoritmo de separacion, luego en vez de considerarla aislada del
algoritmo de separacién central, se usa esta subiteracion conjuntamente con el otro
subrpoblema para la busqueda de una solucién a una inecuacién, lo cual garantizara
la convergencia del método.

5.1. Composicién monétona

Considerando el problema de composicién mondtona con la matriz A igual a la
identidad, Alves-Eckstein [2], desarrollé una nueva variante del algoritmo Douglas-
Rachford admitiendo los parametros Inertial-Relaxed y el célculo inexacto de uno
de los subproblemas. Esto lo logré apartir del algoritmo RIRH PP aplicado al ope-

rador mondtono maximal asociado al operador de Douglas-Rachford.

95



De forma andloga, desarrollaremos un algoritmo con las mismas caracteristi-
cas para el problema composicién monétona (siendo A cualquier matriz), para ello
consideraremos el algoritmo IRGSS con v = 1 (versién Gauus-Sidel) y Vo = 0 o
equivalentemente el algoritmo IRGSA30, Form I (con C' = 0), el cual posee los
parametros Inertial-Relaxed, esto es:

(@, u) = (2% y") + A" =2 yk =y, (5.1)
o= (T4 M) y" + MAzF) (5.2)

7= b+ MAE — M (5.3)

P o= (SHV+AMA)T (Vak + ATMEY — A'gF) (5.4)

(@Y Y = (a, ue) + p(EF = 2, T = ). (5.5)

Se observa que la variable ¥ es una variable auxiliar, luego este algoritmo en esencia
trabaja con menos variables, ain mas, podemos reobtenerlo considerando el algorit-
mo I RM PP aplicado a L (el operador lagrangiano de dos variables definido en (1.7)

) y considerando la matriz P = @t@, donde @ es definido en (1.27). Esto equivale a
k

k. yk), se cumple que

que considerando ¢* := (2%, y%), ¢* = (

=P A - Y, JE(CE) = (355 y ¢ = pdE(CE) + (1 - p)ct.

Ahora en lugar de ITRM PP, consideraremos la aplicacién del algoritmo general
RIRM PP asociado al mismo operador L y la matriz P = Q'Q, obteniendose una

nueva version donde admita el calculo inexacto de uno de los subproblemas.

A continuacién en el algoritmo (5.1)-(5.5), debilitaremos el calculo exacto del
subproblema
2= (T + M) (ys + MAz}),

reemplazandolo por uno inexacto, considerando para ello que alternativamente existe
un procedimiento iterativo para resolverlo , siendo este procedimiento iterativo capaz
de resolver problemas del tipo: dado y € IR™ y x € IR" arbitrarios,

Encontrar z € IR™ tal que y+ MAx € T(z) + Mz, (5.6)
como se define en [2], esto es:

Definicién 1 (B—procedimiento para resolver (5.6)) Un B—procedimiento pa-
ra resolver aprozimadamente (5.6), es un operador B: IR™ x IR" x IR}TX™ x IN —
IR™ x IR™ tales que dado (y,xz,M) € IR™ x IR" x IRTY™ arbitrario, se genera la
secuencia (s, q') = By, z, M,l) para todo | € IN, tal que se cumple que ¢* € T(s')
para todo | € IN y la secuencia {q' + Ms'}; converge a y + M Ax.
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Este B—procedimiento, incluird dentro del algoritmo, una subrutina que no se
detendra hasta que se satisfaga una inecuacién proveniente de la inecuacion (3.2)
de RIRM PP, reemplazando asi la secuencia (5.2)-(5.4) por una subrutina. Luego
se debe considerar una actualizacién del tipo proyeccién, reemplazando (5.5). En
suma, se obtendra el siguiente algoritmo :

Partially inexact Inertial-Relaxed Primal-Dual (PIRPD)

Inicializacién: Escoger (2°,4°) = (27!, y™!) € IR" x IR™, matrices V € IR"™"
y M € IR™™ reales (\,p) €]0,1[x]0,2[ vy 6 € [0, 1].

Para £k =0,1,2,--- hacer
e Escoger A € [0, \[ y definir (término inercial)
(s ) = (2%, %) + A" =270 yh =)

e Repetir { Paral=1,2,---}
Mejorar la solucién (2% ~ (T + M)~ (yk + M AzF))

JeT(E), g+ M~y + MASE,

considerando
(2", g% = By, xh, M, 1). (5.7)

Calcular de manera exacta
P = (S+V+AMA)T (Val + A'MEM — A'gHY) (5.8)

Hasta se satisfaga la siguiente desigualdad:

~( O ~ [ TR —x

considerando ! := ghl + MzRL — yk — M Azk .

2
<6

2
+

2

I

Q

Y

ok kil
Mzl — MAfo

shi _ pgkil
e Si ( ; . Vx~kl ) =0, entonces PARAR.
A

Caso contrario, escoger p €]0, p] y actualizar

xhtl zk 5 ak — gk
= — PPk -
Yt ; Yk g eRl g



donde ¢y, es definido como

N i’k’l —x N l.l;:}_j':k.l
Q ki Q@ skl k
gt =y, Mz% — M Az},

Y fL’k - i’k’l 2
@\ arzmi— M Azk,

ESE S

Terminar el bucle

La ventaja de este algortimo comparado con el algoritmo 2, de Alves-Eckstein
[2], es el de poder trabajar con una matriz coupling A cualquiera, ademds de poder
considerar un pardmetro multiscaling M y un parametro adicional V' que permite

lidear con mas libertad el subproblema (5.8).

Observacion 5.1.1 Para el caso A = I (suma de dos operadores), podemos reob-
tener el algoritmo 2, propuesto por Alves-Eckstein [2], considerando los pardmetros
M =~ yV =0, con la tnica diferencia en el wltimo paso de actualizacion, pero

cumpliéndose en ambos algoritmos la relacion
QC = QL + porQ(Gl — ¢F +£Y),
donde ¢* = (a*, ), C* = (@B, GHO), ¢k = (al, yh) y €8 = (0, ).

Observacion 5.1.2 La desigualdad que debe cumplirse en la subrutina se puede

rescribir equivalentemente como:

754 + MzH — yf — M Az < Q|| MAFH 4 gt — MAE, — ||+

kHZ
wl|pr-1
+ ||Mzk’l - MAxk’lH2” L2 Ha:w“ — 5:]“’[||2‘,]

siendo una version mds amplia comparandolo con la inecuacion propuesta en el
algoritmo 2, dado por Alves-Eckstein [2].

Antes de mostrar la convergencia del algoritmo anterior, provaremos la siguiente

proposicion técnica.

Proposicién 5.1.1 Sean V € IR™" y M € IR™ ™ simétricas, con V semidefinida
positiva y M definida positiva, tales que V + A'M A es definida positiva. Si se tiene
que

yeT(z) y a=(S+V+AMA) T (Vi+AMz— Aly)

entonces se cumple que
( x ) (I~/ ~)_1 . ( ) T )
Yy y—re

donde e .=y + Mz — §j — MAZ, la matriz P = @t@ con @ definido en (1.27) y el
operador Lagrangiano L definido en (1.7).
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Prueba. Equivalentemente mostraremos que (L + P) ( v ) 5P < Ni ) Por
Yy e

un lado se cumple que

- =[x S(z) + Aly + (V + AAIMA)z + Aly
(L+P) = (z) _1( . ) (5.9)
y T (y)+ M~y
y también
5 T [ Vi+A'Mz+ Ay (5.10)
j+e | M~y 4 2 '

luego de las hipdtesis se cumple que
Tys2z v S+ (V+AMAz+ AlysVi+ A'Mz

por lo tanto de (5.9) y (5.10) se deduce el resultado. n
Se obtiene el siguiente teorema de convergencia

Teorema 5.1.1 Sean \ y p satisfaciendo la condicién (H1). Asumamos que V €

R™™ y M € IR™™ son simetricas, con V semidefinida positiva y M definida

positiva, tales que V 4+ A'M A es definida positiva. Si sol (V;) es no vacio, entonces
se cumple

a) Si el algoritmo genera una secuencia (sobre k), es decir, no se detiene, donde
cada subrutina (sobre 1) termina en un nimero finito de iteraciones | = l(k),

entonces {(ZH®) gEIYY - converge a una solucion de (V3).

b) Si el bucle principal se ejecuta sélo un nimero finito de veces, terminando
en k = k, donde la subrutina genera una secuencia, entonces {(*!, 55},

converge a una solucion de (V3).

c¢) Si el algoritmo se detiene con M = ARl y Vak = Vikl entonces (2%, g%
es una solucion de (V7).

Prueba. a) Se generan secuencias sujetas al indice k. Considerando (¥ :=
(xF, yk), & = (2F, y*) v e¥ := (0, M), por la proposicién 5.1.1, se cumple

Gy = ¢+ A = M), TR(G ) = (@0, ),

Al ser P = @té y al terminar cada subrutina en [ = [(k), entonces se satisface la
desigualdad

HngjS < 02 (”(jk,l(k)?gk,l(k)) o C{ZH; + HC@IZ + gk . (i’k’l(k),gk’l(k))Hfs) ’
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y se actualiza, considerando p¥ := (¥ + &b — (FF1R) §RUF))  como

(@ (¢ — @MW, gMW)) . Qur)
T
[l

Luego la convergencia se sigue de la Proposicion 3.2.1.

¢ =Ch—p

b) En este caso la subrutina con indice I, genera la secuencia (Z%!, %) =
B(yk, x% M, 1), que por definicién se tiene 7' € T(z%) y la secuencia {7 + Mz},
converge a y¥ +MAzF . Luego por la continuidad de (T+M) ™!, se cumple que {5},
converge, lo cual implica la convergencia de {QE’Z}Z, denotando su limite como z* y
y*, respectivamente. De esto, junto con (5.8), se cumple que {im}l converge, diga-
mos a r*.

Por otro lado, como la subrutina no se detiene, se satisface la desigualdad

~ 0 ~ ‘%Evl — xﬁ) ~ x’l’i} _ ijf,l
Q €E’l Q gk,l o yi Q Mglfc,l o MAIE

y al cumplirse que et = ghl + MR — yk — M Ax® converge a zero, se cumple que

2 2 2

+

el segundo mienbro de la desigualdad converge a zero, luego se deduce que
0 ak — = z*k— Ax* _o.
Mz* — M Az, Vay, —Va*
Por lo tanto, (z*,y*) pertenece a sol (V;).

¢) De la relacién (5.8) se cumple que —A'g*! € S(z*!) y, como g™ € T(ZF),
implica que %! € T(Az*), se obtiene lo afirmado. [

5.2. Composicién monétona mas un operador co-

coercivo

A continuacién extendemos los resultados de la seccién anterior al problema
composiciéon mondtona mas un operador co-coercivo. Para ello usamos la relacion
del algoritmo GSA30, Form I con el método de punto fijo aplicado al operador
average GG1 (ver la Subseccién 1.5.1), luego usaremos R/ RF' P (una variante de punto
fijo) permitiendonos el célculo inexacto de uno de los subproblemas, por medio de
una subrutina similar al algoritmo anterior (usando el B—procedimiento), que no
se detendra hasta que se satisfaga una inecuacion proveniente de la inecuacion de
RIRF P, obteniendose asi el siguiente algoritmo.
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Partially inexact Inertial-Relaxed GSA30 (PIRGSA30)

Inicializacién: Escoger (2°,7°) = (z~',y™") € R" x R™,V € R™" y M €
IR™™ tales que V +A* M A sea inversible, reales (), p) €0, 1[x]0,2[y 6 € [0,1].
Defini
efinir 25
= .
40 —[[(V + APMA)~
Para k=0,1,2,--- hacer

e Escoger A € [0, \[ y definir (término inercial)
(2 W) = (2", y) + A" =271y =y
e Repetir { Paral=1,2,---}
Mejorar la solucién (2% ~ (T'+ M)~ (yk + M AxF))

g eT(E, g+ MF =yt + MAE

considerando
(25,5 = By, 2, M,1) (5.11)
Calcular exactamente
PR = OV 4+ ATMA) T (Vak 4+ ATM ) (5.12)
o= (S VA AMA) T (Vak + AMER — Al — 8 (5.13)

Hasta se satisfaga la siguiente desigualdad:

~( 0 ~ kbl — ok
Q| ki Q kil oy =kl ok
2 (20— 1)ekd + it — g

considerando e := ghl + MZFL— ¥ — M Axh .

2
<6

2
+

2

Q

ok _ kil
MzRb— M Amfu

skl _ pzhl
e Si ( ; . VZ{M ) = 0, entonces PARAR.
zh —Vik

Caso contrario, escoger p €0, %] y actualizar

e T B :1:1’2 _ gkl
= — PPk -
Yoz yzlz toekl g

donde ¢y, es definido como

0 ot — gk 0 ok — gk
(20— 1)elt +ght — gk |7 MzR— M Ak
o = :

N o 2
AT

gxgs




Terminar el bucle.

Para obtener el teorema de convergencia, primero probaremos la siguiente pro-

posicion

Proposicién 5.2.1 Sean V € IR™" y M € IR™ ™ simétricas, con V semidefinida
positiva y M definida positiva, tales que V + A'M A es definida positiva. Si se tiene
que :

y € T(2)
r o= CO(V+AMA)(Vi+ A'Mz))
z = (S+V4+AMA) (Vi+A'Mz— Aly—r)

~ [ x :GlA T
o(1)-o(..

donde e := y+ Mz —y— MAZ, la matriz @ definido en (1.27) y el operador average
G definido en (1.28).

entonces se cumple que

Prueba. Por la definicién (1.27) de @, se cumple que

5 7 | Mz Moy
y+e Vazx 7

por otro lado al ser y € T(z), se cumple que z = (T + M)~ (Mz + y), luego de la

(S

definicion de G, se obtiene que Gy @ ( - j_ ) es igual a
J+e
Mzz+ M 2y — M2z+ M3AJS(VE+24'Mz — A'M z + Aty — C(Vi + A'M2))
VeJS(VE+ 2A'Mz — A'Mz + Aty — C(VE + A'Mz))

finalmente al cumplirse por la hipétesis que & = J°(Vi + A*Mz — r), se obtiene lo

pedido. [ ]

Se obtiene el siguiente teorema de convergencia.

Teorema 5.2.1 Sean \ y p satisfaciendo la condicion (H1). Asumamos V € IR™"

y M € IR™™ ambas simetricas, con V semidefinida positiva y M definida positiva,
tales que V + A'M A es definida positiva y satisfaciendo ||(V + A'MA)~|| €]0,23].
Si sol (Vz) es no vacio, entonces se cumple :
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a) Si el algoritmo genera una secuencia (sobre k), donde cada subrutina (sobre l)
termina en un nimero finito de iteraciones | = I(k), entonces {(ZF1®) gk,

converge a una solucion de (Vz).

b) Si el bucle principal se ejecuta sélo un nimero finito de veces, terminando
en k = k, donde la subrutina genera una secuencia, entonces {(z%! g%},

converge a una solucion de (Vz).
c) Si el algoritmo se detiene con M = ARy Vak = Vikl entonces (21, g*)

es una solucion de (V3).

Prueba. a) Considerando ¢¥ := (2, y*), (¥ := (FFI0), gl ¢k .= (2F 4k y

w?

ek 1= (0, e*!), por la proposicién 5.2.1 se cumple
Qe = Q¢ +2Q(¢H = ) v QTF = GiQ(¢h + ),

ademas se satisface la desigualdad

o

<o (H@((m et @k 2t - 5’“)”2)
y la actualizacién

(Q((2a — 1)ek + ¢F = k), Q(¢k — ¢+ + &%)

e : QG = CF + M.
|Qtct - & 4em)|

QCF = Q¢ —p

Entonces las sucesiones son generadas por el algoritmo RIRFP, aplicado a G que es
un operador a—average, luego por la Proposicién 3.1.2 se cumple que @C{; converge
a un punto fijo de Gy y @5’“ converge a 0, lo cual conjuntamente con (5.11)-(5.14),
se deduce el resultado.

Los resultados b) y ¢) se obtienen de manera andloga al teorema anterior.  m
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Capitulo 6

Debilitando las hipotesis
matriciales de convergencia

Como se observa en los experimentos ntimericos, las hipétesis sobre las matrices
parametros asociados con PD2BCS, Gauss-Seidel version (V;, V5 semidefinidas posi-
tivas) y los asociados con PD2BCS, Jacobi version (R;, Ry semidefinidas positivas)
podrian debilitarse. En este capitulo obtendremos la convergencia bebilitando estas
hipdtesis matriciales, pero no abarcaremos todos los casos, por ejemplo no conside-

ramos los terminos inercial-relajado.

Para la obtencion de estos resultados sera necesario considerar otra metodologia,
puesto que al relajar las hipotesis matriciales no podriamos obtener la convergencia
a partir de nuestros operadores G5 y G), los cuales usan las hipétesis que Vi, Vo y

Ry, Ry sean semidefinidas positivas respectivamente en sus definiciones.

6.1. Composicién monétona de dos bloques

Considerando el problema de composicion mondétona de dos bloques, reciente-
mente, en [13], se mostré la convergencia de PPDS Gauss-Seidel version considerando
Vi =0, M = ol,,«m y debilitando la hipdtesis sobre V5 : dados o, 7 positivos tales
que 70 ||B'B|| < 1y 0 €]3/4, 1], considerar

Vo =0(r ' I,x, —0B'B) — (1 - 0)cB'B

notar que V5 no es semidefinida positiva pero aun transforma su subproblema aso-
ciado en el calculo de la resolvente clasica.

Teniendo en cuenta las tecnicas de [13], extenderemos el resultado anterior man-

teniendo el uso de los pardametros matriciales de PD2BCS tanto en su version se-
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cuencial y paralela (notar que los versiones de PPDS 'y PD2BCS estan relacionados
respectivamnete por un cambio de variable, ver seccién 1.4). Para ello usaremos las

siguientes resultados técnicos.

Proposicién 6.1.1 Sean U y W matrices simétricas de orden n X n tales que Wy
U+ W son semidefinidas positivas. Se cumple que

1
{a, Ub) < HaHU+2W+ HbHUJrQW

para todo a, b € IR".

Prueba. Sean las matrices D y S tales que D'D = W y S!S = U + W, usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple

(a, Ub) = (Sa, Sb) + (D(—a), Db) < (HSGH + ||Sb||*) + (HDaH2+HDbH2)
de donde se obtiene el resultado ]

Proposicién 6.1.2 Sea M una matriz simétrica definida positiva de orden n X n.

Dado 6 € [0, i[, se cumple que

1 1
{a, 0) = (5~ 0) lally, + (5 +20) 1]+
para todo a, b € IR".

Prueba. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple

1, 2
< 7

1
+20) [[Bl[3-

(a,8) = (Mba, M730) < (7= a3 + (5

luego, al ser 3 — 6 > desde que 6 € [0, 1], se obtiene el resultado [

2(1-1—46

6.1.1. Version Gauss-Seidel

Consideramos PD2BCS Gauss-seidel version aplicado al problema composicién
mondtona de dos bloques (o equivalentemente GSS con vy =1y p=1)

M= (T4 Vy+ B'MB) ™ (Vae! — B'MAz* — B'yF) (6.1)
yk:-H _ yk: + MAz*F + M Bz (6.2)
F = (S Vi AMA)T (Ve — AIMBM A (63)

La siguiente proposicion es la clave en la obtencion de la convergencia de la
secuencia, en ella observamos una desigualdad alternativa a la desigualdad producida

por la propiedad avarage de Gi.
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Proposicién 6.1.3 Sean V; € IRV, Vo € IRP*P y M € IR™™ simétricas, con M

definida positiva. Asumamos que existe 6 € [0, 1[ tal que
Vi y Vo+60B'MB son semidefinidas positivas

y que las matrices Vi + AIMA y Vo + B'M B son definidas positivas. La secuencia
(xF, 2% y*) generada por (6.1)-(6.3), satisface que la siguiente suma es no negativa:

k—1 (|2 |2 |2 1 H k k—lH
||a: x ot 5 lIF" =2 Va-+20Bt M B
2 2 2 1
R T R R A
Vi Vo+BtMB M 9 Va+20Bt M B

- 1
_||$k _ gk 1Hf/1_||zk+l _ ZkH3/2+eBtMB_2(Z_9) [szﬂ — ZkH?BtMB + Hyk+1 — kaL—l]

(6.4)
donde (z*, z*,y*) € sol (V1).
Prueba. Por la construccion de la secuencias, se cumple que
T (25 5 Vo (2F — 2Ty — Biy+ ! (6.5)

S(l’k) 5 Vvl(xk:—l _ ) AtMB( k+1) Atyk—i-l

Considerando (z*, z*,y*) € sol (V1) y por la monotonia de S y T respectivamente
se cumple

<$k . ZL'*, Vl(xkfl . ) AtMB( k+1) AtykJrl + Aty*> Z 0
<Zk+1 - Z*, (‘/*2 + BtMB)(Zk o Zk—l—l) . BtMB(Zk . Zk+1) o Btyk—l—l + Bty*> Z 0
Luego sumando las inecuaciones anteriores y (6.2), se tiene

<{Ek o a:*,Vl(a:k_l o .QIk)) + < k+1 — ’(‘/2 + BtMB)( Zk+1)>—|—
<M ( k+1 yk)7y k+1> + <ykz+1 o yk,B(Zk_H _ zk)) > ()
Usando que dado una matriz simetrica se cumple 2(a — b, U(c — a)) = ||c — b|[7, —
lla —bl|7, — [la — ¢||7, se obtiene que

_ 2 2
||l’k 1—.1’*

E+1 _x||2 k+1

2
*

—Y HM*l

k1

— |y

o
Vi <

o Al W Eaae| —| |
Hx x W < Vo+BtMB Yy M1

+2(y" —F BT = 2F) >0 (6.6)
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En lo que sigue encontraremos una apropiada cota de 2(y*+1 —y* B(2*1 — 2k)). De
las hipotesis de V5 y proposicién 6.1.2 se cumple que

-

2_9) szH B zkHthB

1 2
+<§+20) ||yk+1 - kaM*1 Z <B(2k+1_zk>7yk+1_yk> (67>
Por otro lado, de (6.5) y por la monotonia de 7', se cumple
<Zk+1 o Zk, ‘/2<Zk o Zk+1) o Btyk—i—l o %(Zk_l o zk) + Btyk> Z 0
lo cual es rescrito como
_ szﬂ o Zka/Z + <Zk+1 _ Zk’v2<zk o Zkfl» > <yk+1 o yk’B(2k+1 o Zk)>

usando de las hipotesis de V5 y la proposicion 6.1.1, de la epresion anterior se deduce

1
e

k+1 k|2 Lk k—1][2 k+1 Kk k+1 k
< H7V2+2QBtMB + ) ”Z < ||V2+2eBtMB > (" =y Bz = 2"))
(6.8)

Luego sumando (6.8) y (6.7) se obtiene

% |2 — Zk_lefg—&-%BtMB - % |24+ — Zk“f/g-i—QﬁBfMB
=2 =0 (1 = gy + I =1
T R N
A su vez sumando este resultado en (6.6) se demuestra la afirmacion. n

A partir de la desigualdad de la proposicién anterior se obtiene la siguiente

convergencia

Teorema 6.1.1 Asumiendo V; € IR™", Vo € IRP*P y M € IR™™ simétricas y
cumpliendo : existe 6 € [0, i[ satisfaciendo

Vi y Vo+60B'MB son semidefinidas positivas (6.9)

y M definida positiva tales que Vi + A'MA y Vo + B'M B son definidas positivas.
Si sol (V1) es no wacio, entonces la secuencia (z¥, 2% y*) generada por (6.1)-(6.3)

converge a una solucion de (V).

Prueba. La no negatividad de (6.4) de la proposicién anterior, se cumple que
k— 2 k 2 k 2 1.k k—1]|2
{||x L x*“Vl + HZ - Z*HV2+BtMB +1Hy - y*”M*l +3 Hz -z 1HV2+QGB’5MB} €s
decreciente del cual se deduce que {V22*}, {2*} y {¢*} son acotadas. También se

k+1 k||2
”Z “Nptmp Y

: k_ k—1H2 H k+1 kH2
deduce la convergencia de Hx x v Il 2 oot v
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1
k1 _ kafM_l todas estas tendiendo a 0, de esto se deduce que {V;?(a* — 2*~1)},

ly
{21 — 2k} y {yF+t — ¢F) convergen a 0. Usando lo tltimo en (6.2) se deduce que
{A(z% — 21} converge a 0 y que {Ax*} es acotado, estos resultados a su vez im-
plican que {z* — 2*~'} converge a 0 y que {z"*} es acotado.

BEL
y**1)} converge a 0. Luego, dado (2, 2/,4') un valor de adherencia de (z*, 2*, y¥), al

En suma, se cumple que {(z*, 2*, y*)} es acotada y que {(z*—2**1, 2F—2
cumplirse la relacién
k+1 _k+1 , k+1 At ( -k k+1 _k k+1 )k k+1
L($+,Z+,y+)9QtQ(CL’ —JZ+,Z _Z+7y _y+)7

se deduce de la monotonia maximal de L que (2/,2',y') € sol(Vy), por lo tanto
a partir de (6.4) se obtiene que {Vléa:k}, {z*} v {4*} converge a Vléx/, 2y,
respectivamente, luego por (6.2) se deduce que {Az*} converge a Az’ de donde se
obtiene finalmente que {2*} converge a . n

6.1.2. Versién Jacobi

Consideramos PD2BCS Jacobi version aplicado al problema composicion monéto-
na de dos bloques (o equivalentemente GSS con vy =0y p = 1)

g = (S+ Ry +2A'MA) T (R + A'MA)2* — A'MB2* — A'y*) (6.10)

2 = (T'+ Ry +2B'MB)™" ((Ry + B'MB)z* — B'M A2* — B'y*) (6.11)

yk+1 —_ yk + MAkarl 4 MBZkJrl (612)
Gracias a la simetria de la secuencia, podremos mostrar que se pueden debilitar

la hipétesis matriciales sobre ambos parametros R, y Ry, obteniendo su convergencia

a paritr de la desigualdad que se mostrard en la siguiente proposicion, en alternativa
de la desigualdad producida por la propiedad average de G,

Proposicion 6.1.4 Asumiendo Ry € IR"*", Ry € IRP*? y M € IR™*™ simétricas,
satisfaciendo la siguiente condicion : existe 0 € [0, i[ tal que

R+ 20A'MA y Ry +20B'MB son semidefinidas positivas

y M definida positiva tales que Ry +2A'M A y Ry +2B'M B son definidas positivas.
Si (2%, 2% y¥) es la secuencia generada por (6.1)-(6.3), entonces la siguiente suma
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en no negativa:

o = [y szensa + 12 = Nramonsa + 19" = 9l +
1 1

bl = R a2 = 2 e ameans 5 [AGH = 2570 = B(H = 24
o A e (ATl P
e = 2 1 spina g 1Y = 2 e ssnmarn— 4G — 2) — B 2
T | FL s A
(= 0) ([ P+ g g 1 | (613)

donde (z*, z*,y*) € sol (Vy).
Prueba. La secuencia cumple que

S(xzF) 5 Ry(af — o) + AM [A(:Bk — M) — B(F — zk“)} — Al

T(Z*) 2 Ry(2* — 2" + B'M [B(2*F — 2"t1) — A(2® — 2¥1)] — BlyFt.
Dado (z*, z*,y*) € sol (V1), por la monotonia de S y T se obtiene
(2" —a*, (Ry 4+ 2A'MA) (2* — 2*H1))+
FMAGHT — o), A — 241 — B — 241 - M7 — 7)) 2 0
(2" — 2% (Ro 4+ 2B'MB) (2" — "))+
H(MAGRM — 2%), =B(2F — 2FY) — A(2® — 2 — M (R — ) > 0.

Sumando las dos tltimas desigualdades se tiene

(2" — 2% (Ry + 2A'MA) (2% — 2F1)) + (2P — 2% (Ry + 2B'M B) (2" — 2**1))+
<yk+1 o yk,A(l’kJrl o l’k) + B<2k+1 o Zk)) 4+ <yk+1 o yk,M’l(y* . yk+1)> Z 0.

Al ser Ry +2A'MA, Ry +2B'M B y M~! matrices simétricas, se obtiene

2

E_ox]|? ” ko« ” E o«
Hx TRy 424t A + |z % N Ry+2BtMB + 1y Y llp—
kT *HQ _H E+1 _x||2 _” k41 x||2
HI Tl py+24t M4 < % |l Ry+2Bt MB Y Y iy
k1 k||2 . H k41 k||2 _ H k41 kHQ
Hw Tl Ry424t A < “ | ryt+2BtM B Yy Y llp—

20yt —yf A —af) + B - 2)) > 0. (6.14)
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En lo que sigue obtendremos una cota para 2(y**t1 —y* A(x* 1 — %) + B(2F! —
z¥)). Por la proposicién 6.1.2 se cumple que

(3= O 4G =25 = B =)+ G+ 20) [+ =],

> <yk+1 _ yk,A($k+1 . Ik> + B(Zkz—i—l . Zk:))
Usando la desigualdad convexa de ||-||%, se obtiene
1-—20 kL k|2 k1 _ k|2 1 20 [lF+1 — oF |2
(1 —26) HI -7 ||AtMA+ ”Z < HBtMB + (5 + )Hy -y ||M*1
> <yk+1 _ yk7A(:L‘k+1 _ :L‘k) + B<Zk+1 _ zk)) (6.15)

Por otro lado, por la monotonia de S y T se deduce que la siguiente suma es no

negativa:

<$k+1 . xk’ Rl(:vk . xk-i—l) . Rl(.iﬂk_l . .Tk)> + <A(a:k+1 . xk),yk . yk+1>+

(MA@ —ab), A(2? — 2" — B(2F = 2 — [A(e* T —2F) — BN = 2]+
(FF1 R Ry(2F — 25 F1) — Ry (T = 2R)) 1 (B(RL — 2R), yf - h Y4
H(MB(ZH = 2%), B(z" = 251 — A(2® — 2" — [B(zM! = 2F) — A = 2M)]).

Reordenandolo se obtiene
. kaﬂ _ ka; + <xk+1 _ xk’Rl(xk . xk—l))
. ||Zk+1 _ ZkH; + <Zk+1 _ Zk7R2(zk o Zk—1>> . HA<xk+1 _ l,k) o B(Zk—H _ Zk)“?w

+ <M [A(:Ek+1 _ [Ek) . B<Zk+1 . zk)] ,A(xk o :L'k_l) o B(Zk o Zk_1)>
> <yk+1 o yk,A(a:kH . xk) + B(ZkJrl . zk))

Luego por la proposicién 6.1.1 y la desigualdad Cauchy-Schwarz se obtiene que

1 1 1

2 12 2
B kaﬂ - kafR1+40AtMA + B ka —a* 1HRl+40AtMA + B szH - ZkaR2+4OBtMB
1 1
b= s — LA ) - B R+
+% HA(;U’C — xkfl) _ B(Zk o Zkil)Hf\/z > <yk+1 _yk,A(ka _xk> —i—B(zk“ _Zk)>.

(6.16)
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Finalmente, sumando (6.15) y (6.16) se obtiene

1

_ 1
2 ka —at 1||;1+49AtMA D) kaﬂ - kai21+46AtMA
1 1 1
+§ sz - ZkilHj%zJAGBtMB_é ”ZkJrl - Zk||;2+4GBtMB+§ HA<xk — a1 = B(2" - Zkil)vaf
1 1
— IIAG ! = a%) = BE = 9| =a5=0) o = oy + 15 = 2 ]

1

—2(1—8)) HykJrl _ yk”?wl_éw [kaﬂ .

+ szﬂ < kH;AtMA

_|_ka+1 —

k|2 k|2
aenra [y

—i—HZkH . zkHthMB"’_Hka . yk:”?w_l > 2<yk+1_ykz’A($k+1_xk)+B(Zk+l_zk)>7

lo cual, suméndolo con (6.14) se deduce el resultado. [

Se obtiene la siguiente convergencia

Teorema 6.1.2 Asumiendo R, € IR™™", Ry, € IRP*? y M € IR™™ simétricas

satisfaciendo la siguiente condicion: existe 6 € [0, %[ satisfaciendo
Ry +20A'MA y Ry+20B'MB son semidefinidas positivas, (6.17)

y M definida positiva tales que Ry +2A'MA y Ry +2B'M B son definidas positivas.
Si sol (V1) es no wacio, entonces la secuencia (z%, 2% y*) generada por (6.1)-(6.3)

converge a una solucion de (V).

Prueba. Sea (z*,z2*,y*) € sol (Vy). Por la desigualdad 6.13 de la proposicién
anterior se cumple que {z*}, {z¥} y {y*} son acotadas, ademds se deduce que

k k|| k k|2 k k|| k k||
{[Ja"1 =2 HR1+46AtMA}> {7 = [prads {121 = 2 HR2+4QB’5MB}’ {25 = 2" pupss

y Hyk“ —yF HL?I convergen hacia 0, de donde se obtiene que {z**t—a*}, {2FF1—2F}

v {y** — y*} convergen a 0.

Luego, dado (2/,2',y') un valor de adherencia de (z*, 2% y*), al cumplirse la

relaciéon
k+1 _k+1 , k+1 At Ak k+1 _k k+1 |k k+1
L(ﬂ? y 2 Y )9DD(.’L' - y RO R Yy —Y )7

se deduce de la monotonia maximal de L que (2/,2',y") € sol(Vy). Por lo tanto, a

k

partir de (6.13), se deduce que (z¥, z*, y*) converge a (2/,2,v/). [

Es sabido que escoger las matrices pardmetro como en (4.31) y (4.32) para el
caso secuencial y paralelo respectivamente, transforman los subproblemas asocia-
dos en resolventes clasicos, luego considerando las debilitaciones de las hipétesis de

convergencia (6.9) y (6.17) desarrollados en los teoremas anteriores, nos permiten
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escogerlos ahora de la siguiente forma :

1
Dados o, 11, T2 positivos y 6 € [0, 1 [, tales que o7y |[A|]° <1y o(1—0)r | B|]* <

1, onsiderar
M =0lypsm, Vi=7Iixn—0A'A v Vo=7,"1,,—0cB'B (6.18)

para el algoritmo PD2BCS version Gauss-Seidel.

1
Dados o, 1, Ty positivos y 6 € [0, 1 [, tales que 20(1 — 8)m ||A|]> < 1y 20(1 —
)7, || B||* < 1, considerar

M =0lysm, Bi=1"1wun—20A"A v Ry=r1,"1,.,—20B'B (6.19)

para el algoritmo PD2BCS version Jacobi.
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Conclusiones

Las importantes contribuciones de este trabajo estan distribuidos de la siguiente

manera :

En el Capitulo 2 se construye dos tipos de operadores cuyos puntos fijos estan
relacionadas con la solucion de un modelo general, luego gracias a las propiedades
de estos operadores se obtienen algoritmos convergentes de separacién del tipo se-
cuencial y paralelo.

En el Capitulo 3 se muestra una variante del método de punto fijo y en consecuen-
cia se obtiene la construccién de una versién general del Método de punto proximal,
el cual incluye conjuntamente los parametros inercial y relajado, ademas considera
el cédlculo inexacto del subproblema asociado a una resolvente generalizada (rempla-

zando la matriz identidad por una matriz arbitraria simétrica semidefinida positiva).

En el Capitulo 4 se consideran la inclusién de los parametros Inercial-Relajado
dentro de los dos tipos de algoritmos generales de separacién obtenidos en el Capitu-
lo 2, en particular se obtiene las variantes Inercial-Relajado de algunos algoritmos
clasicos y los recientemente propuestos.

En el Capitulo 5 desarrollamos una extencién del reciente algoritmo Relative-
Error Inercial-Relajado ADMM, para asi poder aplicarlo a problemas con mayor
structura separable, obteniendo algoritmos separable que no desaprovechan su es-
tructura. Estos algoritmos poseen los parametros Inercial-Relajado y consideran el
calculo inexacto de uno de sus subproblemas por medio de la inclusion de una su-
brutina.

Finalmente en el ultimo capitulo mostramos que si debilitamos las hipétesis ma-

triciales, atin se mantiene la convergencia de los algoritmos de separacién asociados

al problema decomposicién monétona de dos bloques.
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