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Resumen 

El presente trabajo es acerca del teorema de la curva de Jordan, resultado 

que es plausible a la intuición geométrica. En lo que sigue veremos como ele

mentos de topología algebraica nos darán una demostración completa de este 

importante resultado mencionado en diversas áreas de la matemática como 

ecuaciones diferenciales, geometría diferencial, análisis complejo y análisis 

vectorial. 
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Abstract 

This work is about the Jordan curve theorem, a result that seems plausible 

to the geometrical interpretation but whose demonstration is not direct. In 

what following, we will see how elements from algebraic topology give us 

a complete proof of this important result in various areas of mathematics 

as <lifferential equations, <lifferential geometry, complex analysis an<l vector 

analysis. 
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Prólogo 

El teorema de la curva de Jordan es uno de los resultados que intuitiva
mente parece evidente y que una prueba sería no muy elaborada. El teorema 
afirma que toda curva cerrada simple en el plano divide al plano en dos re
giones, una acotada y otra no. El primero en intentar dar una demostración 
fue Jordan. Todavía hay dudas si la prueba dada por él es completa. Algunos 
creen que sí, mientras que otros creen que la primera prueba completa fue 
dada por O. Veblen. 

Para motivar el uso de este resultado, consideremos una curva cerrada 
a : [O, 1] � .IR2 sin auto-intersecciones, como por ejemplo una curva que 
describe el borde de un disco, o de un cuadrado o de un triángulo en el plano; 
uno podría preguntarse o ver si la curva está dando una vuelta en sentido 
anti-horario o horario, para ello uno hace analogía con el giro descrito por 
una de las manecillas de un reloj; en el caso de los ejemplos dados pensamos 
que el centro del reloj está en alguna parte de la región limitada por la curva, 
esto es, la región que está en el interior de la figura. Estos ejemplos sugieren 
que en general una curva cerrada simple divide el plano en dos regiones. Así, 
de demostrarse, se podría preguntar si una curva en general a da una vuelta 
en sentido anti horario o en sentido horario. 

A primera instancia, pareciera bastante obvio que hay exactamente dos 
regiones conexas determinadas por una curva cerrada simple C. Y, además, la 
curva C es el borde de cualquiera de las dos regiones; este hecho es conocido 
como el Teorema de la curva de Jordan. 

Luego veremos una generalización de este resultado, el teorema de se
paración de Jordan-Brouwer. En este caso tendremos un encaje topólogico 
de una esfera de dimensión m en el espacio euclídeo ( m + 1 )-dimensional y 
obtendremos un resultado semejante. 

La distribución del contenido de la presente tesis es dada por capítulos. 
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Introducción 

En lo que sigue veremos una prueba del teorema de la curva de Jordan 
en el plano. Se utilizarán algunos conceptos de topología algebraica como el 

grupo fundamental y aplicaciones de cubrimiento. 
Es sabido que el plano euclídeo se puede encajar en la esfera bi-dimensional, 

así la curva de Jordan puede ser considerada en la esfera. Notamos que la 

cantidad de componentes conexas que determina la curva en el plano es la 
misma que determina en la esfera, mostraremos que el número de componen

tes que se determina en la esfera es dos. Luego, la curva separa el plano en 

dos componentes, una acotada y otra no acotada. Finalmente mostraremos 

cómo el borde de cualquiera de las componentes es la curva de Jordan. 

En el primer capítulo veremos el concepto de homotopía de aplicacio

nes continuas, como también homotopía de caminos cerrados. En el capítulo 
2 definiremos el grupo fundamental de un espacio topológico y hallaremos 

el grupo fundamental de la circunferencia. Allí también veremos el concep

to de equivalencia homotópica de funciones continuas, concepto importante 

de topología algebraica. Con ello veremos que espacios con mismo tipo de 

homotopía tienen grupos fundamentales isomorfos. En el capítulo 3 introdu

ciremos las aplicaciones de cubrimiento, las cuales gozan de la propiedad de 

levantamiento único de caminos, es más, podremos levantar homotopías con 

extremos fijos, ello nos dará información del grupo fundamental del espacio 

base. En el capítulo 4 daremos un resultado de homotopía y algunos resul

tados acera del grupo fundamental de un espacio que es cubierto por dos 

abiertos, estos resultados serán utilizados posteriormente. En el capítulo 5, 

veremos que una curva de Jordan separa la esfera, mientras que un arco de 

curva no la separa. Luego mostraremos que el número de componentes es dos 

y que el borde de cualquiera de las componentes es la curva de Jordan dada. 

En el capítulo 6, se definirá el concepto de índice de una curva cerrada plana 

con respecto a un punto en su complemento. En el capítulo 7 se muestra el 

Teorema de número de giros de Hopf, teorema utilizado en geometría dife

rencial. En el capítulo 8, se introduce el concepto de homología singular. En 

el capítulo 9, se muestra el teorema de separación de Jordan-Brouwer. 
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Capítulo 1 

Homotopía 

En este capítulo introduciremos el concepto de homotopía de funciones, 
caminos en un espacio topológico y homotopía de caminos. En este capítulo 
X e Y son espacios topológicos. 

1.1. Homotopía de funciones 

Definición 1.1. Diremos que los mapeos continuos f: X➔ Y y g: X➔ Y 
son homotópicos si existe una aplicación continua H: [O, 1] x X➔ Y tal que 

H(O, x) =f(x) V x E X 

H(l, x) =g(x) V x E X 

La aplicación H es l lamada una homotopía entre f y g. 

Por ejemplo, las funciones constantes f : 1R2 ➔ lR y g : 1R2 ➔ lR dadas por 

f=2 g=3 

son homotópicas, una homotopía es dada por H : [O, 1] x 1R2 ➔ lR que es 

definida como 
H(t, x) = 2 + t V (x, t) E JR2 

x [O, l]. 

Dados X e Y denotemos por

C(X, Y)= {f: X➔ Y/fes continua}. 

Proposición 1.1. La relación en C(X, Y) de ser aplicaciones homotópicas

es de equivalencia.

Demostración. Veamos:
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■ Reflexiva: Dado f E C(X, Y), definimos H: [O, 1] x X-+ Y como
H(t, x) = f(x) V (t, x) E [O, 1] x X. 

Así f es homotópica a f.

■ Simétrica: Sea f E C(X, Y) homotópica a g E C(X, Y). Luego, existeuna homotopía H: [O, 1] x X-+ Y entre f y g. Sea G: [O, 1] x X-+ Y

definido como
G(t, x) = H(l - t, x) V (t, x) E [O, 1] x X.

Luego Ges una homotopía entre g y f.

■ Transitiva: Sean f, g, h E C(X, Y) tal que f es homotópico a g y ges homotópico a h, entonces existen mapeos continuos H1, H2 : [O, 1] x 
X-+ Y donde H1 es una homotopía entre f y g, y H2 es una homotopía
entre g y h. Definimos el mapeo continuo H: [O, 1] x X-+ Y como

H ( t x) _ { H 1 ( 2t, x) , si O � t � 1 / 2,' -
H 2 ( 2t - 1, x) , si 1 / 2 � t � l.

Luego, H es una homotopía entre f y h.

1. 2. Caminos en un espacio topológico

□ 

Definición 1.2. Un camino en X es una función continua a : [O, 1] -+ X.
Dado el camino a : [O, 1] -+ X, el punto a(O) es llamado "punto inicial" del

camino y a ( 1) es llamado "punto final" del camino a.
Ejemplo: En el plano IR2

, la función a : [O, 1] -+ IR2 dada por
a(t) = (t, t) V t E [O, 1],

es un camino cuyo punto inicial es el origen (O, O) y tiene como punto final a 
(1, 1). 

Definición 1.3 (Camino cerrado). Diremos que un camino a : [O, 1] -+ X

es cerrado si a(O) = a(l).
Por ejemplo, a(t) = (cos21rt,sin21rt), donde t E [O, 1], define un camino
cerrado en el plano.
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1.3. Homotopía de caminos 

En el caso que dos caminos que tienen mismo punto inicial y tienen mismo
punto final, tenemos la siguiente definición.
Definición 1.4 (Homotopía con extremos fijos). Sean et : [O, 1] -+ X y

/3 : [O, 1] ➔ X caminos con et(O) = /3(0) y et(l) = /3(1). Diremos que et
y /3 son homótopicas con extremos fijos si existe una homotopía H 
[O, 1] x [O, 1] --+ X entre ellas tal que

H(s, O) =et(O)
H(s, 1) =et(l)

s E [O, 1]

s E [O, 1]
A tal homotopía H llamaremos homotopía con extremos fijos. 

Remarque: Notemos que la variable de deformación de la homotopía se ha
cambiado de "t" a "s" ya que usualmente la variable de caminos es t. 
Ejemplo: Las curvas planas et(t) = (l-t, O) y /3(t) = (� + � cos(1rt), � sin(1rt)),
t E [O, 1], son homotópicas con extremos fijos. Una homotopía con extremos
fijos es dada por

H(s, t) = (l - s)et(t) + s/3(t) (s, t) E [O, 1] x [O, 1].
Notación: Si dos curvas et, /3 : [O, 1] ➔ X son homotópicas con extremos
fijos lo denotaremos por a ~ /3.Una situación importante es cuando tenemos dos caminos cerrados y la ho
motopía es así de caminos cerrados.
Definición 1.5 (Homotopía por caminos cerrados). Dos caminos cerrados
et, f3 : [O, 1] ➔ X son homotópicos por caminos cerrados si existe una
homotopía H : [O, 1] x [O, 1] ➔ X entre ellas tal que para cada s E [O, 1]: 

t E [O, 1] 1---7 H(s, t) es un camino cerrado.

Tal homotopía es llamada homotopía por caminos cerrados. 

Ejemplo: El camino cerrado et : [O, 1] ➔ IR.2 dado por
a(t) = (cos21rl,sin21rt) V t E [O, 1]

y el camino constante /3 = (O, O), son homotópicos por caminos cerrados. En
efecto, sea H : [O, 1] x [O, 1] ➔ IR.2 definido como

H(s, t) = [1 - s] · (cos21rt,sin21rt) (s, t) E [O, 1] x [O, 1].
Luego, H es una homotopía entre et y /3 por caminos cerrados.
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1.4. Lazos 

Definición 1.6. Dado x0 E X, diremos que un camino a: [O, 1] ➔ X es un 
lazo en x0 si a(O) = x0 = a(l). 

Con esto tenemos la siguiente definición. 

Definición 1.7. Sean a: [O, 1] ➔ X y /3: [O, 1] ➔ X dos lazos en x0 E X. 
Diremos que son homotópicos por lazos en x0 si a ~ /3. 

Notemos que si H : [O, 1] x [O, 1] ➔ M es una homotopía con extremos fijos 
entre a y /3, dado que a y /3 son lazos en x0 tenemos que: 

para todo s en [O, 1], el camino t t-t H(s, t) es un lazo en x0.

Podríamos decir que Hes una homotopía de lazos en x0, ó de caminos cerrados en x0

entre a y fJ. 
Ejemplo: El lazo a : [O, 1] ➔ IR2 en (1, O) dado por 

a(t) = (cos21rt,sin21rt) , t E [O, 1], 

es homotópico por lazos en (1, O) al camino constante fJ = (1, O). Una homo
topía por lazos es dada por H : [O, 1] x [O, 1] ➔ IR2 definida como 

H(s, t) = (1, O)+ (1 - s) [a(t) - (1, O)] 'ef (s, t) E [O, 1] x [O, 1]. 
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Capítulo 2 

Grupo fundamental 

En este capítulo introduciremos el grupo fundamental de una espacio 
topológico. Hallaremos el grupo fundamental de la circunferencia unitaria §1

con la ayuda del concepto de número de vueltas. Finalmente, veremos qué es 
una equivalencia homotópica entre espacios topológicos. 

2.1. Espacio de lazos 

Dado x0 E X consideremos el espacio de todos los lazos ( caminos cerra
dos) en Xo

L(X, x0) = { a : [O, 1] ➔ .M /a es un lazo en x0} 

Veamos que la relación ~ en L(X, x0) es de equivalencia. 

Proposición 2.1. La relación~ en L(X, x0) es de equivalencia.

Demostración. La relación es: 

l. Reflexiva: Sea a E L(X, x0) entonces a~ a.

2. Simétrica: Sean a y /3 en L(X, x0) con a ~ /3 entonces existe una
homotopía con extremos fijos H entre a y /3, luego G: [O, 1] x [O, 1] ➔ X
definido por

G(s, t) = H(l - s, t) V (t, s) E [O, 1] x [O, 1], 

es una homotopía con extremos fijos entre /3 y a. Así /3 ~ a. 

3. Transitiva: Sean a, /3 y 'Y lazos en L(X, xo) tales que a ~ /3 y f3 ~ ,.

Existe una homotopía con extremos fijos H1 entre a y /3, también existe
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una homotopía con extremos fijos H2 entre (3 y ,. Consideremos la aplicación H : [O, 1] x [O, 1] ➔ X definido por 
H(t s) = {H1(2s, t) s E [O, 1/2] ' H2(2s - 1, t) s E [1/2, 1] 

Luego, H es una homotopía con extremos fijos entre a y 'Y, así a:~ -y. 
o A continuación, en el espacio L(X, x0) definimos una operación binaria. 

Definición 2.1 (Concatenación de lazos). Sean a y fJ dos lazos en x0. Definimos la concatenación de a y (3 como el camino a* (3: [O, 1] ➔ M 
{a(2t) a:* fJ(t) = fJ(2t - 1) , si t E [O, 1/2] , si t E [1 /2, 1] 

así, tenemos nuevamente un lazo en x0. Por ejemplo, consideremos los lazos en (2, O) dados por a(t) = (cos(21rt) + 1,sin(21rt)) y fJ(t) = (2+sin(21rt), 1-cos(21rt)), donde t E [O, 1], luego, 0:*/3 es un lazo que, dinámicamente, recorre el camino a: con doble de velocidad 
y luego recorre (3, también a una doble velocidad que la de (3. Tenemos la siguiente proposición. 
Proposición 2.2. Sean a:, fJ y 'Y lazos en xo. Luego, 
Demostración. Sea H : [O, 1] x [O, 1] ➔ X la aplicación definida como 

{a: C! 1 · t) si t E [O, (s + 1)/4] H(s, t) = /3 (4 · (t - 5!1 )) si t E [ 5!1 , 5!2 ]

entonces 
{a(4t) 

H(O, t) = fJ( 4t - 1)'Y(2t - 1) 

'Y ( 2�8 · (t - 8!2
)) si t E [(s + 2)/4, 1] 

[O, 1/4] [1/4, 1/2] [1/2, 1] y { a(2t) [O, 1/2] H(l, t) = fJ(4t - 2) [1/2, 3/4] 'Y(4t-3) [3/4,1] 
Así H es una homotopía con extremos fijos entre (a* fJ) * 'Y y a:* (fJ *'Y). O
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2.2. Grupo fundamental 

Fijemos algunas notaciones que serán útiles.

Definición 2.2. Sea x0 E X y a un lazo en x0, definimos 

1. El camino constante ex0 
: [O, 1] ➔ X como ex0

(t) = x0 para todo t E
[O, 1], y 

2. El camino inverso a- 1 
: [O, 1] ➔ X de a como a- 1 (t) = a(l - t) para

todo t E [O, 1].

Tenemos las siguientes proposiciones.

Proposición 2.3. Dado una lazo a en x0, se cumple 

Demostración. Empecemos con las pruebas.

1. Veamos que a* ex0 
~ a ( análogamente se prueba que a ~ ex0 

*a). Sea
H: [O, 1] x [O, 1] ➔ X definido por 

Sl Ü :S; t :S; (s + 1)/2,

si (s + 1)/2 :S; t :S l.

Tenemos que H es un mapeo continuo y, además, H es una homotopía
con extremos fijos entre a* ex0 

y a= H(l, ·). Por lo tanto a* ex0 
~ a. 

2. Dado un lazo a en x0, sea H: [O, 1] x [O, 1] ➔ X definida como

{ a (2s · t) , si O :S; t :S; 1/2,
H(s, t) = a (2s. (1 - t)) , si 1/2 :S t :S; l.

entonces Hes una homotopía entre ex0 
= H(O, ·)ya* a- 1 

= H(l, ·).
De manera análoga se prueba que ex0 ~ a-1 * a.

o 

Denotemos
71'1 (X, xo) := L(X, xo)/ ~

al espacio de clases de equivalencia. Vamos a dar 7r(X, xo) una estructura de
grupo. Para ello necesitamos de algunos resultados. 

Sean a, a1, fJ y (31 lazos en xo, tenemos la siguiente proposición.
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Proposición 2.4. Si a~ a1 y /3 ~ /31 entonces

a * /3 ~ Cl 1 * /31

Demostración. Sean H: [O, 1] x [O, 1] ➔ X una homotopía con extremos fijos
entre a y a1 , y G : [O, 1] x [O, 1] ➔ X una homotopía con extremos fijos entre
/3 y /31 -
Consideremos la aplicación F: [O, 1] x [O, 1] ➔ M definida por

F(s, t) = {
H(s, 2t) t E [�, ½]
G ( s, 2t - 1) t E [ 2, 1] .

Luego, F es una homotopía con extremos fijos entre a * /3 y a1 * /31 , por lo
tanto a* /3 ~ a1 * /31 - D

Por la proposición 2.4 podemos definir la operación binaria * ( de conca
tenación) en 1r1 (X, x0); esto es, dados [a] y [/3] en 1r1 (X, xo) definimos

[a]* [/3] := [a* /3].

Por las proposiciones 2.2 y 2.3 tenemos que
l. * es asociativa.
2. (1r1(X,x0),*) tiene un neutro.
3. Todo elemento de 1r1 (M, x0) tiene inverso.

Definición 2.3 (Grupo fundamental). El grupo (1r1 (X,xo),*) es llamado el

grupo fundamental de X con punto base x0, también llamado primer grupo 

de homotopía de X en xo.
Ejemplo: El grupo fundamental de cualquier conjunto convexo n e JR2 es
trivial, ya que dado x0 E n, todo lazo en x0 es homotópico en n al camino
constante ex

0
• 

En la siguiente sección hallaremos el grupo fundamental de §1 . Veremos
que éste es isomorfo al grupo aditivo de los enteros.

2.3. Número de vueltas en §1

Sea 1r : ]R ➔ §1 el homeomorfismo local dado por

1r(t) = (cos(t), sin(t)) t E JR,
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Definición 2.4. Dada una curva o: : l ➔ §1 , donde l es un intervalo, 
diremos que a : l ➔ IR es un levantamiento de o: si 

1r(a) = o: en l. 

Tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 2.1 (Unicidad del levantamiento). Sean a y, levantamientos de 
o: : l ➔ IR. Si existe to E l tal que a(to) = ,(to) entonces a=,. 

Demostración. Sea F : [O, 1] ➔ IR x IR la aplicación continua definida por 

F(t) = (a(t),,(t)) V t E [O, 1] 

y consideremos la diagonal b. e IR x IR. Tenemos que p- 1(.6.) es cerrado en 
[O, l]. 

Veamos que p-1(.6.) es abierto en [O, l]. Sea t1 E p- 1(.6.), por la conti
nuidad de F en t = t1, dado la vecindad abierta J x J de F(t1 ) = (s 1 , s1 ) 
donde J = (s1 - 1r, s 1 + 1r), existe ó > O tal que si 11 = (t1 - ó, t1 + ó) n [O, 1] 
entonces F(J1 ) e U x U, esto es, éi(l1 ) e J y ,(11) e J.

Usando el homeomorfismo 

7í: (s1 -1r,s1 +1r) ➔ U donde U= 1r((s1 -1r,s 1 +1r)), 

como 1r(éill1) =o:= 1r(,ll1) en 11, tenemos 

Luego 11 e p- 1 (.6.). Esto muestra que p- 1 (.6.) es abierto en [O, 1]. 
Como p- 1 (b.) es abierto y cerrado en [O, 1], y to E F- 1(.6.), tenemos que

p- 1 (.6.) = [O, 1], por lo tanto 

a = , en [o, 1 l. 

o 

Teorema 2.2 (Existencia de levantamiento). Dado un lazo o: : [O, 1] ➔ §1

en e1, existe una función continua a: [O, 1] ➔ IR con éi(O) = O tal que 

1r(éi) = o: en l. 

Además, la curva éi : [O, 1] ➔ IR es única. 
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Demostración. La unicidad es obtenida a partir de la unicidad de levanta
miento de caminos (Teorema 2.1). 
Veamos la existencia. Tenemos que U = §1 \ { -e1 } es una vecindad abierta 
de e1 en §1 

y

7r : ( --,r' 7r) ➔ u

es un homeomorfismo. Usando la continuidad de a en O, para la vecindad 
abierta U de e 1 = a(O) existe ó > O tal que a([O, c5)) e U. Luego usando el 
homeomorfismo 

7r: (-1r,1r) ➔ u
obtenemos una curva ci: [O, 6) ➔ IR tal que 

éi(O) = O y

1r(éi) = a en [O, ó),

esto es, existe un levantamiento a de a en una vecindad de t = O con &(O) = O. 
Sea 

A= {a E (O, 1] / 3 ci: [O,a) � IR con ci(O) = O y 1r(ci) = a en [O,a)}. 

Tenemos que ó E A. Observemos que dados a, T E A con a < T existen 
éi: [O, a) ➔ IR y 'Y : [O, r) ➔ IR con éi(O) = O, -y(O) = O, 

1r(éi) = al [O, a) y 

luego, por la unicidad de levantamiento de un camino, se tienes éi = 'YI [O, a).
Sea b = supA E (O, l]. Vamos a definir un levantamiento éi: [O, b) --+ IR 

de aj[O, b) con éi(O) = O como sigue: dado t E [O, b) existe a E A tal que 
t < a, luego existe un levantamiento 'Y de al[O, a) con -y(O) = O, definimos 
éi(t) = -y(t). Por la observación anterior tenemos que éi(t) está bien <lefini<lo, 
y 

1r(éi) = al[O, b).

Afirmación 1: Podemos extender en t = b el levantamiento éi. 

Sean z1 = a(b) y s1 E IR tales que 1r(s1) = z1. Tenemos que 
W = §1 \ {-zi} es una vecindad abierta de z1 y

nEZ nEZ 

donde LJ simboliza la unión disjunta. Por continuidad de a en 
t = b existe JE (O, b) tal que a((b- ó, b + b) n [O, 1]) e W. Sea 
b - ó < to < b, como a(to) E W, tenemos que éi(to) E In para 
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algún n E Z, luego a partir del homeomorfismo 1r : In 
-+ W 

tenemos un levantamiento I de al[t0, b] con 1(t0) = a(t0), por
la unicidad del levantamiento al[t0 , b) = 1 en [to, b). Definimos 
a : [O, b] -+ 1R como 

a(t) = {a(t) t E [O, to] 
_ 

,(t) t E [to, b) 

Este camino es el levantamiento de al [O, b] con a(O) = O que 
extiende al camino éi en t = b. 

Afirmación 2: Afirmamos que b = l. Caso contrario podemos tomar ó > O 
pequeño tal que [b, b + 6) C (O, 1) y exista un levantamiento 1 : [b, b + ó) -+ IR 
de al[b, b + 6) con ,(b) = a(b). Si definimos la función a: [O, b + ó)-+ IR

a(t) = {a(t) t E [O, b] 

,(t) t E [b,b+ó) 

tenemos un levantamiento de al [O, b + ó) con a(O) = O, luego b + ó E A, pero b es el supremo de A, esto es, hemos obtenido una contradicción. Por lo tanto 
b = l. Esto culmina la demostración de existencia. O 

El camino a del Teorema 2.2 es llamado levantamiento de a con inicio 
en el origen. Notemos que a(l) = 2k1r donde k E Z, este entero es llamado número de vueltas de a y lo denotaremos como n( a). 

En lo que sigue sólo consideraremos lazos en §1 con punto inicial-final 
e 1 = (1, O). Definimos para cada k E Z el lazo ak : [O, 1] -+ §1 dado por 

ak(t) = (cos(2k1rl), sin(21rkt)) \;/ t E [O, 1],

en este caso tenemos que n( ak) = k.

Lema 2.1. Sea k = n(a) entonces a~ ªk· 

Demostración. Tenemos que el mapeo H : [O, 1] x [O, 1] -+ §1 dado por 

H(t, s) = 1r ((1 - s)a(t) + s · 2k1rt) t E [O, 1], s E [O, 1] 

es una homotopía con extremos fijos entre a yak, así a~ ªk· 

Lema 2.2. Si n(a) = n(/3) entonces a~ /3.

También tenemos el siguiente lema. 
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Lema 2.3. Si a,....., /3 entonces n(a) = n(/3). 

Demostración. Sean k = n(a) y l = n(/3), tenemos que a ~ ak y f3 ~ a1luego ak rv al, entonces 
2br = j w = j w = 21rl

Lk la¡ así k = l, esto es, n(a) = n(/3). 

y X donde w = -

2 2
dx + ---dy 

X + y x2 + y2 

Definimos la función f: (Z, +)-+ (1r1 (§1 ), ei) como o 

Como n(ak+t) = k + l = n(ak) + n(at) = n(ak * at), por el lema 2.2, tenemos 
ak+l ~ ak * Ctt, esto es, [ak+zl = [ak] * [at]. Así f es un homomorfismo <le grupos. 
Proposición 2.5. El homomorfismo f: (Z, +) -+ (1r1 (§1 ), e1) es un isomor
fismo. 

Demostración. La aplicación fes inyectiva por el lema 2.3. El homomorfismo f es sobreyectivo debido al lema 2.1. Luego, 1r1 (§1 , e1) es isomorfo al grupo aditivo de los enteros Z. 
2.4. Independencia del punto base 

o 

En esta sección veremos que el grupo fundamental de un espacio conexo por caminos es independiente del punto base tomado. Comenzamos con la siguiente definición. 
Definición 2.5 (Concatenación de tres caminos). Sean a, /3 y I caminos en
X tales que a(l) = /3(0) y /3(1) = ,(O). Definimos a* /3 * 1 : [O, 1] -+ IR como

{a(3t) 
a* /3 * ,(t) = /3(3t - 1) 

,(3t - 2) 
Tenemos la siguiente proposición. 

t E [O, 1/3] t E [1/3, 2/3] t E [2/3, 1). 
Proposición 2.6. Sean a, /3 y I caminos en X tales que existe a* /3 * ,, 
entonces (a* /3) * 1 rv a* /3 * ,.
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Demostración. Consideremos el mapeo H: [O, 1] x [O, 1] ➔ X definido por 
{ a ( 3

12
5 

• t) , si O::; t::; (3 + s)/12 , 
H(s, t) = /3 (31;s 

· tt - 3¡i;s)) , si (3 + s)/12::; t::; (3 + s)/6 ,
--r( 3_8 • 

(t - 3

!
5)) , si (3 + s)/6::; t::; 1

Luego, H es una homotopía con extremos fijos entre (a* /3) * 1 y a* f3 * ,.Así (a* /3) *,~a* /3 * ,. □

Definición de I
,. 

: 1r1 (X, x1 ) ➔ 1r1 (X, xo) Sea, : [O, 1] ➔ X un camino de x0 a x1 entonces tenemos que I
,. 

: 1r1 (X, x1 ) ➔ 
1r1 (X, xo) dado por 
es un homomorfismo de grupos. 
Teorema 2.3. El homomorfismo I

,. 
: 1r1 (X, x1) ➔ 1r1 (X, x0) es un isomor

fismo con inversa l
,-
-1.

Demostración. Notemos que l
,,-

1I
,- = id : 1r1 (X, xi ) ➔ 1r1 (X, x 1 ) análogamente I

,. 
o l

,,-
1 es id : 1r1 (X, x0) ➔ 1r1 (X, xo)- □

Así en espacios conexos por caminos el grupo fundamental con respecto a un punto base es isomorfo al grupo fundamental con respecto a otro punto base. Muchas veces diremos que dos grupos fundamentales son iguales si ellos son isomorfos, una práctica común en topología. 
2.5. Grupo fundamental y aplicaciones horno

tópicas 

Sea f: X ➔ Y una aplicación continua, Xo E X y Yo = f(xo)- Denotaremos por f : (X, xo) ➔ (Y, Yo) 
la aplicación continua f con J(xo) = Yo- Sea a un lazo en xo entonces fo aes un lazo en y0. Sean a y fJ lazos en Xo tal que a ~ fJ entones existe una homotopía H : [O, 1] x [O, 1] ➔ X con extremos fijos entre a y /3, luego G: (O, 1] x [O, 1] ➔ Y definida por 

G(s, t) =fo H(s, t) s E [O, 1] t E [O, 1] 
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es una homotopía con extremos fijos entre fo a y fo /3. Así tenemos una aplicación J. : 1r1 (X, xo) ➔ 1r1 (Y, Yo) dada por 
f. ([a]) = [fo a] V [o] E 1r1 (X, x0) • Como f o ( a * /3) = U o a) * (f o /3) tenemos que f * es un homomorfismo de grupos. Tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 2.7. Sean f: (X, xo) ➔ (Y, Yo) y g: (X, x0) ➔ (Y, y1) aplica
ciones homotópicas entonces 

J. = I-r o g. : 1r1 (X, xo) ➔ 1r1 (Y, Yo)
para algún camino 1 : [O, 1] ➔ Y de Yo a Y1. 
Demostración. Sea H : [O, 1] x X ➔ Y una homotopía entre f y g. Sea 
1 : [O, 1] ➔ Y el camino definido como ,(t) = H(t, x0), para todo t E [O, 1], entonces I es un camino de y0 hacia y1. Sea o E L(X, x0) un lazo en x0 y consideremos el mapeo continuo G: [O, 1] x [O, 1] ➔ Y <lefini<lo como 

{ ,(3st) , si O � t � l/3 G(s, t) = H (s, o(3t - 1)) , si 1/3 � t � 2/3 , (3s(l - t)) , si 2/3 � 1 
entonces G es una homotopía entre ey0 

*(fo o)* ey0 
y,* (g o a)* ,-1, esto es, 

J. ([a]) = 1
-y 

(g.([a])).Por lo tanto, 
□ 

Sean f : (X, xo) ➔ (Y, Yo) y g : (Y, Yo) ➔ (X, x1) aplicaciones continuas, entonces 
(g o f). = g. o J. En particular, tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 2.4. Sea f : (X, xo) ➔ (X, x1) una aplicación homotópica a la 
identidad id: X ➔ X. Luego, f.: 1r1(X,xo) ➔ 1r1(X,x1) es un isomorfismo. 
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2.6. Equivalencia homotópica 

En esta sección veremos el concepto de equivalencia homotópica o tipo de 
homotopía. 

Definición 2.6 (Equivalencia homotópica). Diremos que dos espacios topo
lógicos X e Y son homotópicamente equivalentes o tienen el mismo tipo de 
homotopía si existen aplicaciones continuas f : X ➔ Y y g : Y ➔ X tales 
que g o f es homotópica a la identidad y f o g también es homotópica a la 
identidad. Llamaremos al par (f, g) una equivalencia homotópica entre X e 
Y. 

Ejemplo: El disco 1B2 o la bola cerrada JBn, donde n;::: 1, tiene el mismo tipo 
de homotopía de {O}: Sean f : ]Bn ➔ {O} el mapeo constante y g : {O} ➔ JBn 

el mapeo inclusión, entonces fog: {O}➔ {O} es la identidad y gof: JBn ➔ JBn 

es homotópico a la identidad vía la homotopía H : [O, 1] x JBn ➔ JBn dada por 

H(t,x) = (1- t) · x V (t,x) E [O, 1] x JBn . 

Proposición 2.8. La relación de tener el mismo tipo de homotopía en la 
clase de espacios topológicos es una relación de equivalencia. 

Demostración. Sean X, Y y Z espacios topológicos: 

■ Reflexiva: Es claro que X tiene el mismo tipo de homotopía que X.

■ Simétrica: Si X tiene el mismo tipo de homotopía que Y, entonces Y
tiene el mismo tipo de homotopía que X.

■ Transitiva: Supongamos que X tiene el mismo tipo de homotopía que
Y e Y tiene el mismo tipo de homotopía que Z. Luego, existen funciones
continuas f : X ➔ Y, g : Y ➔ X, h : Y ➔ Z y ( : Z ➔ Y tales que:

l. g o  fes homotópica a id: X➔ X, fo ges homotópica a id : Y➔
Y.

2. (oh es homotópica a id: Y➔ Y, ho( es homotópica a id : Z ➔ Z

Veamos que h o f : X ➔ Z forma una equivalencia homotópica con 
g o ( : Z ➔ X como pareja. Tenemos que g o ( o h o f es homotópico 
a g o f y éste a su vez es homotópico a id : X ➔ X. También tenemos 
que h o fo g o ( es homotópico a h o ( y éste es homotópico a id : Z ➔ Z. 

Por lo tanto, X tiene el mismo tipo de homotopía de Z. 

Así la relación de tener el mismo tipo de homotopía es de equivalencia. □ 
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Ejemplo: El plano euclídeo IR2 o el espacio euclídeo IRn, donde n 2: 1,
tiene el tipo de homotopía de {O}: Como IRn es homeomorfo a Bn(o; 2), estos 
espacios tienen el mismo tipo de homotopía. Sea f : Bn(o; 2) --t JBn definido 
por { X , si IX 1 � 1, 

f (X) = � si 1 < 1 X 1 < 2 
lxl ' 

-

y sea g : JBn --t Bn(O; 2) la inclusión. Tenemos que fo g = id : JBn --t JBn.
Veamos que g o f : Bn(o; 2) --t Bn(o; 2) es homotópico a la identidad. Sea 
H : [O, 1] x Bn(o; 2) --t Bn(O; 2) definido por 

H(t, x) = (1 - t) · f(x) + t · x V (t, x) E [O, 1] x Bn(O; 2),

entones H es una homotopía entre g o f e id : Bn(O; 2) --t Bn(o; 2). Luego 
Bn(o; 2) tiene el mismo tipo de homotopía de JBn . Por transitividad, !Rn tiene 
el mismo tipo de homotopía de JBn . Así IRn tiene el mismo tipo de homotopía 
de {O}. 
Tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 2.5. Sea(!, g) una equivalencia homotópica entre X e Y, x0 E X 
e Yo = f (xo). Luego, 1r1 (X, xo) es isomorfo a 1r1 (Y, Yo). 

Demostración. Sea x1 = g(y0), tenemos que h = g o f : (X, x0) --t (X, x1)

es homotópica a la identidad. Por el teorema 2.4, g. o f. es un isomorfismo, 
digamos T1 , luego g. o (f. o r1-

1) es la identidad en rr1 (X, x1). Análogamente
f. o g. es un isomorfismo, digamos T2, mas aquí J. : rr1(X, x1) --t rr1(X, y1)
donde y1 = f ( x1), a este homomorfismo lo denotaremos por J.. Tenemos

(T
2
-1 o J.) o g. es identidad en rr1(Y, Yo)- Como g. tiene una inversa a la

izquierda y una a la derecha, entonces g. es un isomorfismo, así también lo es 
J. : rr1(X, x0) --t 1r1(Y, Yo)- Por lo tanto, 1r1(X, xo) es isomorfo a rr1(y, y0). □

Ejemplo 1: Veamos que rr1(IR2 \ {O}, e1) = Z. 
Consideremos la aplicación J : IR2 \ {O} --t §1 definida por

X

f(x) = � V x E IR2 \ {O},

y g : §1 4 JR2 \ {O} la inclusión, entonces fo g : §1 --t §1 es la identidad.

Veamos que h = g o J : IR2 \ {O} --t IR2 \ {O} dada por

X

h(x) = � V x E IR2 \ {O},
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es homotópica a la identidad id: JR2 \ {O} ➔ JR2 \ {O}. Sea H: (JR2 \{O}) x
[O, 1] ➔ JR2 \ {O} el mapeo definido por 

H(x,s)= [(1-s)l:I +s]x xElR2 \{0}, sE [0,1].
entonces el par (f,g) es una equivalencia homotópica entre lR2 \ {O} y §1 ,tomando x0 = e1 = (1, O), tenemos que 71"1 (JR2 \ {O}, e1) 

= Z con la estructura
de grupo aditivo. Ejemplo 2: De forma análoga se muestra que lRn \ {O} tiene el mismo tipo
de homotopía que §n-l para todo n 2: l.
Ejemplo 3: La esfera §n \ { s, n} menos 2 puntos tiene el mismo tipo de
homotopía que §n-1, debido a que §n \ {s, n} es homeomorfo a ]Rn \ {O}.
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Capítulo 3 

Espacios de recubrimiento 

En este capítulo definiremos el concepto de aplicación de cubrimiento. 
Luego, mostraremos la propiedad fundamental de este tipo de aplicaciones: 
el levantamiento de caminos. Finalmente veremos que también podemos 
levantar homotopías con extremos fijos. 
En lo que sigue, a menos que se diga lo contrario, Y denotará a un espacio de 
Hausdorff y X será un espacio conexo por caminos, a menos que se indique 
lo contrario. 

Definición 3.1 (Aplicación de cubrimiento). Sea 1r: Y-+ X un homeomor
fismo local sobreyectivo. Diremos que 1r es una aplicación de cubrimiento si 
todo x E X tiene una vecindad abierta U tal que 

n-1 (U) = LJ ¼
iEA 

donde LJ denota la unión disjunta, y para cada i E A: 

n:¼-+U 

es un homeomorfismo. El abierto U e X es llamado abierto distinguido del 
cubrimiento 1r.

Ejemplo: La aplicación 1r : IR-+ §1 dada por n(t) = (cos(t), sin(t)), t E IR, 

es una aplicación de cubrimiento. 
El espacio Y de la definición de aplicación de cubrimiento 7r : Y-+ X es 

llamado espacio recubridor. 

Definición 3.2 (Levantamiento de funciones). D_ada una función continua 
f : z -+ X, diremos que una función continua f : Z -+ Y es un levanta
miento de f, respecto a 1r : Y -+ X, si 

n(f) = f en Z. 
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Ejemplo: Sea f : Z ➔ X es la función constante x0. Si y0 E Y es tal 
que 1r (Yo) = x0, entonces la función constante J : Z ➔ Y igual a y0 es un 
levantamiento para f.

Definición 3.3 (Levantamiento de caminos). Dado un camino a : J ➔ X, 
donde I e lR es un intervalo, diremos que el camino a : J ➔ Y es un 
levantamiento de a, respecto a 1r : Y ➔ X, si 

1r(a) = a en J. 

Tenemos el siguiente resultado cuya demostración es similar a la del teorema 
2.1. 

Teorema 3.1 (Unicidad del levantamiento). Sean a y I levantamientos de
a: J ➔ JR. Si existe t0 E J tal que a(t0) = ,(to), entonces a=,.

Una de las características principales de las aplicaciones de cubrimiento 
es dada por el siguiente teorema. 

Teorema 3.2 (Existencia de levantamiento). Sean 1r : Y ➔ X una aplica
ción de cubrimiento, y0 E Y, x0 E X tales que 1r(y0) = xo. Si a: [O, 1] ➔ X
un camino que empieza en x0, entonces existe un camino a : [O, 1] ➔ Y que 
empieza en Yo tal que 

Tal camino es único. 

1r(a) = a en [O, 1]. 

Nuevamente, la demostración es similar a la del teorema 2.2. El camino 
a del teorema 3.2 es llamado levantamiento de a con punto inicial y0.

En la siguiente sección veremos que podemos levantar también otro tipo 
de aplicaciones. 

3.1. Levantamiento de homotopías de caminos 

En esta sección veremos que podemos levantar homotopías de caminos. 

Proposición 3.1. Sea 1r : Y ➔ X una aplicación de cubrimiento y H

[O, 1) x [O, 1) ➔ X una homotopía de caminos con H(O, O)= p E X. Si q E Y
con 1r(q) = p, entonces existe una aplicación continua G : [O, 1) x [O, 1] ➔ Y
tal que 

1roG=H en [O, 1] x [O, 1] 

y G(O, O)= q. Esto es, existe un levantamiento G de H con G(O, O)= q. 

28 



Demostración. La familia C de pre-imágenes vía H de los abiertos distin
guidos forman un cubrimiento abierto del cuadrado [O, 1] x [O, l]. Utilizando 
el número de Lebesgue para este cubrimiento, tenemos que existe un cu
brimiento abierto finito {U.xhEF de H([O, 1] x [O, 1]) formado por abiertos 
distinguidos de 1r, y una partición por rectángulos {[si-l, si] x [tj-l, t

i] : 1 � 
i � m, 1 < j � n} de [O, 1] x [O, 1] tal que si 1 � i � m, 1 � j � n, entonces 

H([si-I, si] x [tj-l, ti]) está contenido en algún U_x. 

Empezamos con HI [so, s1 ] x [to, t1 ] para obtener parte del levantamiento. Co
mo su imagen está contenida en un abierto distinguido, existe G : [so, s1 ] x 
[to, t1 ] ➔ Y continuo con 1r o G = H en [so, s1) x [to, t1 ) y G(O, O) = q; esto es, 
Ges el levantamiento de Hl[s0, s1 ] x [to, t1 ) ➔ X con G(O, O) = q. Notemos 
que /3 : s E [so, s1 ) H G(s, t1) es el levantamiento del camino s E [so, s1 ) H 
H(s, t1 ) con inicio en G(s0, t1). Continuamos con Hl[s0, s1 ] x [t1 , t2] para ob
tener un levantamiento F : [so, s1 ) x [t1 , t2) ➔ Y con F(s0, ti ) = G(s0, t1 ) 
por la unicidad del levantamiento /3, los levantamientos G y F coinciden 
en [so, s1) x {ti }. Así que extendamos a G utilizando F; tenemos que G : 
[so, s1) x [to, t2) ➔Yes levantamiento de Hl[s0, si ) x [to, t2] con G(O, O)= q,

continuando con el mismo argumento podemos extender G a un levantamien
to de Hl[s0, s1 ] x [O, 1) con G(O, O); luego lo extendemos a [so, t2] x [O, 1) y 
así, sucesivamente, hasta [O, 1] x [O, 1], esto es, obtenemos un levantamiento 
G: [O, 1) x [O, 1) ➔ Y de H con G(O, O) = q. □

Denotemos por 1r : (Y, y0) ➔ (X, x0) a la aplicación de cubrimiento 1r :

Y ➔ X, donde y0 E Y, x0 E X satisfacen 1r (Yo)= x0. Tenemos la siguiente
proposición acerca de caminos homotópicos con extremos fijos. 

Proposición 3.2. Sea 1r : (Y, y0) ➔ (X, x0) una aplicación dff__ cubrimiento.

Dados dos caminos a y /3 en X que empiezan en x0L y éi y /3 sus levanta
mientos que empiezan en Yo. Si a ~ /3 entonces éi ~ /3. 

Demostración. Sea H: [O, 1) x [O, 1) ➔ X una homotopía con extremos fijos 
entre a y /3, esto es, Hes una homotopía entre a y /3, y si a(l) = x 1 = /3(1) 
entonces 

H(s, O) = x0 V s E [O, 1) , 

H(s, l) = x1 V s E [O, 1) . 

Sea p = x0 E X y q = y0 E Y, por la proposición 3.1 existe un levantamiento
G: [O, 1] x [O, 1] ➔ Y de H con G(O, O) = q, esto es, 

1r o G(s, t) = H(s, t) V (s, t) E [O, 1] x [O, l]. 
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Como para todo s E [O, 1], tenemos H(s, O) = p, por la unicidad del le
vantamiento de camino constante tenemos que s t---t G ( s, O) = q, para todo 
s E [O, 1]. Análogamente, por unicidad de levantamiento de camino, tenemos 
que G(s, 1) = G(0, 1) = y1 E Y. Nuevamente, de la unicidad de levantamien
tos de a y /3, tenemos que Í3(t) = G(l, t) para todo t E [O, 1] y a(t) = G(0, t) 
para todo t E [O, lJ Así Ges una homotopía con extremos fijos entre a y 'jj, 
Por lo tanto a~ /3. □

Observación: Observemos que si a es un lazo en x0 E X, entonces a no es 
necesariamente un lazo en y0, la proposición anterior sólo afirma que existe 
una homotopía con extremos fijos entre los levantamientos a y f3. Así, si 
la homotopía, H, es por lazos en x0, entonces el levantamiento ÍI es una 
homotopía con extremos fijos, no necesariamente una homotopía por lazos 
en y0• 

30 



Capítulo 4 

Homotopía y grupo fundamental 

En este capítulo veremos algunos resultados de homotopía y grupo funda
mental que serán útiles para los teoremas de separación de curvas de Jordan 
y de no separación para arcos compactos. 
Empezamos con un resultado de homotopía. 

Proposición 4.1. Sea f : K ➔ §2 \ { a, b} una aplicación continua definida
en un compacto K, donde a y b son puntos distintos de §2. Si a y b están en
la misma componente de §2 \ f ( K), entonces f es homotópica a una función
constante. 

Demostración. Consideremos la composición r¡ = 1r o f : K ➔ IR2 donde 1r : 
§2 \ {b} ➔ IR2 es un homeomorfismo con 1r(a) =O.Sea a: [O, 1] ➔ §2 \ f(K)
un camino de a hacia b con a([O, 1)) e §2\ {b}, entonces ,8 = 1roa : [O, 1) ➔ IR.2

satisface
lím I.B(t)I = +oo. 

t➔l-

(4.1) 

Como r¡(K) e IR2 es compacto, existe R > O tal que r¡(K) C 1Bfo,R)' y, de
( 4.1), tenemos que existe t0 E [O, 1) tal que 

R < 1,B(to)I. 

Consideremos la aplicación H : [O, 1] x K ➔ §2 \ { a, b} <lefini<la por 

H(s, x) = 1r-
1 

(r¡(x) - ,B(s · to)) V (s, x) E [O, 1] x K.

Está función está bien definida ya que r¡(K) y ,8((0, 1)) son disjuntos. La 
aplicación H es una homotopía entre f y la aplicación g : K ➔ §2 \ { a, b}
dada por g(x) = 1r-

1 (11(x) - ,B(to)), para todo x E K. Luego el mapeo 
G : (O, 1] x K ➔ §2 \ { a, b} dado por 

G(s, x) = 1r-
1 (s • 1¡(x) - ,B(to)) V (s, x) E (O, 1] x K, 
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es una hornotopía entre una aplicación constante h : K ➔ §
2 \ { a, b} y g.

Esto concluye la demostración. □

Pasarnos a ver dos resultados acerca del grupo fundamental. 

Proposición 4.2. Sean X = U U V, donde U y V son conjuntos abiertos y 

conexos por caminos de X, y x0 E U n V. Si U n V es conexo por caminos 

entonces las imágenes de 

i1 : 1r1 (U, xo) ➔ 1r1 (X, xo) i2 : 1r1 (V, xo) ➔ 1r1 (X, xo) 

generan 1r1 (X,xo)-

Demostración. Sean a : (O, 1) ➔ X una lazo en x0 y (to, ... , tk) una par
tición de (0,1], tal que para cada i E {l, ... ,k} se tiene a((ti-I,ti]) e U

o a((ti-I, ti]) e V (tal partición existe1 ). Si i E {1, ... , k - 1} es tal que
a(ti ) E U pero a(ti) </. V entonces a((ti-I, ti+1]) C U, luego, suprimimos ti

de la partición y aún tendremos una partición con la propiedad inicial ( en
el caso que a(ti ) E V se procede de manera análoga). Luego de un número
finito de supresiones obtenemos una partición, que la denotaremos nueva
mente con la misma simbología, (to, ... , tk) tal que a(ti ) E Un V para todo
iE{l, ... ,k}.

Ya tenernos que para todo i E {1, ... , k}, Pi
= a(ti) E Un V. Para cada 

i E {1, ... , k} tenernos que a((ti-l, ti]) e U o a([ti-I, ti]) e V, entonces 
consideremos el camino ai: (O, 1] ➔ U (o, ai: (O, 1] ➔ V) definido µor 

y un camino {ji : (O, 1] ➔ Un V de Pi a xo. Tal camino existe debido a que 
U n V es conexo por caminos, y así tenernos que 

1. a1 * {31 es un lazo en x0 contenido en U o en V.

2. Para 1 < i < k - 1: {ji-=_\ * O'i * {ji es un lazo en xo contenido en U o en
v.

3. /3'¡;!
1 

* Cl'.k es un lazo en xo contenido en U o en V.

Tenernos que 

[( Cl'.1 * !31) * (!31 1 
* Cl'.2 * !32) * . . .  * (f3"í:!1 * ak)] E 7r1 (X, Xo) 

1Sea € > O un número de Lebesgue para el cubrimiento { a- 1 (U), a- 1 (V)} de [O, l], 
tomemos una partición (to, ... , tk) de [O, l] con norma menor que€.
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es un elemento generado por las imágenes de i1 : rr1 (U, x0) ➔ (X, x0) y de 
i2 : 1r1 (V, xo) ➔ (X, xo) y [(a* fli) * (!J1

1 * a2 * /32) * · · · * (/3;� 1 * ak)] -
[a1 * · · · * ak]. Como 

[a1 * · · · * ak] = [a], 

tenemos que todo elemento de rr1 (X, xo) es generado por las imágenes de 
i1 : rr1(U,xo) ➔ (X,xo) y de i2 : 1r1(V,xo) ➔ (X,xo). O 

La esfera §2 es cubierta por dos abiertos U = §2 \ { n} y V = §2 \ { s} cuya 
intersección §2 \ { n,s} es conexo por caminos. Como U y V son homeomorfos 
al plano R.2 tenemos que los grupos fundamentales son triviales. Luego por 
la proposición 4.2, la esfera §2 tiene grupo fundamental trivial. 

Definición 4.1 (Espacio simplemente conexo). Diremos que un espacio arco
conexo X es simplemente conexo si su grupo fundamental es trivial. 

Como ejemplo, tenemos que la esfera §2 es simplemente conexo además de 
los subconjuntos convexos del plano. La circunferencia §1 no es un espacio 
simplemente conexo. 

El siguiente resultado nos dará una condición suficiente para que un es
pacio posea grupo fundamental no trivial. 

Proposición 4.3. Sea {U, V} un cubrimiento abierto de X tal que Un V= 
A U B donde A y B son abiertos disjuntos. Sean a y a' elementos de A, b 
un elemento de B, a un camino en U de a hacia b, /3 un camino en V de b 
hacia a, , un camino en U de a hacia a' y ó un camino en V de a' hacia a. 
Luego, 

1. El subgrupo cíclico generado por [f] = [a* ,B] E rr(X, a) es infinito.

2. El subgrupo cíclico generado por [g] = [, * <5] E rr(X, a) sólo tiene en
común con el subgrupo generado con [f] al elemento neutro.

Demostración. Sea f un lazo. Dado k E Z, el símbolo k · J denotará la 
concatenación k veces de f cuando k > O. Si k < O, k · f denotará al camino 
inverso de lkl · f, Y O· f = ea.

1. Construiremos un espacio recubridor X de X <le manera que identifi
caremos los levantamientos de los caminos cerrados { k · f : k E Z} con
los enteros. Consideremos el subespacio de Y e X x Z formado por la
unión de los conjuntos abiertos

U x {2k}, V x {2k + 1} , donde k E Z. 
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Definimos la siguiente relación: dado k E Z 

(x, 2k) ~

(x, 2k - 1) ~
(x,2k+ 1) x E B 
(x, 2k) x E A

esto define una relación de equivalencia en Y; denotaremos el espacio 
cociente por X. Tenemos la proyección p : Y ➔ X definida por 

p(x, k) = [x, k] V (x, k) E Y.

Esta aplicación es abierta ya que 

plU x {2k} ➔ X y plV x {2k + 1} ➔ X (donde k E Z) 

son aplicaciones abiertas. Por ejemplo si W C U es abierto entonces 

p- 1 (Plux{2k}(W)) = W X {2k} U (W n B) X {2k + 1} U (W n A) X {2k - 1} 

es abierto en Y.

El mapeo 1r: X ➔ X definido como 1r([x, k]) = x para todo [x, k] E X, 
es continuo ya que la aplicación continua 1r o p es la proyección a la 
primera componente. Este mapeo es sobreyectivo. Veamos que es una 
aplicación de cubrimiento: para U tenemos 

1r- 1(U) = lJ p (U x {2k}) 
kEZ 

donde LJ denota la unión disjunta de conjuntos. Para cada k E Z, la 
aplicación 1r : p (U x {2k}) ➔ U definida como 

1r([x, 2k]) = x V x E U

es un homeomorfisrno. En efecto, la inversa es la composición U Y 
U x {2k} !!.+ p(U x {2k}) de homeomorfismos. De manera análoga 
se procede para V e X. Esto demuestra que 1r es una aplicación de 
cubrimiento. 
Recordemos que a E A C Un V y a : [O, 1] -+ U es un camino de a 
hacia b, este camino tiene un levantamiento [a, O] : [O, 1] ➔ X con punto 
inicial [a, O] y punto final [b, O] = [b, 1], mientras que el lev�ntamiento 
de (3 : [O, 1] -+ V con punto inicial [b, 1] es [(3, 1] : [O, 1] -+ X que tiene 
punto final [a, 2]. Luego dado k E Z, el levantamiento de k · f con punto 
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inicial [a, O) tiene punto final [a, 2k). Sea G el grupo cíclico generado 
por [f], definimos la función h : G ➔ Z como 

h ([k · J]) = 2k , 

esto es, h ([k • J]) es la segunda componente par o nivel par del final 
del levantamiento de k · f que empieza en [a, O). Esta aplicación es un 
monomorfismo (homomorfismo inyectivo), así Ges un subgrupo cíclico 
infinito <le 7r1(X, a). 

2. Consideremos el levantamiento de , : [O, 1) ➔ U con punto inicial
[a, O), esto es, [,, O), entonces el punto final es [a', O)= [a', -1). Luego el
levantamiento de ó: [O, 1] ➔ V que empieza con [a', -1) es [ó, -1], que
tiene final [a, -1] = [a, O); esto es, hemos obtenido una curva cerrada
como levantamiento de g, luego si j y k son enteros tales que

j·g~k·f 

tenemos que k = O necesariamente. Así el único elemento del subgru
po generado por [g] que está en G es el neutro [e

0). Esto culmina la 
demostración. 

□ 
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Capítulo 5 

Teorema de la curva de J ordan 

En este capítulo demostraremos el teorema de la curva de Jordan. Primero 
demostraremos que una curva de Jordan separa el plano, luego mostraremos 
que un arco compacto no lo separa, y finalmente mostraremos el teorema 
principal del trabajo. 

5.1. Curva cerrada simple 

Empezamos con la definición de curva cerrada simple. 

Definición 5.1 (Camino cerrado simple). Un camino cerrado o: : [O, l] ➔ IR.2

es llamado simple si a:I [O, 1) ➔ IR es inyectivo.

Ejemplo: El camino a(t) = (cos 21rt, sin 21rt), t E [O, l], que describe una 
partícula dando una vuelta a la circunferencia unitaria, es un camino cerrado 
simple. 

Dada una camino cerrado simple es común llamar a su imagen C una 
"curva de Jordan". Comenzamos con algunas observaciones. Sea Ce IR.2 una
curva de Jordan. Como Ces acotada, existe R > O tal que Ce B¡o;RJ = B,
es decir Be e IR2 \ C. Así, Tenemos una componente de IR2 \ C que contiene
a Be . Tenemos el siguiente lema. 

Lema 5.1. IR2 \ C tiene una componente no acotada y sólo una.

Del lema anterior tenemos que si IR2 \ C tuviera más componentes, éstas
serían acotadas. 
Veremos luego que de hecho tiene por lo menos una componente acotada, 
esto es, IR2 \ C es disconexo.
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Notemos, que utilizando la proyección estereográfica de la esfera menos el 
polo norte con el plano euclídeo, obtenemos una curva de Jordan1 en la 
esfera, que la denotaremos por el mismo símbolo C; usando esta proyección 
tenemos una correspondencia biunívoca entre la colección de componentes 
de §2 \ C y la colección de componentes de JR2 \ C.

La forma como mostraremos el resultado principal será probando el teorema 
de la curva de Jordan en la esfera, esto nos dará el teorema de la curva de 
Jordan en el plano por las observaciones precedentes. 

5.2. Teorema de separación 

Definición 5.2. Diremos que una curva cerrada simple C e §2 separa la 
esfera §2 si §2 \ C es disconexo.

Por ejemplo, la circunferencia del ecuador de §2 separa la esfera. Así nuestra
primera meta es mostrar que de hecho toda curva de J ordan en §2 la separa. 

Teorema 5.1 (Teorema de separación). Una curva de Jordan Ce §2 separa

la esfera. 

Demostración. La prueba es por contradicción. Supongamos que §2 \ C es
conexo. Sea C = C1 U C2 donde C1 y C2 son arcos compactos de C tal que 
C1 interseca a C2 en dos puntos a y b. Si consideramos los conjuntos abiertos 

U = §2 \ C2 y V = §2 \ C1 

se tiene que U n V = §2 \ C y U u V = §2 \ { a, b}.
Tomemos x0 E Un V, mostremos que i 1 : 1r1 (U, xo) ➔ 1r1 (§2 \ { a, b}, x0) e 

i2 : 1r1 (V, x0) ➔ 1r1 (§2 \ { a, b }, x0) son triviales. Mostraremos que i 1 es trivial 
(análogamente se muestra que i2 es trivial). Sea a : (O, 1] ➔ U un lazo en x0 , 

tenemos la aplicación continua a : (O, 1] ➔ §2 \ { a, b}. Como C2 une a con b y
a([O, 1]) n C2 = 0, por la proposición 4.1 tenemos que a: (O, 1] ➔ §2 \ {a,b} 
es homotópica por caminos cerrados a una constante por la proposición 9.4, 
[a]= O en 1r1 (§2\ {a,b},xo). Luego, por la proposición 4.2, 1r1(§2\ {a,b},x0

) 

es trivial pero 1r1 (§2 \ { a, b }, x0) = Z. Hemos obtenido una contradicción.
Por lo tanto, §2 \ C es disconexo, en otra palabras, C separa §2. □

5.3. Teorema de no separación 

Definición 5.3. Un arco en §2 es una aplicación continua e inyectiva

h: [O, 1]--+ §2
. 

1 Una curva cerrada simple en la esfera §2 .
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Sea h : [O, 1] -+ §2 un arco. Denotemos con A1 = h ([O, 1/2]) al arco de h(O) 
a h(l/2), con A2 = h([l/2, 1]) al arco de h(l/2) a h(l). Consideremos dos 
puntos p y q de §2 \ h([O, l]). Supongamos que existe un camino en §2 \ A1 

que une estos dos puntos, y existe, también, un camino en §
2 \ A2 que los 

une. Tenemos la siguiente afirmación. 
Afirmación: Existe un camino en §2 \ h([O, 1]) que une p con q. 

Demostración. Caso contrario, sean U= §2 \ A2, V= §2 \ A1 y w = h(l/2),
entonces U U V = §2 \ { w} y Un V = §2 \ h([O, 1]) es disconexo, por la
proposición 4.3 el grupo 1r1(§2\ {w},p) contiene un subgrupo cíclico infinito,
lo que es una contradicción. Por lo tanto, existe un camino de p a q en 
§

2 \ h([O, l]). □ 

Teorema 5.2 (Teorema de no separación). La esfera menos un arco es co

nexo por caminos. 

Demostración. Sea h: [O, 1] -+ §2 un arco. Queremos mostrar que §2\h([O, 1])
es conexo por caminos. Sean p y q dos puntos de §2 \ h([O, l]). Supongamos 
que no existe un camino en §2 \ h([O, 1]) que los une, vamos a llegar a una 
contradicción. Por la afirmación anterior, o bien, no existe un camino en 
§2 \ h([O, 1/2]) que los une, o bien, no existe un camino en §2 \ h([l/2, 1]) que
los une. Así podemos afirmar que no existe un camino en §2\h([a1, b1]) que los
une donde o bien [a1, bi ] = [O, 1/2] o bien [a1, b1] = [1/2, 1], en cualquier caso
b1 -a1 = 1/2. Nuevamente, por la afirmación anterior, existe un sub-intervalo
compacto [a2, b2] e [a1, b1] tal que no existe un camino en §2 \ h([a2, b2]) que
los une y b2 - a2 = 2-2 , continuando de esa manera obtenemos una sucesión
de intervalos compactos encajantes {[an, bn]}nEN en [O, 1] tal que no existe un
camino en §2 \ h([an, bn]) que une p con q y además bn - an = 2-n, para todo
n E N. Sea lím➔oo an = a = límn➔oo bn.

Como §2 \ {h(a)} es conexo existe un camino a : [O, 1] -+ §2 \ {h(a)}
que une p con q. Por continuidad de h en t = a, para la vecindad V =

§
2 \ a([O, l]), existe un ó > O tal que h([O, 1] n (a - ó, a+ ó)) e V, esto es, 

h([O, 1] n (a - 6, a+ 6)) no interseca a a([O, 1]), tomemos un n E N tal que 
[an, bn] e (a - 6, a+ ó). Tenemos que a es un camino en §2 \ h([an , bn]) que 
une p con q, lo que es una contradicción con nuestra construcción de [an, bn]
Por lo tanto, existe un camino en §2 \ h([O, 1) que une p con q. Concluimos 
que §2 \ h([O, 1) es conexo por caminos. Esto termina la demostración. O 

5.4. Teorema de la curva de Jordan 

Finalmente estamos en condiciones de mostrar el resultado principal., 
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Teorema 5.3 (Teorema de la curva de Jordan). La esfera §2 menos una 
curva de Jordan C es la unión disjunta de dos dominios y el borde de cual
quiera de los dominios es C, esto es, §2 \ C = 01 LJ 02 , donde 01 y 02 son 
abiertos y conexos, y 80 1 = C = 802 . 

Demostración. Tenemos que C separa §2 . Mostremos primero que §2 \ C tiene 
2 componentes. La prueba es por contradicción. Supongamos que §2 \ C tiene 
más de 2 componentes: Sean 0 1 y 02 dos de ellas y 03 la unión de las demás 
componentes. Tomemos puntos a E 01 , b E 02 y c E 03 • Sea C = C1 U C2 la 
unión de dos arcos compactos tal que C1 nC2 está constituido por 2 elementos 
p y q. Consideremos los conjuntos abiertos U= §2 \ C1 y V = §2 \ C2 , que son 
conexos por caminos por el teorema de no separación, teorema 5.2. Tenemos 
que U U V= §2 \ {p, q} y Un V= §2 \ C = 01 U 02 U 03. Sean a un camino 
en U que va de a hacia b, /3 un camino en V que va de b hacia a, 1 un camino 
en U que va de a hacia c y ó un camino en V que va de e hasta a. Por la 
proposición 4.3 

[J] = [a * /3] y (g] = ['Y * b] 

generan subgrupos cíclicos infinitos de 1r1 (§2 \ {p, q}, a) que sólo tienen como 
elemento en común el neutro. Pero cualquier par de subgrupos cíclicos infi
nitos de 1r1 (§2 \ {p, q}, a) = Z tienen infinitos elementos en común. Hemos 
obtenido una contradicción. Por lo tanto, §2 \ C tiene 2 componentes. Sean 
éstas 01 y n2. 

Ahora veamos que el borde de 0 1 es C, de manera análoga se muestra que 
802 = C. Sea x E 801 , luego x E §2 \ 0 1 =CU 02 ; como x </. 02 tenemos 
que x E C. Recíprocamente, sea x E C, vamos a mostrar que x E 801.

Consideremos una vecindad abierta V de x, veamos que V n 01 =f. 0: sea 
C = C1 U C2 la unión de 2 arcos compactos tal que x está en el interior de 
C1 e Vy C1 nC2 está constituido por dos puntos. Sean y E 0 1 y z E 02 , como 

§2 \ C2 es conexo por caminos, existe un camino en a : [O, 1] ➔ §2 \ C2 que 
va de y hacia z. Debido a que y E 01 y z </. 01, por la proposición 9.5 existe 
un t0 E [O, 1] tal que a(to) E 801 e C1 U C2. Como Im(a) n C2 = 0, entonces 
a(to) E C1 . De allí que a(to) E V, como a(to) E 801 existe x1 E 0 1 n V. 

Esto muestra que V n 0 1 =/- 0. Entonces x E 01 . Como x </. 0 1 tenemos que 
x E 8f21. Esto termina la demostración. 

De este teorema tenemos el clásico teorema de Jordan: 

Sea Ce �2 una curva de Jordan en el plano. Entonces C separa 
el plano en dos dominios, uno acotado y otro no acotado, tales 
que el borde de cualquier dominio es C. 
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Capítulo 6 

Índice de un camino cerrado 
plano 

En este capítulo definiremos el índice de una curva cerrada en el plano, con 
respecto un punto en su complemento. Veremos que el índice con respecto a 
dos puntos es el mismo si estos puntos están en la misma componente conexa 
del complemento del camino. Veremos que en el caso de la curva de Jordan, el 
índice con respecto a un punto el cual está en la componente acotada es uno 
o menos uno, esto nos servirá para decir si la curva está orientada positiva o
negativamente.

6 .1. Índice de un camino cerrado con respecto 
a un punto 

Sea a : [O, 1] ---+ IR.2 una curva cerrada (no necesariamente simple) y
p E IR.2 \ a([0, l]). Con el vector posición de a con respecto a p podemos
obtener el camino cerrado u

p 
: [O, 1] ---+ §1 donde 

a(t) - p l 

u
p
(t) =

la(t) _ PI 
E § V t E [O, 1). 

Tomemos un levantamiento 0 : [O, 1] ---+ IR. de u = u
p 

con respecto al cubri
miento t t-t e

it de §1
, así 

u(t) = (cos0(t),sin0(t)) 

u(t) = e
iO(t) , t E [O, 1] 

Notemos que 0(1) - 0(0) no depende del levantamiento tomado para u y es 
21rk, para algún k E Z. 
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Definición 6.1. Definimos el número de vueltas de a con respecto a p como 

el número entero 

Ind(a:;p) = 21r (0(1) - 0(0)) .

Notemos que el número de vueltas de u es igual al número de vueltas del
lazo

u/u(O) : [O, 1] ➔ §1

en e1, donde consideramos u(O) como un número complejo. El número de
vueltas de este lazo es igual a Ind (a; p).
Tenemos la siguiente proposición.
Proposición 6.1. Sea 'Y: [O, 1] ➔ lll2 \ a:([O, 1]) un camino de p a q entonces

Ind(a:;p) = Ind(a:; q).

Demostración. Tenemos que up/up(O) es homotópico a uq/uq(O) con extremos
fijos, en efecto, la aplicación H: [O, 1] x [O, 1] ➔ §1 dada por

H(s t) =
U-y(s)(t) 

' 
U

-y(s) (O) 

es una homotopía entre ellos, así, el número de vueltas de ambos son iguales.
Por lo tanto,

Ind(a:;p) = Ind(a:; q).

o 

Veamos que el número de vueltas de una curva cerrada con respecto a
puntos que están muy lejos de a es cero.
Proposición 6.2. Sean a : [O, 1] ➔ lll2 una curva cerrada y p E lll2

. Si p

está en la componente no acotada de lll2 \ a:([O, 1]) entonces

Ind(a:;p) = O.

Demostración. Sea q E lll2 tal que jql > la:(t)I para todo t E [O, 1], entonces
q está en la componente no acotada de lll2 \ a([O, 1]), luego q y p pueden ser
unidos por un camino, y

Ind(a:; q) = Ind(a:; p).

Mostremos que Ind(a:; q) =O.Tenemos

( (t) ) = 

(a:(t),q) - jqj
2 

< O \/t E [O, 1]
Uq 'q la(t) - qj
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Sean U
q
(t) = e

ie(t) y q = lqleiv tenemos que (u
q
(z), q) = lql cos(0(t) - v) < O,esto es, cos[0(t) - v] < O para todo t E [O, l]. Por conexidad de {0(t) - v :

t E [O, 1]}, existe k E Z tal que 
0(t) - v E (2k1r + i' 2k7r + �1r),

luego
1 1 1

-2
< 21r [0(1) - 0(0)] < 

2'

así lnd(a; q) = O. De allí que Ind(a;p) = O. Esto completa la demostración.
□

Teorema 6.1 (Teorema de Índice de una curva de Jordan). Sea a: [O, 1] ➔
IR.2 una curva cerrada simple y C = a([O, 1]). Si p está en la componente
acotada de IR.2 \ C entonces Ind(a;p) E {-1, 1}.
Demostración. Como las componentes de IR.2 \ C son conexas por caminos,bastará mostrar que existe p en la componente acotada de manera queInd(a;p) E {-1, l}. Sean x1 y x2 el mínimo y el máximo de P1 = {x EIR./3 y E IR.: (x, y) E a([O, 1])} (la proyección de C sobre el eje X). Entonces
C = a([O, 1]) está entre las rectas x = x1 y x = x2. Sea t1 E [O, 1] el últimoinstante tal que a(t1 ) está en la recta x = x1 , análogamente consideramost2 E [O, 1] es primer instante que toca x = x2, tenemos que t1 =/= t2 . Supongamos por ejemplo que t1 < t2 . Sean v1 = a(t1 ) y V2 = a(t2), y consideremos lacurvas a1 = al¡t

1
.t

2
] que va de v1 a V2 y la curva a2 : [t2 , 1 + ti] ➔ IR.2 definidocomo

que va de v2 a v1. Notemos que, con respecto a cualquier punto de IR.2 \ C, elnúmero de vueltas de a1 U a2 es el mismo que el de a. Ahora tomemos líneas
verticales y= Y2 y y= Y1, con Y1 < Y2, tales que C esté entre estas dos líneasy no toca estas líneas. Sean L1 el camino rectilíneo inferior de v1 a v2, y L2 el
camino rectilíneo superior de v2 a v1 . Tomemos una recta L : { x = x*} donde
x1 < x* < x2. Como a1 van de {x = x1 } a {x = x2} y a2 va de {x = x2}
a {x = xi} tenemos que la recta L tiene elementos de C1 = a1 ([t1 , t2]) y
C2 = a2([t2 , 1 + t1 ]). 

Supongamos que el primer punto de toque ( x*, Y1 ) de L con C viniendo
desde abajo está en C1.
Afirmación: El último punto de toque de L con C, más precisamente, el 

punto de L n C con mayor ordenada, perteneces a C2.
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Caso contrario, el primer y último punto de toque de L con C 

perteneces a C1 , sean estos q1 y Q2, respectivamente. Sea C* el arco 
de C 1 que une estos extremos de LnC1 , preservando la orientación 
de q1 a q2. Tenemos que la unión de la semilínea vertical para 
abajo de q1 , el arco C* y la semilínea vertical para arriba de q2

separa al plano en dos regiones, una que contiene a v1 y otra 
contiene v2. Denotaremos a está unión de caminos por A. Los 
puntos v1 y v2 son unidos por el arco C2, luego este arco tiene que 
intersecar a A, como el arco no interseca las semilíneas verticales, 
el arco C2 interseca C*, él cual está en el interior de C1 , pero esto 
indicaría que a no es simple, lo que es una contradicción. Así el 
último punto de toque de L con C está en C2 . 

Ahora consideremos sea q* el primer punto de toque de L, desde abajo, con 
C2. Antes que L tocará C2 hay un último punto de toque con C1 , sea este p*. 
Entre p* y q* tomemos un p E (p*, q*). Vamos a mostrar que Ind(a;p) = l. 
Sean L1 el camino rectilíneo inferior de v1 a v2, y L2 el camino rectilíneo 
superior de v2 a v1 , tenemos 

Ind(a;p) + Ind(C2
1 U L2;p) = Ind(C1 U L2;p) 

Por la elección de p, tenemos que p está en la componente no acotada de 
C2

1 U L2, así Ind(C2
1 U L2; p) = O, luego 

Ind(a;p) = Ind(C1 U L2;p). 

Tenemos el camino [p, q*] U /3 donde /3 es el arco de C2 que va de q* a q2, el 
último punto de toque de L con C. Este camino no toca C1 U L2 luego 

Ind(C1 UL2;p) = Ind(C1 UL2;Q2) 

De otro lado, 

Ind(C1 U L2; Q2) + Ind(C1 1 U L1; Q2) = Ind(L1 U L2; Q2), 

como Ind(C1
1 UL1 ;q2) = O e Ind(L1 UL2;Q2) = 1 entonceslnd(C1 UL2;q2) =

l. 
Así 

Ind(a;p) = l. 

Si el primer punto de toque de L con C perteneces a C2 tendríamos, por un 
argumento similar, que 

Ind(a;p) = -1. 

Esto completa la demostración. O 

Corolario 6.1. Sean a : [O, 1] -+ 1R una curoa cerrada, p E 1R2 \ a([O, 1]) y 
k = Ind(a;p). Si lkl > 1 entonces a no es simple. 
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6.2. Orientación en curvas de Jordan 

Ahora definiremos qué es una curva de Jordan con orientación positiva. 

Definición 6.2 (Curva de Jordan positivamente orientada). Diremos que 
una curva de Jordan a : [O, a] ➔ IR2 es positivamente orientada si el índice
de la curva con respecto a un punto de la región acotada que delimita es 1. 
En caso que el índice es -1 diremos que la curva es orientada negativamente 
o que tiene orientación negativa.

Ejemplo: La curva de Jordan o: [O, 2n] ➔ IR2 definida como 

a-(t) = ( cos t, sin t) V t E [O, 2n] 

es positivamente orientada. Mientras que la curva de Jordan /3 : [O, 2n] ➔ IR.2 

definida como 
/3(t) = ( cos t, - sin t) V t E [O, 2n] 

es orientada negativamente. 

Proposición 6.3. Sea H: [O, 1] x [O, 1] ➔ IR2\ {p} una homotopía de caminos
cerrados entre a y /3, entonces Ind(a-;p) = Ind(/3;p). 

Demostración. Tenemos la aplicación continua G: [O, 1] x [O, 1] ➔ §1 definida 
como 

H(s, t) - p
G(s, t) =

IH(s, t) - PI 
V (s, t) E [O, 1] x [O, 1] 

es una homotopía de caminos cerrados en §1
. Sea F : [O, 1] x [O, 1] ➔ §1

definida como 

F( ) = 
G(s, t) 

s, t 
G(s, O) 

V (s, t) E [O, 1] x [O, 1] 

es una homotopía de lazos en e1 E §1
. Luego, el número de vueltas de o con 

respecto a pes igual al número de vueltas de /3 con respecto a p, esto es, 

Ind(a-;p) = Ind(/3;p). 

□ 

Proposición 6.4. Sea a : [O, 1] ➔ IR2 una curva de Jordan positivamente
orientada y p E JR2 un punto en la componente acotada que delimita a. Existe 
r > O tal que a es homotópica por caminos cerrados al camino /3 : [O, 1] ➔ 
JR2 \ {p} definido por

/3(t) = p + re
211:it 

44 

V t E [O, l]. 



Demostración. Como la componente acotada de ffi.2 \ Im( a) es abierta, existe
r > O tal que B(p;r) está contenida en la componente acotada. Consideremos 
el mapeo continuo H : [O, 1] x [O, 1] ➔ ffi.2 \ {p} definido como 

a(t) - p H(s, t) = p + ((1 - s) la(t) - PI+ s · r) la(t) _ 
PI V (s, t) E [O, 1] x [O, 1] 

es una homotopía de caminos cerrados entre a y el camino 1 : [O, 1] -+ R 2 \ {p}
dado por 

a(t) - p 
,(t) = p + r la(t) _ 

PI V (s, t) E [O, 1] x [O, 1]

Por la proposición 6.3 tenemos que Ind(a;p) = Ind(,;p). Debido a que a es 
positivamente orientada, se sigue que Ind( ,; p) = 1. El camino u-y : [O, 1] -+ R 
definido por 

a(t) - p u.y(t) = la(t) _ PI
V (s, t) E [O, 1] x [O, 1] 

es homótopico por caminos cerrados a t � e21rit
, entonces , es homotópico

por caminos cerrados al camino fJ : [O, 1] ➔ ffi.2 definido como 

fJ(t) = p + re21rit V t E [O, 1].
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Capítulo 7 

El índice de una curva de J ardan 

regular 

En este capítulo veremos que el número de vueltas de la tangente de una 
curva de Jordan regular de clase C1 es uno si la curva está positivamente 
orientada. 

7.1. Número de vueltas de la tangente 

Sea a : (O, l] -+ JR.2 una curva de Jordan de clase C1 parametrizada por 
longitud de arco, así 

la'I = 1 y a'(l) = a'(O) . 

Llamaremos a la curva a': (O, l] -+ §1 la tangente de a.
Sea (} : (O, l] -+ lR. una función de ángulo de clase C1 para a', esto es, 

a'(t) = (cos0(t),sin0(t)) \:/t E (O,l]. 

Tenemos que 0(l) - 0(0) = 2krr para algún k E Z. Llamaremos a tal k el 
número de vueltas de la tangente de a.

Proposición 7. l. El número de vueltas de la tangente de una curva de 
Jordan de clase C1 es +1 si la curva es orientada positivamente, y es -1 si 

es orientada negativamente. 

Demostración. Sea a positivamente orientada. Supongamos, sin perdida de 
generalidad, que la curva está apoyada sobre la recta horizontal {y = O} en 
a(O). 

46 



Sea T = {(s, t) E (O, 1) x [O, 1) : s ::s; t} un triángulo. Definamos el rnapeo 
H : T ➔ IR2 corno 

{ 
a' ( s) si s = t

o(t)-o(s) ' 
H(s, t) = lo(t)-o(s)I , si 

S < t y (s, t) =/- (O, 1) 
-a'(O) , si (s, t) = (O, 1)

Tenernos que H es una aplicación continua. Debido a la geometría de T

tenernos una hornotopía con extremos fijos entre el camino a': (O, 1) ➔ JR.2
, y

el camino (3 formado por los caminos /31(t) = H(O, t) y /32(t) = H(t, 1), para 
todo t E [O, 1]. Notemos que ambos caminos son cerrados, luego el número de 
vueltas de a' es igual al número de vueltas de /3. En una vecindad abierta de 
a(O) en JR2

, la curva a es el gráfico de una función de clase C1
, definida en un 

abierto de IR. Debido a que a esta orientada positivamente, la orientación de 
recorrido de la función coincide con la orientación de la curva 1, entonces para 
t > O pequeño, tenernos que a(t) está a la derecha de a(O). Sea r¡1 : [O, 1] ➔ lR 
la función ángulo para /31 con r¡1 (O) = O. Entonces r¡1 (t) es no-negativo para 
valores pequeños de t. Notemos que 7)1 no puede tornar valores negativos 
después. Cuando t está cerca de 1 tenernos que 1¡(t) está cerca de 1r. Así 
·,71 ( 1) = 1r. Un argumento análogo muestra que la variación angular de {32 es
1r. Por lo tanto el número de vueltas de /3 es 1 y así el número de vueltas de 
a' es +l.

En el caso a este orientada negativamente, tenernos que a- es orientada 
positivamente, luego su vector tangente da una vuelta, así el número de 
vueltas del vector tangente de a es -1. O 

Tenernos la siguiente proposición. 

Proposición 7.2 (Hopf). La variación angular de la tangente de una curva 
de Jordan C1 -regular es 21r si está positivamente orientada y -21r si está 
orientada negativamente. 

7.2. Vértices de una curva de Jordan C1-por 

partes 

Sea a : [O, l] ➔ JR2 una curva de Jordan que por partes es de clase C1 y está 
pararnetrizada por longitud de arco. 

1 A partir de la prueba del número de vueltas de o, como o es positivamente orientada,

el primer punto de contacto, desde abajo, de una vertical con o está en C1, el arco que va

de v 1 a v2. 
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Definición 7.1 (Vértice). Diremos que a(t), donde t E [O, l], es un vértice 
de a si una de las siguientes condiciones se cumple: 

1. t E (O, l) y a'(t-) # a'(t+)

2. t E {O, l} y a'(O) # a'(l)

Notemos que podemos suponer que a : IR ➔ IR2 es una curva con periodo 
l > O debido a que a(l) = a(O). Así a(t), donde t E [O, l], es un vértice si 

Diremos que un vértice a(t) es una cúspide si det(a'(t-), a'(t+)) - O. Si 
det(a'(r), a'(t+)) # O diremos que a(t) es una esquina. 

Ángulo exterior orientado 

Sea a : [O, 1] ➔ lR2 es una curva de Jordan que por partes es C1-regular y 
parametrizada por longitud de arco. A continuación, definiremos el ángulo 
exterior orientado en vértices el cual lo denotaremos por 0ext .

l. Si a(t) una esquina

■ Si det(a'(r), a'(t+)) > O definimos

0ext = arc cos ((ci(r),a'(t+)) E (0,1r) .

■ Si det(a'(t-), a'(t+)) < O definimos

0ext = -arc cos((a'(r),a'(t+)) E (-1r,O) . 

2. Si a(t) una cúspide : Por medio de una traslación en el plano y una
rotación, supongamos que a(t) = O y a'(r) = (1, O), así a'(t+) =

(-1, O). Existen to < t < t2 tales que a1 = al[to, t] y a2 = al[t, t2]
son gráficos <le funciones <le clase C1 digamos f : [-J, O] ➔ IR y g :
[-ó, O) ➔ IR, respectivamente.

■ Si el gráfico de f está por debajo del gráfico de g definimos

0ext 
= 

7í. 

■ Si el gráfico <le g esté por <leuajo <lel gráfico <le f definimos

0ext 
= 

-7í. 
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7.3. Triángulos curvilíneos 

Vamos a mostrar, para ciertos triángulos curvilíneos con orientación po
sitiva, que la suma de las variaciones angulares de las tangentes de los arcos 
más la suma de los ángulos exteriores en los vértices es igual a 21r. Empezamos 
con la definición triángulo curvilíneo. 

Definición 7.2 ('friángulo curvilíneo). Un triángulo curvilíneo es una curv a 
de Jordan a : [O, l] --+ JR2 que es por partes e1 -regular, con sólo 3 vértices.

Podemos suponer que los vértices están en O< t1 < t2 . Sean 6.01 la variación 
angular de a'l[O, t1], 6.02 la variación angular de a'l[t1 , t2] y 6.03 la variación 
angular de a' 1 [t2 , l]. Sean e¡xt el ángulo exterior (orientado) de a en el vértice 
de a(t1), 02

xt el ángulo exterior de a en el vértice de a(t2) y 03
xt el ángulo 

exterior de a en el vértice de a(l). 
Tenemos el siguiente lema. 

Lema 7.1. Sea T un triángulo curvilíneo descrito por los arcos e1 -regulares
a1 : [O, t1] --+ lR2 , a2 : [t1 , t2 ] --+ lR2 y a3 : [t2, l] --+ lR2 . Supongamos que

ert 
= 0jxt 

= 7r, o< 10¡xt + 6.01 + 6..02 1 < 7r y o< 16..031 ::; 7r, entonces

En particular 

Demostración. Percatándonos del sentido de a3 tenemos -6..03

0¡xt 
+ 6.02 + 2n1r donde n E .Z, entonces 

12n1rl - 16.01 + 0�xt 
+ 6..021 ::; 16..031 ::; 1r

12n1rl - 1r < 16..031 ::; 1r

luego 2jnl < 2, entonces n = O. Así 

6.01 + 6.02 + 6.03 + 0�xt 
= o 

□ 

Sean A = a1(0), B = a2(t1) y e = a3(t2) los vértices de T. El lema 
anterior afirma que la variación angular A de e por el camino Ae es igual 
a la suma de las variaciones angulares de AB, de Be con el ángulo exterior 
en B.
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Lema 7.2. Sea T un triángulo curvilíneo descrito por los arcos C1 -regulares 
0:1 : (O, t1] -+ 1R2 , 0:2 : (t1, t2] -+ 1R2 y 0:3 : [t2, l] ➔ 1R2 . Supongamos que 
0¡xt 

= 02xt 
= 03xt 

= 7r, 1 ó.01 + ó.02 I < 7r y -1r � ó.03 � O
, 

entonces 

En particular 

Demostración. Tenemos -ó.03 = ó.01 + 1r + ó.02 + 2n1r donde n E Z, luego

entonces 21r > j2n + lj1r. Luego n = O o n = -l, si n = -l entonces

ó.01 + ó.02 > 1r lo que es una contradicción, es por ello que n = O. Así

o 

Este lema tiene una interpretación análoga, la variación angular de A a 

C por el camino AC es la suma de la variaciones angulares de AB, de BC 

con el ángulo exterior en B. Los lemas 7.1 y 7.2 tienen análogos. 

Lema 7.3. Sea T un triángulo curvilíneo descrito por los arcos C1 -regulares 
0:1 : [O, t1] -+ JR

2 , a2 : (t1, t2] -+ 1R2 y 0:3 : [t2, l] ➔ 1R2 . Supongamos que 
02xt = 03xt 

= -1r, o< ¡e¡xt 
+ ó.01 + ó.02 1 < 1r y o< ló.03 1 � 1r, entonces 

ó.01 + ó.02 + Ó.03 + 0�xt 
= O. 

En particular 

La demostración es sólo considerar el triángulo con la orientación opuesta 

y aplicar el lema 7.1. También tenemos el siguiente lema. 

Lema 7.4. Sea T un triángulo curvilíneo descrito por los arcos C1 -regulares 
o:1 : (O, t1] -+ JR2 , a2 : [t1, t2] -+ 1R2 y a3 : [t2, l] ➔ 1R2 . Supongamos que 
erxt = Ott 

= ert = -7r, ló.01 + ó.02I < 7r y o� ó.03 � 1r, entonces 

En particular 
ó.01 + f:102 + l:103 - 7r - 7r - 7r = -27r.
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7.4. Curva de J ardan C1 por partes 

Sea C una curva de Jordan, que por partes es C1 y está parametrizada 
por longitud de arco. Supongamos inicialmente que C tiene solamente una 
esquina, entonces si retiramos un arco que contiene a la esquina en su interior 
y lo reemplazamos por otro arco C1

, de manera que ahora tengamos una curva 
de Jordan C1 tenemos que el número de giros de su vector tangente es + 1 
o -l. Digamos que sea l. Notemos que el ángulo de giro de la tangente la
nueva curva es 21r, entonces el ángulo de giro de la tangente del nuevo arco es
21r menos la variación del ángulo de la tangente del arco que quedo, esto es,
cualquier a.reo que se coloque de manera que se obtiene una curva de Jordan
de clase C1 regular, tiene la misma variación de ángulo.

Ahora, sea a : [O, l] ➔ �2 una curva de Jordan que por partes es C1 y 
parametrizado por longitud de arco, con únicos vértices en t1 , ... , tk, donde 
O < t1 < ... < tk < l. Entonces para h > O pequeño, tenemos, para cada 
i E {1, ... , k }, se puede reemplazar el arco a([ti - h, ti + h]) por un arco Ci :, 
tal que al final se obtenga una curva de Jordan C' de clase C1 y regular, 
luego la variación ángulo del mapeo tangente es 21r o -21r, supongamos que 
sea 21r para fijar las ideas. En cada reemplazo por n, hemos dejado de lado 
los arcos a([ti - h, ti]) y a([ti, ti + h]). Sean 0.J(h) la variación de ángulo de 
la tangente de c.l'([ti - h, ti]) y 0¡(h) la variación de ángulo de la tangente de 
a([ti, t¡ + h]). Luego si cpi(h) es la variación del ángulo de la tangente de Ci, 
tenemos que 

cpi(h) = 0f (h) + 0:Xt 
+ 0¡(h). (7.1)

donde 0'fxt es el ángulo exterior orientado del vértice de a en el instante ti . 
Sea /3i una función ángulo para a'l[ti-i,t¡J, tenemos 

k 

21r = [/31 (t1 - h) - /31(0)] + L [/3i(ti - h) - f3i(ti-l + h)] + f3k+1 (l) - f3k+1(tk + h)
i=2 

k 

27i = [f31(t 1 - h) - /31 (0)) + L [/3i(ti - h) - /3i(ti-l + h)] + /3k+1 (l) - /3k+1(tk + h)
i=2 

k k 

+ L [0¡(h) + 0¡(h)] + L 0:xt 

i i=l 
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aplicando límite cuando h --+ o+ : 

k k 

21r = �!31 + I: �f3i + �f3k+1 + L ott

i=2 i=l 

debido a que Oi(h)--+ O y 0�(h)--+ O cuando h--+ o+ . 
Hemos visto la idea de la demostración del siguiente resultado. 

Teorema 7 .1 (Hopf). La variación angular de las tangentes de los arcos 

de una curva de lardan C1 -regular por partes, más la suma de los ángulos 

exteriores en sus vértices es 21r o -21r. 
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Capítulo 8 

Homología singular 

En este capítulo introduciremos lo necesario de homología singular para 
demostrar el teorema de Jordan-Brouwer. 

8 .1. Cadenas singulares 

Sea X un espacio topológico. Dado k E N U {O} definimos 

b.k 
= {(to, ... , tk) E JRk+1 

: ti� O Vi E {O, ... , k} , t ti = 1} 
i=O 

Definición 8.1 (Simplex singular). Sea k E N U {O}. Un mapeo continuo 
O': b.k ➔ X es llamado k-simplex singular en X.

Definición 8.2 (Grupo de k-cadenas). Sea cI> el conjunto de todos los ksimplexes en X, definimos el grupo de k-cadenas singulares en X como 
(Suma directa) 

Esto es, 

Ck (X) = {f: cI> ➔ Z / f(O') = O salvo un número finito de O''s} 

Ejemplo: Si X= {p} es formado por un solo elemento, entonces C0 (X) = Z 
y Ck (X) = Z para todo k EN. 
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Representación de una cadena 

Es común representar una cadena f E Ck(X) como 
m 

e= L ni. <7i 
i=l 

donde ni = f(<7i) para todo i E {l, ... , m}, y f(<7) = O para todo <7 E 
<I> \ {<71, . . .  ,<7m }- Adoptaremos, usualmente, está notación para las cadenas 
singulares en X.

Operador borde 

Dado k E N definiremos el operador borde 8 : Ck(X) --+ Ck_1(X). Como 
el operador será un homomorfismo, bastará definirlo en el conjunto de los 
k-simplex. Dado un k-simplex singular <7 en X definimos

k 

0<7 = ¿(-l)i<7 o f)i 

i=O 

donde f)i 
: �k-I --+ �k es la aplicación definida como 

La función f)i es un (k-1)-simplex en el conjunto convexo �k, este simplex 
es la restricción de una aplicación afín de JRk a JRk+l , es por ello, que este 
mapeo es llamado simplex afín.

Definición 8.3 (Simplex afín). Sea k EN U {O}. Un k-simples 17: �k --+ C
en un conjunto convexo C de un espacio vectorial E es llamado afín si es la 

restricción de una aplicación afín de JRk+1 a E.

Notemos que un simplex afín 17 : �k --+ C queda completamente deter
minado por sus valores en eo = (1, O, ... , O), e1 = (O, 1, ... , O), ... , ek = 
(O, O, ... , 1). Para cada i =O, ... , k sea Vi = <7(ei), denotaremos 

al k-simplex afín tal que vi = <7(ei) para todo i =O, ... , k.
En el caso de r¡ = id : � k --+ � k tenemos 
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Si no hay lugar a confusión denotaremos al k-simplex identidad como � k, así 

Dado un k-simplex afín [va, ... , vk] denotaremos por [va, ... , Vi, ... , vk], al 
(k - 1)-simplex afín [va, ... , vi-1, Vi+1, ... , vk]- Así 8i = [ea, ... , e.¡, ... , ek]
Luego 

k 

8a = ¿(-l)ia o [ea, ... , e.¡, ... , ek], 
i=a 

Definimos el operador borde 8 : Ca(X) ➔ {O} como el operador idéntica
mente nulo. Existe también otro operador E : Ca(X) ➔ íZ definido como 

que es usado para definir homología reducida de un espacio topológico, con
cepto que veremos más adelante. 

8.2. Funciones continuas y cadenas 

Sea f : X ➔ Y un mapeo continuo y k E N U {O}, definimos el operador 
Í# : Ck (X) ➔ Ck(Y) de la siguiente manera: en cualquier k-simplex a, 

y luego lo extendemos a toda k-cadena en X.

Proposición 8.1. Sea k EN. Dado un k-simplex a en X se cumple

Demostración. Tenemos 
k 

Da= I)-l)ia# (8i) 
i=a 

= "# ( t,(-1)' (&,))

= a# (8�k). 

□ 
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Proposición 8.2. Sean f: X ➔  Y y g: Y➔ Z aplicaciones continuas, y 
k EN U {O}. Tenemos que (g o f)# = g# o Í#: Ck(X) ➔ Ck(Z). 
Demostración. Sea o- E Ck(X) entonces

(g o f)# ( o-) = (g o f) o (7 

=go(foo-) 
= g# u o o-) 
= g# (f#(o-)) 

así (g o f)#(c) = g# o Í#(c) para toda k-cadena e en X. o 

Proposición 8.3. Sea f: X➔ Y una aplicación continua y k EN, entonces 
se cumple 

aº f# = f# ºa: ck(x) ➔ ck-1(Y) 

Demostración. Veamos que la igualdad es válida para todo k-simplex o- en
X, 

(oof#)(o-) = o(foo-) 
= (fo o-)# (o�k) 

= Í# ((o-)
# 

(o�k)) 

= Í# (80-) 
= U#º o) (o-) 

luego para toda k-cadena e en X tenemos

(8 o f#) (e)= (f # o 8) (e) .

Esto culmina la demostración. o 

El siguiente resultado nos dice que el borde del borde de cualquier simplex 
es el vacío, y naturalmente se extiende este hecho para toda cadena. 

Teorema 8.1. Si k > l, entonces 82 
: Ck(X) ➔ Ck-2(X) es el operador 

nulo. 
Demostración. Bastará probar el teorema en k-simplexes en X. Sea a un
k-simplex en X, entonces

000' = O (a# (o�k)) 

= (o o a#) (o�k)

- (a#oo)(o�k)

- (a#) (oo�k).
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Veamos que 886:.k 
= O. Tenemos que 

aa1;.• - a (t<-1)'a,) 
= 8 (t(-l)i [eo, ... , é;, ... , ek]) 

i=O 

k 

= ¿(-1/8 [eo, ... , é°;, ... , ek] 
i=O 

k-1

= a [éo, ... 'ek] + ¿(-l)i a [eo, ... 'é;, ... , ek] + (-llo [eo, ... , �] 
i=l 

Notemos además que 

k-1 k-1 k-1 i-1

¿ ¿(-l)i+i 8[eo, ... , é°;, ... , ek] = ¿ ¿(-l)i+i [eo, ... , �, ... ,é;, ... , ek] 
i=l j=O 

y 

k-1

i=l j=O 
k-1 k-1 

+ ¿¿(-l)i+i [eo, ... , é°;, ... ,� ... , ek]
i=l j=i

o[eo, ... ,ek] = ¿(-l)i [ea, ... ,�· .. ,ek] 
j=O 
k-1

(-llo [eo, ... , �] = ¿(-ll+j [eo, ... , �, ... , �]
j=O 
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entonces 

k i-1
88!::!.k

= ¿ ¿)-l)i+i [eo, ... , é;, ... , �, ... , ek] 

Así 

Luego 82 
= O. 

i=l j=O 

k-1 k-1 
+ ¿¿(-l)i+i [eo,---,�,---,�---,ek)

i=O j=i 

O�j<i�k 

k-1 k-1
+ ¿¿(-1y+s [eo, ... ,é;., ... ,� ... ,ek ]

r=O s=r

- L (-l)i+i [eo, ... , é;, ... , �, ... , ek]
O�j<i�k 

k-1 k 

- L L (-1r+s [eo, ... , é;., ... , ea ... , ek]
r=O s=r+l 

L (-l)i+i [eo, ... , é;, ... , �, ... , ek] 
O�j<i�k 

- L (-1r+s [eo, ... , é;., ... , ea ... , ek]

=o. 

880- = o. 

8.3. Grupos de homología 

Sea X un espacio topológico, tenemos el complejo de cadenas singulares 

Definimos el grupo de homología de X de orden cero como 
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Para� EN, como 88 = O, entonces Im(Ck+i(X) � Ck(X)) e Ker ( Ck(X) � Ck_ 1 (X)).
Defimmos el grupo de homología de X de orden k como 

Ker ( Ck(X) � Ck-l (X))Hk(X) = ---:-'-------�

Im ( ck+l (X) � Ck(X)) 
Ejemplo: Sea X= {p}, luego 8: Ck(X) ➔ Ck-i(X) puede ser visto comoun homomorfismo 8: Z ➔ Z para todo k EN. Sea k EN: 

■ Si k es impar tenemos
8a

p 
= O,

donde CTp : �k ➔ X es el camino constante. Luego Kerk = Z e Imk =
{O}. 

■ Si k es par entonces

entonces Kerk = {O} e Imk = Z.
Luego, si k > O

H (X) = { Z/Z , si k es impar 
k {O} , si k es par ·

Así tenemos la siguiente proposición debido a que C0(X) = Z.
Proposición 8.4. Si X = {p}, entonces

si k = O,
si k EN.

Definición 8.4 (Espacio contráctil). Diremos que un espacio topológico es

contráctil si tiene el tipo de homotopía de un espacio con un sólo elemento. 

Ejemplo: El espacio euclídeo iRn es contráctil para todo n E N, debido a
que tiene el tipo de homotopía de JBn, y este último es contráctil.
Observación: Veremos más adelante que espacios con el mismo tipo de
homotopía tienen mismos grupos de homología (teorema 8.2).
Merece mencionar la siguiente proposición acerca del grupo Ho(X).
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Proposición 8.5. Sea X= LJ Xi donde cada Xi es una componente arco
iEA 

conexa de X para todo i E A, entonces 

Ho(X) = E9z (Suma directa) 
iEA

Demostración. Sea X = LJiEA Xi donde cada Xi es una componente arco
conexa de X para todo i E A. Veamos que el grupo de homología H0 (X) está 
en correspondencia biunívoca con 

E9z = {f: A➔ Z/f(i) = O salvo un número finito de i's}.
iEA

Para cada i E A fijemos un Xi E Xi . Veamos, primero, como todo elemento 
m 

de H0 (X) se puede expresar. Sea [e] E H0 (X) donde e = ¿ ni · e
Pi 

con
i=l 

Pi E X y ni E Z, para todo j = 1, ... , m. Para cada i E A sea 

� = {j E { 1, ... , m} : Pi E Xi} 

Como los X/s son disjuntos y {1, ... , m} es finito, se sigue que Fi = 0 salvo 
un número finito de i's. Sea � # 0: para cada j E Fi existe un camino 
ªi : [O, 1] ➔ Xi que va de xi a Pi, tenemos que e

P
i - exi = 80:i, luego 

= I: ni . ªªi + í I: ni] exi
iEFi l;EFi 

= ¿ ni · 80:i + mi · exi
iEFi 

donde mi = ¿ ni, entonces
iEFi 

así 
m 

¿ ni · [ePi
] =mi· [exi],

iEFi 

¿ni· [epi
]= ¿ mi· [exJ.

i=l 

60 



Definimos, ahora, la función A: EBiEA Z ➔ Ho(X) como

A(f) =¿ni [exJ , donde ni = f(i), 
iEA 

para todo f E E9 Z, está aplicación es un homomorfismo de grupos. El 
iEA

homomorfismo A es sobreyectivo. Veamos que es inyectivo. Sea f E EBiEA Z
tal que 

A(f) = O E Ho(X). 
Recordemos que existe un subconjunto finito F e A tal que f(i) O si 
i E A\ F, así tenemos 

m 

A(f) = ¿ ni · [exi ] = O en Ho(X) 
iEF 

donde ni= f(i) para todo i E F. Existe una 1-cadena e E C1 (X) tal que 

ac = I: ni . ex;, 
iEF 

las imagenes de los 1-simplexes que forman e están contenidas en las compo
nentes arco-conexas de X, luego podemos dispensar de las cadenas en e que 
están en algún Xi, donde i E A\ F, así, 

donde cada Ci es una 1-cadena en Xi para todo i E F, luego tenemos 

para todo i E F. 

Como c(BCi) = O, tenemos que ni = O para todo i E F. Así f = O, esto 
muestra que A es un homomorfismo inyectivo. 
Por lo tanto A: EBiEA Z ➔ Ho(X) es un isomorfismo.

o 

Ejemplo: Si X es arco-conexo, entonces Ho(X) = Z. Si X tiene 2 compo
nentes arco-conexas entonces H0 (X) = Z2

•
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Funciones continuas y homología 

Sean f : X -+ Y una función continua y k E N. Por la proposición 8.3 
vemos que si e E Ck(X) es un ciclo, esto es &e= O, entonces f #(c) también 
lo es. También, si e= &o: para algún o: E Ck(X) entonces Í#(c) = &f#(o:) 
(esto también es cierto si k = O). Luego podemos definir el operador f* 
Hk(X) -+ Hk(Y) como 

Esto definición también vale cuando k = O. 

8.4. Operador prisma 

Definiremos el operador prisma en dos etapas: primero para cadenas afi
nes, y luego para cadenas singulares. 

En cadenas afines 

Sea flk el simplex afín en �
k+l el cual es la inclusión. Sea C un conjunto 

convexo. Dado una secuencia (v0, ... , vk) de elementos de C, tenemos el k

simplex afín a- : flk -+ C dado por 
k 

a-(to, ... , tk) = ¿ tivi , V t = (to, ... , tk) E Llk. 
i=O 

Denotaremos este simplex como [vo, ... , vk] = a-. Notemos que a-(ei) = vi, 
para todo O � i � k. Recordemos que cualquier k-simplex afín en C queda 
completamente determinado por los valores que toma en e0, ••• , ek. Esto es, 
si r¡ : Ll k -+ C es un k-simplex afín, entonces 

k 

TJ ( t) = ¿ ti · 17 ( ei) , V t E Ll k.
i=O 

También, dado O � i � k recordemos que [vo, ... , Vi, ... , vk] es el simplex 
afín [v0, ... , Vi-I, vi, ... , vk], así tenemos 

k 

80- = ¿(-ll[vo, ... , Vi, ... , vk], 
i=O 

donde vi= a-(ei), para todo O� i � k.
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Vamos a definir el operador prisma P : Ckff ( E) --+ Ck!
i ( [O, 1) x E) primero

en k-sirnplexes afines. Sea [v0, ... , vk] = <7, definirnos
k 

P(<7) = ¿(-l)J[(O, v0), ••. , (O, Vj), (1, Vj), ... , vk)-
j=O 

y luego extendernos de forma natural a Ckff(E). Sea i0 : E --+ [O, 1] x E

definido corno
io(v) = (O, v) Vv E E.

Análogamente, definirnos i1 : E --+ [O, 1] x E. Tenernos la siguiente proposi
ción.
Proposición 8.6. Dado c E Ckff(E), se cumple que 

Demostración. Veamos que la identidad se cumple en todo k-sirnplex afín en
X. Sea <7 = [v0 , •. • , vk] un k-sirnplex afín en X entonces

8P(<7) = [(1, vo) ... (1, vk)) - [(O, vo) ... (O, vk)) + ¿ [ (O, vo) ... �(1, Vj) ... (1, vk)]
j=l

k-1

esto es,

- L [(o, vo) ... (O, vj){l,aj ... (1, vk)]
j=O

k j-1 

+ LL(-l)i+j [(ü,vo) ... fo;J ... (O,vj)(l,vj) ... (1,vk)]
j=l i=0
k-1 k 

- ¿ L (-l)i+j [(o,vo) ... (O,vj)(l,vj)---(l,aj ... (l,vk)]
j=0 i=j+l

8P(<7) = [(l, v0) ... (1, vk)] - [(O, vo) ... (O, vk))
+ ¿ (-l)i+j [ (O, v0) ..• fo;J ... (O, Vj)(l, vj) ... (1, vk)]

0$i<j$k 

- ¿ (-l)i+i [(o,v0) ... (0,vj)(l,vj)---(l,aj···(l,vk)]
0$j<i'.Sk 
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De otro lado,
� i+j [ -

] 
P(Bo-) = L._¿ (-1) (O, v0) ... (O, vi)(l, vi) ... (1, vi) ... (1, vk)

0$j<i$k

- ¿ (-l)i+i [(o,vo)---�---(0,vi)(l,vi)- -.(l,vk)]
0$i<j$k

entonces

En cadenas singulares 

o 

Ahora definiremos el operador prisma P : Ck(X) ➔ Ck+1([0, 1] x X) en
cadenas singulares en X, donde k E N U {O}.
Dado u un k-simplex, sea o- : [O, 1] x D.. n ➔ [O, 1] x X el mapeo dado por
o-(t, v) = (t, u(v)) para todo (t, v) E [O, 1] x t),,k _ Consideremos el operador
(o-)#: Ck+1([0, 1] X t),,k) ➔ Ck+1([0, 1] X X), definimos

P(u) = (o-)# (P(D..k))
y luego lo extendemos P en cualquier k-cadena en X.

Sabemos que
Bu= ¿(-l)iu o Bi

i=O 

donde é)i = [eo, ... , �' ... , ek] para cada i E {O, ... , k }.
Proposición 8. 7. Dado un k-simplex u en X se cumple 

Demostración. Tenemos que
k 

P(8u) = ¿(-llP(u o ai)
i=O 

Como (;;;;i)
#

= Ü# o[�]# : ctf ([o, 1] X D,.k-l) ➔ ck ([O, 1] X X) entonces

P(u o ai) = Ü# O(�)# (PD..k-l)
= 'ci# (P(oi)) para cada i.
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Así 

P(&u) = &# (t,(-l)'P&,) 
P(8<7) = &# (P (o�k))

Sean i0, i 1 : X ➔ [O, 1] x X las inclusiones definidas como 

i0 (x) = (O, x) y i1 (x) = (1, x) \:/x E X.

Proposición 8.8. Dado e E Ck(X) se cumple

□ 

Demostración. Veamos que la identidad es válida para todo k-simplex en X. 
Sea <7 un k-simplex en X, entonces 

Por la proposición 8.6 

8P<7 = 8(8-#(P�k))

= a-#(8P�k)

luego, por la proposición 8. 7, tenemos 

Así 

8.5. Homología y tipo de homotopía 

□ 

Veamos que funciones homotópicas generas mismos operadores en homología. 

Proposición 8.9. Sean f, g: X ➔ Y aplicaciones continuas y homotópicas, 

entonces 

para todo k EN U {O}. 
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Demostración. Sea H: [O, 1] x X ➔ Y una homotopía entre f y g, tenemos 
que para todo e E Ck(X) 

Aplicando H# tenemos 

si Be = O tenemos 

esto es, 

g.([c]) = J.([c]). 

Por lo tanto, 

para todo k EN U {O}. o 

El siguiente resultado será utilizado posteriormente con frecuencia. 

Teorema 8.2. Sean X e Y espacios con el mismo tipo de homotopía entonces 

para todo k EN U {O}: 

Demostración. Existen funciones continuas f : X ➔ Y y g : Y ➔ X tales 
que g o f es homotópico a ldx y f o g es homotópico a ldy. Entonces 

g. o J. = ldHk (X) 

J. o g. = ldHk (X)

para todo k E N U {O}, esto es, J. es un isomorfismo de grupos, por lo tanto 

o 

8.6. Operador de división baricéntrica 

El operador de división baricéntrica será definido en dos etapas, primero 
para simplexes afines y luego para simplexes singulares. 
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En simplexes afines: 

Definición 8.5 (Baricentro de un simplex afín). Dado un k-simplex afín
u : .6. k ➔ C en un conjunto convexo C definimos el baricentro de u como

l k 

b(a-) = k+l�u(ei)

Dado b E C, vamos a definir un operador Kb : Ckff ( C) ➔ Ck!
i ( C) llamado

operador cono en b. Primero lo definiremos en k-simplex afines en C. Sea u

un k-simplex afín en C, definimos

y luego lo extendemos a toda k-cadena afín en C.
Proposición 8.10. Para toda e E Cff(C) se cumple

8Kb(c) + Kb(8c) = c.
Demostración. Sea <7 = [v0, •.. , vk] un k-simplex afín en C, entonces

k+l 

Así

8Kb(u) = [vo, ... , vk] + ¿(-ll [b, Vo, ... , �, ... , vk]
i=l 

k 

= [vo, ... , vk] - ¿(-l)i [b, vo, ... , Vi, ... , vk]
i=O 

k 

= [vo, ... , vk] - ¿(-llKb ([vo, ... , Vi, ... , vk])
i=O 

□ 

Ahora vamos a definir el operado de división baricéntrica B : c:tr ( C) ➔
c:tr (C) inductivamente.

1. Para k = O, el operador B : C0ff ( C) ➔ C0ff ( C) es la identidad.
2. Para k E N definimos B : c:ff ( C) ➔ Ckff ( C) primero para todo k

simplex afín u en C como
B(a) = Kb(u) (B(8a)),

y luego lo extendemos para todo e E Ckff ( C).
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Proposición 8.11. Para todo e E Ckff (C) se cumple 

oB(c) = Bo(c). 

Demostración. Dado k E N U {O}, si la fórmula es válida para todo k-simplex 
afín, entonces es válida para toda cadena. Mostraremos por inducción en k. 
Si k = O es válida la fórmula ya que B es sólo la identidad. Supongamos que 
la proposición es válida para un k E N U {O}. Sea o- un ( k + l )-simplex afín 
en e entonces 

oB(o-) = oKb(u) (Boa-) 

= Bo(o-) - Kb(u)O (Boa-)

= Bo(o-) - Kb(u) ((oB) 80-)

utilizando la hipótesis inductiva 

8B(o-) = Bo(o-) - Kb(u) (Bo (80-))

= Bo(o-) - Kb(u) (B880-)

= Bo(o-). 

Así para toda e E CZ!
1 
(U) 

8B(c) = Bo(c). 

La proposición ha sido mostrada. □ 

Vamos a definir un operador T : Ct,ff ( C) ➔ Ct,! 1 ( C) que nos servirá para 
obtener una relación entre B(c) y e para cualquier k-simplex afín e en C. 

l. Para k = O, definimos T: C0ff(C) ➔ Cfff(C) para cualquier O-cadena
afín e en e como

T (c) = O.

2. Para k E N, definimos T: Ct(C) ➔ Ct�1
(C) en cualquier k-simplex

afín a en e como
T (a)= Kb(u) (o- - T(oo-)),

y luego extendemos a toda k-cadena afín en C. 

Tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 8.12. Sea k EN. Para todo e E Ckff (C) se cumple 

e 
-

B(c) = T(oc) + 8T(c). 
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Demostración. Dado k E N, bastará mostrar la fórmula para todo k-simplex 
afín en C, para que ésta sea válida para toda k-cadena afín en C. La prueba 
será por inducción en k E N. Sea k = l y consideremos un 1-simplex afín a 
en e' tenemos 

B(a) = Kb(u) (B(oa)) 
= Kb(u) ( éJa) 
= a - 8Kb(u) (a) 

como T(a) = Kb(u)(a), tenemos 

B(a) = a - 8T(a) 

esto es, 
a - B(a) = 8T(a) + To(a) 

Ahora, supongamos que la fórmula es válida para algún k E N. Sea a un 
(k + 1)-simplex afín en C, entonces 

B(a) = Kb(u) (B(8a)) 

usando la hipótesis inductiva, tenemos 

esto es, 

B(a) = Kb(u) (oa - 8T(éJa)) 
= Kb(u)O (a - To(a)) 
= CT - To(a) - é)Kb(u) (a - To(a))
= CT - To(a) - 8T(a) '

a - B(a) = T8(a) + 8T(a). 

Luego, para toda e E c:!1 (C) se tiene 

e - B(c) = T8(c) + 8T(c). 

Así, la proposición ha sido mostrada. □ 

Notamos que Bn : C0ff ( C) -+ C0ff ( C) es la identidad para todo n E N 
( adoptamos la convención de que Bº 

= Id : C0ff ( C) -+ C0ff ( C)). Sea k = l, 
si a E ct(C) tiene diámetro diam(a) entonces cada uno de los 1-simplexes 
que aparecen en B(a) tiene diámetro a lo más ½diam(a), luego para todo 
n EN, los simplexes que aparecen en Bn(a) tienen diámetro a lo más 

(�) n x diam(a) . 

Mostremos lo siguiente. 
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Proposición 8.13. Sea k E N. Dado un k-simplex afín a en C y n EN, el 
diámetro de cualquier k-simplex que aparece en Bn(a) es menor o igual que 

(k 1 1 ) n x diam(a) 
Demostración. La prueba será por inducción en k E N, ya vimos que cuando 
k = 1 se cumple la proposición. Supongamos que la proposición es válida para algún k E N. Sean E N y a= [v0, ... , vk, Vk+il un (k + 1)-simplex afín en C, tenemos que B(a) = Kb(u)(B(&a)), esto es, 

k+l 

B(a) = I:: Kb(u)(B(ai))
i=O 

donde ai = [vo, ... , Vi, ... , Vk+1l-Notemos que cada (k + 1)-simplex T/ de la cadena Kb(u)(B(ai)) tiene como vértices a los vértices de un simplex de B(ai) y al vértice b(a). Sean u1 y u2dos vértices de TJ: 
■ Si u1 y u2 están en un simplex de B(ai) entonces, por hipótesis inductiva

lu1 - u2I � k ! l diam(ai)
< _k_diam(a) 
- k+ 1

k+ 1� k + 2d1am(a). 

■ Si uno de los vértices es b( a) y otro de los vértices está en un simplexde B(ai), a partir de

1 
k+l 

lb(a) -Vjl � - � (vv -Vj)k+2 � _ 
V=Ü,V'f'J 

lb(a)-vil � ::� máx{lvv-Vjl :O�v�k+l}
lb(a) - vil� : : �diam(a)
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para todo j =O, ... , k+ 1, tenemos que la distancia entre estos vérticeses menor o igual t�diam(o-). 
Así el diámetro de T/ es menor que :!;diam(o-). Luego, dado n E N, el diámetro de cualquier (k + 1)-simplex que forma Bn(a') tiene diámetro menor oigual que

( k 1 1 ) n 

x diam (o-)
□ 

Lema 8.1. Sea k EN U {O}. Sea C un conjunto convexo, dado un k-simplex

afín T/ : �k ➔ e se cumple 

Demostración. La prueba será por inducción en k EN. Sea k = O. Dado un0-simplex 1¡: �o= {e0} ➔ C tenemos
T(r,) =O= T/# (T�º)

Supongamos que el lema es válido para algún k E N U {O}. Sea 1¡ : �k+l ➔ Cun (k + 1)-simplex afín, entonces 
T(r,) = Kb(r¡) (TJ - T(8r,))

k+l 

= Kb(r¡) (17) - :�:::)-l/Kb(1¡) (T(r¡i ))
i=O 

donde '1/i = 'T/ o é)i : �k ➔ C, por la hipótesis inductiva T(tJi) = (17i)# (T�k)para todo i = O, ... , k + l. Luego,
k+l 

T(r,) = Kb(r¡) (TJ) - ¿(-l)iKb(r¡) ((TJi)#(T�k))
i=O 

k+l 

= Kb(r¡) (17)- ¿(-llKb(11) ((qo8i)# (T�k))
i=O 

k+l 

= Kb(r¡) (r¡) - .I)-l)iKb(1¡) ((TJ)# (T8i))
i=O 

= K,c,J (11) - K,c,J (<11)#T (�(-I)'a)) 
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como T/# o Kb = K11(b) o 17#, 

T(TJ) = Kb(r¡) (TJ) - Kb(r¡) ((11)# (r (a�
k+l

)))

= TJ# (Kb(flk+l) (�k+l)) -TJ# (Kb(flk+l) (r (a�k+1)))

= TJ# (Kb(flk+l) (�k+1 -T (a�
k
+1)))

= T/# 
(T�k+l).

Esto termina con la demostración 

En simplexes singulares: 

o 

Ahora, vamos a extender de manera natural el operador de división bari
céntrica para cadenas en un espacio topológico, y también definiremos su 
operador compañero que lo denotaremos por Sen vez de T.

Definición 8.6. Sea X un espacio topológico y k EN U {O}: 

1. Defin'imos el operador de d'iv·is'ión baricéntr'ica B : Ck(X) -+ Ck(X) en
todo k-simplex u en X como

y luego lo extendemos a toda k-cadena en X. 

2. También definimos el operador S : Ck(X) ➔ Ck+I (X) en cualquier
k-simplex u en X como

y luego lo extendemos a cualquier k-cadena en X. 

El operado baricentro conmuta con el operador borde. 

Proposición 8.14. Sea k EN. Dada una k-cadena c en X se cumple 

8B(c) = Bo(c) 

Tenemos la siguiente proposición útil. 

Proposición 8.15. Sea k EN. Dado un k-simplex u en X se cumple 
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Demostración. Tenemos

S (8a-) = ¿(-l)iS(a-i) i=O 
donde a i = a o Oi, entonces 

por el lema 8.1, 

k S (8a) = ¿(-l)i(ai)#(Tb.k-I) 
i=O 

k 

= ¿(-1l(a-)# ((oi)#(Tb.k-1))i=O 

S (80-) = ¿(-ll(a)# (T(8i)) 
i=O 

� a# (t(-I)'T(&,)) 
= ª# (T(8b.k)) 

Proposición 8.16. Sea k EN. Dado un k-cadena c en X se cumple 
c - B(c) = S8(c) + 8S(c). 

□ 

Demostración. Bastará mostrar la proposición para todo k-simplex en X. 
Sea a- un k-simplex en X. A partir de

aplicamos <7 #, entonces

Por la proposición 8.15 tenemos 

(J - B(<7) = S(8a-) + 8S(a-).
Así culmina nuestra demostración. □ 
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8. 7. División baricéntrica respecto a un cubri

miento 

Consideremos un cubrimiento abierto {U, V} de X. Para cada k E NU{O} definirnos 
d,.'(X) � {e� f nw, E c.(X) / u, está en U ó está en V} 

este conjunto es un subgrupo de Ck(X). Tenernos el complejo 
· · · !+ cf+I(X) !+ cf (X)!+ ct 1(X) !+ · · · !+ Cfj(X). 

Observemos que Cfj (X) = Co(X). Sea k E NU {O}, vamos a definir un operador B: Ck(X) ➔ Cf (X) utilizando el operador baricentro para cadenas afines . Cuando k = O es sólo la identidad, así que consideraremos que k E N. Dado CT E Ck(X), tenernos que í:ik e CT-1(U) U CT-1(V). Corno
diarn (Bn(í:ik )) ➔ O cuando n ➔ oo. 

existe n(CT) E NU{O} mínimo tal que cada k-sirnplex que forma Bn(í:ik ) está en CT-1(U) o está en CT-1 (V), esto es debido a la existencia de un número deLebesgue para í:ik relativo al cubrimiento {CT-1(U),CT-1(V)}, definimos

y luego lo extendernos a toda e E Ck(X). Definirnos también el operador Q : Ck(X) ➔ Ck+1 (X) en cualquier ksirnplex CT en X como 
{ (I+B+···+Bn(u)-l)S(CT), sin(CT)>O, Q(a-) = O · ( ) O , 81 n CT = , 

y luego lo extendernos a cualquier k-cadena en X.

Proposición 8.17. Sea k E N. Dada una e E Ck(X) tenemos 
e - B(c) = Te (8c) + 8Q(c) 

para alg ún homomorfismo Te: Ck -1(X) ➔ Ck(X).
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Demostración. Veamos que la fórmula es válida para todo k-simplex CJ en X: 
Si n(o-) = O entonces Q(CT) = O y Q(oCT) = O así se cumple la fórmula. 

Supongamos que n( CJ) > O. Tenemos que 

Luego, 

Cl - B(Cl) = sa(Cl) + as(Cl) 
B(Cl) - B2(CT) = BS8(CT) + 8BS(Cl) 

Cl - Bn(u)(Cl) = Tu (8CJ) + BQ(CT) 
CJ - B(Cl) = Tu (oCT) + 8Q(CJ). 

donde Tu = (I + B + · · · + Bn(u)-I) o S : Ck-1(X) --t Ck(X). Luego para
toda k-cadena e en X se tiene 

e - B(c) = Te (Be)+ 8Q(c), 

donde Te : Ck-I (X) --t Ck(X) es un homomorfismo. 
Esto concluye la demostración. 

Dado e E Ck(x), notemos que: 

■ Si Be= O, entonces e - B(c) = BQ(c), así 8B(c) = O.

■ Si e= oo: entonces oo: - B(c) = 8Q(c), esto es, B(c) = a (o: - Q(c)).

o 

El operador B lleva k-ciclos en k-ciclos y k-bordes en k-bordes, entonces 
tenemos una aplicación bien definida B : Hk(X) --+ Hlj (X). Este operador 
compuesto con la inclusión L : Hlj (X) Y Hk(X) es la identidad. En efecto, 
sea [e] E Hk(X) entonces 

LB([c]) = [B(c)], 

como oc = O tenemos que e - B(c) = éJQ(c), esto es, [B(c)] = [e]. También, 
la composición B o L : Hlj (X) --+ Hlj (X) es la identidad. Así tenemos la 

siguiente proposición. 

Proposición 8.18. Dado k E N, el operador B : Hk(X) --+ Hlj(X) es un 

isomorfismo. 

Que también es válida si k = O. La proposición será útil en lo que sigue, la 
secuencia de Mayer-Vietoris. 
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8.8. Secuencia de Mayer-Vietoris 

Sean U y V subconjuntos abiertos de X que lo cubren. Denotemos por 
U= {U, V}. Para cada k EN U {O} definimos 

d.' (X) = {e= i; n;u; E c.(X) / u; está en U ó está en V}

este conjunto es un subgrupo de Ck(X). Tenemos el complejo 

sus grupos de homología serán denotados como Ht (X). Tenemos la secuencia 
de homomorfismos, para todo k E N U {O} 

donde el primer homomorfismo es la inclusión i : Ck(U n V) ➔ Ck(U) EB 
Ck(V) definida como i(c) = (c, c) para todo c E Ck(U n V), y el segundo 
homomorfismo j es definido como j(c1, c2) = c1 - c2, para todo c1 E Ck(U) 
y c2 E Ck(V). El segundo homomorfismo es sobreyectivo. Notemos también 
que Im(i) = Ker(j). Esto es, la secuencia (8.1) es exacta. 
Si no hay lugar a confusión denotaremos por 8 al operador 8 EB 8: Ck(U) EB 
Ck(V) ➔ Ck-1(U) EB Ck-i(V) para todo k EN.

Como 8 o i = i o 8 y 8 o j = j o 8, tenemos la secuencia exacta 

Ahora nuestro objetivo será conectar las secuencias del nivel k y del nivel 
k - l de manera exacta, cuando k > O. 

Proposición 8.19. Sea {U, V} un cubrimiento abierto de X, entonces para 

cada k > O existe un homomorfismo ó : Ht(X) ➔ Hk-1(U n V) tal que la
secuencia 

es exacta. 

Demostración. Queremos definir 
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Sea [e] E H7t(X), esto es e E C7t(X) con oc = O. Como la secuencia (8.1)
es exacta, existe {3 E Ck(U) EB Ck(V) tal que j(/3) = c. A partir de oc =
(8 o j) (/3) =(jo o) (/3), tenemos que 8{3 E Ker (j: Ck-1(U) EB Ck-i(V) ➔ Ci'_1(X)),
nuevamente como (8.1) es exacta, existe un único a E Ck-i(U n V) tal que
8{3 = i(a). Si k - 1 > O notemos que i(8a) = 8 o i(a) = 88{3 = O, como i es
inyectiva, se sigue que oa = O. Veamos que

ó([c]) = [a] 

es una buena definición. Sea d E Cf: (X) tal que d - e = 8, donde , E
Cf:

+1 
(X), esto es, [e'] = [ej. Tenemos que existe {3' E Ck(U) EB Ck(V) tal que

d = j(/3'), luego
j(/3') - j(/3) = 8,, (8.2)

como antes, existe un único a' E Ck-I (Un V) tal que 8{3' = i(a'). Sabemos
que 8a' = O. De otro lado, existe b E Cf:

+1 (X) tal que j(b) = ,, entonces en
(8.2) tenemos

j(/3' - /3) = j (8b)

luego existe a E ck+l (Un V) tal que

tomando borde, obtenemos

{3' - {3 - 8b = i(a),

o (/3' - /3) = i(8a)
i(a') - i(a) = i(oa)

entonces a'= a+ oa, esto es, [a']= [a] en Hk(U n V). Esto prueba la buena
definición de 6.

Veamos que la secuencia dada en la proposición es exacta:

■ Im (Hk(U) EB Hk(V) /4 Ht(X)) = Ker ( Ht(X) � Hk-1(U n V)):

Sea ([c1], [c2]) E Hk(U) EB Hk(V) entonces j([c1], [c2]) = [c1 - c2] en
HZ: (X), luego

ya que j(c1, c2) = c1 - c2 y 8(c1, c2) = (O, O) = i(O). Ahora, sea [e] E
Ker ( 6: Ht (X) ➔ Hk_1(U n V)) entonces, usando la notación para la
definición de b([c]) = [a], tenemos que a= 8a1, donde a1 E Ck(UnV).
Como i(a) = 8{3 entonces (i o 8)(a1) = 8{3, esto es (8 o i)(a1) = 8{3.
Sea [b] = [,B - i(a1)] E Hk(U) EB Hk(V) entonces

j ([b]) = [e]. 
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■ Im (Hf:(X) � Hk-1(U n v)) = Ker ( Hk-1(U n V)� Hk-1(U) Ef) Hk-1(V)):
Sea [e] E Hf: (X) entonces, usando la notación de la definición de
6([c]) = [a], tenemos que i(a) = 8(3, luego,

(i o <5)([c]) = [O].

Ahora sea [a] E Ker ( Hk_1(U n V)� Hk-i(U) � Hk_1(V)), entonces
i(a) = 8(3 para algún (3 E Ck(U) EB Ck(V). Sea e = j(f3) E Ct (X),
entonces oc= j(o(3) = (jo i)(a:) = O y

<5([c]) = [a].

Finalmente, por la proposición 8.18 podemos reemplazar Ht(X) por Hk(X).
Esto culmina la demostración. O

8.9. Homología reducida 

La homología reducida se define de la siguiente manera. Consideremos el
complejo de cadenas:

· · · � C2(X) � C1(X) � Co(X)-=+ Z
donde é: C0 (X) ➔ Z es definida como

Definimos el grupo de homología reducida de X de orden O como

y para cada k > O definimos el grupo de homología reducida de X de orden
k como

Hk(X) = Hk(X).

Notemos que ÍI0(X) tiene una relación con Ho(X).

Proposición 8.20. Sea X = LJiEA Xi donde cada Xi es una componente 
arco-conexa de X. Dado i0 E A, sea r = A\ { io} entonces

Ho(X) = E9z 
iEr 
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Demostración. Recordemos que 

Ho(X) = G = {f : A-+ Z/ f(i) = O salvo un número finito de i's} 

Más precisamente, 

Ho(X) = E9z suma directa de Z's. 
iEJ\ 

Para cada i E A sea Xi E Xi. 

Sea io E A fijo y r =A\ {io}: definimos A: E9z-+ H0 (X) como 
ier 

entonces A es una biyección, por lo tanto, 

Ho(X) = E9z 
iEf 

□ 

Ejemplo: Si H0(X) = Z entonces H0(X) = Z2
, esto es, el espacio X tiene 2 

componentes arco-conexas. 

Mayer-Vietoris en homología reducida 

Sea { U, V} un cubrimiento abierto de X con U n V =/:- 0, tenemos la 
secuencias exactas 

O -+ C0(U n V) � C0(U) x Co(V) 2tCo(X) -+ O 
0-+Z�ZxZ2tZ-+0 

como i o é = (é x é) o i y é o j =jo (é x e) tenemos la secuencia exacta la 
secuencia exacta 

Íf0(U n V) � Ífo(U) x Ífo(V) ./4 Ífo(X). 

Utilizando homología reducida tenemos un resultado análogo al teorema 
de Mayer-Vietoris. 
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Proposición 8.21. Sea {U, V} un cubrimiento abierto de X con Un V=/. 0, 
entonces para cada k > O existe un homomorfismo ó: Íik(X) ➔ Íik-i(UnV)
tal que la secuencia 

es exacta. 

Demostración. Si k > l ya tenemos que la secuencia dada es exacta, debido
que los grupos de homología reducida coinciden con los de homología singular.
Así, que consideraremos k = l.

Para e E C1 (X) con 8c = O existe /3 = (b 1 , b2) E C1 (U) x C1 (V) tal que
c = b 1 - b2 a partir de la secuencia exacta

luego 8b1 = 8b2• Tenemos que a= 8b1 E C0(UnV). Notemos que no sabemos
si b1 E C1 (U n V), pero si que c(c:t) = O.Si /3' = (b;,b;) E C1 (X) satisface
j(/3') = c y a' E C0(U n V) es tal que i(c:t') = (8 $ 8)/3, tenemos que

■ c(a') = O.
■ De j(/3 - /3') = O existe a E C1 (X) tal que i(a) = /3 - /3', esto es

a = b 1 - b; entonces
8a = 8(b1 - b�)
8a =a - a'

así podemos definir ó : ÍI1 (X) ➔ ÍI0 (U n V) de forma análoga para la
homología sin reducir, esto es,

c5([c]) = [a] E ÍI0 (U n V) V [c] E ÍI1 (X).

Que la secuencia dada es exacta es mostrada de manera análoga a homología
sin reducir. Veamos

■ Im ( Íl1 (U)$ ÍI1 (V) -¼ fir (X)) = Ker ( fir (X) � Ílo(U n V)):
Sea ([ci], [c2]) E H1 (U) $ ÍI1 (V) entonces j([c1 l, [c2]) = [c1 - c2] en
fir(X), luego

ya que j(c1 ,c2) = c1 - c2 y 8(c1,c2) = (0,0) = i(O). Ahora, sea [e] E
Ker ( c5 : fir (X) ---+ ÍI0(U n V)) entonces, usando la notación para la
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definición de c5([c]) = [a], tenemos a = 8a1 , donde a1 E C1 (U n V).
Como i(a) = 8/3 entonces (io8)(a1) = 8/3 esto es (8oi)(a1) = 8(3. Sea
[b] = [/3 - i(ai)] E ÍI1(U) EB ÍI1 (V) entonces

j ([b]) = [e].
■ Im ( flr (X) � ÍI0(U n V)) = Ker ( ÍI0(U n V) � ÍI0(U) EB ÍI0(V)):

Sea [e] E ÍI� (X) entonces, usando la notación de la definición de
c5([c]) = [a], tenemos que i(a) = 8(3, luego,

(i o c5)([c]) = [O].

Ahora sea [a] E Ker ( Ílo(U n V) � ÍI0(U) EB ÍI0(V)), entonces i(a) =
D/3 para algún /3 E C1(U) EB C1(V). Sea e= j(/3) E C�(X), entonces
oc= j(o/3) = (jo i)(a) = o y

c5([c]) = [a].
o 

Ejemplo 1: Grupos de homología de §1.

Utilizando la secuencia de Mayer-Vietoris para U = §1 \ {n} y
V= §1 \ {s} tenemos

~ 1 r5 ~ i O EB O➔ Hk(§ ) ➔ Hk-l (Un V) ➔ O EB O , V k E N,
como U n V tiene el tipo de homotopía de dos puntos, tenemos
que ÍI1 (§1) = Z y para k > l, Ílk(§1) = O.

Ejemplo 2: Grupos de homología de §2
•

Sean U = §2 \ { n} y V = §2 \ { s}, utilizando la secuencia de
Mayer-Vietoris tenemos

~ 2 r5 ~ i O EB O➔ Hk(§) ➔ Hk-1(U n V)➔ O EB O , V k EN,
como Un V tiene el tipo de homotopía de §1 tenemos ÍI1 (§2) = O,
fI2(§2) = Z y si k > 2 se tiene que flk(§2) = O.

Ejemplo 3: Grupos de homología de §n, cuando n � l.
Como antes tenemos que para todo k > O:

flk(§n) = f¡k-l(§n-l)
Por inducción en n EN se muestra que

si i = n ,
en otro caso.
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Capítulo 9 

Teorema de J ordan-Brouwer y 

teoremas de invariancia 

En este capítulo veremos un teorema de separación como, también, uno 
de no separación para mostrar el teorema de Jordan-Brouwer, teorema que 
generaliza el teorema de la curva de Jordan. También veremos los teoremas 
de invariancia de dominio y de invariancia de la dimensión. 

9.1. Teorema de no separación 

Empecemos con un teorema de no separación general. 
Proposición 9.1. Dado k E N. Sean 2': k, s i  f : Bfo;I) -+ §n es un encaje

top o lógico entonces fii (§n \ Im(J)) = O para to do i EN U {O}. 
D emostración. La prueba será por inducción en k EN. 

■ Sea k = l. Dado n 2': 1 y f : Bf O;I) -+ §n un encaje topológico. Sean
A = J([-l,O]) y B = J([O, 1]), tenemos los abiertos U = §n \Ay 
V= §n \Ben §n. Notemos que Un V= §n \Im(J) y UUV = §n \ {p}, 
donde p = f(O). Usando la secuencia de Mayer-Vietoris para homología 
reducida tenemos para todo i EN U {O} 

f¡i+l (§n \ {p}) -+ Hi(§n \ Im(J)) -+ Hi(U) $ Hi(V) -+ Hi(§n \ {p}) 

Como §n \ {p} es contráctil 

O-+ Hi(§n \ Im(J)) -+ Hi(U) EB Hi(V) -+ O 

Afirmación: fii(§n \ Im(J)) es trivial.

Supongamos que fii(§n \ Im(J)) no es trivial. Sea [c] =/= O en Hi(§n \ 
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Im(f)). Entonces [e] =/- O en Hi(U) o [e] =/- O en Hi(V). Supongamos
q_ue [e] =/- O en Hi(V), luego [e] =/- O en Hi(§n \ f([O, 1/2])) o [e] =/- O en
Hi(§n \f([l/2, 1])), continuando así, obtenemos un colección numerable
de intervalos encajantes {Iv}vEN en [-1, 1] con l(Iv) = 2

1
., 

tal que para
todo n EN

Sea to E íl lv . Tenemos que §n \ {f(to)} es contráctil, luego, Hi(§n \
vEN 

{f(to)}) = O para todo i 2:: O. Así

e= éJ{3

donde f3 es una (i + 1)-cadena en §n \ {f(t0) }. Sea e= dis(f (t0), {3) > O
la distancia entre f(t0) y la unión de los (i+ 1)-simplexes que conforman
fJ. Por continuidad de f en t0 existe 8 > O tal que si t E [-1, 1] con
lt - tol < 8 entonces

lf(t) - J(to)I < c.
Existe v E N tal que 

2
1
., < 8, luego

y 8{3 = e, esto es,

lo que es una contradicción con la construcción de lv.
Así Hi(§n \ Im(f)) = O.

■ Supongamos que la proposición es válida para algún k E N. Sea n 2::
( k + l) y f : B'[0�1\ ➔ §n es un encaje topológico. Reemplacemos B'[0�1\ 

por [O, l]k+1
, así tenemos un encaje topológico f : [O, l](k+l) -+ §n

con (k + 1) � n. Sean A = [O, 1/2] x [O, l]k 
y B = [1/2, 1] x [O, l]k,

tenemos los abiertos U = §n \ A y V = §n \ B, notemos que tanto A
como B son homeomorfos a B'[

0
�¡

)
' Tenemos que Un V = §n \ Im(f)

y U U V = §n \ f ( {1/2} x [O, l]k). Utilizando la secuencia de Mayer
Vietoris para homología reducida, tenemos para todo i EN U {O}:

ifi+I (U U V) ➔ Íli(U n V) ➔ Íli(U) Efl Íli(V) -+ Íli(U U V)

por hipótesis inductiva Íli+1 (U U V) =O= Íli(U U V), así tenemos

O➔ ifi(§n \ Im(f)) ➔ Íli(U) EB Íli(V) ➔ O.
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Afirmación: Hi(§n \ Im(f)) es trivial.
Supongamos que Íli(§n \ Im_(f)) no es trivial. _Sea [e] -/= O en Íli(§n \ 
Im(f)). En!onces [e]-/= O en Hi(U)_o [e]-/= O en Hi(V). Supongamos que 
[e]-/= O en Hi (U), luego [e]-/= O en Hi(§n \f([O, 1/2] x [O, 1/2] x [O, l]k- 1))
o [e]-/= O en Hi(§n \ f([l/2, 1] x [1/2, 1] x [O, l]k-1))), continuando así,
obtenemos un colección numerable de bloques encajantes {Iv}vEN en 
[O, l]k+l tal que diam(Jv) ➔ O cuando n ➔ oo, y para todo v EN: 

[e]-/= O en Íli (§n \ f(Iv)) 

Sea Xo E n Iv. Tenemos que §n \ {f (xo)} es contráctil, luego, Íli(§n \ 
vEN 

{f(x0)}) = O para todo i 2: O. Así 

e= 8/3 

donde /3 es una (i+ !)-cadena en §n \ {f(x0)}. Sea e= dis(f (x0), /3) > O 
la distancia entre f(t0) y la unión de los (i+l)-simplexes que conforman 
/3. Por continuidad de f en x0 existe ó > O tal que si x E [O, l]k+ 1 con 
lx - xol < ó entonces 

lf(x) - f(xo)I < €.

Existe v EN tal que diam(Jv) < ó, luego 

y 8/3 = e, esto es, 

lo que es una contradicción con la construcción de Iv. Por lo tanto 
Íli (§n \ Im(f)) es trivial. 

Esto concluye la demostración. □ 

Tenemos los resultados principales de la sección. 
Teorema 9.1 (Teorema de no separación). Sea B C §n un conjunto horneo

morfo a B[o;I)' donde n EN, entonces §n \ B es arco-conexo.

Demostración. Por la proposición anterior con i = O: si k = n, tenemos que 
§n \ S tiene sólo una componente. □ 

Teorema 9.2 (Teorema de no separación). Sea Be §n un conjunto horneo

morfo a B(¿-:1�, donde n 2: 2, entonces §n \ B es arco-conexo.

Demostración. Nuevamente, por la proposición anterior con i = O: si k = 
n - 1 tenemos que §n \ S tiene sólo una componente. D 
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9.2. Teorema de separación 

Comenzamos con una proposición útil para el teorema de separación. 

Proposición 9.2. Dados O < k < n, sea Ak e §n un conjunto homeomorfo a
§k . Denotemos por Ak-I = D1 n D2 es subespacio homemorfo §k-I, donde D1

-k y D2 son homeomorfos a lB y D1 UD2 = Ak . Entonces para todo i E NU{O}: 

Demostración. Sean U = §n \ D1 y V = §n \ D2, usando la secuencia de 
Mayer-Vietoris para homología reducida, como U y V son contráctiles, tene
mos 

O EB Ü-+ Ífi+l (§n \ Ak-I) -+ Ífi (§n \ Ak) -+ O EB Ü 

debido a que Un V = §n \ Ak y U U V = §n \ Ak-I· El resultado ha sido 
demostrado. O 

Teorema 9.3 (Teorema de separación). Sea A e §n un subconjunto homeo
morfo a §n-I, donde n � 2, entonces §n \ A tiene dos componentes.

Demostración. Usando la notación anterior de la proposición anterior, colo
quemos An-I = A entonces 

como sn \ A0 tiene el mismo tipo de homotopía que §n-I se tiene 

luego §n \ An-I tiene dos componentes.

El resultado anterior vale también si n = l. 

9.3. Teorema de Jordan-Brouwer 

o 

Ahora veamos la generalización del teorema de la curva de Jordan.

Teorema 9.4 (Teorema de Jordan-Brouwer). Sea S C §n un subconjunto

homeomorfo a §n-I, donde n � 2. Entonces §n \ s = n1 u n2 donde n1 y n2

son dominios de §n tales que 8n1 = 8n2 = S.
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Demostración. Tenemos que §n \ S = n1 LJ n2 donde n1 y n2 son dominios de
§n _ Faltaría probar que an1 = S = an2 . Veamos que 8n1 = s. Sea X E 8n1

entonces X ES, debido a que n C n1 us. Esto muestra que 8n 1 Cs. Ahora,
sea x E S. Dado V e §n una vecindad abierta de x. Sea S = B1 U B2, 

donde B1 y B2 son homeomorfos a la bola cerrada B��l), su intersección
B1 n B2 es homeomorfa a §n-2 y B1 C V. Como B2 no separa §n, tenemos
que §n \ B2 es conexo por caminos. Sean a E n1 y b E n2 , existe un camino
a : [O, 1] ➔ §n \ B2 en §n \ B2 que une a con b. Como a E n1 y b (/. 01

existe t0 E [O, 1] tal que a(to) = xo E 801 . De 801 e B1 U B2, tenemos que
xo E B1. De B1 e V tenemos que xo E V. Como xo E 801 , existe x1 E 01 nV.
Así n1 n V -=!= 0. Esto es, x E 01 . Como x (/. n1 tenemos que x E 801 . Esto
muestra que Se 8n 1 . Análogamente se muestra que 8n2 = S. Esto concluye
la demostración. O

9.4. lnvariancia de dominio 

Veamos una aplicación del teorema de Jordan-Brouwer.
Teorema 9.5 (Invariancia de dominio). Sea f: U e ]Rn ➔ ]Rn una función

continua e inyectiva definida en un dominio de ]Rn , donde n 2:: 1, entonces

f(U) es un dominio en ]Rn 

Demostración. Si n = l entonces U es un intervalo abierto, así f(U) es un
intervalo abierto.
Sean 2:: 2. Dado x E U existe ó > O tal que B¡x;c5] = {y E lRn : IY - xi :::;
6} e U, veamos que f (B(x ;c5)) es abierto en lRn. Tenemos el homeomorfismo
f : 8B(x ;c5) ➔ S = f(B(x;c5)) e lRn. Como S es homeomorfo a la esfera sn- 1

,

con n 2:: 2, por el teorema de Jordan-Brouwer, tenemos lRn\S = n 1uo2 donde
01 y 02 son dominios en lRn, y cualquiera de los dominios tiene como borde
S. Como f(B(x ;c5)) es conexo tenemos que f(B(x ;c5)) C 01 o f(B(x ;6)) C 02.
Supongamos, por ejemplo, que f(B(x ;c5)) C 01 . Tenemos que lRn \ f (B(x ;c5))
es conexo y

lRn \ f (B(x ;c5)) = [01 \ f (B(x;c5))] LJ 02 .

entonces n 1 e f (B(x;c5)) = f (B(x;c5)) LJ S. Luego n1 C f (B(x ;.5))- Así
f(B(x ;c5)) = n1 es abierto.

Como para todo x E U, existe óx > O tal que B(o;c5,,) C U, entonces

f(U) = LJ f (B(x;c5,,)) es abierto y conexo.
xEU 

Esto termina la demostración. o 
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9.5. lnvariancia de la dimensión 

Ahora, veamos una aplicación del teorema de invariancia de dominio. 

Teorema 9.6 (Invariancia de la dimensión). Sea f: U e IR.m ➔Ve Rn un

homomorfismo entre abiertos U y V, entonces m = n. 

Demostración. Supongamos, por ejemplo, que m > n entonces tenemos la 
inclusión continua h : IR.n ➔ IR.m dada por 

h(y) = (y, O) V y E IR.n, 

entonces h o f : U e IR.n ➔ IR.n es una aplicación continua e inyectiva. Luego, 
por le teorema de la invariancia de dominio, h(J (U)) es abierto en IR.n, lo que 
es una contradicción. Análogamente, no se puede tener que m < n. Por lo 
tanto m = n. □
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Apéndice 1: Algunos resultados 

topológicos 

Veamos que las componentes del complemento de un cerrado en la esfera 
son conexas por caminos1

. 

Proposición 9.3. Sea K C §2 un subconjunto compacto y consideremos una
componente C de §2 \ K, entonces C es conexa por caminos. 

Demostración. Sea p E C y consideremos 

D = { q E §2 \ K : :3 un camino a en §2 \ K que va de p a q}

Vamos a mostrar que D = C.

l. El conjunto Des abierto, ya que si q E D, entonces q E §2 \ K. Luego
existe una vecindad abierta V C §2 \ K de q que es conexa por caminos;
entonces V e D.

2. El complemento de Den §2 \ K es abierto. En efecto, existe una vecin
dad abierta V e §2 \ K de q que es conexa por caminos. Esta vecindad
no interseca D, ya que si interseca D, tendríamos un camino en §2 \ K

que va de p a q, pero q (/ D, así C \Des abierto.

Tenemos C = D U (C \ D) y p E D, como Ces conexo, tenemos que D = C. 
Así C es conexo por caminos. O 

El siguiente resultado muestra que un camino cerrado que es homotópico 
por caminos cerrados a un camino constante, esto es, no necesariamente todos 
los caminos tienen el mismo punto inicial (-final), entonces la curva cerrada 
es homotópica con extremos fijos a un camino constante. 

Proposición 9.4. Sea a un lazo en xo E X. Si a es homotópica al camino 
constante e

x1 
por caminos cerrados entonces [a] = [e

x0]. 

1 La propiedad de que las componentes de un espacio topológico son arco-conexas la 
tiene cualquier espacio que sea localmente conexo por caminos. 
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Demostración. Sea H: [O, 1] x [O, 1]-+ X una homotopía de caminos cerrados entre a y ex1
, así 

H(O, t) = a(t) V t E [O, 1], 
H(l, t) = ex1 V t E [O, 1], para cada s E [O, l]: t E [O, 1] i---+ H(s, t) es un camino cerrado. Consideremos el mapeo G: [O, 1] x [O, 1]-+ X dado por 
{H(3s · t, O) t E [O, 1/3] 

G(t, s) = H(s, 3t - 1) t E [1/3, 2/3] 
H (3s · (1 - t), O) t E [2/3, 1] entonces Ges una homotopía con extremos fijos entre e:z:0 

*ª*ex0 
y 'Y*e:z:1 *'Y- 1

,donde -y(s) = H(s, O), s E [O, 1]. Como 'Y*e:z:1 *'Y- 1 
~ b*ex1 )*'Y- 1 

~ 'Y*'Y-1 
~

ex0
, tenemos por transitividad que a~ exo· Por lo tanto [a]= [e:z:0

]. O El siguiente lema es útil. 
Lema 9.1. Sean a : [O, 1] -+ X un camino, y cp : [O, 1] -+ [O, 1] una función 
continua tal que cp(0) = O y cp(l) = l. Sea /3 = a o cp: [O, 1] -+ X, entonces 
O'.~ /3. 

Demostración. Tenemos que /3(0) = a(0) y /3(1) = a(l). Consideremos el mapeo continuo H : [O, 1] x [O, 1] -+ X definido por 
H(t, s) = a [(1 - s)t + scp(t)] V (t, s) E [O, 1] x [O, 1], entonces H satisface 

así a~ /3.

H(s, O) = a(0) V s E [O, 1] 
H(s, 1) = a(l) V s E [O, 1] 
H(O, t) = a(t) V t E [O, 1] H(l, t) = /3(t) V t E [O, 1], 

o El siguiente resultado muestra que si un camino parte un abierto y va al exterior del abierto, entonces la curva tiene un punto en el borde del abierto. 
Proposición 9.5. Sean a : [O, 1] -+ X un camino y W un abierto en X. 
Si a(O) E W y a(l) E w

c 

= X\ W, entonces existe to E [O, 1] tal que 
a(to) E 8W. 

Demostración. Caso contrario tenemos que U= a- 1(W) y V= a-1(Wc) =a-l(X \ W) son abiertos en [O, 1], disjuntos, no-vacíos que cubren [O, 1]. Tendríamos una escisión no trivial de [O, 1], lo que es una contradicción. Por lotanto, a([O, 1]) n 8W es no vacío. O
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Apéndice 2: Relación entre 

1r1 (X, xo) y H1 (X) 

Sea X un espacio conexo por caminos y x0 E X. Definimos la aplicación
T: L(X, x0) ➔ C1(X) de la siguiente manera: 

Para cada a E L(X, x0) <lefinimos cr(a) = cr : � 1 ➔ X el 1-simplex 
definido por 

Notemos que &cr = a(eo) - cr(e1) = a(l) - a(O) = O, esto es, a(a) es un 
1-ciclo en X.
El siguiente resultado vale tanto para lazos como para caminos con una ho
motopía con extremos fijos:

Proposición 9.6. Si a~ /J, entonces [cr(a) - cr(/J)] = O en H1 (X). 

Demostración. Sea H: [O, 1) x [O, 1] ➔ X una hornotopía con extremos fijos 
entre a y /3, así 

H(s, O) = x0 y H(s, 1) = x1 V s E [O, 1) . 

Definimos ·r¡ : � 2 ➔ X como 

que es un 2-simplex en X con 

, si (to, t1) =/ (O, O) 

, si (t0, t 1) = (O, O) 

&r¡ = a(/3) - a(a) + Oxo 

Como a xo = of,, donde <; : � 2 ➔ X es el mapeo constante xo entonces

[cr(a)) = [cr(/3)) en H1(X). 
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Proposición 9.7. Sean a y /3 caminos en X con a(l) = /3(0), entonces 
o-(a * /3) = o-(a) + o-(/3) en homología. 

Demostración. Sea r¡ : � 2 ➔ X <lefini<lo como 

entonces 

así 

817 = o-(a * /3) - o-(a) - o-(/3)

[o-(a * /3)] = (o-(a) + o-(/3)] 

Definimos la función T: 71"1 (x, x0) ➔ H1 (X) como 

T([a]) = (o-(a)] Y (a] E 7r1(X, x0) •

□ 

Es una buena definición por la proposición 9.6 y es un homomorfismo de 
grupos por la proposición 9. 7. 

Notemos que T = O en S = (7r1 (X, xo), 71"1 (X, x0)], podemos pasar al
cociente para obtener el homomorfismo <le grupos. 

T: 7r1(X,xo)/S ➔ H1(X) 

Denotaremos por a a cualquier elemento de 71"1 (X, x0)/ S. 

El homomorfismo Tes sobreyectivo. 

Sea e=¿ ni· o-i E C1 (X) con 8c = O. Queremos encontrar un lazo a en x0 
i=l 

tal que 
T([a]) = [e]. 

Asumiremos que ni =/- O para todo i = 1, ... , m, de lo contrario el lazo 
constante en x0 bastará. Sean F1 = { i E { 1, ... , m} : O"i es ciclo} y F2 = 
{1, ... , m} \ F1 . Ambos conjuntos son finitos. Tenemos 

e = ¿ ni · O"i + ¿ ni · O"i
iEF1 iEF2 

Como O"i + cr¡ 1 = 8� para alguna 2-cadena en X. Asumiremos que ni > O 
para todo i. 
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Supongamos que F2 -=/=- 0. Tenemos 

ac = L ni 
. a(7 i = o 

iEF2 

Recordemos que cada <7i, con i E F2, no es ciclo. Luego, existe un <7j con 
j E F2 cuyo punto inicial coincide con el punto final de <7i, si el punto final 
de <7j coincide con el punto inicial de <7i podernos reemplazar este par por un 
ciclo, más precisamente 

[<7i + <7j] = [<7i * <7j] 
Caso el final de <7j no coincida con el inicio de ai, existe az, donde l E F2 , y 
continuando así reemplazarnos una suma finita de <7i 's por un sirnplex ciclo 
en homología. Al final po<lemos suponer que F2 = 0. Tenemos 

m 

e= L ni
. <7i

i=l 

donde cada <7i es un ciclo. Antes de continuar darnos la siguiente definición. 

Definición 9.1. Para cada 1-simplex <7 en X definimos el ca·mino a(<7) 
[O, 1 j --+ X como

a(<7)(t) = <7(1 - t, t) V t E [O, l]. 

Ahora continuamos. Sea Ti : [O, lj --+ X un camino de xo a xi

tenemos que 
Ti * a(<7i) * Ti-I 

es un lazo en x0 que es igual a <7i en homología, para cada i

Luego podemos suponer que 
m 

e= ¿ni· <7i 
i=l 

donde cada <7i es un lazo en xo. Tenemos 

donde oi = a(<7i) para todo i =O, ... , m. Así Tes sobreyectiva. 
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Inversa de T 

Para cada x E X fijemos un camino "fx : [O, 1] ➔ X de x0 ax, donde fijaremos
"fxo : [O, 1] ➔ X como el camino constante x0. 

Sea A: C1(X) ➔ 1r1 (x,x0)/S el homomorfismo de grupos, de manera que en
cada 1-simplex a en X se cumple

A(a) = 'Yu(O) * a(a) * 'Y;(�)
Sea e E C1(X) un 1-borde, esto es, e = 8E, para algún E, E C2(X). Sea

m 

E, = ¿ ni · E,i, donde E,i es un 2-simplex en X y ni E Z para todo i = 1, ... , m,
i=l entonces

m 

e= L ni · (E,iD - f.i1 + f.i2) ,
i=l

donde E,ij = E, o Oj : �1 ➔ X para j = O, 1, 2. Vamos a ver que A(c) = O.
Tenemos que

m 

A(c) = ¿ni· A (E,iO - f.il + f.i2).
i=l 

Notamos que
1 

A (E,iO - E,il + f.i2) = 'Y{io(0) * a(E,iD) * ,z:(1) * lfo(0) * a(E,i1) * ,z:(1)

* "/fo(0) * a(f.i2) * ,z:(1 ) 
-----------,,--

= 'Y{;o(0) * a(f,i0) * ,z:(1) * "/fo(l) * a(f.il)-l 
* ,z:(o)

* 1fo(0) * a(f.i2) * ,z:(1)

Como <;iO(l) = f.i1(l) y f.i1 (O) = f.i2(O) entonces

A (<;iO - <;il + <;i2) ="f{;o(0) * a(E,iD) * a(E,il)-l 
* a(E,i2) * ,z:(l)

además f.il (O) = E,i2(1), así tenemos

A (E,iD - E,il + <;i2) ="f{iO(o) * a(E,iD) * a(E,il)-1 
* a(E,i2) * '{i:(o)

Como [a(E,iD) * a(E,i1)-1 
* a(E,i2)] = O en 1r1(X,E,io(O)), entonces

A(E,iD - <;il + <;i2) = O en 1r1(X, xo).
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Luego 
A(c) = A(8�) = O en 1r1 (X, xo). 

Tenemos el homomorfismo de grupos A: H1 (X) ➔ S bien definido como 

Luego 

A([c]) = [A(c)] V [e] E H1 (X). 

AT([a]) = [a] V [a] E 1r1 (x, xo).

Así Tes inyectiva. Por lo tanto, T: 1r1 (X, x0)/S ➔ H1 (X) es un isomorfismo 
de grupos. 
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Conclusiones 

■ A cada espacio topológico podemos asociar un grupo, llamado grupo
fundamental, de manera que espacios homeomorfos tienen grupos iso
morfos.

■ El grupo fundamental de la circunferencia §1 es el grupo aditivo de los
números enteros.

■ Espacios que son equivalentes homotópicamente tienen grupos funda
mentales isomorfos. Así el grupo fundamental del plano real menos un

punto es isomorfo al grupo fundamental de la circunferencia.

■ Se dio una condición suficiente en un espacio topológico para que el
grupo fundamental contenga un sub-grupo cíclico infinito.

■ Se mostró que un arco compacto no separa al plano euclídeo o a la

esfera §2
. 

■ Toda curva de J ordan separa el plano en dos dominios, uno acotado y
el otro no. El borde de cualquiera de los dominios es la curva de Jordan

dada.

■ Se mostró que el índice de una curva de Jordan es 0,-1 o l.

■ Se mostró el teorema de separación de Jordan-Brouwer. La imagen de
un encaje topológico f : §m -+ JRm+l separa JRm+l .
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Recomendaciones 

■ El teorema de la curva de J ordan tiene una extensión de la siguiente
forma. Dada una curva de J ordan a : §1 ➔ JR2 existe un homeomorfis
mo h : JR2 ➔ JR2 del plano cuya restricción a §1 es a. Este resultado es
llamado teorema de Jordan-Schoenff:ies [5].

■ Si S e JRn+l es además una hipersuperficie regular puede mostrarse el
teorema de la curva de Jordan utilizando técnicas de topología diferen
cial. Una tal demostración puede ser encontrada en [l). Allí es utilizado
el concepto de índice de S con respecto a un punto en JRn+l \ S.

■ Otro resultado más general es el siguiente: Si S e §n+l es un subes
pacio cerrado que separa §n+l en k componentes, entonces cualquier
otro subespacio homotópicamente equivalente a S también separa §n+l

en k componentes. Tal resultado es una consecuencia del teorema de
dualidad de Alexander-Pontryagin que puede ser visto en [4].
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