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Resumen

En el presente trabajo, se demuestra que si H es el subespacio del espacio de Wiener

(Ω,F ,P) cuyos vectores h son absolutamente continuos y poseen derivada cuadrado inte-

grable, entonces la traslación de P por un h enH resulta en un medida Ph que es equivalente

a P y se da una fórmula para su derivada de Radon-Nikodym con respecto a P: la fórmula

de Cameron-Martin. Además, se prueba que si h está en el complemento de H , entonces Ph

y P son singulares.

En primer lugar, para la prueba de la equivalencia entre Ph y P cuando h está en H y la

demostración de la fórmula de Cameron-Martin se estudiará la acción de cambiar la medida

de probabilidad original por una equivalente sobre un movimiento Browniano de tal manera

que el nuevo proceso estocástico también sea un movimiento Browniano respecto a la nueva

medida de probabilidad.

En segundo lugar, para la demostración de la singularidad entre Ph y P cuando h está en

el complemento de H se demostrará que los funcionales lineales continuos de Ω tienen una

distribución Gaussiana centrada con respecto a la medida de probabilidad P y se dará una

fórmula para calcular su varianza. Además, se dará una caracterización de los vectores de H

que involucra a los funcionales lineales continuos de Ω.

Finalmente, tanto en la prueba de la equivalencia como en la singularidad se utilizará la

fórmula de Itô, propiedades del cálculo estocástico y de la teorı́a de la probabilidad.
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Capı́tulo 1

Introducción

En todo este trabajo (Ω,F ,P) denotará un espacio de probabilidad.

1.1. Motivación

A lo largo de esta secciónX : Ω→ R será una variable aleatoria con distribución normal

estándar. A continuación veremos la acción de cambiar la medida de probabilidad original

por una equivalente sobre variables aleatorias reales Gaussianas. La demostración de los

siguientes resultados se pueden encontrar en la sección 10.1 de [Klebaner, 2012].

Teorema 1.1 (Eliminación de la media). Sea a ∈ R y sea Y := X − a. Luego, existe una

medida de probabilidad P̃ equivalente a P tal que Y es N (0, 1)-distribuida bajo P̃ y

d P̃

dP
= exp

(
aX − 1

2
a2

)
. (1.1)

♦

Corolario 1.2. Sea a ∈ R. Luego, existe una medida de probabilidad P̃ equivalente a P tal

que X es N (a, 1)-distribuida bajo P̃ y la ecuación (1.1) se cumple. ♦

Observación 1.3. Bajo las mismas condiciones del corolario anterior, X + a tiene una dis-

tribuciónN (a, 1) bajo P. Esta es una operación sobre los resultados de la variable aleatoria;

sin embargo, si cambiamos la medida de probabilidad P por P̃, dejamos los resultados como

están pero asignamos diferentes probabilidades a los eventos, y bajo esta nueva medida la

misma variable aleatoria también es N (a, 1)-distribuida. ♦

El cambio de la medida de probabilidad puede ser útil en la simulación y estimación de

probabilidades de eventos raros como se muestra en la siguiente aplicación del corolario de

arriba.
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Ejemplo 1.4 (Simulación de eventos raros.). A continuación, estimemos N (6, 1)(−∞, 0) a

través de simulaciones. Sea P̃ defina por

d P̃

dP
= exp(6X − 18).

Gracias al corolario anterior, X está N (6, 1)-distribuida bajo P̃. Ası́

N (6, 1)(−∞, 0) = P̃(X < 0) = EP̃[f(X)],

donde f : R→ R, x 7→ 1(−∞,0)(x). Luego, en virtud de la integración de Montecarlo1,

1

n

(
f(X1) + · · ·+ f(Xn)

)
a.s.−−→ EP̃[f(X)],

donde X1, X2, . . . son i.i.d. con distribución N (6, 1) bajo P̃. Por lo tanto, una estimación

de N (6, 1)(−∞, 0) llamando a E Pt(1e6,1e3) del listado 1, i.e., en un millón de eje-

cuciones: n = 106, es cero. Como pnorm(0,6,1) es 9.865876e-10, en un millón de

ejecuciones no deberı́amos esperar valores por debajo de cero. Ahora, gracias nuevamente al

corolario anterior,

EP̃[f(X)] = EP[exp(6X − 18)f(X)] = EP[g(X)],

donde g : R → R, x 7→ exp(6x − 18)f(x). Luego, nuevamente en virtud de la integración

de Montecarlo, tenemos

1

n

(
g(X1) + · · ·+ g(Xn)

)
a.s.−−→ EP[g(X)],

donde X1, X2, . . . son i.i.d. con distribución N (0, 1) bajo P. Por lo tanto, una estimación

de N (6, 1)(−∞, 0) llamando a E P(1e6,1e3) del listado 1, es 9.903368e-10. Final-

mente, en esta segunda simulación, aproximadamente la mitad de las observaciones serán

negativas, resultando en una estimación más precisa, incluso para un pequeño número n de

ejecuciones. ♦

Ahora, supongamos que (Ω,F ,P) = (Rn,B(Rn),N (0, I)) y para cada h en Ω: Ph de-

notará la ley de Ω 3 ω 7→ ω + h ∈ Ω bajo P. Luego, la medida de cualquier boreliano B de

B(Rn) está dada por

P(B) =
1√

(2π)n

∫
B

exp

(
−1

2
(ω, ω)

)
dω.

1Para mayor detalle sobre esta técnica se puede ver el ejemplo 5.21 de [Klenke, 2014]
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Ası́, para cada h en Rn tenemos:

Ph(B) = P(B − h)

=
1√

(2π)n

∫
B

exp

(
−1

2
(ω − h, ω − h)

)
dω

=
1√

(2π)n

∫
B

exp

(
(h, ω)− 1

2
|h|2
)

exp

(
−1

2
(ω, ω)

)
dω.

Por lo tanto, para todo h en Rn:

dPh

dP
(ω) = exp

(
(h, ω)− 1

2
|h|2
)
. (1.2)

Ası́, para todo h en Rn se tiene que Ph es absolutamente continua con respecto a P y la

derivada de Radon-Nikodym de Ph con respecto a P está dada por la ecuación (1.2).

1.2. Objetivos

En primer lugar, enunciamos el tipo de proceso estocástico sobre el cual integraremos

estocásticamente.

Definición 1.5. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad completo y T > 0. Luego, deci-

mos que un proceso estocástico Rd-valuado(
Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Bt)t∈[0,1],P

)
.

es un movimiento Browniano d-dimensional si

B0 = 0 casi seguramente;

para cada 0 ≤ s < t ≤ T : (Bt − Bs) es independiente de Fs y tiene distribución

N (0, (t− s)I), donde I es la matriz identidad de orden d;

y para cada ω ∈ Ω: t 7→ Bt(ω) es continua.

Además, diremos que dicho proceso es completo si

la filtración (Ft) sea continua a la derecha;

y para cada t ∈ [0, T ]: Ft contiene a N , donde N es el la colección de eventos de

medida nula de (Ω,F ,P).
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Finalmente, diremos que un proceso estocástico es un movimiento Browniano estándar
d-dimensional si es un movimiento Browniano d-dimensional y es completo. ♦

Los nombres de procesos estocásticos definidos arriba son nociones genéricas; a conti-

nuación, estamos interesados en un proceso particular y hasta el término del presente capı́tulo

haremos las siguientes consideraciones:

Ω denotará el espacio de aplicaciones continuas Rd-valuadas sobre [0, 1] que se anulan

en 0 dotada de la topologı́a uniforme;

G será el σ-álgebra topológico sobre Ω;

para cada t en [0, 1]: Bt denotará la aplicación Ω 3 ω 7→ ω(t) ∈ Rd;

para cada t en [0, 1]: denotamos Gt := σ(Bs, s ∈ [0, t])2;

sea Q la medida de probabilidad sobre G tal que(
Ω,G, (Gt)t∈[0,1], (Bt)t∈[0,1],Q

)
sea un movimiento Browniano d-dimensional3;

(Ω,F ,P) denotará la completitud de (Ω,G,Q);

para cada t en [0, 1]: denotamosFt := σ(Gs,N ), dondeN es el la colección de eventos

de medida nula de (Ω,F ,P).

Luego, continuando con la misma notación, definimos:

B :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Bt)t∈[0,1],P
)
.

Ası́, en virtud del corolario 4.1 de [Baldi, 2017], tenemos:

Observación 1.6. B es un movimiento Browniano estándar d-dimensional.

Definición 1.7. El espacio de probabilidad (Ω,F ,P) es conocido como el espacio de Wie-
ner y la medida de probabilidad P como medida de Wiener. Además, el subespacio

H := {h ∈ Ω ; h es absolutamente continuo con derivada cuadrado integrable}

es llamado de subespacio de Cameron-Martin, el proceso estocástico B será llamado de

proceso canónico sobre el espacio de Wiener4 y para cada h en Ω: Ph denotará la ley de

Ω 3 ω 7→ ω + h ∈ Ω bajo P. ♦
2Vale la pena resaltar que G = G1.
3La teorı́a nos garantiza que dicha medida de probabilidad es única, para mayor detalles se puede ver la

sección 3.2 de [Baldi, 2017].
4El adjetivo canónico está en el mismo sentido de la definición 14.6 de [Klenke, 2014].
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Luego, se plantean las siguientes preguntas:

(i) ¿Para cuáles h de Ω se tiene que Ph es absolutamente continua con respecto a P?

(ii) ¿Existe alguna fórmula para la derivada de Radon-Nikodym de Ph con respecto a P

para dichos h de la pregunta anterior?

Ası́, para el caso finito dimensional (de hecho Rn puede ser visto como el espacio de

caminos {1, . . . , n} → R) se tiene una respuesta afirmativa para los análogos (en dimensión

finita) de ambas preguntas planteadas arriba. Es decir, lo que se está planteando arriba es si en

el caso infinito dimensional, la respuesta a dichas preguntas son también afirmativas. De este

modo, los objetivos del presente trabajo son caracterizar aquellos h de Ω que cumplen que

Ph y P son equivalentes y dar una fórmula análoga a la ecuación (1.2), a saber: la fórmula

de Cameron-Martin. De hecho, se demostrará las siguientes afirmaciones:

(i) Si h está en H , entonces Ph y P son equivalentes y la derivada de Radon-Nikodym de

Ph con respecto a P está dada por

dPh

dP
= exp

(∫ 1

0

h′(s)dBs −
1

2

∫ 1

0

|h′(s)|2ds
)
,

donde la integral con respecto a dBs es la integral estocástica.

(ii) Si h no está en H , entonces Ph y P son singulares.

1.3. Estructura de la memoria

En primer lugar, en el capı́tulo 2, se establece los elementos del cálculo estocástico ne-

cesarios para dar respuesta a las preguntas planteadas arriba: se presentan las propiedades de

la integral estocásticas a ser empleadas, se extiende esta integral al caso multidimensional y

se fija la versión de la fórmula de Itô con la que se trabajará.

En segundo lugar, en el capı́tulo 3, se ven dos aplicaciones –importantes para nuestro

resultado final: teorema 4.1– de la fórmula de itô, a saber: el teorema de Girsanov y que las

funcionales del dual topológico de Ω tienen una distribución gaussiana centrada con respecto

a la medida de probabilidad P. Además, se dará una caracterización de los vectores del

subespacio de Cameron-Martin.

Por último, en el capı́tulo 4, se realiza la demostración de nuestro resultado final en dos

partes: primero se probará la equivalencia de las medidas en el caso en que h está en H

y luego se verificará la singularidad de las mismas en el caso contrario. Ası́ mismo, en el

capı́tulo 5, se explica la relación de nuestro resultado final con otros teoremas sobre medidas

Gaussianas.
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Capı́tulo 2

El cálculo estocástico

El presente capitulo es preliminar: tiene por objetivo fijar notacion e introducir conceptos

y propiedades necesarias para el desarrollo del siguiente trabajo. Para una detallada introduc-

ción a la integral estocástica se puede consultar [Baldi, 2017], [Le Gall, 2016] o [Kuo, 2006].

Sea T > 0. Mientras no se diga lo contrario,

B :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], (Bt)t∈[0,T ],P
)

denotarán un movimiento Browniano estándar 1-dimensional y

X :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], (Xt)t∈[0,T ],P
)

un proceso estocástico R-valuado.

Primero, para cada a y b en [0, T ], con a < b, se da sentido a la siguiente expresión:∫ b

a

XsdBs, (2.1)

dondeX cumplirá ciertas propiedades que especificaremos en la sección 2.1. Luego, se enun-

cian las propiedades de la integral estocástica que se emplearán en este trabajo. Seguidamen-

te, en la sección 2.2 se extiende esta noción de integral al caso multidimensional y, ası́ mismo,

se dan algunas propiedades a ser utilizadas. Por último, de todas las propiedades, la de mayor

potencial y uso en esta memoria es la fórmula de Itô (teorema 2.24) a ser enunciada en la

sección 2.3.

2.1. La integral estocástica

Primero definamos los espacios de procesos que serán los integrandos de la integral (es-

tocástica) a definir.
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Definición 2.1. Sean a, b y p en R tales que 0 ≤ a < b ≤ T y p ≥ 1. Denotamos por

Mp
loc[a, b] el espacio de clases equivalentes de procesos estocásticos R–valuados progresiva-

mente medibles

X :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[a,b], (Xt)t∈[a,b],P
)

tales que ∫ b

a

|Xs|pds <∞ casi seguramente

y por Mp[a, b] denotamos el subespacio de Mp
loc[a, b] conformado por los procesos que satis-

facen

E
[∫ b

a

|Xs|pds
]
<∞.

♦

Para comenzar, definiremos la integral estocástica para ciertos procesos estocásticos que

pasamos a precisar.

Definición 2.2. Si X en M2
loc[a, b] está dado por

Xt(ω) =
n−1∑
j=0

Xj(ω)1[tj ,tj−1)(t), (2.2)

donde a = t0 < t1 < · · · < tn = b, entonces decimos que X es proceso elemental. ♦

Los procesos elementales serán los ‘bloques de construcción’ para la definición de esta

integral sobre todos los procesos deM2
loc[a, b]. Para ello, la inspiración viene de la integral de

Riemann–Stieltjes (RS), para mayor detalle sobre la integral de RS y sus propiedades puede

consultar [Gordon, 1994].

Definición 2.3. Sea X en M2
loc[a, b] dado por (2.2). La integral estocástica de X (con res-

pecto a B), denotada
∫ b
a
XsdBs, es la variable aleatoria

n−1∑
j=0

Xj

(
Btj+1

−Btj

)
.

♦

La siguiente será la propiedad seminal de la integral estocástica que se extenderá hasta

todo M2[a, b]. La prueba de la misma se puede ver en la página 185 de [Baldi, 2017].
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Propiedad 2.4. Si X es un proceso elemental en M2[a, b], entonces

E
[∫ b

a

XsdBs

∣∣∣Fa] = 0

E

[(∫ b

a

XsdBs

)2 ∣∣∣Fa] = E
[∫ b

a

Xs
2ds
∣∣∣Fa] .

Particularmente,
∫ b
a
XsdBs es una variable aleatoria cuadrado integrable, centrada y además

E

[(∫ b

a

XsdBs

)2
]

= E
[∫ b

a

Xs
2ds

]
. (2.3)

♦

Luego, para extender la integral estocástica para todo proceso en M2[a, b] utilizaremos

un proceso por el cual aproximaremos procesos enM2[a, b] a través de procesos elementales.

La demostración de esta propiedad puede leerse en las páginas 186-187 de [Baldi, 2017].

Propiedad 2.5. Sea X en M2[a, b]. Entonces, existe una sucesión de procesos elementales

(Xn) en M2[a, b] tal que

ĺım
n→∞

E
[∫ b

a

|Xs −Xn(s)|pds
]

= 0.

♦

Ahora podemos extender la integral estocástica a todo M2[a, b]. En efecto, la ecuación

(2.3) garantiza que la integral estocástica es una isometrı́a, y además la propiedad 2.5 dice

que estos procesos elementales son densos en M2[a, b], por lo que establecemos:

Definición 2.6. Sea M2[a, b] 3 X 7→
∫ b
a
XsdBs ∈ L2(Ω) la extensión de la isometrı́a entre

los procesos elementales de M2[a, b] y L2(Ω). Ası́, para cada X en M2[a, b] queda definida

la integral estocástica de X (con respecto a B). ♦

Como se mencionó arriba, las tres ecuaciones de la propiedad 2.4 son válidas para todo

X en M2[a, b], la prueba de esto puede verse en la página 188 de [Baldi, 2017]. Luego, en

virtud de la propiedad de la isometrı́a de la integral estocástica, se tiene:

Propiedad 2.7. Si X,X1, X2, . . . están en M2[a, b] y se cumple que

ĺım
n→∞

E
[∫ b

a

|Xn
s −Xs|2ds

]
= 0,

entonces

ĺım
n→∞

∫ b

a

Xn
sdBs =

∫ b

a

XsdBs en L2(Ω).

♦
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El siguiente resultado nos dice que nuestra noción de integral estocástica extiende la

integral de RS y este hecho será utilizado en la demostración del teorema 3.11.

Propiedad 2.8. Si f : [0, T ]→ R es de variación acotada, entonces(∫ T

0

f(s)dBs

)
(ω) = (RS)

∫ T

0

f(s)dBs(ω)

para casi todo ω en Ω.

Demostración. Para cada n = 1, 2, . . . definimos

∆n := {tn0, tn
1, . . . , tn

2n} :=

{
0

2n
,
T

2n
, . . . ,

2nT

2n

}
fn :=

2n∑
j=1

f(tn
j−1)1[tnj−1,tnj) .

Por un lado, como |∆n| → 0, para todo ω en Ω:

ĺım
n→∞

(∫ T

0

fn(s)dBs

)
(ω) = (RS)

∫ T

0

f(s)dBs(ω). (2.4)

Por otro lado, como f está acotada, todos los fn’s están acotados por una misma cota.

Además, por la convergencia puntual fn → f , en virtud del teorema de la convergnecia

dominada,

ĺım
n→∞

fn = f en L2[0, T ];

ası́, en virtud de la propiedad 2.7,

ĺım
n→∞

∫ T

0

fn(s)dBs =

∫ T

0

f(s)dBs en L2(Ω).

Luego, tomando una subsucesión de (fn) y denotándola (fn), tenemos

ĺım
n→∞

(∫ T

0

fn(s)dBs

)
(ω) =

(∫ T

0

f(s)dBs

)
(ω) (2.5)

para casi todo ω en Ω. Finalmente, de (2.4) y (2.5), se sigue la conclusión.

Si X está en M2[0, T ], entonces para cada t ∈ [0, T ] la restricción de X a [0, t] tam-

bién está en M2[0, t]. Además, se verifica que
∫ t

0
XsdBs es Ft-medible, ver página 192 de

[Baldi, 2017]. Finalmente, vale la pena resaltar que para la prueba de esta última aseveración

se justifica el hecho de que B sea un movimiento Browniano estándar, a saber se emplea el

hecho de que cada Ft contenga los eventos de medida nula de (Ω,F ,P).
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Definición 2.9. Sea X en M2[0, T ]. Para cada t en [0, T ] defimos

It :=

∫ t

0

XsdBs.

Luego, diremos que el proceso

I :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], (It)t∈[0,T ],P
)

es la integral estocástica del proceso X . ♦

La prueba de la siguiente propiedad, clave para el desarrollo de nuestro trabajo, puede

verse en la página 193 de [Baldi, 2017].

Propiedad 2.10. Si X está en M2[0, T ], entonces la integral estocástica de X es una martin-

gala cuadrado integrable. ♦

A continuación, la prueba del siguiente resultado, a ser utilizado en la demostración del

teorema 3.11, puede verse en las páginas 196-197 de [Baldi, 2017].

Propiedad 2.11. Si f está en L2[0, T ], entonces la integral estocástica de f es un proceso

estocástico Gaussiano. Además,∫ T

0

f(s)dBs ∼ N
(

0,

∫ T

0

f 2(s)ds

)
.

♦

En ocasiones, como en la propiedad de Markov fuerte del movimiento Browniano, consi-

deramos el valor de una variable aleatoria Y en un ‘tiempo aleatorio’ σ, a saber el valor de la

variable aleatoria Yσ(ω)(ω). De forma general, un tiempo aleatorio es una variable aleatoria

σ : Ω → [0,∞]. Para extender nuestra definición de integral estocástica a todo M2
loc[0, T ],

trabajaremos con unos tiempos aleatorios especiales definidos a continuación.

Definición 2.12. Una variable aleatoria τ : Ω → [0, T ] ∪ {∞} es llamada de tiempo de
espera si para cada t en [0, T ]: {τ ≤ t} ∈ Ft. ♦

Además, la siguiente propiedad, cuya prueba se puede revisar en las páginas 197-198 de

[Baldi, 2017], será utilizada para este último paso de extensión.

Propiedad 2.13. Sea τ un tiempo de espera con τ ≤ T . Luego, si X está en M2[0, T ]

entonces (Xt 1{t<τ})t también está en M2[0, T ] y además∫ τ

0

XsdBs =

∫ T

0

Xs 1{s<τ} dBs casi seguramente.

♦
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Sea X en M2
loc[0, T ] y para cada entero n > 0 definimos

τn := ı́nf{t ≤ T ;

∫ t

0

Xs
2ds > n}

con la convención de τn = T si
∫ t

0
Xs

2ds ≤ n. Luego τn es un tiempo de espera y el proceso

Xt 1{t<τn} está en M2[0, T ]. En efecto, gracias a la propiedad 2.13,∫ T

0

Xs
2 1{s<τn} ds =

∫ τn∧T

0

Xs
2ds ≤ n.

Ası́, para cada n > 0, la integral
∫ t

0
Xs 1{s<τn} dBs está bien definida. Finalmente, estamos

listos para nuestro último paso.

Definición 2.14. Sea X en M2
loc[0, T ]. Para cada t en [0, T ] definimos

It := ĺım
n→∞

∫ t

0

Xs 1{s<τn} dBs.

Luego, diremos que el proceso

I :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], (It)t∈[0,T ],P
)

es la integral estocástica del proceso X . ♦

Es importante verificar que esta última definición extiende la definición anterior. En efec-

to, sea X en M2[0, T ]. Luego, para cada entero n > 0 y t en [0, T ] definimos Xn(t) :=

Xt 1{t<τn}. Ası́, como Xs = Xn(s) si s < τn y Xn(s) = 0 si s ≥ τn, tenemos que

E
[∫ T

0

|Xs −Xn(s)|2ds
]

= E
[∫ T

τn

|Xs|2ds
]
, (2.6)

y como el lado derecho de (2.6) tiende a cero cuando n tiende a∞, en virtud del teorema de

la convergencia dominada y la propiedad 2.7, la aseveración se sigue.

La propiedad 2.10 no es verdadera en general si X está en M2
loc[0, T ]; no obstante, pode-

mos aproximar It a través de martingalas. Este hecho motiva la siguiente noción.

Definición 2.15. Un proceso estocástico

M :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], (Mt)t∈[0,T ],P
)

es llamado de martingala local si existe una sucesión creciente (τn) de tiempos de espera

tales que

(i) ĺımn→∞ τn =∞ casi seguramente y
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(ii) (Mt∧τn) es una (Ft)-martingala para cada n.

♦

En primer lugar, toda martingala es una martingala local (basta fijar τn = ∞). Luego,

enunciamos la siguiente propiedad clave para el desarrollo del presente trabajo.

Propiedad 2.16. La integral estocástica de un proceso X en M2
loc[0, T ] es una martingala

local.

Demostración. Sea X en M2
loc[0, T ] y para cada entero n > 0 definimos

τn := ı́nf{t ≤ T ;

∫ t

0

Xs
2ds > n},

con la convención de τn = T si
∫ t

0
Xs

2ds ≤ n. Luego τn es un tiempo de espera y el proceso

Xt 1{t<τn} está en M2[0, T ]. Finalmente, como

It∧τn =

∫ t∧τn

0

XsdBs =

∫ t

0

Xs 1{s<τn} dBs,

la conclusión se sigue.

En general, una martingala local no es necesariamente integrable. No obstante, ella es

integrable si es positiva. La prueba de esta última afirmación, a ser empleada en la demostra-

ción del teorema de Cameron-Martin en el capı́tulo 4, puede ser leı́da en las páginas 206-207

de [Baldi, 2017].

Propiedad 2.17. Una martingala local positiva es una supermartingala. ♦

Hasta el momento, según nuestra definición de la integral estocástica, para calcular la

integral de un proceso estocástico lo determinamos como una cadena de lı́mites de sucecio-

nes de integrales más elementales. Ası́, este procedimiento parece muy largo y tedioso, pero

pronto veremos un camino más corto de calcular esta integral. De hecho, emularemos un

camino análogo que recorrimos en el pregrado con la integral de Riemann: (primero defi-

nimos la integral como una aproximación de funciones escalonadas y luego) encontramos

formas más simples y eficientes de realizar el cálculo de estas integrales con el uso de primi-

tivas ya calculadas. Precisamente, será la fórmula de Itô el camino que seguiremos para este

fin. Sin embargo, antes de presentarla extenderemos nuestra noción de integral al contexto

multidimensional.
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2.2. La integral estocástica multidimensional

De ahora en adelante

B :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], (Bt)t∈[0,T ],P
)

denotará un movimiento Browniano estándar d-dimensional.

Definición 2.18. Sean a, b y p en R tales que 0 ≤ a < b ≤ T y p ≥ 1. Decimos que un

proceso estocástico Rm×d–valuado

X :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[a,b], (Xt)t∈[a,b],P
)
,

está en Mp
loc[a, b] si para cada j = 1, . . . ,m y cada k = 1, . . . , d:

Xj,k es progresivamente medible y∫ b
a
|Xj,k

s|
p
ds <∞ a.s.

Además, diremos que X está en Mp[a, b] si para cada j, k

Xj,k está en Mp[a, b] y

E
[∫ b

a
|Xj,k

s|
p
ds
]
<∞.

Observación 2.19. M2[a, b] es un espacio de Hilbert con producto interno

(X, Y )M2[a,b] = E

[
m∑
j=1

∫ b

a

(
Xj, Y j

)
Rdds

]
,

donde Xj es la j-ésima fila de X .

Definición 2.20. Para cada proceso

X :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[a,b], (Xt)t∈[a,b],P
)

Rm×d–valuado en Mp
loc[a, b] definimos∫ b

a

XsdBs :=

(
d∑

k=1

∫ b

a

X1k
sdB

k
s, . . . ,

d∑
k=1

∫ b

a

Xmk
sdB

k
s

)
,

donde Bk es la k-ésima coordenada de B. ♦

Observación 2.21.
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(i) Conviene ver cada vector Xs de Rm×d como la matriz de m filas y d columnas cuyos

elementos son Xj,k
s. Ası́ mismo, conviene ver a un vector de Rm como una matriz

columna.

(ii) La integral estocástica definida arriba es una variable aleatoria Rm–valuada.

(iii) En virtud de las propiedades de la integral estocástica en dimensión uno, si X está en

M2
loc[0, T ], entonces cada componente de

∫ T
0
XsdBs es una martingala local. ♦

Propiedad 2.22. Si

X :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], (Xt)t∈[0,T ],P
)

es un proceso Rm×d–valuado en M2[0, T ], entonces

(X,X)M2[0,T ] = E

[∣∣∣∣∫ T

0

XsdBs

∣∣∣∣2
]
.

♦

Observación 2.23. La última propiedad muestra que también en el caso multidimensional

la integral estocástica es una isometrı́a M2[0, T ]→ L2(Ω). ♦

2.3. La fórmula de Itô

La siguiente versión de la fórmula de Itô, cuya demostración es análoga a la descrita

en las páginas 220-221 de [Baldi, 2017], será utilizada en varias ocasiones a lo largo de los

capı́tulos 3 y 4.

Teorema 2.24 (fórmula de Itô). Sea

Y =
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], (Yt)t∈[0,T ],P
)

un proceso estocástico tal que para cada t en [0, T ]

Yt = Y0 +

∫ t

0

Fsds +

∫ t

0

GsdBs,

donde F es un proceso Rm–valuado en M1
loc[0, T ] y G es un proceso Rm×d–valuado en

M2
loc[0, T ]. Sea f : Rm → R de clase C2. Entonces, para cada t en [0, T ]

f(Yt) = f(Y0) +

∫ t

0

[
m∑
j=1

fyj(Ys)F
j
s +

1

2

m∑
j,k=1

fyjyk(Ys) ·
(
Gj

s, G
k
s

)
Rd

]
ds

+

∫ t

0

[
m∑
j=1

fyj(Ys)G
j
s

]
dBs,

donde F j y Gj son la j-ésima componente de F y la j-ésima fila de G, respectivamente. ♦
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Ejemplo 2.25. El proceso Yt = tBt −
∫ t

0
Bsds es una martingala. Además, E

[
Yt

2
]

= t3

3
. ♦

Observación 2.26. El ejemplo anterior nos muestra cómo la fórmula de Itô nos permite

verificar si un proceso es una martingala: si el término ds desaparece, entonces el proceso

es una integral estocástica y, ası́, necesariamente una martingala local. Si además esta es la

integral estocástica de un proceso en M2[0, T ], entonces se trata de una martingala. ♦

Finalmente, cerramos este capı́tulo con el siguiente resultado, cuya prueba puede encon-

tarse en las páginas 239-240 de [Baldi, 2017], a ser utilizado en la demostración del lema

3.3.

Propiedad 2.27. Sea

X :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], (Xt)t∈[0,T ],P
)

un proceso estocástico Rm×d–valuado en M2[0, T ] y sea θ un vector unitario en Rm. Luego,

si existe una constante b tal que ∫ T

0

(XsX
∗
sθ, θ)Rmds ≤ b,

entonces

P

(
sup
t∈[0,T ]

|(θ,Xt)Rm| ≥ x

)
≤ 2 exp

(
−x

2

2b

)
.

♦
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Capı́tulo 3

Aplicaciones de la fórmula de Itô

A lo largo de este capı́tulo:

B :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Bt)t∈[0,1],P
)

denotará un movimiento Browniano estándar d-dimensional y

X :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Xt)t∈[0,1],P
)

denotará un proceso Cd-valuado en M2
loc[0, 1]. Luego, para cada t ∈ [0, 1] definimos

Zt := exp

(∫ t

0

XsdBs −
1

2

∫ t

0

Xs
2ds

)
,

donde z2 := z1
2 + · · ·+ zd

2 si z := (z1, . . . , zd) está en Cd. Además, definimos el proceso

Z :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Zt)t∈[0,1],P
)
.

3.1. El teorema de Girsanov

El siguiente teorema fue probado por Igor Girsanov en [Girsanov, 1960]. Daremos la

prueba para una versión más débil de dicho teorema ya que esta versión será suficiente para

demostrar el teorema de Cameron Martin en el próximo capı́tulo.

Teorema 3.1 (Girsanov). Asumiendo queX sea un proceso d-dimensional tal que
∫ 1

0
|Xs|2ds ≤

a para algún a ∈ R y que Z sea una martingala, definimos P̃ como la probabilidad sobre

(Ω,F) donde Z1 es su función de densidad con respecto a P. Entonces, el proceso(
Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (B̃t)t∈[0,1], P̃

)
,
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donde

B̃t := Bt −
∫ t

0

Xsds,

es un movimiento Browniano. ♦

Demostración. En efecto, solo necesitamos probar que para cada θ ∈ Rd,

Y θ
t := exp

(
i
(
θ, B̃t

)
+

1

2
|θ|2t

)
es una martingala con respecto a P̃. Esto se sigue del lema 3.2 al demostrar que ZtY θ

t es una

martingala con respecto a P. Sea θ ∈ Rd; luego

ZtY
θ
t = exp

(∫ t

0

XsdBs −
1

2

∫ t

0

Xs
2ds+ i

(
θ, B̃t

)
+

1

2
|θ|2t

)
= exp

(∫ t

0

(Xs + iθ)dBs −
1

2

∫ t

0

Xs
2ds− i

∫ t

0

(θ,Xs) ds+
1

2
|θ|2t

)
= exp

(∫ t

0

(Xs + iθ)dBs −
1

2

∫ t

0

(Xs + iθ)2ds

)
.

Finalmente, de la hipótesis sobre X y el lema 3.3, ZtY θ
t es una martingala con respecto a

P.

Lema 3.2. Con las mismas hipótesis del teorema de anterior, sea

Y :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Yt)t∈[0,1], P̃
)
.

Si

ZY :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (ZtYt)t∈[0,1],P
)

es una martingala, entonces Y es una martingala.

Demostración. Primero, para cada 0 ≤ s ≤ t ≤ 1:

EP̃[Yt|Fs] =
E[Z1Yt|Fs]
E[Z1|Fs]

.

Luego,

E[Z1Yt|Fs] = E [E[Z1Yt|Ft]|Fs] = E [Yt E[Z1|Ft]|Fs] = E[ZtYt|Fs] = ZsYs.

Por lo tanto,

EP̃[Yt|Fs] =
ZsYs
Zs

= Ys.
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Lema 3.3. Si
∫ 1

0
|Xs|2ds ≤ b para algún b ∈ R, entonces Z es una martingala compleja

acotada en Lp para cada p > 1, donde |z|2 := |z1|2 + · · · + |zd|2 si z := (z1, . . . , zd) está en

Cd.

Demostración. Sea W := sups∈[0,1] |Zs|. Afirmamos que E [W p] <∞. En efecto, como

E [W p] =

∫ ∞
0

prp−1 P{W ≥ r}dr, (3.1)

probaremos que r 7→ P{W ≥ r} tiende a cero lo suficientemente rápido. En efecto, sea

r > 0. Luego, como

|Zt| = exp

(∫ t

0

ReXs dBs −
1

2

∫ t

0

|ReXs|2ds+
1

2

∫ t

0

| ImXs|2ds
)

≤ exp

(∫ t

0

ReXs dBs +
1

2

∫ t

0

| ImXs|2ds
)
,

gracias a la propiedad 2.27,

P{W ≥ r} ≤P

[
sup
t∈[0,1]

∫ t

0

ReXs dBs ≥ log(r)− 1

2

∫ 1

0

| ImXs|2ds

]

≤P

[
sup
t∈[0,1]

∫ t

0

ReXs dBs ≥ log(r)− b

2

]

≤2 exp

[
−
(
log(r)− b

2

)2

2b

]
.

Ası́, el lado derecho tiende al infinito en el orden

exp
(
−clog2(r)

)
=

1

rc log(r)

por lo que r 7→ P{W ≥ r} tiende a cero cuando r tiende a∞ más rápido que r−α para todo

α > 0 y la integral en (3.1) es convergente para todo p > 1. Luego, como

E
[∫ 1

0

|ZsXs|2ds
]
≤ E

[
W 2

∫ 1

0

|Xs|2ds
]
≤ bE

[
W 2
]
<∞,

entonces (
Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (ZtXt)t∈[0,1],P

)
está en M2[0, 1]. Ası́, como E[W p] < ∞ y en virtud del lema 3.4, Z es una martingala

acotada en Lp.
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Lema 3.4. Z es una martingala local y más aún

Zt = 1 +

∫ t

0

ZsXsdBs

para cada t en [0, 1].

Demostración. Para cada t en [0, 1] definimos

Yt :=

∫ t

0

XsdXs −
1

2

∫ t

0

Xs
2ds.

La conclusión se sigue de aplicar la fórmula de Itô para f : R2 → R definido por (x, y) 7→
exp(x) cos(y) y por (x, y) 7→ exp(x) sin(y).

3.2. Propiedades del dual topológico del espacio de Wiener

De ahora en adelante (Ω,F ,P) denotará el espacio de Wiener, H el subespacio de

Cameron-Martin, B el proceso canónico sobre el espacio de Wiener y para cada h en Ω:

Ph denotará la ley de Ω 3 ω 7→ ω + h ∈ Ω bajo P.

Definición 3.5. Sobre H definimos el producto interno

(σ, τ)H :=
d∑
j=1

∫ 1

0

σ′j(s)τ
′
j(s)ds.

♦

Observación 3.6. (H, (·, ·)H) es un espacio de Hilbert. ♦

Definición 3.7. En virtud del teorema de representación de Riesz1, para cada ϕ en Ω∗ existe

una medida con signo Rd-valuada νϕ tal que para cada j = 1, . . . , d: la aplicación

[0, 1] 3 t 7→ νϕj(0, t]

es de variación acotada y para todo ω en Ω:

ϕ(ω) :=
d∑
j=1

[
(RS)

∫ 1

0

ωj(s)dν
ϕ
j(0, s]

]
.

Para cada ϕ en Ω∗ y t en [0, 1] definimos

(ι∗ϕ)(t) := tνϕ(0, 1]−
∫ t

0

νϕ(0, s]ds.

1Para mayor detalle por favor consulte la página 464 de [Royden and Fitzpatrick, 2010]
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Luego, por un lado ι∗ϕ es absolutamente continuo; por otro lado,

(ι∗ϕ)′(t) = νϕ(0, 1]− νϕ(0, t], (3.2)

está en L2([0, 1],m), ya que (ι∗ϕ)′ es de variación acotada. Ası́, tenemos que ι∗ϕ ∈ H y de

ahora en adelante denotaremos por ι∗ a dicha aplicación. ♦

Lema 3.8. Para todo ϕ en Ω∗ y η en H:

ϕ(η) = (ι∗ϕ, η)H . (3.3)

Demostración. Sean ϕ en Ω∗ y η en H . Luego, gracias a la ecuación (3.2) y la fórmula de

integración por partes,

ϕ(η) =
d∑
j=1

[
(RS)

∫ 1

0

ηj(s)dν
ϕ
j(0, s]

]

=
d∑
j=1

[
− (RS)

∫ 1

0

ηj(s)d(ι∗ϕ)′j(s)

]

=
d∑
j=1

[
(RS)

∫ 1

0

(ι∗ϕ)′j(s)dηj(s)

]

=
d∑
j=1

∫ 1

0

(ι∗ϕ)′j(s)η
′
j(s)ds

= (ι∗ϕ, η)H .

Lema 3.9. La aplicación ι∗ : Ω∗ → H es lineal, inyectiva y su imagen es densa en (H, | · |H).

Demostración. La linealidad e inyectividad se sigue de la ecuación (3.3). Luego, sea η ∈ H
tal que para todo ϕ ∈ Ω∗:

(η, ι∗ϕ)H = 0.

Finalmente, de nuevo por la ecuación (3.3), para todo ϕ ∈ Ω∗: ϕ(η) = 0, lo cual implica que

η = 0.

A continuación, los dos lemas anteriores serán empleados para demostrar la siguiente

caracterización de los vectores de H a ser usada en el próximo capı́tulo.

Teorema 3.10. Sea h ∈ Ω. Luego, para que h esté en H es necesario y suficiente que exista

α > 0 tal que para todo ϕ ∈ Ω∗:

|ϕ(h)| ≤ α|ι∗ϕ|H .

20



Demostración. Primero, supongamos que h ∈ H . Luego, para todo ϕ ∈ Ω∗, por la desigual-

dad de Cauchy–Schwarz,

|ϕ(h)| = |(ι∗ϕ, h)H | ≤ |h|H |ι
∗ϕ|H .

Ahora, provemos la vuelta. Definimos la aplicación ι∗(Ω∗) 3 ι∗ϕ 7→ ϕ(h), la cual es lineal

y continua en virtud del lema 3.9 y de la hipótesis. Luego, otra vez gracias al lema 3.9, dicha

aplicación puede ser extendida a todoH de tal forma que dicha extensión sea también lineal y

continua; ası́, por el teorema de representación de Riesz-Fréchet, sea η ∈ H la representación

de la extensión. Finalmente, para todo ϕ ∈ Ω∗:

ϕ(h) = (ι∗ϕ, η)H = ϕ(η),

lo cual implica que h = η ∈ H .

Finalmente, la demostración del próximo teorema, también a ser empleado en el siguiente

capı́tulo, fue motivada por la prueba del teorema 4.19 del capı́tulo 1 de [Huang and Yan, 2000].

Teorema 3.11. Para todo ϕ en Ω∗:

ϕ ∼ N
(
0, |ι∗ϕ|H

2)
con respecto a P.

Demostración. Para cada j = 1, . . . , d y t ∈ [0, 1] definimos

ψj(t) :=

∫ t

0

(ι∗ϕ)′′j(s)ds y

αj(t) := (ι∗ϕ)′j(t)− ψj(t).
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Luego, para cada t ∈ [0, 1] definimos

Yt :=



B1
t

...

Bd
t

ψ1(t)
...

ψd(t)


,

Ft :=


0d×1

ψ1
′(t)
...

ψd
′(t)

 y

Gt :=

(
Id×d

0d×d.

)

Sea f : Rd×Rd → R, (x, y) 7→ (x, y)Rd . Ası́, como

Yt =

∫ t

0

Fsds +

∫ t

0

GsdBs

para todo t ∈ [0, 1], en virtud de la fórmula de Itô,

f(Y1) =

∫ 1

0

[
d∑
j=1

Bj
sψj
′(s)

]
ds +

∫ 1

0

[
d∑
j=1

ψj(s)Ij

]
dBs, (3.4)

donde Ij es la j-ésima columna de la matriz identidad I de orden d. Luego, para cada ω ∈ Ω,

por un lado

f(Y1)(ω) =
d∑
j=1

ωj(1)ψj(1)

=
d∑
j=1

ωj(1)
(

(ι∗ϕ)′j(1)− αj(1)
)

= −
d∑
j=1

ωj(1)αj(1),
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y por otro lado, gracias a la fórmula de integración por partes,∫ 1

0

[
d∑
j=1

Bj
s(ω)ψj

′(s)

]
ds

=
d∑
j=1

[ ∫ 1

0

ωj(s)ψj
′(s)ds

]

=
d∑
j=1

[
(RS)

∫ 1

0

ωj(s)dψj(s)

]

=
d∑
j=1

[
(RS)

∫ 1

0

ωj(s)d(ι∗ϕ)′j(s)− (RS)

∫ 1

0

ωj(s)dαj(s)

]

=
d∑
j=1

[
−(RS)

∫ 1

0

ωj(s)dν
ϕ
j(0, s]− (RS)

∫ 1

0

ωj(s)dαj(s)

]

= −ϕ(ω) +
d∑
j=1

[
−(RS)

∫ 1

0

ωj(s)dαj(s)

]

= −ϕ(ω) +
d∑
j=1

[
−ωj(1)αj(1) + (RS)

∫ 1

0

αj(s)dωj(s)

]
.

Además, ∫ 1

0

[
d∑
j=1

ψj(s)Ij

]
dBs

=
d∑
j=1

[ ∫ 1

0

ψj(s)IjdBs

]

=
d∑
j=1

d∑
k=1

[ ∫ 1

0

ψj(s)Ij,kdB
k
s

]

=
d∑
j=1

[ ∫ 1

0

ψj(s)dB
j
s

]

=
d∑
j=1

[ ∫ 1

0

(ι∗ϕ)′j(s)dB
j
s −

∫ 1

0

αj(s)dB
j
s

]

=

∫ 1

0

(ι∗ϕ)′dBs −
d∑
j=1

[ ∫ 1

0

αj(s)dB
j
s

]
.
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Ası́, reemplazando estos últimos desarrollos en la ecuación (3.4), en virtud de la propiedad

2.8,

ϕ =

∫ 1

0

(ι∗ϕ)′dBs P -a.s.

Finalmente, en virtud de la propiedad 2.11, ϕ tiene distribución Gaussian con media cero y

varianza
d∑
j=1

[∫ 1

0

(ι∗ϕ)′j(s)(ι
∗ϕ)′j(s)ds

]
= |ι∗ϕ|H

2

con respecto a P.
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Capı́tulo 4

Demostración del teorema de
Cameron-Martin

El siguiente teorema fue probado por dos de los discı́pulos de Wiener: Robert Cameron

y William Martin en [Cameron and Martin, 1944]; no obstante, la versión que daremos ex-

tiende a la original al completar el caso en que h está en el complemento del subespacio de

Cameron-Martin: demostraremos que Ph y P son singulares en este caso. Recordemos que

seguimos con la notación establecida al inicio de la sección 3.2. A continuación el enunciado:

Teorema 4.1 (Cameron-Martin). Sea (Ω,F ,P) el espacio de Wiener, sea H el subespacio

de Cameron-Martin, sea B el proceso canónico sobre el espacio de Wiener y sea h en Ω.

(i) Si h está en H entonces Ph y P son equivalentes; más aún,

dPh

dP
= exp

(∫ 1

0

h′(s)dBs −
1

2

∫ 1

0

|h′(s)|2ds
)
. (4.1)

(ii) Si h no está en H entonces Ph y P son singulares. ♦

La ecuación (4.1) es conocida como fórmula de Cameron-Martin. Dividiremos la de-

mostración en dos partes: el caso en que h está en H y el caso contrario. Antes del desarrollo

de las mismas, veamos el siguiente resultado.

Lema 4.2. Siguiendo la notación del teorema anterior, sea P̃ una medida de probabilidad

sobre (Ω,F). Luego P̃ = Ph si y solo si(
Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Bt − h(t))t∈[0,1], P̃

)
es un movimiento Browniano d-dimensional. ♦
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Demostración. Primero, afirmamos que para cada elección de n, de 0 ≤ t1 < · · · < tn ≤ 1

y de A1, . . . , An ∈ B(Rd):

Ph{Bt1 ∈ A1, . . . , Btn ∈ An} = P{Bt1 + h(t1) ∈ A1, . . . , Btn + h(tn) ∈ An}. (4.2)

En efecto:

Ph{Bt1 ∈ A1, . . . , Btn ∈ An} = P ({Bt1 ∈ A1, . . . , Btn ∈ An} − h)

= P{Bt1 + h(t1) ∈ A1, . . . , Btn + h(tn) ∈ An}.

Luego, supongamos que P̃ = Ph. Ası́, gracias a la ecuación (4.2),

P̃{Bt1 − h(t1) ∈ A1, . . . , Btn − h(tn) ∈ An} =

=Ph{Bt1 ∈ A1 + h(t1), . . . , Btn ∈ An + h(tn)}

=P{Bt1 + h(t1) ∈ A1 + h(t1), . . . , Btn + h(tn) ∈ An + h(tn)}

=P{Bt1 ∈ A1, . . . , Btn ∈ An},

lo que significa que (
Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Bt − h(t))t∈[0,1], P̃

)
es un movimiento Browniano d-dimensional.

Finalmente, asumamos que(
Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Bt − h(t))t∈[0,1], P̃

)
es un movimiento Browniano d-dimensional. Ası́, otra vez en virtud de la ecuación (4.2),

P̃{Bt1 − h(t1) ∈ A1, . . . , Btn − h(tn) ∈ An} =

=P{Bt1 ∈ A1, . . . , Btn ∈ An}

=P{Bt1 + h(t1) ∈ A1 + h(t1), . . . , Btn + h(tn) ∈ An + h(tn)}

=Ph{Bt1 ∈ A1 + h(t1), . . . , Btn ∈ An + h(tn)}

=Ph{Bt1 − h(t1) ∈ A1, . . . , Btn − h(tn) ∈ An},

y por la proposición 2.2 de [Baldi, 2017], concluimos que P̃ = Ph.

4.1. Demostración de la equivalencia

Sea h un elemento de H . Para cada t en [0, 1] definimos Xt := h′(t). Luego, como X es

un proceso d-dimensional en M2
loc[0, 1], para cada t en [0, 1] definimos

Zt := exp

(∫ t

0

XsdBs −
1

2

∫ t

0

|Xs|2ds
)
.
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Sea

Yt :=

∫ t

0

XsdBs −
1

2
|Xs|2ds,

para cada t en [0, 1], y f : R→ R, x 7→ exp(x).

Primero, en virtud de la fórmula de Itô, para cada t en [0, 1] tenemos que

Zt = 1 +

∫ t

0

ZsXsdBs,

lo cual implica que

Z :=
(

Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (Zt)t∈[0,1],P
)

es una martingala local positiva. Luego, por la propiedad 2.17, Z es una supermartingala.

Segundo, como la variable aleatoria
∫ 1

0
XsdBs es Gaussiana y E[Z1] = 1, entonces Z es

una martingala. Finalmente, en virtud del teorema de Girsanov: teorema 3.1,(
Ω,F , (Ft)t∈[0,1], (B̃t)t∈[0,1], P̃

)
es un movimiento Browniano d-dimensional, donde d P̃ = Z1dP y

B̃t := Bt −
∫ t

0

Xsds = Bt − h(t).

Finalmente, por el lema 4.2, tenemos P̃ = Ph, Ph es equivalente a P y la ecuación (4.1)

se satisface.

4.2. Demostración de la singularidad

Sea h un elemento del complemento de H . Por el teorema de descomposición de Lebes-

gue, tenemos que

Ph = µ+ ν,

donde µ y ν son medidas finitas sobre (Ω,F) tales que µ es absolutamente continua con

respecto a P y, además, ν y P son singulares. La conclusión se sigue si probamos que µ(Ω) =

0. En efecto, para cada ϕ ∈ Ω∗ definimos:

Iϕ :=
1√
2π

∫
R

∫
Ω

exp

(
−θ

2

2
+ iθϕ(ω)

)
Ph(dω)dθ.
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En virtud del teorema de Fubini, esta integral está bien definida y tenemos dos formas de

calcularla. Por un lado, gracias al teorema 3.11,

Iϕ =
1√
2π

∫
R

exp

(
−θ

2

2

)(∫
Ω

exp
(
iθϕ(ω̃ + h)

)
P(dω̃)

)
dθ

=
1√
2π

∫
R

exp

(
−θ

2

2
+ iθϕ(h)

)(∫
Ω

exp
(
iθϕ(ω̃)

)
P(dω̃)

)
dθ

=
1√
2π

∫
R

exp

(
−θ

2

2
+ iθϕ(h)

)
exp

(
−1

2
|ι∗ϕ|H

2θ2

)
dθ

=

∫
R

exp (iθϕ(h))
1√
2π

exp

(
−1

2

(
1 + |ι∗ϕ|H

2)θ2

)
dθ

=
√
σ2

∫
R

exp (iθϕ(h))
1√

2πσ2
exp

(
− θ2

2σ2

)
dθ

=
√
σ2 exp

(
−σ

2ϕ2(h)

2

)
,

donde

σ2 :=
1

1 + |ι∗ϕ|H
2 .

Por otro lado,

Iϕ =

∫
Ω

(∫
R

exp (iθϕ(ω))
1√
2π

exp

(
−θ

2

2

)
dθ

)
Ph(dω)

=

∫
Ω

exp

(
−ϕ

2(ω)

2

)
Ph(dω)

≥
∫

Ω

exp

(
−ϕ

2(ω)

2

)
µ(dω).

Ası́, para todo ϕ ∈ Ω∗, de estos últimos desarrollos, tenemos:∫
Ω

exp

(
−ϕ

2

2

)
dµ ≤ 1√

1 + |ι∗ϕ|2H
exp

(
− ϕ2(h)

2
(
1 + |ι∗ϕ|2H

)). (4.3)

Luego, en virtud del teorema 3.10,

sup
{
ϕ(h) ; ϕ ∈ Ω∗, |ι∗ϕ|H = 1

}
=∞.

Ası́, sea (ϕn) una sucesión en Ω∗ tal que

|ι∗ϕn|H = 1 y ĺım
n→∞

ϕn(h) =∞.

Ahora, para cada ω ∈ Ω y todo n suficientemente grande definimos:

ψn(ω) :=
ϕn(ω)√
ϕn(h)

.
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Ahora tenemos que ϕn tiene distribución normal estándar para todo n y

− 1

ϕn(h)
<

1

2

para todo n suficientemente grande. Ası́, en virtud de la función generadora de momentos de

la distribución chi-cuadrada,

ĺım
n→∞

∫
Ω

exp

(
−ϕn

2(ω)

2ϕn(h)

)
P(dω) = ĺım

n→∞

(
1 +

1

ϕn(h)

)−1/2

= 1,

y por el teorema de la convergencia dominada,

exp

(
− ϕn

2

2ϕn(h)

)
L1(P)−−−→ 1.

Luego, considerando una subsucesión de ser necesario,

exp

(
− ϕn

2

2ϕn(h)

)
P−a.s.−−−−→ 1,

y, también, como µ es absolutamente continua con respecto a P,

exp

(
− ϕn

2

2ϕn(h)

)
µ−a.s.−−−→ 1.

Finalmente, considerando ϕ = ψn en la desigualdad (4.3), otra vez por el teorema de la

convergencia dominada, tenemos:

µ(Ω) = ĺım
n→∞

∫
Ω

exp

(
− ϕ2

n

2ϕn(h)

)
dµ

≤ ĺım
n→∞

1

1 + 1
ϕn(h)

exp

− ϕn(h)

2
(

1 + 1
ϕn(h)

)


= 0.
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Capı́tulo 5

Conclusiones y recomendaciones

Una vez más, con la notación definida al inicio de la sección 3.2 en mente, observamos

que en el desarrollo de este trabajo se obtuvieron los siguientes resultados:

(i) El teorema de Girsanov, teorema 3.1, nos garantiza que bajo ciertos desplazamientos

estocásticos el nuevo proceso estocástico es un movimiento Browniano pero bajo otra

medida de probabilidad equivalente a la original.

(ii) El teorema 3.11 nos asegura que cada funcional ϕ de Ω∗ tiene distribución Gaussiana

centrada y, más aún, nos dan una fórmula para hallar su varianza. Esta fórmula:

|ι∗ϕ|H
2

fue un resultado fundamental utilizado en la demostración de la singularidad de las

medidas P y Ph en la sección 4.2.

(iii) La ecuación (4.2) nos dice que sin importar la naturaleza de h, Ph es siempre una

medida Gaussiana.

En virtud de este último resultado observado, ı́tem (iii), nuestra versión del teorema

de Cameron–Martin, teorema 4.1, prueba un caso particular del teorema de dicotomı́a de

Felman–Hájek que establece que dos medidas Gaussianas sobre un mismo espacio local-

mente convexo son o bien equivalentes o bien singulares; para más detalles por favor vea el

teorema 2.7.2 de [Bogachev, 1998].

No obstante, nuestra versión del teorema de Cameron–Martin extiende el teorema de

Felman–Hájek en el sentido de que caracteriza aquellas medidas Gaussianas Ph que son

equivalentes a P, y más aún, en virtud de la inversión hecha en el cálculo estocástico, se

obtuvo una fórmula para la derivada de Radon-Nikodym de Ph con respecto a P, conocida

como fórmula de Cameron-Martin: ecuación (4.1).
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Anexos

E_P = function(n,k) {

x = numeric(k)

s = 0

d = n - k

for(i in 1:n) {

z = g(rnorm(1,0,1))

s = s + z

if(i > d) x[i-d] = s/i

}

plot(x,type="l")

tail(x,1)

}

E_Pt = function(n,k) {

x = numeric(k)

s = 0

d = n - k

for(i in 1:n) {

z = f(rnorm(1,6,1))

s = s + z

if(i > d) x[i-d] = s/i

}

plot(x,type="l")

tail(x,1)

}

Listado 1: Simulaciones de eventos raros.
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g = function(x) {

if(x < 0) return(exp(6*x-18))

else return(0)

}

f = function(x) {

if(x < 0) return(x)

else return(0)

}

Listado 2: Funciones empleadas en el listado 1.
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