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RESUMEN

Presentaremos dos modelos matematicos relacionados a un mismo problema de trans-
porte. El primero de ellos es planteado del punto de vista de la Empresa de Transportes
que desea minimizar sus costos operativos y el segundo problema consiste en minimizar
el tiempo total de viaje de todos los usuarios del Metropolitano, esto implica determinar
la asignacion 6ptima de N buses en cada ruta y la frecuencia de las salidas de los buses.
Luego de formular estos modelos se propone un algoritmo para resolver el segundo proble-
ma y se estudia el caso estocdstico para realizar simulaciones en el Sistema Metropolitano
de Transporte de Lima. Finalmente se relacionaran los problemas planteados en uno solo

que minimiza el costo total, el cual incluye los costos operativos y el costo de espera.
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Introduccion

El Sistema Metropolitano de Transporte de Lima, o simplemente El Metropolitano,
se ha convertido en el transporte urbano mas importante que conecta 16 distritos limenos
desde Chorrillos hasta Independencia. Actualmente, los usuarios sienten que el servicio
puede ser optimizado; como respuesta a ello en su momento se implementd los servicios
Regular C, los Expresos 3 y 4, y el “Stuper-Expreso”, luego se han modificado las rutas A y
C, e incrementado el nimero de buses. Sin embargo, una simulacién de las modificaciones
a este Sistema puede determinar si se mejorard o no la situaciéon actual o si el aumento

de buses beneficiard a mas usuarios.

Debido a que el problema a tratar es complicado, nos limitaremos a estudiar el Pro-
blema de Transporte del Metropolitano en un intervalo de tiempo en donde es notorio
la sobredemanda de este servicio, lo cual ocurre en las mananas y noches. En las
mananas hay una fuerte demanda en ambas direcciones, sin embargo, la principal
demanda es en el sentido de Norte a Sur, mientras que en las noches la principal
demanda es de Sur a Norte. Por lo mencionado anteriormente nos dedicaremos a
modelar el Sistema Metropolitano de Transporte de Lima en las mananas (de lunes a
viernes) y solamente en la ruta troncal, es decir, no incluiremos a los buses alimentadores;

y en un inicio no incluiremos al bus Regular C ni al Expreso 4 por circular sélo los sabados.

Es posible extender el estudio presentado aqui para determinar la programacién diara o

semanal usando correctamente las simulaciones y los modelos matematicos propuestos.

Los buses articulados son aquellos que transitan en la ruta troncal y su longitud esta entre
18 a 19 metros de largo. Dichos buses tienen dos capacidades distintas, de 160 y 120
pasajeros; y estan pintados de plomo. Actualmente hay 300 buses articulados los cuales
son de tultima generacién, con tecnologia EURO 4 y modernos comparados con la actual

edad promedio de los buses en circulacién. Para simplificar consideraremos sélo buses con



capacidad para 120 pasajeros en el caso de las rutas regulares A y B, y una capacidad de

160 pasajeros en el caso de las rutas de los Expresos.

En el primer capitulo plantearemos dos problemas de transporte en el Metropolitano
desde dos puntos de vista, siendo el segundo de ellos (del punto de vista del usuario) el

que mas nos motivé a realizar este trabajo.

En el primer problema, minimizar los costos operativos es equivalente a encontrar el
nimero minimo de buses que se necesita para transportar a todos los usuarios en un
horario determinado; cabe mencionar que aqui no se considera el costo de espera. En el
segundo problema se modelara el Sistema Metropolitano de Transporte de Lima de tal
modo que se pueda minimizar el tiempo total de viaje de todos los usuarios; esto implica
reducir el tiempo en el que realizan el recorrido y el tiempo de espera de los pasajeros
en las estaciones, sobre todo en horas punta. En este caso se determinard la distribucion
optima de N buses en todas las rutas, considerando las rutas vigentes antes del 17
de setiembre del 2012, y tomando en cuenta la frecuencia de las salidas de los buses.
Debemos resaltar que los problemas mencionados en este capitulo no modelan fielmente

la situacion actual del Metropolitano, es por ello que en el Capitulo 4 serdn reformulados.

Hay que mencionar que hasta el momento se considera que el problema a resolver es
deterministico y no estocastico. El método méas usado para resolver problemas estocasticos
es considerarlo como un un problema en dos niveles. Es por ello que en el Capitulo 2
proponemos un algoritmo para resolver el segundo problema mediante subproblemas de

programacién lineal.

En el Capitulo 3 estudiamos la programacién estocdstica para resolver el problema de
minimizar los tiempos totales de viaje de todos los usuarios teniendo en cuenta que
los tiempos y cantidades con los que trabajaremos pueden ser obtenidos mediante una

simulacién con el método de Monte Carlo.

En el Capitulo 4 incluimos la ruta del bus Regular C debido a que en la actualidad circula
durante todo el dia. Esto implica modificar los problemas de transporte propuestos en
el Capitulo 1, méas ain se incluird a los buses que parten dirigiéndose de sur a norte,
debido a que en el primer capitulo sdlo se considerd que los buses parte desde la Estacion

Naranjal; en consecuencia se estudia el problema de la asignacién del ntimero total de



buses. Finalmente se considera el cambio de rutas de los buses al final de cada recorrido
y se propone un problema de minimizaciéon del costo total asociado a N buses, el cual

incluye los costos operativos y el costo de espera.

En el Capitulo 5 daremos todas las pautas necesarias para realizar una simulacién numérica
considerando la estocasticidad de las variables involucradas en los problemas mencionados

en el Capitulo 4 con el fin de resolver el problema de minimizacién del costo total.



Capitulo 1

El Problema de Transporte en el

Metropolitano

Hay dos puntos de vista en un problema de transporte, el primero de ellos es por
parte del usuario que desea minimizar su tiempo de viaje y/o minimizar el costo para
dirigirse de su punto de partida hacia su destino. Debido a que en el Metropolitano los
precios de los pasajes ya estan fijos y que es la tnica oferta considerada, entonces para
minimizar el tiempo de recorrido debemos reducir el tiempo de espera en las estaciones,
va que los tiempos de viaje son estables en el sentido de el usuario tarda casi siempre lo
mismo si mantiene constante sus estaciones de origen y destino y la ruta de el(los) bus(es)
que utiliza para trasladarse. El segundo punto de vista es por parte de la empresa que
brinda el servicio de transporte, el cual quiere maximizar su ganacia y/o minimizar sus
costos operativos. Si consideramos que el nimero de usuarios no cambiard si se mantiene
el costo, entonces para minimizar los costos operativos se debe conocer el niimero minimo

de buses que se necesita para transportar a todos los usuarios en un determinado tiempo.

Primero plantearemos un problema de optimizacion para determinar el nimero minimo de
buses que se necesita para garantizar el desplazamiento de los usuarios, es decir satisfacer
la demanda. Recuerde que aqui no se estd considerando los costos de espera, los cuales

depende de los tiempos de espera de los pasajeros.

1.1. Minimizacion del numero de buses

Para plantear un problema de optimizacion que permita determinar el nimero minimo

de buses, necesitamos datos que relacione la cantidad de usuarios que deben desplazarse



de una estacion a otra. Estos datos se sintetizan en un cuadro conocido como Matriz de

Origen - Destino.

Denotemos por A la matriz Origen - Destino y supongamos que las personas que viajaran
lo hardn en un intervalo de tiempo, por ejemplo una hora, que es el tiempo total promedio

del recorrido de los buses.
Definicién 1.1. Para cada k,l € {1,2,...,38} tenemos las siguientes notaciones

= A € R3®¥%38 debido a que hay 38 estaciones. Consideraremos la estacion 1 a la

estacion Naranjal y la 38 a la estacion Matellina.

» A, denota el nimero de personas que suben en la estacion k y bajan en la estacién

l.

» Ay = 0 para todo i = 1,...,38, ya que asumimos que toda persona que usa el

Metropolitano se desplaza a una estacion distinta de la que sube.

Para simplificar nuestro modelo, supondremos que sélo existen las rutas A y B, lo cual
ocurre cuando no es hora punta, mds ain, en esta seccién las cantidades mencionadas
seran constantes, es decir, tomara el mismo valor independientemente del dia. El caso en

que estas cantidades son variables seran consideradas en el Capitulo

Observacién 1.1. En adelante denotaremos a la ruta A por la ruta 1 y a la ruta B por

la ruta 2; usaremos indistintamente cualquiera de las notaciones.

1.1.1. El caso cuando no es hora punta
En el Cuadro tenemos todas las estaciones y las rutas que circulan por ellas.
Definicién 1.2. Para cada k,l € {1,2,...,38} definamos oy € [0,1] de tal modo que

» o)A,y sea el nimero de personas que van de la estacion k a la estacion | usando

la ruta 1 (regular A).

» (1-— k) A,y sea el nimero de personas que van de la estacion k a la estacion

usando la ruta 2 (regular B).

Debido a que A(k,k) = 0 para todo k = 1,2,...,38 podemos colocar cualquier valor para

Q(,k), Pero haremos que

1
Ak k) = 5, Para todo k=1,2,...,38. (1.1)



N° de Estacion

ESTACION

Paradero de la Ruta

1 Naranjal AB
2 Izaguirre AB
3 Pacifico AB
4 Independencia AB
5 Los Jazmines AB
6 Tomas Valle A B
7 El Milagro AB
8 Honorio Delgado AB
9 UNI AB
10 Parque del trabajo AB
11 Caquetd A B
12 Ramén Castilla A

13 Tacna A

14 Jr. de la Unién A

15 Colmena A

16 2 de mayo B

17 Quilca B

18 Espana B

19 Estacion Central A B
20 Estadio Nacional AB
21 México A B
22 Canada A B
23 Javier Prado AB
24 Canaval y Moreyra AB
25 Aramburi AB
26 Domingo Orué AB
27 Angamos A B
28 Ricardo Palma AB
29 Benavides A B
30 28 de Julio AB
31 Plaza de flores AB
32 Balta AB
33 Boulevard AB
34 Estadio Unién A B
35 Escuela militar A B
36 Teran AB
37 Rosario de Villa AB
38 Matellini AB

Cuadro 1.1: Paraderos de las rutas A y B




Como en las estaciones 12, 13, 14 y 15 pasa solamente la ruta A y en las estaciones 16, 17

y 18 sdlo la ruta B, entonces:

ag,y = 1, para todo k,l € {12,13,14,15} y para todo k # [. (1.2)

oy = 0, para todo k,l € {16,17,18} y para todo k # [. (1.3)

Por otro lado, si un pasajero quiere desplazarse desde la Estacién k € {1,2,...,11} a la
Estacién [ € {19,20,...,38}, o viceversa, entonces es mas probable que elija usar la ruta

B debido a que dicha ruta es mas corta, lo cual puede expresarse como:

1
0<ap) < 3 para todo k < 11 y para todo [ > 19. (1.4)
1
0<ap) < 3 para todo k > 19 y para todo [ < 11. (1.5)
Por tltimo, si un pasajero quiere desplazarse desde la Estaciéon k& € {12,...,15} a la
Estacién k € {16,...,18}, o viceversa, entonces debe pasar de una ruta a otra, en este

caso el usuario tendrd que ir primero a la Estacién 11 (Caquetd) o la Estacién 19 (Estacién
Central) para realizar un transbordo; cuya cantidad de usuarios ya estd considerada en

ambos casos, en conclusion:
1
Aery = Ay =0y agny = aup = 5 para todo 12 <k <15con 16 <1 >18. (1.6)

En consecuencia, el nimero total de pasajeros que suben en la k-ésima estacién serd:

38
Z a1 Ay, siel bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta A. (1.7)
I=k+1
38
Z (1 — a(kyl)) Ax,), si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta B. (1.8)
I=k+1
k—1
Z @Ak, siel bus se dirige de sur a norte y realiza la ruta A. (1.9)
I=1
k—1
Z (1 — oa(kjl)) Ar,), si el bus se dirige de sur a norte y realiza la ruta B. (1.10)
I=1

Del mismo modo, el nimero total de pasajeros que bajan en la j-ésima estacion sera:

j—1
Z @Ak, siel bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta A. (1.11)
i=1
j—1
Z (1 — a(k,l)) A(k,), si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta B. (1.12)
i=1



38

Z @Ak, siel bus se dirige de sur a norte y realiza la ruta A. (1.13)
i=j+1

38

Z (1- a(k,l)) A(k,), si el bus se dirige de sur a norte y realiza la ruta B. (1.14)
i=j+1

Recordemos que el andlis que estamos realizando lo aplicaremos sélo a un intervalo de
tiempo, debido a que la cantidad de personas que usa el Metropolitano es dintinta en cada
momento del dia; mds adn, el nimero de usuarios no coincide en el mismo periodo de

tiempo en todas las semanas. Teniendo esto en cuenta veamos las siguientes notaciones:

N7%: nimero de buses que se desplazan de norte a sur por la ruta 1 (regular A).

N3®: numero de buses que se desplazan de norte a sur por la ruta 2 (regular B).

= N7{": numero de buses que se desplazan de sur a norte por la ruta 1 (regular A).

N5™: nimero de buses que se desplazan de sur a norte por la ruta 2 (regular B).

Observe que se desea minimizar N{*® + N3*® + Ni" 4+ N5", que representa el niimero total de
buses que circularan por el Metropolitano en un intervalo de tiempo dado. Para obtener
las restricciones a nuestro problema de optimizacién consideraremos cantidades promedio,
es decir constantes en un intervalo de tiempo, ya que en realidad el nimero de usuarios
debe considerarse como variables aleatorias asi como los tiempos realizados por los buses

de una estacién a otra.
Definicién 1.3. Para cada j € {1,2} y k € {1,...,38} veamos las siguientes notaciones:

k,ns . . , . .. .
] Sj’ : numero de pasajeros que suben en la k-ésima estacion al bus que realiza la

ruta j viajando de norte a sur.

k,sn . . L, . . . .
= Sj’ : numero de pasajeros que suben en la k-ésima estacion al bus que realiza la

ruta j viajando de sur a norte.

k . . . L. ., .
= Bj’m: numero de pasajeros que bajan en la k-ésima estacion del bus que realiza la

ruta j viajando de norte a sur.

] Bj’sn: numero de pasajeros que bajan en la k-ésima estacion del bus que realiza la

ruta j viajando de sur a norte.

Hay que tener en cuenta que 1 < k <38y j=1silarutaesla Ay j=2silarutaesla
B. Ademas:

S]:?S,ns _ S;,sn _ 0, v ] — 1’ 2. (1.15)



Bi™ =B =0, V j=12 (1.16)

Si denotamos C la capacidad de personas que pueden viajar en el bus que realiza la ruta
J; en este caso se tiene que C; = 120 para j = 1,2. Luego, la cantidad de pasajeros que
hay dentro del bus en cada tramo del recorrido es menor o igual a 120, lo cual se puede

expresar comao:

k
3 (ij“s - B;,ns) <C;=120, ¥V j=1,2 ¥V k=1,...,38. (1.17)
=1

k
3 (sj’sn - Bérsn) <C;=120, V j=1,2; V k=1,...,38. (1.18)

1

l
Ademas, la suma del niimero de usuarios que suben en todas las estaciones deberia coincidir

con la suma del nimero de usuarios que bajan; esto implica que

38 38
dSET =3B VY =12 (1.19)
k=1 k=1
38 38
DS =3B Y =12 (1.20)
k=1 k=1

Desde luego que la ecuacién anterior es cierta si se considera todo el dia y no un
intervalo de tiempo, debido a que hay pasajeros que subirdn (probablemente al final
del intervalo de tiempo) que adin se encontrardn en los buses al concluir dicho lap-
so de tiempo; también habrian pasajeros que bajan al inicio del lapso de tiempo y
dicha cantidad de usuarios no se toma en cuenta en algin Sf’ns o Sf’sn. A pesar de

estas observaciones seguiremos suponiendo por ahora vélidas las ecuaciones (1.19) y (|1.20).

El nimero total de pasajeros que suben en la k-ésima estacion sera:

NPSSFPS i el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta A. (1.21)
NJSSE™S i el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta B. (1.22)
N{PSES i el bus se dirige de sur a norte y realiza la ruta A. (1.23)
NS"SE™ i el bus se dirige de sur a norte y realiza la ruta B. (1.24)
Del mismo modo, el nimero total de pasajeros que bajan en la k-ésima estacion sera:
NPSSEDS i el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta A. (1.25)
NESBE™ i el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta B. (1.26)
NT® f’sn, si el bus se dirige de sur a norte y realiza la ruta A. (1.27)
NQSHBS’SH, si el bus se dirige de sur a norte y realiza la ruta B. (1.28)



Luego, de las ecuaciones (1.7),..., , tenemos que para cada k € {1,2,...,38} los

pasajeros que suben en la k-ésima estacion seran

38

ns ok,
NPST™ = ) A (1.29)
I=k+1
38

N;sséc,ns = Z (1 — a(k,l)) A(k,l) (1.30)
I=k+1

k—1
lenSf’Sn = Za(k:l)A(k»l) (1.31)
=1

k—1

NSH g,sn = Z (1 — Oé(kJ)) A(kJ) (1.32)
=1

Del mismo modo, de las ecuaciones ([1.21)),...,(1.28), tenemos que para cada k €
{1,2,...,38} los pasajeros que bajan en la k-ésima estacion seran
k—1
ns ok,
NS =) aumAum (1.33)
=1

k—1

Nysphms — > (1= agw) Auk (1.34)
=1
38

NESET = > g A (1.35)
I=k+1
38

N2sn g,sn = Z (1 _a(l,k)) A(l,k) (136)
l=k+1

Observacién 1.2. Teniendo en cuenta que la cantidad de usuarios, (.A(k’l)), que se trasla-
da de la k-ésima estacion a la estacion | en un intervalo de tiempo no siempre considera
a aquellos pasajeros que suben al final o bajan al inicio de dicho lapso de tiempo, entonces
en las ecuaciones , e Y , cen , se debe cambiar el igual (=) por la
desigualdad (>). Esto se debe a que en caso estas ecuaciones se cumplan, esto no garan-
tiza que NJ* o N;" sean mimeros enteros, donde j =1,2; es por ello que consideramos la

desigualdad.

Observacién 1.3. Si se toman datos para obtener los valores de Sf’ns, SJ’?’S”, Bf’ns Y Bf’sn

para todo j € {1,2} y k € {1,...,38}, entonces debemos verificar que se cumplan las

ecuaciones e , aunque sabemos que las ecuaciones (1,19)) y (1,20) no nece-
sariamente son ciertas en un intervalo de tiempo, es por ello que estas ecuaciones no

formardn parte de las restricciones.
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Observacion 1.4. S; Sf’m = Sk’ns, o son cantidades aproximadas, entonces la desigual-
38 38

dad mostrada en la ecuacion (1,4]) implica que Z A < Z (1 — a(kJ)) A
I=k+1 I=k+1

luego, de las ecuaciones (|1,29) y (1,30) se tiene que N{** < NJ*; en consecuencia deben exis-

tir mds buses que realicen la ruta B que la ruta A. Lo mismo se concluye si 8{6’5" = Sﬁ’sn,

kns _ pk,ns o ok,sn _ ppk,sn
Shns — plins 5 ghsn — ghisn,

De la definicién de oy, de las ecuaciones (1.1)),...,(1.6) y de las observaciones (1.2) y

(1.3), el problema de optimizacién para minimizar el nimero de buses es:

Minimizar NS + NS 4+ N5% 4 N5

38
Sujeto a Nlns {c,ns > Z a(k,l)A(k,l)’ 1<k<37

l=k+1
38

N3*® ;c,ns > Z (1 — Ot(kJ)) .A(kJ), 1<k<37

I=k+1
k-1

NS > Za(k,l)A(kJ)y 2<k<38

=1
k—1

NS5 >N " (1= o) Agrgys 2 < k < 38

=1
k—1

N{ISS{C’HS > Za(lyk)A(l,k), 2<kE<38

=1
k-1

NEBE™ >3 (1= aq) Agr, 2< k<38
=1
. 38 (PB)
NPSPT = > agm Ae, 1< k<37

I=k+1
38

NQSHB’;’SH > Z (l — a(l,k)) A(l,k)7 1<kE<37
I=k+1

0<apy <1l 1<kI<38
o =3 1<k<38
ey =1, ¥V i#j; 12<k1<15

agy =0, V i#j; 16 <k, <18

11
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En el Problema 1D los valores de Sf’ns, Sf’sn, Bf’ns, Bf’sn y A,y son conocidos después

de realizar una toma de datos, mientras que N;*, N7" y ;) son incognitas.

Observe que el Problema (PB]) puede dividirse en dos subproblemas independientes. El
primero de ellos representa el problema para minimizar el nimero de buses que se dirigen

de norte a sur:

Minimizar N{*® + N3*®

38
Sujeto a N{ISSf’nS > Z a(k,l)-A(k,l)7 1<k<37
I=k+1

38
NESSE™ > 3" (1= o) Ay 1< k<37

I=k+1
k—1

N{lSSf’ns > Za(l,k)A(l,k)v 2<k<38

=1
k—1

N;SB];HS > Z (1 — a(l,k)) A(l,k)) 2<k<38

=1
(PB1)
Oga(kl)gl, 1§k<l§38

Oé(k’l)zl, V k<l; 12<k,1 <15

Oé(kJ)ZO, A k<l, 16§k,l§18

IN
IN

0<opy <3 1<k<11;19<1<38

[\)

<k<1516<1<1

Qo

Aty = 55 1

NDS NDs € N

El segundo de ellos representa el problema para minimizar el nimero de buses que se

dirigen de sur a norte:
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Minimizar N7" + N3"
k—1
Sujeto a lenSf’Sn > Za(k,l)A(k,l)7 2<k<38

=1
k—1

NSHSS’SH > Z (1 — a(k,l)) A(k,l)u 2<Ek<38

=1
38

lenS{%SH > Z a(l,k)A(l,k)7 1<k<37
I=k+1

38
NBS™ > > (1—aq) Agr, 1<k <37
l=k+1

Oga(k7l)§1,1§l<k§38
Q1) = 1, V k>0 12<k,1<15

0 < agy < 5, 19

IN

k<3%1<1<11

(@)

<k

IN

18;12<1<1

t

Ay =3, 1

N5 N$™ € N

Observacion 1.5. A pesar de que los problemas (PBi)) y (PBa|) son mds simples que el
Problema (PB|); tienen 895 incdgnitas y 1285 restricciones, donde 2 de las variables son

enteras.

Observacion 1.6. Para disminuir el numero de incognitas y de restricciones, cuando
se realice la toma de datos para hallar los valores de A(k,l), podemos conocer también
los walores de o), aunque probablemente estos datos no sean confiables. De ser asi,
los problemas y (PB2)) sdlo tendrian 2 incdognitas (enteras) y 148 restricciones de
desigualdad.

Sl'ﬂ,ns Sl'c,sn Bl'c,ns y Bj:,sn’

Ut A et B e
podemos reducir la complejidad de los problemas (PBi)) y (P Bal), para ello veamos primero

Por consiguiente, asumiendo conocidos los valores de Ay, (k1

las siguientes notaciones:

] A%k,l) = a,1)A(k,), €l ntimero de personas que van de la estacién k a la estacién [

usando la ruta A.

= A%kl) = (1=a(,1))A(r,1), el nimero de personas que van de la estacién k a la estaciéon

[ usando la ruta B.

13



Con las hipétesis y notaciones anteriores, el Problema (P B;|) se convierte en

Minimizar N{*® + Ny®

38
Sujeto a N{lSSf’nS > Z A%k,l)’ 1<k<37

I=k+1
38

> ALy 1< k<37

l=k+1

= (1.37)
NPSSE™ >3 Al gy, 2 <k <38

k—1
NEBY™S >3 A%, 2< k<38
=1

ns kns
N2

v

NP, N3 € N

Como ahora, para cada j,[ y k, los valores de A%k’l), Sf’ns y Sf’sn son conocidos, entonces

el problema anterior puede ser expresado de la siguiente manera:

Minimizar N{*® + Ny*®

E Al Ak
. s . )
Sujeto a Ni® 2> 12};%}2{’;8 { Z k ns’ Sk,ns }
=k+ 1 =1 1 (Pb )
38 A2 k=1 42 1
— ks’ k,ns
1sk<38 l=k+1 82 =1 BZ

NP, N3® € N

3 Al k-1 Al
Observacion 1.7. Debido a que N{* € IN y N{* > max { Z 8&2,2 Slil,’:s) },
l 1

1<i<38
=k+1 I=1 1
entonces
Al
N > | mix Z (D) Z (““
=1 S
donde || denota al operador maximo entero.
38 ‘Agkl k=1 4
Del mismo modo, tendremos que N3® > | méx Z ) . En conse-
138 (S S kns I=1

cuencia, la solucién del Problema ocurre cuando

38 Al k—1 Al A k—1 A2
ns _ , (k1) (LE) ns _ ’ (k1) (LK)
M= |llr<rll;?§8 { Z Sf’ns ’ Sk,ns }N y No© = ngll%)éS { Z 85 ,ns ’Z Bk,ns }]I :

I=k+1 =1 *1 I=k+1 =1 ~2

De manera similar, el Problema (P Bs|) puede expresarse como
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Minimizar N7" + N3"

Sujeto a  N™ > max {
1<k<38

CHdly & Ay
> Sy el
=1 1 I=k+1 *1
-1 2
> o

38 42
Ngn > Ay
2 12,13258 k ,sn Bk,sn
Sy Sk Bo

N3 N§" € N
Por consiguiente, la solucién del Problema (Pb;)) ocurre cuando

DS — max kz:l A(kl §8: A%lvk) NDs — mAx g A (k,0) Z A(l k)
L= 1§k‘§38 P S{C ,Sn ’ Sf:,sn y 2 = 1S]€§38 — Sk sn ’ Béﬂ ,Sn '

I=k+1 2 I=k+1

Observacién 1.8. Los problemas (Pbi)) y (Pbs)) son problemas de programacion entera
stmples de resolver; sin embargo, debemos recordar que hemos asumido que los valores de

A1) Qk ) s Sk "y Sk " son conocidos y constantes en un intervalo de tiempo.

La observacién anterior nos invita a usar técnicas de programacién estocastica para de-

terminar el niimero minimo de buses.

1.1.2. El caso cuando es hora punta

En la subseccién anterior se pudo incluir al servicio Regular C, pero nuestro objetivo es
trabajar cuando circulan los Expresos, es decir en hora punta. Empecemos mostrando una
tabla que contiene todas las estaciones y las rutas que circulan por ellas de lunes a viernes
en las mananas.

%° indica que el Expreso 3 solo para en la Estacion

En la tabla mostrada, la notacién Exy
sefialada si va de norte a sur. Ex3" y SX*" indican que el Expreso 3 y el Super Expreso

sélo se detendran si viaja de sur a norte respectivamente.

Empecemos denotando las rutas que hay en las mananas.

Ruta 1: Ruta del Bus Regular A.

Ruta 2: Ruta del Bus Regular B.

Ruta 3: Ruta del Bus Expreso 1 (Ex;).

Ruta 4: Ruta del Bus Expreso 2 (Ex3).

Ruta 5: Ruta del Bus Expreso 3 (Exs).

Ruta 6: Ruta del Bus Stper Expreso (SX).

15



N° de Estacion

ESTACION

Paradero de la Ruta

1 Naranjal A B,Ex;,Ex9,Ex3,SX
2 Izaguirre A B,Ex3

3 Pacifico AB

4 Independencia A B, Ex3®

5 Los Jazmines AB

6 Tomas Valle A B,Exs

7 El Milagro AB

8 Honorio Delgado A B

9 UNI A B,Ex;,Exg,Ex5?
10 Parque del trabajo AB

11 Caqueta A B,Exq,Exo,Ex3
12 Ramén Castilla A

13 Tacna A

14 Jr. de la Unién A

15 Colmena A

16 2 de mayo B,Ex;

17 Quilca B,Ex;

18 Espana B,Ex;,Ex3"

19 Estacion Central | A,B,Ex;,Exs,Exg,SX*"
20 Estadio Nacional AB

21 México A B

22 Canadé A B,Ex3

23 Javier Prado A B,Exq,Exo,Ex3
24 Canaval y Moreyra | A,B,Ex;,Exo,Ex3,SX
25 Aramburi A B,Ex3

26 Domingo Orué A B

27 Angamos A B,Ex;,Ex2,Ex3,SX
28 Ricardo Palma AB

29 Benavides A B,Exj3

30 28 de Julio AB

31 Plaza de flores A B,Exy,Ex3,SX
32 Balta A,B,Exy

33 Boulevard A B.Ex;

34 Estadio Unién A B,Ex;

35 Escuela militar A B,Ex;

36 Teran A B.Ex;

37 Rosario de Villa A B,Exy

38 Matellini A,B,Ex;
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Definicién 1.4. Para cada j € {1,...,6} denotemos por A{k ) al nimero de usuarios que

parten de la k-ésima estacion y se dirigen a la estacion | usando la ruta j.

De la definicién anterior tenemos que

6
» Ay = Z‘Azk,l)’ para todo k,l € {1,...,38}.

Jj=1

" A{kk):o, para todo k=1,...,38 y para todo j =1,...,6.

. A%k =0, si k€ {16,17,18} 6 I € {16,17,18}; (k 6 | en {16,17,18}).

= A7,y =0,k 6len{12,...,15}.

« A% =0,kolen{2,...,810,12,...,15,20,21,22,25,26,28,...,31}.

= Al =0,kélen{2,...,5,7,8,10,12,...,18,20,21,22,25,26,28,29,30,32, ..., 38}.

« A% =0,k 6 len {3,5...,810,12,...,18,20,21,26,28,30,32,...,38} tal que
k<l

= A%, =0,k 6 len {3,...,809,10,12,...,17,20,21,26,28,30,32,...,38} tal que

k>
. A?M) =0,k61len {2,...,23,25 26,28,29,30,32,...,38} tal que k < [.

= A% =0,k6len{2,...,18,20,...,23,25,26,28,29,30,32,...,38} tal que k > I.

Del mismo modo que en la subseccion anterior, veamos las siguientes definiciones:

Definicién 1.5. Para cada j € {1,...,6} denotemos por N7 al mimero de buses que
realizan la ruta j si se dirigen de norte a sur y N;™ al nimero de buses que realizan la

ruta j si se dirigen de sur a norte.

Definicién 1.6. Para cada j € {1,...,6} denotemos por Sf’ns al nimero de usuarios que

suben en la k-ésima estacion usando la ruta j viajando de norte a sur y Sj " al miimero

de usuarios que suben en la k-ésima estacion usando la ruta j viajando de sur a norte.

Definicién 1.7. Para cada j € {1,...,6} denotemos por B?’"S al numero de usuarios que
bajan en la k-ésima estacion usando la ruta j viajando de norte a sur y B;?’s" al nimero

de usuarios que bajan en la k-ésima estacion usando la ruta j viajando de sur a norte.
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En las definiciones anteriores se debe tener en cuenta que 1 < k£ <38y 1 < j < 6. Ademas:

3]5,’)87118 = gj’sn =0, V j=1,...,6. (1.38)
Bi™ =B =0, ¥ j=1...6 (1.39)

Si denotamos C} la capacidad de personas que pueden viajar en el bus que realiza la ruta

7; en este caso se tiene que

120, para j =1,2
160, para j =3,...,6.

Luego, respecto de la cantidad de pasajeros que hay dentro del bus en cada tramo del

recorrido podemos decir que

l
Z(sj’?’ns_sf’“s)gcj, Vo j=1,....6; ¥ I=1,...,38. (1.40)
k=1
l
Z(sfsn_zs’fvsn)gcj, Vo j=1,....6; ¥ l=1,...,38. (1.41)
k=1

Ademi4s, la suma del nimero de usuarios que suben en todas las estaciones deberia coincidir

con la suma del nimero de usuarios que bajan; esto implica que

38 38
D SEE =SB Y j=1,...,6. (1.42)
k=1 k=1
38 38
DS =SB Y j=1,...,6. (1.43)
k=1 k=1

Recuerde que la ecuacion anterior es cierta si se considera todo el dia y no un intervalo de

tiempo. Asi, el nimero total de pasajeros que suben en la k-ésima estacién serd:
N]I-ISS]’?’HS; si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta j. (1.44)

N;nSf’Sn; si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta j. (1.45)

Del mismo modo, el nimero total de pasajeros que bajan en la k-ésima estacion sera:
N;SB;?’HS; si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta j. (1.46)

N;an’sn; si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta j. (1.47)
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De la Observacion de las ecuaciones (|1.44)),...,(1.47) y de la definicion de A{k,l) tene-
mos para cada k € {1,...,38} y j € {1,...,6}:

38

ns cok,ns j

NSSPR > N AL (1.48)
l=k+1

k—1
sn ok,sn j
NS > Al (1.49)
=1

v

38 )
> Al (1.50)
I=k+1

ns ppk,ns
Ngh

v

k—1

sn yok,sn 1

NPBE > S (151)
=1

Ahora ya podemos formular nuestro problema, el cual lo dividiremos en dos subproblemas.
El primero de ellos plantea el problema para minimizar el nimero de buses que se dirigen
de norte a sur y con el segundo de ellos minimizaremos el niimero de buses que se dirigen

de sur a norte.

Minimizar NP + NS+ NS 4 NS 4 NBS 4 N

38
. k,n 2 : j .
Su.]eto a N;ISSJ s 2 A‘Zk’l)v 1 S k S 377 1 S .] S 6

I=k+1
k1 (Pr)

k,ns j .
NPSBEDS > ZA(W 2<k<38 1<j<6
=1
NP €N, 1<5<6

Minimizar N + N§® + N3 + N§o + Ng» + Ng°
k—1
. k, j ‘
Sujeto a  N:"S; > ZA{M), 2<k<38, 1<;5<6
=1

38
l=k+1

N eN, 1<j<6

Observacién 1.9. Si en los problemas Y asumimos que todos los valores
Sf’”s,Sf’sn,Bf’”s Y Bf’sn A{kJ) son conocidos, entonces podemos resolver estos problemas
del mismo modo que los problemas Y , los cuales son problemas de progra-
macion entera con 6 variables y 6 restricciones. Ast, la solucion del Problemas se

obtiene para

5 ‘A{k 1) = A{z k)
Njﬂs — |llr_<%i)§8{ Z S]w’w,z B’?:”S }‘I para todo 1 < 7 < 6.

I=k+1 % =1 %y

19



De manera similar, la solucién del Problemas (Pj) se obtiene para

k=1 7J 38 gk
[ ) i
N3 = | méx (&,
J 1§k’§38 Z Sk,SIl ’ Z Bk‘,sl’l

=1 %5 I=k+1 %3

H] para todo 1 < 5 < 6.

1.2. Minimizacion de los tiempos de viaje

Para formular un problema que minimice los tiempos de viaje de los usuarios, veamos
primero el clasico Problema de Transporte el cual se plantea para minimizar costos o
tiempos. Al igual que en la seccién anterior las cantidades mencionadas seran constantes,
es decir, no tomard el mismo valor independientemente del dia. El caso en que estas

cantidades son variables serdn consideradas en el Capitulo [4]

1.2.1. Formulaciéon General

El problema de transporte clasico queda definido por la siguiente informacion:

1. Un conjunto de m puntos de salida (oferta). Cada punto de oferta i € {1,...,m}

tiene asociado una oferta s;.

2. Un conjunto de n puntos de llegada (demanda). Cada punto de demanda j €

{1,...,n} tiene asociada una demanda d;.
3. Cada unidad enviada desde un punto de salida ¢ € {1,...,m} a un punto de llegada
j€{1,...,n} tarda un tiempo unitario de transporte t;;.
Consideremos x;; el nimero de unidades enviadas desde el punto de salida ¢ € {1,...,m}

al punto de llegada j € {1,...,n}.

Luego, la formulacién general del problema de transporte es:

m n
Minimizar E E tiXij

i=1 j=1
n
Sujeto a inj < s;, 1 <i<m, (Restricciones de oferta)
= (T)
m
ZXZ']' >d;, 1 <j<n, (Restricciones de demanda)
i=1

x,; EINU{0}, 1<i<m, 1<j<n

Observacion 1.10. El problema anterior es un problema de programacion entera con mn

variables y m + n restricciones (sin considerar las mn resticciones de signo para X;;).
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m n

El problema de transporte anterior es llamado balanceado si Zsi = Zdj, luego en
i=1 j=1

el Problema las desigualdades en las restricciones de oferta y demanda seran ahora

igualdades.

Observacion 1.11. Si el problema de transporte no estd balanceado, entonces tenemos

los siguientes casos:

= Si la oferta excede la demanda se introduce un nodo ficticio de demanda.

= 57 la demanda excede la oferta se introduce un nodo ficticio de oferta.
De este modo se puede garantizar la existencia de soluciones factibles.

Desde luego que el Sistema del Metropolitano no posee las caracteristicas mostradas en el
Problema , pero veremos que nuestro problema se puede plantear como un problema

de transporte cldsico.

1.2.2. Formulacién de un modelo en hora punta

Formularemos un modelo matematico para minimizar el tiempo de recorrido total de N
buses que se dirigen de norte a sur, donde N > N7* + N3® + N3*® + N;® 4+ N&* + Ng®. De
manera similar se podra plantear un modelo cuando los buses se dirigen de sur a norte.

Los N buses saldrén dentro de un lapso de tiempo, por ejemplo una hora.

En este caso seguimos considerando que la ruta A parte de la Estaciéon Naranjal y
llega hasta la estacién Matellini, ya que la modificacién de esta ruta (vigente desde
el 17 de setiembre del 2012) se considera en el Capitulo 4. Ademds en la actualidad
la ruta A da la vuelta en la Estacién Central, lo cual implica que volverda a dar la
vuelta nuevamente en la Estacion Naranjal y existe la posibilidad de circular otra vez

de norte a sur, y este caso no se estd considerando en la siguiente formulacién del problema.

El modelo matematico tiene como objetivo optimizar la distribucion de los NV buses en las
6 rutas y optimizar la frecuencia de las salidas de los buses, la cual puede ser considerada

constante para simplificar nuestro problema.

Para cada i € {1,...,N}, j € {1,...,6} y k € {1,...,38} tenemos las siguientes nota-
ciones:

= sf ;€s el nimero de pasajeros que suben al i-ésimo bus, el cual realiza la ruta j, en
9,

la estacién k.
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] bf” ; es el nimero de pasajeros que bajan del i-ésimo bus, el cual realiza la ruta j, en

la estacién k.

= tf ; €s el tiempo (en minutos) que tarda el i-ésimo bus, el cual realiza la ruta j, en

el k-ésimo tramo, el cual comprende desde la estacion k hasta la estacién k + 1.

Observacién 1.12. El tramo 38 puede considerarse como el tramo en la Estacion Matelli-
nt usado para voltear y luego dirigirse de sur a norte, esto es, la estacion 39 sigue siendo

la Estacion Matellini.

Observacién 1.13. En t,ﬁj debemos incluir el tiempo de embarque y desembarque en la

k-ésima estacion.

Como en la Estaciéon Matellini no sube ningiin usuario y en la Estacién Naranjal no baja

ningdn pasajero, entonces

s%=0b;=0,Vi=1,...,N;Vi=1,...,6.

Como la cantidad total de pasajeros que suben coincide con el nimero total de usuarios

que bajan del bus, entonces

38 38
S osfi =)0, Vi=1,...,N;j€l,...,6 (1.52)
k=1 k=1

Debido a que los buses no se detienen en todos las estaciones, entonces para todo i €

{1,..., N} se tiene que
= sf, =0bF) =1, =0, para todo k = 16,17,18.
n 8?72 = bﬁQ = t§’2 = O, para todo k = 127 - 15.

= s¥y = bfy = tFy = 0, para todo k = 2,...,8,10,12,...,14,15,20,21,22,25, 26,
28,...,31.

= sb, = b, = tF, = 0, para todo k = 2,...,5,7,8,10,12,...,18,20,21, 22,25, 26,
28,...,37.

= sis = bfy = tf; = 0, para todo k = 3,5,...,8,10,12,...,18,20, 21, 26,28, 30,
32,...,37.

= sig = bg = thg =0, para todo k = 2,...,23,25,26,28,29,30,32,...,37.
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FEn las ecuaciones anteriores, se ha considerado cuando el i-ésimo bus que realiza la ruta
J no se detiene en las estaciones k 4+ 1,...,k + [, que el tiempo que tarda de la estacién
k a la estacién k + [ + 1 serd tﬁ i Por ejemplo, si i-ésimo bus realiza la ruta del Expreso
1, entonces el tiempo que tarda desde la Estaciéon Central hasta la Estacién Javier Prado

serd, t}’%, mientras que tﬁj = 0 para todo k = 20, 21, 22.

Definicién 1.8. Para cadai € {1,...,N} yj € {l,...,6} definamos

1, si el i-ésimo bus realiza la ruta j;
Tij = ,
0, en caso contrario.

Observacién 1.14. La variable x;; es una variable de asignacion que indica que el i-

éstmo bus realiza solamente una de las rutas.

Luego, para todo i € {1,..., N} tenemos que
6
Zzi’j =1, con z;; € {0,1}.
j=1

Ademsds para cada i € {1,...,N},j€{l,...,6} y ke {1,...,37} se debe cumplir que el

i-ésimo bus que realiza la ruta j transporta una cantidad limitada de pasajeros, esto es

k .o

120, sij=1,2;
S [t -0, < 0= g (1.53)
=1 160, sij=3,...,6.

Si el i-ésimo bus realiza la ruta j, esto implica que z; ; = 1 y que la suma de los tiempos

de viaje de los pasajeros que han usado el i-ésimo bus que se dirige de norte a sur es

37 k

k l l
Dt [Z (3@3‘ - bm)] )
k=1

=1

k
ya que Z (séj — béj) es la cantidad de usuarios que hay dentro del bus en el tramo k.
=1

En consecuencia, el tiempo acumulado de viaje (T},) que realizan los pasajeros de los N

buses dirigiéndose de norte a sur sera

6 37 k

N
To=> > > tii), <3§J - bﬁ,j) Ti.j- (1.54)

i=1 j=1k=1 I=1
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Observacién 1.15. Si para cada i € {1,...,N} y j € {1,...,6} definimos T;; :=

37 k
k l l
g ti E (sm - bi’j), entonces

k=1 =1

N 6
TU = ZZTUCEZ'J, (155)

i=1 j=1

el cual coincide con la funcion objetivo del Problema para m = N yn =6, mds aun

es una funcion lineal en la variable x; ;..

Observacion 1.16. Note que T, no incluye los tiempos de espera de los usuarios en
cada estacion, los cuales son muy importantes ya que en hora punta decenas de pasajeros

esperan en cada estacion por mucho tiempo hasta poder subir al bus.

Los tiempos de espera de los usuarios ocurren en dos casos, cuando no pudieron ingresar
al bus que estuvieron esperando, debido a su capacidad, o porque el bus que acaba de

llegar no era el bus al que iban a subir, lo cual motiva la siguiente definicién:

Definicién 1.9. pf’j es la cantidad total de usuarios que esperan al i-ésimo bus en las 3

puertas de embarque de la ruta j en la estacion k.

Observacién 1.17. El numero de pasajeros que esperan un bus es mayor que la cantidad

de usuarios que suben a dicho bus, esto es

Py =8t Vi=1,... Njj=1,....6;k=1,...,37.

El tiempo de espera de los usuarios en las estaciones que no subieron al i-ésimo bus que

no esperaban en el embarque de la ruta j serd

37

k k
> (pm‘ - Sm) i f,

k=1
donde z; j =1y f =60/N indica que los buses salen cada f minutos a los embarques de
la Estacién Naranjal.
El tiempo de espera en las estaciones de los demés usuarios que no subieron al i-ésimo bus

serd,
6 37
§ :E : xlv] pr]'
7j=1 k=1
Luego, el tiempo de espera para el i-ésimo bus es

3 37

ZG: [p” xwf + (1 — 245)p; ]f} 26: [P” S5 ]-Tz,]] f.

j=1k=1 j=1k=1

3
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Por lo tanto, el tiempo de espera (T;) para los N buses serd

N 6
T.=> > [pﬁj — s I

Observacién 1.18. Si el bus realiza la ruta j no se detiene en la estacion k, entonces

pﬁj =0 para todo i =1,...,N. Note ademds que

N 6
Te = Ke — Z Z Fi,jxi,j, (156)

i=1 j=1
el cual es una funcion lineal afin en la variable x; j, donde

3

N 6
:ZZ plvjfyFJ :_ZfSZJ

i=1 j=1 k=1 k=1

3

Por consiguiente, nuestra funcién objetivo es T, + 1, y el problema a resolver es:

N 6 37
Minimizar 35S ¢ Z( — by )+ 2SO ok — sty £
i=1 k=1

i=1 j=1 k=1 =1 j=1 k=
6
T.
Sujeto a Zl‘i,j:L 1<i<N (T:)
j=1
wi; €401}, 1<i<N, 1<j<6
Observacién 1.19. De las ecuaciones (1,54]) y (1,56) tenemos que
N 6
Ty+T.=Ke+ Y Y Tijwiy, (1.57)
i=1 j=1
donde T;j = (Z[ JZ( ”—bij)—sf] ]), conl1l <1 < Nyl<j<6. En
k=1

consecuencia, nuestra funcwn objetivo es lineal afin respecto a la variable x; ;.

Para el caso en que la frecuencia de la salida de los buses no sea constante, consideremos

la siguiente definicion:

Definicién 1.10. Para cada i € {1,...,N}, f; es el tiempo de separacion entre el bus

i —1 y el i-éstmo bus.

Observacion 1.20. f; es el tiempo que tarda en salir el primer bus. Mds ain, Z fi =60
i=1
(minutos).
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Observacidén 1.21. Si consideramos que la frecuencia es constante, es decir, f; = 60/N
para todo 1t =1,..., N, entonces el problema de transporte que estamos formulando es un

problema de asignacion.

Teniendo en cuenta las frecuencias variables, el tiempo de espera es
N 6 37
k k
Te=Y 33 fi|phy - ki)
i=1 j=1 k=1

De este modo, nuestro problema a resolver serd el problema no lineal entero mixto:

37

Minimizar Z Z Z t; Z ( ) Tij + iv: 26: [P@] xw i

ll]lk‘l =1 j=1 k=1

Sujeto a Zz:” =1, 1<:<N

= (Tm)
2i;€{0,1}, 1<i< N, 1<j<6

N

> fi=60

=1
fi>0,1<i<N

Finalmente, al encontrar los valores de z;; determinaremos de manera 6ptima la ruta
debe realizar el i-ésimo bus al salir de la Estacion Naranjal y ademas sabremos después

de cuanto tiempo debe salir el bus 7 + 1.

1.2.3. Consideracién de los buses vacios

En los modelos formulados en los problemas ((Ts) y (1,) no se tiene en cuenta el hecho de
que en algunas estaciones llegan buses vacios debido a que decenas de usuarios esperan
hasta méas de 10 minutos para poder ingresar a un bus. Esto ocurre en las estaciones que

son paraderos de los buses expresos.
Para modelar este fenémeno aumentaremos ficticiamente 4 nuevas rutas, las cuales haran
las rutas 7, 8, 9 y 10 con las siguientes caracteristicas:

» Ruta 7: Hace el mismo recorrido que la ruta 3 (Expreso 1), pero su paradero inicial

es la Estacién Uni (estacién 9).

= Ruta 8: Hace el mismo recorrido que la ruta 4 (Expreso 2), pero su paradero inicial

es la Estacién Tomds Valle (estacion 6).
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» Ruta 9: Hace el mismo recorrido que la ruta 5 (Expreso 3), pero su paradero inicial

es la Estaciéon Izaguirre (estacién 2).

» Ruta 10: Hace el mismo recorrido que la ruta 5 (Expreso 3), pero su paradero inicial

es la Estacién Independencia (estacion 4).

Luego, manteniendo las notaciones sZ i bl ot j,p” y T4 j, pero estavez con j € {1,...,10},

el problema real a resolver serd el problema no lineal entero mixto:

10 37 10 37

Minimizar ZZZt Z ( ) i  + ZZZ |:pz,] Szgxw i
=1 j5=1 k=1 =1 j5=1 k=1
10
Sujeto a Zx” =1, 1<i<N
= (T7)

z;j €{0,1}, 1<i< N, 1<5<10

N

> gm0

i=1

Ji>0, 1<i<N
Por otro lado, a partir del 17 de setiembre del 2012, se han modificado las rutas A y C,
razon por la cual haremos los cambios necesarios considerando ademas ahora el total de

los buses, es decir incluyendo los buses que viajan de sur a norte. La formulacién del

problema resultante lo estudiaremos en el Capitulo [4

Es normal preguntarse si permitir la circulaciéon de buses que realizarian las rutas 7, 8,
9 6 10 implica la disminucion del tiempo total de viaje de los usuarios, es por ello que

mostramos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1. El valor éptimo del Problema es menor que el valor optimo del

Problema (1,,)).

Prueba: Sean

6
D =SameRN D m;=1, 1<i< Njz; €{0,1}, 1<i<N, 1<j<6
j=1

10
Di={a" eRON: Y o =1, 1 <i< Nymi; €{0,1}, 1<i< N, 1<5 <10
j=1
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conjuntos tales que D" x Dy y D} x D sean los conjuntos factibles de los problemas ({1;,,))
y (7)) respectivamente, donde

N

Dgz{felRN:Zfi:%;fizO, 1§i§N}.
i=1

Del mismo modo definamos G™(z, f) y G"(x, f) las funciones objetivos de los problemas

(7)) v respectivamente. Definiendo 2o € R* por zg = (0,0,0,0), tenemos que zy =

™ x xo € D] para todo 2" € D7, luego
G"(zg, f) = G™(2™, f).

De la igualdad anterior y notando que D7* x {x¢}Da C D} x Ds, entonces el valor éptimo

del Problema ({1} es menor que el valor 6ptimo del Problema (1;,)). O

De la proposicién se concluye que si permitimos la circulaciéon de buses que realizarian las

rutas 7, 8, 9 6 10 esto implica la disminucion del tiempo total de viaje de los usuarios.
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Capitulo

Algoritmo para el Problema ([}

Debido a que el conjunto factible del Problema presenta dos tipos de variables,
aprovecharemos que éstas son independientes para resolver este problema mediante sub-
problemas. Primero plantearemos y estudiaremos la convergencia del algoritmo para sub-

problemas lineales y luego pasamos al caso no lineal.

2.1. Formulando el algoritmo

El problema (7)) es equivalente al problema

10 37 k 10 37
Minimizar ZZZ[ b (shy =) — kit xza+ZZmefz
i=1 j=1 k=1 =1 =1 j=1k=1
10
Sujeto a Zx” =1, 1<:<N
! (T)
z;;€{0,1}, 1<i< N, 1<;j<10
N
S si—o0
i=1
Ji>0, 1<i<N
Sean x = (.T171,.. 5 L1,105 -+ s TN 1y« -+ ,.TNJ()) e RION v f= (f1,...,f]v) e RV,
Dado (z, f) € RN x R¥, definamos la funcién
10 37 k 10 37
! !
S W) [HACHUHERHIFIES 3 3) 2%
i=1 j=1 k=1 =1 i=1 j=1 k=1

Para cada z € RV fijo, definamos G, (f) : RN — R por

N 10 37 k N 10 37
0= Gl = 323 5k 35 (o) s+ 20 | Sy o] )

=1 i=1

29



el cual es una funcién afin lineal.

Del mismo modo, para cada f € R" fijo, definamos G, (f) : R — R por

N 10 37 k N 10 37
6t0) =Gt ) = 33 (3032 (4 - ) ] ) st D23 b
i=1 j=1 \k=1 =1 i=1 j=1 k=1

el cual es también una funcion afin lineal.

Luego, si (T, f) es la solucién del Problema , entonces para cada x € R'%V y para cada

f € RN tenemos
G@,f) < Guo(f) y G(@, f) < Gy(2).

Veremos que el Problema 1) puede dividirse en dos subproblemas, para ello definamos

los conjuntos

10
Dy=SaeRN:> a;=1,1<i<Njm; €{0,1}, 1<i<N, 1<j<10,,y
j=1
(2.1)
N
DQ:{fE]RN:Zf¢:6O;fZ~20,1§z‘§N}. (2.2)
i=1
De este modo, el Problema puede escribirse como
Minimizar G(z, f)
Sujeto a  (z, f) € D1 X Dq
Definamos los subproblemas
Minimizar G¢(x) ~
. (T¥)
Sujetoa x € Dy
donde f € RY es fijo, y
Minimizar G(f) ~

Sujetoa  f € Dy

donde x € RV es fijo.
Observacién 2.1. El conjunto D1 es compacto y el conjunto Do es compacto y convezo.

Sea f! € RY tal que f! =60/N para todoi € {1,...,N}, luego f! € Ds.

Definamos z*¥ € RV tal que 2" es la solucién del Problema (ffk), para todo k > 1.
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De manera similar, definamos f* € RN tal que f* es la solucién del Problema (kaA),

para todo k > 1.

Desde que los conjuntos factibles a los problemas (ff) y (T},) son acotados, entonces { f*}
y {2*} poseen subsucesiones convergentes. Denotemos por ]?y Z puntos de adherencia de

las sucesiones anteriores respectivamente, esto es, fk = fy L

Proposicién 2.1. Para todo k > 1 se tiene que

Gz, f) < G(f.7) < G ) < Gk, M) (23)
donde (T, f) es solucion del Problema .
Prueba: Como f**! es solucién de (Txk), entonces

+1

Debido a que 2%+ es solucién de (f pr+1), entonces

G(ﬂjk+1, fk+1) _ Gfk-H (xk—i-l) < Gfk+1 (.Cck) = G(xk’fk)

Observe que la sucesién {G(z*, f*)} € R es decreciente y acotada pues G es continua

sobre el compacto Di x Do, en consecuencia {G(z*, f¥)} es convergente y converge a

G(f, Z). Luego

G(f.7) < G, f*), vk > 1.

Por lo tanto, como (T, f) es solucién del Problema , entonces

— ~

Gz, f) < G(f,7),

con lo cual se obtiene la ecuacién (2.3)). O

Proposicién 2.2. Si (7, f) es solucion del Problema 1) entonces

~ — ~ ~

G, ) <G, f) y G f) <G, f).

Prueba:

k

Como z" es solucién del Problema (ffk), entonces

G(a", f*) = Gp(a®) < Gp(@) = Gla, f*), Vk > 1, Va € Dy.
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Haciendo k — oo, tenemos que

~

G(f7f) SG(EM]C)? vaD%

en particular

~ ~

Gz, f) < Gz, f).
Del mismo modo, como f* es solucién del Problema (ka—l), entonces
G(a", %) € G () € G (/) = G, 1), Wk > 1, ¥ f € Dy
Haciendo k — oo, tenemos que

G(£7f) SG(£7f)7 VfEDQa

en particular

)

Gz, f) <G, f)

~

Para demostrar que (Z, f) es solucién del Problema necesitamos utilizar alguna
condicion de optimalidad. En caso de que el conjunto factible sea convexo, el método
anterior coincide con el de Gauss-Seidel. Esto nos motiva a trabajar considerando la
capsula convexa de D; y determinar si la soluciéon de este nuevo problema coincide con la

solucién del Problema .

Si consideramos co(D1) en lugar de Dy, entonces

Minimizar G(z, f)

10
Sujeto a Z:cm:l, 1<i<N
j=1
0<mz,; <1, 1<i<N, 1<;<10 (T)

N

> si—o0

i=1

Ji20,1<i<N
puede escribirse como

Minimizar G(z, f)
Sujeto a  (z, f) € co(D1) X Do

donde co(Dy) = co(D1,) X --- x co(D1,) y

10
CO(Dll.) = (xi71,...,:13i710) S ]Rlo : ZCE,‘J =1;0< Ti j <1, 1<53<10,, 1<4< N.
j=1
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Observacion 2.2. Note que Dy = Dy, X --- X D1, donde

10
Dy, =< (@i, wi00) €R D miy=Liw; €{0,1}, 1< <105, 1<i<N.

(3

j=1

Nuestro objetivo es mostrar que (Z, f) es solucién del Problema , para ello veamos que

los puntos extremos de co(D;) pertenecen a Dj.

Lema 2.1. Los puntos extremos de la cdpsula convexa de
C"={(x1,...,2n) ER" 121+ -4+, =1;2, € {0,1}, 1 <i<n}
pertenecen a C", esto es Ext(co(C™)) C C™.
Prueba: Supongamos que existe z = (x1,...,z,) € R" tal que = sea punto extremo de
co(C") ={(z1,...,2n) ER" 11+ +2,=10<2;, <1, 1 <i<n}

tal que = ¢ C™.

Sean o; = x; € [0,1], para todoi=1,...,n,y ¢; = (¢;y,...,¢,) € R™ tal que
0, j#i
ci; = 17 para todo j € {1,...,n}.
1, =1

n

Debido a que ¢;; € {0,1} para todo i,j € {1,...,n}y ZCU = 1, entonces ¢; € C" C
j=1

co(C™).

n n n
Por otro lado, como E o = E z; = 1, entonces g «o;c; es una combinacién convexa no

i=1 i=1 i=1
trivial de elementos de C", més aun,

n n

oic; = z;(0,...,0,1,0,...,0) = z.
> o= Yol )
i=1 =1 i—1

En consecuencia, x no puede ser punto extremo de co(C),), con lo cual queda demostrado

el lema. O

Observacién 2.3. Como Ezxt(C") ={ci1,...,cn} = C" y C" C co(C™), del lema anterior
tenemos que Ext(co(C")) = C".

Lema 2.2. Dados A,B C R"™ convezos y no vacios, entonces Ext(A x B) C Ext(A) x
Ezt(B).
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Prueba: Procedamos por contradicciéon. Sea (a, b) € Ext(A x B) tal que (a,b) ¢ Ext(A) x
Ext(B); esto implica que a ¢ Ext(A) 6 b ¢ Ext(B).

Supongamos que a ¢ Ext(A), esto es, existen aj,a2 € Ay A €]0,1] tales que Aa; + (1 —
Nag = a.

Por otro lado

(a,b) = Man,b) + (1 — N)(as,b) € A x B,

lo cual contradice el hecho que a ¢ A. a

Observacién 2.4. De manera similar podemos mostrar que la otra inclusion en el lema

anterior es verdad, por consiguiente tendriamos
Ext(A x B) = Ext(A) x Ext(B)
si A y B son convexos y no vacios.

Lema 2.3. Para el conjunto Dy definido en la ecuacion (2,1)) se cumple que

Ext(co(D1)) C Ds.

Prueba: Como co(D1) = co(D}) x --- x co(DY), del lema anterior (por un proceso de

induccién) tenemos que
Ext(co(D1)) C Ext(co(D})) x - -+ x Ext(co(DN)).

Debido al Lema se obtiene que Ext(co(D})) C Di para todo i = 1,...,n. En conse-
cuencia

Ext(co(D;)) € Di x ---x DY =Dy

Ahora que sabemos que los puntos extremos de co(D1) pertenecen a Dy vamos a proponer

un algoritmo que solucione el Problema [T] Para ello definamos los subproblemas

Minimizar G (z) ~
Sujeto a € co(Dy)

donde f € R es fijo, y
Minimizar G(f) ~

Sujetoa  f € Dy

donde x € RV s fijo.
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Algoritmo 2.1. Dado N el nimero de buses que se dirigiran de morte a sur en un

determinado intervalo de tiempo de la manana:
1. Sea f1 € RN tal que f! = 60/N para todoi € {1,...,N} yk=1.
2. Determinar z* € RN la solucién del Problema (ffk)

3. Determinar f*1 € RN la solucién del Problema (Tx).

4. Hacer k =k + 1 y volver al paso 2.

Observaciéon 2.5. Como los problemas (Tfk) y (T

k) son problemas afines lineales, en-

tonces uno de los puntos extremos de co(Dy) y de Dy son soluciones de estos problemas

respectivamente.
En virtud del Lema tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 2.3. Sea (7, f) el punto de acumulacion de la sucesion {(xk, fk)} formada

en el Algom'tmo entonces (Z, f) es solucion del Problema .

Prueba: De la observacién anterior se tiene que z* € Dy y f* € Dy, més atin, como el
Problema es un problema cuadratico entonces uno de los puntos extremos de co(D1) X
Dy serd solucién de este problema.

Como (Z, f) el punto de acumulacién de la sucesién {(z*, f*)} formada en el Algoritmo
entonces veamos primero que (Z, f) del Problema .

Debido a que f**1 es solucién del Problema (f »k) v D2 es convexo, entonces
(VG f70), f = ) = (VG (S, f = ) 20, VR < 1.

Haciendo k — oo, tenemos que

k

Del mismo modo, como z" es solucién del Problema (Tfk) y co(Dq) es convexo, entonces

(VyG(a", f7), 2 = aF) = (VG (ah),y —a¥) >0, VE > 1.

Haciendo k& — oo, tenemos que

(V.G@E, ),z —7) > 0.

En consecuencia
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para todo (z, f) € co(D1) x Ds.

Por lo tanto, (z, f) es solucién del Problema y por ser un punto extremo de

co(D1) x Do se tiene que (Z, f) € D1 X Do, en consecuencia (Z, f) es también solucién del

Problema . O

Desde luego que la solucién de un problema lineal no es necesariamente un punto extremo,
pero podemos resolver el problema de tal modo que esto ocurra como por ejemplo el método
simplex. Considerando un método que garantice que la solucién de un problema lineal sea
un punto extremo, tenemos que la proposicion anterior es valida, mas ain, se obtiene la

siguiente observacién.

Observacion 2.6. Se tiene que (T, f) = (7, f) debido a que (z*, f*) € Dy x Dy para todo
k>1.

El método simplex se caracteriza por resolver un problema de programacién lineal en
finitos pasos. El siguiente resultado nos dice que podemos solucionar el Problema (7] en

finitos pasos.

Proposicion 2.4. El Algoritmo resuelva el Problema en finitos pasos.

Prueba: Supongamos que al ejecutar el método simplex para resolver los problemas
(Tfk) y (Txk) se necesiten a lo mas ny y n, pasos respectivamente para cualquier k > 1,

entonces el Algoritmo resuelva el Problema en a lo mds nyn, pasos. O

Observacion 2.7. Al resolver Problema con el Algoritmo estamos dividiendo un
problema no lineal entero mixto en subproblemas lineales, los cuales se resuelven rdpida-

mente en comparacion del problema inicial.

2.2. El caso no lineal

Decir que y € {0,1} es equivalente a decir que y es solucién de y?> —y = 0. Esto
implica que la restriccién de una variable del tipo entero que puede tomar sélo dos valores

se puede convertir en una restriccion no lineal de igualdad.

Empecemos reescribiendo el conjunto D;:

10
Di=SaeRN:> o;=1,1<i<Nja}; —2;=0, 1<i<N, 1<5 <10
j=1
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Este conjunto sigue siendo compacto, més atn, Gf(x) es convexa diferenciable sobre el
conjunto D; que acabamos de mostrar. Ademdas Do es compacto y convexo, y G(f) es
también convexa diferenciable sobre Dy. En consecuencia al aplicar el Algoritmo sobre
los subproblemas
Minimizar G¢(x)
Sujetoa x € Dy
donde f € RY es fijo, y
Minimizar G(f)
Sujetoa  f € Dy

donde z € RN es fijo, tendremos que las subsucesiones z* y f* determinadas por éste

algoritmo son tales que (2*, f*) € Dy x Dy para todo k > 1.
Para garantizar que todo punto de adherencia de (z*, fk) sea solucion de [T necesitamos
que D1 y Dy sean convexos, tal como se mostré en la Proposicién sin embargo, D;

no es convexo.

Para trabajar con el caso estocastico de nuestro problema, veamos primero algunas gene-

ralidades de la programacién estocéstica.
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Capitulo 3

Programacion Estocastica

Tal como su nombre indica, la Programaciéon Estocéstica trata problemas de Progra-
maciéon Matematica en cuya formulacién aparece algin elemento estocastico. La aleato-
riedad en coeficientes en unos casos se deberd a la falta de fiabilidad en los datos recogidos,

en otros casos a errores de medida, en otros a eventos futuros ain no conocidos, etc.

3.1. Definiciones basicas

Se considera el siguiente problema de Programacion Estocéstica:

min  G(z,§)
Sujeto a  §i(z,£) <0,i=1,...,m, (PE)
reD,

donde el conjunto D C R™ y £ es un vector aleatorio definido sobre un conjunto £ C R?®.
Suponemos que estan dados una familia de eventos F' formada por subconjuntos de E
y una distribucién de probabilidad P definida sobre F'. Por tanto, para cada A C E,
es A € F, y la probabilidad P(A) es conocida. Ademds suponemos que las funciones
gi(x,-): E — R, V z,i son variables aleatorias y que la distribucién de probabilidad P es

independiente del vector de variables de decision .

Obsérvese que en el problema formulado (PE]) para cada vector aleatorio £ € E se tiene
un problema deterministico. Un vector = € D puede ser factible para algin £ € F y no

serlo para otros casos.

Asimismo puede ocurrir que dados zi1,2z0 € D y &,&% € D se tenga que

G(x1,&1) < G(w2,61) y Glw2, &) < Gla1,E).
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Un caso particular del Problema (PE]) es el siguiente problema de Programacién Lineal

Estocastica:

min 7§,
x

Sujeto a  Ax = b,
T(&§)x > h(8),

x>0,

(PLE)

donde la matriz A y el vector b son deterministicos. La matriz T'(-) y los vectores c(-) y

h(-) dependen del vector aleatorio £ y por tanto son estocasticos.

Normalmente el problema estocastico se reemplaza por un problema determistico, que
se llama determinista equivalente cuya solucién optima pasa a considerarse la solucion

optima del problema estocéstico.

Fundamentalmente existen dos tipos de modelos en Programacion Estocastica:

» Modelos “esperar y ver” (“wait and see”) o modelos de programacion estocastica pa-
siva, basados en la suposicién de que el decisor es capaz de esperar a que se conozcan
las variables aleatorias y tomar su decisién con informacién completa luego, con lo
que el problema se convierte en deterministico y es posible encontrar el valor optimo
de las variables de decisién con las técnicas habituales de programacion matematica
deterministica. En ocasiones puede tener interés el conocer la distribucién de pro-
babilidad del valor objetivo éptimo (valor esperado o varianza) antes de conocer
la realizacion de sus variables aleatorias. Tales problemas se llaman problemas de

distribucién.

» Modelos “aqui y ahora” (“here and now”) o modelos de programacién estocéstica
activa. En estos modelos el decisor toma la decision sin el conocimiento de la realiza-
cion de las variables aleatorias, sin que por ello queden afectadas las distribuciones

de probabilidad de las mismas.

En las siguientes secciones veremos diferentes enfoques para resolver un problema estocas-

tico.
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3.2. Programacion con restricciones probabilisticas

Se considera el problema (PE]) en el que se supone que la funcién objetivo no contiene

ninguna variable aleatoria:

min  G(z),
xr
Sujeto a gi(x,€) <0,i=1,...,m, (3.1)
zeD.

El método de restricciones de azar fue introducido en 1958. La idea consiste en transfor-
mar el problema dado en un determinista equivalente en el que se verifiquen las restriccio-
nes con, al menos, una determinada probabilidad fijada de antemano. Hay que distinguir
dos casos segun se fije la probabidad para el conjunto de las restricciones o para cada una

de ellas por separado.

Restricciones de azar conjuntas:

Sea p € [0,1] dado. Se define el determinista equivalente:

min  G(z),
Sujeto a  P(g1(z,£) <0,...,9m(x,§)) > p, (3.2)
xz € D.

Para este problema, 1 — p es el riesgo admisible para el decisor de que la solucién del

problema sea no factible.

En el caso particular de que para cada x € D las wvariables aleatorias
91(2,€),92(x, &), ..., gm(z, &) sean mutuamente estadisticamente independientes, el pro-
blema equivalente determinista anterior se puede expresar de la siguiente forma.
min  G(a),
Sujeto a  P(g1(x,&) <0)--- P(gm(z,§)) > p, (3.3)
rz e D.

Restricciones de azar separadas o individuales:

Para cada restriccién i € {1,...,m} sea p; € [0, 1] dado. Se define el determinista equiva-
lente:
min (),
Sujeto a  P(gi(x,§) <0) > p;, parai=1,...,m, (3.4)
xzeD.

La siguiente proposicion recoge la relacion entre los dos casos:
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Proposicién 3.1. Supongamos que x es una solucion factible del Problema (3,4) para los

m

valores pi,...,Pm. Entonces para p=1—m + Zpi, se verifica que x es factible para el
i=1

Problema (3,2)).

Prueba: Sea 7 solucién factible del Problema . Ello quiere decir que se verifica:
P(&lgi(x,€) < 0) > p;, para todo i = 1,...,m. Definimos los eventos A; de la siguiente
forma: A; = {£|g:(Z,&) <0}, parai=1,...,m.

Se verifica que P(A;) > p;, P(AY) <1 — p;. Veamos que se verifica que

m
i=1
lo cual quiere decir que Z es factible para el Problema (3.2). En efecto:

Teniendo en cuenta la desigualdad de Boole: P U S| < Z P(S})), se tiene que

k k
m m C m
P(ﬂAZ) =1-P (ﬂAZ-) :1—P<U(AZ~)C>
=1 =1 =1
>1-> P((A)°) =1-) (1-p)=p.
=1 =1

Sean
q(z) = P(&|g1(x,£) <0,...,gm(z, &) <0),
qi(z) = P(&lgi(x,6) <0),i=1,2,...,m.

El conjunto factible del Problema (3.2)) lo podemos representar de la siguiente forma:
C(p) ={z € Dlq(z) = p}.

Sea Ci(pi;) = {x € D|q¢i(x) > pi},i € {1,...,m}.

El conjunto factible del Problema (3.4)) lo podemos respresentar como

~

Cpr,-..\pm) = ﬂ Cy(pr).
i—1

Seria deseable que los conjuntos C'(p) y C (p1,---,Pm), que son los conjuntos de soluciones
factibles de los deterministas equivalentes que estamos estudiando, fueran no vacios

cerrados y convexos. Las siguientes proposiciones tratan sobre dichas cuestiones.
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Proposicién 3.2. Sea C(p) el conjunto de soluciones factibles del Problema (3,2)). En

dicho conjunto se verifican las siguientes propiedades:

1. Sip1 < pa, entonces C(p1) D C(p2).

2. C(0)=D.

3. C(p) es no vacio para todo p € [0,1] si, y sdlo si, C(1) = 0.
Prueba:

1. Sea p1 < po. Si xz € C(p2) se tiene que

q(x) = P(&lg1(,8) <0,92(2,8) <0,...,gm(x,&) <0) > p2 > p1,

entonces z € C'(p1).

2. C(0) = {x € D|q(z) > 0} = D, ya que ¢(z) es una probabilidad y por tanto es

mayor o igual que cero.

3. Si C(p) =0, Vp e [0,1], entonces C(1) = (). Por otra parte, si C(1) = (), entonces
V p <1, del primer item tenemos que C(p) > C(1) = 0.

Observacion 3.1. Obsérvese que si C(p) =0, ¥V p € [0, 1], entonces a(pl,pg, e Pm) =0,
para todo p1,p2, ..., pm € [0,1].

La siguiente proposicion da condiciones que aseguran que los conjuntos que estamos con-

siderando son cerrados.

Proposicion 3.3. Si las funciones g; : R™ x E — R son continuas, entonces los conjuntos
factibles C(p) y C(p1,p2,---,Pm) son cerrados.
A continuacién se aborda el problema de la convexidad de los conjuntos C(p) y

C(p1,p2,--.,pm). Estos conjuntos en general no son convexos. Veamos condiciones para

que si lo sean.

Definicién 3.1. Una medida de probabilidad P : F — [0,1] se dice que es cuasicdncava
si V¥V S1,S2 € F, siendo S1 y S2 conjuntos convexos, y ¥V A € [0,1], se verifica que
P(AS1 + (1 — X)S2) > min{P(S1), P(S2)}.
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Definicién 3.2. Una medida de probabilidad P : F — [0,1] se dice que es log-concava
si ¥ 51,5 € F, siendo S1 y Sy conjuntos convexos, y ¥V A € [0,1], se verifica que
P(AS1+ (1= X)S2) > [P(S1)N[P(S2)]' .

Las dos proposiciones siguientes dan condiciones para que una medida de probabilidad sea

cuasiconcava.

Proposicion 3.4. Si P es una medida de probabilidad log-concava en F', entonces P es

cuasiconcava.

Proposicion 3.5. Sea P una medida de probabilidad en R®, de tipo continuo con funcion

de densidad asociada f. Entonces se verifica:
» P es log-concava si, y solo si, el logaritmo de f es una funcion concava.
» P es cuasicéncava si, y solo si, f/° es conveza.

La siguiente proposicién da condiciones suficientes para que los conjuntos que estamos

estudiando sean convexos.

Proposicién 3.6. Si g;(-,-) es conjuntamente conveza en (z,£), para cada i =1,2,...,m
y P es cuasiconcava, entonces C(p) es convezro para todo p € [0,1] y C(p1,p2,...,Pm) €S
convexo, Y p1,p2,...,pm en [0,1].

Algunas medidas de probabilidad cuasicéncavas son: La uniforme k-dimensional, sobre
un conjunto convexo S C R, la distribucién exponencial en R, la normal multivariante
en RF, la distribucién de Dirichlet, la beta, la distribucién de Wishart, la gamma para
ciertos valores del parametro, la distribucion de Cauchy, la distribucién de Pareto para

determinados valores, etc.

3.2.1. El caso lineal

Se considera el problema lineal estocastico (PLE]), en el cual se supone que la funcién

objetivo no contiene ninguna variable aleatoria:

min Tz,
Sujeto a Az = b, (3.5)
T(§)z < h(E),
x <0.
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Para el Problema (3.5), dado el valor p € [0, 1], el programa determinista equivalente

correspondiente al método de restricciones de azar tomadas en conjunto serd
min c z,
€T

sujeto a Az = b, (3.6)

Para el mismo Problema ({3.5)), dados los valores pi,pa, ..., pm, pertenecientes al intervalo
[0, 1], el programa determinista equivalente correspondiente al método de restricciones de

azar tomadas de manera separada sera:

min ',

suje:ico a Ax=0b,
P(T{€)r < hil€) < pivi=1,2,....m,
<0
Sean C(p) el conjunto factible del Problema y C(p1,p2,-..,Pm) €l conjunto factible

de (3.7). Aunque el programa estocéstico inicial (3.5)) es lineal, los conjuntos de soluciones

(3.7)

factibles C(p) y C (p1,p2, - - -, Pm) 1O tienen por qué ser convexos, como se puede observar

en el siguiente ejemplo.

Se considera el siguiente programa estocastico con una sola variable de decisién

min  go(x),
xT
sujeto a Tx > h(§),
-2 -2 —-10

donde T = , h(§) toma los valores , con probabilidad 1/2, y ,
1 1 3

con probabilidad 1/2.
Para este programa estocéstico se tiene que, para todo p € [0,1/2] es C(p) = C(p) =

[0,2] U [3, 5], que no es convexo.

Las siguientes proposiciones recogen los principales resultados conocidos para el tipo de

problema que estamos considerando.

Proposicion 3.7. Se considera el programa estocdstico . Supongamos que & es un
vector aleatorio cuya distribucion de probabilidad es discreta y finita.Sea P(€ = &%) = ak ,
para k =1,2,..., K. Entonces parap > 1—m € {1,2,..., K }ak se verifica que el conjunto

factible C(p) es convezo.
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A la vista de la proposicién anterior, se comprueba inmediatamente que si p; > 1 —miny, €

{1,2,..., K}ay para cada j = 1,2,...,m, el conjunto é(pl,pg, .+.,Dm) €S CONVEXO.

Proposicién 3.8. Se considera el programa estocdstico (3,5)). Supongamos que T(§) =T y
que la probabilidad P correspondiente a h(§) = h es cuasiconcava. Entonces los conjuntos

C(p) y a(pl,pg, ...y Pm) Son cerrados y convexos.

Proposiciéon 3.9. Se considera el programa estocdstico l) Sean Tl,j:g, e ,Tm las fi-
las respectivas de la matriz T(g),h(g) = h. Supongamos que fl,’fg,...,fm , h tienen

distribucion normal con

B (T, - BE(T) (T; - BE()T)] = ryC, paraij=1,2....,m,

E [(TZ — E(Ty)) (ﬁ - E(z))} =s5;C, parai,j=1,2,...,m,

donde ri; y s; son constantes para todo i,j. Entonces, C(p) es convexo para p <0,5.

3.3. Funcion objetivo aleatoria

Consideremos el siguiente problema estocstico, en el que todas las restricciones son

deterministicas y la funcién objetivo es aleatoria.

min 50 (‘Ta g)v

T (3.8)
sujetoa: x € X

El conjunto factible X C R™ estd compuesto por restricciones deterministicas, bien porque

lo sean de manera natural o bien porque se haya obtenido el determinista equivalente

utilizando el método de restricciones de azar.

Veremos como trabajar la funcién objetivo estocastica en su determinista equivalente.

3.3.1. Algunos criterios

Criterio del valor esperado

Se convierte la variable aleatoria go(z, ) en una funcién deterministica tomando la espe-

ranza matematica

Elgo(x, €)].

El determinista equivalente del problema estocastico (3.8)) sera
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min Bl 6)],

sujeto a: zeX

(3.9)

Para resolver el problema de programacion estocastica siguiendo este criterio, basta con
conocer el valor esperado de la funcién objetivo estocastica y, por tanto, es aplicable atin

en el caso en el que se desconozca la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria

go(z, ).

Criterio de minima varianza

Se convierte la variable aleatoria go(z,£) en una funcién deterministica tomando su

varianza: Var[go(z,€)] = E[go(w, £)?] — {E[go(z, £)]}>.

La utilizacion de este criterio da lugar a la eleccién de aquel vector x para el que la
variable aleatoria go(z, £) estd mas concentrada alrededor de su valor esperado, de manera
que el determinista equivalente segtn el criterio de minima varianza puede interpretarse

como una medida de error cuadratico.

El criterio de optimizacién es el de minima varianza tanto si se tratara de minimizar la

funcién objetivo como si se tratara de maximizarlo.

Para poder utilizar este criterio es suficiente con que se conozca la varianza de la variable

aleatoria go(z, ). No hace falta que se conozca su distribucién de probabilidad.

El determinista equivalente del problema estocéstico (3.8]), segun el criterio de minima

varianza sera

Hl:z:in V(IT[EO(CUag)]? (3.10)
sujeto a: reX

Criterio de eficiencia valor esperado desviacién estandar

Este concepto de eficiencia fue introducido por Markowitz en 1952 para resolver problemas
de seleccién de carteras en el campo de las finanzas. Se trata de elegir una politica z° que
sea eficiente en el sentido de Markowitz:

Sean u(z) = Elgo(z, )], 0(z) = Var[jo(z, €)]. Se tiene que verificar que no existe ningtin

r € X para el cual se tenga que u(r) = u(x°) y o(z) < o(2?), o bien p(x) < p(z?) y



o(x) = o(x0).

El conjunto de puntos eficientes normalmente tiene infinitos elementos. Por tanto,
normalmente este criterio no especifica un tinico punto como solucién éptima. Si se quiere
llegar a una tnica solucién 6ptima habra que anadir otras consideraciones al conjunto

obtenido de puntos eficientes.

El célculo de soluciones eficientes valor esperado desviacion estiandar se traduce en el

calculo de soluciones eficientes del siguiente problema biobjetivo determinista equivalente:

mxl'n (E[ﬁo(m,g)],Va?“[ﬁo(fﬁf)]) )

sujeto a: reX

(3.11)

Criterio de minimo riesgo

Este criterio fue introducido por Bereanu con el nombre de criterio de minimo riesgo, y
por Charnes y Cooper con el nombre de P-modelo. Se trata de maximizar la probabilidad
de que la funcién objetivo sea menor o igual que cierto valor previamente establecido.
Por tanto, para resolver el problema hay que fijar un nivel para la funcién objetivo
estocdstica, A € R, al que se denomina nivel de aspiracién, y maximizar la probabilidad

de que el objetivo sea menor o igual que ese nivel: P {ﬁg(az, E) < )\}.

La idea del nivel de aspiracién es que a lo més el valor objetivo sea A. El determinista

equivalente del problema estocastico (3.8]), segin el criterio de minimo riesgo serd

mix P {50@,5 < )\} ,

sujeto a: reX

(3.12)

Teniendo en cuenta que

migx P {go(x,g) < /\} - méx{l _P {%(x,g) > /\}} =1—minP {50@;,5) > )\} :
el Problema es equivalente a

min P {Go(@,€) > A},

sujeto a: reX

(3.13)

y el problema puede interpretarse como la minimizaciéon del riesgo de que la funcién

objetivo sobrepase el nivel de aspiracién A.
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Si el problema a resolver consistiera en maximizar la funcién objetivo (en lugar de mini-

mizar como estamos considerando), es decir, si el problema original fuera

m;ix §0(x7 5)7

(3.14)
sujeto a: x € X
el problema de minimo riesgo determinista equivalente sera
max P{ﬁo l‘,g Z)\}a
z (=:¢) (3.15)

sujeto a: reX

En este caso la idea del nivel de aspiracién es que el valor objetivo al menos sea A.

La eleccién de un criterio u otro deberd realizarse en base a las caracteristicas del problema
v a las preferencias del decisor. De todas formas, los cuatro criterios estan relacionados

entre si, dado que cada uno de ellos utiliza diferentes caracteristicas de la funcién objetivo.

3.3.2. Relaciones entre las soluciones segun los distintos criterios

Consideremos el problema estocastico en el que suponemos ahora que el conjunto de
soluciones factibles X C R es no vacio, cerrado, acotado y convexo. Suponemos también
que £ es un vector aleatorio definido sobre un conjunto £ C R® cuyas componentes son
variables aleatorias continuas y cuya distribucion de probabilidad es independiente de las

variables de decisién 1, s, ..., T, del problema.

Proposicién 3.10. Se considera el problema estocdstico (PE|) con las hipdtesis adi-

cionales introducidas en esta subseccion.

1. Si la solucion dptima del problema segin el criterio del valor esperado es unica, en-
tonces es una solucion eficiente valor esperado desviacion estandar. Si no es unica
solo se puede asequrar que las soluciones dptimas valor esperado son soluciones débil-
mente eficientes valor esperado desviacion estandar, pero no tienen por qué ser efi-

cientes valor esperado desviacion estdndar.

2. Si la varianza de la funcion objetivo es una funcion estrictamente conveza, el pro-
blema de varianza minima tiene solucion unica que es una solucion eficiente valor
esperado desviacion estandar. Si no es unica sélo se puede asequrar que las solu-
ciones optimas de minima varianza son soluciones débilmente eficientes valor es-
perado desviacion estdndar, pero mo tienen por qué ser eficientes valor esperado

desviacion estandar.
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Como ejemplo vamos a considerar el caso de funciéon objetivo lineal con distribucion de

probabilidad normal.

Sea el programa estocastico lineal

min Ty
T (3.16)
sujetoa z € X

El conjunto factible X C R"™ estd compuesto por restricciones deterministicas, bien porque
lo sean de manera natural, bien porque se haya obtenido el determinista equivalente uti-
lizando el método de restricciones de azar. Se supone que el vector aleatorio £ sigue una
distribucién de probabilidad normal multivariante, con valor esperado ¢ y matriz de va-
rianzas y covarianzas S definida positiva.

En estas condiciones la variable aleatoria ¢’z es normal con valor esperado ETx y varianza

Tr—¢a

vVaT Sy

valor esperado 0 y desviaci 6n t ipica 1).

27 Sz. Por tanto se tiene que es una variable aleatoria N(0,1) (normal con

A continuacién se calcula el determinista equivalente del programa estoc astico (3.16]) para

cada uno de los criterios considerados en este apartado.

1. Criterio del valor esperado
min ET:E

z (3.17)
sujetoa z € X

2. Criterio de minima varianza

min TSz
z (3.18)
sujetoa z € X
3. Criterio de eficiencia valor esperado desviacion estandar
min
7 x (3.19)
(5 x, \/J:TSJ:) sujetoa z € X
4. Criterio de minimo riesgo de nivel A
max P {Tz <\
z { } (3.20)

sujeto a reX

Pero

T =T =T =T
T A\l Er—-—¢x A&z _ A=E&x
Pige=) P< Val Sz = VT Sz ® VaTSz |’
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donde Phi es la funcién de distribucién de la N (0, 1), que es estrictamente creciente,

por lo que
=T =T
A—Ex A—=Ex
méx P{Tz <A} =méx® | ——= | = @ [ max —= |,
x e =) z (\/xTSx) ( z \/a:TSa:>
y el Problema (3.21]) es equivalente a
o A-Ea
max

2 Vose (3.21)

sujetoa x € X

Una vez resuelto este problema, la probabilidad méaxima para la que se puede ase-

gurar que la funcién objetivo estocédstica es menor o igual que el nivel de aspiracién

)\—ng
fijado A, es @ [ méx —— |.
x \/a:TSa:>

En el siguiente capitulo reformularemos los problemas de minimizacion de tiempo de viaje,

[Tn) y (@), mostrados en la Seccién y en la Seccién usaremos las equivalencias

presentadas en este capitulo para resolver el problema de minimizacién del costo total.
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Capitulo 4

Problema de Transporte Actual

A diferencia del Capitulo [I| en este capitulo consideraremos la ruta C, el cual no fue
incluido en el problema ya que en las mananas (en hora punta) no circulaban buses de
esta ruta. Sin embargo, ahora la ruta C circula durante todo el dia, lo cual implica que
el Problema debe modificarse; mas aun, contemplaremos ahora la asignacién de los
buses que viajan de norte a sur y de sur a norte, y la posibilidad del cambio de rutas de

los buses al finalizar su recorrido.

4.1. Modificacién de las rutas A y C

El servicio Regular A ahora circula desde la Estacién Naranjal hasta la Estacién Central
y viceversa, mientras que el servicio Regular C circula desde la Estacién Matellini hasta
la Estaciéon Ramoén Castilla y viceversa, con el objetivo de disminuir los tiempos de espera
en las estaciones Ramén Castilla, Tacna, Jr. de la Unién y Colmena.
Empecemos reordenando las notaciones dadas a las rutas de los servicios Regulares y

Expresos:
= Ruta 1: Ruta del Bus Regular A.
= Ruta 2: Ruta del Bus Regular B.
= Ruta 3: Ruta del Bus Regular C.
» Ruta 4: Ruta del Bus Expreso 1 (Exy).
= Ruta 5: Ruta del Bus Expreso 2 (Ex3).
» Ruta 6: Ruta del Bus Expreso 3 (Exs).

» Ruta 7: Ruta del Bus Stuper Expreso (SX).
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N° de Estacién ESTACION Paradero de la Ruta
1,76 Naranjal A B,Ex;,Ex9,Ex3,SX
2,75 Izaguirre A B,Ex3
3,74 Pacifico A B
4,73 Independencia A B, Ex3®
5,72 Los Jazmines AB
6,71 Toméas Valle A B,Exs
7,70 El Milagro A B
8,69 Honorio Delgado AB
9,68 UNI A B,Ex;,Exq,Ex5?
10,67 Parque del trabajo AB
11,66 Caqueta A B,Ex;,Exo,Ex3
12,65 Ramoén Castilla AC
13,64 Tacna AC
14,63 Jr. de la Unién AC
15,62 Colmena AC
16,61 2 de mayo B,Ex;

17,60 Quilca B,Ex;

18,59 Espana B,Ex;,Ex3"
19,58 Estacion Central | A,B,C,Ex;,Exs,Ex3,SX*"
20,57 Estadio Nacional B,C

21,56 México B,C

22,55 Canad4d B,C,Exj3

23,54 Javier Prado B,C,Ex;,Exs,Ex3
24,53 Canaval y Moreyra B,C.Ex;,Ex9,Ex3,5X
25,52 Aramburi B,C,Ex3

26,51 Domingo Orué B,C

27,50 Angamos B,C,Ex1,Ex9,Ex3,SX
28,49 Ricardo Palma B,C

29,48 Benavides B,C,Ex3

30,47 28 de Julio B,C

31,46 Plaza de flores B,C,Exs,Ex3,5X
32,45 Balta B,C,Exy

33,44 Boulevard B,C,Ex;

34,43 Estadio Unién B,C,Exy

35,42 Escuela militar B,C,Ex;

36,41 Teran B,C,Ex;

37,40 Rosario de Villa B,C,Ex;

38,39 Matellini B,C,Ex;

Cuadro 4.1: Estaciones y paraderos de los servicios Regulares y Expresos
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Por consiguiente se obtiene el Cuadro donde la notacién Ex5® indica que el Expreso 3
s6lo para en la Estacion senalada si va de norte a sur. Ex3" y SX*" indican que el Expreso

3 y el Super Expreso solo se detendran si viaja de sur a norte respectivamente.

El modelo matemético a continuacién tiene como objetivo optimizar la asignacién de
N buses (Regulares y Expresos) en las 7 rutas, considerando si parten de la Estacién

Naranjal o Matellini, y optimizar la frecuencia de las salidas de los buses.

Consideraremos que la salida de los IV buses es de 6 a 7 a.m. Debido a que los buses
Expresos circulan de 6 a 9 a.m., asusimos que éstos N buses retornaran (quizd en més
de una ocasion) al punto de partida, los cuales serdn las estaciones Naranjal y Matellini.
Supondremos ademds que la ruta A parte sélo de la Estaciéon Naranjal, la ruta C parte sélo
de la Estaciéon Matellini, mientras que los servicios de la ruta B y del Expreso 1 pueden
partir de la Estacién Naranjal o Matellini. Por ultimo, los Expresos 2 y 3, y el Super

Expreso pueden partir de la Estaciones Naranjal o Plaza de Flores.

4.2. Consideracion de los buses que van de sur a norte

Debido a que los buses retornan para iniciar nuevamente el circuito, este recorrido
implica que pasardan por mas de una vez en las estaciones donde se detienen, lo cual

motiva la siguiente notacién para k =1, ..., 76:

Entre las estaciones k y k + 1 en la direccién de norte a sur,
1<k <38.

Tramo en la Estaciéon Matellini usado para voltear, k = 38.
Tramo k :=
Entre las estaciones 76 — k y 77 — k en la direcciéon de sur a norte,

39 <k <76.

\ Tramo en la Estacién Naranjal usado para voltear, k = 76.

Como los buses retornan, hay que diferenciar cuando el bus estd en el tramo &k por primera,
segunda o tercera vez, para todo kK = 1,...,76. Por consiguiente, para cada k € IN por la

unicidad de los valores ¢, € INU {0} tales que k = 76¢ +r y 0 < r < 76 definimos
Tramo k := Tramo r que se recorre por (g + 1)-ésima vez. (4.1)

Observe que si k = 76, entonces ¢ = 0 y 7 = 76, lo cual implica que el bus estd en la
Estacion Naranjal prepardndose a iniciar el recorrido de norte a sur.

El inicio del Tramo k sera la estacion k, donde la estaciéon k coincide con la estacion

53



77 — k si 38 < k < 76. Del mismo modo, el fin del Tramo k serd la estacion k + 1, donde

1 <k <76y la estacién 77 coincide con la Estacién Naranjal.

Para cada i € {1,...,N}, j € {1,...,7}, k € {1,...,76} y t > 0 tenemos las siguientes

notaciones:

= s;-"; j (t) es la cantidad aproximada de pasajeros que suben al i-ésimo bus, el cual realiza

la ruta j, cuando el bus se ha detenido en el tiempo ¢ en el inicio del tramo k.

] bﬁ j(t) es la cantidad aproximada de pasajeros que bajan del i-ésimo bus, el cual

realiza la ruta j, cuando el bus se ha detenido en el tiempo ¢ en el final del tramo k.

= tf ; €s el tiempo (en minutos) que tarda el i-ésimo bus, el cual realiza la ruta j, en

el tramo k.

Por ejemplo, si el primer bus realiza la ruta C y se encuentra en el tramo 39, entonces el

inicio de este tramo es la Estacion Matellini y el fin serd la Estacion Rosario de Villa.
Observacion 4.1. Consideraremos que t =0 a las 6 a.m. yt =60 a las 7 a.m.

Observacion 4.2. Recuerde que en la variable tﬁj debemos incluir el tiempo de embarque

y desembarque en la k-ésima estacion.

Si el i-ésimo bus se dirige de norte a sur, entonces en la Estacion Matellini no sube ningiin

usuario y en la Estaciéon Naranjal no baja ningiin pasajero, entonces

sS5(t) =bi;(t)=0,Vi=1,...,N;j=1,...,7t >0.

Del mismo modo, si el i-ésimo bus se dirige de sur a norte, entonces en la Estacién Naranjal

no sube ningin usuario y en la Estacién Matellini no baja ningin pasajero, entonces

siot)=b5(t) =0, Vi=1,....N;j=1,...,7t>0.

Los tiempos en que los buses inician un tramo depende del tiempo de separacion entre los

buses, el cual definimos a continuacién:

Definicién 4.1. Para cadai € {1,...,N}, f; es el tiempo de separacion entre el bus i — 1

y el 1-ésimo bus.

Observacion 4.3. f1 es el tiempo que tarda en salir el primer bus. Mds aun, como
N

hemos supuesto que los buses solo inician su recorrido de 6 a 7 a.m., entonces E fi =160
=1
(minutos).
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Definicién 4.2. Para cada i € {1,...,N}, j €{1,...,12} y k € {1,...,266}, se denota

por Tz-kj al tiempo cuando el i-ésimo bus que realiza la Tuta j inicia el Tramo k, esto es
i

1 k—1

k l

VD SN RS (4.2)
=1 =1

Observacion 4.4. FEl tiempo en el que el i-ésimo bus que realiza la ruta j finaliza el

k k
Tramo k es T+ tZ-J-.

Como la cantidad total de pasajeros que suben coincide con el nimero total de usuarios

que bajan del bus, entonces

38 38

S oshirE) =Y k), Vi=1,.. . N;jel,.. T (4.3)
k=1 k=1

76 76

S st =D W), Vi=1,.. . N;j el T (4.4)
k=39 k=39

Debido a que los buses no se detienen en todos los paraderos, entonces para todo i €

{1,...,N} y para todo t > 0 se tiene las siguientes ecuaciones:
= sy (t) =bF (t) =tF =0, Vk=16,17,18,...,57,59,60, 61, 63.
= sio(t) = bFy(t) = thy =0, Vk=12,...,15,62,...,65.
= sa(t) =bFy(t) =thy =0, Vk=1,...,11,16,17,18,59,60, 61,65, ..., 76.

= sy (1) = i) = th, = 0, ¥V k = 2,...,810,12,...,14,15,20,21,22,25,26,

- sby(t) = BE,(t) = th, = 0, ¥ k = 46,...,49,51,52,55,56,57,62,...,65,67,

wsh(t) = i) = thy =0, ¥V k = 2,...,5,7,810,12,...,18,20,21,22,25,26,

e sFi(t) = i) = thy = 0, ¥ k = 47,48,49,51,52,55,56,57, 59, 65, 67,69, 70,

= sig(t) = bFg(t) =tFg =0, Vk=3,5,...,810,12,...,18,20,21,26,28, 30, 32, ..., 45.
= sg(t) = bFg(t) = thg =0, V k = 47,49,51,56,57,60, ...,65,67,...,75.
= sy () =bFo(t) =tF, =0, Vk=2,...,23,25,26,28,29,30,32,...,45.

. sFo(t) = bfj(t) = tfj =0, Vk=47,48,49,51,52,54,...,57,59,...,75.
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FEn las ecuaciones anteriores, se ha considerado cuando el i-ésimo bus que realiza la ruta
j no se detiene en las estaciones k+1,...,k 4+ [, que el tiempo que tarda de la estacién k
a la estaciéon k 4+ [ + 1 serd tf’ ;- Por ejemplo, si i-ésimo bus realiza la ruta A, entonces el
tiempo que tarda dar la vuelta en la Estacién Central sera t}’gl, mientras que tﬁ 1 = 0 para

todo k=1,...,57.

Los resultados encontrados en las ecuaciones anteriores se pueden extender para k > 76

gracias a la ecuacién (4.1)):

con 0 < r < 76 tal que r = k — 76q, para algin ¢ € INU {0}, donde i € {1,..., N},
je{l,...,7} y t > 0. Por ejemplo, si el primer bus realiza la ruta C y estd circulando

por segunda vez en el tramo 39, entonces 3%7135(t) = s‘i’?B(t).

También para cada i € {1,...,N} y j € {1,...,7} definamos

1, si el i-ésimo bus realiza la ruta j;
0, en caso contrario.

Note que la variable z;; es una variable de asignaciéon que indica que el i-ésimo bus

realiza solamente una de las rutas.

Como ahora se tendra en cuenta que los buses pueden partir de las estaciones Matellini
o Plaza de Flores (para dirigirse de sur a norte), entonces para todas las rutas (excepto
la ruta A) debemos realizar modificaciones apropiadas. Empecemos por la ruta C, en este

caso asumimos que s6lo parte de Matellini, luego si x; 3 = 1 entonces

Si

k’g(t) = b%(t) = tﬁg =0, paratodo k=1,...,38 y t > 0;

lo cual implica que si inicia su recorrido en la Estacién Naranjal, entonces se ha “tele-
transportado” hasta el final de su recorrido de norte a sur, ademas no han permitido que
nadie suba ni baje en dicho trayecto.

4.2.1. Definiendo nuevas rutas

Para el servicio Regular B y los Expresos definimos las siguientes rutas:

= Ruta 8: Ruta del Bus Regular B que parte de la Estacién Matellini.

» Ruta 9: Ruta del Bus Expreso 1 (Ex;) que parte de la Estaciéon Matellini.
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» Ruta 10: Ruta del Bus Expreso 2 (Ex2) que parte de la Estacién Plaza de Flores.
» Ruta 11: Ruta del Bus Expreso 3 (Ex3) que parte de la Estacién Plaza de Flores.
» Ruta 12: Ruta del Bus Stper Expreso (SX) que parte de la Estacién Plaza de Flores.

Asumiremos que éstas rutas verifican:

sti(t) =bf;(t) = t; =0,

dondei e {l,...,N},j€{8,...,12}, ke {1,...,38} y t > 0.

Al extender la definicién de z; ; vista en la ecuacién (4,5) para las nuevas rutas se obtiene:
Definicién 4.3. Para cada i € {1,...,N} yj € {1,...,12} definamos

1, si el i-ésimo bus realiza la ruta j;
:L‘/Lm] =
0, en caso contrario.
Para hallar el tiempo acumulado de viaje (7)) debemos calcular la cantidad de pasajeros

dentro del bus en cada tramo, en consecuencia debemos encontrar el nimero de usua-

rios que suben y bajan en cada tramo, y para ello se debe calcular el tiempo en que ocurren.

Como el tiempo de circulacién es de 3 horas (de 6 a 9 a.m.) y como el menor tiempo
en que los buses completa su recorrido (ida y vuelta) lo realiza la ruta A (62 minutos
aproximadamente), entonces a lo més el niimero de estaciones “visitadas” en 3 horas
sera 76 x 3 = 228.

A excepciéon de la ruta B, las demés rutas no se detienen en todas las estaciones, sin
embargo en el modelo matemdtico propuesto asume que todos los buses visitan todas
las estaciones aunque el tiempo que demanda esta accién es cero (minutos), mas ain, si
el bus no se detiene en alguna estacién entonces no suben ni bajan pasajeros en dicha
estacién.

Por otro lado, la ruta C inicia su recorrido en la Estacién Matellini, pero el modelo nos
dice que previamente visitara las 37 estaciones anteriores, en consecuencia el ntimero de

estaciones visitadas seran a lo méas 228 + 38 = 266 en 3 horas.

Para todo i € {1,..., N} tenemos que

12
in’j =1, con Tij € {0, 1}.
j=1
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Ademas para cada i € {1,...,N}, j € {1,...,12}, k > 0 y t > 0 se debe cumplir que el

i-ésimo bus que realiza la ruta j transporta una cantidad limitada de pasajeros, esto es

Z( bl ( )> <c 120, S? ] =1,2,3; (4.6)

=1 160, sij=4,...,17.

Si el i-ésimo bus realiza la ruta j, esto implica que z; ; = 1 y que la suma de los tiempos

de viaje de los pasajeros que han usado el i-ésimo hasta el m-ésimo tramo es

Zt ;i Tij [Z ( Z’J(Tszj) - béj(Tfj))] , para todom >0yt >0,

=1

ya que Z [ bl (7 )] es la cantidad de usuarios que hay dentro del bus en el

tramo k:

Como estamos interesados en calcular el tiempo total de viaje de los usuarios (incluyendo
los tiempos de espera) en el intervalo de 6 a 9 a.m. y si no consideraremos a los pasajeros

que suben o bajan después del tiempo ¢ > 180 (minutos), de este modo tendremos que
sty =b;(t)=0,Vi=1,... N;j=1,...,12k=1,...,266 y t > 180.

Esto implica que los buses se detienen a las 9 a.m. sin terminar su recorrido, lo cual no

sera permitido, para ello denotaremos por

1, sit < 180;
0, sit> 180;

K(t) :=

al pardmetro que indicard si el bus debe iniciar nuevamente su recorrido o no.

266 k
Observacion 4.5. La expresion th’j Z [slﬂ( ) = bl (7 )} x; j serd reemplazada por
k=1 =1
6 38n+k
Z 38n+1 Z 38n+k |:8l7j( ) bl ( ):| Tij,
n=0 =1
donde 6 = |[180]] + 1 es el nimero de recorridos (de norte a sur y de sur a norte) que

( 38n+1)

realizard un bus y K = 0 st el tiempo en que iniciaria el siguiente recorrido es

mayor que 180.

De las ecuaciones (4.3]) y (4.4), la expresién anterior se reduce a

6 38 38n+k

38n-+1 38n+k I [ _38n+1 L3tk g
DK@ Y 8T Y (Sz‘,j(T,J ) = by (73 )>$w’
n=0 k=1 1=38n+1
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En consecuencia, el tiempo acumulado de viaje (T},) que realizan los pasajeros de los N

buses de 6 a 9 a.m. sera

38 38n+k
38 h 38n+k I (_38n+1 I (. _38n+k
To = Z Z Z K5y 6" > <3i,j(7i,jn+ ) = b (g™ )) wij. (4.7)
i=1 j=1n=0 k=1 1=38n+1
Observacion 4.6. Si para cada i € {1,...,N} y j € {1,...,12} definimos
6 38 38n+k
38n+1 38n+k I (_38n+1 I (. _38n+k
Tiji= Y KEH Y 685 Y (S (T ) = U (T ))’
n=0 k=1 1=38n+1

entonces
N 12
TU = Z Z Ti,j$i,ja (48)
i=1 j=1

el cual es una funcién lineal en la variable x; ;.

Note que T, no incluye los tiempos de espera de los usuarios en cada estacién, los cuales
son muy importantes ya que en hora punta decenas de pasajeros esperan en cada estacion

por mucho tiempo hasta poder subir al bus.

Los tiempos de espera de los usuarios ocurren en dos casos, cuando no pudieron ingresar
al bus que estuvieron esperando, debido a su capacidad, o porque el bus que acaba de

llegar no era el bus al que iban a subir, lo cual motiva la siguiente definicion:

Definicion 4.4. pﬁj(t) es la cantidad total de usuarios que esperan al i-ésimo bus en las

3 puertas de embarque de la ruta j en la estacion k en el instante t.

Observacién 4.7. El numero de pasajeros que esperan un bus es mayor que la cantidad

de usuarios que suben a dicho bus, esto es

pi(t) > sF(t), Vi=1,....N;j=1,...,12;k=1,...,266 y t > 0. (4.9)

El tiempo de espera de los usuarios en las estaciones que no subieron al i-ésimo bus que
no esperaban en el embarque de la ruta j serd

266

Z (pﬁj(ﬂ‘]fj) Sk,J( ] )> frig,

k=1
donde z; ; = 1.
El tiempo de espera en las estaciones de los demads usuarios que no subieron al i-ésimo bus

sera

12 266
ZZ — Lij flpz,]( k)

j=1k=1
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Luego, el tiempo de espera para el i-ésimo bus es

[(pf,j(Ti]fj) - 3?,]'(71"?]')) fizig+ (1 — wi,j)Pﬁj(Tﬁj)fi]
Jj=1k=1
12 266
ko _k k ( _k
= [Pz,j(%',j) — 8 (Tm)xw} fi
Jj=1k=1

Por lo tanto, el tiempo de espera (T,) para los N buses serd

12 266

N
Te = Z Z Z {pﬁj(Ti’fj) - Sf,j(Ti]?j)xi,j] fi- (4.10)

i=1 j=1 k=1

Si el bus realiza la ruta j no se detiene en la estacién k, entonces pi-f j(Tfj) = ( para todo

i=1,...,Nyt>0.

De modo similar que en la Observacién la ecuacién (4.10) debe reemplazarse por

N 12 6 38
T= 35S RS [ s s 5 )
i=1 j=1n=0 k=1

para incluir los tiempos de espera de los usuarios después de las 9 a.m., pero antes de que

el i-ésimo bus termine su recorrido.

Observacién 4.8. Note que

N 12
Te = K¢ — ZZFi,jxi,ﬁ

i=1 j=1
el cual es una funcion lineal afin en la variable x; j, donde

38

N 12 6
k k
Ke=2 > > KGN vl @

i=1 j=1n=0 k=1

6 38

38n+1 38n+k( _38n+k
F; ::§ K () ) s i
n=0 k=1

Por consiguiente, de las observaciones [£.6] y [£.8] nuestra funcién objetivo es T, + T¢ y el

problema a resolver es el problema no lineal entero mixto:
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N 12 N 12
Minimizar T, + T, = Z Z Ti,jxi,j + K. — Z Z Fi,jxi,j
=1 j=1 =1 j=1
12
Sujeto a Zatw =1, 1<i<N

. (TA)
zi; €{0,1}, 1<i<N, 1<j<12

N

> fi=60

=1
fiz0,1<i<N

Observacion 4.9. De las ecuaciones (4,7) y (4,11)) tenemos que

T, + 1T, = Ke“‘ZZ%jxi,ja (412)
i=1 j=1
donde
6 38 38n+k
k k k
Raim RN (S [doh) - )] - )
n=0 k=1 1=38n+1

conl <1< Nyl <j <12, En consecuencia, nuestra funcion objetivo es lineal afin

respecto a la variable x; ;.

Finalmente, al encontrar los valores de z; ; determinaremos de manera éptima la ruta que
debe realizar el i-ésimo bus (desde el inicio de su recorrido) y si debe dirigirse de norte a

sur o de sur a norte, ademas sabremos después de cuanto tiempo debe salir el bus 7 + 1.

Observacién 4.10. A pesar de que el Problema (T'A]) es parecido al Problema no
podemos aplicar el Algoritmo m 2.1l ya que la funcion objetivo del Problema no es
lineal respecto a la variable f;, lo cual implica que la solucion de los subproblemas no

necesariamente coincidan con un extremo relativo.

4.3. Formulacion real del modelo

Para formular un modelo matematico que refleje la realidad del transporte en el
Metropolitano consideraremos ahora las rutas ficticias, la ampliacién del intervalo de cir-

culacion de los buses y la posibilidad de que un bus cambie de ruta al finalizar un recorrido.

4.3.1. Considerando las rutas ficticias

En el modelo formulado en el Problema (1'A]) no se tiene en cuenta el hecho de que en

algunas estaciones llegan buses vacios debido a que decenas de usuarios esperan hasta
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mas de 10 minutos para poder ingresar a un bus, lo cual ocurre en las estaciones que son

paraderos de los buses expresos.

Para modelar este fenémeno aumentaremos ficticiamente 13 nuevas rutas con las siguientes

caracteristicas:

es la Estacién Uni (estacién 9).

Ruta 13: Hace el mismo recorrido que la ruta 4 (Expreso 1), pero su paradero inicial

» Ruta 14: Hace el mismo recorrido que la ruta 5 (Expreso 2), pero su paradero inicial

es la Estacién Tomdas Valle (estacion 6).

» Ruta 15: Hace el mismo recorrido que la ruta 6 (Expreso 3), pero su paradero inicial

es la Estacion Izaguirre (estacién 2).

» Ruta 16: Hace el mismo recorrido que la ruta 6 (Expreso 3), pero su paradero inicial

es la Estacién Independencia (estacién 4).

» Ruta 17: Hace el mismo recorrido que la ruta 10 (Expreso 2), pero

inicial es la Estacion Angamos (estacién 50).

» Ruta 18: Hace el mismo recorrido que la ruta 10 (Expreso 2), pero

inicial es la Estacién Canaval y Moreira (estacién 53).

» Ruta 19: Hace el mismo recorrido que la ruta 10 (Expreso 2), pero

inicial es la Estacién Javier Prado (estacion 54).

» Ruta 20: Hace el mismo recorrido que la ruta 11 (Expreso 3), pero

inicial es la Estacién Benavides (estacion 48).

» Ruta 21: Hace el mismo recorrido que la ruta 11 (Expreso 3), pero

inicial es la Estacién Angamos (estacién 50).

» Ruta 22: Hace el mismo recorrido que la ruta 11 (Expreso 3), pero

inicial es la Estacién Canaval y Moreira (estacién 53).

» Ruta 23: Hace el mismo recorrido que la ruta 11 (Expreso 3), pero

inicial es la Estacién Javier Prado (estacién 54).

su paradero

su paradero

su paradero

su paradero

su paradero

su paradero

su paradero

» Ruta 24: Hace el mismo recorrido que la ruta 12 (Stiper Expreso), pero su paradero

inicial es la Estacién Angamos (estacién 50).
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» Ruta 25: Hace el mismo recorrido que la ruta 12 (Stiper Expreso), pero su paradero

inicial es la Estacién Canaval y Moreira (estacién 53).

Luego, manteniendo las notaciones s¥ (), bfj( ), Z],p”(t), Ti'fj (t) y ;i ;, pero esta vez con

j€{1,...,25}, el problema real a resolver serd el problema no lineal entero mixto:

N 25 38 38n+k

s . 38n+1 38n+k l 4
Minimiar 3" 3" S KSR S 00 Y [ L)
i= 1] ln 0 k=1 1=38n+1
N 38
38n+1 38n+k( _38n+k 38n+k( _38n+k
+ZZZK ). [pm- (mi" ) = sig (T )xw} fi
i=1 j=1n=0 k=1
25
Sujeto a d wij=11<i<N
j=1

N

> fi=60
i=1

[i>0,1<i<N

De manera andloga a la Proposicién [I.1] tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 4.1. El valor éptimo del Problema (")) es menor que el valor éptimo del

Problema (T Al).

Prueba: Sean

12
DP'=qameR™N > 2 ;=1,1<i< Njz; €{0,1}, 1<i<N, 1<j<12
j=1
y
25
Di={a" eR®Y:Y a;; =1, 1<i< Nymi; €{0,1}, 1<i< N, 1<5 <25
j=1

conjuntos tales que D" x Dy y D7 x D3 sean los conjuntos factibles de los problemas (1'A)
y (T")) respectivamente, donde

N

:{feRN:Zfi:GO;fiZO, 1Si§N}.
i=1

Del mismo modo definamos G™(z, f) y G"(x, f) las funciones objetivos de los problemas

(TA) y (TV) respectivamente. Definiendo zg € R por 2o = (0,...,0), tenemos que

xyt = a™ X xg € Dy para todo 2™ € D", luego
G"(xg', f) = G™(2™, f).
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De la igualdad anterior y notando que D" x {z¢} D2 C D] x D3, entonces el valor éptimo

del Problema (7)) es menor que el valor éptimo del Problema (T Al). O

De la proposicién se concluye que si permitimos la circulaciéon de buses que realizarian las

rutas 13,..., 24 6 25 esto implica la disminucién del tiempo total de viaje de los usuarios.

4.3.2. Extension del tiempo de circulacién

Hasta el momento hemos considerado un intervalo de tiempo en que todas las rutas cir-
culan; sin embargo ningin Expreso realiza servicio antes de las 6:00 a.m. ni después de
las 9:00 a.m., lo cual implica que si queremos extender el horario de circulacién (en las
mananas) debemos modificar la formulacién del Problema . Por tal razon presentamos

la siguientes definiciones:

Definicién 4.5. Para cada j € {1,...,25} se define el intervalo de circulacion de la ruta

J por el conjunto I'; C [0,1000].

Definicién 4.6. Para cada j € {1,...,25} se define el tiempo del inicio del recorrido en

la manana de la ruta j por fyjl.

Definicién 4.7. Para cada j € {1,...,25} se define el tiempo del final del recorrido en

la manana de la ruta j por WJZ.

En este caso consideramos que ¢t = 0 a las 5:20 a.m., mientras que ¢ = 1000 equivale a las
10:00 p.m., en consecuencia el intervalo [0, 1000] coincide con el horario de circulacién de

las rutas regulares A, By C.
Observacion 4.11. Los intervalos de circulacion (en minutos) son:
= T, = [0,1000], si j = 1,2,3,8 (Rutas A, By C).
» 'y =13 := [40,220] U [690, 940] (Expreso 1 de norte a sur).
n I's =T'y4 := [45,220] U [690,920] (Expreso 2 de norte a sur).
» I'; =Ty :=[70,220] U [700, 895], si j = 10,17,18,19 (Expresos 1 y 2 de sur a norte).
» I'g =T'15 =I'i6 := [55,220] U [700, 940] (Expreso 3 de norte a sur).
» I'; =Ty == [40,220] U [700,940], si j = 20, ...,23 (Expreso 3 de sur a norte).

» I'; =17 :=[75,215], si j = 12,24, 25 (Stper Expreso).
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Observacion 4.12. Los inicios de los recorridos en las mananas (en minutos) son:

= 7 =0, j=1,2,38 (Rutas A, By C).

] ’y} =40, si j =4,11,13,20,...,23 (Expreso 1 de norte a sur y Expreso 3 de sur a

norte).
» vi =}, := 45 (Expreso 2 de norte a sur).
] 7}- =170, s 7 =9,10,17,18,19 (Expresos 1 y 2 de norte a sur).
] 7]1- =75, 81 7 =7,12,24,25 (Stper Expreso).
Observacion 4.13. Los finales de los recorridos en las mananas (en minutos) son:
. fy]? := 1000, si j = 1,2,3,8 (Rutas A, By C).
. fy]? =220, si j =4,5,6,9,10,11,13,...,23 (Expresos 1, 2 y 3).
= 7 =215, 81 j = 7,12,24,25 (Stiper Expreso).

Ahora falta proponer un nuevo horario para la salida de los N buses, cuyo inicio es 5:20
a.m. pero su final serd hasta que se decida que un bus no circule mas de una vuelta.
Supongamos que Y’ > 0 sea el instante (en minutos) en que sale a mas tardar el N-ésimo

bus y que T > T’ sea el instante (en minutos) en que el circuito se detiene. De este modo

N
Zfi:‘r’, (4.13)
=1
sit)=pf;(t)=0,Vi=1,...,N;jj=1,....25k e Ny t <, (4.14)
y
bii(t)=0,Vi=1,...,Njj=1,...,25k e Nyt <v;. (4.15)

Observacion 4.14. Se debe considerar que
Y > 175
para permitir la posibilidad de que los Expresos inicien su recorrido, ya que 1I<nzi)§5 7} =T75.
<<

El ntimero de vueltas que a lo més puede recorrer un bus de 5:20 a.m. a 10:00 p.m. es 16,
por lo tanto el valor maximo para k sera 76 x 16 + 38 = 1254. Debido a que el modelo se

complicaria mucho si se considera de nuevo los buses Expresos que circulan en la tarde,
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asumiremos que Y es tal que no se exceda de las 4:50 p.m., luego T < 690 (minutos). En
este caso, el nimero maximo de recorridos que dard un bus serd

“690

1=2 4.1
31ﬂ+ 3, (4.16)

Maés atn, ahora se debe considerar que
K(t)=0,sit>1T.

Podemos permitir que todas las rutas circulen durante todo el dia, pero debemos asegurar

que los Expresos inicien su recorrido en su intervalo de circulacion correspondiente, en
. s . . e e e e ’ . . 1 2

general, el i-ésimo bus que realiza la ruta j iniciard su recorrido en el intervalo [’yj,’yj].

Para garantizar el cumplimiento de esta restriccion mostramos el siguiente resultado:

Proposicién 4.2. Sean i € {1,...,N} y j € {1,...,25} tales que b?i”“(t) = —00 si
t < 7} para todo n € {1,...,23}, entonces x; j = 0.

Prueba: Supongamos que z;; = 1. Si 23;3”“ < 'y} entonces
38n+k
I !
S skl ) = by wig = oo,
1=38n+1
por consiguiente
N 25 38 38n-+k
38n+1 38n+k l l
% H W) o [shilrly) —Bl(rl)] @i = oo,
i=1 j=1n=0 k=1 1=38n+1

lo cual no es deseable, por lo tanto z; ; = 0 si queremos minimizar el tiempo total del
viaje; esto implica que el i-ésimo bus no debe realizar la ruta j si no estd en su horario

de circulacién. O

Desde luego que se deben realizar algunas modificaciones para no contradecir las ecuaciones

(4.3), (4.4), (4.6) y (4.15)). Por consiguiente se reescribirdn respectivamente como

38 38
S osEi )= bEt), Vi=1,...,N;jel,... 25t Ty (4.17)
k=1 k=1
76
> sk }:b ..o N;jel,..., 25teT;. (4.18)
k=39 k=39

. 120, sij=1,2,3,8;t>0,
E:@bw—dﬂﬂ)swuyz 160, sij=4,...,7,9...,25tel;, VkeN.

too, sij=4,...,7,9...,25:t¢ L.
(4.19)
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00, Vi=1,...,N;j=1,....25n=1,...,28;k =1y t <~
0, Vi=1,...,N;j=1,....25n=1,...,23;k # 1y t < ;.
(4.20)

b33n+k: (t) —

En consecuencia, la formulacién del modelo en este caso es
N 25 23 38 38n+k

Minimizar 0300 KGN Sy ST (s (rly) = el g
i=1 j=1n=0 k=1 1=38n+1
N 25 23 38
38n+1) 38n-+k (. _38n+k 38n+k( 38n+ky,. .
DD K [pz‘,j (i ) = sy (g u} fi
i=1 j=1n=0 k=1
25
Sujeto a E rij=1, 1<i<N
=1

N
Z fi=1
=1

fi=0, 1<i<N

(7))

. . \Y 2 s .
Plantearemos un problema similar al Problema , de tal modo que el nimero maxi-
mo de recorridos que dard un bus serd dado en funciéon de T, luego la ecuacion (4.16)

serd reemplazado por

31
donde Y € [240, 300], lo cual implica que el circuito finalizara entre las 9:20 a.m. a 10:20

m(T) = ﬂTﬂ+1 (4.21)

a.m. De modo similar Y’ € [80,120] de tal modo que el N-ésimo bus inicia su recorrido

de 6:40 a.m. a 7:20 a.m.

Luego, la formulacién del modelo en este caso es

N 25 m(T) 38 38n+k
Minimizar Z Z Z K(T, 38”“ t?§"+k {sl,]( i) = bl7 (7 )}xm
=1 j= ln 0 k=1 [=38n+1
N 25 m( 38
+ZZ Z K(r 38n+1 [p33n+k(7_i3:]8'n+k) 537§n+k(7ii’:]8n+k) m”} f;
i=1 j=1 n=0 k=1
25
Sujeto a in’jzl, 1<i<N
j=1
zi; €{0,1}, 1<i<N, 1<5<25
N N
T s
Z fi=" Trr)
i=1

fi>0,1<i<N
Y’ € [80,120], T € [240, 300]
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Observaciéon 4.15. En este problema, a pesar de que se diferencian las rutas de ida y
vuelta, debemos tener en cuenta que al regresar continuan haciendo la misma ruta. En el
caso de una ruta ficticia al regresar ya no lo serd, es decir, partird del mismo punto de su
ultimo paradero; sin embargo, al completar la vuelta volverd a realizar la ruta ficticia.

4.3.3. Cambio de rutas de los buses al final de su recorrido

Hasta ahora se ha considerado que los buses que parten realizando la ruta j € {1,...,25}
sigan haciendo esta misma ruta sin la posibilidad de regreso haga otra ruta que tenga
quizd méas demanda. A continuacién se planteara la modificaciéon del modelo para incluir

esta posibilidad.
Empecemos incluyendo dos nuevas rutas para que se diferencien los recorridos de norte a
sur y sur a norte de las rutas A y C:

= Ruta 26: Hace el recorrido que la ruta A de sur a norte.

= Ruta 27: Hace el recorrido que la ruta C de norte a sur.

Observacién 4.16. La ruta 1 serd el recorrido de la ruta A de norte a sur y la ruta 3 es

el recorrido que la ruta C de sur a norte.

A partir de ahora podemos diferenciar las rutas que realizan los buses de norte a sur y
de sur a norte, los cuales recorreran a lo mas 38 estaciones, para ello presentamos los

siguientes conjuntos:
w Q"= {j€{1,...,27}: laruta j va de norte a sur}.

w 7= {j€{1,...,27}: laruta j va de sur a norte}.

En consecuencia Q" = {1,2,4,...,7,13,...,16,27} y Q*" = {3,8,...,12,17,...,26}.

De modo similar se definen los conjuntos

w Q% :={j€{1,...,27} : laruta j inicia su recorrido en la estaciéon Naranjal}.

w Q% ={je{l,...,27} : laruta j inicia su recorrido en la estacion Ramén
Castilla}.

» Q3 :={j€{1,...,27} : laruta j inicia su recorrido en la estacién Matellini}.
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w Q0 ={je{l,...,27} : laruta j inicia su recorrido en la estacién Plaza de

Flores}.

» Q- i={je{l,...,27} : laruta j inicia su recorrido en la estacién Estacién

Central}.

En consecuencia Q3F = {1,2,4,...,7,13,...,16}, Q% = {27}, Q3 = {3,8,9,17}, QP =
{10,11,12,18,...,25} y Q2. == {26}.

Observacién 4.17. Se tiene que Q™ = Q' U Q%n y Q%" = Q1 U Q5 U Q3.

Observacién 4.18. Si una ruta inicia en una estacion dada no implica que empieza a

recoger pasajeros desde esa estacion ya que puede tratarse de una ruta ficticia.

Ahora redefinamos la variable x; ; de tal modo que se dependa del n-ésimo nimero de

vuelta que realiza el i-ésimo bus de la ruta j:
Definicién 4.8. Para cadai € {1,...,N}, j€{1,...,27} y n € N definamos

1, si el i-ésimo bus realiza la ruta j en el n-ésimo recorrido;

0, en caso contrario.

De modo similar que en la ecuacién anterior, redefiniremos las variables s¥ (1), bk i)y

pi-f j (t) teniendo en cuenta que dependen también de n:
Definicién 4.9. Para cada i € {1,...,N}, j € {1,...,27}, k € {1,...,38}, n € N y
t > 0 definamos

= s?]k(t) es la cantidad aprorimada de pasajeros que suben al i-ésimo bus, el cual realiza
la ruta j, cuando el bus se ha detenido en el tiempo t en el inicio del Tramo k en el

n-€simo recorrido.

= bZ’jk(t) es la cantidad aprorimada de pasajeros que bajan del i-ésimo bus, el cual
realiza la ruta j, cuando el bus se ha detenido en el tiempo t en el final del Tramo

k en el n-ésimo recorrido.

= p:ljk(t) es la cantidad total de usuarios que esperan al i-ésimo bus en las 8 puertas

de embarque de la Tuta j en la estacion k en el n-ésimo recorrido en el instante t.
Por ultimo redefinamos las variables Tikj y th I

Definicién 4.10. Para cada i € {1,...,N}, j € {1,...,27}, k€ {1,...,38}, ne N y
t > 0 definamos
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. T el tiempo cuando el i-ésimo bus que realiza la ruta j inicia el Tramo k en el
i

n-€simo recorrido.

= tZ;»k el tiempo hecho por el i-ésimo bus que realiza la ruta j en el Tramo k en el

n-€simo recorrido.

En este problema se debe considerar las restricciones determinadas por las propias rutas,
ya que un bus que viaja de norte a sur no puede regresar (de sur a norte) haciendo
cualquier ruta, ya que su paradero final debe coincidir con el paradero inicial de la ruta

que hara de regreso.

Por ejemplo, si en el n-ésimo recorrido del i-ésimo bus realiza la ruta 1 (regular A de norte
a sur), entonces de regreso (recorrido n + 1 del i-ésimo bus) sélo podra realizar la ruta 26
(regular A de sur a norte) ya que es la tunica ruta que de sur a norte inicia en la Estacién
Central, el cual es el paradero final de la ruta 1. Podemos expresar esta condicién por la
ecuacion

T — x%’é =0. (4.22)

Observacién 4.19. La ecuacion anterior implica que el i-ésimo bus realiza la ruta 1 en

el recorrido n si, y solo si en el recorrido n + 1 realiza la ruta 26.

Si el en el n-ésimo recorrido del i-ésimo bus realiza la ruta 3 (regular C de sur a norte),
entonces de regreso (recorrido n+ 1 del i-ésimo bus) s6lo podra realizar la ruta 27 (regular
C de norte a sur) ya que es la tnica ruta que de norte a sur inicia en la Estacién Ramén
Castilla, el cual es el paradero final de la ruta 3. Podemos expresar esta condicién por la
ecuacién

Ty — x;j;; = 0. (4.23)

Del mismo modo podemos mostrar ecuaciones para las rutas que inician su recorrido en
la estacién Matellini, para ello recordemos que las rutas que finializan su recorrido en esta
estacién son las rutas 1, 2, 4 y 13, que parten de la estacion Naranjal, por esta razon

definimos los conjuntos
= Q7 ={j € QY : laruta j finaliza su recorrido en la estacién Matellini}.

» QN = {j € Q} : la ruta j finaliza su recorrido en la estacién Plaza de

Flores}.

Observacién 4.20. Se tiene que Q7 = {2,4,13}, Q7 = {5,6,7,14,15,16} y QF =
s U

Npp-
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FEn consecuencia tendremos la siguiente ecuacion que implica que el i-ésimo bus realiza la

ruta j € Q3 en el recorrido n si, y sélo si en el recorrido n + 1 realiza la ruta j € Q.

Z Ty — Z :U"H (4.24)

JeQR, JeQyr

Andlogamente tenemos la ecuacién

Z T — Z x”“ (4.25)

JEQRE, e,
Similar a la definicién de los conjuntos Q37 'y Q7 se define:
= Q% = {j € Q3} : laruta j finaliza su recorrido en la estaciéon Naranjal}.
= OFp, = {7 € QP : laruta j finaliza su recorrido en la estacién Naranjal}.
. Q%”CN = {Jj € QY : laruta j finaliza su recorrido en la estacién Naranjal}.
= QX = Q5 UQER  UQEL

Observacién 4.21. Se tiene que Qyp = Q37 \ {3}, Q% = Q% QFc, = Qe v

Finalmente se tiene la siguiente ecuacién

doap = > ittt =o. (4.26)

FEQs\{3} JEQR?
Considerando las ecuaciones (4,22)), ..., (4,26]) como restricciones adicionales que se deben
incluir en este nuevo problema ademés de las ecuaciones , ey que deben ve-

nk: n,k

n,k
rificar las funciones s; i oty YA,y

1,7
la ecuacién (4.21]), el problema a resolver sera:

bl Gy Py J , v teniendo en cuenta las notaciones 7

N 27 m(
M 3730 3 K34 [k~ i o,
i=1 j=1 n=0 k=1 =1
N 27 m( 38
k k k k
+ZZZ i) 2 P - s e
i=1 j=1 n=0 k=1
27 N
TRy v
Sujeto a ZijzlalﬁiSN,1§n<m(T) ( T,T)
j=1
2, €{0,1}, 1<i< N, 1< <27, 1<n<m(Y)

oy —aj3s =0, 1<n<m(T)

iy — 2l =0, 1<n<m(Y)
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Z xi,y

Zm"H—O 1<n<m(Y)

e jeqass
Z Ty — Zx"“ =0, 1<n<m(Y)
FETT e
Z T — Z $”+1 =0, 1<n<m(Y)
FEQs™\{3} JEQR?
D =
i=1
fi>0,1<i<N
T € [80,120], T € [240, 300]

Veamos un resultado que muestra que considerar el cambio de rutas de los buses al final

de su recorrido disminuye el tiempo total de viaje de todos los usuarios.

Proposicién 4.3. Dados Y € [80,120], T € [240,300] y N fijos, el valor éptimo del
Problema 1} es menor que el valor éptimo del Problema 1}

Prueba: Debemos notar primero que en el Problema 1) se incluyen las rutas 26

y 27, los cuales son las rutas de regreso de los buses regulares A y C respectivamente,

lo que significa que si al inicio un bus realiza la ruta 1 6 3, entonces de regreso continia

. . . V ..
realizando la misma ruta. En consecuencia, el Problema (I'R+ | puede reescribirse de la

siguiente manera:

N 25 m(T

Minimizar ZZ Z K(T

i=1 j=1 n=0
N 25 m(T

Sk

i=1 j=1 n=0
25

Sujeto a Z Ty

J=1

)0 ) N
Z t. [ (m35) = b5 (73 )] 2y

k=1 =1
38
ko nk ik
5903 [ij (rig") = siy (73 )xﬁj} fi
k=1

=1, 1<i<N, 1<n<m(Y)
(4.27)

2 €{0,1}, 1<i< N, 1< <25 1<n<m(Y)

Z i —

> ns
JGQNM

n
Z Lij

y ns
]EQNPF

Zw"H—O 1<n<m(Y)
]EQ

Z:L‘”+1—O 1<n<m(Y)

JEQTE

Z T — Zx"“—o 1<n<m(Y)

JeQsm\{3}

=

]EQM

N
S fi=1
i=1
fiz0, 1<i<N
[80,120], T € [240, 300]
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Ahora si los valores de z7'; son iguales para todo i € {0,...,m(T)}, entonces la ecuacién

es satisfecha ya que si j € Q”NSM ={2,4,13} y x?,j = 1, se tiene que el bus realiza la
ruta regular B o el Expreso 1, entonces de regreso (de sur a norte) continuard haciendo
la ruta B (ruta 8) o el Expreso 1 (ruta 9 6 17), esto es 1:11] =1 con j € Q3}, esto teniendo
en cuenta la Observacién [4.15

Del mismo modo se verifican las ecuaciones y , lo cual implica que el conjunto
factible del problema anterior coincide con el Problema , por lo tanto el valor

optimo del Problema 1’ es menor que el valor 6ptimo del Problema lb ya

que se trata de un caso particular. O

A continuacién veremos como se relaciona el problema de minimizar el tiempo total de
viaje, en particular el tiempo de espera, y el problema de minimizar la cantidad de buses
en circulacién en un determinado periodo.
4.4. Minimizacion del costo total

De la teoria de colas es conocida la expresién

CT =Cs+ Cg,

el cual relaciona el costo total por periodo (CT') como la suma del costo de servicio (Cyg)

y del costo de espera (Cg); mds ain
Cs =cssy Cg = cwL 6 Cp = cyly,
donde:

m ¢, costo de servicio por periodo de cada servidor.

Cw: costo de espera por periodo de una unidad.

L: cantidad de clientes en el sistema.

L,: cantidad de clientes en cola.

s: cantidad de servidores.

El costo de servicio es ficil de determinar pues estd asociado directamente a la operacion
de cada uno de los servidores. Sin embargo, el costo de espera es dificil de determinar

pues depende de cada tipo de cliente y ademads de cuanto cuesta al negocio que un cliente

73



se vaya al negocio de la competencia.

(CE) es una funcién decreciente en funcién de N, ya que mientras mas unidades se tenga
a disposicién esto implica que el usuario tardard menos en ser atendido; mientras que
mas servidores implica que mayor serd el costo operativo de los mismos. En conclusion,
la variacion del numero de servidores afecta en forma inversa a ambos componentes del

costo total.

Conceptualmente se puede mostrar graficamente como:

GOSTO TOTAL

GOSTO DE SERVICIO

GOSTO DE ESPERA

COSTO TOTAL POR UNIDAD DE TIEMPO

* .
5 NUMERO DE BUSES

Observacion 4.22. La idea es determinar el nimero adecuado de buses (s*) para obtener

en el menor costo total.

El sistema de transportes Metropolitano de Lima se puede considerar como una cola con
varios servidores en serie, ya que cada estacidon se comporta como un servidor y cada
usuario puede ser visto como un cliente que no necesariamente debe ser atendido en todos
los servidores para salir de la cola. En consecuencia, el problema a resolver que es de interés
para la empresa de transportes es el de minimizar el costo total, el cual estd relacionado a
los problemas de minimizacién de los buses y de minimizacién de los tiempos de viaje en
un periodo de tiempo. Debido a que ya hemos modificado el problema de minimizacién de
los tiempos de viaje en el periodo [0, Y], ahora modifiquemos el problema de minimizacién
de los buses visto en el Capitulo considerando el periodo de tiempo [0, Y] y que el nimero

de pasajeros que se transportan depende ademds del tiempo en el que lo hacen.

4.4.1. Minimizacién del niimero de buses

Del mismo modo que en la Subseccién veamos las siguientes definiciones:
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Definicién 4.11. Para cada j € {1,...,27} denotemos por A{kyl)(r) al nimero de usua-
ri0s que parten de la k-ésima estacion y se dirigen a la estacion | usando la Tuta j en el

intervalo de tiempo [0, Y].

Definicién 4.12. Para cada j € {1,...,27} denotemos por N*(T) al mimero de buses
que realizan la ruta j si se dirigen de norte a sur y N]-S"(T) al nimero de buses que realizan

la ruta j si se dirigen de sur a norte, en el intervalo de tiempo [0,Y].

Definicién 4.13. Para cada j € {1,...,27} denotemos por SJI.“’"S(T) al nimero de usua-
rios que suben en la k-ésima estacion usando la ruta j viajando de norte a sur y Sf’s"(T)
al numero de usuarios que suben en la k-ésima estacion usando la ruta j viajando de sur

a norte en el intervalo de tiempo [0, Y].

Definicién 4.14. Para cada j € {1,...,27} denotemos por B?’nS(T) al nimero de usua-

rios que bagan en la k-ésima estacion usando la ruta j viajando de norte a sur y Bf’sn(T)

al numero de usuarios que bajan en la k-ésima estacion usando la ruta j viajando de sur

a norte en el intervalo de tiempo [0, Y].
El nimero total de pasajeros que suben en la k-ésima estacion sera:
N;‘S(T)Sf’ns('f); si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta j. (4.28)

N;n(T)S]’?’Sn(T); si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta j. (4.29)

El ntimero total de pasajeros que bajan en la k-ésima estacién sera:
Nfs(T)Bf’ns(T); si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta j. (4.30)

N;n(T)Bf’Sn(T); si el bus se dirige de norte a sur y realiza la ruta j. (4.31)

De la definicién de .A{k l)(T) y de las ecuaciones (4.28)...(4.31|) para cada i € {k,...,38}
y j€{1,...,27} tenemos:

38

NPS(T)SP™(0) = Y Al (1) (4.32)
I=k+1
k—1 '

NS = D AL () (4.33)
=1
38 )

NPS(DBY™(0) > Y AL () (4.34)
I=k+1
k—1 '

NN BYT(Y) > Y AL (T) (4.35)
=1
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Ahora ya podemos formular nuestro problema, el cual lo dividiremos en dos subproblemas.
El primero de ellos plantea el problema para minimizar el nimero de buses que se dirigen
de norte a sur y con el segundo de ellos minimizaremos el niimero de buses que se dirigen

de sur a norte.

27
Minimizar )~ Nj*(T)
j=1
: k .
Sujeto a N;‘S( "3 Z A]kl ,1<k<37,1<35<6 .
(=1 (Pf*)
k .
NIS(Y0)B™( >ZAJM ,2<k<38 1<j<6

NS €N, 1§jg27

27
Minimizar ZN;“(T)
j=1
Sujeto a  N5*(T)SP™(T >ZA(M ,2<k<38,1<j<27
(Pf")
k .
N5 (1) B, Z ,1<k<37,1<j<27
I=k+1
N(T)eN, 1<j<27
4.4.2. Formulacion del problema de minimizaciéon de costo total
Dado T € [240, 300], sea
27 27
7S =ron
Ninin (T) = Z N; (1) + ZNj (1) (4.36)
7=1 j=1

el nimero minimo de buses que se necesitan para transportar a todos los usuarios en

S 7Fsn

el intervalo de tiempo [0, Y], donde W?S(T) y N; (T) son las cantidades que resulta de
resolver los problemas (P1°) y (Py") respectivamente. El nimero méximo de buses que
circulan estd considerado por Ny (Y) := 300. Para hallar el ndimero 6ptimo de buses
definiremos previamente conceptos relacionados al costo de servicio (Cs) y al costo de

espera (Cg).

Definicién 4.15. Para cada Y € [240,300], Y/ € [80,120] y N € [Nmmn(Y), Nmax(Y)] fijos

denotamos por
(T, Y, N) = (ﬁl(r, YN, E (YN, T (1, N)> (4.37)
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FOOLY N) = (F1 (0, YN, F(0, Y N, f (0, Y N)) (4.38)

a los valores que dan solucion al Problema 1)

Definicién 4.16. Para cada T € [240,300],Y" € [80,120], N € [Nmm(Y), Nmax(T)] vy
ke{1,...,38} denotemos por

=Y Y SR [ersf (s = st s e ) Fr )
i=17eQnsn=0
al tiempo de espera de todos los usuarios en la k-ésima estacion dirigiéndose de

norte a sur.

1 k k K k- -
o=y Y Yk i ) =1 G, 00T ) | F(r )
i=1jEQsnn=0
al tiempo de espera de todos los usuarios en la k-ésima estacion dirigiéndose de sur

a norte.

Definicién 4.17. Para cada k € {1,...,38} denotemos por ¢ (Y, Y',N) al costo de
espera de todos los usuarios en la k-ésima estacion dirigiéndose de norte a sur
en el periodo de tiempo [0, Y] cuando el instante (en minutos) en que sale a mas tardar el

N-ésimo bus es Y.

Definicién 4.18. Para cada k € {1,...,38} denotemos por ¢ (Y, Y/, N) al costo de
espera de todos los usuarios en la k-ésima estacion dirigiéndose de sur a norte
en el periodo de tiempo [0, Y] cuando el instante (en minutos) en que sale a mds tardar el

N-ésimo bus es Y.

Observacién 4.23. Para todo T,Y' > 0 y N € IN se tiene que cig™" (T, Y N) =0y
cf’u&ns('f, Y',N) =0, ya que no hay pasajeros que se dirigen de sur a norte en la estacion

Naranjal ni usuarios que se dirigen de norte a sur en la estacion Matellini.

Definicién 4.19. Sea cs(T,N) al costo de servicio por bus en el periodo de tiempo

[0, 7].

Ahora ya podemos plantear el problema de minimizar el costo total en el periodo de tiempo

[0, Y] debido a que el costo de servicio sera
Cs(YT,N) :=cs(Y,N)N

y el costo de espera sera

38
Cp(X, Y N) =Y [cf,;m(r, T, N)LE™S (Y, T, N) + cksn(1, 1, N)LF™(T7, Y, N)} ,
k=1
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lo cual implica que el costo total sera
CT(Y,Y',N):=Cs(Y,N)+ Cg(Y,Y,N).

Luego, para cada Y € [240,300] y Y € [80,120] se tiene el siguiente problema de mini-

mizacién del costo total:

Minimizar CT(Y,Y', N)

' (CTy 1)
Sujeto a N € [Ny (T), Nmax(Y)]
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Capitulo 5

Simulacion Numeérica

Los problemas vistos en el capitulo anterior se han planteado de forma deterministicas,
esto es, considerando que las cantidades de pasajeros y tiempos de viaje son iguales de
lunes a viernes, lo cual no ocurre ya que son datos estocasticos los que debemos tener en

cuenta para resolverlos.

5.1. Considerando la estocasticidad

Recurriremos a la equivalencia entre problemas estocasticos y determiisticos men-
cionados en el Capitulo [3] para considerar la estocasticidad de las cantidades y tiempos

involucrados en los problemas planteados en el capitulo anterior.

Empecemos recordando la formulaciéon del Problema :

N 25 m(Y) 38 38n+k
Mimtmizar 3" 3° Y K Y Y o) )]
i=1 j=1 n=0 k 1 1=38n+1
N 25 m(T) 38
k k k k
#3000 Y RO S [ - s e ]
i=1 j=1 n=0 k:l
25
Sujeto a me:l, 1<i<N
j=1
xi,je{(),l}, 1<i:<N,1<5<25
N N
T
S ho (T
i=1

Ji>0,1<i<N
Y’ € [80,120], T € [240, 300]
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Manteniendo fijas las variables T, Y’ y N, tenemos que reconocer si las demds variables son
deterministicas o estocasticas. Debido a que las variables x; ; y f; son aquellas que debemos
encontrar para resolver nuestro problema, queda claro que son variables deterministicas.
Las demas variables y funciones representan cantidades de pasajeros o tiempos de viaje,
excepto la funcién K(+), el cual solo toma los valores 0 y 1 dependiendo del valor de TS?"H
para cada n € {0,...,m(Y)}; éstos valores seran simulados previamente antes de resolver

el problema en cuestién.

5.1.1. Simulando los valores de tf’ ;Y Ti’fj

Empecemos generando los tiempos involucrados en este problema, para ello recordemos

de la ecuacién (4.2)):
i k—1
k !
T = it )t
=1 =1

observe que basta generar los valores de té,j’ paral € {1,...,k — 1}, para simular Tfj, va
que f; es una variable deterministica. Como ahora estamos considerando la estocasticidad,
el problema determinista equivalente en este caso se dara al considerar solo la funcion
objetivo aleatoria ya que en las restricciones las variables z;; y f; son deterministicas;
asi que debemos escoger uno de los criterios mostrados en la Seccién Debido a que
nuestra funcion objetivo no es simple, combinaremos los criterios del valor esperado y de

minimo riesgo.

Supongamos que para i € {1,...,N}, j € {1,...,25} y kK € N se han obtenido n + 1
datos, to,t1,...,tn, (cada uno con la misma probabilidad) los cuales estdn ordenados

ascendemente, entonces a partir de estos datos debemos simular un valor que represente la

k

i.j» €s decir, generaremos una variable aleatoria discreta y uniforme ¢ entre ty y t,.
9,

variable ¢
Generamos aleatoriamente U € ]0,1[ y hallamos j € {1,...,n} tal que j — 1 < nU < j.
En este caso se recomienda realizar una funcién interpolante i (de preferencia usamos el
método de los splines ciibicos por ser eficiente en la préctica) para encontrar el valor de
t:=h(U) € ]tj_1,t;] simulado. La condicién de interpolacién que debe verificar la funcién
h es

h(j/n) =t;, ¥j=0,1,...,n. (5.1)

En la siguiente figura tenemos el resultado de la interpolacion realizada en 41 puntos

utilizando la interpolacién.
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Tiempo realizado (segundos)

© Data real (41 puntos)
—— Curva de interpolacién
L

/
:11 1 Il Il Il 1y 1 Il Il
0 0.1 0.2 03 04 0.5'\([ 08 0.7 0.8 08 1

Probabilidad (distribucién uniforme)

Figura 5.1: Interpolando datos reales.

La curva de la figura anterior es la grafica de la funcién interpolante h que pasa por los
41 puntos mostrados, los cuales son datos reales que reflejan las distintas posibilidades

que pueden obtenerse al generar un nimero aleatorio U entre 0 y 1.

Para considerar el nivel A € [0, 1] de riesgo, al generar U verificaremos que
Uelr/2,1—-X/2[. (5.2)

Por ejemplo, si A = 0.6, entonces simularemos ¢t = h(U) sélamente si U € ]0.3,0.7], de lo

contrario generaremos aleatoriamente otro valor U que verifique la condicién (5.2)).

. ko pk k
5.1.2. Generando las funciones s;;,b;; y p;;

Las funciones sf ;Y bf’ ; son relativamente complentarias, ya que en la manana en una
I I

estacién sube aproximadamente la misma cantidad de personas que bajan en esa estacion

de noche. Desde luego que en la manana no tiene el mismo comportamiento, sin embargo

podemos utilizar la misma técnica para determinar estas funciones.

Supongamos que para el i-ésimo bus que realiza la ruta j se tienen los datos reales Tl-]fj y
sﬁ j(Tfj) para k = 1,...,39m(Y), entonces determinaremos una funcién interpolante .S; ;
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que verifique la condicién

De manera similar se debe encontrar las funciones interpolantes B; ; y P;; que cumplan

respectivamente la siguientes ecuaciones

By (k) = b5 (7R, ¥k =1,...,39m(T). (5.4)
Pj(rk) = PE(eF), Y k=1,...,39m(). (5.5)

Observacién 5.1. Las funciones interpolantes S;; y B;; satisfacen las ecuaciones

(]4,17[), ey q4,20[), ya que las funciones sf’j Y bﬁj las cumplen, ademds las ecuaciones (5,3

y (5,4) implican la igualdad de las funciones interpolantes en los puntos a evaluarse la
condicion.

. k . . .2 .2 .
Si los valores 7/; ; son generados mediante simulacién como en la subseccién anterior,
2.

as funciones interpolantes S;; y B;; no necesariamente se vericardn las ecuaciones

(4,17), ..., (4,20), debido a que los valores generados no satisfacen las ecuaciones (5,3)) y

(5,4). Sin embargo, la funcién interpolante P; ; no debe verificar tales condiciones, de este

modo sélo debemos generar apropiadamente las funciones S; ; y B; ;.

Primero reformularemos la funcién interpolante .S; ; teniendo en cuenta los valores 7/ jya
i

simulados. Definiremos S’; ; como la funcién interpolante que cumpla las condiciones

S (7)) = Sii(r'8), Yk =1,...,39m(Y). (5.6)

Como consecuencia de la ecuacién anterior debemos definir una funcién interpolante B'; ;

que verifique las ecuaciones y- .+, (4,20) ademas de las condiciones

Bij(r'" ) = Bij(7'h), YV k=1,...,39m(Y). (5.8)

5.2. Algoritmo para minimizar el costo total

Ahora supongamos que fijados T € [240,300] y T’ € [80,120] se conoce el valor de
N (definido en las ecuacién [4.36]) y Npax := 300, entonces plantearemos un algoritmo

que resuelve el Problema
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Algoritmo 5.1. Conocidos los valores de T, Y, Nyin ¥ Nmax:
1. Definir Nops := N y CTopt := CT (L, Y', Nopt)
2. Para cada N = Ny, + 1 hasta Ny« hacer
» Si CT(Y,Y',N) < CT,pt hacer
o CTyp:=CT(Y, Y N)
o Nyp:=N

3. Los valores l‘ij y fj que minimizan el costo total son T(L, Y, Nopt) y (L, T, Nopt)

definidos en (4,37) y (4,38|) respectivamente.

Para hallar los valores Z(Y, Y, Nopt) ¥ f(T, Y, Nopt) debemos simular previamente los

valores 7’/ Z— ; v las funciones S'i;,B'ij y Pij, ademas de las variables implicadas en los

problemas [PT*] y [PY}

5.2.1. Simulando los valores de SJ’?’“S(T),B;C’“S( )y ‘A(kl (1)

En el Problema 1} la’ variable N;* es deterministica, mientras que las variables
Sf’nS(T),Bf’HS(T) y A{k l)(T) son estocdsticas, lo cual implica que se trata de un
problema con restricciones probabilisticas, lo cual estudiamos en la Seccién [3.2]

Trabajaremos con restricciones de azar separadas o individuales para determinar el pro-

blema determinista equivalente, esto es

n; kns .
P(st( ZAJ,” >2A,1§k§37,1sjé6, (5.10)
I=k+1
P<Nfs( BES (Y >Z‘A(lk ) > A 2<k<38, 1<7<6, (5.11)

donde A € [0, 1] es considerado constante en todas las 37 x 6 x 2 = 444 restricciones del

Problema (P3?).

Para que los valores simulados de Sk (T, B;-c’ns( )y A%k .

[(.10] y [5.11] sugerimos trabajar del mismo modo que en la Subseccién es decir,

(T) satisfagan las ecuaciones

generaremos aleatoriamente valores U que verifiquen la condicién ([5.2). De manera anédloga

simularemos los valores de Sk ST, Bf’SH(T) y A{kJ)(T) para el Problema (Py").
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5.3. Proyecto para la obtencion de datos

Para resolver cualquiera de los problemas planteados en el capitulo anterior depende-
mos de la simulaciéon de datos recopilados en campo y conseguirlos implican un alto costo,

es por ello que detallamos los tiempos y costos en el siguiente proyecto de manera breve.

Proyecto 5.1. Para la recopilacion de datos asumiremos que contamos con 160 personas
que se colocardn en los 160 embarques de las 38 estaciones para tomar tiempos y contar
el niumero de personas que suben, bajan y esperan en su embarque asignado, ademds de 6

personas que se dediquen a validar los datos obtenidos.

La toma de datos se realizard por un dos semanas (de lunes a viernes) en el horario

de 5:20 a 10:20 a.m.

= Los datos recopilados deben ser anerados en una hoja de cdlculo y enviados a las

personas que realizardn la validacion.

= El tiempo de esta primera etapa es de 2 semanas y el pago considerado a cada persona

es S/. 400, lo que hace un subtotal de S/. 64 000.

» Los datos a validar deben verificar las ecuaciones (4,17), (4,18) v (4,19).

= El tiempo adicional para la seqgunda etapa es de un mes y el pago considerado a cada

persona es S/. 1 000, que implica un subtotal de S/. 6 000.

En conclusion, el tiempo estimado para la toma de datos es de 45 dias y el costo total

seria S/. 70 000.

En vista que el costo es alto, se ha pensado en otras alternativas como el uso de las cAmaras
de vigilancia, sin embargo éstas no tienen el rango de visién para determinar el tipo de
ruta realiza un bus ni se puede estimar apropiadamente la cantidad de personas que suben,
bajan y esperan en cada embarque; por ultimo, se complica el seguimiento (para la toma

de tiempos) del i-ésimo bus en cada estacién a pesar de que éstos cuentan con GPS.
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Conclusiones

= Minimizar el tiempo total de viaje de todos los usuarios del Metropolitano implica
resolver un problema (no lineal) de asignacién, debido a que debemos distribuir

optimamente los buses para las rutas existentes.

= A pesar de que hay muchos factores que se consideran en un modelo matematico
de transporte, como por ejemplo flujo vehicular, congestién en los paraderos y la
semaforizacion, el problema de minimizar el tiempo total de viaje formulado depende
de los tiempos de viaje realizados en cada viaje por los buses y de la frecuencia en
sus salidas; los valores de éstos tiempos contienen implicitamente informacién de los

factores que aparecen en otros modelos de transporte.

= Mostramos que un problema de asignacién puede resolverse mediante subproblemas
de programacién lineal si a partir del problema planteado se pueden formular sub-
problemas de programacién lineal entera mixta tales que sus conjuntos factibles, D;,

verifican que Ext(co(Di)) C D;.

= El problema de minimizacién de los tiempos de viajes que se ha formulado puede
adaptarse a los cambios de las rutas del Metropolitano o al aumento de nuevas rutas,
aunque éstas sean ficticias como en los casos donde los buses inician su recorrido

desde el segundo o tercer paradero.

= Si se modifica la ruta de un Expreso se puede calcular los tiempos realizados en cada
tramo del viaje y pronosticar el comportamiento de los usuarios en la eleccién de la
nueva ruta. De este modo es posible resolver el nuevo problema de minimizacién de
los tiempos de viaje y determinar si conviene al promedio de los usuarios realizar el

cambio de ruta.

= Al resolver el problema de minimizacién del costo total planteado se beneficia la
empresa de transportes y los usuarios, ya que se considera la minimizacion del tiempo

de espera.
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