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Resumen

El presente trabajo tiene por objetivo hacer un estudio cualitativo de las soluciones de un sistema
de dos ecuaciones diferenciales ordinarias complejas en la vecindad de un punto singular aislado,
bajo la hipdtesis de que el desarrollo de Taylor de la ecuacién en la singularidad, tenga como
parte lineal una matriz que posee un autovalor nulo. Tal singularidad es llamada silla-nodo.

Mas especificamente, se pretende encontrar formas normales de tales singularidades.



Introducciéon

Este trabajo se enfoca basicamente en el estudio de clasificar la ecuacion diferencial tipo silla-

nodo
151 = )\1351"‘ Z alQl‘Q,
QI>2
M Q| ,
|Q[>2

Para ello haremos uso de algunos teoremas, uno de ellos es el Teorema de Dulac, el cual nos
brinda un primer criterio para la primera clasificacion de la silla-nodo. Dicho teorema nos

muestra que a silla nodo (1) es analiticamente-equivalente a:

(2) .T'l = x1(1+)\:c127)+x2R(:n1,x2),
:fg = .’Engl,

Llamada forma normal de Dulac de la silla-nodo. Donde el ntmero entero p + 1 sera
denominado nimero de Milnor de la silla-nodo. Entonces la primera clasificacién consiste en
agrupar aquellas sillas-nodos de la forma (1) que son analiticamete equivalente a la forma
normal de Dulac (2), es decir las sillas-nodos con nimero de Milnor p + 1. Dicho conjunto de
agrupacion se denota por D,. Seguidamente haremos uso del Teorema 3.2, para una segunda

clsificacion, el cual muestra que la silla-nodo (2) es formalmente-equivalente a:

3) i1 = (14 \ab),
:ﬁz = .Z‘S—H,

Llamada forma normal final de la silla-nodo. Luego asi podemos realizar una sub-clasificacién
del conjunto D, denotando D, 5 aquellas sillas-nodos de la forma (1) que son formalmente-
equivalente a la forma normal final (3). Luego denotemos por D{X y al conjunto de las sillas-nodos

que tienen la forma (2).

Se realizard el estudio en DIJJV \» para ver cuando dos sillas-nodo en Dév ) son analiticamente-
equivalente, el cual sera util para una nueva sub-clasificacién dentro del conjunto DI])V y- Final-

mente, se muestra una aplicacién biyectiva de D;)V \/G° a CP x P,



Seccion 1

Preliminares

En ésta Seccién se introduciran los conceptos y resultados de cardcter general que seran uti-

lizados a lo largo del trabajo.

1.1 Funciones holomorfas de varias variables complejas

Denotemos por C™ al conjunto de todas las n-uplas (n > 1) de nimeros complejos, es decir

Ct={z=(21,"",2n); 21, - y2n € C} =Cx---xC
n wveces
Los elementos z = (21, ,2,) € C" son llamados puntos de C™ y los nimeros complejos
Z1,-** , 2Zn Son las coordenadas complejas de z.
Definicién 1.1 Sean z = (z1, -+ ,2,) y w = (w1, -+ ,wy) puntos de C" y a € C. Definimos

la suma de z y w como
z+w= (Zl+101,"‘ 7Zn+wn)
y el producto de o por z como

az = (azy,- -+ ,0zy).

Es inmediato ver que con estas operaciones C™ es un C-espacio vectorial de dimensién (compleja)
n. Denotaremos a C" de la topologia producto. Un polidisco abierto (resp. cerrado) en C" de

centro a = (a1, -+ ,a,) € C" y poliradio r = (r1,--- ,7,) € (R)™, serd denotado por A(a;r)



(resp. Ala;r]), es el conjunto definido por

Dair) = {z= (e 2) €Tl —ag <, ¥ 1< <)

(resp. Alasr] = {z= (21, ,20) € C"[2j —aj| <7, V1< 5 <n}).
Observe que
A(a,r) = Dy(a1) X -+ x Dy (an,) y Ala,r] = Dy [a1] X -+ X Dy, [ay]

Sea D,(Tp) € C un disco y consideremos el camino complejo ¢ : D, (Ty) — C". Podemos
asociar a ¢ n-funciones @1, ,¢n @ Dp(Ty) — C tales que p(T) = (p1(T), - pn(T)), para
todo T' € D,(Tp). Estas funciones son llamadas funciones coordenadas de ¢. Decimos que ¢ es
un camino holomorfo en D, (T}) si y sélo si cada una de sus funciones coordenadas ¢1,- - , ¢p
son holomorfas en D, (Tp).

Si ¢ es holomorfa en D, (Tp), la derivada de ¢ en T € D,(T}), denotada por ¢'(T') se define

¢'(T) = (P1(T), - )

Definicion 1.2 Sea U € C" un abierto y f : U — C. Decimos que f es holomorfa en
a= (a1, - ,an) €U siy sdlo si existe un polidisco abierto /A centrado en a tal que la funcion

f tiene una expansion en serie de potencias

o

)= ) cqgn(z—a)® (2 — an)™, (1.1)

q1,- 7qn:0

la cual es convergente en todo z € A.

Decimos que f es holomorfa en U si y sélo si f es holomorfa en a, para todo a € U. El conjunto
de todas las funciones holomorfas en U serd denotado por O(U).

Para simplificar las notaciones, es conveniente introducir la nocién de multi-indices de Schwartz.
Un multi-indice de dimensién n, es una n-upla de enteros no negativos @ = (q1,- - ,qn). Su
norma |Q| se define como |Q| =q1 + - + ¢n.

Sea z = (21, ,2n) €EC"y Q@ = (g1, ,qn) un multi-indice, definimos

Q_ . qn
Z _Zn..-zn

Con estas notaciones (1.1) se escribe



Un resultado familiar del andlisis elemental es que si la serie de potencia (1.2) converge en algin
punto b € C, entonces converge absoluta y uniformemente en algin polidisco abierto A(a,r)
para el cual r; < |bj — aj|. Un prueba estandar de esta aseveracién para series de potencias en
una variable se extiende con facilidad para el caso de series de potencias en varias variables. La
primera consecuencia de esta observacion es que la funcién f es continua en algin polidisco,
pues es el limite uniforme de funciones continuas; por lo tanto, cualquier funcién holomorfa
en D es necesariamente continua en D. La segunda consecuencia es que la serie de potencia
(1.2) puede ser reordenada arbitrariamente; asi, si las coordenadas z1,---,2j—1,2j41- " ,%n
tienen algunos valores fijos by, -+ ,bj_1,bj41,--- , by, entonces la serie de potencias (1.2) puede
ser reordenado como una serie de potencias convergentes en z; — aj. Es decir una funcion
f € O(D) es holomorfa en cada variable por separado en todo el dominio D en el sentido
f(bi,--+ ,bj—1,2,bj41,--- ,by) es holomorfa como funcién de z; para cualquier valor b; cuando
(b1, ,bj—1,25,bj41,- -+ ,by) € D. El reciproco es también valido pero no es trivial y pues es

eso lo que nos dice el siguiente teorema.

Teorema 1.1 (Hartogs) Si una funcion compleja valuada es holomorfa en cada variable por

separado en el dominio abierto D C C™, entonces ella es holomorfa en D.

En cuanto al interes de la prueba lo puede encontar en Robert C. Gunning [5].

1.2 Campos vectoriales holomorfas y Ecuaciones diferenciales

En ésta sub-seccién se mostrard definiciones bésicas, si el lector desea tener mas informacién

puede consultar las notas de Renato Benazic [2].

Definicion 1.3 Sea U € C" abierto. Un campo vectorial holomorfo en U es una funcion

Z:U — C"
2z — Z(2) = (Z1(2), -, Zn(2))
tal que

1) Zj : U — C son funciones holomorfas, para 1 < j < n.

2) Si z € U entonces Z(z) € C" es un vector cuyo punto de aplicacion es z.

Notacién 1.1 Denotaremos por X (U) al conjunto de todos los campos vectoriales holomorfos

definidos en U.



Definicién 1.4 Sea U C C" abierto, Z € X(U). Un punto zg € U es llamado punto singular de
Z siy solo si Z(z9) = 0, caso contrario, decimos que zy es un punto reqular de Z. Denotaremos

por Sing(Z) al conjunto de todos los puntos singulares.

A continuacién se mostrard un ejemplo para la mejor comprension de la definicion.
Ejemplo 1.1 Sea A = (a;) € C"*", definimos

Z:cr — Cc*

z — Z(z)=Az= (Z 12, ,Zankzk>
k=1

k=1

Es claro que Z € X(U) y es llamado campo lineal. Ademds Sing(Z) es el nicleo Nu(Z).
Otra definicién que se necesita para éste trabajo es la de punto singular aislado.

Definicién 1.5 Sea un subconjunto U C C" abierto, Z € X(U). Un punto zy € U es llamado

punto singular aislada de Z si y sélo si zg € Sing(Z) y existe V. C U vecindad abierta de zy tal

que Sing(Z) N (V — z9) = 0.

Con respecto a la definicién anterior se mostrara un ejemplo de una funcién holomorfa Z(z1, z2)

que tenga un punto singular aislado.

Ejemplo 1.2 Sea Z € X(C?) definido por Z(z1,22) = (2122 + 23, 25 + 2122). Determinemos
Sing(Z):

2129 +22 = 0 2o(z1+22) = 0
(z1,22) € Sing(Z) & Z(z1,22) = (0,0) & =2 2 & 2(21 2)
z%Jrzle = 0 zo(za+21) = 0
Se sigue que

Sing(Z) = {(z1,0); z1 e CtU{(-1,1)}

Luego (—1,1) es la dnica singularidad aislada de Z.
La siguiente definiciéon enunciada sera muy usada durante el presente trabajo.

Definicién 1.6 Sea U C C" abierto, Z € X(U), z0o € U y k € N. El Jet de orden k de Z en

el punto zy, denotado por JfO(Z), se define como

k k

@) = 3 aglz—20% . Y eagle - 20)? (13)
Q=0 |Q|=0



Definicién 1.7 Sea U C C" abierto, Z € X(U).

1) La ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO) asociada al campo vectorial holomorfo Z es

dada por:

2 =Z(2) (1.4)

2) Una solucion de la EDO (1.4) es una funcién holomorfa de ¢ : D — U donde D C C es

un disco abierto, tal que

¢'(T)=Z(p(T)), VTeD.
Definicién 1.8 Sea U C C" abierto, Z € X(U), zo € U, y Ty € C

i) El Problema de Valor Inicial (P.V.I.) o Problema de Cauchy asociado a Z es dado por:

2! = Z(z)
Z(T()) = 20,

(1.5)

it) Una solucion de (1.5) es una funcion holomorfa ¢ : D — U donde D C C es un disco
abierto, tal que
a) To € D.
b) o'(T) = Z(p(T)); paratodo T € D.

c) o(Tp) = zo.

1.3 Serie de potencias formales y convergente

Definicion 1.9 Una serie formal de potencias en las indeterminadas x e y con coeficientes en
C, es una expresion de la forma

A= Z agry®
|Q[>0

donde ag € C, para todo Q = (q1,q2) € N2. El conjunto de tales series formales serd

denotado por C[[z,y]].

Observacion 1.1 Si denotamos por Clz,y| al conjunto de todos los polinomios con coeficientes

complejos e indeterminadas z, y, entonces se cumple

Clz,y] € Cllz,y]]



Definicién 1.10 Sean A, B € C|[z,y]], ya € C, donde A = Z agry®? yB = Z boar My,

1QI=0 |QI=0
Definamos la suma de A y B como
A+B = (aq+bg)z"y®

Q>0

y el producto de o por A como
aA = Z aagr®y®

|Q>0

Sea A = Z agr®y? € C[[z, y]], observe que
|Q[>0
A = a@) + (ap o +apny) + (e’ + aqnzy + apy?) +
S ! PSRRI B oo
n>0 \|Q|=n n>0

donde A, = Z aqgx®y®, para todo n > 0. Se sigue que A, es un polinomio homogéneo en

|Ql=n
las indeterminadas = e y de grado n, concluimos que toda serie formal puede expresarse como

una suma infinita de polinomios homogéneos.

Definicién 1.11 Sean A, B € Cllz,y]], A = ZA”’ B = ZB”’ el producto de A y B,

n>0 n>0
denotado por AB, es definido como:

-X ()

n>0
0A 0A
Definicién 1.12 Sea A = Z agr®y? € Cl[z,y]] definimos —— o 8— € Cl[z, y]] como
Q=0
A B
g — Z qlanqlflqu y a@ — Z q2beq1yq2*1
T T el

De manera anéloga se define las derivadas parciales formales de orden superior.

Es posible asociar a una serie formal, una serie convergente. Dado A = Z agry® € C[[z,y]],

Q=0
definamos el conjunto

Dy =< (21,22) E(C Zanllhng
Q>0



Observe que (0,0) € D4, luego D # ¢. A continuacién, vamos a establecer condiciones para

que D4 # {(0,0)}. Denotemos Ry = [0, o[ y consideremos el conjunto

La =< (r1,m2) €RY; Z lag|r{'rd? < oo
|Q[>0
Observe que I'y4 # 0 puesto que (0,0) € I'4.

Proposicién 1.1 Si (r1,r2) € I'4 entonces A[(0,0); (r1,72)] € D4.

Prueba : En efecto, sean (z1, 22) € A[(0,0); (r1,72)] y k € N, se cumple

k k k
Y laga{"28| = Y lagl- 21|zl ® < ) Jaglr{'r§’| < +oo

|Q|=0 lQI=0 lQI=0
k
luego la serie de niimeroa complejos Z lagz{"z3?| es absolutamente convergente y por lo tanto
Q>0
convergente, luego (21, 22) € Dy. m
Dado A = Z agr®y?” € Cl[z,y]], denotemos por A a la serie formal de términos no
Q=0

negativos en las indeterminadas x e y, obtenida de A, mediante
A\ — Z |aQ‘$Q1yQ2
Q>0
y denotemos por A a la serie formal de potencias de términos no negativos en la indeterminada

x, obtenida de A mediante

A= agle®a® = > agle @ =" > Jag| | 2"

Q>0 |Q|>0 n>0 \|Q|=n

Ejemplo 1.3 Sea A = Z iRl 2% =1 4 iz + iy — 22—y —y® + - -, entonces
|QI>0

A= ltaty+a®+ay+y’+--

A = 142z+32%+--
Proposicién 1.2 Si A es convergente en Dg[0] entonces (R, R) € T'4.

Prueba : En efecto, dado k € N, se cumple

k

k k 00
> aglRMR? = > ag|RI =" Y agl | B <D [ Y lagl | B < 400

|Q|=0 |QI=0 n=0 \|Q|=n n=0 \|Q|=n

10



Luego Z lag| R R™? < oo y por tanto (R, R) € T'a. n
|Q|>0

Corolario 1.1 Sea A = Z lag|z®y® € C[[z,y]]. Si A es convergente en Dg[0] entonces A

|QI=0
es convergente el en polidisco A[(0,0); (R, R)].

Sea A = Z laglz®y®?, B = Z lbglx®y® € Cl[x,y]], definimos
Q|20 |QI=0

A< B <= lag| <|bgl, VIQI>0 (1.6)

Proposicion 1.3 Se cumplen las siguientes propiedades:

o —

1. A+ B< A+ B V A,B e[z,

2. aA < |a|A, Vo, VA € C[[z,y]]

3. AB < AB,V A, B € C[[z,y]]

4. A/o\@<<ﬁo(:), donde © = (B,C) y© = (E,@) VA, B, C eC[z,y]]

Si el lector estd interesado en la prueba debe consultar Renato Benazic [2].

1.4 Aplicaciones Holomorfas

En esta sub-seccién se tocard algunos Teoremas familiares del Andlisis R™ como por ejemplo
el Teorema de la funcién inversa y el Teorema de la funcién implicita que serdn extendidos a
funciones holomorfas en varias variables complejas, ademds teoremas ecuaciones diferenciales
parciales parciales, teoremas fuertes como el teorema de division y preparacion de Weierstrass

y el teorema de extensién de Riemman.

Definicién 1.13 Sea U C C? una vecindad abierta 0 € C? y g € O(U), decimos que g es

reqular de orden k con respecto a la variable z; (respectivamente z9) en 0 si y sélo si g(z1,0)

(respectivamente g(0, z2)) no es idénticamente nula, ademds aj (0,0) =0 (respectivamente
1
o ok ok
g,(O7 0) =0), para todo i =0,--- ,k—1y —‘Z(O, 0) # 0 (respectivamente —g(O, 0) #0).
024 0z} 0z

Teorema 1.2 (Teorema de la Funcién Implicita) Sea zo = (23, 28) € C? y f una funcion holo-

0
morfa en A(zg,r) tal que f(zg) = 0 y 8—f(zo) # 0. Entonces existe un polidisco abierto
22
0

A(z9, R) C N(z0,7) y existe una tnica funcion holomorfa ¢ : Dg(2}) — Dg(29) tal que

o(27) =28 y f(z,0(2)) =0, para todo z € Dg(z}).

11



Definicion 1.14 Una aplicacion biholomorfa F de un subconjunto abierto U C C"™ en un
subconjunto abierto V. C C" es una aplicacion holomorfa F : U — V el cual admite una

inversa holomorfa.

Una interrogante que surge de inmediato de la definiciéon anterior es, cuando una funcién holo-
morfa tiene una inversa holomorfa. A continuacién se mostrara un criterio para ver cuando una

funcién tiene inversa holomorfa.

Teorema 1.3 Sea f una funcion holomorfa en un conjunto abierto U C C", y asumamos que

f es inyectiva. Sea V = f(U) C C" su imagen. Entonces f:U — V es un biholomorfismo.
Si en caso el lector estd interesado en la prueba debe consultar el Serge Lang [8].

Teorema 1.4 (Teorema de la Funcién Inversa) Sea U C C? abierto, 2o € U y f : U — C?
funcion holomorfa en U tal que f'(29) € GL(C?), entonces existen abiertos Vo C U y Wy C C?

con zg € Vo, f(z0) € Wy tales que flv, : Vo — Wy es un biholomorfismo.

El resultado de éste teorema serd usado en la primera parte de éste trabajo.

Para una prueba detallada de éste teorema el lector debe consultar Robert C. Gunning [5].
Otro teorema importante para nosotros es el siguiente teorema visto en ecuaciones diferenciales
parciales que es extendida para nuestro caso, la importancia de éste teorema radica en el hecho
de brindarnos la existencia de una solucion el cual serd usado como un cambio de coordenadas

en la primera parte del trabajo.

Teorema 1.5 Sea U C C? abierto, D C C un disco abierto, v una curva suave en U parametrizada
por ~(t) = (8(t), p(t)), t € D, f € O(D) y a,b,c € O(U). Suponga que |a(x,y)|* + |b(z.y)|* # 0
para todo (x,y) € U, y

a(d(t), p(t))  0(6(t), p(t))

#0, Vte D
&'(t) p'(t)
Entonces el problema
ou ou
a(x, y)% + b(x, y)a—y = ¢(z,y),

u(d(t),p(t)) = f(t), teD

tiene una unica solucion u € O(U).

12



La prueba del teorema para el caso real lo puede encontar en Valéria Iério [4], el caso complejo

es una simple extension solo basta seguir los mismos pasos del caso real.

Definicién 1.15 Sea U C C? una vecindad abierta 0 € U y f € O(U), se dice que f es un

polinomio de Weierstrass de grado k > 0 en z1 (resp. z2) si es de la forma

flz1,22) = 2ZF+ar(z)a ™+ 4 ap_1(22)21 + an(z2)
(resp. f(z1,22) = 25 +a1(21)25 " + -+ + ap_1(21) 22 + ax(21))

donde los coeficientes a;(0) = 0, para todo i =1,--- | k.

A continuaciéon se mostraran dos teoremas muy fuertes, que seran usados para la primera

clasificacion de la silla-nodo.

Teorema 1.6 (Teorema de Preparacion de Weierstrass) Sea U C C? una vecindad abierta del
0€UyfeOWU) regular de orden k con respecto a la varible zo en 0 entonces existe un
polidisco N = A((0,0), (r1,72)) cuya cerradura esta contenida en U, existen ay,--- ,a; € Dy, (0)

con a1(0) = -+ = ag(0) =0 y existe u € O(A) con u(z1,22) # 0 en A tales que
f(z1,22) = u(z1, 22) (zéC + a1(21)z§_1 + - Fag_1(z1)z + ak(z1)> , Y(z1,22) € A.

Observacion 1.2 Un resultado similar se obtiene si f € O(U) regular de orden k con respecto

a la varible z1 en 0

Teorema 1.7 (Teorema de Division de Weierstrass) Sea U C C? una vecindad abierta del ori-
gen de C? y h € O(U) polinomio de Weierstrass de grado k. Entonces para toda f € O(U),

podemos escribir de forma unica
f(z1,22) = g(21, 22)h(21, 22) + (21, 22)

siendo r € O(U) un polinomio de Weierstrass de grado a lo mask—1y g€ O(U).

Tanto el teorema de preparacién como el de divisién de Weierstrass sus respectivas pruebas
pueden ser ubicadas en Robert C. Gunning [5]. Por ultimo, enunciaremos el teorema de ex-

tensién de Riemman visto en un curso de variable compleja.

Teorema 1.8 (Riemman) Sea U = D(zp,7) — {20} y f € OU) yr > € > 0 tal que f es

acotada en D(zg,€) — {z0},entonces existe una funcion F € O(D(zo,7)) y Fly = f.

El uso de éste teorema serd ttil en la dltima parte de éste trabajo. Para la prueba de éste

teorema el lector puede consultar a Serge Lang [8].
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Seccién 2

Resultados Previos

2.1 Definicion del Problema

En éste trabajo se estudiara una ecuacién diferencial en particular, denominada silla-nodo,
para poder definirl4 necesitamos alguna condiciones. Sea U C C? abierto, Z € X(U) y 0 € U

singularidad aislada de Z, luego existe V C U vecindad abierta de 0 tal que

Z(z) = Z a1929, Z aagz®

lQI=>1 Q=1
y Z(z) # (0,0), para todo z € V — {0}. Sabemos que la EDO asociada a Z es
fl = Z a1Q$Q7

Q=1 (2.1)

x'g = Z CLQQ.TQ,

Entonces una ecuacién diferencial tipo silla-nodo sera ecuacién como la (2.1) siempre que la

matriz asocida (en la base canénica de C?) de DZ(0) es de la forma

a1,(1,0)  41,(0,1)
0 0

Es decir ay (1,0) = az 0,1y = 0. Sim perdida de generalidad se estudiard una ecuacién del tipo

¥ = Mo+ Z a1gz®,
|Q|>2

.%:2 = Z angQ,

|QI>2
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donde 2% = x{*x¥, esto es debido a que por un cambio de coordenadas DZ(0) puede ser
expresada como

A0

0 0
El objetivo principal de éste trabajo es clasificar las sillas-nodos para asi poder hacer un mejor
estudio de ellas. A continuacién se mostraran algunos lemas importantes que nos ayudaran a

cumplir nuestro objetivo.

2.2 Lemas Importantes

En ésta subseccién se mostrard algunos resultados que nos ayudara a probar el Teorema de

Dulac, el cual nos permitird dar una primera clasificacion a las sillas-nodos.

Lema 2.1 Sea U C C? abierto, 0 € U y Z (21, 22) = (M121 + A1(21,22), Aa(21, 22)) € X(U),

con singularidad aislada en el origen. La EDO asociada seria

Z1 = Mz + Az, 22), (2.2)

Zo = As(z1,22),

donde Aj(z1,22) = Z a;0z%, 7 = 1,2 y Ay € C — {0}. Entonces existe un cambio de

|Q>2
coordenadas analiticas de modo que la ecuacion anterior se escribe como

Uy Arur + uzg(ug, uz),
u'2 = UQh(Ul,'UQ),

siendo g(u1,u2) y h(ui,us) funciones analiticas en el origen de C2.

Prueba: En efecto, analizaremos formalmente el problema, consideremos un cambio de coor-

denada del tipo perturbacion de la identidad

z = (21,22) = §(ur,uz) = (w1 + &1 (ur, u2), uz + &a(ur, uz))

donde &;(u1,u2) = Z §jQuQ, j = 1,2 tal que transforme (2.2) en
|Q[>2

Uy = Mui + Bi(ui,ug),

Uy = By (u1,u2),
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donde Bj(u1,us) Z b]Qu ,j=1,2.

Q=2
Como z; = uj + &;(u1, uz); tenemos (A2 = 0)

0
Ajzj+Aj(z1,22) = 25 = Uﬂrz gj

2
= Aju; + Bj(u, u2) Zai [Aruk + B (uq, ug)]
k=1

luego
2
_ O&k,
Ajuj + A€ (ur, uz) + Aj(§(ur, uz)) = Njuj + Bjur, uz) + Z&Ttk [Ajug + Br(u1,uz)]
k=1
Cancelando y reordenando obtenemos
/\f(ul UQ Z)\kukai — B u1 'LLQ Z ag] Bk u1 ZLQ) — A(f(ul ’U,z)) (2.4)
IS Ouy, ’ 3uk ’ J ’

86] (uy,u2) = Z qkéjQuQ entonces la expresién de la izquierda de la
h QI>2
ecuacién (2.4) puede ser expresada como

2
;i€ (ur,u2) Z)\kuk Bj(uy,uz) = Z [(Aj - ZM%) §iQ — ij] u®

Q12 k=1

Ademads tenemos que uy

2
luego haciendo 6 = A\j — Z)\qu y reemplazando la ecuacién anterior en (2.4) tenemos para

k=1
j =1,2, lo siguiente

a .
> Gieio — big)u® = 85] Bi(u1,u2) + ai; Ba(u1,uz) — Aj(§(ur, u2)). (2.5)
Q1>2

Por otro lado sea Z un ideal de C [[ug, us]] generado por ug, es decir
S €T < 3 R € Cllu1, uz]] tal que S(ui,u2) = uaR(uy, u2),
vamos a despejar las incongnitas b;qg, &jg de (2.5) imponiendo la siguiente regla

u? ¢TI , entonces bjo =0,

u? €T |, entonces &g = 0.

Observe que u® ¢ T entonces Q = (q1,0), con q; > 2.

Lo anterior implica que Bj(ui,u2) € Z y por tanto

OE.
i(ul,u2)B1(U1,m) +

a .
8U1 i(ul,ug)Bg(ul,ug) cT.

811,2
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Por otro lado observe que

§i(ur,ug) = fj(z,o)U% + fj(?),(])u? + fj(4,0)7f11 +oe (2.6)

Concluimos que para despejar los coeficientes de ; sélo necesitamos considerar los multi-indices

Q tales que u® ¢ Z, para esto de (2.5) y del hecho que Bj(u1,uz2) € Z resulta

05(q1.085(a1.0) = Ci(qr.0), 91 =2 (2.7)
donde ¢; i(q1,0) SOIL los coeficientes de —A;(&(u1,u2)) Z c]QuQ
|Q|>2

C; a;
Si @ = (2,0) entonces g = Je - 99
%@ 09Q
Si @ = (3,0) entonces cjg sélo dependera de a;q , &j(2,0), por tanto podemos despejar ;3 o).
El procedimiento continia por induccion y de esta manera hemos construido el cambio formal

de coordenadas £. A continuacion, probaremos su convergencia en una vecindad del origen.

Afirmacién 1: Siu® ¢ T entonces d;q # 0.
En efecto, por la observacién anterior tenemos Qg4 0), con ¢1 > 2, ademds recordemos que

segtn las hip6tesis del Lema (2.1) A2 = 0 luego asi resulta

S0 = M —Aq—0da=X\(1—-q)#0,
021,00 = A2—A1q1 —0A2 = —A\iq1 #0.

Por lo tanto ;o # 0V |Q| > 2 siempre que u® ¢ T, y por tanto lo afirmacién 1 estd probada.

Afirmacion 2: § = {|5;0], |Q| > 2, u? ¢ I} > 0.

En efecto
1610 = Ml =aq)] > M,

0aq0)] = Pallar] > Ml
Asi resulta que d > 0, por lo tanto la afirmacion 2 es cierta. Ahora para demostrar la conver-

gencia de &; usaremos el método de los mayorantes Poincaré.

Afirmacion 3 : 5&2‘ < A/]?S
En efecto, haciendo uso de la ecuacién (2.7) se deduce lo siguiente:

Si @ = (q,0), por lo anterior tenemos

3600 <19500&0| = il - (2.8)
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Si Q # (¢, 0), entonces {g = 0, luego
01l =0 <lejl VQ# (4,0). (2.9)
por lo tanto de (2.8) y (2.9) resulta
§l€ql < lejol ¥V 1Q] = 2.

Luego asi de (1.6) pues resulta que la Afirmacién 3 es cierta.

Por otro lado haciendo uso de la Afirmacién 3 y del item 4 de la Proposiciion 1.3, se obtiene
085 (w1, u9) < Aj(ur + &1 (un, u2), ug + &a(ur, uz))
luego

68 (u) = 665 (u,u) < Aj(u+ & (uu),u+ Eau,u)),
< Aj(u+ & (u),u+ Ea(u)),

(
(

< flj(u—i-& U
(

+ &o(u), u+ &1 (u) + &o(u)),
< Aj(u & (u) + & (u)). (2.10)
En consecuencia obtenemos
~ ~ 2 ~ ~ ~
G1(u) + &ao(u) < 07| Y Aj(u+ & (u) + &(w) | (2.11)

Jj=1

Por lo visto en el Corolario 1.1 es suficiente probar que exista R > 0 tal que & (u) + &(u) sea

convergente en Dgr(0). Si denotamos

2
F(u) = 6! Zfl](u) :anu”, donde f, =01 Z(]alQl—HagQ\ , n>2,
j=1
+&

S) = &) +&w) =) spu, donde s, = ) (gl + &), nz2,

n>2 Q=n

entonces (2.11) se expresa como
S(u) < F(u+ S(u)). (2.12)

Observe que F es una funcién holomorfa en una vecindad del 0 € C? mientras que S es una
serie formal.

En una vecindad del 0 € C? definimos la funcién f a valores complejos como
f(w,v) =v — F(w+v).

18



of
ov

haciendo uso del Teorema de la funcién implicita, existe una funcién analitica

Observe que f(0,0) =0y == (u,v) =1 — F'(w+ v), por tanto gf(0,0) =1—F'(0) #0, luego
v

¢ : Dr(0) — Dg(0) tal que ¢(0) =0y f(u,p(u)) =0, V € Dg(0)
es decir
o(u) =F(u+¢(u)) Vue Dgr(0), (2.13)

derivando
¢'(u) = F'(u+ o(u)).[1 + ¢'(u)],
luego ¢'(0) = 0, por lo tanto
o(u) = Z(pnu", Yu € Dg(0),
n>2
donde ¢,, € C. De (2.13) tenemos
D oenu =) falu+e(u)",
n>2 n>2

igualando los términos de orden n, tenemos

w2 = fo
w3 = 2p2fo+fz>f3
01 = Pifo+2fops+3f3p2+ 1> fa

Se sigue que ¢(u) es una serie de términos no negativos y por induccién, se cumple que ¢, > f,,
para todo n > 2, luego de (2.12) se tiene que s, < @, para todon > 2. Asi S(u) < ¢(u), como
¢ es holomorfa resulta que S(u) = & (u)+&>(u) es convergente en Dg(0), luego en (2.10) resulta
que Sj (u) converge y usando el Corolario 1.1 se obtiene que &;(u1,u2) converge en una vecindad
del cero. Por tdltimo, observamos que por la regla anterior, podemos construir inductivamente
los coeficiente de B; y por ser el cambio de coordenadas un biholomorfismo local se sigue que B}
también es analitica en una vecindad del origen. Ademds como se probd anteriormente B; € Z,

entonces solo basta considerar
B, By
Uz u2

g

Por lo tanto existe un cambio de coordenadas {(u1,ug) analitica que transforma la ecuacién

(2.2) en la ecuacién (2.3), asi el Lema 3.1 queda demostrado. [
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Lema 2.2 Sea U C C? abierto, 0 € U y Z (uy,u2) = (Mug + uzg(ui, us), ush(uy, uz)) € X(U),
con singularidad aislada en el origen. La EDO asociada seria

U:]_ = )\]_U]_ + UQQ(U17U‘2)7 (2 14)

'lig = UQh(ul,UQ),

Donde g = Z nguQ yh= Z thuQ. Entonces existe un cambio de coordenadas analitica

lQI>1 lQI>1
en el origen, p € N y funciones analiticas A(x1,x2) y f(x1,x2) definidas en una vecindad del

(0,0) € C2, £(0,0) # 0 tales que la silla-nodo se escribe.

33'1 = f(xl,xg)(xl‘i‘A(xlaxQ))? (215)
gy = f(r1,zo)ah

Prueba: En efecto, para transformar la ecuacién (2.14) en la (2.15) debemos hallar un cambio

de coordenadas del tipo siguiente

(z1,22) = §(ur, uz) = (u1,m(ur, uz))

donde 7(u1,u2) = uaf(u1,uz), con 7(0,0) # 0.
Para una mejor comprensién de la prueba consideraremos las funciones holomorfas C(uy, u2) y

D(uy,u2) definidas como

Clui,ug) = Aug + u2g(ur, ug)

D(ul, UQ) = uzh(ul, UQ).

Por otro lado, necesitamos garantizar la existencia de algiin p € N tal que u];rl € J (donde J
es el ideal generado por C(uy,us2) y D(uy,uz)).

En efecto, observe lo siguiente

oC

C’(ul,O) = )\1U1, C(0,0) = 0, T
1

(070) =\ #0

En consecuencia C(uj,uz) es regular de orden 1 con respecto a la variable u; en 0. Luego
haciendo uso del Teorema de Preparacion de Weierstrass, la funcién holomorfa C(u1, us) queda

expresada como

C(u1,up) = C(u1, uz) (u1 + aluz)) (2.16)
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donde a(0) = 0y C(u,u2) € O(A) con C(ur,uz) # 0 en A (A polidisco ), observe también
que de la ecuacién (2.16) se obtiene que

C(ul,O) = )\1

Por otro lado aplicando el Teoremas de Divisién de Weierstrass a las funciones holomorfas

D(u1,u2) y up + a(usg), se deduce que D(uq,us2) se puede escribir como
D(uq,u2) = q(ur,u2) (ur + a(ug)) + b(us) (2.17)
donde q(u1,u2) y b(uz) son funciones holomorfas en 0 € C?, ademés notar que de (2.17) resulta
q(u1,0) =0 y b(0)=0.
Otra forma también de poder expresar D(uj,us) es la siguiente

D(u1,ug) = Q(u1,u2)C (u1,ug) + blug) (2.18)

q(u1, u2)

donde Q(u1,u2) = =
C’(ul,uz)

Afirmacién 1 : La funcién analitica b(ug) # 0.

En efecto, supongamos lo contrario es decir que b(uz) = 0, entonces (2.18) seria expresado como

D(u1,u2) = Q(u1,u2)C(u1, uz),

luego el problema (2.14) quedaria de la forma siguiente

11:1 = C(ul,uQ),

iy = Q(ur,u2)C(u,ug),

es decir con campo Z(u1,uz) = (C(uy,u2), Q(ui,u2)C(u1,us)), por otro lado, consideremos la

siguiente sucesién z, = (—a(1/n),1/n), observamos que C(z,) = 0, ademés tenemos

lim z, =0,
n—m:oo

asi se tendria que (0,0) no serfa punto singular aislado, lo cual es una contradiccién, por lo
tanto b(ug) # 0.
En consecuencia se sigue que existe p € N y b = b(ug) funcién analitica en (0,0) € C, con
b(0) # 0, tal que

b(ug) = ub™ ! b(ug),
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luego (2.18) se expresa como
D(u1,us) = Q(uz, u2)C(ur, uz) + uh ' .b(us). (2.19)

Como b(0) # 0, entonces por la continuidad resulta que para una vecindad de (0,0) se tiene
que b(uz) # 0, luego de (2.19) tenemos

1

b(uQ) B(UQ) C(ul,ug), (2.20)

y por tanto ub™ € 7.

En conclucién se a garantizado la existencia de un p € N tal que ugH € J,y es pues este mismo
p que se utilizard en la transformacién de (2.14) en la (2.15). Ahora nuestro objetivo principal
se reduce a encontrar n(uy, us), f(x1,x2) v A(x1,x2) que satisfagan las condiciones requeridas.

En efecto consideremos 7(u1, u2), como solucién de la ecuacién

an on
— +Q(u,u2)=— = 0
Juy T Qlu ) g (2.21)
n(0,u2) = pus,
: - b(0)
donde p € C satisface lo siguiente pf = SV
1

La funcién holomorfa n(u,us) existe gracias al teorema 1.5, ademads se deduce de (2.21) que
n(ut, uz) = pug + urugd(ur, uz) (2.22)

donde ¢(uj,u2) es una funcién holomorfa en 0 € C2. En consecuencia nuestro cambio de

coordenadas &(u1,ug) se expresa de la forma siguiente

E(ur,u2) = (u1, pug + uruad(uy, uz)) (2.23)

también observe que £'(0,0) € GL(C?), luego por el Teorema de la funcién inversa existe

(1, z2) holomorfa tal que
Eop(a1,22) = (x1,22) ¥y @ o&(ur, ug) = (u1,u2) (2.24)
ademds de (2.23) y (2.24) se obtiene que

o(r1,22) = (21, P2(71, 72)).

Por otro lado definimos 7(u1,u2), f(x1,x2) y A(z1,x2) de la forma siguiente

M(ur,u2) = p+uig(ur,uz) i (2.25)
flz1,22) = 3652(9«“1, pa2(71,72)) [ﬁ(xlb(jj((jj’zj)))]p+1 (2.26)
) = (oias = 3 ) o+ vl gonealon ) (227)
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Observe que f(0,0) = Ay # 0, por lo tanto A(x1,x2) esta bien definda. Ademds también note

que n(u1,u2) = ugn(ug, uz).

A continuacién probaremos que la funcion holomorfa &(u1,ug) es el cambio de variable requerido

por el Lema 2.2 para transformar la ecuacién (2.14) en (2.15).

En efecto, tenemos
T = u,
xy = nlur,ug) = ugn(uy, ug),
derivando (2.28) respecto de t, resulta
T = up = Mug + ugg(ui, u2)

= \ix1 + pa(w, 2)g(21, @2(x1,22))

(2.28)

(2.29)

= f(xl’m)f(xll@) (A1 + @2(21, 72)g(21, P2 (21, 72)))
= f(z1,72) [361 + <f(x11,x2> — )\11> A1z + M%(Uﬁl,xz)-g(wh<P2(901,$2))

= f(z1,22) [11 + A1, 72)]
por lo tanto hemos llegado a
71 = f(21,22) [11 + A(z1,22)] -

Ahora derivando (2.29) respecto a t, resulta

Xy = @(u u)—ﬁu —i—ﬂu'
2= ot 172_87111 81@2
on an
S I p
o 1C’(U1,U2)—|—8 " (u1, u2).
Por otro lado de (2.26) se tiene lo siguiente
0 3 1
S (un, uz) = S (i, u2) [, )P =
Ouz b(uz)
ademads haciendo uso de (2.21) resulta que
on ~ p+1 —Q(u1,u2)
—(u1,u2) = f(ug,n(ur,u UL, U — =
Buy (11 u2) = f(ur,n(ur, uz)) [i(u, up)) b(ua)
observe que de (2.31), (2.32) y (2.20) se obtiene que
0 0 .
L O(ur,uz) + o-Dlur,ug) = f(ur, n(ur,uz))uy™ [i(ur, uz)P
ou (51 8U2
= flur,m(ur, ug)) [uafi(ur, ug) P+
= flur,n(ur, uz)) [n(ur, uz) "™
= f(z1,2)ab"!
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luego asi de (2.30) y (2.33) tenemos que

a2 = fla1,x0)ah ™!

por lo tanto la funcién holomorfa &(uq,us) es el cambio de variable requerido para transformar

la ecuacién (2.14) en (2.15), por tanto el Lema 2.2 queda probado. (]

Lema 2.3 Sea U C C? abierto, 0 € U y Z (x1,72) = (:cl +x2A(x1,x2),x§H> € X(U), con

singularidad aislada en el origen. La EDO asociada seria

¥ = x1+ x24A(x1,x2),
L i1 (2.34)
x2 — $2 5

donde A(z1,x2) = Z anQ. Entonces existe A € C y un sistema de coordenadas analiticas

|QI>1
donde la ecuacion anterior se escribe como

G = ) R ) 25
wy = wh,

donde R(w1,ws) es de multiciplidad por lo menos p+1 en 0 € C2.

Prueba: En efecto, para ello primero transformaremos la ecuacién (2.34) en la siguiente ex-

presion
71 = x1(1+ B(x2)) + 225(x1, 2),
1 1(1 (22)) + 228 (w1, 2) (2.36)
17.2 = I‘I;r,

en el cual B(z3) serd un polinomio de a lo mas grado p y S(21,22) es de multiciplidad por lo
menos p+ 1 € N.

En efecto, consideremos los cambios de variables sucesivos de la forma

g (x . ) (a:l — a(oyl)x%,xg) y sil=1
1(ZT1,22) =
(21 + Egyaias + -+ opn2izh ' + Lopnas ! z2) sil > 2,
siendo {q de la siguiente manera
—a(0 —a(2,1—1 _
§u) = 1 i l) v €e—1) = ﬁa Y &0,4+1) = —a(0,)

y los ag con |Q| =1 dependen de los ag, con |Q'| <1 —1.
Dichos cambios de variables sucesivos se aplicaran hasta | = p, el cual nos permitird trans-

formar la ecuacién (2.34) en la (2.36). Entonces a partir de ahora sin perdida de generalidad
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consideraremos

d = 211+ B(x2)) + 22521, 22), (2.37)
IE.Q - ngrl’

con B(xg) = bixh + bi+1l’é+1 + -+ byxh y S(x1,22) es de multiciplidad por lo menos p+1 € N

en el origen. Ahora en esta segunda parte deseamos transformar la ecuacién (2.37) en

wy = wi(l+ l~7¢+1w§+1 + l~)z‘+2w§+2 +---+ Bpwé’) + wQR(wl, wa),

2.38
w}20+1 ( )

w2 = )

para realizar esta transformacién tomaremos como cambio de variable a la siguiente funcién

holomorfa

b
H;(wi, w2) = (w1, ws + ” — Z.wéﬂ),

observamos que este cambio de variable solo tiene sentido si ¢ < p, luego haciendo uso de este

cambio pues llegamos de la ecuacién (2.37) a la (2.38), prosiguiendo sucesivamente hasta llegar

a la ecuacion

wp = w1(1 + /\wg) + ng(wl,wg),
U}Q = wg+1,

donde R(w1,ws) es de multiciplidad por lo menos p + 1 en el origen, por lo tanto el Lema 2.3

queda probado. |
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Seccion 3

Formas Normales

3.1 Teorema de Dulac

Iniciamos con las formas normales que seran muy convenientes en la secuencia del trabajo. El

resultado principal en esta seccién es el siguiente.

Teorema 3.1 (Dulac) Sea U C C? una vecindad abierta del origen de C?, y Z € X(U) de
la forma Z (z1,22) = (M1z1 + A1(2z1, 22), A2(21, 22)), con singularidad aislada en el origen. La

EDO asociada seria
Z1 = Mz + Ai(zr, 22),

(3.1)
2y = A (21, 22),

donde Aj(z1,22) = Z anzQ, j = 1,2 definida en una vecindad del 0 € C2, entonces existe

|Q[>2
p > 1 entero, A € C y un sistema de coordenada donde la ecuacion anterior se escribe como

'UjQ - wZQH_ )

donde R(w1,ws) es de multiciplidad por lo menos p+1 en 0 € C2. La ecuacion (3.2) es llamada

la forma normal de Dulac de la silla-nodo.

Prueba: Para ello haremos uso de los Lemas vistos en la Seccién anterior. En efecto observamos
que la hipotesis del Teorema 3.1 son las mismas que la del Lema 2.1, entonces existe un cambio

de coordenadas £(z1, 22), tal que la ecuacién (3.1) es llevado a

U = AMug + ugg(ur, u),

Zig = UQh(Ul, ’LLQ),
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donde g = Z nguQ y h = Z thuQ, son funciones holomorfas en 0 € C2. Ahora sin

Q=1 Q=1
perdida de generalidad consideremos las silla-nodo (3.3), luego haciendo uso del Lema 2.2, se

prueba que existe un sistema de coordenadas analiticas p(u1,uz2) tal que la ecuacién (3.3) es

transformada a

Ty = flzy,x2) (21 + Az, 22)) (3.4)
Ty = f(iﬂl,l“z)xgﬂ’

donde f(0,0) # 0y A(z1,z2) = Z anQ, son funciones holomorfa 0 € C2. Observe que del

|QI>2
hecho que f(0,0) # 0, la ecuacién (3.4) es equivalente a

1 = z1+ A(z1,x2), (3.5)
.152 = .%129—’—1.

Ahora consideremos una cambio de variable de la forma

§(x1,22) = (21 + &1 (21, 22), 72)

y siguiendo la misma idea de la prueba del Lema 2.1, se llega a verificar que &(z1,z2) es

holomorfa en 0 € C2? y transforma la ecuacién (3.5) en

¥ = x1 + x2A1(z1, 22), (3.6)
fg = fL'ngl,
donde Aj(z1,x2) = Z aleQ, funcién holomorfa en 0 € C2. Finalmente aplicando el re-

Q=1
sultado del Lema 2.3 a la ecuacién (3.6), nos garantiza la existencia de cambios de variables

sucesivos tal que la ecuacion (3.6) es llevada a

w, = w1(1 + )\wg) + ng(wl, wg),

. . p+1
w2 — w2 5

donde R(w1,ws) es una funcién holomorfa en una vecindad del origen de C?, ademds es de

multiciplidad por lo menos p+ 1 en 0 € C?, y asf queda probado el Teorema de Dulac. |
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Observacion 3.1 Los siguientes items son propios del teorema de Dulac

1. El nimero entero p+ 1 que aparece en la ecuacion (3.2) se denomina nimero de Milnor.

2. El Teorema de Dulac, nos permite hacer una primera clasificacion es decir, podemos
agrupar en un conjunto aquellas sillas-nodos con niumero de Milnor p+1 y dicho conjunto

serd denotado por D).

3. Una pregunta natural que surge del Teorena de Dulac es, existird una cambio de coorde-

nadas analitica de tal manera que la ecuacion (3.2) se reduzca a

’LDl = w1(1 -+ )\wg),
. o p+1
’LU2 — w2 3

para responder esta interrogante introduciremos algunas definiciones extras.

3.2 Clasificaciéon Formal. Formas Normales

En ésta subseccién se responderd a la interrogante hecha en la observacién (3.1), ademés

mostraremos una sub-clasificacién del conjunto D), via un cambio formal de coordenadas en

~

G°.
Definicion 3.1 Consideremos lo siguiente
1.- Sea G° el grupo de difeomorfismos analiticos locales de (C?,(0,0)) del tipo
(1, 22) — (p(21,22), 22)

con p(21,0) = 1

2.- Sea G° el grupo de difeomorfimos formales de C? en (0,0) del tipo

(w1,22) — (@14 Y pn(@1)75, 22)

n=1

donde los coeficiente @, son holomorfos sobre una misma vecindad del origen de C.

A continuacién se mostrard algunos Lemas, que nos serviran para responder la interrogante

hecha anteriormente.
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Lema 3.1 Sea U C C? abierto, 0 € U y Z (z1,72) = <x1 + x9A(x1,x9), x p+ ) € X(U), con

singularidad aislada en el origen. La EDO asociada a la funcion holomorfa Z (x1,x2) seria

1 = z1+ 22A(21, 72),
» ( ) (3.7)
1':2 = ]20 )
donde A(x1,x2) = Z anQ. Entonces existe un sistema de coordenadas formal donde la

Q=1
ecuacion anterior se escribe como

71 = x(1+ f(z2))

: _ p-‘rl
T2 = Ty ,

donde f € C|[z2]].

Prueba: En efecto, analizaremos formalmente el Problema. Consideremos un cambio de coor-

denadas (formal) del tipo perturbacién de la identidad

x = (x1,22) = {(ur,u2) = (ug + & (ur, uz), uz + §2(ur, u2))

donde &;(u1,uz) = Z §jQuQ, j = 1,2 que tranforme (3.7) en

|Q|>2
iy = uy + Bi(ug,u) (3.8)
Uy = Bs(u1,uz),
donde Bj(u1,us2) Z iju ,Jj =1, 2. como z; = uj + &;(u1, uz) entonces
|Q>2
. . O¢
)\jd?j + Aj(ﬂ?l,xg) = Uy + Zukai(ula ’LL2)
2 o€
= Aju]‘ + Bj(ul, UQ) + Z (/\kuk + Bk(ul, UQ)) 7('&1, UQ) (3.9)
—1 8uk

donde A\ =1, Ao =0, Ay (x1,22) = w2 A(x1,22) vy Az(x1,29) = :L"2 luego de (3.9) ordenando

y cancelando términos tenemos

OE
i £J ul,uQ Z)\kuk— ul,uQ) Bj(ul,ug) = Bk(ul,UQ)aii(ul,UQ) — Aj(ﬁ(ul,uQ)

B
Il N
—

Prosiguiendo de forma similar como en el Lema 2.1 resulta

Z (6j0¢jQ — bjg)u® = ngl B (u1,u2) + 25232(U17U2) — Aj(€(ur,u2)).  (3.10)
Q|>2

= ) cjou? (3.11)

1Q1=2
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2
donde djo = \j — Z)\qu, ademds cjo = a;, si |Q] = 2y ¢jg es funcién de aig, azQ, a1,
k=1
asq, bigr, bagr, &1, o, ((con |Q'| < |Q]) si |Q] > 2 observe que los ajg son los coeficientes

de Aj(z1,x2). Vamos a despejar las incégnitas bjg &g de (3.11) imponiendo la siguiente regla

djg =0 , entonces bjg =0,
dio#0 , entonces &g =0.
recordemos que en este caso Ay = 1 y Ay = 0. Por otro lado analizando J;¢, se observa que
6]Q:0 y 57: Sélo S’l’ Q:(LQ)’ Q# 1
dio#0 , sisdlo si Q=(0,q), q¢#2.

Luego de la regla anterior impuesta resulta que

Glun,ug) = &poul +&o2us  +aeoul  +&enyuius t - (3.12)
Lu,ug) = &poui  +&Sanueur +Eeoti  +enuiu+ (3.13)
Bi(ui,u2) = by nuiuz + 51(1,2)U1U§ + 51(1,3)U1U§ + b1(1,4)U1U3 +- (3.14)

( ) (3.15)

BQ Ui, u2 = b2(072)ug + b2(073)u§ + b2(074)u§ + b2(075)ug + .. 3.15

Afirmacion: Los coeficiente by ) satisfacen el siguiente hecho

0, siq#p+1
b20,) =
1, sig=p+1.
En efecto, de (3.10) tenemos
0 0
D (20820 — bag) u® = aijl (u1,u2) + 85232(1017102) — [uz + &(ur, u) P (3.16)
Q=2
Observemos de (3.13) y (3.14) se tiene
0
Bl(ul, Ug), 8’322 ISVA (317)

donde 7 es el ideal generado por u;. Entonces si queremos hallar by(g 4) pues el unico término
que nos brindaré informacién es [ug + & (u1,u2)]? 1 luego desarrollando este dltimo término
tenemos
1
[uz + &o(ur, ua) P = ub ™ + T(ur, up)

donde T'(u1,u2) € Z, asi la afirmacién estd probada. Por lo tanto resulta como consecuencia

que Ba(uj,ug) = u‘gﬂ. Entonces logramos encontrar un cambio de coordenada &(u1,ug) tal
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que tranforme (3.7) en

”Lil U + bl(lyl)ulm + b1(1,2)U1U% + bl(l,g)ufug + 191(174)'&1'11/12’L + - (3 18)
’U:2 = ’U,ZQH_I,

Ordenando (3.18) tenemos

up (1 + f(u2))
u;t27+1

U1
Uy =

)

donde f(u2) = by(11yu2 + b1(1’2)ug + bl(l’g)u% + .-+, luego asi queda probado el Lema 3.1. =

Lema 3.2 Sea 0 € U C C? abierto, y Z (v1,12) = (a:l(l + Azh) + a:gR(:cl,xg),xgH) e X(U),

con singularidad aislada en el origen. La EDO asociada a la funcidn holomorfa Z (x1,x2) seria

#1 = z1(1+ Ah) + xoR(z1, 22), (3.19)
l:Q - 33]2)+17

donde la multiciplidad de R(x1,x2) en cero es como minimo p+1 (mult(R,0) > p+1). Entonces

existe un cambio de coordenadas formal H € G° donde la ecuacion anterior se escribe como

ry = 1'1(14-)\.@]23)4-.%'1%23(.%'1,%2),

: — p+1
i) — $2 3

donde B(x1,x2) es de multiciplidad por lo menos p en el origen

Prueba: En efecto, del Lema 3.1 tenemos que (3.19) es formalmente equivalente a

1 = z1(1+ f(z2))

: _ p+1
J;2 — .1‘2 5

(3.20)

donde f € C[[z2]].

Observe ademés que una solucién de (3.20) tomando como punto inicial el origen es (X7, X2),
con X7 = 0 luego del hecho que (3.19) y (3.20) son formalmente equivalentes entonces existe &
como en el Lema 3.1 tal que (3.19) y (3.20) son conjugados.

Consideremos el flujo ¢ = (p1, p2) asociado al problema (3.19) alrededor del origen, luego asi

tenemos

£(O7X2) = (901(5(070)7T)7¢2(£(070)7T))

("3:1(07X2)7X2) - (901<07T)7S02(07T) (321)
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llamemos pu(Xs2) = £1(0, X2), 1 = ¢1(0,T) y x2 = p2(0,T), luego de (3.21) resulta que
T = p(r2) (3.22)
luego reemplazando (3.22) en (3.19) obtenemos
p(2)(1+ M) + 3R (a(z), 02) — o i (22) = 0 (3.23)

de la igualdad anterior observe que p(0) = 0.

Afirmacion :La aplicacion p(z2) es de la forma

oo
w(zg) = Z airh, a; €C
i=p+2

e .
En efecto, consideremos inicialmente p(z2) = Z a; x4, luego reemplazando en la ecuacién (3.23)

i=1
resulta

(a172 + agw3 + azws + - ) (1 4+ Aab) + zoR(pu(22), 29) — mgﬂu(mz)’ =0 (3.24)

Luego comparando los términos de la ecuacién (3.24) tenemos

al = ag = ag = =apy1 =0
Por tanto
[oe)
w(xs) = Z a; s, a; € C
i=p-+2

Entonces asi queda justificada la afirmacién.

Gracias a la afirmacién anterior, podemos considerar el siguiente cambio de variable
o
H(zq,22) = (1 + p(z2),22) € G
lo que deseamos nosotros es encontrar una silla-nodo de la forma

4 = a1(1+ Mad) + zyae By, 22), (3.25)
Ty = $]2D+1’

tal que el cambio de coordenadas H lo transforme en una silla-nodo tipo (3.19), luego asi
21 = X1+ pu(X2) y 9 = Xo, en consecuencia
1 = X1+ (X2)Xo
21(14+ Mb) + zoR(x1, 12) = X1(14+AXD) + X1 XoB(X1, X)) + 4/ (X)) XEH!

(Xl + /L(XQ))(l + )\1‘12)) + XQR (Xl + M(XQ),XQ) = Xl(l + )\Xg) + XlXQB(Xl,XQ) -+ ,U,I(XQ)XgH
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reduciendo términos tenemos
(X2)(1+ AXE) + XoR(X1 + p(X2), X2) — ¢ (Xo) X5 = X1 X, B(X1, Xo)

ademds sabemos que p(x2) satisface (3.23), asi resulta

—xoR(p(x2), x2) + xo R(x1 + pu(x2), x2) = x1202B(21, 2) (3.26)
consideremos R(x1,x2) Z agxl z® asi (3.26) queda expresado como
|QI>p+1
> agler+pa))"af — 7 ag(ule)"af = e Blera)  (3.27)
|Q|>p+1 |QI>p+1

Observe que la expresion anterior, al momento de realizar la diferencia todos los términos de la

forma a(g4) se eliminan, entonces asf (3.27) se muestra como
N g (@14 p(2) = p(a2) ) 2% = 21 B(xy, 7)
|Q|>p+1
Haciendo uso del binomio de Newton obtenemos
q1+1
(@1 +1)! _
Z A(q1+1,q2) (Z (g +1— n)*,,u(fUQ)‘h—i-l mal ng = 21B(x1,x2)
|Q>p+1 n=1 11 ’
asi el B encontrado es
a+1
(Q1 + 1)! +1— -1 q
B(xy,z2) = Z A(g1+1,g2) (Z mﬂ(m)ql R
|QI=p+1 n=1

ademds notamos que mult(B,0) > p. Por tanto queda probado el Lema 3.2. [

Lema 3.3 Sea U C C? abierto, y Z (x1,72) = (:L’l(l + A\b) + z129B(21, x2), g“) e X(U),

con singularidad aislada en el origen. La EDO asociada a la funcién holomorfa Z (x1,x2) seria

§ = le(r11+)\a:§)+331sz(fFlvx2)> (3.28)
.13.2 == ]27 )

donde la multiciplidad de B(x1,x2) en cero es como minimo p (mult(B,0) > p). FEntonces

existe un cambio de coordenadas formal H € G° donde la ecuacion anterior se escribe como

Wy = w1i11+ Awh) + wiwe B(0, wa), (3.20)
U}Q = IQJ ’
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Prueba: En efecto, observe que alcanzaria la forma (3.29) simplemente eliminando formal-
mente los monomios que no son asociados a la resonancia; entretanto, queremos obtener un

cambio de variable en G°. Para mayor claridad escribiremos la silla-nodo (3.28) como

a;'l = xlé(xl,xg),
(3.30)
.%"2 = ]2)+1a

donde 6(301,132) = (1 + A\2b) + 22 B(x1, 12).

Usemos como cambio de coordenadas

H(zy,m9) = (21 + Y @nl(a1)ah, 72)

n=1

donde ¢,, es a determinar. Observemos que ahora pretendemos llevar la ecuacién (3.30) a

Ujl = wlé’(O wg),

(3.31)
w2 = }20+17
Por otro lado del cambio de variable tenemos
wy =21 +Z<pn($1)$3, we = T3
n=1
Derivando respecto al parametro ¢t € C, resulta
o0 o0
w; = X1+ Z o (z1)L125 + Z gy (1)zh @
n=1 n=1
w1C(0,wy) = 1C(x1,a:2 ) + Zg@n (x1) xlc (z1,x2)TY an@n (x1)z P
n=1

+Zn90n xl P

T+ men x1)xw

n=1

<x1+2<ﬁn x1)x ) C(0,22) = Cl(x1,22)

asi tenemos

é(l‘l,l‘z)

1 + legog(xl)xgl] = (azl + Z ¢n(x1)x§> (0, x2) an@n (z1)25™P (3.32)
n=1

n=1
Escribamos

C(x1, ) = 5(0,562) —z129C,(x1,29); C,p € Cl[x1, x2]]

luego reemplazando en la igualdad anterior (3.32) resulta

oo
z1 + Z wlgogl(:cl)xgl =

n=1

(CN’(O, x2) — 1220, (21, $2))

T+ Z on (1)
—Z nep(x1)zh "
n=1

(0 1‘2)
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Ordenando los términos tenemos

n=1 n=1

C(0, ) <Z($1<ﬂ%(x1) - %(:1:1))@’3) = 21290, (71, 22) <x1 + 237190%(961)3?§>

o0
—Z non(z1)2ht" (3.33)
n=1

recordemos que

C(x1,22) =1+ )\xg + x9B(x1, z2)

es decir C(0,5) es invertible asf en (3.33) tenemos

Z (219, (21) — @n(x1)) 25 = C(0,29) 7" |2129C, (21, 22) (:L‘l + lecp%(xl)wg)
n=1 n=1

[ee]
—Z nn(z1)zh " (3.34)
n=1

Ahora comparando los términos x5 en la ecuacién (3.34) resulta

2191 (1) — ¢1(z1) = 27C,(21,0)

el cual posee solucién
z1
v1(x1) :xl/ Cy(s,0)ds
0

Observe que 1(0) = ¢'(0) = 0, procedamos ahora por induccién; supongamos determinados
©1,-* ,pnt1 todos satisfaciendo 90;-(0) = ;(0)=0,1<j <n-—1, por otro lado de la igualdad

(3.34) comparando los términos x4 resulta que

210, (21) — @n(21) = 21Cp—1(21,0)

donde Cp_1(z1,0) depende de 1, -+ ,¢,—1 mas no ¢; para j > n, observe también que la

solucién de la ecuacion anterior es

on(1) = 21 / Con1(5,0)ds
0

Como todos Cj(z1,0), 0 < j < oo son convergentes en un mismo disco centrado en 0 € C,
resulta como consecuencia que H € G°. Por lo tanto hemos encontrado H € G° tal que

transforme (3.28) en (3.29). [
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Lema 3.4 Sea U C C? abierto, y Z (v1,22) = (xl(l—l—)\:z:g) —i—:zleB(O,xg),fL‘ngl) e X(U),

con singularidad aislada en el origen. La EDO asociada a la funcion holomorfa Z (x1,x2) seria

g1 = x1(1+ b)) + z122B(0, 22), (3.35)

Ty = )

p+1
)

donde la multiciplidad de B(0,x2) en cero es como minimo p (mult(B,0) > p). Entonces existe

un cambio de coordenadas formal H € G° donde la ecuacion anterior se escribe como

o= 1+ M),
Y1 y15rl Y3) (3.36)
:lj2 = yg )
Prueba: En efecto, observe que la ecuacién (3.35) también puede ser escrita como
. 1
¥ = x1 <1+/\a:p—i-a:pJr S(zo ),
b+ 215 () )
Ty = x127+17
B(O,xg) . SCERT
donde S(x2) = ———, esto pues es debido a que la multiciplidad de B(0, x2) en cero es como
Lo

minimo p. Por otro lado utilicemos H (y1,y2) = (y1£(y2),y2) € G° como cambio de coordenadas

que transforma (3.37) en

i = yi(l+ys)
. 1
yo = yh,
coImo
z1 = 11&(y2), T2 = Yo
entonces

£ = 41&(y2) + 1€ (y2)v2
o (14 20f +a57S(@2)) = i1+ M) + i€ ()™
y1&(y2) (1 + b + y%’“S(yz)) = yi(1+MB)E(2) + 1€ (y2)yh

y1€(y2) (1+M8) + yi€)yh T S(y2) = yi(L+ Ay2)€(yo) + i€ (y2)yh ™

Cancelando términos
1 1
1€yl S (y2) = 1€ (2 )y
luego

§(y2)S(y2) = € (y2)
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Observe ademas que la solucién de la ecuacién diferencial anterior es
Y2

£(y2) = exp ; S(t)dt

Luego H(yi1,y2) transforma (3.35) en (3.36). [
Ahora se responderd a la interrogante hecha en la observacién (3.1), con respecto a si la ecuacién
(3.2) puede ser reducida mediante un cambio de coordenadas analiticas. La respuesta a ésta
pregunta, es que si es posible reducir la ecuacién (3.2), pero lamentablemente el cambio de
coordenadas es formal. El teorema que a continuacién se muestra nos brinda més detalle con

respecto a la interrogante hecha.

Teorema 3.2 Sea U C C? abierto, y Z (11, 22) = <.’L‘1(1 + Azh) + ng(azl,xg),xgH) e X(U),

con singularidad aislada en el origen. La EDO asociada a la funcién holomorfa Z (x1,x2) seria

.251 = $1(1+)\J}72))+$2R(331,332),

3.38
x127+1 ( )

:62 = )
donde la multiciplidad de R(x1,x2) en cero es como minimo p+1 (mult(R,0) > p+1). Entonces

existe un unico cambio de coordenadas formal H € G° tal que la ecuacion anterior se escribe

en su forma final.

21 = x1(14+ \zh
! i 1 2) (3.39)
fg = :Eg+ s

dondepe Ny e C.

Prueba: En efecto, haciendo uso de los Lema 3.2, Lema 3.3 y Lema 3.4 justamente antes
probados, se logra encontrar H € G tal que transforme (3.38) en (3.39). En cuanto a la
unicidad, supongamos que existan ¢, ¢, € G° tal que la ecuacién (3.38) es llevada en (3.39),

luego H= é1 0 ¢~ ! transforma
21 (1 + M) dzy — $g+1dl'1 =0

en si misma, por otro lado observe que ﬁ(xl, z9) = (x1 + Y1, x2) pues H € G°, entonces para

ver la unicidad solo basta ver que ¥ = 0, en efecto tendremos

Xi=z1+Y1 Xo=2x2
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Derivando la igualdad anterior respecto a la variable t € C resulta

; . 0P . 0Yr
X, = — —_—
1 x|+ i T+ D1 Io
0
X1(14+XXE) = z(1+ 2 b)) + 21 (1+ Aah)=— 01 + g*lﬂ
3 0xo
0
(z14+Y1)(1+ M) = x1(1+)\a:§)+:c1(1+)\x2) L 2+1ﬂ
al‘ 8$2
Reduciendo los términos tenemos
7/’1 +10Yn
14 Aab 1+ Az [
U1(1+ Aaf) = 11+ Ach) 50 4 o1

Hay que recordar que
oo
Y1 = Z on (1))
n=1

entonces

o0
Zn(pn(xl)xg(l + Azh) = ZS% (z1)ahz1(1+ \ab) + chpn (21)2h™"

n=1 n=1 n=1

comparando términos xo

o
Z Pn(w)ay + Apn(z1)2b ™ = Y ol (@) m1ah + A, (1) w2
n=1 n=1
o0 o0
D (enl@r) = @)z = > (A ()21 + npn(e1) — Apa(a1)zh P
n=1 n=1

Observe los siguiente

Si i <p entonces vi(r1) = @i(x1)x1 entonces ¢;(x1) = a;z

Si i >p entonces ¢;(x1) — ¢i(x1)T1 = )\cpgfp(an)xl + (1 — p)pi—p(x1) — Api—p(x1)

luego de las ecuaciones anteriores se decuce que ¢;(x1) = 0 para todo i € N por lo tanto ¢ = 0,

luego asi H= id, por esta razon ¢1 = ¢ y asi se concluye que el cambio de variable es Ginico. =
Observacion 3.2 Los siguientes items son consecuencias del teorema anterior
1.- Note que la ecuacion (3.39) es equivalente a
wy\ = 21(1 4 25)day — bt Ydazy =0

2.- El teorema 3.2, nos permite hacer una clasificacion del tipo formal, es decir des-
ignaremos por D, \ C D, al conjunto de sillas-nodos que son reducidas via un elemento

de G° a la forma final wy ».
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3.- Una pregunta natural que surge del Teorema 3.2 es si la forma final es unica.

A continuacién el siguiente Teorema responde afirmativamente, al hecho de que la forma final

es unica.

Teorema 3.3 Sea U C C? abierto, 0 € U y Z (z1,22) = <$1(1+)\a:’2)),x§+1) e X(U) y

W (w1, ws) = (wl(l + )\’wg),wgﬂ) € X(U) con singularidad aislada en el origen. Las EDO-s

asociadas a dichas funciones holomorfa son

71 = x1(1+ b)),

' 1(1 2) (3.40)
Ty = x§+ ,
wr = wi(l+ Nuwh),

' 1(1 2) (3.41)
U}Q = w127+ ,

Si (3.40) y (3.41) son formalmente equivalentes, entonces A = X'.

Prueba : En efecto, si las silla-nodos anteriores son formalmente equivalentes entonces el

cambio coordenadas que necesariamente debe ser de la forma

H(z1,29) = (x1a(x1,22), T2b(21, 22))

Luego asi
wy = r1a(xy,x2), wo = xob(xy,x2)
Entonces
. . ( ) + a I a .
wy = wra(ry,T —T1T + —— 11T
1 10{21, T2) o 5T 1T
0 0
wi(1+Nwh) = a(z1, )21 (1 + M) + 23 (1+ )\:cg)—a + :Ela:gﬂ—a
8{[)1 81‘2
1D P 2 py Oa pt1 0a
z1a(zy, w2) (1 4+ NabbP(z1,22)) = a(wy,z2)z1(1+ Aah) + 27(1 + )\562)67 + 217, T
1 2
Simplificando x1 resulta
1P P da p 9a  pi1
a(zy, ) (1 4+ NabbP (x1, 22)) = a(z1, 22)(1 + Azg) + =—z1(1 + Az5y) + ——5,
8$1 8%2
evaluando z; = 0 en la igualdad anterior
0
a(0,z2) (14 NaBbP(0,2)) = a(0,22)(1 + Aa8) + 2871 (0, 2,) (3.42)

83?2
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Por otro lado tenemos

wo = l‘Qb(ﬂZl, 332)

luego

. . o0b . ob .
Wy = X9 b(ﬂjl,l’g) —+ X9 7$1+7$2

81'1 0 2
ob ob .
wS—H — x127+1b($1’x2) -+ i) <a$1x1 + 8x2$2>
ob ob .
ty (e, 22)PT = ah T b(en, @) + 22 (‘%le i 8362362)

evaluando x1 = 0 en la ecuacién anterior

DO = 00, ) + 5 (0,02)
2
[b(0, z2)P™ = b(0, z9) + :,;2%(0,9@) (3.43)
2

De (3.42) y (3.43) tenemos

(1+ NaB[b(0, z2)]P ) <b(o, ) + argaab(O, x2>> _ g POz )l O

9 a(0,z9) Oxo (0,25)

= [0(0, z2)]PTH (1 4+ Aah) (3.44)
Afirmacion : La aplicacion b(0,x2) es de la forma siguiente

o0
b(0,29) =bo+ Y bpxy, by €C.
n=p+2

En efecto, consideremos
b(0,22) = bo + »_ bna'y
n=1
luego evaluando z2 = 0 en (3.44) resulta que
bo=b"" 6 =1
Para k 4+ 1 < p, en (3.44) se forma inmediatamente lo siguiente
1..p b +1 D k+1
(1 + Nah[b(0, 22)]P) | b(0,z2) + :Cgﬁ(o,xg) = [b(0, 22)]P" (1 + Az5)mod <x2 )
2

Analicemos lo anterior para el caso k = 1

(1+ Nab[b(0,z2)]P) <b(0, x2) + 37288;)2(0, :@)) = [b(0, z2)[PT1 (1 + AxB)mod (23)
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Luego haciendo uso del ideal generado por 3 y comparando términos se obtiene

bo +2byzy = bé’“ + (p + 1)bbrxo
201 = (p+1)b
bp = 0

Luego de forma similar para los demas valor de k. Por tanto resulta que by = 0 para k < p+1,

en consecuencia la afirmacion es cierta por tanto

b(0,22) =bo+ Y buzh, by €C. (3.45)
n=p+2

Ahora reemplazando (3.45) en (3.44) e igualando los coeficientes de zf obtenemos
Abo + (p + 1)b5b, = N'bobh + (p + 1)y,

ademds recuerde que bl = 1, entonces resulta que A = X" luego asf el Teorema 3.3 queda probado

y en conclucién la forma final es tnica. ]

Definicion 3.2 Denotaremos por DI])V/\ al conjunto de las sillas-nodos que viene dadas en su

forma normal de Dulac es decir

w = (x1(1 + A\2b) + zoR(x1,22)) dvg — mgﬂdml =0.

3.3 Problema de clasificacién

Como vimos en la subseccién anterior, debemos clasificar las sillas-nodos en cada D, C D,
con p € Ny XA € C. Mediante la accién del grupo de Dif(C?,0), obtenemos ecuaciones cuyo
(p+1) —jet es wp , = 0. Debemos decidir ahora cuando es que son analiticamente equivalentes

las ecuaciones
wpx + ToRi(x1,x2)drs =0 y wp + xaRa(x1,22) =0 (3.46)

donde mult(R;,0) > p+ 1 para j = 1,2. En efecto esto puede ser de hecho utilizando un

subgrupo de Dif(CP,0) mas apropiado.

Notacién 3.1 Denotemos por G C Dif(C?,0) al subgrupo [G°, L] donde
L={¢¢c Aut (C2) s ¢z, m2) = (ax1, Bxa) con v € C*y P =1}

donde B € C yp e N.
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El Teorema principal de esta subseccién nos dice esencialmente cuando es que dos sillas-nodos
de la forma (3.46) son analiticamente equivalentes, para saber ello solo es necesario hallar la
existencia de un elemento en G, es decir si no es posible hallar la existencia de un sistema de
coordenadas en el conjunto G, entonces implicara que dichas sillas-nodos no son analiticamente

equivalentes.

Para la demostracién de dicho teorema necesitamos algunos resultados previos que seran

probados a continuacién.

Lema 3.5 Sea 0 € U C C? abierto, y Z (z1,72) = (:L‘l(l + Azh) + $2R($1,$2),1‘§+1) e X(U),

con singularidad aislada en 0 € C2. La silla-nodo asociada a dicha funcion holomorfa seria
w = [z1(1 + X)) + zoR(z1, z2)] dzo — xgﬂdxl =0

donde mult(R,0) > p+ 1, ademds consideremos f(x1,z2) = P(x2) +x§+1r(w1,w2) una funcion
holomorfa en 0 € C?, P(0) = 0, P'(0) # 0 y grad(P) < p. Entonces existe ¢ € Dif(C?,0) tal
que p*wANw=0y fop=P.

Prueba : En efecto, sea f(t,x1,22) = P(x2) +tx§+1r(:v1,m2) para t € Cy fi,(z1,22) =
f(to, 1, z2) cuando deseamos fijar ty € R. Por otro lado buscaremos una familia de campos de

vectores holomorfos de la forma

Xto (I‘, y) = (g(t(b x, I?)a n(t07 Z, 1"2)

tales que
(a) w(Xy) =0
(b) (X¢,Vfi) = —W = —$§+17"(931,932)

En efecto, observe que de la ecuacién (a) obtenemos.
A(l‘la CCQ)T/(t, x1, fL'Q) - xg+1§(t7 x1, fL'Q) = O(*)
del cual podemos considerar

E(t 1, 22) = g(t, x1, x2) A(z1, 22), (3.47)

n(t, x1,22) = g(t, 71, 79)ah " (3.48)
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donde g es una funcién holomorfa. Por otro lado de la ecuacién (b) obtenemos

i, 05 _ O

A4
8.7)1 8.7}2 ot (3 9)

Luego reemplazando (3.47) y (3.48) en (3.49) obtenemos

0
g(t,x1, z2) A(arl,aﬁg)i + g*li — —;c723+1r(371,m2)
or1 0xo
0
Como 8ft t:cgﬂa—r luego asi vemos que
x1 T1
—r(zy, 22

g(t,r1,72) = -
69{; + tA(acl, .’EQ) (r?

Observamos ademas que

Afi

=2L(£,0,0) + tA(0,0) ~— or
Oxo

oz, (00 = P'(0) #0

de modo que g esta bién definida para t € C y (x1,72) € C? préximo al origen. Asi hemos
encontrado un campo Xy (1, x2) = (g(t, 21, z2)A(x1, 2), g(t, 21, 22)25 ") que verifica (a) y (b).
Ahora consideremos la siguiente ecuacién diferencial

2(t) = X(t2()

Z(0) = 1ud,

entonces llamemos ®(t, z1, z2) al flujo asociado a la ecuacién anterior, luego resulta

agbt (1,0, 29) = £(, Bt 21, 29))
(3.50)
8;1 (t,z1,22) = n(t, (¢, 21, 22))

donde ®(t,x1,x2) = (P1(t, 21,22), P2(t, 21, x2)), ademds por otro lado notemos que de (3.49)

of

at (t (I)t(.%‘l,xg)) 0

Asi fy o @, = P. Observe que ®; en ¢ = 1 es lo que buscamos, denotemos por ® = ®(y).

Por otro lado note que

' <A ¢3¢2 ¢p+15¢1> <¢p+18¢; Ao ¢gi2>

En consecuencia tenemos

8¢2 +1 8¢2 41 3¢1 41 3¢1
o* =|A + b — b | A= + b 51
w A w [ X0 < e 6m2> ®% . D9 dxy A dxo (3.51)
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Entretanto de evaluando ¢t = 1 en las igualdades (3.50) se obtiene

opr.  Op1 . Od
8$1$1 + 78:52:62 = 5 —— (L, zy,x9) = £(1,D(1, z1, x2))
(3.52)
Opa . Opy . Opo
8—$1$1 + 87562562 = 5 — (1,21, 22) = (1, ®(1, 21, 22))

Luego reemplazando (3.52) en (3.51) resulta que
*wAw=0
Corolario 3.1 Sea £ € Dif(C2,0) tal que
EwaANw; =0

donde w; = {x1(1 4+ A\zb) + zaRi(x1, 22) } dwg— xp+1dw1 =0 ymult(R;,0) > p+1, parai =1, 2.
Entonces existe ¢(x1,12) = (p(x1,22), P(x2)) € Dif(C2,0), donde grad (P) < p, tal que

(b*'wg ANwp =0

Prueba: En efecto, del hecho que £*ws A wy = 0 resulta

&1 06 22 082

o) + 5ot et oo} = | 2 A o) + G2 Al ) 1359

donde A;(z1,x2) = z1(1+ A zh)+z2R;(z1, x2). Por otro lado consideremos, la funcién holomorfa

&2 (x1,x2) de la forma siguiente

o(w1, 72) Z 5@33

Q=1
Afirmacion : Los coeficientes {40y =0 y §(0,1) # 0 para todo ¢ € N.

En efecto, evaluando x2 = 0 en (3.53) y cancelando algunos términos obtenemos

€20, 07 5L (21,0) = Ag(€(21,0)) 52 (21,0) (3.54)
1 Z1

luego de la igualdad anterior comparando términos se deduce que £, ¢y, para todo ¢ € N, en
particular para ¢ = 1 en consecuencia 1) # 0 esto es debido a que det(£'(0,0)) # 0, por tanto
queda justificado la afirmacion.

Gracias a la afirmacién anterior se deduce que la funcién &s(x1,x2) es de la forma

§2(21,22) = 0,172 + Z £or¥
|Q[>2
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con §(4.0), para ¢ € N. Ademéds notar que

9
2 (21,0 =0
(91'1 (1'1, )
por lo tanto
%@1, T2) = x2a0(1, T2) (3.55)
8x1
. oa )
entonces &a(r1, v2) = woa(x1, z2) donde 5pn = OO luego volviendo a (3.53) tenemos
z1
D 852 p+1 _ ~ p+1
xoap(x1,z2) (x1(1 + Azsy) + zoRy (21, 22)) 87@332 = [xoa(zy,x2)]P ",
cancelando el término x5 resulta
p 852

)Pt

ao(z1,22) (x1(1 4+ Aab) + zoRy (21, 22)) + 2h [a(xr, 29

2 8:::2
evaluando en z3 = 0 en la ecuacién anterior, se obtiene que ag(x1,0) = 0 por esta razén resulta
que

ao(w1,x2) = w201 (71, 72) (3.56)

Reemplazando (3.56) en (3.55) obtenemos

7(301,962) = 96304(301,962)

8%1
prosiguiendo de forma sucesivamente hasta llegar a la siguiente expresién

o
ai(xl, 23) = 2V (21, 22) (3.57)

donde V (z1,x2) es una funcién holomorfa en una vecindad de 0 € C2. De la ecuacién (3.57) se

llega a deducir facilmente la siguiente expresién
Ea(w1,w2) = Plan) + a5 Q(x1,72)

donde P(z2) es un polinomio de orden menor e igual que p, ademds Q(z1,z2) es una funcién
holomorfa en una vecindad de 0 € C2. Ahora aplicando el Lema 4.1 a la funcién holomorfa

& (w1, 22) v a la forma wy = 0, llegamos a encontrar ¢ € Dif(C?,0) de tal modo que
Coyp=P y YP*wiAwi =0

Consideremos ¢(x1,x2) = £ o 1p(x1, z2), este es el difeomorfismo que buscamos, en efecto notar
que

¢(x1,22) = (p(21,22), P(22))
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donde p(x1,x9) = £ 0 (w1, 2) ademds observe que
(Z)*wg Aw; =0

por lo tanto el corolario 3.1 queda probado. ]

Observacién 3.3 Notar que una consecuencia inmediata que nos brinda el Corolario 3.1 es
que P'(0) # 0, esto nos dice indirectamente observando solamente la prueba del Corolario ¢ del

hecho que ¢(x1,2) = (p(x1,22), P(22)) € Dif(C?,0).

Teorema 3.4 Sean dos sillas-nodos dadas como en (3.46) diremos que si ellas son Dif(C?,0)—

equivalente entonces ellas son G — equivalentes.

Prueba : En efecto, debido a que las sillas-nodos dadas en (3.46) son Dif(C?,0) — equivalente
entonces sin perdida de generalidad podemos suponer que existe un cambio de coordenadas
B(w1,79) = (¢(x1,22), P(22)) € Dif(C2,0) tal que ¢*ws A wy = 0 con grad(P) < p, esto pues
es debido al corolario 3.1. Por otro lado observe que debido a ¢*wq A wy = 0, obtenemos

O e e e L W RS B CED
r1 O

donde A;(x1,z9) = z1[1 + Aab ™) + 2o Ri(z1, z2).
Afirmacion 1 : La funcion holomorfa p(x1,x2) satisface lo siguiente

_ Op 99 10.0) =
o(z1,0) = axy, 8—561(0,0) #0 y 8—562(0,0) =0

donde a = aafl((], 0).

En efecto, haciendo x; = 0 en la ecuacién (3.58) obtenemos

(Plag))?! {{fim(o, ) + xfs“g;’;} = P A5(£(0, 22))

0
luego comparando términos en la ecuacion anterior se deduce facilmente que a—(p(O, 0) =0.
Z2
Por otro lado debido a ¢ € Dif(C?,0) entonces det(¢'(0,0)) # 0, asf necesariamente tiene que

ocurrir que 8—90(0, 0) # 0. Ahora si evaluamos x2 = 0 en (3.58) obtenemos

ox1

67’A1(x1,0)aafl(a:1,0) = Ay(&(x1,0)) (3.59)

donde P’(0) = 3, luego comparando términos en la igualdad (3.59) resulta que

o(x1,0) = ax;,
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0
donde o = a—@(o, 0), por lo tanto queda asi justificada la afirmacién.
T

Por otro lado sabemos que gracias al Teorema 3.2 existen «; € G° tales que
ajwpy ANw; =0, 1=1,2

gracias a ello definamos la siguiente aplicacién O(zj,z2) = ag o ¢ o al_l(xl,xg) que satisface

algunas condiciones que veremos en la siguiente afirmacién.

Afirmacion 2 : La aplicacion O(x1,x2) = ago¢po al_l(ml, x2) deja invariante a wpy x
es decir ©*w, x Awpy =0 .

En efecto, veamos

O wpr = (o) ¢ aswpr = (a7 ) ¢ wa = (a7') ez 0 ¢ wy

= (a;Y*cg0pcw; = cgopoart.coart () w

_ 11
= 020¢oallcoo¢11—wp7>\
C1
= hwp)\

1

1
donde h = cpopoaj co al_l— por lo tanto
c1

@*wﬂ)\ Nwpy =0 (3.60)

luego ©(z1,x2) deja invariante a wy, = 0, y asi queda justificada la afirmacion.

Por otro lado observe también que
O(z1,29) = ag 0 ooy (w1, z2) = (B(w1,22), P(22)),
ademas si evaluamos x5 = 0 obtenemos:
0(z1,0) = ¢(21,0), (3.61)
luego de (3.61) y la afirmacién 1 se deduce facilmente que 6(x1, z2) es de la forma
O(x1,x2) = axy + 22T (21, x2) (3.62)

_ 9¢
donde o = 8—$1(0,O) # 0.

Observe que de la ecuacién (3.60) se obtiene

p+1 90

x1(1+ )\ar;/‘;)P(:Ug)p“ﬁ = 20T (14 AP(22)P) 0(x1, 22) P (9) — (P(x2)) D

Do, (3.63)
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Luego evaluando 1 = 0 en (3.63) y cancelando algunos términos llegamos a tener

(14 AP(x2)P) 0(0, x2) P! (x2) = (P(x9))" " 6?;;(0, z2)

por ende se deduce que necesariamente tiene que ocurrir que (0, z2) = 0, si ademds usamos la

igualdad (3.62) pues entonces 6(x1, z2) tiene que ser de la forma siguiente
H(xl,xg) = ax] + mleU(ml,xQ)

luego se puede considerar 6(x1,x2) de las siguientes maneras
o0
0(z1,22) = az+ an(aﬁg)x?
n=1

O(x1,z2) = axl—i—Zgon(:nl)xg

n=1
Por otro lado como P(x3) es un polinomio de grad(P(x2)) < p entonces necesariamente tiene

que ser de la forma
P(z3) = PBxg+ Poxs + -+ Bpab

Se deduce facilmente que 8P = 1 con el simple hecho de reemplazar o = 0 en la ecuacion (3.63)

y comparando términos.
oo

Ahora reemplazando 0(z1,z2) = ax; + Z Y (z2)x] en (3.63) y como resultado tenemos

n=1

P(z2) i 2 /
. > (@491 + 201 ---) = [L4+A(P(22))P] ((a + 1)w1 + Poaf + -+ ) P'(x2)

— (P(a2)"™ (Z w;(@)x’f)

n=1

z1(1+ Aah) <

Luego igualando el término z; en la ecuacién anterior se deduce que

p+1
(1 + Azb) (13;922)> (a+y1) = [1+AP(x2)] P'(22)(a+ 1)

—yi (1) (P(a2))"™ (3.64)

Ahora haciendo uso de la teoria de modulos se obtiene

T p+1
(1+ Azb) (P;;)) = [1+ X(P(22))?] P'(x2)mod (xl;rl) (3.65)

esto pues es debido a que ¥ (x1) {P(x2)}*™ € Z donde Z es el ideal generado por 5. Si

igualamos los coeficientes de x2 en (3.65) y usamos el hecho que P = 1 obtenemos

(p+1)p2 = 2B
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en consecuencia resulta que S2 = 0. Supongamos que B2 = B3 = --- = [ = 0 mostremos que
Br = 0 para k < p.

k—1
2

En efecto, de forma analoga comparemos los coeficientes x en (3.65) y usando en hecho

que BP =1 llegamos a tener

(p+1)Br = kB

luego asi B = 0, para todo k < p. Veamos ahora que 6(x1,z2) = axq, para ello reemplazando

P(xz2) = Bza en (3.64) y usando nuevamente el hecho que P = 1 obtenemos

a0 a0
21(1 4+ Mabh) = (21, 22) = (14 AeB)0(xy, x0) — 2T (21, 2) (3.66)
ox1 O0xa

Recordemos que una de las formas como se podia escribir 6(x1,x2) es la siguiente

0(z1,72) = a1 + Y on(a1)7h (3.67)

n=1
Luego para ver que 0(z1,x2) = ax sélo basta probar que ¢, (1) = 0 para todo n € N.

En efecto, reemplazando (3.67) en (3.66) tenemos

21 (1 + Azj)

at ) %(ﬂfl)fﬂ?] = (1 + Az)

n=1

o0 o0
ar + <Pn($1)903] — 25> ngn(z)ay !
n=1

n=1

ordenando y simplificando algunos términos se llega a la siguiente expresién

D en(z)ay =) @h(@)aas + Y [N (@1)z1 + npn(r1) — Apn(z1)] 25 (3.68)

n=1 n=1 n=1

Si igualamos los coeficiente de z% para i < p, obtenemos
pi(z1) = ¢i(z1)71
en consecuencia necesariamente tiene que ocurrir que ¢;(z1) es de la forma siguiente
pi(21) = ciz (3.69)
para i < p. Volvamos a (3.68) y ahora igualamos los coeficiente IL‘ngi para i < p, entonces
Opri(r1) = @pri(T)rr + Ag(x1)zy + ipi(x1) — Api(22) (3.70)
luego reemplazando (3.69) en (3.70) resulta

Ppri(r1) = pp(@1)er +ica
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siguiendo con la comparacién de términos de los coeficientes de x1 resulta
ci=0 Yy @pyi(r1) = cprim1

para que ¢ < p, por lo tanto se tiene lo siguiente para todo ¢ < p, entonces

ei(21) =0 ¥ @pri(®1) = Cpyita
para todo i < p, prosiguiendo de forma analoga resulta que

pi(x1) =0

para todo ¢ € N. Asi tendremos

O(x1,22) =ax1 y Pxg) = B
con a # 0y BP =1, por lo tanto

O(z1,x2) = (0(z1,22), P(x2)) = (awy, Bra) € L
ademaés observe lo siguiente
d(x1,12) = ay ' 0 © 0 ay oid(xy, o)

donde id(x1, x2) es la funcién identidad, ademas también sabemos que a;l, o € G° yO,id €L

por ende
= [é", L}
Recordemos también que ¢(x1,z2) = (p(z1,22), fr2) con p(z1,0) = ax; luego
¢>($17 1"2) = 5 © C(xh .’EQ)
donde la funcién holomorfa &(x1,x2) y ((x1,x2) son definidas como
§(w1,22) = <<P (a > 796'2> y ((z1,22) = (a1, Bzs)
notar también que ¢ (z1,0) = z; entonces

EeG® y (el

en consecuencia ¢ € [G°, L] = G, luego asi queda probado el teorema. ]
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Seccion 4
Accion de G° en D]]?V)\

El objetivo de este seccidn se encontar una bijeccion entre el espacio cociente DI],V VG y CPxtP,

para ello daremos algunas definiciones.

4.1 Enunciado del Teorema principal

Definicion 4.1 Diremos que una funcion holomorfa
f : (C,O) — (C’O)a

es tangente a la identidad si f'(0) = 1.

Notacion 4.1 Representaremos por € al conjunto de las funciones holomorfas en alguna

vecindad del origen (C,0) que dejan fijo al 0 € C y son tangentes a la identidad.
A continuacién veamos el teorema principal de ésta seccion.

Teorema 4.1 El espacio de orbitas de G° actuando en DIJ?V/\ estd en biyeccion canonica con

CP x P,

Para la prueba del Teorema construiremos una aplicaciéon candnica biyectiva T' entre DI])V A\
y CP x #P. Nuestro punto de partida serd un resutado de Hukuara, Kimura y Matuda, que

sera enuciado en la siguiente subseccién.
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4.2 Desarrollo Asintotico

En ésta subseccion se enunciaran definiciones necesarias para el teorema de Hukuara, Kimura

y Matuda

Definicion 4.2 Un sector abierto U C C, de vértice en 0 € C, serd un conjunto de la forma
siguiente

U={zeC: a<argzr<p, 0<|z|<R}U{0}

donde R € (0, +00].
De la definiciéon anterior se considerard al nimero real 8 — «, como la abertura del sector U.

Definicién 4.3 Sea U un sector abierto. Sea 2 un abierto en C". Sea g € O(2x (U—{0};C),

se dice que g admite

g=> ai(x)y’, aic0O(Q).
=0

un desarrollo asintético (en parametros de ), si para todo sector cerrado V de U, todo com-
pacto K de  y para todo entero k > 0, existe CV, K k> 0 tal que
k
g(w1,72) = Y ai(@)y'| < Cp oy |1 ", (21,22) € K x (V= {0})
i=0
Note que de la definicién anterior se deduce facilmente que
8k

$12i§0 a—:ﬂg(xl, x2) = Klag(z1).

A continuacién daremos la definicién de funcién asintotica en el sentido de Gerard-Sibuya, el
cual serd usado en el Teorema de Hukuara, Kimura y Matuda, para ello consideremos una

aplicacién formal ¢ : (C,0) x (C,0) — (C,0) tal que @(z,0) = x.

Definicién 4.4 Sea ¢ una funcién holomorfa sobre (U—{0},0)x(C,0) se dice que es asintdtica
a § en el sentido de Gérard-Sibuya, si para todo sector cerrado V. C U y para todo disco cerrado

D con centro en 0 € C, y para todo entero k > 0 existe Cy 5.1 > 0 de modo que
~k k+1 T o
p(z1,22) — P (21, 22)| < O g ¢ [(21, 22)] (x1,22) €V X D

donde 3F es el k — jet de .
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L en el sentido de Gerard-

De la definicién anterior observe que el desarrollo asintdtico de ¢~
Sibuya es (p)~!. El teorema principal, que nos permitira encontrar la biyeccién entre DJJDY A/ G°
y CP x JP es el teorema de Hukuara, Kimura y Matuda, que sera enunciada a continuacién,

pero para ello consideremos una silla-nodo w = 0 en D), 5. Sabemos que por el Teorema 3.2

o0
existe un cambio de coordenadas ¢ € G° donde o= (zl + Z on(x1)xs, x2>, tal que

n=1

¢ wp A Nw =0

Teorema 4.2 (Hukuara, Kimura y Matuda) Sea U un sector de vertice en 0 € C con una

abertura como mazimo 2w /p, entonces existe una transformacion holomorfa limitada

ou Q2 x (U—-{0}) — C x (U —-{0}), donde 2 C C es una vecindad de 0 € C, tal que

(1) ¢u(r1,72) = (pu(z1,72), 22)
(i1) pwpr Aw =0

oo
(1i1) @y es asintdtico a p(x1,x2) = :z:ﬁ—z on(r1)2 en 0 € C2,en el sentido de Geérard-Sibuya.
n=1
Para una demostracion el lector debe consultar [7]. Observe que resulta facilmente que ¢;; se
extiende a Q x {0} como ¢y (x1,0) = x1, x1 € C, pues debido a que @y es asintotica a ¢ en el

sentido de Gerard-Sibuya.

El teorema anterior por tanto afirma que ¢ € GG° no necesariamente es converge sin embargo

ella posee representaciones cuando restringimos a sectores convenientes.

Definicion 4.5 Una aplicacion holomorfa ¢y definida en Qx U serd llamada normalizacion

sectorial de w =0 en Q) x U si es dada como en el Teorema 4.2.

En breve, se mostrarad un lema que se usara posteriormente en esta seccién

Lema 4.1 Sean ¢ y vy son normalizaciones sectoriales de w = 0 en D, dadas por el
Teorema 4.2, entonces mp oongb(}l es asintotica a v1 en 0 € C2, en el sentido de Gérard-Sibuya.

Donde m es a proyeccion con respecto a la primera coordenada.

Prueba: En efecto, como ¢;; y 1;; son normalizaciones sectoriales, entonces tienen que ser

dados de la forma siguiente y verificar la condicién de asintotica,

py(z1,z2) = (py(x1,22),22) entonces |py (w1, 22) — 5| < (21, 22)[F

Vy(r1,m2) = (pyla1,22),22) entonces oy (z1,22) — x| < c1|(z1, 22)[F!
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Donde ¢, es el k-jet de @ el cual estd enunciado en el teorema 4.2, observe que facilmente se

deduce que

luego asi

oy (w1, m2) = (E(x1,22),22)

pu ooyt (z1,22) = 21

T 0y 0 ¢pt (21, 32) = iy 0 ¢t (1, 72)

Por lo tanto lo que se busca es lo siguiente

En efecto

lpu 0 ¢pt (21, 72) — 21

lpu 0 ¢t (w1, 2) — 21| < c3l(w1, 22)

IN

’k—i-l.

oy 0 by (w1, m2) — @p 0 ¢y (1, 22) + 9y, 0 G (w1, T2) — 1|
[ 0 ¢ (T, 22) — @y 0 O (21, 22)| + |0 0 05 (21, 2) — 21
c1ly (@, 22)[F + |21 — ¢y 0 ¢y (21, 22) |

c1ldy (21, 22) "+ py o ¢ (21, 22) — @y 0 o (21, 22))

c1log (1, 2) M+ clop! (w1, 22) |1 = (e1 + o)|oy (1, o) [

sélo basta considerar co = ¢ + ¢, por lo tanto

ou (611, 22), 22) — 21| < co|dy (21, w2)

k k k+1
s 5T (@, )7

< coc T1,T

asi queda demostrado el Lema 4.1. (]

Un pregunta que surge es, como son las funciones del tipo w1 o 9y o ¢[}1 para responder esta

interrogante se dara una definicién de lo que es isotropia sectorial.

4.3 Isotropias Sectoriales

Definicién 4.6 Sea g: Q) x U — Cx U, diremos que g es una isotropia sectorial para wy \ =

0, si g(z1,22) = (9y(z1,22),22) donde gy es asintdtica a x1 en el sentido de Gérard-Sibuya y

ademds verifique g* wp x AN wp x = 0.

La siguiente proposicion respondera la interrogante hecha en la subseccién anterior.
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Proposiciéon 4.1 Conservando las notaciones anteriores, tenemos que:

(i) SiU—{0} C {x2 € C; Re(xh) > 0} entonces gy (v1,12) = 1 +ayz) exp(—1/pxh), ag € C

(i) SiU—{0} C {x2 € C; Re (z}) < 0} entonces gy (x1,22) = $1+Z a, [x%‘ exp(—1/pab) - x7,

n=2

oo
aop € C donde x1 + Zanx’f c H

n=2

(iii) Si U contiene un rayo donde Re(xh) =0, entonces g;;(x1,22) = 1.

o0
Prueba: En efecto, escribamos g;;(z1,x2) = Z gn(z2)x?] (esto es debido al Lema de Hartogs)
n=1
donde g,, son holomorfas para todo entero n > 1. La condicién g* wy, x Awp » = 0 es equivalente
a
dgu

0
109U
gy (w1, z2) (14 Azh) = x1 (1 4 Axh) e + bt .

o0
reemplazando g;; (1, 22) = E gn(z2)x] en la ecuacién anterior y por identificacién de la serie
. n=1
en términos de x; obtenemos

(1= n)(L + Aab)gu(xs2) = a5 gl (x2)

de donde se deduce que

gn(22) = ay |23 exp (—1/pzh)| 5 a, €C,

donde n es un entero no negativo. Por otro lado tenemos que g;; (1, z2) se extiende a €2 x {0},

como g;;(x1,0) = 1, por tanto resulta

gi(z1,20) =1

ademds también del hecho que g;; es asintética a x1 ( en sentido de Gerard-Sibuya ), se obtiene

tim 922 _
xr2—0 Ty

para n # 1 y para todo k € N. Por otro lado observe que

N —Re(28)(1 —n)
— /\1(1 n) k _)\ 9 2
anllea 0 exp-2at) exp (D

gn(xZ)
@}

donde A\ = Re(A), Ao = Im(A) y 0 = arg(z2).
Veamos la prueba del item (1)

En este caso tenemos por hipdtesis que Re(zh) > 0, entonces

exp <—Re (z5(1 — n))) > 1

plag|?P
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luego de lo anterior se deduce

0 < fag| o M0~k < 9022
Z3

tomando limite cuando x5 — 0, entonces

lim |ay,||zo M0~k = 0
x2—0

si consideramos k£ > A{(1 — n) entonces |a,| = 0 para n > 1. En consecuencia g;;(z2) queda

expresado de la forma siguiente

gy (x2) = apry exp (—1/pab) + x1, donde ag € C

Veamos la prueba del item (i)

En este caso tenemos por hipdtesis que Re(z}) < 0, entonces

luego de lo anterior se deduce

gn(x2)
@}

0 < |an||zeMF <

tomando limite cuando xo — 0, entonces
lim |ay||ze[ ™% =0
IQ—)O

si consideramos k > A; entonces |ap| = 0. En consecuencia g;;(x2) queda expresado de la forma
siguiente

o
1-n
gy (@2) = 1+ an [w}exp (~1/pah)| " af
n=1

Ademds recordemos que g;; es holomorfa, asi que los {an}n22 tienen que ser elegidos de tal forma

que no contradigan el hecho de que g;; se holomorfa, por esta razén es suficiente considerar que

oo
E ancy
n=1

sea convergente, o lo que es equivalente a

o0
x1 + Zanlﬂf e .
n=1

finalmente el item (7i7) de la proposicién, sigue el mismo razonamiento empleado en item (i) y

(i), luego asi queda probado la Proposicién 4.1. [
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4.4 La aplicacién Canénica inyectiva de C? x 7 sobre D]])V ,/G°
Ahora podemos definir la aplicacién
Dg/\/GO — CP x P

Consideremos un recubrimiento de S' por sectores U;, i = 0,1,---,2p — 1 de abertura 27 /p

cuyas bisectrices son los rayos Re(xh) = 0, esto es en la direcciones

2k +1
exp([ 2?; ]m) k=0,1,---,2p—1.

Ademas Ug NUy, Uy NUs, ,--- Usp—1 NUp son sectores donde alternadamente encontramos

Re(28) < 0y Re(2h) > 0. En cada U; tenemos una tnica normalizacién sectorial. En efecto si
existen ¢; y 1;; normalizacines sectoriales , entonces 1 o ¢ o qﬁ{,l es asintética a la identidad
(gracias al Lema 4.1 ) observe también (wU o qﬁl}l)* wpx N wp x = 0, por tanto 9 o gbl}l es una
isotropia sectorial, ademés U; es un sector que contiene un rayo donde Re(x}) = 0, entonces
por la Proposiciion 4.1 resulta que 9;; o qb{,l = id , entonces 1;; = ¢;; en consecuencia en cada
U; existe una tunica normalizacién sectorial ¢; dada por el Teorema 4.2. Tenemos asi que las

isotropias sectoriales ¢; o ¢;-1—11 son dadas por

$+Z —1/pad)] ci=0,2,4,---,2p—2
1 xQGXp /pr) Ty, T2 ) 1=V, 4,4, y 4P

($1+a0$2€XP(_1/pmg)a$2) ; 7’:1a3a5 72p—1

i 0 ¢}y (w1, m2) =

Esto es debido que ¢; o <Z>Z._Jr11 son isotropias sectoriales. Definamos la siguiente aplicacién
T:D)\, — CPx.2?
w — T(w)

donde T(’U}) = <agl)7 (() )7 s a p 1) Z 1'1,3’,'1 + ZG’T(?)‘/E?7 T, T+ ZG%ZPQ).%.?>
n=1

n— n=1
Luego asi definimos la aplicacion canonica T

D)\ /G® — CP x P

[w]  — T(w]) =T(w)

El siguiente lema nos brinda la buena definicién de la aplicaciéon Ty la inyectividad de la misma.

Observe que la aplicacion T es la aplicacion que se busca para el teorema 4.1.

o7



Lema 4.2 La aplicacion candnica T estd bien definida y es inyectiva.

Prueba: En efecto, sea [w;], [ws2] € DZ]X/\/GO y [wi] = [we], entonces existe & € G° tal que

E*we A w1 = 0. Sabemos por el Teorema 3.2 que existen ¢1, ¢9 € GO, unicos satisfaciendo
qﬁ;wp,,\ ANwj =0, j=1,2
por otro lado observe que
(620 ) wpr Awy =0

como sabemos ¢y € G° y&e G C GO, luego ¢p 0 € € Go, luego por la unicidad del Teorema

3.2 resulta que ¢9 0 & = ¢.

Ahora por el Teorema 4.2 podemos consideremos normalizaciones sectoriales gbl(j ) de w; =0,
j=1,2yi=0,1, ---, 2p—1( gi)gj) son normalizaciones asociadas a los ) x U;) ademds
recuerde que (ﬁgj ) es asintotica a ¢, observe que siguiendo la definicién de asintética, resulta
que

¢z(‘2) o £ es asintética ¢g 0 & = ¢. (4.1)

Observe ahora que

(@) 0 &) wpr Awr =0, (4.2)
luego de (4.1) y (4.2) resulta que
o o€ = g} (4.3)
luego asi de (4.3) se deduce facilmente que

oo (o)) = e (o) (1.9

entonces (4.4) nos brinda la buena definicién de T, pasemos ahora a probar la inyectividad esto
es T'(wy) = T'(wsg), entonces w; «~ wa, la relacién de equivalencia significa probar que existe

& € G° tal que £ wa A wy = 0.

En efecto, si T'(w;) = T (w2), entonces
~1 ~1
oo (o)) =0V (o) Wi=0,1, -1 en (Ui (45)
introduzcamos la siguiente funcién

-1
& = (¢§2)) o (j)z(l), esta definida en cada U,
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observe que debido a (4.5) tenemos que

§i=%&+1 en UiNUi,
ahora si definamos ¢ de la forma siguiente

£:Qx (U—{0}) — Cx(U-{0}) (4.6)

(:cl,xg) — f((l)l,xg) = fi(xl,l’g), To € Uz — {0} .

2p—1 .
donde U = U U;, observemos que £ es holomorfa, esto es debido a los ¢E‘7 ) son holomorfas

i=0
en Q x (U; — {0}), ademés & se extiende continuamente en (x1,0) como &(z1,0) = (21,0), esto
también es debido al hecho que ¢§-j ) se extiende continuamente en (21,0), llamemos E a la

extension de €.

~ f(l‘l,l}g) , ($1,$2) €0 x (U — {0})
5(2171,1'2) =
(1'1,0) , I € Q, Ty = 0,

Observe que §~ = (F(x1,x2),2z2) razon es por la forma como fueron creados los ;. Para ver
si 5 es holomorfa solo basta probar que F' sea holomorfa en Q x U, ahora nuestro problema
se reduce a probar que F' se una funcién holomorfa en 2 x U, para ver ello haremos uso del
teorema de Hartogs, el cual nos dice una funcién es holomorfa si y solo si en cada variable
separada el holomorfa, es decir solo basta ver que Fy, (z2) = F(z1,x2) sea holomorfa en U y

que Fy,(z1) = F(x1,z2) sea holomorfa en (.

Afirmacion 1: La funcion Fy,(z1) = F(x1,22) es holomorfa en Q, para cada x2 fijo en U.

En efecto, observemos que la funcién F,(z1) = F(z1,2z2) es de la forma

p(xy,29) , w2 #0.
sz(xl) =
r1 xTo = 07

Observamos que para cada x2 fijo en U la funcién es holomorfa en {2, luego asi la afirmacion 1

queda justificada.

Afirmacion 2: La funcion Fy, (z2) = F(x1,22) es holomorfa en U, para cada 1 fijo en SQ.
En efecto, sabemos que la funcién Fy, (z2) = F(x1,z2) es holomorfa en U — {0}, ademas
lim0 F,, (x2) = x;1 para cada x; fijo en 2, luego haciendo uso del Teorema de Riemann resulta
Tro—r

que F,, (z2) es holomorfa en U, por tanto asi queda justificada la afirmacién 2.
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En consecuencia las afirmaciones anteriores nos dicen que la funcién F(z1,x2) es holomorfa
en cada variable separada, luego del teorema de Hartogs resulta que F(z1,z2) es holomorfa en

Q x U por lo tanto E es holomorfa en Q x U. Sin perdida de generalidad consideremos E =¢.

Afirmacion 3: La funcion & verifica la siguiente ecuacion &*wg A wy = 0.
En efecto, recordemos que £ es de la forma

fi(xl,xg) , (xl,acg) € 0 x (Uz — {O})
(l’l,o) s MRS Qa T2 = 07

§ (1’1, xQ) =
donde de los &; = (¢£2))*1 o qﬁgl), de donde los <bl(-j ) son normalizaciones sectoriales esto quiere

decir que ellas verifican

(¢(1))*wp7AAw1 = 0, (4.7)

(2

(&) wpr Awy = 0, (4.8)

luego de las ecuaciones (4.7) y (4.8) resulta que

(o) " 0o wanwn =0

es decir £Swy A wy = 0 por lo tanto de
f*wg Awp =0

luego asi que justificado la afirmacién.

Volviendo a la prueba del Lema 4.2 tenemos ahora que £ es holomorfa, ademéds £(z1,0) =
(z1,0), luego de la definicién de G° resulta que £ € G° y de la afirmacién 3 se llega a probar

que wi ~ wo, esto quiere decir que T es inyectiva. ]

4.5 Funciones C* en el sentido de Whitney

Antes de examinar la sobreyectividad, haremos una pequefia introduccién motivacional, por el
aspecto peculiar de las isotropias sectoriales respecto a las funciones de clase C* en el sentido
de Whitney. Consideremos K C C™ compacto y ( f k) peym Una coleccién de funciones continuas
en C°(K;C). Diremos que a cada funcién FO(z) = f!(z) para | € N™, esta asociada a su jet

infinito ( fk+l) : el cambio de notacién de f! por F) es justamente para sefialar que la

keNm?
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funcién se hace acompanar de su jet. Escribiremos |k| = k1 + k2 + -+ kp, v k! = kilka! -+ k!
para k = (ki, ko, ,km) € N™: si z € C™, denotaremos por z* = zfl, e, glm

Definicion 4.7 Una funcion F : K — C, es llamado C° en el sentido de Whitney, si existe

una coleccion de funciones (f’“) continuas en CO(K;C) tal que para cadal € N™ yn € N

exista C’,(Ll) > 0 el cual verifique

keNm™

n k+1
FOw - S Ly <Oy —al, Vo, ye K (49)
k=0

Denotemos a las funciones C* en el sentido de Whitney, definidas en K por Cpp(K;C).
Observacion 4.1 Los siguientes items son observaciones puntuales de la definicion anterior
1. Note que la funcién F representa el papel de F(©) (z) = fO(z), para todo x € K.

2. Es claro que si B C C", es una bola abierta conteniendo a K y g € C(B;C) la coleccion

asociada a g por la definicion anterior es simplemente su jet de orden infinito usual.

A continuacién se mostrardn teoremas que permitan extender funciones C'*° en el sentido de
Whitney. En lo que sigue de esta seccién se considerara K C C™ un conjunto compacto salvo,
en casos donde se diga lo contrario. El siguiente Teorema nos dice que toda funcién C* en el

sentido de Whitney, definido en K puede ser extendida a C™.

Teorema 4.3 FEuxiste una aplicacion W : CiP (K; C) — C°(C™; C) tal que cada F € Cyp(K;C)
y para cada x € K
OFW F(x)
ozk

donde f* es el jet asociado de F.

= f¥(x), parak € N™

Para la demostracion, el lector debe consulta [7]. Otro criterio importante que necesitamos
para la prueba de la sobreyectividad; es cuando dos funciones F; € Cjp7(K;;C), i = 1, 2 donde
K; es compacto, puede definir una F' € Cjp (K N K»;C), la cual sea una extension de ambas
es decir

Fz)=Fi(z) x € K1 y F(z) =F(z) © € Ko
Es claro que necesariamente para poder definir F' debe ocurri que

@) = (@), Yoe Kink,

donde fl(l) y f2(l) son los jet asociados respectivamente a F y Fb. Otro requisito que necesitamos

para poder definir F' es que K7 y K» sean compactos regularmente separados.
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Definicion 4.8 Sean Ki, Ko C C™, compactos; se dice que son compactos regularmente

separados, si existen constantes ¢ > 0, a > 0 tal que

d(z, Ko) > cd(z, K1 N K3); Ve Ky

El teorema de extension de Whitney que nos da la existencia de la funcién F' anteriormente

dada es el siguiente.

Teorema 4.4 Sean Ki, Ky C C™, compactos reqularmente separados y F; € Cy(K;;C),
i=1, 2 tal que fl(l) (z) = 2(l)(CC), para todo x € K1 N Ky, donde fl(l) Yy fz(l) son los jet asociados
a Fy y Fy respectivamente, entonces existe F; € C59(K;;C) tal que fO(z) = fl(l) (x), six e Ky
y fO(z) = fél)(x), siz € Ky donde fU es el jet asociado a F.

4.6 Estructuras Casi-complejas

Vamos a empezar con un poco de dlgebra lineal.

Sea W un espacio vectorial real, su complejizado viene a ser un espacio vectorial complejo
We = C®c W. Elementos de W¢ son de la forma x + iy, con z,y € W. También podriamos
empezar con un espacio vectorial complejo V' y consideranlo como un espacio vectorial real de

dimensién doble.

Definicion 4.9 Una estructura compleja sobre un espacio vectorial real V es un endomor-
fismo J : V. — V que cumple

J? = —idy

Aquid, J? significa J compuesto consigo mismo vy idy es la identidad sobre V.

Recordemos que al ser V' un espacio vectorial real, en él sdlo esta en principio definida la
multiplicacién por escalares reales. Observamos que el efecto de aplicar J dos veces, es el
mismo que el de la multiplicacién por —1. Esto nos recuerda el efecto de la multiplicacién
por la unidad imaginaria ¢ en los espacios vectoriales complejos. Y de hecho, una estructura
compleja J nos permitird dotar a V' de la estructura de espacio vectorial complejo. Para ello

serd necesario definir la multiplicacién por escalares complejos de este modo:
(x + iy)v = zv + yJ (v)

para todo ntmero real z,y y todo vector v € V.

Sea V un R-espacio vectorial, con una estructura compleja J, se puede extender J a V¢ y
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obtener una aplicacién C — lineal Jc : Vo — V¢ definido como Ve (z +iy) = V(z) +iV(y) v
por supuesto también satisface que J(% = —idy.

Por ejemplo, sea M una variedad compleja n-dimensional (dimrM = 2n) y p € M. Designemos
por T,M su espacio tangente real en el punto p € M ( para un mejor estudio detallado de
espacios tangentes de una variedad compleja vea [10]), considerando en torno de p € M una
carta de atlas analitico de M, con coordenadas (z1,y1, - ,Zn,Yn), se tiene que T, M es generado

por los vectores ( o derivaciones R-lineales sobre C*°(M;R))

9o 96 06 9
Ox1’ Oy’ 0z, Oyn |

Ahora si deseamos complejificar T, M obtenemos (T, M )C, esto es, el espacio generado por

9 0 0 9
6z1’8§1’ 7(92”’82” ’

donde como usualmente,

o 19 .0
7 = 3 (an o)
o _1(a .0
azkw(m“ayk)’

donde 1 < k <mn.

Consideremos ahora la transformacion R — lineal L : T,M — T,M; podemos tornarla

C — lineal puesta L® : (T,M)® — (T,M)®, LE(u + iv) = L(u) + iL(v). Se puede verificar

(2N _ o2
0% 0z,
Como ejemplo importante de ésta situacién, tomaremos Jy, : T,M — T,M, R — lineal satisfa-

0 0 0 0
: _ — 1< < .
ciendo J), <k> = —yk y Jp< yk> = o7 k<n

Para verificar que J;,C esta bien definida ( esto es, independiente de la carta coordenada

0 0 0 0
escojida en torno de p € M), basta notar que J];C ((%> = Z@ y J;)C <8z> = —ig,
k k k k

rapidamente que

1<k <n.

Proposicion 4.2 Los siguientes items se desprenden del ejemplo anterior:
1. La aplicacion J, verifica lo siguiente Jg = —1id para todo p € M.

2. La aplicacion p TN Jp € L(T,M,T,M) es de clase C*°.

Si el lector desea una prueba se le sugiere ver Cesar Camacho [11].
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Definicion 4.10 Sea M una variedad real diferenciable de clase C*° donde esta definida una
aplicacion p ER Jp € L(T,M,T,M) de clase C* tal que Jg = —Id Vp € M. Diremos que J es

una estructura cast compleja sobre M.

Por tanto, una varidead compleja posee una estructura casi-compleja natural, subyacente a su
propia estructura compleja. El problema que surge es saber si la existencia de una estructuta
casi-compleja sobre una variedad real M garantice que M sea una variedad compleja. El
teorema de Newlander-Niremberg responde afirmativamente a esta pregunta, cuando satisface

una condicién de integrabilidad.

Definicion 4.11 Sea M una variedad real diferenciable de clase C°° admitiendo una estructura

casi-compleja J. Diremos que J es integrable si existe una cobertura {U;};. de M por cartas

coordenadas tal que si p = (x1,y1, -+ ,Tn,Yn) € U; entonces
0 0
Jp | =— = —
? <5$k> Y,
0 0
Jp | =— = ——
P <8yk> 8$k

donde 1 <k <n.

Proposicion 4.3 Sea M una variedad real diferenciable de clase C™°, admitiendo una estruc-
tura casi-compleja J. Si J es integrable, entonces podemos escojer un atlas analitico que torna

M wvariedad compleja.

Con respecto a la prueba se le suguiere ver Cesar Camacho [11]. Como mencionamos ante-
riormente, El teorema de Newlander-Nirenberg dé una condicién para que la estructura casi
compleja sea integrable. Para enunciarlo, precisamos de algunas definiciones. Sea J € L(V,V)
tal que J? = —Idy, donde V es un espacio vectorial real. Como el polinomio minimo de J es

P(t) = t? + 1, vemos que existen subespacios VT, V= de VC de modo que VE =Vt V-,

JCW) = i, WweVT,

JCWw) = —iv, YweV~.

Ademas de ésto, la descomposicion es dnica. Si ahora J es estructura casi compleja en M,

tenemos (TM)C =TM* o TM~.

Definicion 4.12 Un campo de vectores en M es de tipo holomorfo cuando para una seccion

de TM™. Indicaremos por X (M) el espacio de tales campos.
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Teorema 4.5 (Newlander-Nirenberg) Sea M una variedad real de clase C*° admitiendo una
estructuta casi-compleja J. La estructura casi-compleja J es integrable si y sold si para todo

X, Y € Xt (M) tenemos [X,Y] € XT (M), osea X7 (M) es cerrado por el corchete de Lie.

La prueba de este teorema se encuentra en [9]. Observese que la condicién es satisfecha nece-

sariamente cuando M es una variedad compleja y J es una estructura casi-compleja natural.

Corolario 4.1 Sea J una estructura casi-compleja en M, e integrable en un abierto y denso

M C M. Entonces J es integrable en M.

Una prueba clara y sencilla del corolario lo puede encontrar en Cesar Camacho [11]. Con ésta

herramientas vista anteriormente se podra verificar la sobreyectividad de la aplicacion 7.

4.7 Sobreyectividad

A lo largo de esta subseccién consideremos U; ;1 = U; N Uj41, donde los U; son los sectores de

la subseccién 5.4.

Proposicién 4.4 Las isotropias sectoriales ¢; o ¢Z._+11 (x1,m2) = (pi(z1,22),x2), donde i toma
los siguientes valores i = 0,1,2, --- ,2p — 1 son tales que @; € C%,O(E x V;C), donde D es un

disco cerrado y V. C U; 41 y su desarrollo asintdtico ( seqin la definicion 5.4 ) es 1.

Prueba : En efecto, como qﬁiogbijrll (x1,x2) = (pi(x1,x2),x2) es una isotropia sectorial, tenemos

que ;, necesariamente tiene que ser de la forma

1-—n

xl—l-z [erXp 1/pxg)] 2 ; 1=0,24,--- 2p—2
pi(r1,72) =

zy +ajryexp(—=1/pxh), ; i=1,3,5---,2p—1
esto es por lo visto en 5.4. Recordemos que una funcién es C°° en el sentido de Whitney si
existe una coleccién de funciones continuas, las cuales satisfacen la desigualdad (4.9)
Afirmacion : La funcion ¢; € C5(D x V;C), donde D es un disco cerrado y V. C U iy1.
En efecto, definamos

pi(r1,72), 2 #0
Fi(z1,29) = '

z1, w2 =10
y solo bastard considerar la colecién ( fi(l))leN2 de funciones continuas donde los fi(l) son de la
forma siguiente

) I'F;

fi (Jfl,l'g) 6xll 12- l:(l1,12)
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observe que los fi(l) son funciones continuas y satisfacen la desigualdad (4.9), por lo tanto ¢; es
una funcién C™ en el sentido de Whitney en D x V.
Ahora solo falta ver que ¢; sea asintética a z1 segun la definicién 5.4. De la observacién hecha

en la definicién 5.4 resulta que el desarrollo asintético de ; es

1‘1,902 E ak 961

k
donde klag(x1) = hm0 w (21, 72). Luego por la forma de los ¢;(z1,z2) se deduce
z2—0 09
I, k=0
ag(z1) =
0, k0
por lo tanto, el desarrollo asintético de ¢; es g(x1,x2) = x1. m

Volviendo analizar la sobreyectividad de la aplicacién T'. Dado un elemento en CP x HP | este
debe ser de la forma

<a’(()1)a ( )7 o, Q 2p 1) Z .171,1’]_—’—20/1(12)55?,"' ,$1+ZCL7(,L2p_2)IE1iL>
n=1

n=1 n=1

o
donde Z a,(f)x?, 1=0,2,4,---,2p — 2, converge en una vecindad del origen 2. Ahora a cada
n=1
coordenada le asociamos una isotropia sectorial de la forma
1-n .
5L‘1+Z [mzexp l/pxg)] 2 ; 1=0,2,4,---,2p—2,
giiv1(x1,72) =

z1 +abzyexp(—1/pzh), ; i=1,3,5---,2p—1.
Luego por la proposicién anterior tenemos que g; ;1 € Cj (€2 x U; j41; C) donde U; es un sector
y su amplitud es 27 /p. Nos gustaria que (gi7,~+1)?§ 61 fuese una cobordo esto es que existan
aplicaciones de la forma ®;(x1, x2) = (¢i(x1, 2), x2) donde ¢; € Cpp (2 x Us; C) y sea holomorfa
en Q2 x (U; —{0}) tal que

®; 0Py (21,22) = Giig1(x1, 2),

donde G i11(x1,22) = (giiv1(z1, 22), 22).

Observacién 4.2 Note que las funciones g; i+1 son holomorfas en Q x (U i+1 — {0}) y ademds

son inyectivas para cada T2 fijo.

En consecuencia por la observacién hecha resulta que la funcién Gj; ;41 es holomorfa e inyectiva

en Q x (Uj i1 — {0}), luego del Teorema 1.3 se deduce que G; ;41 es un biholomorfismo
Giit1: Q% (Uiig1 —{0}) — Q1 x (Uiit1 — {0})
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donde €7 es un vecindad del origen C, y G;ilJrl es holomorfa en Q; x (U; ;41 —{0}. Sin perdida
de generalidad consideremos G;;H(:cl, x2) = (g;il_s_l(asl, x2),T2).

Consideremos a {25 una vecindad del origen de C, tal que Qo C Q1 v Qo C €. sin perdida de
generalidad consideremos 2y = €. Luego asi Gj 41y Gi_’l-lJrl estan definidas en Q x (U; ;41 —{0})

y son holomorfas, ademés ambas se extiende en x9 = 0 como

Giit1(z1,0) = (21,0)
Gz'_,z'1+1(1717 0) = (21,0)
Q x Ui

~

Por otro lado, definamos ahora como identificacién de puntos.

{(961,$2,i); (gi_,i1+1(3317$2),962,i + 1)} ; y € Uiy —{0}
Q x U; {(x1,22,1); (gisit1 (w1, 22), 22,0 — 1)}y € U1 — {0}

~ {(z122,9)} ;Y € Re(ah) =0, y #0
{(21,0,k), k=0,1,2,---,2p—1}.

2p—1
Q x U;
Definamos M, = U ‘. Designemos por \; a las incluciones naturales
=0
)\i 1 Q) x u, — Mg
(x1,22) — Ni(x1,22) = [21, 22, 7]
donde ¢ =0,1,2--- ,2p — 1, y consideremos la proyecciéon mo definida como
2p—1
m M, — U U;
i=0

[ml,xQ,i] — WQ([xl,xQ,i]):ZUQ

Observacion 4.3 Los siguientes item se deducen facilmente de lo visto anteriormente:

QxU; . QxU;
1.- Observe que A\i(Q x U;) = X esto es debido a la forma como fue creado s .

~ ~

2.- Note que las incluciones naturales \;, son biyectivas, ademds verifican

Xz, w2) = A1 0 Gyl (21, 22),

QXUiﬂQXUi+1>

~ ~

para todo (1,z2) € \; ! <

3.- Del item 2 se ve facilmente que My — ng(O) es una superficie compleja donde las cartas

coordenadas (A\; ', Ai(2 x (U; — {0})))
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Vamos ahora a prolongar esta estructura de M, — 7y L(0) de forma C*® a M,. Para ello
consideremos inicialmente una coleccion de sectores {Vj}, j=0,1,2---,2p—1,con V; C Uj,
Vjcerradoy V; NV, #0.

Diremos que una funcién § definida en un abierto M, serd de clase C*° (por definicién), si

E=E&o )\ € C%(Q XVJ';(C).

Observacion 4.4 Los siguientes items son deducciones e interrogantes que surgen de lo estu-

diado anteriormente:

1.- Lo que se predente hacer es extender funciones C*° de M, — 7T2_1(0) a Mg, es decir
extenderlos a F;l(O), es logico que todos ellos se pueden extender, pero solo algunos se
pueden extender de forma C°, es por ello que imponemos una condicion de C*° en sentido

de Whitney.

2.- Note que ya conocemos funciones C* en My — 71'2_1(0) y que la nueva definicion es con-

sistente con ésta.

3.- La condicion impuesta anteriormente, implica que &(x1,x2) = &j41 0 G;;+1(x1,x2), para

(z1,22) € QA x (V;NVjt1), donde j =0,1,2--- ,2p — 1.
4.- Una pregunta natural que surge es, existiran funciones C* en M,.
Para responder la pregunta hecha en la observacién anterior haremos uso de los Teoremas de

Whitney vistos en la sub-seccion 5.5.

En efecto, mostremos ahora que si existen funciones C*° en M, para ello basta exhibir
funciones & € C>®(Q x V;;C), satisfaciendo & = &j41 0 G;;H, (z1,22) € 2 x (V;NVji1),
j = 0,1,---,2p — 1, note que necesitamos esa condiciéon necesariamente por lo visto en la

observacién anterior.

Consideremos la siguiente funcién
Eo(w1,22) =21 en QxVy
debido a la condicién que necesitamos consideremos
&i(z1,02) = & 0 Gyi(z1,22) en Qx (VonVa),

luego por el teorema 4.3 prolongamos & a Q x Vi y ademds & € CR(Q x Vi;C) de forma

analoga definimos
fg(xl,xg) =¢ 0 Gl_é(:cl,xg) en §)x (Vl 072) R
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por el mismo argumento dicho anteriormente tenemos que & € Cyp (€2 x V3;C), siguiendo
asf hasta obtener &, € CR(2 X Vgp_9;C). Observe que hay un pequeiio problema para
obtener &,_1 pues ella ya esta definida en Vgp_g N Vgp_l y Vgp_l N Vo esto nos obliga a
usar el Teorema 4.4 pues estamos tratando con compacto regularmente separados, luego asi
Eop—1 € CR(Q2 X (Vigp_a NVop_1) U (Vgp_1 N Vy);C), de modo que aplicando nuevamente el

Teorem 4.3 obtenemos £2,—1 € Cjp (2 x Vgp_l; C), luego asi se tiene ¢ definido como
£ M, — C
(@1, 22,7 — &([x1,22,1]) = &1, 22)

Observe que £ no depende del representante de clase, debido a que &j(x1,22) = 41 OG;}H (z1,22).
En conclucién existen funciones C°° en My, por lo tanto M, es una variedad real de clase C*°.

Nuestro objetivo ahora es que M, se torne una variedad compleja.

Afirmacion: Es variedad diferenciable M, posee una estructura casi-compleja J, de clase
C*°, que coincide en M, —7T2_1(0) con su estructura compleja. Ademds de esto, J es integrable.

En efecto, basta tomar en cada € x Vj un operador .J; canonico de C?, esto es,

0 0
& <a> = o

0 .0
(%) = o

donde k£ =1, 2.
Observacion 4.5 En los siguiente item se dd una explicacion de por que la eleccion de los J;

1.- Note que la aplicacion proviene bdsicamente del ejemplo de la subseccion anteior, previa-

mente definiento J, (%) = a(Zk yJp <(;Zk> = —(;zk, posteriormente creando los J;,C

a partir de los Jp, observe que se ve obvio el paso de los J, en la definicion anterior y

simplemente se coloco los Jf que en nuestro caso lo representamos por J;.
2.- Se deduce claramente que J; es de clase C™® en Q x V ;.

3.- El operador J; verifica J; = Jji11 0 dG;;H; esto es debido a que \j = \jiq 0 G;}H (ver

item 2 de la observacion 5.3 ).

4.- Note que el item anterior es importante al momento de crear el operador J puesto que el

pegado en §) X (V]ﬂ Vj+1) tiene que estar bien definido .
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Con las observaciones anteriores se muestra que la colecciéon {J;}, j =0,1,--- ,2p—1, define un
operador en M,. Note que la integrabilidad de J en M, — m, 1(0) es inmediata por lo visto en
la sub-seccion 5.6 y del hecho que éste espacio es una superficie compleja. Luego haciendo uso
del Corolario 4.1 resulta que J es integrable en Mg, ahora por la proposicién 4.3 obtenemos que
M, es una superficie compleja. Se sigue que podemos seleccionar una carta F” local de M, en
torno de (0, 0), de clase C*°, de modo que el sistema de cartas locales {/\51, )\1_1, cee /\2_p1_1, F’}
torne a M, en una superficie compleja. Por el Teorema de Hartogs, w2 : (Mg, 0) — (C, 0) pasa
a ser una sumersién analitica. Ademds sin perdida de generealidad podemos escoger F/ de
modo que F'(x1,0) = (x1,0), para todo (z1,0) € 7, (0) y su segunda componente sea .
Recordemos que el objetivo es encontrar ®; tal que sea un cobordo para ello definamos las
siguiente aplicacion

CD;- = (F/o)\j)_l

donde j =0,1,2---,2p — 1. Observe que los CD;- verifican lo siguiente

5o ( ;'+1)_1 = /\j_l 0 Aj+1

luego usando el item 2 de la observacion 5.3 resula que

‘I’;' © ( ;‘Jr1)71 = Gjjt+1

En consecuencia <I>;~ es un cobordo.

Note que los <I>; tienen el mismo desarrollo asintético en el sentido de Gerard-Sibuya el
cual serd un elemento de ® € G°. Ahora definamos w = (@’ )" wp.x ¥ oberve que w es una
silla-nodo que pertenece a D). Es facil ver que apartir del Teorema 3.1, existe h € G° tal que
h*wAw™ =0, donde w € D;X - Se sigue que la aplicacién que buscamos es ®; = <I>3.oh ademds
ellas son normalizaciones sectoriales de w™ = 0, con desarrollo asintético ® = & o h € Ge y

;0 (<I>j+1)_1 = (G j+1, en consecuencia se logro probar la sobreyectividad del problema.
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Conclusion

Como conclusién de este trabajo se a logrado demostrar el teorema de Dulac, el cual nos
permitié dar un criterio para nuestro objetivo de clasificar.

Ademas se logro probar que las sillas-nodos, pueden ser reducidas, a una expresién mas sencilla
denominada forma normal de final. También concluimos que dos sillas-nodos en Dg ) son
difeomorfismo-equivalentes si y solo si ellas son G°-equivalentes. Finalmente se logro demostrar
la existencia de una aplicacién biyectiva entre los espacios Dz]?\,[ \/G°, CP x P,

Con respecto a esta dltima, una pregunta natural que surge para posibles trabajos es :

Serd posible encontrar otra transformacion T de Dé\f/\/Go a CP x P, el cual me dd un mejor

representante de clase, en el sentido que su respectiva ecuacion diferencial, sea fdcil de trabajar.
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