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RESUMEN

Este trabajo presenta un estudio ordenado de los métodos multimalla para
ecuaciones diferenciales de cuarto orden, usando el elemento finito conforme
Hsieh-Clough-Tocher (HCT) para su discretizacion. Para el cual se elige como problema

modelo al problema biarménico.

El problema biarménico se lleva a su forma variacional, verificaindose la existencia
y unicidad de su solucién. Se busca que la solucion del problema sea lo suficientemente
regular, para ello se amplia la busqueda en espacios de Sobolev de indice fraccionario

1
donde ya se sabe que el problema biarmoénico tiene una regularidad eliptica a € <§, 1].

Se hace un estudio de los métodos multimalla, usando la teoria aditiva para mostrar
la convergencia de los métodos V-ciclo y F-ciclo. Se adapta los métodos multimalla para
la discretizacion del elemento HCT y se demuestra que los métodos multimalla son
convergentes para las ecuaciones diferenciales parciales de cuarto orden, mostrandose
que el numero de contraccién decrece uniformemente, si el nimero de pasos suaves se
incrementa. También se muestra que para un nimero m de pasos totales (pre-suave
y pos-suave) suficientemente grande, el numero de contraccién es menor o igual que

#, donde C' es una constante independiente de la malla.

Se muestran resultados numéricos de la convergencia de las multimallas, se
encuentra el valor de la constante C' para cualquier valor de m y « fijo, verificindose
el andlisis tedrico. Se comparan los resultados de los diferentes algoritmos multimallas
algebraicos, se muestran resultados de la soluciéon numérica del problema biarmonico,
usando el elemento finito HCT y las multimallas V-Ciclo, W-Ciclo y F-Ciclo en la
solucién del sistema lineal resultante, finalmente se dan algunas sugerencias para la

mejora de ellos.
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Capitulo 1

Marco teorico

1.1. Generalidades

Introducciéon

Los métodos multimallas son métodos iterativos, eficientes para resolver sistemas
lineales cuya matriz principal puede ser esparsa con un numero de condicién muy
grande.

Los métodos multimalla se estudiaron por vez primera en Rusia en los anos sesenta.
Los primeros resultados de convergencia para un W-ciclo para una discretizacion de
elemento finito conforme lo dan Bank y Dupont en 1981.

En 1983 Braess y Hackbusch probaron que bajo una regularidad eliptica total (o =
1), el nimero de contraccién de un multimalla V-ciclo simétrico para un problema de
segundo orden era menor o igual a C%ﬂ donde m es el niimero de pasos suaves totales
y C' una constante independiente del niimero de iteraciones.

Luego una teoria multimalla multiplicativa se desarrollé por Zhang, Bramble y
Pasciak, Xu y otros, mostrando que el nimero de contraccién es menor o igual a un
nimero d entre 0 y 1 independiente del niimero de pasos suaves e iteraciones.

La teoria multimalla aditiva fué desarrollada por Brenner, para problemas de se-
gundo orden, que completa la generalizacion de los resultados clasicos de Braess y

Hackbusch. La teoria multimalla aditiva es extendida a problemas de cuarto orden por

Jie zhao.



Objetivos

Los objetivos que se pretende lograr en la tesis son:
» [lustrar la teoria aditiva para las multimallas.

= Aplicar el método multimalla para la discretizacion del elemento Hsieh-Clough-

Tocher (HCT).

= Analizar la convergencia de los métodos multimallas para el elemento HCT, que

es medido por el niimero de contraccion para estos algoritmos.

Formulacion de la hipotesis

Se postula que mediante un algoritmo multimalla para resolver numéricamente un
sistema lineal de ecuaciones, obtenida con el elemento finito HCT se puede conseguir

buenos resultados de convergencia.

Metodologia del trabajo

El trabajo esta constituido por una parte tedrica y una componente computacional.
Y para un mejor desarrollo, se hace los siguientes pasos para el elemento HCT:
= Analisis de los algoritmos.
Para aplicar los algoritmos multimalla, es necesario definir el producto interno
en el espacio del elemento finito y los operadores de transferencia entre mallas.
= Analisis de convergencia.

La convergencia de los algoritmos V-ciclo y F-ciclo para un nimero de pasos
suficientemente grande se establecerd y se mostrard que el nimero de contrac-
cion de estos algoritmos decrece en una proporcién determinada por el indice de

regularidad eliptica a.

s Resultados numéricos.

Los resultados numéricos mostraran las conclusiones de los teoremas y se com-

pararan los resultados obtenidos por cada algoritmo multimalla.



Organizacion de la tesis

La tesis ha sido desarrollada en cuatro capitulos, donde se demuestra la validez de

lo desarrollado y es como sigue:

En el primer capitulo, se desarrolla el marco tedrico.

En el segundo capitulo, se desarrolla la teoria aditiva de las multimallas y el método
multimalla para la discretizacion del elemento HCT.

En el tercer capitulo, se desarrolla el andlisis de convergencia de los algoritmos
multimalla para el sistema obtenido por la discretizacién por el elemento finito HCT.

En el cuarto capitulo, se da la implementacién numérica apoyado en el software

MATLAB.

1.2. Conceptos preliminares

Se menciona los conceptos necesarios, que se puede ver en [1], [20], [22]

1.2.1. Definicién de espacios
Espacio Ly()
Se define
Ly(Q2) = {v : vreal definidaen 2 y /v2dx < o0}

Q

con producto interno y norma respectivamente

(U, V) o) = / uvdz, ]| o) = (/ dex)1/2
Q Q

Espacio de Sobolev H?*(()

Se define
H?*(Q) = {v € Ly() : D*v € Ly(), |a] < 2},
donde
olal
Do — W, a=(a,a3), o e NU{0} vy |a] =01+ as



dotado del producto interno

(U, ) g2y = /Q(Z DuDv)dz

a<2

la norma asociada

1wl 20y = (Z | D%ull7, )" (1.1)
|| <2
y la semi norma
|ul g2(0) = (Z W)%HQLQ(Q))U2 (1.2)
|a|=2

Al espacio H*(2) se le conoce como el espacio de Sobolev de orden 2.

Definicién 1.2.1 (Normas Equivalentes)
Sea un espacio V' dotado de dos normas ||.|n1 v ||-||n2, se dice que estas normas

son equivalentes si:

Ezisten constantes positivas ¢ y C tales que c||v||n1 < ||v]|n, < Cllv||n1, Yo €V

Es conocido:
» El espacio H?(f2) es un espacio Hilbert, al igual que el espacio Ly(£2)

» La norma (1.1) y la semi norma (1.2) son normas equivalentes.

Teorema 1.2.1 (Formula de Green generalizada) Se tiene la siguiente formula ge-

neralizada de Green: Para toda funcién v € H?*(Q) y toda funcidn v de H(Q), se

—/(Au)vdx:/Vu.Vvdx—/@vds
Q Q r on

1.2.2. El Problema Biarmodnico

tiene:

Sea €2 C R? un dominio poligonal acotado, con frontera I' = 9 continua Lipschitz.
Dado el siguiente problema biarmonico con condiciones de frontera dirichlet homoge-
neo, ver (1], [14]

Encontrar u definida en €2 solucién de



Ay = f en {2
(PB) (1.3)

u:%:O en ['= 00

Donde f € Ly(Q).

Se buscard la forma variacional de la ecuacién (1.3). Para ello se define primero el

espacio

H3(Q) ={ve H*(Q):v= g_:; =0 sobre I' =00}

Multiplicando (1.3) por una funcién test v € H3(2) e integramos sobre 2, a ambos

lados y usando la féormula de Green, tenemos:

/fvdx = /UAQUd:L‘
Q Q

- /Q vA(Au)dx

= @Au vds —/ V(Au) Vudz, por Green generalizado (1.2.1)
Q

Fan

0
= —/ V(Au) Voudz
0

0
= —/ Aua—uds—I—/ AuAvdz, nuevamente por Green generalizado (1.2.1)
r T Q

0

= / AuAvdzx
Q

Formulacién Variacional

Luego, se tiene la siguiente forma variacional del problema (1.3)



Encontrar: « € HZ(Q2) tal que

a(u,v) = ¢(v), Vve HE(Q)

Donde

alv) = /A“A“dx _/ Z aa; amj o, ax]d (1.5)

= /vadx

Luego se verifica:

1. a(.,.) es acotado.
En efecto:

a(u,v) : H3(Q) x HZ(2) — R define un producto interno, pues cumple:
» a(u,v) = a(v,u). Luego a(.,.) es simétrica.

u+v,w) =alu,w) + a(v,w)

]
IS

au,v) = aalu,v), Yo = cte

]
IS

a

(
(
(
(u, ) = |ul ) >0, Vu € HI(Q)

Luego se le asocia una norma |jul|, = v/a(u,u), Yu € HZ(Q

Luego por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la forma bilineal af(.,.) es acotada,
es decir:
a(v,0)] < [0l @m0 e HQ) (1.6)
2. a(.,.) es coerciva.

En efecto:



alw,u) = /Z 81:18953 y'd

_ u Pu o, 0%
B /{ (%1 8:7018902) +(8x28x1) +(8:v2) b

= W?{?(Q)
> C’||u||fqg(m7 Vu € H3(Q), ya que son normas equivalentes.
Asi

a(u,u) > C’HUH%,Z(Q) Vu € H3(Q) para alguna constante C. [J (1.7)

3. ¢(.) es acotada.

En efecto:

p()] = | [q fol
= <f7 U>L2(Q)7 pues f S L2<Q)7 v e Hg(Q) - L2<Q)
< NWfllzallvllza@)s por la desigualdad de Cauchy Schwarz

< Mv|lpye), Yo e HJ(Q), M =cte. O

Luego ¢ es acotada y continua.

Existencia y Unicidad de la solucién de (PV)

Como la bilineal a(.,.) es acotada, coerciva y la lineal ¢ es continua y acotada, por

el teorema de Lax-Milgram el problema (PV) (1.4), tiene solucién tnica u € HZ().

1.2.3. Regularidad eliptica

La estimacion abstracta, llamada Lema de Cea, reduce la estimacion del error para

el método de Ritz Galerkin a un problema en la teoria de aproximacién, es decir, a la



determinacién de la magnitud del error de la mejor aproximacién de u € HZ(S2) por
un miembro de V}, (espacio de dimensién finita, Vi, C HZ()).

La solucién de este problema depende de la regularidad (suavidad) de u y de la
naturaleza del espacio Vj. De este modo: v — u, u € Vj, se puede medir en otras

normas.

Espacio dual

Definicién 1.2.2 Sea B(Q) el espacio definido sobre §). Se define B'(Q2) = L(B(Q2),R),
es decir si A € B'(§2)

A B(Q2) — R es una aplicacion lineal y continua.

Y se representa
A(v) = (Av), Yv e B(Q)

Luego B'(Q2) es el conjunto de funcionales aplicadas sobre el espacio B(S2), al cual

se le llama el Espacio dual de B(X) .

Y esta dotado por la norma

A,
M@= sip % con Ae B(Q)
0£vEB(Q) ||U||B(Q)

donde ||| p() es la norma en B(£2).
Definicién 1.2.3 (El Dual de H3(R2))

El espacio dual de HZ(Q) se denota por H%(Q), es decir H2(Q2) = [HZ(Q)]', con

norma

ol -2 == sup M, con ¢ € H3(Q)

0£vEHZ () ||U||Hg(9)
Estimacion de la Regularidad de la solucion del problema
Biarmonico
Breve descripcion de la regularidad eliptica

La estimacién de la regularidad se presenta en términos de las normas de Sobolev

de indice fraccionario, basado en la teoria de interpolacién entre espacios de Hilbert

8



(desarollado por Lions y Peetre) e interpolacién entre subespacios de un espacio de

Hilbert, estos resultados se pueden ver en [4], [11] y [18], y se usa la siguiente notacién
Hom+(-an [H", H™|, , paraa €[0,1] con 0 <m<n (1.8)
N——
Espacio interpolante
Donde: « se le conoce como el indice suavidad o regularidad.

H™ y H"™ son espacios de Sobolev.

Resultados para el Problema Biarmonico
Los siguientes resultados se tienen de [4], el cual menciona:

» De la formulacién variacional (1.4), la funcional ¢ puede ser elegido en un espacio

mas general H2(Q) = [HZ(Q)]'.

= La regularidad eliptica de la ecuacién biarménica, implica que existe a € (%, 1]
tal que la solucién u de la ecuacién (1.4) pertenece a H?T*(Q2) N HZ(€)) donde
¢€HQ)y

[ullz2+e@) < Callllm-2te) (1.9)

Donde: Cg depende solo de la forma de 2.

a es el indice de regularidad eliptica.

= Finalmente la siguiente estimacién de la dualidad se mantiene para la forma

bilineal a(.,.)
a(v,w) < Clv|gera)|w]gz-a@), Yo € H**(Q) N H(Q), we HH(Q) (1.10)
Para alguna constante C.

Observacién 1.2.1 Los espacios H*™, H=*™* H?*~* son definidos como en (1.8).

1.2.4. Espacio del elemento finito y los métodos multimallas

Las soluciones numéricas para el problema modelo (1.3), se puede obtener usando

el método de elemento finito Hsieh—Clough—Tocher (HCT).

Sea {T;}r>1 una familia de triangulaciones de €2 obtenidas por una subdivisién
regular, es decir: T, se obtiene por la unién de los puntos medios de los lados del

triangulo de Tj.



Sea hy, = méx{diam T : T € T}} el tamano de la malla. Luego (ver fig.(1.1)):

hi_y = 2k (1.11)

Figura 1.1: Didmetro de un triangulo T € Ty

Definicién 1.2.4 Elemento Finito Conforme.

Sea V}, el espacio del elemento finito asociado a la triangulacién Ty. Si Vi, C HZ(Q), se

dice que el elemento finito es conforme.
Definicién 1.2.5 Elemento Finito No Conforme.

Sea V}, el espacio del elemento finito asociado a la triangulacién Ty. Si Vi, ¢ HZ(Q), se

dice que el elemento finito es no conforme.

Formulacién discreta

Sea Vj, C H3(Q), (Vi de dimension finita) y sea la siguiente notacién

Notacién 1.2.1
ag(.,.) =al(.,.) para el espacio V

y se define

ag(v,w) := Z / D*vD*wdz, Yv,w €V (1.12)
T

TeT),

10



Luego una solucién aproximada de la ecuacién (1.4), se puede obtener por el si-

guiente método de elemento finito:

Encontrar: wug € Vi, tal que
(PD)
ag(ug, v) = / fvdx, Yv eV,
Q

Se define el producto interno sobre Vj,
(g Vex Ve —R
para ello se define A, : V. — V}, como
(Apv, W) = ag(v,w), Yv,w € Vj
De este modo (1.14), define un producto interno en Vj. En efecto:

i) Sean v, w € Vj:

(Apv,w), = ag(v,w), por (1.14)
= ai(w,v), pues aj es simétrica

= (Ayw,v)g, por (1.14)

ii) Sea v # 0:
(Agv,v)p = ag(v,v), por (1.14)
= vz, >0
iii) Siv=0:
(Ar0,0)r, = ax(0,0) =0, por (1.14)
Por lo tanto (.,.); es una norma en Vj, O]

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

De (1.15) y (1.16), Ay es simétrica y definida positiva respecto al producto interno

() k-

Reescribiendo (1.14), sea v € Vj,

ap(ug, v) = (Agug, V) = (fr,v)r donde f = Apuy, € Vj

11
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De este modo

(frv) = ax(ug,v)

= /fvdx, Vv € Vi, por (1.14)
Q

Luego fi € Vi es definido por

{fe,0)k = /vadx, Vv € vy, (1.19)

Se tiene lo siguiente

(Agug,v)r = ag(ug,v), por (1.18)

= /fvdx, por (1.13)
Q

= (fr,v)r, Yv €V, por (1.19)

Luego
(Akuk,v)k = <fk,’U>k, Yv € Vk — <Akuk — fk,’U>k = 0, Yo € Vk

De este modo

Usando una base para el espacio finito Vj, la ecuacién (1.20) es representado por
un sistema de ecuaciones lineales, donde la matriz principal es una matriz esparsa con
un numero de condicion muy grande.

Para dar solucién a (1.20), los métodos iterativos clésicos convergen muy lentamente
para este tipo de sistemas, sin embargo con los métodos multimalla se puede superar

esta dificultad, ya que son solucionadores rapidos (para este tipo de sistemas).

Se eligira el siguiente elemento finito para ilustrar la teoria multimalla:

» El elemento Hsieh-Clough-Tocher (HCT). Este elemento HCT es conforme. La
solucién aproximada, obtenida por este método pertenece al espacio de polinomios

de grado 3.
Ademads para solucionar el sistema (1.20) se usard los métodos multimallas.
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1.2.5. Descripcién del método multimalla iterativo del nivel k

En el nivel k el algoritmo multimalla, da una solucién aproximada del sistema
Az =g (1.21)
cuya solucién aproximada es denotada por
z=MG(k,g,z0, m1,m2) (1.22)

donde
Zp: es una aproximacion inicial.
my: namero de pasos pre suave.

mo: numero de pasos pos suave.

Sea p(Ay) el radio espectral de Ay, entonces se elige Ay, tal que:
p(Ar) < Ay = Ch;*, para alguna constante C. (1.23)
Sean los siguientes operadores de transferencia entre mallas

P,f_l : Vi = Vi1 de fino a rugoso (Restriccién)

It | :Vioi — Vi de rugoso a fino (Interpolacién)
que se definen como

(P o, w)ey = (v, IF_jw)e, Yo € Vi, w € Viy (1.24)

Método multimalla en la iteraciéon de nivel k
i) Para k =1, MG(k, g, 20, m1,ms2) = AL'g.
ii) Para k > 1, MG(k, g, z0, m1, ms) se tiene por los tres pasos que siguen:

1. Pre suavizador.
Para j =1,2,...,my

Calcular z;: z; = 21 + — (9 — Akzj-1)

Ay,
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2. Correccién de la malla.
Sea el residual: 7, = g — Arzm1.
Aplicando la iteracién del nivel (k-1), p veces la iteracion MG, con valor

inicial 0, a la ecuacién
k—1
Ap_1Tp—1 = Pk Tk
para obtener 7,_1; € V,_1 v hacer la correcion del error
_ Ik ~
Zm1+1 - Zml + k—]_/rkfl

3. Post suavizador.

Para j =mi +2,m; + 3,...,m; +my + 1. Calcular z;:

1
2 = 21+ (9 = Akzj)
k

Finalmente M G(k, g, z0, M1, M2) = Zimy tmayt1 O

Del algoritmo multimalla genérico, se tiene

Definicién 1.2.6 Algoritmo V-Cliclo
Del algoritmo anterior, si p = 1, el algoritmo es llamado un V-ciclo y se denota:

MGy .

Definicién 1.2.7 Algoritmo V-Cliclo Simétrico

El algoritmo multigrid V-Cliclo simétrico es un método de solucion iterativo para
las ecuaciones de la forma de (1.20).

Dado g € Vi y una aproximacion inicial zyg € Vi, el resultado del algoritmo

MGy (k, g, z0,m) es una solucion aproximada para la ecuacion
Az =g (1.25)
Donde: m es el numero de pasos pre suavizador y pos suavizador.

Definicién 1.2.8 Algoritmo W-ciclo
Del algoritmo anterior, si p = 2, el algoritmo es llamado un W-ciclo y se denota:

MGy .
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Definicién 1.2.9 Algoritmo F-ciclo
Si en el paso (2) del algoritmo genérico (k> 1) se usa una vez en el nivel

(k-1) sequido por una iteracion V-ciclo, el algoritmo es llamado un F-ciclo y se denota:

MGp.

Observacién 1.2.2

Si en la ecuacion (1.22) los valores my y mgy son iguales se tiene métodos multimallas

simétricos.
Observacién 1.2.3

Para el algoritmo V-ciclo, si el nimero de pasos suaves en las distintas niveles son
diferentes, se usard la siguientes notacién m(k), que representa el nimero de pasos

suaves en el nivel k. Ademds, si se cumple:
Bom(k) < m(k—1) < Bym(k) con 1<y <y (1.26)

el algoritmo es llamado V-ciclo Variable.
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Algoritmo 1 Método multimalla V-Ciclo

i) Para k =1,
MGy (k, g, 20,m1,ma) = AT'g

ii) Para k > 2, se obtiene MGy (k, g, 29, m1,msg) en tres pasos:

1. Pre suavizador.
Para j = 1,2,...,my, se calcula z; con
1
2 = Zj-1+ 5(9 = Azi)
k
2. Correccién de la malla.

Calcular z,,,+; con
Zmy 1 = Zmy + IE MGy (k—1,PF (g — Apzm, ), 0,m1, my)

3. Post suavizador.

Para j =m; +2,m; +3,...,m; +mgy + 1. Calcular z; con

1
Zj = Zj-1 -+ A—(g — Aij_l)
k

Finalmente

MGV(kv g, 20,1, m2) = Zmi+ma+1

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)
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Algoritmo 2 Método multimalla V-Ciclo simétrico.

i) Para k = 1, se define MGy (1,g,2,m) = A]'g.
ii) Para k > 1, se obtiene MGy (k, g, 29, m) en tres pasos:

1. Pre suavizador.
Para j =1,2,...,m
Calcular z;: zj = 2,1 + A—k(g — Apzj_1)
Donde A, es una constante dominante del radio espectral de Ay.

2. Correccién de la grilla.

Calcular z,,,1 por
Zmi1 = Zm + I} MGy (k—1,PF (g — Arzm),0,m).

3. Pos suavizador.
Paraj=m+2,...,2m+ 1.
Calcular z;:
2 = zj_1+ Aik(g — Apzj_1)

Finalmente

MG\/(]{?, g, 2o, m) = Z22m+1
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Algoritmo 3 Método multimalla W-Ciclo
i) Para k = 1, se define MGy (1,9, 2, m) = A]'g.

ii) Para k > 1, se obtiene MGw (k, g, 29, m) en tres pasos:

1. Pre suavizador.
Desde j =1,2,...,m
Calcular z;: z; = zj_1 + Aik(g — Apzi_q)
Donde A, es una constante dominante del radio espectral de Aj. fin-Desde

2. Correccién de la grilla.
Desde p=m+1 : m+2 hacer

Calcular z, por
Zp=2p 1 + I} MGy (k—1,PF (g — Arzp_1),0,m).

fin-Desde

3. Pos suavizador.
Desde j =m+3,...,2m + 2.
Calcular z;:
1
zj=zj1+ A—(g — Agzj1)
k

Finalmente

MGw (k,g,z0,m) = zomio

18



Algoritmo 4 Método multimalla F-Ciclo simétrico

i) Para k = 1, se define

MGF(17 g, 2o, m) = Aflg

ii) Para k > 1, se obtiene MGp(k, g, z9, m) en tres pasos:

1. Pre suavizador
Para j =1,2,...,m Calcular z;:
1
zj=zj_1 + A—k(g — Apzj1)

Donde A, es una constante dominante del radio espectral de Aj.

2. Correccién de la malla.

Calcular z,,.1 por los siguientes pasos

¢ = MGp(k—1, P,f’l(g — Axzm),0,m)

Zm+1 = Rm + []’ggflMGV(k - 17 P]fil(g - Akzm)v qlam)

3. Pos suavizador
Para j =m+2,...,2m + 1. Calcular z;:
1
2 = zj-1+ (9 — Arzj)
k

Finalmente

MGF(IC, g, 20, m) = Z22m+1

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)
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Capitulo 2

Teoria aditiva de las multimallas y
método multimalla para la

discretizacion del elemento HCT

2.1. Teoria aditiva de las multimallas

Introducciéon

El objetivo de esta seccién es presentar la teoria necesaria para establecer la conver-
gencia de los algoritmos V-ciclo y F-ciclo. La teoria aditiva de las multimallas fué desa-

rrollada en [12] , [13] y [21].

Hipétesis de la teoria

Se desarrolllara las hipotesis de la teoria para el algoritmo V-ciclo simétrico y para

el algoritmo F-ciclo simétrico.

Sea V. el espacio de dimensién finita y se definen los siguientes operadores

a) Operador identidad Idy : Vi, — Vi
b) Operador de Relajacién Ry : Vi, — Vj, definido por

1
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donde: Ay, cumple con (1.23).
c) Operador de restricciéon de malla fina a gruesa, P,f’l Ve — Vi

d) Operador de interpolacién de malla gruesa a fina, IF | : Vi y — Vi

Que estan relacionados respecto a la forma bilineal ag(.,.)

ap_1{PF v, w) = apv, I}_jw), Yo e Vi,w € Vi

e) El operador T} s m : Vi — V;
f) El operador T}, : V; — Vi v se definen como
Tikm =PI R, PFIRY, Vi <k
Thjom = Ry If_y .. RIIY, W<k
Con
T e = Ldy

21
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Relaciones importantes de los operadores
Con los operadores anteriores se verificaran relaciones importantes, como siguen

1
aj{Ryv,w) = a;((Id; — =Aj)v,w), por (2.1)

J

= aj<U7ij>7 por (21)

Luego se verifica
a;j(Rjv,w) = a;{v, Rjw), Yv,w €V (2.6)
Esta tltima relaciéon permite mostrar lo siguiente
(i) Param =1: a;(Rjv,w) = a;(v, Rjw) por (2.6)

(ii) Suponiendo que para m > 1 se cumple: a;(R}'v,w) = a;{v, R}'w)
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(ili) Veamos para m + 1:

aj(R;”Hv,w} = a;(R" Rjv,w)

= a;(v1, R'w), por (ii)
= a;(Rjv, R}”w>
= a;(v, RjR}"w), por (i)
= a;(v, R;”Hw)

Con lo que se verifica

a; (R} v, w) = a;(v, R7"w), Yu,w eV (2.7)
Para los operadores T} i m v Tk jm con j < k, si se realizan los siguientes pasos, se tiene
j j+1 k—1
aj{Tjpmv,w) = aj<PjJ+1\ P R By RZL% w), por (2.3)

-~

Y

= aj<ijHy,w)
- a’j+1<y7 Ig+1w>’ por (22)

- ) m Jjtlpm  pk—1pm 7+1
= ;4 j+1{3j+2 o Dy Rlﬂjv[j w)

g
T

= a;1 (R}, Iﬁ“w>

= aj+1<:B,Rﬁllj+1w>, por (2.7)

L J+1 pm k—1 pm m i+l
= i (PR, PRy, R I w)
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Si se realiza el mismo procedimiento anterior para los restantes k — (j + 1) pares de

operadores, se tendra

_ m j+(k—J) m j+(k—j—1) m i+l

- “J’+(H><”’Rj+(k—j)[y]'+<kw]>1) j+(k—j—1)[§+(kﬂj>2>”' Tl w)
m m — m 41

= ak<U7Rk —]11571Rk71]1§—21 T j+1]]]'Jr w)

= ap(v, T} jmw), por (2.4)

Con lo que se tiene
ai (T pmv, w) = ag(v, T, jmw), Yv € Vi, weV; (2.8)

Considerando 1 < j < k <, se tiene usando la ecuacién (2.3)

) o J m J+1 pm k—1 pm pk m I—1 pm
TJ,Lm - \Pj+1Rj+1P3‘+2 G2 Pk Rklfk+1Rk+1 s Pl Rz/
= T em : Thetm

asimismo si usamos la ecuacién (2.4) se tiene

_ m 7l m  7l—1 m k+1 pm 7k m  rj+1
Tl,j,m - le ]lfllelll—Q s Rk+1llc JRk kal ce j+1]j
= E,k,m * Tk7j7m

Luego para 1 < j < k <[, se cumplen

Tiim = TigmLkim
(2.9)
7—}7‘j7m - 7}7k7mTk7j7m

Se verificara una relacion importante, sea v € Vi, w € Vi1 y P,ff’lv eViq:
(Ap 1 PE o, whe sy = a1 (PF o, w), por (1.14)
= ap(v, If_jw), por (2.2)
= (A, IF_jw)y, por (1.14)

= (PF'Apv,w)p_1, por (1.24)
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Y los operadores Ay, A1, I} |y P,f’l son relacionados por

Ap PF = Pl A, (2.10)

Operador del error de propagacién del algoritmo
multimalla V-Ciclo

Definicién 2.1.1 Sea  Ejpym, : Vi — Vi el operador del error de propagacion del

algoritmo multimalla V-ciclo aplicado a la ecuacion (1.21), definido:
Ek.myms (2 — 20) = 2 — MGy (k, g, 20, m1, m2) (2.11)

Donde
z: Es la solucion exacta de (1.21)

z0: Es la aproximacion inicial

Se expresara los efectos de algoritmo multimalla V-ciclo, Algoritmo N°1 para k > 2,

usando las ecuaciones (2.1), (2.10) y (2.11).

(a) De la ecuacién (1.28)

Para j =1
1
7 = 20+A—k(9—Ak20)
1 g
= (Id, — —A =
(Idy, A, k)Zo+Ak

= Rpzo+ i, por (2.1)
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Luego

zZ— 21 =

Z—RkZO—Ai
k

1 1
2 — —Apz+—Arz — Rpzg — 9

Ay Ay Ay
—————
1 1 g
Idy, — —Ag) z — —Agz — —
(dk Ak k)Z RkZO+Ak kR Ak
~—_———
Re(z — 20) + —Apz — 2 (2.1)
k(2 — 20 A ¥4 A por (2.
g g

Ri(z ZO)+AI~: A por (1.21)

la dltima linea produce la siguiente relacion

Para j =2

Para j =3

Z — 29

Z — Z3

z—z1 = Ri(z — 2)

Ri(z — z1), analogo a (2.12)

= Ri(Rk(z —20)), por (2.12)

= R2(z— z)

Ri(z — z3), analogo a (2.12)

= Rp(Ri(z — z)), por (2.12)

= R¥(z— z)

Generalizando, para j = m; se tiene

2= Zm,

= R"(z— 2)
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(b) La expresion MGy (k—1, PF'(g— Agzm, ), 0,m1,my) es la solucién aproximada

de:

Luego de (2.16)

Ak_lz

Ay 1z =P (g — Apzm,) (2.16)

= P79 — Arzmy)

= Pl lg— Pl Apz,

= PFlAz— A, PF 'z, por (1.21) y (2.10)
= Ak,lplfflz — Ak,lP,fflzml, por (2.10)

= Ak_lP,f_l(z — Zmy)

De lo anterior se puede escribir

Usando (1.29)

2= Zmi+1

z=P (2= 2n,) (2.17)

2= A2y + I} MGy (k—1,PF (g — Agzim, ), 0,m1,ma)}

2= zm, — IF MGy (k—1, P,f_l(g — Arzm, ), 0,mq1, mo)

IF 2 —TF 24 (2= zmy) — IF_ MGy (k — 1, PF (g — Agzm, ), 0,mq, my)
IF (2= MGy (k—1,PF g — Axzm,),0,my,ma)) — IF 12+ (2 — zm,)
IF (B ymymy)z — IF 2+ (2 — 2m,)

IF AR iy P = P2 = 2)) + (2 — 2my), de (2.17)

{1\ Brrmymo By = I PE - Tdi} (2 = 2my) + (2 = 2m))

{(Idy, - ]l]:—lplf_l) + Illj_lEk—l,ml,mzplf_l}(Z — Zmy)
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Y tenemos la siguiente relacion

¢ =z = {(Tdy = L P + I B o D HE = 2m) (218)

(c) De la ecuacién (1.30), similar al item (a).

Para j =m; +2

Zmi+2 = Zmpplt A—(g — Az, +1)
k
1 g9
= (Idp, — —Ap)zp, =
(Idy AL k)Zmy+1 T Ay
. g
= Rpzm,+1+ -—, por (2.1)
Ay,
Luego
Z—2Zm+2 = 2z2— RpZmpy1 — Ai
k
1 1 g
= ZzZ— A—kAkZ +A_kAkZ - szml—i-l - A_k,
—_————
1 1 g
= (Id,——A — Rizm — Az — =
(Ldy, A, k)2 kZmi+1 T A, ¥4 A,

—_——

1
= Rp(z—zm41) + —Arz — i, por (2.1)

Ay Ay
g g
= Rp(z—2zm41) + AN por (1.21)

la dltima linea produce la siguiente relacién

2 — Zmyro = Rp(2 — Zmy41) (2.19)
Para j =m; + 3
2= Zmy+s = Ri(z — 2zm,4+2), analogo a (2.19)

= Rp(Ri(z — zm,41)), por (2.19) (2.20)

= Rz(z - Zm1+1)
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Para j =m; +4

2= Zmiea = Rp(z— 2zm,43), andlogo a (2.19)

— Ru(R}z = zmys1)), por (2.20)

(2.21)
= R%(Z - Zm1+1)
Generalizando, para j = mq + ms + 1 se tiene
27 Zmi+me+l = RZQ (Z - zm1+1> (2'22)

De la ecuacién (2.11)

Erimims(z —20) = z— MGv(k,g,z,mi,ms)
= Z— Zm,+me+1, Dor (1.31)
= R"™(z— zZm,+1), por (2.22)
= R™{(Idy —IF \PFN + I "Byt my PE (2 — 2y ), por (2.18)

= RM{(Idy — I} \PFY) 4+ IF "Byt my o PE 'R (2 — 20), por (2.15)

haciendo v = z — zg

By mov = R (Idy, + Ep1mymy PF — PFY R0, Yo € Vi, k> 2 (2.23)

Operador del error de propagacién del algoritmo

multimalla V-Ciclo simétrico

Definicién 2.1.2 Sea el operador del error de propagacion del algoritmo  V-ciclo

simétrico, By, : Vi = Vi aplicado a la ecuacion (1.21), definido
Eim(z — 20) = 2 — MGv(k, g, z9,m,m) (2.24)
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Donde:

z es la solucion evacta de (1.21)

2o €s una solucion aproximada

De la ecuacién (2.24), para k =1

El,m(z - ZO) = Z— MGV(l,g,zo,m,m)

= z—Aj'g, por (1.27)

(2.25)
= z—2z, por (1.21)
= 0
De la ecuacion (2.23) y (2.25), se cumplen las siguientes relaciones
Epm = Ry [(Idy — If_\PFY) + I\ Eyy o PEY] R, para k > 2
2.26)
Eim=0 2.27)
Denotando
fact; = Id; — Ij];le_l, para algin j (2.28)

Veamos una expresion equivalente a la ecuacién (2.26)

Ek,m

R [(Idy — If  PEY) + IF By P R, por (2.26)
RY (facty) Ry + RMIF By PFERY, por (2.28)
Id, Ry (facty) Ry Idy, + RPIF By PR

TremRY (facty) RO Ty o + RPTE By 1, PETIRY, por (2.5)
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usando la ecuacién (2.26) por segunda vez

= ThpmBy (fact) RV T jom
RpIf (R [(facten) + I 3By om PET) R Y PETRY

= ThrmBY (facty) RP Ty pm + RETE | RP (fact, )R PF 'R+
N—— N——

Thk—1,m Tt km
Ry T R L B P RE P RY,
= TpemB (facty) R Tk + Thp—1m By (fact—1) Ry Th—1 gm+
R T R L B P R P RY,
usando la ecuacién (2.26) por tercera vez
= TpemBy (facty) R Tk + Thp—1m By (fact—1) Ry Th—1 gm+
RPTE A B L AR [(facts ) + L5 By s m PSR} P R Py Ry
= TpemB (facty) R Tk km + Th k-1 m By (fact—1) Ry Th—1 gm+

BT R I Ry (facte o) Ry PUERY PE R +

TV
Tk k—2,m Trh—2,k,m

RPIF RP I ORT IF 2By 3, PE 2R, PE PR P 'R
= TramB (facty) R Tk + Thp—1m Ry (fact—1) Ry 1 Th1 gm+
Tk,k—Q,mRZL,Q(faCtk_g)Rzn72Tk_2,k7m_|_

m 7k m k—1 pm k—2 k—3 pm k—2 pm k—1 pm
Rk Ik—l k—lIk—QRk—QIk—3Ek*37msz—2 k—QPk—l k—lPk Rk
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si se sigue realizando el proceso anterior usando la ecuacién (2.26), se va notando una

secuencia que en la (k —1) vez se tendra

= TermB (facty) RP Ty km + Thp—1mBRE (facte—1) Ry Th1 km+
T p—2mBp o (facty—o) R o Th—opm + -+

T go—(h—2),m BY" (1 —a) (faCtim o—2)) B (1. 9y Tho—(k—2) om +

m m - m k— (k=1) pm 2 >m —1 pm
Ry [115—131@—1[5—21 Ry —(k— 2)[ (( ))Ek (k=1),m Pk (k—2) R —(k-2)* Pklf—lsz—lplf 1Rk
——

luego por la ecuacién (2.27), se tiene

= TremB (facty) R Tk km + T k-1 m By (fact—1) R Th1 gm+

Ty k—omBE o (fact—2) Ry 5 Th—okm + -+ + Thom Ry (facta) RS T jm,

= ZT,”m (fact;) BRI km
Asi por (2.28)

Z ThjmR — I P YR T pom (2.29)

Operador del error de propagacién del algoritmo
multimalla F-Ciclo simétrico

Definicién 2.1.3 Sea el operador de error de propagacion del algoritmo F-ciclo
Bt : Vi — Vi
aplicado a la ecuacion (1.21), definido
INEkm(z —29) =2 — MGFp(k,g,z0,m) (2.30)

Donde:
z: es la solucion exacta de (1.21)

2o: €s la aproximacion inicial
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Se vera un primer resultado para k =1
El,m(z —2)) = z—MGg(1,g,20,m), por (2.30)
= z—Al'g, por (1.32)

(2.31)
= z—2z, por (1.21)

Usando la relacién (1.36):

a) Para j =m+2

1
= RZmt2 = 22— {Zm-i-l + A_(g — Ay Zm+1)}a por (136)
k

1
= 2= Zm41 — A_k:(g — Ay Zm+1)

1 1
= Z_Idkzm+1_A_kg+A_kzm+l
1 1
= Z—A—kg_([dk—A—kAk)ZmH
—_————
Ry,
1 1 1
= z——A — Apz ——q — Rizpm,
z A, kz+Ak k2 Ak;g kZm+1

g

1 1
= Idpz— —Apz+—g— —
k2 Ak kz—i-Akg Ak
~—_———

g — Ripzmi

= Rpz — Rpzmi

= Rk(z - ZTTH-I)
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De este modo

b) Para j =m+3

Z = Zm+3

2 — Zmya = Ri(2 — 2my1) (2.32)

1
2= {zms2 + A_k(g — Ak Zm+2)}, por (1.36)

1
2= Zmi2 — A—(Q — Ay Zmt1)
k
Ri(z — Zpa2), de forma similar al proceso de (2.32)

Ri(Ri(z — zmy1)), por (2.32)

R%(z - Zm+1)

Finalmente se puede escribir

a) Para j =1

Z— Z1

2= Zomi1 = 2 — Zmi(mt1) = Ry (2 — Zmg1) (2.33)

z—{z+ i(g — Ay 20)}, por (1.33)

Ay,
1 1
Z_ZO_A_kg+A_kAkZO>
1 1
Z_[deO_A_kg+A_kAkZO>
1 1 1 1
At Az — —g— (Idy— —A
v kZ+Ak b (Idy N k) 20)
—_———
Ry,
1 1 1
Iz — —Apz+ —g— —g—
v kZ+Ak9 ALY Ry 20)
RkZ—RkZO
Ry(z — z0)
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Z— 2 = Rk(Z - Z()) (234)
b) Para j =2
1
z—2p = z—{z+ A—k(g — Ay 2z1)}, por (1.33)
= Ry(z — z1), andlogo al proceso anterior
= Rip(Rr(z—2y)), por (2.34)

= Ri(z— z)

Finalmente, para j = m

2z — zm = Rz — 20) (2.35)

La siguiente expresién MGy (k — 1, PF~'(g — Ap2,),q',m), con ¢ valor inicial re-

presenta la solucién aproximada de Aj_12 = P,f’l(g — Agzp). Luego

Ak,12 = Pk]fil(g — Akzm)

= PFlg— P ALz,
———

= PFlALz— Ay PF 2, por (1.21) y (2.10)
~——

= Ak_lP,f_lz — Ak_lP,f_lzm, por (2.10)

= Ak,IP,f’l(z — Zm)

Luego

z= Pz - 2z,) (2.36)
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Se vera el siguiente resultado

2= zmp = 2= {zm + L MGy (k =1, P (g — Apzn), ¢ sm)}
= (z—2zn) = IF MGy(k— 1,P,f_1(g—Akzm),q’,m)
= IF 2—1IF 24 (z—2p) — IF MGy(k—1, P,f_l(g — Arzm), ¢, m)
= I} Bpamz—¢q)—IF \PF Y2~ 2) + (2 — 2m), por (2.36)
= I Bp iz — MGr(k— 1,17 (g — Apzm),0,m)] — IF  PF Y2 — 2) + (2 — 2),
= IfflEk_l’mIEk_l,m(z) — ],’Cth,f_l(z —2zm) + (2 — zm), por (2.30)

= [,’j_lEk,meEk,LmPf’l(z — 2Zm) — I,’j_lP,f’l(z — 2m) + (2 — 2m), por (2.36)

Idg(z—2zm)

= {(Idy = I}, PN + I By Bt PE (2 — 2)

Asi se tiene
2= Zmyr = {(Idy — IF \PEFY) 4 IF By By PPz = 2) (2.37)

Se vera lo siguiente para k > 2

Ek,m(z —2y) = z— MGFp(k,g,20,m), por (2.30)
= Z— Zome1, por (1.37)
= R(z— zZm41), por (2.33)
= RM{(Idy—IF_ P*Y) 4+ IF By By PE' Y (2 — 2,), por (2.37)

= Rp{(Idy — I} PE) + If\By1 By 1 PE'}RY (2 — 20), por (2.35)
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De este modo se tienen los siguientes resultados importantes

EmzRﬁ(deﬂﬁfﬂ+¢gmﬁmﬁ4mﬁ4]?,mmeZ
(2.38)
v de (2.31)

Eypm =0 (2.39)

2.1.1. Las hipétesis de la teoria aditiva

Una teoria aditiva para el analisis de convergencia de los algoritmos multimalla V-
ciclo y F-ciclo, se desarrollé en [21], basados en los operadores de error de propagacién

de los algoritmos multimalla V-Ciclo y F-Ciclo simétrico, ecuaciones (2.29 ) y (2.38).

Definicién 2.1.4 (Norma dependiente de la malla)
Una herramienta tmportante en el andlisis de la convergencia, es la norma depen-

diente de la malla |||.|||sx definido como sigue:
lolllox = (AL, 00k, Vo€ Vi (2.40)

Definicién 2.1.5 (Norma de la energia)

Se define la norma de la energia

[0lla, = Var(v,v), Yo eV (2.41)

Para abreviar ciertas expresiones se usaran las siguientes notaciones:

Notacién 2.1.1 57 X e Y representan expresiones:

Se denota como X <Y |, si X <CY, C =cte independiente de la malla

Se denota como X =Y ,si X SY e Y <X

De la ecuacién (1.12), ag(v,v) estd bién definido para v € Vj_1, puesto que estd re-

presentado por la misma expresion. Luego
ag(v,v) = ag_1(v,v), Yo € Vj_4 (2.42)
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De acuerdo a la teorfa desarrollada en [21], se requiere verificar las siguientes hipdte-

sis para completar el andlisis de la convergencia:

Hipoétesis A, sobre V,

(v, v)r = ||U||%2(Q)a Vv €V (2.43)
[0lay S b2 0llac), Yo € Vi (2.44)

Hipétesis B, para los operadores de interpolacién entre mallas I} | y P,f’l

17yl

2k < L+l + CLO R 0] |24ak—1s F0 € Vi, 0 € (0,1) (2.45)

15 10l3ag < (L + )05 ap-1 + Co0 2R |[V]34-1, Y0 € Vi, 6 €(0,1)
(2.46)

P 0l ahr < (14 O 0ll3ak + CsO72 R0l 2, Vv € Vi, 6 € (0,1) (247)

con las constantes C',Cy y (3, son independientes de la malla.

Hipodtesis C, para el producto de operadores: I,’j_lP,f_l y P,f_ll,’j_l

1(Tdy — Iy Py )olllo-ak S Rl l0lllz4ae, Vo € Vi (2.48)

(k-1 = P _y)vlllz—ag-1 S BRll0lllze-1, Vo € Vi (2.49)

Basandose en estas hipdtesis, se establecera la convergencia de los algoritmos V-ciclo

y F-ciclo.
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2.1.2. Estimaciones preliminares

Sea el operador Ay : Vi, — Vi, definido en (1.14). De (1.15) y (1.16) Ay es simétrico y

definido positivo con respecto al producto interno (., .}, y se tiene la siguiente relacién
ver ([7])

ap(Ajvr,v2) = ag(vy, Ajva), Yui,v9 € Vi, s€ R (2.50)
Ademas sea A un autovalor de A, y v € V}, el correspondiente autovector. Entonces
ag(v,v) = (Apv, V) = (A, V) = Mo, V)

Despejando A

P ak<U,U)
<’U,U>k
vz
= v U>kk por (2.41)
vz
< " por (2.43)
ClolL,@

(h [0l (2)?

< CHUH%Q(Q) por (2.44)
S
Luego el radio espectral p(Ax) de Ay cumple:
p(Ar) S (2.51)

Propiedades de las normas dependientes de la malla

a)
lolllor = v/ (v, 0k = (V]| o), Yo € Vi (2.52)
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En efecto:

En efecto:

En efecto:

oo

= +/(v,v), por (2.40)

= @/||U||%2(Q), por (2.43)

= ||U||L2(Q)

O

l[olllzr = Var(v,v) = o]l Vo € Vi

Sea v € Vi :

l[olllzn =

Azl

Azl e

= |||v|||¢+ask, YV E Vi, s, tE€R

(Agv,v)y, por (2.40)

ax(v,v), por (1.14)

[0]as

0

\/ <A;§ Asv, Ajv) por (2.40)

t+2s

VAT o, Az,

t+2s5—2
Qg (Ak 2

v, Ajv) por (1.14)

\/ak (A7A
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k

v,v) por (2.50)

(2.53)
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4s+t—2

= ap(A, * v,0)

o 4s+2t—2
= \/ (A4, * v,v), por (1.14)

= |[|v|llasstk, Yv € Vi, s,t €R por (2.40) O

d) La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que

[o]lloes = sup G0) ey Vie R (2.55)
weVy—{0} [lwlll2—.x
En efecto:
(v, w)] = Jax(A AL 0, w)]

= |ak(AZ/4v,A,;t/4w)| por (2.50)

IA

t/4 —t/4
AL 0o 1A 1) |y

= \/ak(AZMU, AZ/4U) \/ak(A;th, A,:t/4w)

= \/ak(AZ/zv,v)\/ak(A,;t/Qw,w) por (2.50)

P 2=t
= \/(Ak2 v,v)k\/<Ak2 w,w), por (1.14)
= vlllz+elllwll2-

= lar(v,w)] < (l[vlll2en [llwlll2-i

ap(v,w
lac(v. W)l e e R
I[[w]l|2—¢x
ag(v,w)
= |[[vllle+ex = sup 0, vveV,, VteR O

weVi\{0} [[w]] ’27t,k
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Como Aj, es simétrica y definida positiva, sus valores propios son positivos, lue-
go: Sean: 0 < A\ < Ay < --- < A, los valores propios de A, y ¢1,¢2,- -, ¢y, l0s

correspondientes vectores propios, que satisfacen la relacion de ortonormalidad.

1si i=j

(Pis D)k = 0ij = (2.56)
’ ! Osi i
Para algin v € Vj, se puede escribir
ng Nk
v = Zciqﬁi entonces (v, v) = Zcf (2.57)
i=1 =1
En efecto:
ng ng
(v,v)p = <Z Cii, Zc@-d)m
i=1 i=1
ng ng
= Z<Ci¢i,zci¢i>k
i=1 i=1
ng
- Sa o
i=1
También

ng ng
(Ajv,v), = <AZZci¢i,Zci¢i)k por (2.57)
i=1 i=1

2

= Z<AZ Z Ci®i, Ci¢i>k
i=1

=1

Nk ng

= Z<Z Ci AL 0i, Cidi)k (2.58)

i=1 i=1

s ng

= > O i cidi

i=1 =1
Nk

= Z c?/\f

=1
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Adems3s

ng
(Ajv,v), = Zcf)j por (2.58)
i=1

ng
% Z ¢ por (2.51)

S
i=1
= h.*{v,v), paratodo s >0
De este modo se tiene
(Ajv,v)p < h*(v,v), paratodo s> 0 (2.59)

Adema4s

s/2
oll2, = (A20,0) por (2.40)

= <AkAZ/2_1U, U>k

= ak(AZ/ZLA,;t/ZLA,(:_Q)/QU, v)

_ ak<A;t/4+(572)/2v’Az/4v)

_ <AkAI;t/4+(s—2)/ZU’Aw]f{/4v>k
= (A, A

s/2—t/2 4 4
= (AP A, A ),

AN

PR AV AVRY s >t por (2.59)

_ h}:?(s—t)ak(Al(gt—4)/4v7AZ/4U)
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_ h]:Q(Sft) <AZ/2'U7 ’U>k

= b |lo]|[2,, para s >t

De este modo se establece una importante estimacién inversa
Iolllsx S b N0lller, Vo€ Vi, 0<E<s (2.60)

Para el operador de relajacion Ry, : Vi, — Vj, definido en (2.1), se tiene los siguientes

resultados.

Lema 2.1.1 Las siguientes propiedades de suavidad se mantienen para 0 <t < s < 4:

@)

I Brv[llse < [[|0]lls e, Vv € Vi (2.61)
b)
R vlllsn S ki COm= DM o], Vo € Vi (2.62)
Demostracién:
n
a) Sea v €V YU:ZCi¢i
i=1
Entonces
1
Ry = (Idp — —Ag)v, por (2.1)
Ay,
1
= v— A—kAkv
ngk 1 N
= Z i — A_k Z Apci;
i=1 =1
Nk 1 N
= Z Ci; — — Z Aic;di, pues \; y ¢; son valores propios de Ay
i=1 Ay i=1
= 1 ——)cio;
;< )0
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Y se tiene

Nk

Row=> (1- i—i)cm (2.63)

=1

Luego
I1Rxvll2, = (A)?Rev, Rev)i por (2.40)

ng ng

Yy s
= (4" 1— )i 1 — -5)eid or (2.63
(4 7;:1( Ak> ) ;( Ak) ¢i)r por (2.63)
S Ai /2 = A
= 1— =) Al 1 — —2)eibs
Q=g dlor 30 - Fes
)‘f/2¢i
Nk ng
D= e D= o
= Z(l - A_l)%?)‘f/ (@i , ¢i)r pOT (2.56)
= A2 <1 — _l> c
2R
C /2 ;i s
s 2 i i
< ;Ai CiapueS)\i<Ak:>A—k<1:><l—A—k)<l
= (AZ/QU’U>;€, por (2.58)
= [lv[llZx por (2.40) O

b) El operador Ry es lineal. En efecto:

Sea v,w € Vi y ¢ = cte

1
Ri(cv +w) = (Idy— A—Ak)(cv + w)
k

1 1
= cldpv — c—Aw+ Idyw — —Apw = ¢ Rpv + Ryw
Ay Ay,
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Afirmacién:

=1 Ak
En efecto:
i) Sim=1: Ryv= ZZl(l — A—k)clgzﬁZ por (2.63)

ii) Suponiendo que se cumple para m — 1:
ng )\
m—1, _ _ Zim=1). 4
R v = ;(1 Ak) Cii
iii) Para m:

Tvo= Ry(Ry )

Nk

= Rk(;(l—j\\—;)(m_l)ci¢i) por (2.65)
_ v i (m-1)
= Z{(l - A_k:) ci Rpgi}

=1

= Z{ )0 e (1dy — - A)n)
= Z{ 2y, z<¢i—Aik@>}

Ny e A

= Z{ z(bz}
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Entonces

m s/2 pm m
IRyl = (A2 Ry, Ry,

s Nk )\l . N )\l .
= <Ak/22(1 — )", Z(l — )ei;)  por (2.64)
i=1 A i=1 Ay
- <§:(1 - ﬁ)mcz AP i(l - ﬁ)mcz‘ﬁbﬁ
P Ay —— = Ay,
X2
Nk . )\Z . N )\ "
= Y N"a- VA > (1= )"
=1 j=1

7 (]

o ng )\Z 2m )\Z (s—t)/Z
S g) () s e

a(et) " A\ A\ BT t/2 o
S h Z (1 - A_k) (A_k) N/ ¢t por (2.51)
=1 _
< e { sup (1 — )" ] SN2, haciendo x =
0<z<1 i1 Ak
S hJZQ(S_t)mf(Sft)/Q(AZ/Qv,v>, por Anexo (1.0.2) y (2.58)

= by, 2 |12, O

Se verd algunas relaciones importantes de los operadores I} | y P,f_l.
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Se tiene

Il < ()0l -y + CrO2RIvll[340 k1 POr (245)

S @I, + Cro 2R [olll3 -, por (2.60)

L+ )5+ Cro2vll34— por (2.60)

— Il [(14+6)+Ci072, 0<f<1y 3C>(1+6%)+Cr0

S Ml
Asi
NI vlllzn S Mlllog-1, Yo € Vi (2.66)

También

(Idi-y = P ol S0 B2 (Tdiey — P )0l ll2-a-1, por (2.60)

Y

hiflhi(illllvlllua,k_l, por (2.48)

Y

= by |lvlll2+ak-1, pero hx_i = 2hy
= (2h)*[v][l21ak—1

S () llolllzvar—

De este modo
I(Idr—1 — B I Dolllag—1 S hplllolll2rak-—1, Yo € Viy (2.67)
De (2.2) se tiene

ak_l(Plf_lv,w) = ak(v,lﬂlw)
< folllag 1172y, por (2.55) para t =0

< |lvlllz Nwlll2 -1, por (2.66)
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ar—1 (P v, w)

Ifewfll25-1

< [lfolllzx

tomando supremo a ambos lados
k—1
ap—1 (P v, w)

sup < sup |[[olllax = [[|olll24
weVi_1\{0} H‘w‘“lkfl weVi_1\{0}

-~

= 1B 0ll2a-1 < olll2p, Yo € Vi, por (2.55)

y se tiene la siguiente relacion
1B olllo -1 S Molllzn, Vo € Vi (2.68)

Lema 2.1.2 Dado un nimero w € (0,1), las siguientes estimaciones se mantienen

para un m suficientemente grande:

a)

7K By olllage < (1 + w)llolllzp-1, Vo € Viey (2.69)

b)
1P R vlllo-ak-1 < (L +w)ll[vlllz-ar, Vo € Vi (2.70)

c)
B I vlllz4an < (L4 w)llv]llz+ap-1, Vo € Vi (2.71)

Demostracion:
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a) De (2.45) se tiene

I Ry olll3 e <

IN

IN

b) De (2.47) se tiene

112 Ry o131

si m/? >

Cw

L+ w?) | Ry yol12 0 + Cw 2k | R ol 13 0k

(1 + w?)h 2P m =02 ||o] |2, +

Cw 13 W27 Im GO o7, por (1.13)
sit=2 y hyp_1 = 2h; se tiene

(L+w?)[ol13,, + Cw2 272 m=2||lo][3,,

@+ W)l 5 + Cwm=Poll)3 -y, € =C27%

Nol3 5 (14 w? + C'w=2m=72)

1,,,—3

si me/? > — 1+’ +Cwm™? < (1 +w)?

loll3e (1 +w)* O

= L+ w) IRl o + Cw™hE || R 13
por (2.62) y para t =2 — « se sigue

S @+ w)[oll-qx + Cw=2hh* m=> M ][5

= L+ w)olll3-or + Cw m=2||ll3_q

= ol (107 4+ Cu? o)

-3
= 1+w?+Cuw?m 2 < (1+w)?

< Al axd+w)?* O
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c) De (2.62) se tiene

IR IR ol ey S im0l 134

~

< It mm {1+ w13 oy + Cw i ([[o]l3 40 p—s ), PO (2.45)

= I mm (L ) [0l oy + Cwm 2 ol13

Corolario 2.1.1 Sea j < k. Dado algin w € (0, 1), para un m suficientemente grande

se cumple las siguientes estimaciones

a)

T kmlllz—a < (1 +w) [[[0]ll2-ak, Vo€ Vi (2.72)
b)
NTsjmvlllz+ar < (L+w)* [[v]l24a, YvEV; (2.73)
Demostracion
a) De (2.3) se sigue
L kmv|ll2—a; = |||PJJJrl TR P RY||l2—a;, hay (k— j) pares de operadores

< (U+w)|| PR, - PR vllaagir, por (2:70)

(k—j—1) pares

< (14 w)*||v||la—ar por (2.70) y repitiendo el proceso. O
b) De (2.4) se sigue

Tk jmolllotar = ||BPIE ... ﬁlljovaM,k, hay (k — j) pares de operadores

< (W)l R REA T vllbas, por (271)

(k—j—f),pares

< (1 +w)*D|v|]|21a; por (2.71) y repitiendo el proceso. O
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2.1.3. Una desigualdad fortalecida de Cauchy-Schwarz

Se deduciran algunas estimaciones sobre los operadores T}, ; , ¥ T}k m- Se haran las

siguientes simplificaciones para facilitar el desarrollo.

Notacion 2.1.2

Tyjm por Tk
Tjkm por Tjy

Sean las desigualdades que se verifican y su demostracién estdn en el anexo (1.0.1),

(1.0.2) y (1.0.3)

2ab < 0%a® +07%b*, Va,b€ R, 6€(0,1) (2.74)
(a+b)?*<(1+60a*+(1+02*, Va,be R, 6€(0,1) (2.75)

(a+b)? < (14 6*a* + 0072, Ya,be R, € (0,1), C =alguna cte.  (2.76)
Propiedad 2.1.1 De (2.4) se sigue

Toj=RPIE Ry I RI DY = RPIF | Ty (2.77)

J/

Tk:,j
Lema 2.1.3 Sea k < K. Entonces la siguiente estimacion se cumple

Tk kemlll2.x S l0lll2x YU € Vi, para un m suficientemente grande.  (2.78)

Demostracién:

Sea v € Vj,.Para algtin w € (0, 1) se tiene

\HTK,kymv\H%,K = CLK(TKij,TKjk’U) por (253)
= ag(RE IE | Tx 140, REIE Tk 14v) por (2.77)
= |RR I§_ Tx1wvlls,

= |IIRE Iy Tk—wvlllzx  por (2.53)

IN

I175_1 Tk-1xv|l3% por (2.61)

= ag(IE | Tx_1pv, IE | Tk _14v) por (2.53)
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= CLK_l(PII({_IIII({_lTK_LkU s TK—I,kU) por (22)
= ag1(Tx_1pv + (P ' IE | — Idg 1 )Tx-1x v, Tr_1x0)
= ag (T 140, Tre_140) + ax 1 (PETUE | — Tdg )Tk 140, Tie_140)

por (2.53) y la desigualdad de Cauchy Schwarz, se sigue

< N Txravll13 ey + P Ty = Tdg—1) Treoa w0l | Toe 10|21
< I Tx-rwvlll3 -1 + P I Tk-1vlll21ax-1 [Tk -140lll2, -1, por (2.67)
e o
< I Tk-awvll3 e+ {0725 Tk rwvll3 0,1 + ClTk-1s0ll5 1}, por (2.74)

= (L4 )Tk -1 0 l3 -1 + OO R M Tre 1034001
Por (2.73) y para m suficientemente grande se sigue

= (L + 0N Tx 1 x0ll13 -1 + COZ” A (14 w)*F9 ][5,

Luego se tiene
1Tk pmoll13.6 < (14 0% Tx—1001113 10—y + CORE P (L 4 w)*E0o][|3,, 4(2.79)

Si consideramos esta desigualdad y la volvemos a iterar sobre ||| Tk_1kmv|||5 51 ¥ se

tiene

K

I] a+62)

q=k+1

alpha

1Tkl e < lvlllz -+

(2.80)

K K
cl X ( 11 (1+93)> 0,2 (1+w)* P D | of]13 0
q

A
= =p+1 ~~
p=k+1 P+ beta
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donde 6,1, - - - , Ok son nimeros arbitrarios entre (0, 1). De (1.11) tenemos h, = 2¥~Ph;.

Eligiendo
4
— (= a/2 1
w=(3)
se tiene
- 2(p—k) 1,200 __ 401_/2 2(p—k) 1200 __ q—a(p—k) },2c
beta := (14 w) h," = (3a/2) h,t =3 h, (2.81)
Para k+1 < q < K, sea
2
0y = (3)H2 (2.82)
Usando (2.82) se tiene
K K 5 (K—k) 5
alpha == ] 1+62) = ] {1+(§)a<q—k>} =11 {1+ ()"} =pn < oo (283)
q=k+1 g=k+1 J=1

usando (2.83), (2.82) y (2.81) se tiene

K K
omega = Z ( H (1 +9§)> 0,2 (1 +w)2(p_k)h}2,i

p=k+1 \g=p+1 h ~
N —~ 4 beta

alpha

K
Z 1 9p—2 3—a(p—k)hio¢

<
p=k+1
K92
= n Z (§>—a(p—k) 3-op—k) p2o
Pk (2.84)
K
= Y e
p=k+1
(K—k)
- Y
=1
G
=p2<00
= p1p2 W
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Regresando a (2.80) y por (2.84) se sigue

Tk kmollze < palllolll3 5 + Corp2hi 011310

< pullolli3, + Corpahihy*[olli34, por (2.60)

(2.85)
= |[lvlll3x{r1 + Cpip2}
< loli3e O
Corolario 2.1.2 Sea k < K entonces se cumple la siguiente estimacion:
Tk cmlll2e S Vlll2.ks Yo € Vi, para m suficientemente grande. (2.86)
Demostracion:
Nk xmolll3, = |Texmvlls,, por (2.53)

= ap(Th,km? 5 Thim?)
= ag(v, Tk pm Thxkmv), por (2.8)
—

= GK(U> TK,K,mU)v por (2-9)

= ak(v, Idgv), por (2.5)

= ag(v, v)
= Iz,
= [l O

Lema 2.1.4 Sea k < K. Entonces se cumple la siguiente estimacion, para un m sufi-

cientemente grande

Tk kmvlll2-ax S [[[0ll2-ar, Vo€ Vi (2.87)
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Demostracion:

Sea v eV,

1 Txavll3-ax = WRRIE \Tx-100ll3_0 k. por (2.4)
< MK Tk-100| 13- x> POT (2.61)
< (4N T30 -1 + CORREN i 1001113 -1, POT (2.46)
para m suficientemente grande y 0 € (0, 1) se sigue

< A+ Tr-140ll3 o 1 + COLRIENII > pOr (2.78)

Iterando esta desigualdad sobre ||| Tx_1xv||[3_4 x_; Se tiene

K
1 Trpvl 30 < [ IT a+6) | 1vll3_ax
q=k+1
(2.88)
K K
+C | Y ( 11 (1+9§)> 0, 2k | Ivlll5.
p:k—&-l\ q=p+1 |
a%a
donde 01, -, 0k son nimeros arbitrarios en (0,1). Asi como en la demostracién del
lema (2.1.3), si se elige
1 ola—h)/2
6, = (§> , para k+1<¢< K (2.89)
Se tiene
K K 1 (K—k) ]
L 2\ _ Nalg—k)y yail
alpha = ] 1+62) = ] {1+(G)" ™} = H {1+(5)¥} = pr < 00 (2.90)
q=k+1 q=k+1 j=1
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también, usando (2.90), (2.89) y hy—1 = 2hy — h2* = 22047P) p2e se tiene

K K
omega = Z ( H (1+9§)> 0, 2h2

p=k+1 \g=p+1
NS -~ 4

alpha

IN

K
-2 12«
P Z 0," Iy

p=k—+1

K
= M Z hia@f
=kt (2.91)

K

= Y e
p=k+1
(K—k)

= by (@7

Jj=1
—_———
=p2<0

= p1p2 Ii®

Regresando a (2.88) y con (2.90), (2.91) se sigue

Tk roll5ar < pullloll3 o + Cor pa B3 B l[olll5_a
= |HU|H%—a,k{Pl + Cp1 p2} (2.92)

S MMollzar O

Lema 2.1.5 Sea k < K. Entonces se cumple la siguiente estimacion
1T, rem0l 3 S Moll3—a i + R M0IE K0 Yo € Vic (2.93)
Para un m suficientemente grande.

Demostracion:
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Sea v € Vi

1T xvll3 o = P RE Dt VI3 ag, Por (2.3)
< T+ R DNEE D Thrk VI3 apiat
091;21 hiiﬂHRgﬂ Thi1,x U|”%,k+1 por (2-47)
< A+ )T vlBoakr + C 0y BRI T vllI3 1, por (2.62)

< (U4 B ) Tl s + OO0 lol]13 1, por (2.86)
para m suficientemente grande, donde 0,1 € (0, 1) arbitrario. Iterando esta desigual-

dad sobre |[|Thy1,50[[15_ 4441 S€ tiene

K
I Tkoll3-ar < | TT )| loll3-ax
q=k+1
(2.94)
K p—1
+C | Y ( I1 (1+9§)> 9;2’1;2,1 1101112,
p=k+1 \q=k+1
eligiendo 6, como en (2.89) y usando (2.90) y (2.91) se tiene
T remvll3-akx S prllvlE-—ax + Cor p2 B[V &
S lEax + BElvlE, O
Lema 2.1.6 Sea k < K. Entonces se cumple la siguiente estimacion
Tk cm T Vlll2-ap S [vlll2-ap, Vo€ Vi (2.95)
Demostracion:
De (2.93) se sigue
Tk rcm Trciam V3o S 1TVl 3-ax + BN i m v[113 1
S MWHE—ar + AR vll5,  por (2.87) y (2.78)
S MllB—ak + AR ™ lvll3—  POT (2.60)
S |vlll5-k para m suficientemente grande. O
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Con los resultados anteriores se establecera el resultado mas importante de esta

seccion.

Lema 2.1.7 (Desigualdad fortalecida de Cauchy-Schwarz con suavidad)

Sea 1 < j<k<K. Dado algin w € (0,1), se cumple la estimacion siguiente

q q
aK (TK,j,m ijj ) TK,k,m Rkvk) <

~Y

(2.96)

—a 14+w k=i o Y
K /2( 2e ) <hj |||Uj|||2—a7j) (hk |||Uk|||2—a,k;)

se cumple para todo v; € V; y v, € Vi, con m suficientemente grande.

Demostracion:

Se requiere algunos pasos previos.

, h 1
— _ 9k— k_
Luego, usando (2.97) se sigue
L+ w)"™ b\
Sea beta = A+w)? (h
qa/2 hj

(2.98)

= q_o‘/2 1+w o
201

Sea v; € V; y v, € Vi y dado algin w € (0, 1), se sigue

ag (TK,]‘ R?Uj s TK,k szk) = aj (R;] vy, T’j,K TK,k RZ Uk) , por (28)

< |IR5v5lll2 40 T Trcr B vklll2-a; por (2.55)
= [IRjvill2vas [ T5k By velll2-a; por (2.9)
< Rvjlllz+ag (1+w)* DR vglll2-ar por (2.72)
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S IR§vsllaras (14 w)* D [[og|lla—ar por (2.62)

—(2c —a —i
S 0 2 ol (14 w)* ) [[opll-as por (2:62)

—(20)

S 2 lellas (14 0 ol la-a

(1+w)kij hk “ —a —a
= T h_J (hj |||Uj|||2—a,j) (hk |||Uk|||2—a,k)

b;tra
k—j

—a I +w —a —a

= q /2( 2a ) (P “Mvilll2-aus) (i vl ll2-ai) por (2.98)
con m suficientemente grande. U

Corolario 2.1.3 Sea vy € Vi, para 1 < k < K. Entonces la siguiente estimacion

K K K
ax (Z TickmBRivk, Y TK,k,mRka> Sa Y ol (2.99)

k=1 k=1 k=1

se cumple para m suficientemente grande.

Demostracion:

Sea w € (0, 1), del lema (2.1.7), se tiene

K K
aK <Z TK,k,mRZUk,ZTK,k,mRZUk> = ZCLK (TijR Vg, ZTKka Uk)

k=1 k=1 j=1 k=1

K K
= 3 Y ak (TijmB;, T pm R\ 2.100)

=1 k=1

q q
aK TK,jijj, TK,kRk Uk)

Mx

J=1

B
Il

1
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Eligiendo w tal que (1 +w)2™* < 1, de (2.100) y usando la desigualdad de Young se

sigue
K K k—j
S Y () 5 ollas) (oo k> 5 por (290
=1 k=1
K
< g (Z 7 vsll2- ay)(hialllvkllb—a,k))
7=1 k=1
K
S a2y hEonl o
para m suficientemente grande L.

2.1.4. Convergencia de los algoritmos V-Ciclo y F-Ciclo

En esta parte se establecera el comportamiento asintético del niimero de contraccion

de los algoritmos V-Ciclo y F-Ciclo con respecto al nimero m de pasos suaves.

Definicién 2.1.6 (Operador auziliar)

Sea el operador auxiliar E  : Vi — Vi definido por:

K
Excm = I Ticham | B Iy = T PE 2 AL (T — I8 PER] | Tiic
k=2

Lema 2.1.8 La siguiente estima:

1€k molllene S m™ 2 |[vlllax, Vv € Vi (2.101)
Se cumple para m suficientemente grande.
Demostracion:
Sea v € Vi y sea
vp = (Idy, — IF_ PFYR2 AP (Idy — IF PP"Y)RY T i v (2.102)

K K
CLK((C:IQmU,SK,mU) = aK (Z TK,k,mRZnUM ZTK,k,mRvak>a por (216) y (2102)

(2.103)

m=2 Y b |onl 3 por (2.99)
k=2

AN
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para m suficientemente grande.

Por (2.102), se sigue

orlllz—ans = [I(Tdi = IE PEY 22 ALY (Tdy, — I PEYRETh gm0l [l2-a
< Rl 2 AL (Tdy — I P RE T gm0 |24 DT (2.48)
= 1A (Idy — IE\ PEY R T e [l240k

= A AP (Idy — IF PEY R T el o, pOX (2.54)

= A (Idy — IE PO R T e |2

Luego se tiene
vellla—a S 1AL (Tdy — IE PE) Ry T el (2.104)
Sea
= (Id, — I} ,PFYRY Ty gmv

y sea

Auz _Zh 20| A (Idy — I 1Pk ") R Teacmo |15
k=2

wk

Entonces:

K
Aur = Zhlz%‘ (AkA,;aka , A,:a/4wk>k, por (2.40 )
- Zh‘2"‘ (A wy , AL (Idy, — IF  PFY) R Ty i), por (1.14)

= Zh‘2"‘ (AL Ay, (Idy, — IF  PFY) R Thogemv), por (2.50 )
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Asi

Luego:

K
7 an(h A Pw, (Tdy, — IE PETY) R Thogmv), por (2.50)
k=2

K
Z{ak(hghA;a/zwk, R?Tk’]{’mv) — ak(hlzzaA,:aﬂwk, ],’;flplfilRZLTk,K,mU)}
k=2

por (2.6) y (2.2), se sigue

K
> {an(By b AP we, T e mv) — axoa (P 2 AL 2wy, PERY T e mv) }
k=2

por (2.2), se sigue

K

Z{ak(R?hgz‘J‘A;aﬂwk, Tk’]gmv) — ak(I,’;flP:ilhI;2aA;a/2wk, RZL ThK,mv)}
k=2

por (2.6), se sigue

K
S {an(RY b A7 Tosemt) — an(RPTE PE W2 ALy | Thge)}
k=2

K

" (B (Idy — IF L PEY) A wy  Thgenv)

k=2

K

ZGK(TK,k,mRZn (Idy — I,]j_le_l)h;QO‘A,:a/zwk , v), por (2.8)
k=2

K

arc (3 Tk By (Idy — IE PR Ay )
k=2
S;Q:nv

K
S AC T = TP R Tl = ax(Excvv)  (2:106)

k=2
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|||5Kmv||]§K = ag(Exmv, Exkmv), por (2.53)

K

S mmy ool 3_a s por (2.103)
k=2

K
_ 7k k—1 m
< m—a/2z hl;2aH’Aka/4(Idk Liaby™) B Tk*Kvm”mg’k, por (2.104)
k=2

= m~*2ag(Ekmv,v), por (2.106)
< m~ || Exm] |2k |||v||l2.k, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz [

Seguidamente se muestra la convergencia del algoritmo V-Ciclo.

Teorema 2.1.9 (Convergencia del algoritmo V-Cliclo simétrico)

Sea Ey, ., el operador de error de propagacion para el algoritmo V-Ciclo, definido en
(2.24). Entonces existen constantes positivas C' y m., con C independiente de la malla
tal que:

C
Bk molllo < =l Vo € Vi, m > m, (2.107)

Demostracion:

Si K >2,seaveVgy
vp = (Id, — I} PF™") Ry Ty ke mv (2.108)
Entonces

K K
(057¢ (E[va,EK’m’U) = aK (Z TK,hmRZLUk, ZTK,k,mR?vk>a por (229) y (2108)

k=2 k=2
(2.109)
K
S w2y okl 13- por (2.99)
k=2
para m suficientemente grande.
Se tiene
lvklll2—ar = H]A,;a/zlvk\Hg’k, por (2.54), parat =2, s= —a/4
(2.110)

= (A7 (Idi = IE\PEY) RETh semvlll2, por (2.108)
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Luego

I[Exmvlll5x = ax(Exmv,Exmv), por (2.53)

K
m 23 b2 gl 3 pOT (2109)

S
k=2
K

= m YA (Tdy — I PEY) R T mvl 3, por (2.110)
k=2

= m~? ag (Exmv,v), por (2.106)

< m—a/2

Ex mV|l2.x ||v]||2,5c, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
—_————

S mPmm o] [la ko]l por (2.101)

= m=[lolll5 &

Asi

IExmollloxr S m=2||v]||2x

IA

Cm=2|[v] ]2k

para C' constante positiva independiente de la malla. [
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Algunas relaciones importantes que se necesitaran. Por (2.62), para t = 2 — a, se

sigue:

1Ry (1de = I PEY) Rl S cm=| (T = T BE) BP0 |-

<t mT AR ||| Ry || 24, por (2.48)
= hem M| Ryl 24am
S hgmm (o] g,

por (2.62) con s =2+ a, t =2

—a/2

= m= ol

Asi se tiene:

“ o]l (2.111)

’\|R?ffdk —If P RZ”Q| 20k ST

-~

También

IR I BB Py B [l < by B0 GO | T By By P R

por (2.62), para t<s=2
= I Bha mEr 1 PEERI |||, 81t =2
< Bkt Bop— 1 PE R [|24—1, pOT (2.66)
< Om|[Eporm P R |21, m>

por (2.107), C cte. independiente de la malla

Luego:

[RPTE By Bt PET R S 2| Ererm PET R (|21

(2.112)

para m > m,
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Teorema 2.1.10 (Convergencia del algoritmo F-Ciclo)
Sea INEkm el operador de error de propagacion para el algoritmo F-Ciclo, definido
en (2.30). Entonces existen constantes positivas C' y m,, con C independientes de la

malla, tales que:
~ C
[Bemtllln < —gllolllas, Vo Vi, m>m, (2.113)
Demostracion:

Sea v € V. Considerando que el niimero de contraccion en la j-ésima iteracion del

algoritmo F-Ciclo es 7;, es decir cumple:

N = sup NEsmollas <j<k (2.114)
veV;\{0} [v[ll2,;
I Ermvllze = IR [(Idk —If P + ]IljflEk—LmEk—lymPIf_l] Ri*vll[2, por (2.38)
< IRy (Id — IF PE) Bolllog + N RETE BroymBEr 1 m P RE 0|20
S b tmT | (Tde — L By Y) Rolllaan +
I1E B Bt PE R ||, pOT (2.62)
por (2.48) y (2.66), se sigue
S by m B[R0l 2vak + N Bamt mB—1m PE RE0 261

por (2.62) y (2.107), se sigue
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Asi

hgm= o by oo + 2| By PE R |21
m=2|[v][|o + 2 || Eg—tn PE T R0 |261

m= || [v]llax +m= iy [|[PET R |||, por (2.114)
m= 2 | |v][lan +m= 2 || R0l [|o ks por (2.68)

m=2 ||[v] [l +m= 2 ||[v] |25, por (2.62)

m*a/z(l + mk—1)|||v|||2.x Para m > mg, mo € Z* (i.m)

lEkmolllze S m=2(1 + 11 [[[olll2, para m > mq (2.115)

Ademés 7y, es acotado. En efecto, de (2.115) se tiene

E
[1Exm0lll2.4 < mm2(1 4+ me_1) ,para m > mg
ITolllzx
E
sup 1Ek mv][l2x < mm2(1 4+ me_1) ,para m > mg
veV\{0} [v][l2,
e

Teniéndose una férmula recursiva para n

Que implica:

e S m_a/2(1+77k—1) ,para m > my

e < Com™2(1+me_1) ,para m > my, Cy: cte (i.m) (2.116)

i) Si k=1, por (2.39) y (2.114), se tiene que

m =70

ii) Usando la férmula recursiva (2.116), se sigue

Si k=2:m < Com™2(14m)=Com /2=

Co Co

me/2 < mo/2 — CO
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iii) Usando la férmula recursiva (2.116), se sigue

Co Co

mo‘/Z —CO) - ma/Q _CO

S k:3773 S Com_a/2(1+772)§00m_a/2(1+

Teniéndose una cota general para

Co

Mk < m, VEk con mo‘/z > Co (2117)
- Y0

Regresando a (2.115) y teniendose que 7, es acotado

2/04}

kvl S m= (L4 me1) [[[olllzx para m > méx{m,, C

C

< —alllvlllze O

2.2. Método multimalla para la discretizacién del

elemento Hsieh Clough Tocher (HCT)

En esta seccién se desarrolla los operadores de transferencia entre mallas para la

discretizacion del elemento conforme HCT.

2.2.1. El elemento Hsieh Clough Tocher (HCT)

El elemento Hsieh Clough Tocher completo se define en un tridngulo. Y este a su
vez se divide en tres triangulos los cuales tienen como vértice comun al centroide del
triangulo mayor y sus otros dos vértices los vértices del tridngulo mayor.

Sus funciones forma son funciones de clase C! en el tridngulo, cuyas restricciones
para cada tridngulo menor son polinomios ctibicos.

Las variables nodales incluyen: Las evaluaciones de las funciones forma en los vérti-
ces del tridngulo, las evaluaciones de las gradientes en los vértices y de las derivadas

normales en los puntos medios de los lados del tridngulo, (Ver fig.(2.1)) .

Sea {Tr}r > 1 la familia de triangulaciones de €, las cuales se obtienen por una
subdivisién regular, es decir Ty se obtiene por la coneccién de los puntos medios de

los lados de los tridangulos en 7y, .
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' '
Figura 2.1: El macro elemento Hsieh-Clough-Tocher

Sea V}, el espacio del elemento Hsieh Clough Tocher completo, asociado con Ty .

Luego:
Si, veV,=veCHQ)

Cuyas restricciones para cada T € 7T es un polinomio cibico por partes y cuyo
valor nodal a lo largo de su fronera 0f2 son cero.

También se tiene que:

Vi C Hj(Q)

Vier & Vi

Es decir el elemento HCT es conforme pero no anidado, en efecto:

Suponiéndose que
Vi1 C Vi (2.118)

con Tr_1 v Tk sus respectivas triangulaciones.

Del grifico (2.2): Sea T =A ABC C Ti_1 y sea T =A MNP C T
Luego, sea v € V1 entonces v es un polinomio ctibico por partes en T' = T1UT,UT3,
es decir v es un polinomio ctibico sélo en un triangulo 7;, ¢ = 1,2, 3. Si esto sucediese

para

Ty =A ABQ, donde v es un polinomio ctibico (2.119)
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A

Figura 2.2: Un elemento en V;_; y en V,

por (2.118) (lo supuesto): v € Vj, entonces
v es un polinomio ciibico sélo en T; =A MNQ (2.120)

invariante de la eleccién de T4, T y T tal que T = ?1 UT, UTs.
Como Ty € Ty y Ty € Ty, de (2.119) y (2.120) se tiene (—<—).
Por lo tanto V1 ¢ Vi, O

2.2.2. El método HCT, para el problema modelo Biarmonico.

El método HCT para el problema modelo es como sigue.

Encontrar u; € Vi, tal que:
a(ug,v) = ¢(v), Yv eV (2.121)
Sean u y uy, soluciones de (1.4) y (2.121) respectivamente.
Definicién 2.2.1 Operador de interpolacion nodal

Se define el operador de intepolacién nodal de C'(Q) a Vj:

M, : C'(Q) N H2 — Vi
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Entonces:
|lu — uglle = min ||u — v||, < ||u— Tiull, (2.122)
veVy
Usando la teorfa de aproximacién, ver [18] tenemos:
1€ = €l zage) + PEIC — T2y S M0 [Clazrag), VC € Hg () N H*F()2.123)
La norma de la energfa ||.||, en H§(2) estd definido por:
[oll2 = a(v,v) = |[v]}2q), Yo e Vi (2.124)

Como el espacio de HCT es conforme, la forma bilineal ay(., .) es simplemente a(., .).

Luego:

o = [I-l]a
De (2.122) y (2.124), se sigue

hillu —wklla < il —Tlgulpeo)
< |u—Hku|L2(Q)—I—hz]u—ﬂkumz(g)

< R |ulgzia), por (2.123)

Entonces
Hu—ukHa S thuHH%—a(Q) (2125)
Notacién 2.2.1 Producto interno en Vj,

Sean las siguientes notaciones:

V. = conjunto de vértices internos de Ty

& = conjunto de bordes internos de 7

m. = punto medio del borde e (2.126)
N = numero de triangulos que comparten al nodo p como vértice

1
— - xN
n(p) g
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Definicién 2.2.2 (Producto interno dependiente de la malla)

Se define el producto interno en Vi, por:

(v, 02k == hp Y n(@vi(p)va(p) + hi Y Voi(p).Voa(p)+

PEV PEVE
(2.127)
8@1 802
h4 a_ e) q e
e€l
Lema 2.2.1 Se cumple la hipdtesis (2.43):
(U,’U)k ~ HUH%Q(Q)J Vo € ‘/;C (2128)

Demostracion:
Sea T un tridngulo en 7 (asociado a Vj), asumiendo que diam(T') = hy = 1 y sea:
V(T) el espacio funcién de polinomios ciibicos por partes y que son de clase C* en T

Sea v € C1(T) y se define su norma en el espacio de dimensién finita, por (2.127) se
tiene:
1/2

lollern = | Y0020 + [Fel) P} + 3 (otm)? (2.129)

pP3

p1

Figura 2.3: Tridangulo de referencia T de la familia 7

Pero T' C Vi, luego

[ollcrry = [lvll (2.130)
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Entonces

(v, 0)k = [l

= ||v||%1(T) por (2.130)
= Z{UQ(pj)Jr\Vv(pj)!2}+Z(g—z(mj))2 por (2.129)

~ vl YoeVI(T)

Luego si se cumple para un T' € T, se cumple para todo triangulo en 7.
Asi

(v,0) = [[v]7,0) Yo € Vi O

Definicién 2.2.3 Operador A
Se puede representar la forma bilineal a(.,.) por el operador Ay : Vi, — Vi, que se

define como:
(Agv1,v2)r = a(vy,va) Y v1,09 € Vj
Asi la ecuacion (2.121) se puede reescribir como sigue
Agug = f (2.131)
donde fr € Vi es definido por
(fu, 0)k = 0(v), Yo € Vi

Definicién 2.2.4 (Operador de transferencia entre malla gruesa a fina)

El operador de transferencia entre malla gruesa a malla fina

Illjfl : V}c—l — Vk

se define como IF | =TIy, |y,
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Definicién 2.2.5 (Operador de transferencia entre malla fina a gruesa)

El operador de transferencia entre malla fina a malla gruesa, se define

Illjil Ve — Vi
como la transpuesta de IF | con respecto al producto interno discreto, es decir:

(I,f’lv,w)k_l = (v, If jw)y Yv € Vi, we Vi,
2.2.3. Operador de interpolacion y operadores de
transferencia entre mallas

En esta seccion se tratara de las propiedades del operador de interpolacion y de
los operadores de transferencia entre mallas. Se inicia con una estimacion que sigue de
(2.123) y una interpolacién del operador I; — Il entre espacios de Sobolev, donde I,

es el operador identidad en Lo (2).

1€ = iClrz-a(e) S MlClmera) V6 € Hy(Q) N H*(Q) (2.132)
Lema 2.2.2 Sea ¢ € HZ(Q) N H*™(Q) y ¢ € Vi que se relacionan por
a(C,v) = a(Ck,v) Vv €V (2.133)
Entonces
1€ = Gell ey S MGl 2o (2.134)

Demostracion:

Sea ¢ € H~*(Q)). Entonces existe £ € HZ(2) N H*™*(Q) tal que
a(é,v) = ¢(v) Yo € HZ () (2.135)
Por la estimacién de la regularidad eliptica (1.9), se tiene
1€l r2ve(e) S [l 2400 (2.136)
De (2.133) y como 13§ € Vj (definicién de IIj), se tiene:

a(CIE) = a(C, 1kE) & e Vi
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y por la simetria de a se tiene:
a(Mx€, ¢ = ¢) =0 (2.137)
También, por (2.123) se tiene
V¢ € Hy(Q) N H* (Q) : hi|¢ = Millaze) S M IC zve )
Asi
V¢ e Hi(Q) N H* () : [¢ — Ikl i) S hilClazra@) (2.138)
Luego, sea ¢ € HZ(Q) N H*T*(Q), entonces

P(C—C) = a(§,¢— ) por (2.135)
= a(§, ¢ — ) —a(llz&, ¢ — (k) por (2.137)

IN

& — i&| 2 |¢ — Clm2(@) por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

AN

het €| oo hE|C| Havaiy por (2.138) v (2.125)

= hia |5|H2+a(9) |C|H2+a(ﬂ)

S B ¢lla-2ra(e)|Cl2ra@) por (2.136)
Teniéndose
O(C—C) S htllollg—2velClare)

Luego

P(C — Ck)

_ A RS 5 h2o¢C .

Tollirrny ~ ' Claem@

= sup M S h%aK’H?‘Fa(Q)

pet-2+a @) {0} ||l -2+ ()
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Usando la férmula de la dualidad

HC - CkHH2—a(Q) = sup (b(C _ Clc)

T e ) O
pet-2+a(@){0} ||l H-2+e (@)

De la estimacién inversa (2.60), se tiene
lolllss S B Mol . YoeVe 0<t<s
considerando s = 2 y t = 0 se tiene
ol S hi2lllolllon . Yo € Vi

por (2.53) y (2.52), se sigue

10llae S P20 Loy » YU € Vi O (2.139)

~

Haciendo un repaso

» El lema (2.2.1) prueba la hipdtesis (2.43)
» La relacién (2.139) prueba la hipdtesis (2.44)

» Con la norma |||.||| definida en (2.40) y (2.127), las propiedades (2.51), (2.52),
(2.53), (2.54), (2.55), (2.60), (2.61) y (2.62) estan totalmente establecidas para el
espacio HCT.

Se verifican las siguientes relaciones importantes
a) Sea v € (Vi, [|[-llox)

Holllee < CllvllIZ, @) » por (2.52)

b) Sea v € (Vi, |[-[l2,x)

Ikl = IlvllIZ

= |lvllz, . por (2.53)

ag
= |v|iI2(Q), por (2.124)
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Luego por los items (a) y (b), se tiene que el operador Idj, es acotado de:
D) (Ve - llox) — L2(€)

i) (Vie, [-llz) — H*()

Definicién 2.2.6 (Operador de proyecion de Ly en Vi)

Sea el Operador de proyecion de Lo en Vi, como
Qr : Lay(Q) — Vi

es decir, para cada ¢ € Ly(Q2) la funcion Qx(C) € Vi y tiene las siguientes propiedades:

Qrlv) =v Yv eV, (2.140)
1Q(O o) S ICllLa@) V¢ € La(€2) (2.141)
1Qk(O a2 S NCllaaiey VE € Ha() (2.142)

De las propiedades (2.141) y (2.142), se tiene que el operador @, es acotado de:
i) Lo(€2) — (Vie, [[lloe)
i) Hg () Vi, [1]-lll26) — Vies [1]-/l]2,%)

Propiedad 2.2.1 (Interpolacion de espacios de Sobolev y las normas de Hilbert)

Las siguientes propiedades se pueden ver en [12]:

[vllzs) S [Nvlllsk Vv € Vi (2.143)

(2.144)

NN GV

1
1@kClllsx S ISl o) VC € H3(S2) para s # o,

El siguiente lema relaciona las normas dependientes y las normas de Sobolev.

1 3
Lema 2.2.3 Para s € [0,2] con s # {5, 5}, se cumple

[olllse = ol e Yo € Vi (2.145)
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Demostracion:
1 3
(—) Seawv € Vi, s # {5, 5}, luego
Ivlllse = [l|Qrv||lsx por (2.140)

S ol

Hs() , bor (2.144)

(+—) De (2.143):

[0l o) S Mllolllsn s Vo € Vi

Por lo tanto

Holllsk = l[ollas@) » Vo€ vy

Lema 2.2.4 Para ¢, €V}, sea ¢ € H2(QY) definido por

a(C, ¢) = a(Gr, Qre) Vo € Hi ()

Entonces
a)
a(C,v) = a(Cr,v) Yv eV
b)
Clr2@) S [Ckll2
c)
1€l 2y S MGkl 2+a.k
d)
kG lla S TGk 2k
Demostracion:
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a) Sea v € Vi:

a(C,v) = a(l, Qrv) , por (2.146)

= a(ly,v), por (2.140) O

(2 = al,¢) por (2.124)

= a(G, Qr¢) por (2.146)

< G lall@QiClle por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
= |Cklm2(0)|QkClr2) por (2.124)
S Gkl a2 @) €l por (2.142)
Teniéndose
ClTr ) S 1Gkla2@)l¢lr2 @)
Asi

IClrz) S 1G] m20)

= lGklla = lIGkllay »  por (2.124)

= [l1Ckll2.x 0
c) De (2.55), se tiene:

a(Ces Qi) < [[|Cklll24a k1 QrCI2-ak » Yk € Vi, QrC € Vi \ {0}
(2.151)

N |||Ck|||2+a,k ||<||H2*D¢(Q) , por (2.144)

Ademds ¢ € HZ() pero también ¢ € H27*(Q) por (2.146) (¢ es como ¢, de
(1.9)).
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Por (2.146), se sigue

a(¢,¢) = a(C QrC)

S MSkllzsanliClimz-ag) . por (2.151)
Luego
a(¢, ¢)

T S Gk 21k
€1 r2-a) “

Entonces

wp | 0CO

cem-2+a(0) (o} ¢l H2-a(0)

v~

S Sk l2+am

[Clla—2ra ) S Gkl ll2+auk (2.152)

Por (1.9), se sigue

¢z S 0lla-2+0(0)

= ||¢||z-2+e(), pPues ¢ es como ¢

S k|20 POT (2.152) O
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IiClle < ¢ — G + Clla

< kG = Glla + (1€l
S by Y IkC = Gl ey + [[Cklla
= D1k = ¢+ ¢ = Gellme-a() + |Gkl
por la desigualdad triangular se sigue
< g TG = Cllaz-a@) + IS = Gell ey + Gkl
S hpthi | pzra) + hy “hi¥|C m2ra) + |Cella » por (2.132) v (2.134)
= 2hg|Cluzre) + (1l
S 2hllGkll24ak + (ICklla s poOr (2.149)
S 2hgh NGk ll2 + NICklla » por (2.60)
= 2||Glla + [ICklla , PO (2.53)
S Nklla
= |Glm2) por (2.124)
S Gkl ll2k por (2.148) O

Lema 2.2.5 Sea s € [0,2]. Se cumplen los siguientes:
a)

||Hk_1’U - U||L2(Q) + hZ|Hk_1'U|Hs(Q) S hZ|U|HS(Q) s Yu € ‘/k—l + V;g (2153)
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b)
kv = vl Ly0) + Ml ko[ @) S hilvlas@) » Vo € Viea + Vi (2.154)

Demostracion:

Sea T € Tx—1 (un tridngulo) dividido en cuatro tidngulos {71, T», T3, T4} tales que
T, € T parai =1,2,3,4 y sea

T

= entonces |T|~1 ya que hy_1 = |T|
hy—1

Figura 2.4: Tridangulo de referencia T para la familia 7,4

Se define, para cada v € Vj:

() =v(h1Z), TE€T
Si w = II;_qv, entonces se define:
@ =110

Sea V(T) el espacio del elemento finito HCT asociado con ﬁ, fg, Tg, T, sin restricciones

en la frontera. Ademas V/(T') es un espacio de dimensién finita y [0,z define una

norma en el espacio cociente:

V(T ~ T
» if)) donde P;(T) es el espacio de polinomios de grado menor o igual a 1 en T
1
V(T) i i
— ={v+ P (T) /veV(T)}
P(T)



Por otro lado:

v — |10 — 7| 1,(7) define una semi-norma sobre

V(T)
P(T)

siendo la norma y la seminorma, normas aquivalentes. Esto se puede ver en [12].

Luego se tiene

||Hk—1,27_ ’6||L2(T) 5 |,27|H2(T) (2.155)

Considerando argumentos de escala en (2.155) se tiene

10 — 0| oy S B2J0| g2y, Yo € Vi, T € Ti (2.156)

Sea z € Vi1 + Vi, luego z = w + v tal que w € V,_1 y v € V}, de este modo

i)

IMhirz — 2l ooy

N

Q

AN

Q

Hkal(U) + U) - (U} + v)HLQ(Q)

1L _qw -+ v — (w+o
| My k10 — ( Mo

w

[T—1v — U||L2(Q) , veVg
hilv|a2) » por (2.156)
(2.157)
helllvlllz, 5 por (2.145)
B2hy ol 5 <2 por (2.60)

Rilllol L.

hi|v

Ho(Q)
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ii) También

—12]ms@) = [Hpo1(w +v)|ms@

= | Iiqw +HI—v — v + v| (o)

w

- H_ — s
10 — v|gs) + |w + v

z

H#(%)

Q

|Hk,1’0 — ’U‘s,k + ’Z Hs(Q) , por (2145)

(2.158)
S hyt Imqv — ok + | 2| as(0) , por (2.60)
~ h | He—1v — 0| py) + 2| 1) , por (2.52)
S hy Ry oles) + |2]He @) s por (2.60)

= |olms@) + [2]ms@)

Usando las relaciones (2.157) y (2.158) se tiene

||Hk_12 - Z||L2(Q) + hZ|Hk_1Z|Hs(Q) S hz”U|Hs(Q) + hz‘U’HS(Q) + hz ‘Z|H3(Q)
como veEV, y v=0+veVi 1+ Vi

< hz z, YVze Vi 14+ Vi Ol

~

Que procediendo del mismo modo se prueba (2.154).
Lema 2.2.6 Sea cumplen las siguientes relaciones:
a)
MTe-1v = vllza@) S B Mollzar Yo € Vi (2.159)
b)
10 = vl age) S B Nollasanr Vo € Vi (2.160)
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Demostracion:

a) Sea (x € Vi , C € H3(Q) y (p_1 € Vi1, relacionados por la definicién en (2.146)
y se cumple (2.147)

a(C,v) = a(C,v) Yv € Vg (2.161)
Luego

M—1Ce — Gz = IHrp=1Ge — Gem1 + Gm1 — CkllLo(0)

= |1 (G — Gh—1) = (Ce — Gom1) || 22),  PUeEs I (Coo1) = Gor

S hlCe — CGe—t|m2) de (2.153), para s =2

= hi|G — C+ ¢ — Gl m2)

< hpflCe — Claz) + 1€ — Gatlm2@ }

~ hi{lllCe = Clllzk + 1€ = Geetlll2k—1} por (2.145)

SR 16k = Cllla—ak + 2 IS = Geotlll2—an—1}  por (2.60)
= B (1% = Clllamak + 1€ = Geoallo-ak-1}

~ B G = Clllae-a) + 11 = Gealllme-a@} por (2.145)
S RS (R C mereq) + BE [Clapeaiey} poT (2.134)

S W [l

S hz+a\||Ck|||2+a,k, por (2.149) 0

b) Sea (x_1 € Vi1, C € H(Q) y ( € Vj, relacionados por la definicién en (2.146)
y se cumple (2.147)

a(Ce—1,v) = a(C,v) Yv € Vi (2.162)
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Luego

IMkCh-1 — Cotllzo@) = [MkCre1 — G + G — Gt 2o(0)

= Tk (Ce—1 — k) — (Ch—1 — G| L)

S hilCe-1 — Gkl , por (2.154) para s =2

= h{|C-1 — C+ ¢ — Glm2e)

< h{|Ce-1 — (a2 + 1€ — Glmz }

=~ BE{[l|Ck—1 = Clllzi—1 + 1S = Celll2x} 5 por (2.145)

< R NG—1 = Clll2—ak—1 + A ¥ 11IC = Clll2—ak} s poOr (2.60)
= hi {1 = Cllla—am—1 + 1€ = Gilll2—an}

= hi {lIG—1 = Cllaz-o@) + 1€ = Gllz-o@)} , por (2.145)

< BRI e o) + B0 IC azra(e)} 5 por (2.134)

S QPR

S RN Gk-1lllz4ak—1 , por (2.149) O
Corolario 2.2.1 Se cumplen las siguientes estimaciones:
a)
10 = vl m2-a(e) S Rt olllz4an Yo € Vi (2.163)
b)
10 = vllieq@) S B2 ollasasms Yo € Vioy (2.164)

Demostracién
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a) Sea v € Vi

[Hi—1v = v||g2-a@) ~ ||[[Hr—1v — v|||2—ak , por (2.145)

< b My — olflox , por (2.60)
~ h—(?—a) H o 252
~ T 10 = v|| 1y , POr (2.52)
< TR o ||aga , por (2.159)

= hiall|v|||z+a,k ]

b) Sea v € Vj_4

[TIxv — v||g2-a@@) = [||Hgv —v]||o—ak , por (2.145)

< 1P| — of[los-r . por (2.60)
~ hI;(Q_a)HHkU_U”LQ(Q), por (2.52)
< TR0l ll2anr . pOT (2.160)

= B [[1olll2+am—1 O
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Capitulo 3
Analisis de convergencia

En esta seccién se desarrolla la convergencia de los métodos multimallas V-Ciclo y
F-Ciclo para la discretizacion con el elemento finito HCT. Para ello se requiere verificar

el cumplimiento de las hipétesis de (2.43) a (2.49).

3.1. Prueba de las hipdtesis A, de la teoria aditiva

Es referido al cumplimiento de las hipétesis sobre Vj. Las cuales ya fueron probadas
en el capitulo anterior. La hipdtesis (2.43) se verificé en el Lema(2.2.1) y la hipotesis

(2.44) se verific6 en (2.139).

3.2. Prueba de las hipdétesis B, de la teoria aditiva

Es referido al cumplimiento de las hipdtesis para los operadores de interpolacion

entre mallas: If | y PF'.
Lema 3.2.1 La hipdtesis (2.45) se cumple, es decir:
171l < (L)l 51 + CO~ 2R 1ol 31 ap—rs Yo € Vi, 8.€(0,1) (3.1)

Demostracion:

Sea v € Vi_q

I17E-10ll3s = |szvﬁp(m, por definicién (2.2.4)

= [Myv — v +vffpq
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< APlmr) + v — |20}

< (L4 0)|vlfzg) + CO2Mw — vffeq) » por (2.76)

= 1+ )loll35-s + CO? Mg —v[7,, por (2.124)

= L+ P)llI3 5y + CO?Mv — 0[5, , por (2.53)

< (4 P)lZ ey + CO 2R v — vfg . . por (2.60)

< L+ P)ll3 sy + CO? i M — vl7, ), por (2.52)

< @+ P)oll3er + CO?RE I g p—1 > POT (2.160) 0

Lema 3.2.2 Se cumple
5-aollge < 2+ ollF ey + CORENvll[2 k-, Vo € Vier, 0€(0,1)  (3.2)

Demostracion:

Seav € Vi_1 y sea w = I,’j_lv = II,v entonces

w(p) = v(p) Vpe Tk,

Vw(p) = Vu(p) Vpe Tk,

ow ov
—(m.) = %(me) Ve € &,

Donde m, es el punto medio de e € &. Luego de (2.43) y (2.127), se tiene
ov

olllf sy =hey Y. n@o@?*+hiy > Vo) +hiy > [%(me)]Q (3.3)
pEVE_1 PEVE_1 e€€L_1
y
ov
Hwllf e =52 > np)w®)’ + ki Y [Volp) + hi Z[%(me)]g (3.4)
PEVY PEV) e€&y
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Si p € Vi\Vi_1, entonces p es punto medio del algin lado e € &1, que es el lado

comun de dos triangulos 7', T" € T, _1. Por lo tanto p es el vértice comun de 6 triangulos

en Tp y n(p) = 1.

p2

Figura 3.1: Vértice p € Ti\Tr_1

La primera parte de (3.4) se puede expresar como, ya que n(p) = 1

> nlpw®)?’ = Y npwpe)’+ > v’ (3.5)

PEVy PEVE_1 PEVE\Vi_1

Suponiendo que p; y p2 son dos puntos extremos del lado e. Entonces se tiene

v(p) = {v(p1) +[v(p) — v(p)]}?
(3.6)
< (L4 6%)0(p)? + CO2[u(p) — v(p)]?  por (2.76)
Por el teorema de valor medio y una estimacién inversa estandar se tiene
[o(p) = o)) < Ip =21Vl ) < Cloltn (3.7)
Reemplazando (3.7) en (3.6) queda
v(p)? < (14 6%)v(p1)? + 0972|U|?{1(T) (3.8)
de forma similar
v(p)? < (1+60%v(p)* + CQ_QM%F(T,) (3.9)
Luego de (3.8) y (3.9)
1 _
v(p)? < 5(1 +6%){0*(p1) + v*(p2)} + CO* {03y + [0l (o } (3.10)
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Sea
|Sp| : Ntmero de tridngulos que comparten a p como vértice y [S,| = 6 n(p) por (2.126)

Tomando sumatoria de la desigualdad (3.10) sobre todo p € Vi \Vi_1 se tiene
1

> wp)? < F(1+6) D Splo@?+Co7 D oliny
PEVE\Vi—1 PEVE—1 T€Tk-1
(3.11)
= 3(1+6%) Y nlp)op)’® +Co2ofh g
PEVE_1
Reemplazando (3.11) en (3.5), se tiene
Y np)(p)? <41 +6%) Y np)wp)’ +CO 7 ufi g (3.12)
PEVE PEVE_1
Sea T" € Ty v e un borde de T'. Por una estimacion inversa estandar se tiene
v 2 _
Sem)] S IVl n) S ol
De donde
4 v ’ 20,12
hey %(me) < Chilvlip g (3.13)
ecly
De manera similar
hi, Z Vo (p)|? < Chiwﬁ{l(ﬂ) (3.14)
PEV)
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Luego se tiene

INE-ollE, = Il
ov
= W) npee)?+h Y Vo))’ + by Z[%(me)P , por (3.4)
pEV) PEV) ecly,

por (3.12), (3.13) y (3.14), se sigue

< hi |4(1+6%) Z n(p)v(p)? + CO*|v[F q)

PEVE_1

< (6 hEy Y e OO R[o] [Ty . por (111) y (2.145)

PEVE_1
NS vy
Vv

< Molli2

< (L P)oll5 e + CO2RENIIE - > por (2.60) O

Lema 3.2.3 Se cumple la hipdtesis (2.46)

710 lBap < L+ [0l3-am—1 + Co 072 0|5 g—1s Vo € Vier, 6 € (0,1)
(3.15)

Demostracion:
Sea C, una constante dominante de las constantes C; y C' de (3.1) y (3.2) respec-

tivamente, es decir
C, = max{Cy, C}

Se define

(v1,V2) k-1 = (1 4+ 6%)(v1,v2) -1 + C*H‘th“(AZﬁvl, V)k—1
(3.16)

‘v’vl,vg & V}g_l y 0 e (O, 1)

Ademés Aj_; es simétrica y definida positiva con respecto al producto interno (., .)x—1¢
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De (3.2) se tiene

Il <

(L + O IlIE 51 + CORE V][ 51

(1 + 62) (v, 0) 1 + CO2RZ(AY 20 4),_y | por (2.52) y (2.40)

(14 6%) (v, V)1 + C, 02R2(A %0 v)y

(v,0)p—19 , por (3.16)

(AY_ 10, 0)p—19, Y0 € Viy

También de (3.1) se tiene

I 0l113

< (L4 02)|[0]l3 5y + C1072R2|[0][13 4 0k

por (2.53) y (2.40) se sigue

(3.17)

= (1462 (A0, 00y + CLOZRZ(AS Ao, o)y (3.18)

< (14 02)(Ap_10, 001 + CLO2h2 (A A _yv, v)y

= (A; v, v)k_19, Yv € Vi1 por (3.16)

Por interpolacién entre espacios de Hilbert, ver en [4], [18], considerando las relaciones

(3.17) y (3.18) se sigue

171 0l13 -0

<

(Allg:ff/%, V)k—1,0

(1+62)(A

1—a/2
k-1

v, 01 + Cy 07202 (A% A

1—a/2
k-1

v, V)1, por (3.16)

(1+ 92)<A,(€2:10‘)/22;, Vg1 + Ch 07203 (Aj_10,0) 1

L+ Ol ks + Co 072 V]34 5 por (2.40) O

Lema 3.2.4 Se cumple

M1l -1 < (1467 Nolllzx +C 072 R 0ll2 10k Pv € Vi, 0€(0,1) (3.19)

94



Demostracion:

Sea v eV,

Me—vll35-1 = M1l
< Al + Me—1v — v]g2(a) }?
< {vlllzx + Chi M1 — vz, 12, por (2.53), (2.124) y (2.44)
< {llvlllzx + Chgll[vlll2+ar}? , por (2.159)

< (L )oll5x + CO2hir o310y > por (2.76) O

Lema 3.2.5 Se cumple
N 0l3 < (14 02) [llol 2+ C 0722 [lol2,, Vo€ Vi, 0€ (0,1)  (3.20)

Demostracion:

Sea,
Vr : Conjunto de vértices del tridngulo T

Sea v € V} cualquiera. De (2.127) se tiene

ol = it 3= 3 ool + S 19+t 3 |gomd| G2

TeT, pEVT pEV ecly

Sea w = II,_;v. Entonces los valores nodales de w y v en T;_; son los mismos. De

donde

1
lwllger = Zhia 3o D v +hiy D (Vo)

T€Ty—1pEVT PEVE_1

2 (3.22)
+hi > {%(me)}

e

Sea el tridngulo T € T;_1 que es dividido en cuatro tridangulos 17,15, T5 y T donde

T, € Vi, i=1,2,3,4, cuyos vértices son etiquetados como en la figura (3.2).
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T1

1
o a3

T4
T2 T3

p2 qz2 p3

Figura 3.2: Un tridangulo T' € T;_; dividido en cuatro tridangulos en 7

Entonces se tiene

43" w(p)? = Z o) +32 pi) = v(g:)))”

pEVT

por (2.76) se sigue

(3.23)

]

o(p)® +3) 0 [(1+6%)0(g:)* + (1+67%)(v(p) — v(a:))’]

i=1 1=1

4
< —|—92 Z Z +C€ Z’U|H1(T)

i=1 GVT

De (1.11) y (3.23) tenemos

4

4
hp Y v’ <@+ Y v+ CORE D vlin, (3.24)

pEVr i=1 pEVr. i=1

K3

Sumando sobre todos los T' € Tj_; se tiene

b D D v < R+ Y Y e+ OO Yl (3.25)

TETL_1 pEVT TET, pEVT TeTy

De forma similar a (3.13) y (3.14), se tiene

ov 2
i S VP a3 {%mﬂ < Ol (3.26)

PEVE_1 ecfp_1
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Luego se tiene

IMeavllg -y = Hwllf e

de (3.22), (3.25) y (3.26) se sigue

h? _
< Ek(l + 6?) Z Z v(p)? + CO2hi Z |U|§I1(T)
TeTL pEVT TET
N 2 2,2 2
TET;, peVr TET
<Iliz,,
< (LH+P)[olll§, + CO2hllvllIT 5, por (2.145)

< L+l +COREl2, . por (260) O

Lema 3.2.6 Se cumple
10l p-1 < (L40%) [[[0]13-an +C 0720 |lv]ll54: Vv € Vi, 0 €(0,1) (3.27)

Demostracion
Sea v € V.
Del lema (3.2.4) y por el lema (3.2.5)

Mool 31 < (14 6) ol 3+ C 07282 ol Vo € Vi 6.€ (0,1)

N0l s < (L4 62) oll3, + € 0-2R2 llel12,, Vo € Vi, 0 € (0,1)

Por la interpolacion entre espacios de Hilbert, ver [4], [18] se tiene

IMTk—10[l3-0 1 < X+ 0%) M0lll5—ap + C OB llvll5h, Yo € VR, 6€(0,1) O

Lema 3.2.7 Sea ¢, € Vi. Sea ¢ € HE(Q) y Cx—1 € Vi1 relacionados por la definicion
en (2.146) y (2.161). Entonces

1¢k-1 = P Celll2-ak—1 S R Gkl 2ok (3.28)
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Demostracion:

Sea w € V,,_; arbitrario.

a(Go1 = Py Ghw) = alGor,w) — al PG w)
= a(¢,w) — a(P ¢, w) por lema(2.2.4), (2.147) y (2.161)
= a(C,w) — a(G, [T_yw) por (2.2) y por a(.,.) = ar-1(.,.) = ax(., )
= a(C,w) — a(G, yw) por (2.2.4)

= a(C,w) —a(¢,Iyw) por (2.147)

= CL(C, w — ka>
Luego
a(Cr_1 — P,f_le, w) = a(C,w — Mw) (3.29)
También
a(C,w—Iw) S [C(la2te) [w — Hyw|g2-a@q) por (1.10)
S B¢l aere) wlll2rar—1  por (2.164)
S RNk 2k Hw]ll24a,k-1
Asi

a(¢w = Iw) S B lIGello+an |[wlll2+a-1 (3.30)
De (3.29) v (3.30)

a(Ge-1 = Py Gnw) S B Ik lzea lwlll2ak-1

B _sz—l
it = B G ) o o
= lewllla-ak

a(Cey — PF LG, w
— aup W TR W o i e
weVi_1\{0} |||w|||2+a,k—1 weVg_1\{0}

-~ -~

J/

N¢k-1 = Pe 7 Cklllo-ak—1 S B MGkllz4an o (2.55) U
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Se tiene las siguientes relaciones importantes:

NClll24ar S b %||Ck]l|2,x,  haciendo en (2.60) s=2+a y t=2 (3.31)

NSkl l24ar S h;2a|HCkH’2_a7k, haciendo en (2.60) s=2+a y t=2—« (3.32)

Sean ¢ € H2(Y), Ce_1 € Vi1, (i € Vi, relacionados por (2.146) y sea
w = Cx_1— C € Vi_1 + V) entonces:

NCe—1 — Me—1Celllo—an—1 = [1Mk—1Ce—1 — -1k ll2—a k-1
= |1 (Ce—1 — C)lll2—ask—1
= [[Me—1(w)|[l2-ak-1

~ ||| g1 (w) ||| g2-a(0), por Lema(2.2.3) y (2.145)
———

€EVik-1

S |w|p2-a@), por Lema(2.2.5) y (2.153)

= Q-1 — GklE2=()
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= |Go1 — C+ ¢ = Gl 20

< [Ck—1 — Cla2-a) + ¢ — Gl a2 (o)

S M Clmva() + hitICl m2raa),  por Lema(2.2.2) y (2.134)
S htlClzracq) + Rt |Clm2raga),  por Lema(2.2.2) v (2.134)
= 2hi%C|He+a o)

S hECl e

SR Gk 24k

Asi se tiene

1G-1 = o1l ll2—ak—1 S R NGkl 2raks Cho1 € Vier, G € Vi (3.33)
También
NCe=1lllz—ak—1 = IHe=1Gr + Cem1 — Hp—1Ck|ll2—a k-1

IN

1T Tk—1 Gkl l2—aye—1 + [[|Ce—1 — Hr—1G|||2—ask—1

S IMe—1Celll2—ak—1 + 222Gkl ll24aks  POT (3.33)

Q

| Tk—1Celll 2-o(0) + MGkl l24ak,  POT (3.33)

S |CGklrz-a) + B Ml1Ck 240, POT (2.158)

Q

1€kl ll2—ak + i [lCklll24ak,  por (2.145)
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Elevando al cuadrado lo anterior:

Ck-1l3 -k < (Ckll2-ak + PE1Ck | 240.k)?

= GkIE-an + 2Nkl ll2—anhZ® 1G24+ Gkl 1240,k
———— —_——

S MGHE ok + 201Gkl llo—akhi g ™ NGk 2= + Pr Ry Gk o
por (2.60)

= GkIE -k + 2NIGII5 o + NIClI3 -
= A5

S MGk

Y asi se tiene

1Sk-1l12-a k-1 < MGel3-a (3.34)

Lema 3.2.8 La hipdtesis (2.47) se cumple, es decir
PE 3 a1 < L+ O)I0l[3-ay + CO2RE0]l5) Vo € Vi, 6€(0,1) (3.35)

Demostracion:
Sea (, € Vi arbitrario, y sean ¢ € H5(Q), (.—1 € Vi_1 definidos en (2.146).
Luego

P Gl —apr = NSt + P G = G ll3_aps
< (NGailllo—am—1 + IPE ¢ — Cooillla—ar—1)?, desig. triangular
< (UGl + COPNPE G — G lll3_a i1y POT (2.75)

< (U400 Gl gpms +CO 2N Gl 3z POT €l Lema(3.2.7)
N————
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< (L4 PGIIE ok + CO 2R J11GkI 5405, POT (3.34)
——

< A+ P)GHE o + CO2R R IG5
por (2.60), para s =2+a y t=2

= (LGl op + CORENCIIZ 5 VCk € Vi, 6 € (0,1) O

3.3. Prueba de las hipoétesis C, de la teoria aditiva

Se refiere al cumplimiento de las hipétesis para el producto de operadores: [ ,’j_lP,f’l

y PFHIE | como se verd en lo que sigue.
Lema 3.3.1 La hipdtesis (2.48) se cumple, es decir
(I dk = Ly PEolllz-a S Bl llolllz+an, Vo € Vi (3.36)

Demostracion:
Sea ( € V) arbitrario.
Si ¢ € H3(Q) y Cx1 € Vi1 se relacionan por la definicién en (2.146) y (2.161).

Entonces
G — PE ' Ghleo@) = 16— C+ ¢ = Gomt + Goor — PY Gl m2-eqa)

< |G = Clrz—a@) + 1€ = Gl pz-a@) + [Go1 — PF Gl 2o
S REIC ey 4 BEIC H2ra () 4 |Gt — P Gl r-aga), por (2.134)
< 20 [Cl vy + 1Gk-1 — P Gl ll2—ak—1, por (2.145)
< 2R2%|Clg2ra) + BE)||Ckll 240k, pOr Lema(3.2.7) y (3.28)
< 2R3 |Ck ook + PEAICk] 240k, PO Lema(2.2.4) y (2.149)
S R NICk 2 an
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y se tiene

G — P Gkl iee @) S PRt Gkl ll24 ok (3.37)
También

P,ffle € Vo = I;fq(lD,ffle € V1) = Hk(P,fflg“k), por (2.2.4) (3.38)

Luego
1Ty = TE  PE Gl lamak = NG = T4 PE Gkl llo-ak
= |Gk — (PGl ll2—ak,  pPOT (3.38)
~ |G — Te(PF )|l 2-a(a), por (2.145)
= MGk — k(P )|l 2o, poT (2.145)
= ||| (Ck — P:ACk)‘HH?—a(Q), por (2.145)
< |G — PE Nl meaq), por (2.154)
S R NCklll2+am, Y¢ € Vi por (3.37)
Notese:
Sea v € Vj
|PI£€_IU|§{%&(Q) ~ |||Plf_lv|||§fa,k71a por (2.145)

S A+ Pl r + CO2RE V][5, por (3.35)
——

S A+ )oll3-ap + CO2R R I[0][15_a s POT (2.60)

= L+ P)l[3-an + COZ(VI5-a

S Moll3-ax

Q

o[l zr2-a(0), Vv € Vi por (2.145)
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Luego

|P,§71U|12qua(g) SJ |||U|||H2—a(g), Yov € Vk (339)

Lema 3.3.2 La hipdtesis (2.49) se cumple, es decir
I[(Tdx-1 = P ) olllz—ap—1 S BE ([olllop-1, Vo € Vi (3.40)

Demostracién:

Sea (y_1 € Vi_1 y se definen ¢ € HZ(Q) y (i € Vj, por:
a(C,d) = alG1,Qu-10), Vo€ HF(Q)

a(lk,v) = a(¢,v), YveV

Co el fin de reducir las expresiones amplias, se hace que:
Form = ||[(Idg-—1 — Py ) Geelo-age—

Asi

Form = |[|[Idy-1C—1 — P IF_ G lll2— a1
= ||[Gos — PEHE (G lllo—an1
~ |Gt — PFIE (G| geoa),  por (2.145)
= |Go1 = P MG |p2-w), por (2.2.4)

= |Gt — PP G+ PG — P G [ e

IN

Gt — P Gl mzmagey + [PF (G — Wit | 2o

AN

R (| p2+o(a) + |G — HpCrot| m2—a(), pOr (2.2.2) v (3.39)

N

R ot ll24ase—1 + |Gk — WGt |2-a(a), por (2.149)

= Wi NNCe=1lll24ak—1 + [ — Cem1 + Com1 — HiChoi|p2-a(q)

IN

R |G-l l2ase—1 + [k — Comtlm2—o() + [CGom1 — TeCr1| m2-a (o)
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S R MNGalllovak—1 + G — Geoalmz-a(@) + PRClCe-1lll2ran—1,  por (2.164)
< NGkt llleram—1 + G = Claz-a@) +1¢ = Gealmz-a(@) + MGt lll2ranr—1
S R NCe-1lll2ak—1 + A (Clrzra(@) + hi®[Cl2ve @)

+hi (|Ck-1lll2ak-1, por (2.134)
S Rl NCk-1lll2+ak—1 + A [Ck—1lorak—1 + A |Ck—1]o1ak—1

+hp* N Ce=1ll24+ak—1,  pOr (2.149)
S R NCk-1lll2vak—1
SR M Ck-1lll2k-1,  por (2.60)

= W [lICe]

2k—1, V(-1 € Vi O

Hasta aqui se verificaron todas las hipétesis de la teorfa aditiva (2.1.1) para los
métodos multimalla con la discretizacién del elemento finito HCT.

En consecuencia los teoremas de convergencia para el algoritmo V-Ciclo simétrico y
para el algoritmo F-Ciclo simétrico ( Teorema (2.1.9) y el Teorema (2.1.10)) se cumplen

para el elemento HCT, con lo cual se prueba la convergencia.
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Capitulo 4
Resultados Numéricos

Todas las demostraciones de los ejemplos numéricos se realizan con el software

MATLAB version 7.8 (R2009a).

Para esta parte se puede ver [2], [10], [17], [15], [16]

4.1. Implementacién del elemento finito HCT
completo

Sea el tridngulo K de vértices a1, as y as, con centro de gravedad a. Ademas sean
{b1, b, b3} los puntos medios de sus lados y sean {ci, ¢z, ¢3} los puntos donde recaen
las alturas. El triangulo K se divide en tres tridngulos K, Ky y K3 , como se observa

en la figura (4.1).

Donde
PK:{pGC'l(K) L Pi =P K2€P3<Kz), ].SZS?)}
S = {plar), p(a). p(as), V(). Vp(as), Vo(as), 2(02), 92 b), 2 (1))

Teniéndose presente que Vp(a;) representa a dos grados de libertad, para cada
1 =1,2,3. De este modo la dimPx = 12, es decir se deben tener 12 funciones de forma.
Para ello y por su simplicidad se expresaran en coordenadas de dreas {1, A2, A3}

que se define como:
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Figura 4.1: Elemento finito HC'T completo

Sea un punto (z,y) interior a un tridngulo, ver figura (4.2), donde

A1 = érea(K)/éarea(K)
Ay = drea(Ks)/drea(K)
A3 = area(K3)/area(K)
ASi )\1+)\2+)\3:1
Si se conoce los vértices del tridngulo a; = (x1,y1), a2 = (x2,y2) ¥y as = (x3,y3) se

tiene lo siguiente

r = )\11‘1 + )\QCL’Q + /\3£L'3

(4.1)
Yy o= My + Aay2 + Azys
De igual modo:
( A = (x — @2)(y2 — y3) Z (w3 — 22)(y — v2)
Ny = (x = 23)(ys — y1) + (21 — 3)(y — 3) (4.2)

A

N = (z —21)(y1 — y2) + (22 — 21)(y — 1)
\ A
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ai

Ki
a3y

Figura 4.2: Coordenadas de area para un triangulo K

con A =21(y2 — y3) + 22(ys — y1) + 23(y1 — y2)

Asi mismo se definen los parametros de excentricidad para el tridngulo K como

(I5)? — (1)’ (h)? = (1)’ (B)* — (h)? (4.3)

ng=-—s—"—, Ng=-—"—5—""— Nzg=
12 12 12
1 2 3

donde

L = \/($2 —x3)2 + (Y2 —y3)?, la = \/(1'3 —x1)? + (ys — )% I3 = \/(Il —x2)2 4+ (11 — 142)?

4.1.1. Polinomios de forma

Para cada subtriangulo K;, i = 1,2, 3 se tiene 12 polinomios de forma, que se denota

Ccomo
Ri = {Rzlv RZQ? R?«S? lea RZ57 RZ% RZ?ﬁ Ré: Ré? RZlOv Rzlla Rle} (44>

y cada polinomio de forma R}, J=1,2,...,12 es de grado 3, y estan en funcion de:

= Para el subtriangulo K,

Ly = {23, A3, A3 A3Xs, AT)a, AA1, A2As, AzAz, A3\, Mida)s}, en ese orden.
» Para el subtridngulo K,

Ly = {3, A3 N30 X2A1, Ao)s, A3ha, AZAp, ATAs, A2Xa, Aods)\}, en ese orden.
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= Para el subtriangulo K3

L3 = {)\g, )\?, )\g, )\%)\2, )\%/\1, )\%)\3, )\%)\2, )\%)\1, )\%)\3, )\3)\1)\2}, en ese orden.

Donde los coeficientes que componen la combinacion esta almacenada en las matrices

de coeficientes C'f;, Cfy, Cf3 para los subtriangulos K, K,, K3 respectivamente,

como sigue

Cfi =

Cf =

—(n2 —ng)/2
(1 — 2711 —’I’Lg)/Q

—(n3 —mnq)/2
(1 —2ny—mny)/2
(1+ 2ny +ng)/2

—(1+n3)/12

oSO O O O O O o o o o —~= o

oSO O O O O O o o o o = o

o O O O O O o o o = o o

o O O O O O o o o = o o

3(3 +ng)/2
—3(1 —nqy)/2
—3(n1 + n9)/2

(74 n2)/4

—1/2
1/2

@3- m)/
—(5+m)/4

(5 —ny)/4

-2
2
0

3(3+n3)/2
—3(1 —ngy)/2
—3(ng 4+ n3)/2
(T+mn3)/4
—1/2
1/2
—(3—mng)/4
—(5+mn9)/4
(5 —mng3)/4

—1/2
(7T—mng3)/4
(5+mn3)/4
—(5—m1)/4
—(34m1)/4
1/2
—2
0
2

3(712 + nl)/2
—3(1+n)/2

~1/2
(7T—mnq)/4
(5+mn1)/4
—(5—mn9)/4
—(3+mn9)/4
1/2
—2
0
2

0

3(711 + 713)/2 3
-3(14+n1)/2 0

0

0
1
0
0
0
0
0
0

O O O O O O = O O o w o

o O O O O = O O o o w o

o O O O = O O O o w o o

o O O O = O O O o w o o

o O O B O O O O o w o o

o O O B O O O O o w o o




—(i—n2)/2 0 0 3B3+n)/2 3(3-ns)/2 00 0 0 0
(1-2n3—mn9)/2 1 0 —=3(1—n3)/2 3(nz+mng)/2 3 3 0 0 3(1—ng)
(142n34+ny)/2 0 1 —3(n3+ny)/2 —3(1+n3)/2 0 0 3 3 3(1+mn3)

—(14+m)/12 0 0 (T+ny)/4 ~1/2 0000 0

—(1-mng)/12 0 0 ~1/2 (T—n)/d 0 0 0 0 0

Ci o —(T+mn)/12 0 0 1/2 G+mn)/d 1000 -1
(A—n3)/6 00 —(3-ng)/d —(B-nz)/d 0 1 0 0 (3—ny)/2
(4+ng3)/6 00 —(5+n3)/d4 —-B+mn3)/4 00 1 0 (3+n3)/2
—(7—n1)/12 0 0 (5—nq)/4 1/2 0001 —1
4/3 0 0 -2 -2 0000 4
—2/3 0 0 2 0 0000 0
—2/3 0 0 0 2 0000 0

Estas matrices se obtienen haciendo cumplir las condiciones que hay entre los
sub_triangulos, planteando las ecuaciones y escribiendolos en términos de las excen-
tricidades (4.3) del triangulo K.

Luego los polinomios de forma para cada sub_tridngulo (4.4), se obtiene como

Ry =Cf;x L!, para i=1,2,3

En la figura Fig.(4.3), se muestran las 12 funciones de forma para el sub_tridngulo
K1, en la figura Fig.(4.4) se muestran 2 de las 12 funciones de forma del sub_triangulo
K?2; andlogamente para el sub_tridngulo K3, en la figura Fig.(4.5) se muestran 2 de

sus 12 funciones de forma .
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Funcién de Forma R(1) Funcién de Forma R(2) Funcién de Forma R(3)

Funcién de Forma R(8)

Funcién de Forma R(10)

Figura 4.3: Doce funciones de forma para el sub_triangulo K1
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Funcion de Forma R{2) Funcién de Forma R(9)

Figura 4.4: Dos funciones de forma para el sub_triangulo K2

Funcién de Forma R(2) Funcién de Forma R(9)

Figura 4.5: Dos funciones de forma para el sub_triangulo K3
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4.2. Aplicacion fisica: Problema de una losa

Se aplicara al siguiente problema de una losa delgada de material elastico ho-
mogéneo e isétropo, es decir que presenta el mismo comportamiento mecénico para

cualquier direccion de estiramiento alrededor de un punto.

Ee?
— A%y = € Q) CR?

1 —1v?)
P: (4.5)
u:@zo, uel =00
on

Donde:

E . Médulo de Young

v : Coeficiente de Poisson

e : Espesor de la losa

f+ Fuerza uniformemente distribuida a la losa

u: Desplazamiento vertical del plano medio de la losa

Por las condiciones de frontera, se dice que este tipo de losa es empotrada en
los bordes, sostenida por la teoria de losas delgadas de Kirchhoff. Donde el
coeficiente de Poisson es la constante de elasticidad del material y E (el médulo de

Young) que lleva las propiedades del material.

Las losas son elementos estructurales horizontales cuyas dimensiones en planta son
relativamente grandes en comparacion con su altura donde las cargas son perpendicu-
lares a su plano, se emplean para proporcionar superficies planas y ttiles. Las losas
separan horizontalmente el espacio vertical conformando diferentes niveles y constitu-
yen a su vez, el piso de uno de ellos y el techo del otro. La losa es el principal sostén para
las personas, elementos, maquinarias que puedan desarrollar de forma segura todas las
actividades y a veces de contribuir a la estabilidad de los edificios. Es el elemento que
recibe directamente la carga. Las losas de entrepisos y techos, aparte de su funcion
estructural cumplen con otras funciones tales como: Control ambiental, seguridad e

instalaciones, pavimentos o pisos, ver Fig. (4.8)

Por esta razén es de mucha importancia el buen comportamiento de la losa y es

por ello el interés de estimar la deformacién de la losa por efecto de fuerzas aplicadas
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sobre ella, usando el método de elemento finito HCT seguido de las multimallas para la
solucion del sistema respectivo, ademas verificando la convergencia de ellas. Que puede

verse en [23], [24], [25]

4.2.1. Formulacién variacional del problema de la losa

Su formulacién variacional ya se vié en el Capitulo 1 en la ecuacién (1.5) y se

mostré que una forma bilineal es

u GQU v 0%
// Au.Av dxdy—// 891:2 (8x2 o 2)d:l:aly (4.7)

Sin embargo esta forma bilineal no es unica ver [1] pdg. 26, si se considera al

operador

0* 0,0 02 0* | 0?

2:___ J—
A _(8x2 8y2)(8x2 8y2)+48x8y(@x8y)

se tiene otra forma bilineal

*u  0*u 0% 0% *u 0%
(v, 0) // ox? )<8x2 B 8y2) + 48x8y 8x8y}dxdy (48)

Luego de (4.7) y (4.8) se tiene infinitas formas bilineales

ay(u,v) = tay(u,v) + (1 — t)as(u,v), Vvt €R (4.9)
. . v 1 )
Si se considera a t = 3 + 5 en (4.9), se tiene
a(u,v) = (1 = V) [UzgpVsz + 2UsyVsy + UyyVyy| + Y[tz + Uyy][Vza + vy,

De este modo, se tiene como formulacién variacional del problema a:

/ - {(1=v)] +2 + J+
s e—— — V)| Uz Vg Ugy Vg Uy U
o 12(1 V2) yrxy yy-yy

FV . (4.10)

V[tgy + Uyy|[Vex + vyy] Fdady = / fodxdy
Q
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4.3. Implementacion del método de elementos
finitos HCT para la resolucién del problema de

Losa Variacional

Sea V}, el espacio discreto construido apartir del elemento finito HCT completo.

Luego el problema (4.10) en el espacio finito V},, se puede expresar

Encontrar u, € V), tal que para todo v, € V},
(4.11)
a(un,vn) = f(vn)
La matriz de rigidez elemental relacionados a cada uno de los sub_triangulos Kj,

1 =1,2,3 se obtiene de

B 1 0 v 6x:vvh
e
/K‘ 20 =17 [ Owatin  Opyun  Oyyun ] 0 2(1-v) 0 Oryvn | dody = [DLG(un)]

¢ 14 0 1 8yyvh

K;
v 0 1 8nyi

Donde [DLG] y [DA;] son matrices de derivadas en coordenadas de areas y de cambio

a coordenadas de areas, respectivamente.

Luego usando integracién numérica (cuadratura S = 3 ) en coordenadas de drea.

S
/K o(z,y)dzdy ~ Area(K;) Zws o(bs)
i s=1

para la resolucién numérica del problema discreto, se puede expresar

an(un,vn) = Y [DLG(up)1ix12[M]12x12[ DLG(03)]1

KeCy,

fn(vn) = > [B)lix2[DLG (w54

KeCy,
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Donde

=1
& Ee3

[Mi] = [DA] Area(Ki);ws{m[ﬁmLi Oy Li 8nyi]

1 0 v

t

0 201—v) 0 || Guali duyLi 9yLi | }(s)| DA

v 0 1
Analogamente

B = YIB)

S
[B] = Area(K;) ) w,f(b)[Li(b)][DA;]'
s=1
Que puede quedar finalmente expresado en un sistema lineal de forma

Ku=F

(4.12)

Que se solucionara numéricamente con los métodos multimallas V-Ciclo, W-Ciclo y

F-Ciclo.

4.4. Aplicacién de los métodos multimalla V-Ciclo

simétrico, W-Ciclo y F-Ciclo para solucionar

el sistema lineal del problema de la losa

En esta seccién se presenta la aplicaciéon y los resultados numéricos para ilustrar

la convergencia de los métodos multimalla al sistema (4.12), es decir se ilustran los

resultados de los teoremas (2.1.9) y (2.1.10). Para ello, recordamos la definicién del

nimero de contraccién para los métodos multimalla.
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Definicién 4.4.1 Ndmero de contraccion (V)
Si se tiene el sistema Ayu = 1 y MG(Ag, ¥, up,mi, my) es el resultado de usar
un método multimalla, con ug vector incial para las iteraciones, my y ms los pasos

pre-suaves y pos-suaves de la multimalla, se define:

lu — MG(Ag, ¥, up, my, ma)l2.

2.k

Ve = sup
wEVi\ {0} [Ju — uo|

Si al dominio cuadrado convexo 0 C R?, ya utilizado en el elemento finito HCT,
se le hace una triangulacién por una subdivision regular, de forma continua, se tiene

mallas por niveles, como se puede ver en fig. (4.6).

(a) Triangulacién Ky (b) Triangulacién Ky (c) Triangulacién K3

Figura 4.6: Triangulacién del dominio cuadrado (Q C R?)

Sea el := ug(z;,y;) — ul(x;,y;) el error global en la malla de nivel k en la
t-ésima iteracion. Este error, representado en un espacio de Fourier, tiene dos tipos de
componentes: Alta frecuencia y de baja frecuencia.

Los métodos Multimalla combinan dos esquemas complementarios para reducir el

error global (e}):

a) Procesos de relajacion, para reducir las componentes de alta frecuencia y sucede

en el nivel de malla k.

b) Correccién en las mallas mas gruesas, para reducir las componentes de baja fre-

cuencia y se da en un nivel de malla inferior (k — 1).
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Nivel k

k
k-1 I
12 k-1
V
Nivel k-1

Figura 4.7: Representacién de los métodos multimalla y sus operadores de transferencia

entre mallas.

. . .y, k—1 . . k
Luego se requieren los dos operadores: De restricciéon (P, ") e interpolacién (I7_;)

para ir de una malla fina a otra malla més gruesa y viceversa.

Los métodos multimalla son de dos tipos:

= Geométricas, si el nimero de nudos interiores de la malla coincide con el orden

del sistema lineal a resolver.

= Algebraicas, si no se da el caso geométrico o no se tiene informacién de la malla

en el sistema lineal a resolver. Que se puede ver en [5], [6], [8], [19]

El sistema lineal del problema de la losa (4.12) es de orden cuatro veces el nimero
de nudos de la malla, para cualquier nivel de malla. Es por ello que se usard multimallas
algebraicas, que es similar a las geométricas, donde la diferencia esta en encontrar los
adecuados operadores de transferencia entre mallas.

Para el sistema lineal del problema de la losa, se usé el siguiente modelo de operador

(matriz) de restriccion Pt

025 025 025 025 0 O O O 0O O 0 0
PF'=]1 0 0 0 0 025 025 025025 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0,25 0,25 0,25 0,25
3x12
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y cuyo operador (matriz) de interpolacién es If | := 4(PF~1)7.

La aplicacién de estos operadores se puede explicarse como sigue: Dado un vector
columna v19y;1 este vector puede ser reducido por la matriz operador restriccion P,f_l
con P,f_lv que resulta ser un vector de orden 3 x 1. Andlogamente, se puede ampliar
un vector columna de 3 elementos por la aplicacion de la matriz operador interpolacién

IF | al hacer I¥ v que resultarfa un vector columna de 12 x 1 elementos.

Estos operadores de transferencia de una malla a otra, cumplen con la propiedad

que si se aplica a una matriz simétrica, el resultado también es una matriz simétrica.

Ejemplo 4.4.1 Sea la matriz simétrica

4 3 2 -1.0 O O O O O 0 O
3 4 3 2 -1.0 O O O O 0 O
2 3 4 3 2 -1 0 O O O 0 O
-1 2 3 4 3 2 -1 0 0 0 0 O
o -1 2 3 4 3 2 -1 0 0 0 0

. o o -1 2 3 4 3 2 -1 0 0 0
o o o -1 2 3 4 3 2 -1 0 0
o o o o -1 2 3 4 3 2 -1 0
o o o o o0 -1 2 3 4 3 2 -1
o o o o o o0 -1 2 3 4 3 2
o o o o o o o -1 2 3 4 3
o o o o o o0 o0 o0 -1 2 3

12x12
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Al multiplicar los operadores por la izquierda y derecha a la matriz A, se tiene

4 3 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 4 3 2 -1.0 0 0 0 0 0 0
2 3 4 3 2 -1.0 0 0 0 0 0
-1 2 3 4 3 2 -1 0 0 0 0 0
0 -1 2 3 4 3 2 -1.0 0 0 0
10 1 0
.l 0o 0 -1 2 3 4 3 2 10 0 0|,
P, I,=11 10 1
0 0 0 -1 2 3 4 3 2 -1 0 0
0 1 10
0 0 0 0 -1 2 3 4 3 2 -1 0
0 0 0 0 0 -1 2 3 4 3 2 -1
0 0 0 0 0 0 -1 2 3 4 3 2
0 0 0 0 0 0 0 -1 2 3 4 3
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 2 3 4

Y se consigue reducir el orden de la matriz A de 12, a una matriz de orden 3,

conservando su simetria. O

Y si denotamos la matriz principal del sistema lineal del problema de la losa (4.12)
por A, ( matriz correspondiente al nivel de malla k) al cual se llevara al nivel inferior
por la aplicacién de los operadores de transferencia haciendo: Ag, = P]f_l Ah IF .

Luego haciendo uso de las siguientes funciones tenemos los resultados.

function solAprox=MultimallaVCycloHCT (Ah, fh,vh,m)
vh=SORRichardson(Ah, fh,vh, m);
[R,I] =MatricesReIHCT (length(vh));
forp=1:1
rh = fh — Ahxvh; f2h=R=xrh; A2h=Rx AhxI;
v0 = zeros(length(f2h),1);
v2h=SORRichardson(A2h, f2h,v0,20);
vh = vh + I x v2h;
end

vh=SORRichardson(Ah, fh,vh,m); solAprox = vh;
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function solAprox=MultimallaWCycloHCT (Ah, fh,vh, m)
vh=SORRichardson(Ah, fh,vh, m);
[R,I] =MatricesReIHCT (length(vh));
forp=1:2
rh = fh — Ahxvh; f2h= R=xrh; A2h=Rx Ahx I,
v0 = zeros(length(f2h),1);
v2h=SORRichardson(A2h, f2h,v0,20);
vh = vh + I x v2h;
end

vh=SORRichardson(Ah, fh,vh,m); solAprox = vh;

function solAprox=MultimallaFCycloHCT (Ah, fh,vh,m)
vh=SORRichardson(Ah, fh,vh, m);
[R,I| =MatricesReIHCT (length(vh));
forp=1:2
rh = fh— Ahxvh; f2h=Rxrh; A2h= Rx*x Ahx I,
v0 = zeros(length(f2h),1);
v2h=SORRichardson(A2h, f2h,v0,20);
vh = vh + I * v2h;
vh=MultimallaVCycloHCT (Ah, fh,vh, m);
end

vh=SORRichardson(Ah, fh,vh,m); solAproxr = vh;
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4.5. Resultados numéricos del problema de la losa

En Ingenieria Civil, el problema de las losas es un problema comuin y de gran impor-
tancia, se requiere conocer los desplazamientos, con ellos se consigue las deformaciones

y los esfuerzos para un buen comportamiento estructural.

|l
— -y

Figura 4.8:  Elaboracion propia: Dominio estructural considerado para

resolver el problema de Losa computacional

Considerando que la losa es un dominio cuadrado convexo de 1 metro
de lado, es decir Q = [0,1 m] x [0,1 m] C R? wuna fuerza uniformemente
distribuida  f(z,y) = —10 Ton/m?, E = 2,1 x 10" Ton/m? (Médulo de Young),

v = 0,2 (coeficiente de Poisson) y e = 0,1 m (espesor de la losa).

Se considera el plano medio de la losa en su estado inicial al nivel del plano XY,
luego los puntos del plano medio por efecto de la fuerza aplicada verticalmente, se

desplazaran en la direccion de Z~.

4.5.1. Resultados de la convergencia de los métodos

multimalla V-Ciclo simétrico, W-Ciclo y F-Ciclo

Los sistemas lineales que se obtiene por la discretizacién del elemento finito HCT,

son resueltos con los métodos multimallas V-Ciclo, W-Ciclo y F-Ciclo. En los siguientes
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Cuadro 4.1: Ndmero de contraccion (Yo, k) para el algoritmo multimalla V-Ciclo para

diferentes niveles de triangulacién.

Yo |M=1|m=4|m=7m=10 | m=13 | m=16 | m=19 | m = 22
k=20.9707 | 0.8930 | 0.8345 | 0.7742 | 0.7416 | 0.7213 | 0.6871 | 0.6541
k=30.9757 | 0.8961 | 0.8346 | 0.7778 | 0.7414 | 0.7254 | 0.6878 | 0.6545
k=410.9723 | 0.8990 | 0.8458 | 0.7880 | 0.7497 | 0.7209 | 0.6891 | 0.6527
k=2510.9705 | 0.8975 | 0.8469 | 0.7713 | 0.7349 | 0.7273 | 0.6804 | 0.6575

se aprecian los calculos de los nimeros de contraccion y se muestran los resultados de
convergencia para los métodos multimallas, para distintas triangulaciones del dominio.
Se muestran el decrecimiento uniforme de los niimeros de contraccion a medida que se

incrementa el nimero de pasos m pre-suaves y pos-suaves.

Multimalla v-Ciclo simétrico
1 T T T T

095t g

k2
+ + O %
= = = =

M &= LI ka

0ar & 4

0.8at

@+

0.6 5

&+

MNro. de Contraccion

0.7a ¢ ; =

0.7+ .

i

- - - .
0 5 10 15 20 25
m : # de pasos pre suaves y pos suaves

0.65

Figura 4.9: Decrecimiento uniforme del Nro. de Contraccién para el V-Ciclo
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Cuadro 4.2: Numero de contraccion (v, k) para el algoritmo multimalla W-Ciclo para

diferentes niveles de triangulacién.

Yo |M=1|m=4|m=7m=10 | m=13 | m=16 | m=19 | m = 22
k=20.9707 | 0.8988 | 0.8332 | 0.7772 | 0.7406 | 0.7274 | 0.6874 | 0.6523
k=30.9757 | 0.8954 | 0.8375 | 0.7758 | 0.7414 | 0.7221 | 0.6854 | 0.6598
k=410.9793 | 0.8990 | 0.8386 | 0.7811 | 0.7497 | 0.7239 | 0.6874 | 0.6532
k=25 10.9695 | 0.8956 | 0.8324 | 0.7893 | 0.7449 | 0.7222 | 0.6895 | 0.6544

rMultimalla W-Ciclo simeétrico

+ k=2
i) o k=3
095} § + k=4
k=5
= 037 & ]
]
i
L]
2 08at 1
= f
5
D o0&} s 2
o i
< n7sl - §
&
07} E
]
0.65 - - - . @
0 5 10 15 20 25

m : # de pasos pre suaves y pos suaves

Figura 4.10: Decrecimiento uniforme del Nro. de Contraccion para el W-Ciclo
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Cuadro 4.3: Numero de contraccién (7, ) para el algoritmo multimalla F-Ciclo para

diferentes niveles de triangulacién.

Yo |M=1|m=4|m=7m=10 | m=13 | m=16 | m=19 | m = 22
k=20.9754 | 0.8976 | 0.8354 | 0.7765 | 0.7474 | 0.7299 | 0.6854 | 0.6565
k=20.9837 | 0.8943 | 0.8390 | 0.7764 | 0.7477 | 0.7267 | 0.6885 | 0.6484
k=20.9854 | 0.8843 | 0.8323 | 0.7832 | 0.7445 | 0.7274 | 0.6704 | 0.6443
k=20.9865 | 0.8975 | 0.8354 | 0.7824 | 0.7464 | 0.7244 | 0.6785 | 0.6463

multimalla F-Ciclo simétrico

M &= L3 kR

095t 1

L
=t i

=
[2a]
=3

o

oo

m
1

075} ® .

MNro. de Contraccion
(]
[mn}

]
]
L
1

065} -

0 & 10 15 20 25
m : # de pasos pre suaves y pOs suaves

Figura 4.11: Decrecimiento uniforme del Nro. de Contraccién para el F-Ciclo

En el cuadro (4.1), cuadro (4.2) y cuadro (4.3), se puede ver que los algoritmos

convergen para m tan pequeno como 1, asi también se puede apreciar de las tres
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Cuadro 4.4: Constante C' = 5 independiente de la malla para el V-Ciclo.

mY 2y ke | M =16 | m=19 | m =22 | m=40 | m =60 | m =80 | m = 100
k=2 2.88 2.99 3.06 3.85 4.02 3.95 3.12
k=3 2.90 2.99 3.06 3.95 4.23 3.99 3.21
k=4 2.88 3.00 3.06 3.84 4.12 3.51 3.12
k=5 2.90 2.96 3.08 3.89 4.02 3.61 3.16

Cuadro 4.5: Constante C' = 5 independiente de la malla para el F-Ciclo.

mY 2 Ykw [ M =16 | m=19 |m=22 | m=40 | m=60 | m =80 | m =100
k=2 2.91 2.98 3.07 3.73 4.18 3.39 2.91
k=3 2.90 3.00 3.04 3.74 4.21 3.41 3.03
k=4 2.90 2.92 3.02 3.80 4.22 3.38 3.12
k=5 2.89 2.95 3.03 3.82 4.29 3.44 2.96

tablas, que la proporcién de convergencia son casi los mismos.

En el cuadro (4.4) y el cuadro (4.5) se muestran los resultados numéricos del teo-
rema (2.1.9) y del teorema (2.1.10), que mencionan la existencia de una constante C'
independiente de la malla y del nimero de pasos pre y pos suaves en la multimalla, a
partir de un ms# suficientemente grande tal que m'/%y,,,, < C.

Para estos resultados se asume que el indice de regularidad eliptica @ = 1, ya que

este dominio €2 es poligonal convexo (resultado tedrico visto en [3]).

4.5.2. Deformadas de la losa, curvas de mnivel y curvas

asintoticas

Los resultados se mostrardn para dos niveles de mallas:

N° de elementos Orden de la Niimero de condicién
triangulares totales matriz Ah de la matriz Ah
Nivel k=14 200 484 7,6480 x 107
Nivel k=5 648 1444 2,5069 x 108
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En los graficos de la Fig.(4.12) se muestran las deformaciones y sus curvas de nivel
de la losa, donde los sistemas lineales fueron resueltos com el método multimalla

V-Ciclo en un nivel de malla k = 4 param = 6 y m = 20 pasos pre-suaves y pos-suaves

en el algoritmo.

Grafica de la deformada de la losa

. A =]
[,

u (metros)

0z -3.5

(a) Con m = 6 en la multimalla

Grafica de la deformada de la losa

(¢) Con m = 20 en la multimalla (d) Curva de nivel (m = 20)

Figura 4.12: Usando V-Ciclo en el nivel k£ = 4, con 200 elementos

En los graficos de la Fig.(4.13) se muestran las deformaciones y sus curvas de nivel
de la losa, donde los sistemas lineales fueron resueltos com el método multimalla

V-Ciclo en un nivel de malla k = 5 param = 6 y m = 20 pasos pre-suaves y pos-suaves
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en el algoritmo.

Grafica de la deformada de la losa x"

u (metros)

(a) Con m = 6 en la multimalla (b) Curva de nivel (m = 6)

Grafica de la deformada de |a losa

u (metros)
— & - & n i & [ 9 =1

F;

o L L L L L L L
Y X o o1 nz2 03 o4 05 06 07 08 09 1

(c) Con m = 20 en la multimalla (d) Curva de nivel (m = 20)

Figura 4.13: Usando V-Ciclo en el nivel k£ = 5, con 648 elementos

En los graficos de la Fig.(4.14) se muestran las deformaciones y sus curvas de nivel
de la losa, donde los sistemas lineales fueron resueltos com el método multimalla

W-Ciclo en un nivel de malla k = 4 para m = 6 y m = 20 pasos pre-suaves y
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pos-suaves en el algoritmo.

Gréafica de la deformada de la losa

(a) Con m = 6 en la multimalla

Grafica de la deformada de la losa

u (metros)

(¢) Con m = 20 en la multimalla

Figura 4.14: Usando W-Ciclo en el nivel £ = 4, con 200 elementos

En los graficos de la Fig.(4.15) se muestran las deformaciones y sus curvas de nivel
de la losa, donde los sistemas lineales fueron resueltos com el método multimalla W-

Ciclo en un nivel de malla £ = 5 para m = 6 y m = 20 pasos pre-suaves y pos-suaves
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en el algoritmo.

Gréfica de la deformada de la losa 5

u {metros)

(a) Con m = 6 en la multimalla

Gréfica de la deformada de la losa 5

310

‘v / T T T T T T T T
) N 5 usf{ T E
, 08 ]
1A 4 13
11/
/] :’!H' f | 07~ ¥
YLHT L
V2 4/ 06 1
/ 3 5
;s 05k i
v -
14, : 5 04 1
o {] 4
s 03
1
02+ 1
&
R \ )
o1 0z 03 04 05 07 08 08

06

u (metros)

1

(¢) Con m = 20 en la multimalla (d) Curva de nivel (m = 20)

Figura 4.15: Usando W-Ciclo en el nivel £ = 5, con 648 elementos

En los graficos de la Fig.(4.16) se muestran las deformaciones y sus curvas de nivel
de la losa, donde los sistemas lineales fueron resueltos con el método multimalla

F-Ciclo en un nivel de malla k = 4 param = 6 y m = 20 pasos pre-suaves y pos-suaves
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en el algoritmo.

Grafica de la deformada de la losa

u {metros)

0 0.1 02 03 0.4 08 08 07 0.8 0.9 1

(a) Con m = 6 en la multimalla (b) Curva de nivel (m = 6)

Gréfica de la deformada de la losa

3

Y

osl e

07k \\

06 \
‘

05+

04k

03k

0.2+ T——

\

01 DIZ D‘d

u (metros)

01

o

T
o 03 05 06 o7 08 08 1

(c¢) Con m = 20 en la multimalla (d) Curva de nivel (m = 20)

Figura 4.16: Usando F-Ciclo en el nivel £ = 4, con 200 elementos

En los graficos de la Fig.(4.17) se muestran las deformaciones y sus curvas de nivel
de la losa, donde los sistemas lineales fueron resueltos con el método multimalla

F-Ciclo en un nivel de malla k = 5 param = 6 y m = 20 pasos pre-suaves y pos-suaves
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en el algoritmo.

Grafica de la deformada de la losa

(a) Con m = 6 en la multimalla

Grafica de la deformada de la losa

u (metros)
Ly & 58 & 5

(¢) Con m = 20 en la multimalla (d) Curva de nivel (m = 20)

Figura 4.17: Usando F-Ciclo en el nivel k = 5, con 648 elementos
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s Curva asintdtica para el MEF HCT
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Figura 4.18: Asintoticidad de las curvas, para m=6 en las multimallas
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.+ Curva asintética para el MEF HCT
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Figura 4.19: Asintoticidad de las curvas, para m=20 en las multimallas

En la figura Fig.(4.20), se pueden comparar los comportamientos de las asintotici-
dades de las curvas y se puede ver que para el nivel de malla & = 5 todas coinciden,

para cual sea el valor del nimero de pasos pre-suaves y pos-suaves en las multimallas.
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Desplazamiento maximo (metros)
n

SR

¥ 10

» Curva asintética para el MEF HCT

.o¢ Curva asintotica para el MEF HCT
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(a) Con m = 6 para las multimallas (b) Con m = 20 para las multimallas

Figura 4.20: Comparando las asintoticidades de las curvas

Algoritmo 5 Principal HCT - Multimallas

1.

Definir el dominio: Nivel de la malla (k) X <— [0, 1] Y «— [0, 1]
Triangulacion de dominio:
[N°Tridangulos , Tridngulos] «+— Triangulacién(X,Y)
Asignar: F +— 2,1 x 107 v<+— 0,2 ee +— 0,1
Desde i =1,2,..., N°Tridangulos hacer

v <— Coordenadas(Tridngulo(i))

[Ke;, Fe;] «— KyF (v, E,ee, v)
K+— Ensamblar(Ke;) F+— Ensamblar(Fe;)
u <— Solucionar sistema lineal(K,F)

Z <— Seleccién de los desplazamientos(u)

Graficar: (X,Y,Z)
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Capitulo 5
Conclusiones y recomendaciones

1. El elemento finito HCT, por sus propiedades del operador de interpolacién nodal
hace que sea apropiado para resolver problemas de cuarto orden. Siendo sus
funciones de forma implicitas y dependera de las coordenadas de cada elemento.
Las coordenadas de area fueron de gran ayuda por su expresion breve y clara

para el calculo de sus derivadas, y por la simplicidad en la cuadratura.

2. La matriz global del sistema lineal, que resulta de aplicar el elemento HCT al
problema biarmonico, es simétrica y definida positiva de orden muy alto y con
un numero de condicién tan grande, que indica que estos sistemas estan mal
condicionados y que con los métodos iterativos clasicos no se obtiene buenos

resultados, es por ello que se utiliza los métodos multimallas.

3. Las matrices globales de los sistemas lineales son del orden muy alto ( [2(n—1)%]4
versus n?) con respecto a los nodos totales en la malla, por lo cual se opté por
usar multimallas algebraicos, ya que ellas no requieren alguna informacién de la
matriz con respecto a malla, aunque siguen el mismo proceso de un multimalla

geométrico.

4. En los resultados numeéricos se verifica, la convergencia de los métodos multimalla
V-Ciclo y F-Ciclo y que sus nimeros de contraccion (Y, k) decrecen uniforme-
mente como el nimero de pasos suaves (m) aumenta para cual sea el nivel de
malla. Asi también, se verifica que para un nimero de pasos suaves m lo suficien-

temente grande, el nimero de contraccién es menor o igual que 5 siendo C

me/
una constante independiente de m y del nivel de la malla k.
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5. Por la mejor distribucién y definicién de las curvas de nivel, se puede decir que el
método multimalla F-Ciclo es que resuelve mejor los sistemas lineales del elemento

HCT.

6. Se sugiere usar como un suavizador en los algoritmos multimalla, el método de
Relajacion de Richardson, por la simplicidad de su algoritmo. También puede
usarse el algoritmo de Jacobi (SORJacobi) con w = 2/3 como el coeficiente de

relajacion.

7. Puede usarse para la triangulacién del dominio la funciéon de matlab DelaunayTri,
por su facilidad en tridngular y su confiabilidad respecto a otras tridngulaciones,
sin embargo numera los elementos tridngulares aleatoriamente ocacionando que
que se dispersen de la diagonal los elementos no nulos de la matriz global y por lo
tanto no teniéndose buenos resultados en la solucion del sistema. Por esta razon,

se programo un mallado apropiado.

8. Finalmente, los resultados de la deformada de la losa, va depender: De un buen
mallado del dominio donde la numeracion de sus elementos sean los mas cercanos
posibles, la transformacion de elementos tridngulares, la eleccién de un buen

método de relajacion para las multimallas y la cuadratura que se elija.
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Anexo 1

Expresiones y desigualdades

importantes

En este anexo se mostrara algunas expresiones y desigualdades utilizadas en el

desarrollo del tema.

Afirmacién 1.0.1 Se cumple

— In(max)

—nimz) +
1n(l_gc)<m,‘v’x€<0,1)ymGZ (1.1)

Demostracion

Se tiene que 0 < z < 1 = 0 < mz < m. Luego

i) 0<mx<1

i7) 1<mx<m

i) Si0<mzr<lycomoO<z<l=0<1-—2x<1,luego

(=)
In(mz)

T In(1 —2)
(=)

<0<m

Y se muestra (1.1).
ii) Sil1l<mz <m,se tiene que In(maz) > 0. Ademads:

In(a) < a,Va > 0 = In(mz) < mz (1.2)
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También se tiene

d 1 d
%ln(mx) = luego %{ln(mm)} ‘fﬂ:i: m (1.3)
: 1
Asi la recta tangente a la curva y = In(mx) en z = — es y = ma — 1. Entonces
m
In(mx) <mzx —1 (1.4)
ver figura (1.1).
Y
A . y=mx-1
’
L4
/
’ y=Ln{mx)
* > X
. z
‘ m
/

Figura 1.1: y = Ln(mx) ,x € [0,1] ,siendo m € Z*

De la expansion de Taylor, teniéndose que 0 < z < 1

ZU2 .173
In(l—2)=—-2— —_—— _...
n(l —x) T g
— In(l—2)< -z
— —-In(l-2)>2 = ! < !
R n — _——— —
Tt In(l—2z) =z
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multiplicando por In(mx) > 0, se tiene

_ In(mz) In(mx)
In(1 — ) T
< - ! , por (1.4)
x
= m — —
T
< m

Y se muestra (1.1).
Finalmente con (i) y (ii) queda demostrado. [J
Afirmacién 1.0.2 Siendo 0 <z <1, meZ" y 0<t<s<4, secumple

sup [(1 . LE)Qm x(s—t)/? ] < m—(s—t)/2
0<z<1

Demostracién

Six =006 x =1, se verifica la desigualdad (1.5).

Si0<x <1, se tiene:
a) Sit=s:
Se tiene 0 < z < 1 entonces 0 < 1 —x < 1, luego

(1 _ x)Zm x(sft)/Q — (1 _ l.)2m
< 1, pues O0<l—-—2z<1

= m’, meZt

De esta manera sup [(1 — z)?™ 2¢79/2] < m~ D2 vym ezt
0<z<1

b) Sit #s:

Se tiene que 0 <t < s < 4 entonces 0 < s —t < 4 luego se verifica

4dm
m <
s—1
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De la Afirmacion (1.0.1), ecuacién (1.1), se tiene:

_ In(maz)
In(1—x)

IN

Tt , por (1.6)

»

2m

(29

—1
Sea 3= i , ademas [ > 0 entonces de lo anterior se tiene
In(max) - 2m
In(1 — x) I6;
luego
In(mz)
B < 2
Bln(l — ) "

multiplicando por In(1 — x) que es negativo:

-6 In(mz) > 2m In(1 —2)

= In(mx)™® > In(l1 —x)*" , por propiedad de los logaritmos

asi
0 > In(l—x)* —In(mz)=?
(1 —x)*m : :
= In[———=], por propiedad de los logaritmos
(ma)=?
quedando
(1 _ x)Zm
In[———— =1In(1
n| (mz) 7 ] <0=1In(1)

y como la funcién logaritmo es creciente, se cumple

(1 —z)*™

) <1l = (1—2"mz)’ <1 = (1—-2)"@)" m)° <1

de la dltima relacion
(1—x)*(x)” < (m)™"
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—t
reemplazando el valor de g = ST, queda

s—t

(1—2)m2%) < m=3) | vae(01)

cota superior

de esta manera

sup [(1 —z)?™ 2692 < m= =02 ym e 7t
0<z<1

Finalmente se demuestra la desigualdad (1.1) O
Desigualdad 1.0.1
2ab < 6%a* +07%*, Va,b€ R, 6€(0,1)

Demostracion

Sea0<f<lyabeR

0<(ad —07'0)* = a%6?+ 672> — 2ab0o~!
— 0 < a*0? + 672b* — 2ab

- 2ab < a?0? + 92? O
Desigualdad 1.0.2

(a+b)? < (1+60%a*+(1+02)?, Va,be R, §€(0,1)

Demostracion

Sea0<f<lyabeR

De (1.7) : 2ab < 0%a® + 607%b?
— a? 4+ 0%+ 2ab < a® + b* + 0%a® + 672
————

— (a+b)?<(1+6%)a*+ (1+672)p* O

Desigualdad 1.0.3

(a+b)? < (1+6*a*+CO7%*, Va,be R, §€(0,1), C = alguna cte.

143

(1.7)

(1.8)

(1.9)



Demostracién
Sea0<f<lyabeR
Si C' = 62 + 1, por la desigualdad (1.0.2) se sigue

(a+b)? < (1+6%)a®+ (1+072)b?

= (1+6%a®+072(1 + 6%)b?
C

= (1+6%)a*+CO2p?
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