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Resumen

Los fluidos conductores como los metales liquidos o plasmas, cuando son sometidos a
ciertos agentes que producen campos magnéticos y rotaciones, son capaces de fluir for-
mando patrones especificos. En estas condiciones se dice que el fluido se encuentra en
un régimen inestable. En particular, la inestabilidad se denomina inestabilidad magneto
rotacional. En este trabajo se desea investigar como una inestabilidad magneto rotacional
denominada pinch rotante es capaz de modificar el coeficiente de difusion, en la direccién
radial, de un metal liquido contenido dentro de dos cilindros concéntricos (configuracién
Taylor-Couette). Esto se lleva a cabo modelando el transporte de un escalar pasivo (pen-
sar en granos de arena o tinta liquida) dentro de un fluido conductor que experimenta
la mencionada inestabilidad. Una vez identificados los parametros del problema, se dise-
na un método para evaluar numéricamente el incremento del coeficiente de difusion en
funcién de los pardametros del problema. Se encuentra que el incremento en el coeficiente
de difusiéon depende linealmente de la viscocidad del fluido. Ademas, el coeficiente de
proporcionalidad, conocido en la literatura como nimero Schatzman, alcanza un valor
méaximo cuando el nimero magnético de Mach (Mm) es igual a 2 y decrece para valores
grandes de Mm. Estos resultados podrian explicar la discrepancia entre el valor observado

de la abundancia de litio en el Sol y el predicho por modelos de evolucién estelar.



Abstract

Conducting fluids such as liquid metals or plasmas, when subjected to certain agents
that produce magnetic fields and rotations, are capable to flow forming specific patterns.
Under these conditions it is said that the fluid is in an unstable regime. In particular, the
instability is called magneto-rotational instability. The aim of this owrk is to investigate
how the so called rotating pinch magneto-rotational instability is capable of modifying
the diffusion coefficient, in the radial direction, of a liquid metal contained within two
concentric cylinders (Taylor-Couette configuration). This is achieved by modeling the
transport of a passive scalar (think of grains of sand or liquid ink) within a conducting
fluid that experiences the aforementioned instability. Once the parameters of the problem
have been identified, a method is designed to numerically evaluate the increase in the
diffusion coefficient as a function of the problem parameters. It is found that the increase
in the diffusion coefficient depends linearly on the viscosity of the fluid. Furthermore, the
coefficient of proportionality, known in the literature as the Schatzman number, reaches
a maximum when the magnetic number of Mach (Mm) is equal to 2 and decreases for
large values of Mm. These results could explain the discrepancy between the observed
value of the abundance of lithium in the Sun and the predicted one by stellar evolution

models.



Prélogo

Durante el periodo de mi formacién de pregrado en la Facultad de Ciencias de la UNI,
la simulacién numérica de fisica de altas energias, la fisica tedrica, la caracterizacién de
materiales y peliculas delgadas y la datacién radiométrica se destacaban como sélidas
lineas de investigacion. Mis intereses se alineaban principalmente con la fisica tedrica y
luego se formalizaron cuando inicié los estudios de maestria en ese rama a mediados del
afio 2007 en la ciudad de Marsella, Francia. Dos anos después, al finalizar la maestria e
iniciar el doctorado mis intereses habian cambiado. Empecé a trabajar en la simulacion
numérica de fluidos aplicada a reactores nucleares de fusiéon. A mediados del ano 2013
obtuve un puesto de tres afios en un instituto de astrofisica como investigador postdoctoral
en un proyecto de simulacion numérica de fluidos, pero esta vez aplicada a un modelo del
Sol.

Durante la maestria, la formacién en fisica tedrica fue bastante amplia. Esta compren-
dia cursos obligatorios como mecanica cuantica, teoria de grupos, geometria diferencial y
teoria cuantica de campos. La formacion se completa con cursos electivos como teoria de
sistemas dinamicos, fisica estadistica, superfluidez y un proyecto informatico. Es durante
este proyecto informatico que tuve el primer contacto real con el célculo cientifico. Si bien
en la UNT habia llevado cursos de programacion, es recién durante el proyecto informatico
que estoy en la necesidad de implementar un algoritmo sencillo en un cédigo FORTRAN
para calcular magnitudes fisicas (energia y magnetizacion) en un modelo fisico (modelo
de Ising). Salvo el curso de superfluidez y el proyecto informatico, ningin otro curso de
la maestria estaba directamente relacionado con los temas que abordaria en el doctorado
o el postdoctorado. Sin embargo, es necesario precisar que muchas de las teorias, técnicas
y métodos aprendidos durante la maestria en fisica tedrica son perfectamente aplicables
en otras ramas de la fisica e inclusive en el diseno de algoritmos para la solucién de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP). En ese sentido, puedo decir que la
formacién en fisica tedrica fue fundamental para los posteriores trabajos de investigacion
y para mi actual desempeno en la fisica computacional.

En la década del 2000, cerca de la ciudad de Marsella se inicia la construccién de un
reactor nuclear experimental de fusion denominado ITER por sus siglas en inglés Inter-
national Thermonuclear Experimental Reactor. Su construccién incrementé la oferta de
becas de doctorado en temas relacionados a la tecnologia usada por ITER: fusiéon por con-
finamiento magnético (FCM). Gran parte de las becas ofrecidas fueron puestas a concurso

entre los diferentes institutos de investigacion de préoximos a ITER, beneficiando directa-



mente a los candidatos doctor de la regién. Concursé por una de las becas propuestas y
luego de una evaluacién y entrevista fui aceptado para realizar la tesis de doctorado en el
ano 2009. El trabajo de doctorado marca un punto importante en mi carrera profesional,
pues por primera vez me planteaba un doble desafio : ser autodidacta y generador de
articulos cientificos. El aprendizaje autodidacta! se concentré en las bases de la fusién
nuclear, mecanica de fluidos, modelos fluidos de transporte, métodos numéricos para la
solucion de EDP’s hiperbdlicas, programacién paralela en FORTRAN y tratamiento de
datos con intérpretes de comando como Python y Gnuplot. La experiencia y disciplina
adquirida durante la formacién en la UNI y los cursos de maestria fueron fundamentales
para asimilar la gran cantidad de informacion y asi llevar a cabo el doble desafio.

El trabajo de post doctorado se desarrollo en el contexto de una colaboracion teérica-
experimental. El equipo en el que trabajaba realizaba las simulaciones numéricas y ge-
neraba mediciones sintéticas (valores numéricos de ciertas variables fisicas) que luego
eran verificadas por otro equipo de experimentales. El trabajo coordinado entre expe-
rimentadores y simuladores fue lo mas gratificante durante esta etapa. Con respecto al
desarrollo del trabajo, la situaciéon fue similar a lo ocurrido durante el doctorado. El traba-
jo estuvo nuevamente marcado por el auto aprendizaje y la produccion de resultados. El
auto aprendizaje se concentro en el estudio de inestabilidades en Magneto Hidrodindmica
(MHD), la configuracién Taylor Couette y el perfeccionamiento en el uso del ordenador
como herramienta para la solucién de EDP’s. Ahora el auto aprendizaje y la produccion
de resultados eran parte de la rutina.

Las ecuaciones diferenciales resueltas en esta tesis de licenciatura provienen de la
MHD. Los fenémenos fisicos que éstas describen no son abordados en el plan curricular
de pre grado de fisica de la facultad de ciencias de la UNI. Sin embargo, debido a la
experiencia adquirida a lo largo de mi formacién profesional es posible abordar estos temas
de una manera simple. Los capitulos intitulados Introduccion y Conceptos generales son
un reflejo de todos los periodos de auto aprendizaje e intentan presentar, a los lectores
no familiarizados con las inestabilidades en MHD y la configuracién Taylor-Couette, los
conceptos mas importantes. La informacién expuesta en estos capitulos se encuentra
dispersa en diferentes libros y articulos de investigacion. En este trabajo se ha hecho
un esfuerzo por presentarlos de una manera clara y auto consistente. A lo largo de esos
capitulos se incluyen,también, las referencias para que sean consultadas por el lector con

el fin de profundizar el conocimiento en los temas que se considere necesario.

'En el perfodo de tiempo que lleve a cabo el programa de doctorado no se contemplaba la asistencia
a cursos de formacion.



Puedo decir que, durante mi formacién profesional, mis intereses cientificos han evo-
lucionado de la fisica tedrica hacia la simulaciéon numérica de fluidos y ahora hacia la
fisica computacional en general. He llegado a la conclusién que la herramienta numérica
es fundamental para la compresion de los fenémenos fisicos y pienso, debe ser un elemento
importante en la formacion de estudiantes de pre grado de fisica. Este descubrimiento
marca la direccion de mi actual desarrollo profesional e inclusive mi desempeno como
docente investigador en la UNI. Esto se materializa con la proposicion, a estudiantes
de pre grado, de cursos electivos y proyectos de investigacion relacionados a la solucion
numérica de EDP’s obtenidas al modelar fenémenos fisicos.

La redaccién de esta tesis ha estado marcada por dos hechos histéricos trascendentales
para el Peri: la pandemia de COVID-19 y la campana electoral para la presidencia del
Perti en plena celebracién del bicentenario de la independencia. Ambos acontecimientos
llevan a la inevitable reflexion del papel que debemos jugar los cientificos en la vida social
de nuestro pafis.

Ningtn pais estaba preparado para afrontar una pandemia de esta magnitud. Para
hacer frente a este nuevo escenario, los diferentes paises han tenido que conducir estudios
cientificos para determinar el mecanismo de transmision del virus, desarrollar pruebas de
diagnéstico rapido, disenar modelos epidemiologicos, etc. En base a ésta informacion se
han disenado y aplicado estrategias para la contencién del avance de la infeccién mientras
se organizaba la respuesta de los centros de salud. Los estudios sobre el modo en que el
virus logra entrar a las células humanas han permitido crear, en un tiempo récord, varias
vacunas basadas en tecnologias novedosas. Los paises que han liderado estos estudios son
los que estan mas desarrollados. No sorprende que sean justamente estos paises, los que
tienen las mas sélidas politicas de promocion de la investigacion cientifica y del desarrollo
tecnologico. Esta crisis sanitaria ha puesto en evidencia el importante rol que cumple,
en la sociedad, la comunidad cientifica (bi6logos, epidemi6logos, médicos, mateméticos,
fisicos, ingenieros, etc.) y los aparatos gubernamentales de gestién de la investigacién y
desarrollo tecnoldgico.

La inestabilidad politica de finales del 2020, entre otras cosas, se vio agudizada por
los reclamos sobre el deficiente manejo de la crisis sanitaria. Las contradicciones en al-
gunas de las medidas asi como el retroceso en la aplicacion de otras, sugiere que muchas
de las decisiones, para el control de la epidemia, no fueron tomadas en base a evidencia
cientifica. La campana electoral presidencial, como es habitual, ha traido el enfrenta-
miento entre grupos politicos que apuestan por la desinformacion para desprestigiar a

los oponentes. Ese juego ha incrementado la preexistente desconfianza, de gran parte de



la poblacion, en las vacunas desarrolladas por diferentes laboratorios, a pesar que éstas
estan respaldadas por publicaciones cientificas ampliamente reconocidas. Ademas, la alta
demanda de tratamientos médicos con nula o cuestionable verificacién cientifica no hacen
mas que confirmar que hay un déficit de cultura cientifica en la poblacién. Identificar el
origen de este déficit amerita un analisis mas profundo de la realidad peruana. Pienso que
los cientificos podemos ayudar a combatir tanto el déficit de cultura cientifica como la
vulnerabilidad de la poblacion frente a los mecanismos de desinformacion, vulgarizando
el conocimiento y poniendo a disposicion de la poblacion la principal herramienta que
utilizamos en nuestro trabajo: el rigor cientifico.

En conclusion, considero que los cientificos peruanos tenemos una doble tarea: gene-
rar nuevo conocimiento béasico y/o aplicado y divulgar. Debemos hacer un esfuerzo por
vulgarizar nuestro trabajo, acercarlo a las grandes mayorias y, en ese esfuerzo, ensenar
a los ciudadanos a cultivar el rigor cientifico y fomentar el pensamiento critico. La pan-
demia de COVID-19 no es la primera ni sera ultima dificultad que la sociedad peruana
tendra que enfrentar con conocimiento cientifico. Por lo tanto, es también importante que
los cientificos participemos activamente en el disefio de las instituciones que organizan
el desarrollo de la ciencia y la tecnologia en el Perti. La construccién de la ciencia que

queremos en el futuro para nuestro pais esta en nuestras manos.

Lima, 10 de marzo de 2021
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The partial differential equations are made by God, the boundary conditions by the Deuwil.

Las ecuaciones diferenciales parciales estdn hechas por Dios, las condiciones de frontera

por el Diablo.

Alan Turing.
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CApriTULO 1

Estructura de la tesis

Antes de comenzar con la introduccién a este trabajo, se presenta la estructura de la
tesis con el objetivo de orientar al lector a través del documento y asi facilitar su lectura.

En el Cap. 2 se inicia con una descripcién de los fluidos conductores y se explica como
la interacciéon de los mismos con campos electromagnéticos, da origen a una dinamica
compleja denominada Magneto Hidro Dindmica (MHD). Esta dindmica puede describir
el comportamiento del plasma contenido entre el nticleo del Sol y su superficie externa. Se
introduce también el problema de la abundancia del litio en el Sol, que es la motivacién
principal de este trabajo. Luego se describen las inestabilidades magneto rotacionales,
en particular la inestabilidad de pinch rotante. También se presentan las preguntas de
investigacion, hipotesis de trabajo y objetivos de la tesis, donde se plantea la posibilidad
que la inestabilidad de pinch rotante sea un mecanismo capaz de incrementar el coeficiente
de difusion de un fluido. Finalmente se describe la estrategia numérica que se llevara a
cabo para mostrar la veracidad o falsedad de la hipotesis de trabajo.

El Cap. 3 profundiza en la deduccién de las ecuaciones de la MHD, que son las ecua-
ciones que gobiernan los fluidos conductores sometidos a campos eléctricos y magnéticos.
Las ecuaciones son deducidas a partir de las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones de
Navier-Stokes para un fluido incompresible. Luego se describe la configuracién Taylor-
Couette y se definen los pardmetros fisicos y geométricos del problema que seran utilizados
para adimensionar las ecuaciones de la MHD y asi resolverlas numéricamente. También
se muestran las soluciones estacionarias de las ecuaciones MHD en configuraciéon Taylor-
Couette y hacia el final se describe el valor que debe adoptar uno de los parametros
fisicos (u = 0,35) para que los cilindros de la configuracién Taylor-Couette representen
adecuadamente la capa exterior del Sol y la capa exterior del niicleo interno.

En el Cap. 4 empieza mostrando las condiciones de frontera y las condiciones inicia-
les del problema. Estas tltimas se plantean a partir de la solucién estacionaria de las
ecuaciones de la MHD. Se explica, también, bajo que condiciones la inestabilidad de tipo
pinch rotante se puede desarrollar. Es decir, se identifican los valores que deben tener los

numeros adimensionales del problema, para que la inestabilidad se produzca y se cons-
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truye el denominado mapa de estabilidad marginal. A manera de ilustrar la inestabilidad
de pinch rotante, se muestran algunos perfiles de la componente radial del campo velo-
cidad cuando se aumenta uno de los parametros del problema. Finalmente, se presenta
un modelo para estudiar el transporte de un escalar pasivo como el litio y se explica en
detalle la metodologia para validar la hipdtesis de trabajo.

En el Cap. 5 se presentan las simulaciones realizadas para diferentes valores de los
numeros adimensionales. A partir de la abundancia de datos se busca realizar una sintesis
y organizacion de los resultados para relacionarlos mediante una dependencia sencilla. En
el Cap. 6 se muestran las conclusiones y finalmente en Cap. 7 se presentan las recomen-
daciones para futuras investigaciones.

La seccion de apéndices consta de tres partes y estan principalmente desarrolladas
a partir de (Davidson, 2001). En el Ap. A la fuerza de Lorentz es descrita y la
correspondiente fuerza por unidad de volumen es obtenida para ser integrada como
término de fuerza de cuerpo en las ecuaciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones seran
utilizadas para la deduccion de las ecuaciones MHD. En el Ap. B el objetivo es mostrar
como se modifica la ley de Ohm cuando estdn presentes campos eléctricos y magnéticos
que dependen del tiempo. Esta deduccién supone que las velocidades involucradas en
los fenémenos de la MHD son no relativistas. Para obtener la expresion final de las
ecuaciones de la MHD es necesario hacer aproximaciones para escalas de tiempo lar-

gas. En el Ap. C, se justifican y detallan estas aproximaciones asi como sus consecuencias.

Estimado lector estd usted invitado a descubrir este trabajo. Le deseo una buena lectura.



CAPITULO 2

Introduccion

Resumen

En este capitulo se expone una descripcion de los fluidos conductores y se ex-
plica como la interaccion de los mismos con campos electromagnéticos da ori-
gen a una dindmica compleja denominada Magneto HidroDindmica (MHD).
Se describe también el problema de la abundancia de litio y su relacién con
las inestabilidades magneto rotacionales. Se plantean las preguntas de inves-
tigacion, hipétesis de trabajo y objetivos de la tesis. Finalmente se describe
la estrategia numérica para mostrar la veracidad o falsedad de la hipdtesis de

trabajo.

2.1. Fluidos conductores y Magnetohidrodinamica

Gases ionizados (plasmas) y metales liquidos como el mercurio, sodio liquido o galio
liquido (29°C), son claros ejemplos de fluidos conductores de electricidad o simplemente
llamados fluidos conductores. Se piensa que el nucleo externo de la tierra, a diferencia
del sélido niicleo interno, estd compuesto por hierro fundido mezclado con niquel y pocos
rastros de elementos mas ligeros. Magnetosferas de planetas y estrellas, colas de cometas,
jets extragalacticos, discos de acrecién y muchos otros objetos astrofisicos, son estudia-
dos tratdndolos como fluidos conductores viscosos. La magnetohidrodindmica (MHD) se
interesa en el estudio de fluidos conductores en interacciéon con campos magnéticos y se
basa en dos ramas bien conocidas de la fisica: la hidrodindmica y la electrodinamica.

Por el lado de la hidrodinamica consideraremos las ecuaciones de Navier-Stokes que
describen la dindmica de un fluido con viscosidad v. Debemos recordar que estas ecua-
ciones se obtienen al modelar al fluido como un continuo. Este modelo es valido siempre

y cuando el camino libre medio de las particulas constituyentes del continuo es mucho
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mas pequeiio que la escala espacial en la que es observada el fluido. De acuerdo a este
criterio, cualquier sustancia puede ser tratada como un fluido para una escala espacial
determinada. Las ecuaciones de Navier-Stokes estan formadas por la ecuacion de con-
tinuidad y la ecuacion de balance del momento. Si adicionalmente consideraremos que
el fluido no experimenta variaciones temporales de la densidad, entonces la ecuacion de
continuidad se transforma en la denominada condicién de incompresibilidad: divergencia
nula para el campo de velocidades del fluido. Una consecuencia directa de la condicion
de incompresibilidad, es que elimina la existencia de ondas actsticas en el sistema.

Por el lado de la electrodindamica en primer lugar, consideraremos las ecuaciones de
Maxwell que describen la dindmica entre los campos magnéticos y eléctricos. En segundo
lugar, consideraremos la ley de Ohm, ya que al tratar con un fluido conductor (hecho de
un material con conductividad o), éste debe generar una respuesta cuando es sometido
a un campo eléctrico. En tercer lugar, consideramos la fuerza de Lorentz que es la fuerza
que experimentara el fluido conductor debido a su interaccién con los campos eléctricos
y magnéticos.

Los fendmenos magnetohidrodinamicos se dan como una consecuencia de la interac-
cién entre un fluido conductor y los campos eléctricos y magnéticos. Cuando un fluido
conductor, o simplemente un conductor, se mueve a través de una zona donde existe un
campo magnético; se inducird un movimiento de cargas (corriente eléctrica) y por lo tanto
un campo eléctrico. Esta corriente se puede considerar como un elemento constitutivo del
fluido en movimiento quien experimentara una fuerza de Lorentz. Esta fuerza acelerara
el fluido a través del campo magnético induciendo un nuevo campo eléctrico y una nueva
corriente que modificard el campo magnético original. Esta dindmica se retro alimenta
asi misma y debe ser planteada de manera auto-consistente mediante un acople de las
ecuaciones de Navier-Stokes, Maxwell, ley de Ohm y la fuerza de Lorentz. Los efectos

radiativos no seran considerados en este trabajo.

2.2. Destruccion de Litio en el Sol

En el modelo BBN (Big Bang nucleosynthesis) (Boesgaard y Steigman, 1985) se con-
sidera que el litio, junto al berilio y boro, fue sintetizado durante el Big Bang y por lo
tanto, estuvo presente en la formacién de estrellas. Mediante anélisis espectrales (Miiller,
1968, Capitulo 5) de la superficie solar se ha podido identificar la presencia de litio en
la atmosfera del sol y se presume que también esté presente en la zona convectiva. Sin

embargo, la abundancia de litio, determinada por estas observaciones, discrepan con la



2.3. Inestabilidades magnetorotacionales 17

abundancia predicha por modelos de evolucién estelar (Zahn, 1974). Esta discrepancia
fue inicialmente senialada por (Greenstein y Richardson, 1951) y ha sido ampliamente
discutida en (Hughes, 2007). La explicacién mas aceptada para resolver esta discrepan-
cia, es considerar que el litio esta siendo destruido o “ quemado” al interior del Sol. Este
proceso de destrucciéon no puede suceder al interior de la zona convectiva (& 2,00 x 10°K)
pues no existen las condiciones de temperatura necesarias (=~ 2,8 x 10°K), por lo que la
destruccion debe ocurrir en una regién mas profunda. Si consideramos que el sol esta
compuesto por un plasma (fluido conductor), entonces es posible pensar que un mecanis-
mo de difusién, propio de un fluido, es el responsable del transporte del litio de la zona
convectiva hacia el interior. Sin embargo, al estimar el coeficiente de difusiéon (Hughes,
2007) en regiones préximas a la tacoclina! se encuentra que harfa falta un coeficiente
de difusién aproximadamente 100 veces més grande para poder afirmar que la difusion
es la responsable del transporte del litio al interior del Sol. Esto nos lleva a la hipdtesis
propuesta por (Schatzman, 1977) que indica que debe existir un coeficiente de difusiéon
adicional D* que es generado por turbulencia al interior del Sol. Segiin este mismo autor,
dicho coeficiente debe ser proporcional a la viscosidad del plasma. El coeficiente de pro-
porcionalidad, en este trabajo, recibe el nombre de niimero de Shatzman Re*. Un detalle
particular de la explicacion propuesta por Shatzman, es que no se detalla el mecanismo

que origina la turbulencia.

2.3. Inestabilidades magnetorotacionales

En el problema descrito en la Sec. 2.2, el Sol puede ser considerado como un plasma
con simetria esférica en rotaciéon que no gira de manera rigida, sino méas bien las “capas”
se mueven con rapideces angulares diferentes debido a la viscoscidad “fricciéon” entre ellas.
Este fenémeno recibe el nombre de rotacién diferencial y es un elemento importante como
generador de turbulencia y de difusiéon turbulenta. Si bien un modelo de plasma con rota-
cion diferencial en geometria esférica debe ser aplicado al Sol, existe mucha mas literatura
tedrica, experimental y de simulacion numérica desarrollada para la rotacion diferencial
en geometria cilindrica. Por esa razén en este trabajo, para modelar el problema descrito
en la seccion anterior, se utilizara la geometria cilindrica. La configuracion cilindrica pa-
ra estudiar la rotacion diferencial recibe el nombre de Taylor-Couette y consiste de dos
cilindros concéntricos que pueden rotar de manera independiente uno con respecto del

otro.

1Zona de transicién entre la regién radiativa del Sol y la zona convectiva
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Figura 2.1: La geometria esférica del Sol considerado como un plasma rotante es conver-
tida en una geometria cilindrica

La Fig. 2.1(a) representa, con lineas punteadas rojas, el nicleo y la superficie ex-
terior del Sol; ambas rotando diferencialmente. De esta manera podemos identificar el
ntcleo con el cilindro interior y la superficie exterior del Sol con el cilindro exterior de
la Fig. 2.1(b). El plasma contenido entre el nicleo y la superficie externa es reemplazado
por un fluido conductor contenido entre los cilindros. Por ahora no tiene ninguna rele-

vancia que el fluido sea conductor o no, ya que por el momento no hay campos eléctricos
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Figura 2.2: Vista lateral de una configuracién Taylor-Couette.Fluido contenido entre los
cilindros de la configuraciéon Taylor-Couette. Al rotar los cilindros el fluido transita del
régimen laminar (primera imagen) al turbulento (tltima imagen) pasando por el régimen
inestable (imédgenes centrales) donde se puede apreciar la aparicién de patrones en el
fluido.

o magnéticos presentes. El sistema conformado por la configuracion Taylor-Couette y un
fluido conductor o no conductor es conocido como flujo de Taylor-Couette. En términos
generales este flujo transitard a través de diferentes regimenes (ver Fig. 2.3) a medida
que se incremente la rapidez angular de los cilindros que esta directamente asociada al
numero de Reynolds. Inicialmente para un nimero de Reynolds bajo, el flujo estara en
un régimen laminar en el cual el flujo se mueve por capas que se mezclan poco o casi
nada entre ellas (primera imagen en Fig. 2.3). En segunda instancia, para nimeros de
Reynolds medianamente elevados, el flujo estara en el régimen inestable caracterizado por
la formacion de patrones o estructuras (segunda, tercera y cuarta imagen en Fig. 2.3).
Finalmente para nimeros de Reynolds elevados, el flujo estard en el régimen turbulento
caracterizado por la ausencia de estructuras, irregularidad en el flujo y la energia cinética
es transformada en energia interna (tltima imagen Fig. 2.3).

Por otro lado, el Sol posee un campo magnético producido por el plasma en movimien-
to de la zona convectiva y otro denominado campo magnético primordial que adquirio
al momento de su formacién. En este trabajo suponemos que este campo magnético pri-
mordial es el més importante y serd modelado como un campo puramente poloidal?® en
una geometria cilindrica. Debido al mecanismo de interacciéon entre fluidos conductores
y campos magnéticos descrito en la Sec. 2.1, el campo magnético primordial, tiene un rol

importante en la inestabilidad o turbulencia de un fluido de Taylor-Couette. Las ines-

Zparalelo al vector é,
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tabilidades generadas a partir de un campo magnético y la rotacién diferencial reciben
el nombre de inestabilidades magnetorotacionales. Cabe senalar que tanto los regimenes
inestables como turbulentos se caracterizan por una modificacién de las propiedades de
un fluido, como la difusiéon. Para una revisién més detallada sobre las diferentes inesta-
bilidades magnetorotacionales en configuracion Taylor-Couette actualmente identificadas
ver (Ruediger, Gellert, Hollerbach, Schultz, y Stefani, 2017a).

2.4. Inestabilidad de Pinch rotante

Entre las inestabilidades magnetorotacionales disponibles, nos concentramos en la
denominada pinch rotante o también llamada inestabilidad de Tayler. En la literatura,
el nombre de pinch se refiere al efecto de compresién que experimentan los conductores,

portadores de corriente, cuando estan sometidos a fuerzas magnéticas (ver Fig. 2.4).

Figura 2.3: Conductor eléctrico experimenta efectos de compresién debido a la interaccion
con campo magnético.

En la inestabilidad que estudiamos, los perfiles de las componentes de los campos de

velocidad y campo magnético, durante el desarrollo de la inestabilidad, evidencian un
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patron que se puede identificar como una aparente compresion producto de la interaccion
entre los mismos. Debido que el fluido ademas de la aparente compresion, esta en rota-
cién, la inestabilidad recibe el nombre de pinch rotante. Esta inestabilidad es producida
al llenar el espacio entre los cilindros de la configuraciéon Taylor-Couette con un fluido
conductor, hacer pasar una corriente uniforme axial a través de todo el sistema y hacer
rotar los cilindros segun la ley de Kepler (ver Sec. 3.5). La corriente axial genera un
campo magnético tangente a toda circunferencia contenida en un plano perpendicular a
la corriente. Es decir, el campo magnético resultante tiene una sola componente en la
direccién é, (vector unitario en coordenadas cilindricas). Tales campos son cominmente
referidos en la literatura como campos poloidales. En consecuencia, un fluido conductor
sometido a un campo magnético poloidal, es un modelo simplificado para el estudio de

transporte turbulento de litio en el Sol.

2.5. Pregunta de investigaciéon, hipétesis de trabajo

y objetivo de la tesis

Si bien este trabajo esta motivado por la discrepancia entre el valor observado de la
abundancia de litio en el Sol y el predicho por modelos de evoluciéon estelar, se considera
que este problema es muy complejo para analizarlo con todos los fenémenos fisicos invo-
lucrados. Por ese motivo, modelamos al niicleo del Sol y la superficie externa del Sol como
una configuraciéon de Taylor-Couette, el plasma en su interior como un fluido conductor
y nos concentramos en la posibilidad que el transporte difusivo del litio, en la direccion
radial, sea acelerado por un coeficiente difusivo turbulento originado por una inestabili-
dad magnetorotacional de tipo pinch rotante. Por lo anteriormente expuesto estamos en

condiciones de plantear:

= Pregunta de investigacion: ; Es posible que una inestabilidad magnetorotacional
de tipo pinch rotante modifique, en la direccién radial, el coeficiente de difusién de

un fluido conductor mediante un coeficiente de difusién turbulento?

» Hipdtesis de trabajo: Suponemos que cuando un fluido conductor experimenta
una inestabilidad de tipo pinch rotante el coeficiente de difusion del fluido D se mo-
difica en la direccion radial. Esta modificacion se manifiesta como un incremento al
coeficiente de difusion del fluido inestable. El incremento corresponde al coeficiente

de difusién turbulento D* y es producido tinicamente por la inestabilidad.
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» Objetivo de la tesis: Calcular numéricamente la razéon D*/D como funcién de los
parametros fisicos y geométricos del problema que estan completamente definidos
por los nimeros adimensionales de Reynolds (Re), Hartman (Ha), Schmidt (Sc) y

magnético de Prandtl (Pm).

Si al calcular numéricamente la razén D*/D se obtiene que ésta es diferente de cero
para el conjunto nimeros adimensionales para el cual se produce la inestabilidad de
pinch rotante, estaremos en la posicién de afirmar que la inestabilidad de pinch rotante
efectivamente incrementa el coeficiente de difusion del fluido en la direcciéon radial y

nuestra hipoétesis sera validada.

2.6. Estrategia numérica

El célculo de la razén D*/D se desarrolla en dos etapas bien definidas que se describi-
ran en detalle en Sec. 4.4. La primera etapa consiste en la solucién de las ecuaciones MHD
en configuracién Taylor-Couette. En la segunda etapa se soluciona adicionalmente una
ecuacion de transporte y se realiza un ajuste de curvas a partir de los datos generados.

La parte mas laboriosa del célculo es la relacionada a la solucién de las ecuaciones de
la MHD vy la ecuacién de transporte. Estas ecuaciones se resuelven con un c6digo escrito
en FORTRAN denominado FSEM que utiliza un enfoque DNS (Direct Numérical Si-
mulation), es decir resuelve las ecuaciones sin haber sido promediadas con anticipacion.
El c6digo toma su nombre de la técnica mixta que utiliza para resolver las ecuaciones
MHD. Esta técnica combina los Elementos Finitos Espectrales y descomposicion discreta
de Fourier. Para un sistema de coordenadas cilindrico (R, ¢, z), el dominio de calculo se
divide en planos RZ para valores especificos de ¢. Cada plano Rz se divide en elementos
rectangulares y sobre cada elemento las soluciones de todos los campos se expande en una
base polinomial de n elementos. En la parte angular todos los campos escalares (concen-
tracion de litio y presion) y vectoriales (velocidad y magnético) son descompuestos en una
serie discreta de Fourier. Las primeras pruebas del codigo sobre inestabilidades de pinch
rotante indican que con n = 14 o inclusive n = 12 junto con una descomposicién de Fou-
rier de 17 términos en total, se genera un error numérico promedio del orden 4 x 1072 %
con respecto al valor de la solucién numérica. Un error relativo tan pequeno garantiza
la confiabilidad de los calculos realizados. Adicionalmente el cddigo esta paralelizado con
la libreria MPI, es decir el codigo resuelve varias partes de las ecuaciones simultanea-

mente en diferentes procesadores. Esta caracteristica reduce considerablemente el tiempo
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de célculo, con respecto a un codigo secuencial que utilice la misma técnica mixta pe-
ro sobre un solo procesador. Para una solucién aproximada con una base polinomial de
14 elementos, una descomposicién de Fourier con 17 términos y una ejecuciéon utilizan-
do 8 procesadores en un cluster de calculo (supercomputadora), el tiempo promedio de
duracién de una simulacion puede alcanzar las 72 horas (3 dias). Los detalles sobre el
desarrollo del cédigo, la precision de las soluciones y las pruebas de verificacion pueden
ser revisados en (Fournier, Bunge, Hollerbach, y Vilotte, 2005).

Una vez obtenidas las soluciones de las ecuaciones MHD y la ecuacion de transporte,
se extraen los datos y se realiza un ajuste de curvas con ellos. Ambas tareas se realizan con
un script Python utilizando funciones incorporadas de la libreria numpy. La visualizacion
de los campos escalares y vectoriales en tres dimensiones se realizan con la herramienta
Paraview mientras, los graficos bidimensionales se realizan con el interprete de comandos

Gnuplot.



CAPITULO 3

Conceptos generales

Resumen

Se muestra una deduccion de las ecuaciones de la MHD a partir de las ecua-
ciones de Maxwell y las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incom-
presible. Las ecuaciones de la MHD estan sujetas a las aproximaciones de
escalas de tiempo grandes y velocidades no relativistas. Se describe la con-
figuraciéon Taylor-Couette y se definen los parametros fisicos y geométricos
del problema. Se adimensionan las ecuaciones de la MHD, segtin la geometria
Taylor-Couette y se muestran las correspondientes soluciones estacionarias.

Se describe la rotacion diferencial cuasi-kepleriana.

3.1. Maxwell y Navier-Stokes incompresible

Para describir los fenémenos en los cuales interactiian los campos magnético B y
eléctrico E con materiales conductores, necesitamos las ecuaciones de Maxwell, la fuerza
de Lorentz y la ley Ohm. En la parte superior del Cdr. 3.1 se muestra la version diferencial
de las ecuaciones de Maxwell. En la parte intermedia se muestra la expresion de la fuerza
de Lorentz que experimenta una carga q. Tanto las ecuaciones de Maxwell como la fuerza
de Lorentz no necesitan mayor explicaciéon pues ambas son abordadas en los cursos de
pregrado universitario. Luego, en el mismo cuadro, se presenta la generalizacion de la ley
de Ohm para el caso en que los campos B y E no sean estaticos. Cabe senialar que esta
generalizacion es necesaria, pues los campos B y E con los que trataremos en este trabajo
varian en el tiempo. En el Ap. B, el lector podra encontrar, con detalle, la deduccién de
la expresion de la ley de Ohm generalizada.

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen la dinamica de un fluido con viscosidad

y se componen de la ecuacién de balance de momento y de la ecuacién de continuidad.



3.1. Maxwell y Navier-Stokes incompresible 25

En la parte inferior del Cdr. 3.1 se presentan ambas ecuaciones con la particularidad
que consideramos un fluido incompresible. Un fluido incompresible es aquel en el cual la
densidad se mantiene constante y por lo tanto no se puede propagar ninguna perturbacion
de la densidad. En otras palabras, en un fluido incompresible no hay ondas acusticas.
En esta situaciéon la ecuacion de continuidad se transforma en la denominada condicion
incompresibilidad que indica que el campo velocidad tiene divergencia nula. Nétese que el
ultimo término del lado derecho en la ecuacién de balance de momento (f) corresponde a la
fuerza externa (fuerza de cuerpo) por unidad de volumen que experimenta el fluido. Para
el caso de un fluido en interacciéon con campos magnéticos, este término estara asociado
a las fuerza de Lorentz. Para mayores detalles sobre las ecuaciones de Navier-Stokes se

sugiere, al lector, revisar (White, 2015).

Cuadro 3.1: Ecuaciones involucradas en la MHD.

V-B=0 Ley de Gauss
1 0E
V x B = pod + 2 Ley de Ampere-Maxwell
c
Ecuaciones de Maxwell
V-E= Pek Ley de Gauss
€0
B
VXE= —aat Ley de Faraday
Fuerza de Lorentz F=¢(E+ U x B)
Ley de Ohm generalizada J=0(E+UxB)
Ecuacion de Navier-Stokes
ou
Balance de momento p (875 +(U- V)U) = —VP+ pvV?U +f

condicién de incompresibilidad V-U=0
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B : campo magnético. » F: fuerza de Lorentz.

J : densidad de corriente. » U: campo velocidad del fluido.

» o: conductividad eléctrica.

E : campo eléctrico total.

e " = p: densidad del fluido.
= [ip: permeabilidad magnética del va-

clo. » P: presion ejercida en el fluido.
. . , . , . . . . ’ . 1 . ’
= ¢(: permitividad eléctrica del vacio. = v: viscosidad microscépica’ (cinemd-
tica).

c: velocidad de la luz en el vacio.

s f: fuerza por unidad de volumen que

per: densidad de carga eléctrica total. actia en el fluido (conductor).

3.2. Ecuaciones de la Magnetohidrodinamica

Estas ecuaciones se obtienen considerando la interaccién de un fluido conductor y
campos eléctricos y magnéticos. De aqui en adelante cada vez que se mencione a un fluido
estara sobreentendido que se trata de un fluido conductor. Por otro lado, el sistema de
ecuaciones resultantes debe reflejar la influencia de la dinamica del fluido, representada
por su velocidad U, en la dinamica entre los campos B y E y wviceversa.

El primer paso para obtener estas ecuaciones es introducir el campo magnético B o
eléctrico en E en las ecuaciones de Navier-Stokes. Esto se realiza identificando la fuerza
por unidad de volumen f que acttia sobre el fluido. Si despreciamos la fuerza de interaccion
gravitatoria sobre el fluido, es de esperar que la tnica fuerza que experimentara el fluido
corresponde a la fuerza de Lorentz (ver Cdr. 3.1). Es posible encontrar la expresion de f

a partir de la fuerza de Lorentz (ver Ap. A) y obtenemos
f=psE+JxB. (3.1)

Los término pE vy J x B en Eq. 3.1 representan la fuerza eléctrica y magnética
por unidad de volumen sobre el fluido respectivamente. Es preciso mencionar que los
fenomenos fisicos que se tratan en este trabajo, principalmente procesos difusivos, se
desarrollan en escalas de tiempo superiores al tiempo de relajacion t, = gy/0 que para

metales liquidos es del orden de 1078s. En esas condiciones (ver Ap. C.1), es posible

IExisten dos tipos de viscosidad: cinemética (v) y dindmica (u). La relacién entre ambas es v = u/p
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mostrar que
perE| < |3 x BJ. (3.2)

Esto significa que la fuerza magnética por unidad de volumen es mas importante que
la eléctrica. Con este resultado podemos reescribir la fuerza de Lorentz por unidad de

volumen como

f=JxB. (3.3)

Continuando con la aproximacion de escalas de tiempo superiores al tiempo de relaja-
cién t,, también se puede despreciar la corriente de desplazamiento en la ley de Ampere-

Maxwell (ver Ap. C.2) y obtener

g VxB (3.4)
Ho

El hecho que se pueda despreciar la corriente de desplazamiento asegura la no existencia

de ondas electromagnéticas en el sistema. Este resultado también implica que la densidad

de corriente es un vector a divergencia nula

V-J=0. (3.5)
Finalmente tenemos una expresion reducida para la fuerza de Lorentz por unidad de
volumen .
f=—(VxB)xB. (3.6)
Ho

Al insertar f en las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible tenemos

ouU 1
p <8t + (U . V)U) = —VP+ pl/AU + ;(V X B) X B: (37)
0

vV-U = 0. (3.8)

El segundo paso es introducir el campo de velocidades del fluido U en las ecuaciones
de Maxwell. Para esto hacemos uso de la ley de Ohm generalizada que se puede deducir
a partir de la ley de Ohm tradicional considerando que el sistema no alcanza velocidades
relativistas, ver Ap. B para mas detalles. De esta manera tenemos una expresion para el

campo eléctrico

J
E=>_-UxB, (3.9)
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que podemos reemplazar en la ley de Faraday

0B J

_9B = VX <1V><B—U><B> (3.11)
ot o0
0B 1

5 = MTUVX (VxB)—V x(UxB) (3.12)
0B 1

= o = Vx(UxB)—MO—UVx(VxB) (3.13)
B 1
B Y« (UxB)- 1 (V(V.B)- V?B) (3.14)
ot HoO

finalmente, debido a la ley de Gauss para campos magnéticos V - B = 0, tenemos

0B
o = VX (U x B) +1V*’B (3.15)
donde el coeficiente n = 1/pgo recibe el nombre de difusividad magnética.
De esta manera hemos encontrado las ecuaciones que describen la interacciéon entre
un fluido conductor y campos eléctricos y magnéticos variables en el tiempo y reciben el

nombre ecuaciones de la magnetohidrodinamica (MHD)

1
p(‘?j+(U~V)U>=—VP+puAU+M(VXB)xB, V.U=0  (3.16)
0
OB )
1
J=—VxB, V.J=0 (3.18)

Ho
Podemos decir que las ecuaciones de la MHD son el acople de las ecuaciones de Max-
well y Navier-Stokes para un fluido incompresible no relativista que describe fenémenos
en una escala de tiempo superior al tiempo de relajacion t.. Cabe precisar que las ondas

de sonido y las electromagnéticas quedan fuera del alcance de las ecuaciones de la MHD.
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3.3. Configuracion geométrica Taylor-Couette

Se denomina configuracion Taylor-Couette a un par de cilindros concéntricos con
radios R;,, para el cilindro interior, y R,,:, para el cilindro exterior. Estos cilindros son
capaces de rotar independientemente uno con respecto del otro con rapideces angulares
Qout v i para el cilindro externo e interno, respectivamente. Cabe resaltar que los
cilindros pueden rotar ambos en el mismo sentido, en sentidos contrarios o inclusive uno de
ellos puede estar en reposo. Este dispositivo fue inicialmente disenado por Maurice Marie
Alfred Couette para determinar la viscosidad de un fluido (ver (Couette, 1888)) y luego
utilizado por Geoffrey Ingram Taylor para estudiar la estabilidad de un fluido viscoso
(ver (Taylor, 1923)). Por lo anteriormente descrito, decimos que un fluido de Taylor-
Couette consiste en un fluido viscoso confinado entre dos cilindros coaxiales rotantes (ver
(Ruediger y cols., 2017a)).

La geometria del problema permite utilizar un sistema de coordenadas cilindricas
(R, ¢, z) para describir el problema. En este trabajo se considerarda un fluido de Taylor-
Couette conductor que estd sometido a un campo magnético B (ver Fig. 3.3) que s6lo
tiene una componente poloidal i.e. B = By. Como hemos visto en la seccién anterior,
en particular en la Ec. 3.18, este campo es producido por una densidad de corriente
J = iv x B y visto que exigimos que el campo magnético sea puramente poloidal,
entonces es necesario que la densidad de corriente sea axial y no nula dentro del cilindro
para R < Rgut

Es posible mostrar que el sistema de Ec. 3.16-3.17, resuelto en una configuracion
Taylor-Couette, posee una solucién estacionaria. En (Taylor, 1923), se muestra como se
obtiene la solucién estacionaria para el problema puramente hidrodinamico mientras que
en (Ridiger, Schultz, y Shalybkov, 2003) se utiliza este ultimo resultado para encontrar la
solucion estacionaria para el sistema MHD. Si bien los campos incégnitos en las ecuaciones
de la MHD son tres: velocidad (U), magnético (B) y presién (P); la solucién estacionaria
queda completamente determinada por los campos de velocidad y magnético. Esto se debe
a que al usar la condicién de incompresibilidad (V - U = 0) junto con las expresiones
estacionarias de los campos de velocidad y magnético, es posible eliminar el gradiente de
la solucién estacionaria de la presién (VP) de las ecuaciones. La solucién estacionaria

estard denotada por U = (0,Uy,0) y B = (0, By, 0) donde
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Figura 3.1: Sistema compuesto por un fluido conductor en una configuracién de Taylor-
Couette con campo magnético poloidal

_ b _ _
Uy = RQ:aR—FE, Up=U, =0, (3.19)
B, = AR, Br=DB.=0 (3.20)

con
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QR) =a+b/R?, (3.21)
donde A, a y b son constantes que dependen de los parametros de la geometria. Las
constantes a y b estan relacionadas a las rapideces angulares ), (cilindro interior) y
Qout (cilindro exterior) y a Ry, y Rowr que son los radios del cilindro interior y exterior,
respectivamente. Evaluando Q(R) en R;, v Roy tenemos

Qu=a+b/R, v Quu=a+b/R> (3.22)

out-

Las ecuaciones Ec. 3.22 corresponden a un sistema lineal de dos ecuaciones y dos incog-
nitas que se puede resolver para a y b. La soluciéon del sistema lineal es
pio — 1} 1—p >
a=———-"Cy b= ——-OR;, (3.23)

1—r2 1—1r2

in in

donde

o Qout e Rin
Ho = Qin Y " Rout .

corresponden a la razon entre las rapideces angulares y los radios de los cilindros externo

(3.24)

e interno, respectivamente. De la misma manera se puede mostrar que

_ Bin Tin(,U/B — Tin) Bout

A= R 1oz oM M= g

(3.25)

donde B,y v Bin es el campo magnético evaluado en Ry, v Rout, respectivamente. Final-

mente las soluciones estacionarias de la MHD en configuracién Taylor-Couette quedaran:

U=(0,Us0) vy B=(0,B,,0) (3.26)

b _
Us=aR+ 5. By=AR (3.27)
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2
Ho — Ty 1—p 2
a 1— 2 Qm, b - 1 — 2 QHljzin
Qout Rm
= ’r‘ln =
He Qin 7 Rout
Bin rin(ﬂB - rin) Bout
A= —nTn\AB ~ Tin) — out
Rm 1-r2 "7 R

Es necesario definir un parametro geométrico adicional para completar la descripcion
de la geometria de Taylor-Couette. Ese parametro corresponde a la separacion entre los

cilindros y se define como

DO - \/Rin(Rout - Rin)- (328)

El parametro Dy se utilizara en el adimensionamiento de las ecuaciones de la MHD.

3.4. Ecuaciones adimensionales de la MHD

Las ecuaciones de la MHD Ec. 3.16-3.17 junto con un fluido de Taylor-Couette con-
ductor se estudiaran en las siguientes secciones. Para poder resolver numéricamente estas
ecuaciones es necesario adimensionarlas. Esto se logra expresando los campos (coordena-
das) involucrados como la multiplicacion de una escala - valor caracteristico del problema
con dimensiones- y un campo (coordenada) sin dimensiones. Los campos o coordenadas
adimensionales se denotardn por una letra latina con una tilde (~) en la parte superior,
mientras que las escalas o valores caracteristicos se denotan por una letra latina con
subindice 0. De esta manera cada término de Ec. 3.16-3.17 serd una simple expresion
matemética multiplicada por un niimero adimensional. Cuando estos niimeros son distin-
tos de la unidad reciben nombres particulares como: nimero de Reynolds (Re), nimero
de Hartman (Ha), etc. Estos nimeros se les puede interpretar, por lo general, como la
razén entre dos fuerzas presentes en la dinamica del fluido. La formulaciéon adimensional
también nos permite identificar los términos mas importantes en una ecuacion ya que al
escoger una escala caracteristica determinada, los niimeros adimensionales adquieren un
valor especifico y por lo tanto se evidenciara que términos son pequenos.

Si consideramos la velocidad caracteristica del problema Uy como la razon entre la
distancia caracteristica Dy y el tiempo caracteristico ¢y asi como la magnitud de un campo
magnético caracteristico By, podemos reescribir de manera adimensional (ver Cdr. 3.2)

tanto las variables y los campos asi como los operadores diferenciales que aparecen en
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Ec. 3.16-3.18.

Cuadro 3.2: Adimensionamiento de variables, campos y operadores diferenciales.

Variables independientes D = DyD

adimensionales t =tof
. . I =
Operadores diferenciales V = FV
0
asociados Q = i
ot tedt
Campos U=0U,U, U,=Dy/ty
U -
adimensionales P = pl/—OP
Dy
B = BB

3.4.1. Ecuacion de balance de momento adimensionada

Recordando que J = (1/p0)V x B, la ecuacion de balance de momento toma la forma
ou

Para adimensionar esta ecuacion, consideramos la ley de Ohm generalizada J = o(E +

U x B) (ver Ap. B), la cual nos permite afirmar que J y ¢U x B tienen las mismas

dimensiones, por lo tanto

J = 0ByUyJ. (3.30)
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Reemplazando este resultado en Ec. 3.29 y utilizando la relaciones de adimensionamiento

descritas en Cdr. 3.2, tenemos que

pUy 0U pUS ~ <. = prUy = prUy ~ 0 % =
——4+—(U-V)U=— P AU ByUy(J x B). 3.31
ty o DO( V) D2 VP + D2 +0oByUs(J x B) (3.31)

Usando la relacion Dy = Upty, la ecuaciéon anterior se puede reescribir como

Pl (aU +(0- @)ﬁ) g p  PPUORG L B2 < B) x B, (3.32)

to \ of D2 D?

Los coeficientes delante del gradiente de la presiéon adimensional y del laplaciano de
la velocidad adimensional en Ec. 3.32 son idénticos, por lo tanto al multiplicar toda la

ecuacion por D3 /pvUy, tenemos

D2 (00 - o\ o~ <o oBID2 . o .
%<8£+(U-V)U>——VP+AU+ - 0V xB) xB. (3.33)

Los coeficientes diferentes a la unidad que permanecen en Ec. 3.33 son asociados a

los ntimeros adimensionales de Hartman (Ha) y de Reynolds (Re) mediante las siguientes

expresiones
B2D2  B2D:? 1
Ha2:UO 0 _ 0 0’ con o= —
pv Hopvm Ho]
entonces,
ByD D}
Ha = —2— Re = (3.34)

y
Nz vty
Finalmente tenemos la primera ecuacion de la MHD adimensionada

Re (%‘j (O @)fJ) _ P+ AU+ HaX(S x B) x B. (3.35)

3.4.2. Ecuaciéon de evolucién del campo magnético adimensio-

nada.

Para adimensionar la segunda ecuacion de la MHD asociada al campo magnético, se

procede de manera similar. Se reemplazan relaciones de Cdr. 3.2 en Ec. 3.17 y se tiene
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BO 8]3 U()BO ad ~ ~ nBO ~ ~
—— = B —AB .
P D V x (U x B) + D2 , (3.36)
entonces
BO 8B ~ ~ ~ nBO ~ o~
— | = — UxB)|] = —AB .
e ( 57 V x (U x )) D2 : (3.37)
donde ) -
D2 (OB . . .
— — — B)| = AB. .
o ( o7 V x (U X )) (3 38)

En esta oportunidad se tiene un sélo coeficiente distinto a la unidad y es asociado al

nimero adimensional conocido como nimero magnético de Reynolds (Rm)
2
nto

Este ntmero estd relacionado al nimero magnético de Prandtl (Pm= v/n) y al ntimero

Rm (3.39)

de Reynlods (ver Ec. 3.34) mediante la relacion

pm — S _ v (3.40)

Re 17

En las secciones Sec. 3.4.1 y Sec. 3.4.2 se ha descrito un adimensionamiento general
que es valido en cualquier geometria. Ahora corresponde relacionar los ntimeros adi-
mensionales de Re, Rm, Ha y Pm con los pardmetros geométricos de la configuracién
Taylor-Couette, es decir particularizar esos niimeros a nuestro problema de interés. Si
consideramos que el tiempo caracteristico del problema que nos interesa es t, = Q;.', que
la velocidad caracteristica es Uy = €2;, Do v que la distancia caracteristica del problema

es la separacion entre los cilindros Dy = R, — R;y,, entonces

D DoUpto  DolUs — DoQinDo — QinDj

Re = = = = , (3.41)
vty vty v v v
D? Q,,D?
nto n
BoD
Ha = —2 2 (3.43)
v/ Hopvn
Rm v
P = = = 3.44
o Re n ( )

Para no recargar la notaciéon con las tildes sobre los campos y coordenadas sin di-
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mensiones, se suprimen de las ecuaciones adimensionales de la MHD dejando claro que

se tratan de variables, campos y operadores diferenciales adimensionales.

Re (%I; +(U-V) U) = —VP+ AU + Ha’cwrlB x B (3.45)
Rm (%1? — curl (U x B)) = AB (3.46)
V.U =0 (3.47

V-B = 0 (3.48)

Para resolver numéricamente las ecuaciones anteriores es necesario dar las condiciones

iniciales y de frontera para U y B. Estas condiciones seran detalladas en la Sec. 4.1.

3.5. Rotacién diferencial Cuasi-kepleriana

En la Sec. 3.3 se describe la configuracion Taylor-Couette. En esta configuracién, los
cilindros concéntricos son capaces de rotar de manera independiente y esta caracteristica
del sistema queda completamente determinada por el parametro pg = Qoui/Qin. De
manera general, los cilindros pueden rotar en sentidos opuestos o en la misma direccion.
En cualquiera de los casos, si las rapideces son iguales, se dice que la rotaciéon es rigida y
por lo tanto 1 = 1. Si las magnitudes de las rapideces angulares son diferentes, la rotacion
se dice que es diferencial. También es posible que uno de los cilindros permanezca en
reposo mientras el otro rota. Debido a la forma como se ha definido p, esta condicién se
realizard cuando €),,; = 0 y como consecuencia p = 0. Dentro del conjunto de rotaciones
diferenciales de cilindros que rotan en la misma direccién, en este trabajo se utilizara la
rotacion diferencial denominada cuasi-kepleriana donde uq = 0,35.

En la Sec. 2.5 se especifico en la hipotesis de trabajo que la rotaciéon diferencial entre la
capa externa del Sol y superficie externa del niicleo interno, el plasma (fluido conductor) y
el campo magnético magnético de fondo del Sol son los responsable de una inestabilidad de
tipo magnetorotacional que produce un incremento en el coeficiente de difusion del fluido.
En la Sec. 2.3 se detallé que la capa externa del Sol y la capa externa del nicleo interno
se modelan con una configuracion Taylor-Couette. En este modelo, los cilindros interior
y exterior se identifican con la capa externa del Sol y la capa externa del nicleo interno,
respectivamente. En ese sentido, cada cilindro obedece la ley de gravitacion universal

Newtoniana con respecto a un cuerpo atrayente de masa M. Por lo tanto la velocidad
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orbital de cada uno de ellos estara dada por la ecuacion

[GM
Vorbital = T (349)

donde G es la constante gravitacional y R el radio del cilindro. Esto implica que el perfil

de rapidez angular de cada cilindro debe seguir la ley de Kepler
Q(R) oxx R3/? (3.50)

Al evaluar Ec. 3.50 en R;, y R,y es posible determinar una relaciéon para las rapideces

angulares del cilindro interno €2;, y el cilindro externo ..,
Qi = URin) x Ry Qout = U Rout) x Ry (3.51)

ahora es posible evaluar

[l = Qout - R?TCQ o (Rm )3/2 _3/2

out

Este resultado quiere decir que p depende de la razon entre los radios interno y externo
de los cilindros. Para fines préacticos r;, = 0,5 y el valor de yu se puede obtener con
catorce cifras significativas. Cuando se considera el valor u = 0,35, s6lo con tres cifras

significativas se dice que se esta utilizando una rotacion diferencial cuasi-kepleriana.



CAPITULO 4
Inestabilidad de pinch rotante y

escalar pasivo

Resumen

Se describen las condiciones de frontera y condiciones iniciales para los campos
de velocidad y magnético. Luego se presenta la descripcion de la inestabilidad
de pinch rotante y el correspondiente mapa de estabilidad marginal. En este
mapa se pueden leer los pardmetros adimensionales para los cuales se produce
la inestabilidad. Se muestra también un modelo para estudiar el transporte
de un escalar pasivo como el litio y se explica en detalle la metodologia para

validar la hipotesis de trabajo.

Antes de pasar a describir la inestabilidad de pinch rotante e introducir la ecuacion de
transporte para el escalar pasivo, se debe especificar las condiciones de frontera e iniciales

del problema que nos interesa

4.1. Condiciones de frontera y condiciones iniciales

Al finalizar la Sec. 3.2 se establecieron las ecuaciones adimensionales de la MHD con
respecto a una geometria Taylor-Couette donde el fluido conductor estda sometido a un

campo magnético B = Bye,; puramente poloidal.

Re (%Ij +(U-V) U) = —VP + AU + Ha’curlB x B (4.1)
Rm (80]? —curl (U x B)) = AB (4.2)
V-U =0 (4.3)

V-B = 0 (4.4)
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Los niimeros adimensionales que aparecen en las ecuaciones de la MHD dependen de
los parametros fisicos y geométricos del problema y corresponden al nimero de Hartman

(Ha), nimero de Reynolds (Re), numero de Reynolds magnético y nimero Prandtl (Pm)

By D
Ha = —2 2 (4.5)
Nz
i, D2
1%
Rm = PmRe, Pm="_ (4.7)
77

donde Dy = \/ Rin(Rouwt — Rin) es la unidad de longitud y B;, es el valor del campo
magnético sobre la pared del cilindro interior. Para resolver las Ec. 4.1-4.4, se deben
especificar tanto las condiciones de frontera asi como las condiciones iniciales.

Para simplificar el problema se asume que se trabaja con un cilindro con periodicidad
a lo largo de la direccién axial, es decir el fluido que sale por la parte superior, ingresa
nuevamente por la parte inferior. Con respecto al campo velocidad se adoptan condicio-
nes de frontera antideslizantes (non-slip boundary conditions), para el campo magnético
condiciones de conductor perfecto para las paredes de los cilindros y para la presion se
asume que es constante en las paredes. La condicién de frontera antideslizante para la
velocidad implica que la capa del fluido que estd en contacto con la pared tiene la misma
velocidad que ésta. Si la pared estd en reposo (movimiento), la capa del fluido en contacto
con ésta lo estara también. La condicién de conduccién perfecta para las paredes, signifi-
ca que las paredes tienen una conductividad considerablemente superior al fluido; lo que
implica que la densidad de corriente axial asi como la componente del campo magnético
normal a la pared, ambos son cero. Para mas detalles sobre las condiciones de frontera
anteriormente descritas ver (Rudiger y Shalybkov, 2002).

Con respecto a las condiciones iniciales, partimos de las soluciones estacionarias de-

talladas en la Sec. 3.3. Estas soluciones tienen la forma

U=(0,Us,0) y B=(0,B,0) (4.8)

_ b _
U¢ =aR + E, B¢ = AR (49)
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Ha — Tin 1 — po 2

ins b= QinR'

“ 1— ri2n 1— ri2n n
Qout Rln

Tin =

Ho Qin 7 Rout
A= Bin Tin(,UJB - Tin) o Bout
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Las condiciones iniciales para la velocidad, campo magnético y presion se proponen a
partir de las soluciones estacionarias U, B, P. Estas son modificadas adiciondndoles per-
turbaciones u, b y p. Las perturbaciones se pueden entender como campos con magnitud
(amplitud) inicial pequena y aleatoria. Cabe recordar que en la Sec. 3.3 se mencion6
que el gradiente de la presiéon VP se podia eliminar de las ecuaciones cuando se utiliza de
manera conjunta U, B y la condicién de incompresibilidad. Este resultado se mantiene,
sin embargo, no se puede afirmar lo mismo para el gradiente de la perturbacion p. De

esta manera, escribimos la condicion inicial como:

U = U+u (4.10)
B = B+b (4.11)
P = P+p (4.12)

4.2. Inestabilidad de pinch rotante

El objetivo principal de esta seccion es describir, en grandes lineas, como se obtiene el
mapa de estabilidad (Fig. 4.2) para la inestabilidad denominada pinch rotante o de Tayler.
Los mapas se obtienen reescribiendo las perturbaciones en Ec. 4.11-4.12 en la forma de una
descomposicion discreta de Fourier y aplicando un proceso de linearizacion en Ec. 4.14-
4.16. Los detalles pueden ser revisados en (Riidiger y Schultz, 2010) o (Ruediger, Gellert,
Hollerbach, Schultz, y Stefani, 2017b) en la seccién correspondiente a la inestabilidad de
Tayler.

Para usar una descomposicion discreta de Fourier para las perturbaciones, recordemos
que una funcién f(¢), periédica en ¢ con periodo 27, admite una descomposicién de

Fourier de la forma
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f(Re)= S freimo (4.13)

m=—o0

donde f™ son los coeficientes de la descomposicion de Fourier. Para el problema que nos
interesa, la periodicidad de las soluciones en la variable ¢ y la direccién axial (eje z), nos
permite expresar las perturbaciones u, b y p como una descomposiciéon de Fourier en ¢ y

z, es decir

m, k=00

(R, ¢, 2,t) = > umF(R)Tmoth) (4.14)
m,k=—o0
m, k=00 _

b(R,¢,2,t) = > bmF(R)WIHTmoTE) (4.15)
m,k=—o0
m, k=00 A

PRG.2E) = 3 prE(R)ermoti) (4.16)

m,k=—o0

donde el coeficiente w recibe el nombre de tasa de crecimiento y es un niimero complejo
puro, mientras que m y k son numeros reales y se les denomina modos. La Ec. 4.14 es
una forma compacta para escribir una descomposicion de Fourier para cada componente
de la perturbacién u. Esta implica que el vector u™* tiene componentes en coordenadas
cilindricas etiquetadas con los indices m y k

u"™t = (W ut wth). (4.17)

z

Esto quiere decir que para cada componente de la perturbacion del campo de velocidades

m, k=00
up = Z ug,k@i(wt-ﬁ-md)—i—kz) (418)
m,k=—00
m, k=00 A
uy = Z ugz,kez(wt-‘rm(]ﬁ-i—kz) (4 19)
m,k=—o0

m,k=00

u, = Z um,kei(wt+m¢+kz) (420)

z
m,k=—o0

tendremos una descomposicién de Fourier en ¢ y en z. De esta manera los coeficientes
up ,ugl’ y u™* pueden ser identificados como amplitudes de onda (correspondientes a
diferentes longitudes de onda) en la descomposiciéon de Fourier. El mismo razonamiento

se aplica a las perturbaciones del campo magnético b y la presion p.
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Una inestabilidad es identificada con el crecimiento, sostenido en el tiempo, de la
amplitud de la perturbacion en la correspondiente descomposiciéon de Fourier. Si w = @1
con @ < 0, entonces podemos afirmar que la amplitud de la perturbacién crecerd soste-
nidamente en el tiempo y se dice que la soluciéon general del sistema MHD U, B y P es
inestable. En caso contrario (@ > 0) se dice que la solucién es estable. Al insertar U, B, P
en las ecuaciones MHD para determinados niimeros adimensionales Re, Rm y (Pm) y
condiciones iniciales de frontera especificas, es posible en teoria, identificar w y los co-
eficientes u™*(R), b™*(R) y p™*(R). Al proceder de esta manera, podriamos establecer
los valores de los nimeros adimensionales para los cuales @ < 0 e identificariamos las
soluciones inestables del sistema. Realizando un estudio paramétrico, es decir, repitiendo
el proceso para varios conjuntos de nimeros adimensionales, se podria construir un mapa
de estabilidades (inestabilidades). La lectura de este mapa indicaria rapidamente que va-
lores de los niimeros adimensionales deberiamos escoger para tener una solucion inestable
o estable. El mapa se deberfa construir resolviendo & y u™*(R), b™*(R), p™*(R) a partir
del sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP’s) que se obtiene de reemplazar las
Ec. 4.14-4.16 en Ec. 4.1-4.4. Este sistema estd fuertemente acoplado y es altamente no
lineal. Obtener una solucién analitica para w y los coeficientes u™*(R), b™*(R) y p™*(R)
resulta inviable.

Una opcién para encontrar el mapa de estabilidades es linearizar el problema, es decir,
una vez que las soluciones estacionarias perturbadas son insertadas en las ecuaciones
MHD se desprecian los términos que contengan w,k 0 m con exponentes superiores o
iguales a 2. Si bien el sistema de ecuaciones resultante es menos complejo, atin se tiene
que diferentes modos m y k estaran presentes en el sistema linearizado. Adicionalmente
se puede asumir que en la expansion de Fourier de las Ec. 4.14-4.16 solo uno de los
coeficientes es dominante con respecto a los deméas. Los modo m y k correspondientes
a este coeficiente reciben el nombre de modo lider o dominante. En estas condiciones
se resuelve el sistema de ecuaciones para las perturbaciones y es posible, después de
un estudio paramétrico, obtener un mapa de estabilidad denominado marginal. Para los
detalles del método de linerizacion descrito en los parrafos anteriores, revisar (Riidiger y
Schultz, 2010) o (Ruediger y cols., 2017b) en la seccién correspondiente a la inestabilidad
de Tayler.

La inestabilidad de pinch rotante es la inestabilidad (& < 0) en la cudl el tnico modo
dominante es m = 1. Cabe mencionar que si m = 1 es el modo dominante para alguna
componente del campo velocidad, se puede verificar que también lo serd para las demas

componentes e inclusive para las perturbaciones de los campos de presiéon y magnético.
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La solucion numérica de las ecuaciones MHD perturbadas, donde ninguna aproximacion
se realiza, confirman la hipdtesis del modo dominante. La Fig. 4.1 muestra la evolucién
temporal de las amplitudes de la descomposiciéon de Fourier de la componente radial
del campo velocidad para los modos m = 0,m = 1y m = 2. Se observa claramente
que el modo dominante es m = 1 caracteristico de la inestabilidad de pinch rotante. El
crecimiento de la amplitud es sostenido y exponencial durante un intervalo de tiempo,
para luego permanecer oscilante al rededor de un valor determinado. El comportamiento
oscilante se denomina saturacion y es producto de la interaccién no lineal con los demas
modos. La evolucion de las amplitudes mostradas en la Fig. 4.1 se repite en las demas
componentes del campo velocidad y también en las componentes de los campos magnético

y de presion.
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Figura 4.1: Amplitudes de la descomposicién de Fourier de la componente radial del
campo velocidad para los modos m = 0,m =1 y m = 2. Se utiliza puq = 0,35, Pm=0.1,
Ha=80, up =2, r;, = 0,5.

Los mapas de estabilidad marginal correspondientes a la inestabilidad de pinch rotante
se muestran en la Fig. 4.2 para dos perfiles de rotacién distintos. La Fig. 4.2(a) muestra
el mapa de estabilidad marginal para el caso de una rotacién rigida (u = 1), 7, = 0,5y
varios valores de Pm. Cada linea, etiquetada con un valor de Pm, representa la frontera

entre el régimen estable e inestable. Asi por ejemplo, la regién (conjunto de pardmetros)
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Figura 4.2: Mapa de estabilidad para el modo m = 1 para la inestabilidad de tipo pinch
con rotacion rigida (pug = 1 imagen superior) y con rotacion cuasi-kepleriana (pug = 0,35
imagen inferior). El ntimero critico de Hartman para un sistema con un cilindro en reposo
es 35.3 para todos los valores de Pm. Las curvas estan etiquetadas con los valores de Pm.

rin = 0,5, paredes conductoras perfectas.
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a la derecha de la linea punteada etiquetada con Pm= 0,01, el sistema sera inestable
mientras que la regién (conjunto de parametros) a la izquierda de ésta linea, el sistema
sera estable. Esta figura también nos brinda informacion de la influencia del ntmero
magnético de Prandtl, ya que la regién inestable decrece conforme aumenta Pm. En
ese sentido podemos afirmar que conforme Pm se aleja de la unidad, ningtn valor del
ntmero de Reynolds hara inestable el sistema. Estamos hablando de una inestabilidad que
experimenta una supresion por rotacion. La influencia de Pm desaparece completamente,
para el caso en que uno de los cilindros permanezca en reposo Re= 0. Para ntmeros
magnéticos de Prandtl muy pequenos las curvas son indistinguibles. Esto significa que la
frontera entre los regimenes estables e inestable sélo esta determinada por los valores de
Re y Ha cuando Pm— 0. Este es un resultado estandar para todas las ecuaciones de la
MHD linearizadas en la aproximacién Pm= 0 llamada libre de induccién. Por otro lado, la
inestabilidad de pinch rotante con rotacion rigida pertenece a las configuraciones donde
las componentes U¢ y qu comparten el mismo perfil radial proporcional a R definida
por (Chandrasekhar, 1956). Es posible mostrar que todas las soluciones de este tipo solo
dependen de Re y Ha cuando Pm— 0 (Riidiger, Schultz, Stefani, y Mond, 2015). Estos
hechos implican que para una difusividad magnética fija, una disminucién en la viscosidad
molecular desestabiliza el sistema.

La situaciéon cambia drasticamente si los cilindros no rotan con la misma rapidez
angular, ya que ahora la energia de cizallamiento puede excitar modos por interaccion
con un campo magnético. La Fig. 4.2(b) muestra el mapa de inestabilidades para un
sistema que sigue una ley de rotacién cuasi-kepleriana puqg = 0,35 para varios valores
de Pm. Se pone de manifiesto la influencia de la rotacién diferencial en el mapa de
inestabilidades del pinch rotante. Nuevamente, el valor critico del nimero de Hartman
para el caso de un cilindro en reposo no depende del nimero magnético de Prandtl.
Por otro lado, las fronteras entre las regiones estables e inestables para Pm< 1 difieren
muy poco. Para el rango de valores de Re mostrado, la supresion de la inestabilidad por
rotacién practicamente no estd presente para Pm< 1. Para el caso de Pm= 1 y para
Re< 400, la inestabilidad se vuelve inclusive subcritica (pasa de una regién inestable a
una estable) y la rotacién estabilizadora cambia a rotacién desestabilizadora. Para valores
elevados del niimero de Reynolds (rotaciones rapidas), la excitacion subcritica desaparece.
De acuerdo a la Fig. 4.2(b) el valor de Pm= 1, que serd usado sisteméticamente en este
trabajo, pertenece al régimen de Pm pequeiio.

El patrén de flujo de la inestabilidad de pinch rotante (g = 0,35) cuando se alcanza

la saturacion, es mostrado en la Fig. 4.3 para nimeros de Reynolds crecientes entre 500
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Figura 4.3: Isolineas para la componente radial de la velocidad en unidades de v/D.
De acuerdo al teorema de Taylor-Proudman, para rotaciones rapidas (mayor nimero
de Reynolds) las longitudes de onda axiales se hacen cada vez méas grandes y la media
cuadrética de la velocidad decae. Ha= 80, ug = 0,35, Pm= 0,1
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Figura 4.4: Raiz cuadrada media de las componentes radial Uy y axial U, de la velocidad
para Mm< 6. Ha=80, ug = 0,35, Pm= 0,1

y 800. El nimero de Hartman es fijado a 80. Las graficas muestran los perfiles radiales
de la velocidad que basicamente son responsables de la mezcla radial. La amplitud de
la velocidad varia muy poco para rotaciones rapidas pero la velocidad media cuadréatica
de ur (Ug en el Fig. 4.4) decrece por un factor de 1,6 entre Re= 500 y Re= 700, para
luego alcanzar la saturacién, mientras que la componente axial de la perturbacién (U,) se
incrementa (ver Fig. 4.4). Bajo la influencia de una rotacién rapida, un campo turbulento
que es inicialmente istropico se transforma en anisotropico verificando la relacion Ug ~
U2 + Ui para la velocidad promedio en todo el cilindro. A partir de las Fig. 4.3 y Fig. 4.4
se encuentra que la anisotropia- o dicho en otras palabras la transicién entre los regimenes

de rotacion rapida y rotacion lenta- empieza alrededor de Re= 600 o Mm=~ 2, donde
~ Q  VPmRe
N Q A N Ha

refleja la tasa de rotacién en unidades de la frecuencia de Alfvén

Mm

(4.21)

Qu— D (4.22)

\/ HopR3
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4.3. Modelamiento del transporte de un escalar pa-
sivo

Como ha sido detallado en la Sec. 2.5, una de las motivaciones de este trabajo es el
modelamiento del transporte difusivo turbulento del litio entre la capa exterior del Sol
y la capa exterior del ntcleo del Sol. Se postula que el transporte difusivo turbulento
es originado por la inestabilidad de tipo pinch rotante que ha sido caracterizada en la
seccion anterior. Para esta inestabilidad también se dispone de un mapa de estabilidad
marginal que nos permite saber los valores de nimeros adimensionales para los cuales
se desarrollard la inestabilidad. Ahora modelaremos el transporte del litio en la region
comprendida entre la capa exterior del Sol y la capa exterior del niicleo del Sol. El litio
es modelado como un escalar pasivo. Un escalar pasivo es un campo escalar C(R, ¢, 2, t)
que no influye en la dindmica del sistema, es decir, C'(R, ¢, z,t) no modifica los campos
de velocidad y magnético. El escalar pasivo es transportado (llevado) y difundido por
el flujo del fluido conductor. De esta manera, la ecuacién diferencial adimensional que
verifica el escalar pasivo, es

%(i FY(UO) = o

La Ec. 4.23 se denomina ecuacién de adveccion-difusién y los términos V - (UC) y

AC. (4.23)

(1/Sc)AC son llamados términos advectivo y difusivo correspondientemente. El esca-
lar pasivo C'(R, ¢, z) representa la concentracién de litio y Sc es el nimero de Schmidt
microscopico
v

Sc = D (4.24)
donde D es la difusividad molecular del fluido y v es la viscosidad del fluido. El ntimero
de Schmidt para gases es del orden de la unidad, mientras que para fluidos es del orden
de 100. (Hughes, 2007) proporciona un valor de Sc= 3 con una viscosidad de 27cm?/s
para el plasma en la tacoclina solar. Estos valores justifican que en el presente trabajo se
varie el nimero de Schmidt entre 0,1 y 2,0. La Ec. 4.23 se debe resolver con condiciones
iniciales y de frontera apropiadas. La condicion inicial Cy se escoge de tal manera que
se tenga un pico de concentracién en forma de gaussiana al centro de la region entre los

cilindros.



4.3. Modelamiento del transporte de un escalar pasivo 49

Co = exp (— (7’0—’17"0>2> . (4.25)

Con respecto a las condiciones de frontera consideramos de Neumann puras. Esto significa

que el flujo de C(R, ¢, z,t) a través de las paredes es cero y por lo tanto la cantidad de
escalar pasivo contenido en la regién entre los cilindros siempre es la misma.

Es importante notar que las escalas de tiempo de los términos advectivos y difusivos
son diferentes, siendo la escala de tiempo difusiva mayor. Por esa razéon decimos que
el término difusivo es el principal responsable de la mezcla del escalar pasivo. Por lo
tanto, existe un tiempo caracteristico 7 para el cual podemos afirmar que la mezcla del
escalar pasivo se ha homogeneizado. Es decir, para tiempos t > 7, el término difusivo
sera dominante y la concentracion C' permanecerd practicamente constante en la region
entre los cilindros. Para el calculo que se detallara en la siguiente seccion, es importante
establecer una relacién entre el tiempo caracteristico 7 y el coeficiente de difusién. Si
bien la Ec. 4.23 es evidentemente una ecuacion en tres dimensiones, visto que nos interesa
analizar solo la difusién en la direccion radial, es suficiente analizar un caso unidimensional
en la direccion radial para tiempos largos (¢t > 7). El caso unidimensional se puede obtener
al promediar la concentracién C'(R, ¢, z,t) a lo largo de la direccién axial (z) y poloidal
(¢). A este promedio lo llamaremos C(R, t) y representa la concentracién de escalar pasivo
a lo largo de la direccién radial en cada instante de tiempo. Para tiempos largos C/(R, t)
verifica 26 DG

TRy 7l (4.26)
El hecho que C(R,t) verifica una ecuacién de difusiéon (Ec. 4.26) implica que la solucién
debe decaer exponencialmente para tiempos largos. De esta manera podemos afirmar que

la solucién para C'(R,t) en cualquier instante de tiempo debe ser de la forma

C(R,t) = B+ M(R)e "7, (4.27)
- = (4.28)

donde 7 es el tiempo caracteristico o también llamado tiempo de relajacion, mientras que
A es una constante que depende de las condiciones iniciales y de frontera impuestas al
resolver Ec. 4.26. Por otro lado, B es una constante y representa una concentracion del
escalar pasivo uniforme que es numéricamente igual a la cantidad de materia ingresada al

sistema debido a la condicién inicial. Al considerar la condicién inicial Ec. 4.25 veremos



4.4. Método de calculo de la razén D*/D 50

que a medida que pase el tiempo el perfil de la gaussiana se transformara en un perfil
constante (ver Fig. 4.5(a)). Si consideramos el valor maximo de C(R,t) en cada instante
de tiempo Cj.:(t), veremos que estos méximos alcanzaran un valor constante en un
tiempo caracteristico 7 como lo muestra la Fig. 4.5(b). Por lo tanto podemos afirmar que
Cinaz(t) verifica

Crnaz(t) = B+ Me™U/7. (4.29)

El resultado mas importante de éste analisis es la Ec. 4.29 y la relacién inversamente
proporcional que existe entre el coeficiente de difusion D y el tiempo caracteristico 7
(Ec. 4.28). Para terminar esta seccién diremos que el modelamiento del litio como un
escalar pasivo via Ec. 4.23 asi como los resultados obtenidos en esta seccién, en particular
Ec. 4.28, son independientes del régimen en el que se encuentre el fluido. Es decir, todos los

resultados son validos cuando el fluido contenido entre los cilindros es estable o inestable.

4.4. Meétodo de calculo de la razén D*/D

Cuando la inestabilidad de pinch rotante esta completamente desarrollada, ésta mo-
dificard las propiedades de transporte difusivo del fluido. Este comportamiento es una
caracteristica de los fluidos inestables o turbulentos y se manifiesta como una modifica-
cién isotrépica o anisotropica del coeficiente de difusién. En el caso general (modificacién
anisotrépica) el coeficiente de difusién modificado es diferente en la direccién axial y ra-
dial. Para el caso de la anisotropia axial y puramente hidrodindmico, (Nemri, Climent,
Charton, Lanoé, y Ode, 2013) y (Akonur y Lueptow, 2002) encuentran una dependencia
lineal entre D* y el nimero de Reynolds Re cuando el cilindro externo permanece en
reposo. Este trabajo se concentra en la anisotropia en la direccion radial. Si D es consi-
derada como la difusividad original del fluido, entonces la modificacién que experimenta

el coeficiente de difusiéon se puede modelar con una difusividad efectiva

Deg = D + D* (4.30)

donde el término D* es originado tinicamente por la inestabilidad magneto rotacional. El
objetivo de este trabajo es calcular numéricamente la razén D*/D como una funcién de
los nimeros adimensionales del sistema. Al igual que en la Sec. 4.3, es posible promediar
Ec. 4.23 en la direccién axial (z) y poloidal ¢ cuando la inestabilidad de pinch rotante

estd completamente desarrollada. El campo promediado C(R,t), de manera similar que
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Figura 4.5: a)La curva ¢ = 0 muestra la condicién inicial (ver Ec.4.25) en forma de
gaussiana centrada en ry = 1,5, centro de la regién entre los cilindros. Las curvas para
diferentes valores de 7 muestran como la condicién inicial evoluciona hacia un perfil
constante. Solo para la curva t = 7/2 se muestran, en forma de puntos, los resultados de
una simulacién numérica. b) La curva muestra el valor maximo de C(R,t) a lo largo de
la direccién radial para un tiempo t determinado (multiplo de 7). Los puntos representan
los resultados de una simulacién y estos estan ajustados a una curva (linea sélida) de la

forma Ec. 4.27.
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en Ec. 4.26, verifica

oC _
§+v-(U0)=

donde, ahora, en la Ec. 4.31 aparece el niimero de Schmidt efectivo Sceg = v/ Deg. Nétese

1

Ceff

AC (4.31)

Scer aparece debido a que la inestabilidad de pinch rotante esta presente. El calculo de

la razén D*/D se realiza mediante los siguientes pasos:

s Paso 1:

Una simulaciéon numérica del conjunto de Ec. 4.1-4.4 con las condiciones de fron-
tera descritas en Sec. 4.1 y los pardmetros (fijos) correspondientes a una solucién
estable (ver Fig. 4.2(b)) es realizada. La simulacion se detiene luego de un tiempo

prudencial guardando los campos de velocidad, campo magnético y presion.

Los campos guardados se utilizan como condiciones iniciales. Ahora se resuelven,
al mismo tiempo, las Ec. 4.1-4.4 y la ecuaciéon de transporte del escalar pasivo
Ec. 4.23 para un nimero de Schmidt fijo. Los parametros de la solucion estable se
mantienen y se resuelven al mismo tiempo Ec. 4.23 y Ec. 4.1-4.4 con la condicién
inicial Ec. 4.25. Esto equivale a colocar un escalar pasivo en la region formada por
la separacion entre los dos cilindros. El escalar pasivo se mezclara en la cavidad por
un doble efecto: advectivo y difusivo. Como se ha descrito en la seccién anterior,
el proceso de difusién lleva a una homogeneizacién (mezcla) del escalar pasivo. A
partir de los perfiles producidos por el codigo se calcula numéricamente el valor
maximo de C(R,t) a lo largo de la direccién radial en ciertos instantes de tiempo.
Estos resultados se ajustan a la curva cuya ecuacion es Ec. 4.29 y se obtiene el valor
del tiempo caracteristico para una simulacién cuya solucion es estable. El tiempo
caracteristico calculado se denomina 7. El tiempo caracteristico 7 es el mismo para
cualquier conjunto de parametros que generen la solucion estable, pues se asume

que solo una inestabilidad es capaz de modificar las propiedades de transporte del
fluido.

s Paso 2:

Una simulacion numérica del conjunto de Ec. 4.1-4.4 con las condiciones de frontera
descritas en Sec. 4.1 y los pardmetros (fijos) correspondientes a la inestabilidad de
pinch rotante es realizada. El sistema se hace evolucionar en el tiempo hasta que

la inestabilidad de pinch rotante esté completamente desarrollada. Esta situacion
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se pone de manifiesto cuando la amplitud (energia) de cada modo de la solucién
ha llegado a la saturacién como se observa en la Fig. 4.1. La simulacion se detiene

guardando los campos de velocidad campo magnético y presion.

Los campos guardados se utilizan como condiciones iniciales. Ahora se resuelven, al
mismo tiempo, las Ec. 4.1-4.4 y la ecuacién de transporte del escalar pasivo Ec. 4.23
para un numero de Schmidt fijo. Los parametros de la inestabilidad de pinch rotante
del paso anterior se mantienen y se resuelven al mismo tiempo Ec. 4.23 y Ec. 4.1-
4.4 con la condicién inicial Ec. 4.25. Esto equivale a colocar un escalar pasivo en la
region formada por la separacion entre los dos cilindros cuando la inestabilidad del
fluido esta completamente desarrollada. El escalar pasivo se mezclara en la cavidad

por un doble efecto: advectivo y difusivo.

Como se ha descrito en la seccién anterior, el proceso de difusiéon lleva a una ho-
mogeneizacion (mezcla) del escalar pasivo. A partir de los perfiles producidos por
el c6digo se calcula numéricamente el valor méximo de C'(R,t) a lo largo de la di-
reccion radial en ciertos instantes de tiempo. Estos resultados se ajustan a la curva
cuya ecuacion es Ec.4.29 y se obtiene el valor del tiempo caracteristico para una si-
mulacion de pinch rotante inestable. El tiempo caracteristico calculado se denomina

*

T .

Para obtener la razén D*/D la Ec. 4.30 se divide entre D y se despeja la razén deseada

D* D
D D

Por lo explicado en la Sec. 4.3 y en particular teniendo en cuenta la Ec. 4.28, el coeficiente

1. (4.32)

D.g es inversamente proporcional a 7* mientras que D es inversamente proporcional a 7.
Finalmente tenemos D

-

iR 1. (4.33)

De esta manera tenemos un método para calcular la razén D*/D (Ec. 4.33) para

diferentes conjuntos de niimeros adimensionales que generen una inestabilidad de pinch

rotante. El paso 1 del método se realiza solo una vez mientras que el paso 2 del método se

repite para diferentes conjuntos de niimeros adimensionales que generen una inestabilidad

de pinch rotante segtin el mapa de estabilidad marginal Fig. 4.2(Db).



CAPITULO 5

Resultados

Resumen

Se presentan las simulaciones realizadas para el cdlculo de la razén D* /D para
diferentes valores de los nimeros adimensionales. A partir de la abundancia
de datos se busca realizar una sintesis y organizaciéon de los resultados para

relacionarlos mediante una linea de tendencia.

En el Cap. 3 se definieron los pardmetros geométricos del problema asi como los
numeros adimensionales, que son a su vez parametros del problema. En general, los
parametros independientes del problema seran : i , 7;,, Ha, Re, Pm y Sc. De este conjunto
de seis parametros independientes, dos de ellos tienen valores: g = 0,35 y r;, = 0,5. El
primer parametro indica que los cilindros interior y exterior rotan segiin una ley cuasi-
kepleriana como se detall6 en la Sec. 3.5 mientras que el segundo indica que el radio del
cilindro externo es el doble que el radio del cilindro interior.

A continuacion se presenta un conjunto de resultados donde, adicionalmente, se fija
el valor del nimero magnético de Prantdl Pm= 0,1 y se hace variar Ha, Re y Sc. Las
simulaciones numéricas se llevan a cabo en la configuracion Taylor-Couette con condi-
ciones de frontera periédicas en la direccién axial (eje z). Junto con las condiciones de
contorno para la velocidad y el campo magnético, condiciones de contorno de Neumann
en R;, vy Ry son aplicadas para el escalar pasivo C'. Para enfocarse solo en el fenémeno
del transporte radial, la condicion inicial para el escalar pasivo Cj es la descrita en la
Sec. 4.3. Se procede a calcular los tiempos caracteristicos 7 y 7% a partir Cyq.(t) como
se a descrito en la Sec. 4.4.

La Fig. 5.1 muestra la razéon D*/D en funcién Ha en el eje horizontal inferior y en
funcién Mm (ver Ec. 4.21) en el eje horizontal superior. El nimero de Reynolds se fija a
un valor de 500, pues se sabe que para ese valor el sistema es inestable (ver Fig. 4.2(b)

en Sec. 4.2). Los tres perfiles mostrados corresponden a los valores de Sc=0,5,1y 2. El
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Figura 5.1: Difusividad normalizada D* vs. el nimero de Hartman-Ha (eje horizontal
superior) y nimero magnético de Mach-Mm (eje horizontal superior). Las curvas estan
etiquetadas con diferentes valores del nimero de Schmidt (Sc). El valor de Mm= 1 separa
los regimenes de rotaciéon lenta y rapida. Re= 500, uq = 0,35, Pm= 0,1.

valor limite para el desarrollo de la inestabilidad es Ha= 35 a partir del cual el valor de
la difusividad normalizada aumenta. Esto implica que D* aumenta ya que D es tiene un

valor fijo. Para el valor de Ha= 158, el nimero magnético de Mach (Mn) es igual a la
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unidad, definiendo los regimenes de rotaciéon lenta (Mn< 1) y rotacion rapida (Mn> 1). En
el régimen de rotaciones lentas, las difusividades normalizadas crecen mientras aumenta
Ha. En el régimen de rotacion réapida las difusividades normalizadas decrecen cuando Ha
disminuye. La figura Fig. 5.1 también demuestra que D*/D crece linealmente cuando Sc
aumenta de tal manera que D* « v para Sc > 1. Por lo tanto se infiere, que es solo,
la viscosidad molecular la tnica que determina el efecto de difusiéon inducida y esta es

producto de la inestabilidad de pinch rotante.

D /D

O = Y W Rl W ON

0 400 800 1200 1600
Re

Figura 5.2: Al igual que en la Fig. 5.1, pero con respecto al nimero de Reynolds (eje
horizontal inferior) y al nimero magnético de Mach (eje horizontal superior) para un
valor de Ha=80. El valor de Mm=1 separa los regimenes de rotaciéon rapida y lenta.
Notese la reduccion de D*/D para Mm> 2. ug = 0,35, Pm=01.

La razén D*/D para un valor fijo del nimero de Hartman es mostrado en la Fig. 5.2.
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Ahora el nimero magnético de Mach alcanza el valor de uno cuando Re= 253. En el
régimen de rotacion lenta, la difusividad efectiva cambia muy poco. El hecho que la
razon D*/D sea diferente de cero inclusive para un caso en el cual no hay rotacién es
debido a que el sistema es inestable para Re= 0 (ver Fig. 4.2(b) en Sec. 4.2). En el régimen
de rotacién rapido, la razén D*/D se incrementa de manera mondtona hasta que alcanza
su valor mas elevado en Mn= 2. Finalmente, para un régimen de rotacion extra rapido
(Mn> 2), la difusividad efectiva decae. Sin embargo, en todos los casos la difusividad
efectiva normalizada se incrementa cuando aumenta el nimero de Schmidt de tal manera
que nuevamente tenemos que D* o v. Para todos los valores del nimero de Schmidt, la
razén D*/D se incrementa mon6tonamente hasta que un cierto valor de Re es alcanzado,
mas alla de ese valor decrece.

La Fig. 5.3 muestra la difusividad normalizada para pug = 0,35 para un valor fijo de
Ha como funciéon de Sc. Para todos los valores simulados del nimero de Reynolds, las
difusividades inducidas D* son diferentes de cero y la razén D*/D tiene una dependencia
lineal con Sec. La figura so6lo muestra la relacion para aquellos nimeros de Reynolds para
los cuales las difusividades méaximas han sido alcanzadas para Mn alrededor de 2. Sin
embargo, cabe resaltar que el resultado es el mismo, si la gréafica se realiza para cualquier
otro valor del nimero de Re. Cuando el nimero de Schmidt tiende a cero, la difusividad
D* también tiende a cero. Como resultado, para nimeros de Schmidt Sc > 0,1, la esencia
de la Fig. 5.3 es la relacion lineal entre D*/D y Sc (revisar la definicién de Sc en Ec. 4.24).
En el lenguaje de (Schatzman, 1977), significa que

D* = Re*v (5.1)

donde Re* es un factor de escala que en realidad cumple la funciéon de un ntimero de
Reynolds. Adicionalmente, las Fig. 5.1 y Fig. 5.2 demuestran que la dependencia lineal
se verifica para todos los casos de Re y Ha simulados. El nimero de Shatzman Re*,
de acuerdo a la Fig. 5.3, aumenta cuando se incrementa Ha, mientras que para los tres
modelos, el nimero magnético de Mach es préacticamente el mismo. Se han encontrado
Re* = 4 para Ha= 80 que se incrementa a Re* = 8 para Ha= 200. Una saturacion, se
pone de manifiesto, para valores grandes de Ha como lo muestra la Fig. 5.3. Debido a
limitaciones numéricas, ain no es claro si para valores grandes de Ha, existe un limite
superior para Re*.

La Fig. 5.4 resume el resultado de este trabajo presentando los valores numéricos de

Re* para una ley de rotacién de Keppler. En la Fig. 5.4(a), Re* es dado para cuatro valores
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Figura 5.3: D*/D como una funcién de Sc y para los valores de nimeros de Reynolds que
producen una maxima difusividad. El nimero magnético de Mach ligeramente excede 2
en todos los casos. pg = 0,35, Pm= 0,1.
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de este trabajo son mostradas. pug = 0,35.
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del nimero de Hartman en funciéon del niimero de Reynolds. Cuando no hay rotacion, se
encuentra que Re* aumenta conforme lo hace Ha. Esto significa que para valores realistas
de Ha en estrellas tipo solares, donde Ha es elevado, se produciran valores de Re* mas
grandes que los encontrados en este trabajo. Con rotaciéon (Re# 0), un maximo de Re*
existe para aproximadamente un mismo valor del nimero magnético de Mach Mm= 2.
El valor de Re* se incrementa rapidamente con el incremento de Ha. Para valores de
Mm> 2, Re* es atenuado e incluso adquiere valores inferiores que los obtenidos para
Re= 0. Las restricciones numéricas del cdédigo con el que se trabaja, impiden que se
hagan simulaciones con valores elevados de Re, pero al mismo tiempo, nos permite variar
el nimero magnético de Prandtl.

La Fig. 5.4(b) muestra claramente una relacién inversa entre Re* y el nimero de
Prandtl magnético. Mientras mas pequenio sea Pm, méas grande serd Re*. Inclusive para
cuando tenemos ausencia de rotacion, podemos encontrar una relaciéon Re* o< 1/Pm. Para
el caso de rotaciones rapidas, los resultados no excluyen la posibilidad de que se produzca
una saturacion para Pm< 0,1 de tal manera que influencia de Pm se reduzca como lo
sugieren la cercania de las lineas de inestabilidad marginal para los mismos valores de
Pm en la Fig. 4.2.

La Fig. 5.4(c) completa el resultado, mostrando Re* como una funciéon de Mm para
todas las simulaciones utilizadas en este trabajo. Muestra que Re* tiene un méximo en

Mm~ 2 y disminuye rapidamente para Mm grande y parece que se satura en Re* = 1.



CAPITULO 6

Conclusiones

1. La influencia de la inestabilidad de pinch rotante en la difusividad efectiva en la
direccién radial ha sido estudiada para una ley de rotacién cuasi-kepleriana (ug =
0,35) y un valor del parametro geométrico r;, = 0,5 (razén entre el radio del cilindro
interno y externo). Al encontrar que la difusividad normalizada D*/D es diferente
de cero como es mostrado en el Cap. 5, se comprueba la hipétesis planteada en la
Sec. 2.5. En ese sentido podemos afirmar que una inestabilidad de tipo pinch rotante
en configuracion Taylor-Couette es capaz de modificar el coeficiente de difusion de

un metal liquido en la direccién radial.

2. En el primer conjunto de resultados se fija el valor del nimero magnético de Prandtl
(Pm) a 0,1 mientras que el nimero de Schmidt (Sc) toma los valores 0,1,0,5,1 y 2
y se calcula la razén D*/D para diferentes valores de Re y Ha que son pardmetros
libres del problema. El resultado principal es una relaciéon estrictamente lineal en-
tre la difusividad normalizada D*/D y el nimero de Schmidt dado. Utilizando la
expresion de Sc (ver Ec. 4.24), se encuentra una relacién lineal entre D* y v (ver
Ec. 5.1) donde el factor de proporcionalidad es el denominado nimero de Schatz-
man (Re*). La relacién de Schatzman (Eq. 5.1) ha sido demostrada de una manera
auto consistente. Esta relacion también nos indica que la difusividad D* es muy

pequena para nimeros de Schmidt inferiores a 0,1.

3. El modelo también provee valores numéricos para el niimero de Schatzman (Re*), el
cudl se incrementa cuando el nimero de Hartman (relacionado al campo magnético
poloidal) se eleva. Para nimeros de Schmidt < 0,1, la difusividad D* debido a la
inestabilidad es pequenia, sin embargo Re* es diferente de cero e inclusive excede
la unidad, en nuestros calculos. Para el valor de Hartman igual a 80, se encuentra

Re* = 4 y este valor se incrementa cuando se eleva el nimero de Hartman (ver
Fig. 5.3).

4. En el segundo conjunto de resultados (ver Fig. 5.4) se muestra la dependencia de

Re* en funcién de los diferentes nimeros adimensionales del sistema. Un resultado
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importante concierne al rol del niimero magnético de Mach (Mm). Para rotaciones
lentas (Mn< 1), la difusividad D* tiene una dependencia lineal con Mm, pero en
todos los casos simulados un méximo de D*/D existe para Mm~ 2. Para rota-
ciones rapidas, la difusividad inducida D* es suprimida y luego parece mantenerse

constante (ver Fig. 5.2).

. Si bien, en este trabajo, se tiene un método para evaluar el niimero de Schatzman
en funcion de los diferentes nimeros adimensionales, no es posible establecer si Re*
alcanza un valor de saturacion para valores elevados Re y Ha y valores pequenos
Pm (Re> 1600, Ha> 200 y Pm< 0,05). Esto responde a una limitacién numérica
ya que el método implementado en el cédigo no esta disenado para trabajar en ese

rango de valores.

. Con respecto a la destruccion de litio en el Sol (la motivacion inicial de este trabajo);
a pesar que la inestabilidad de pinch rotante ha mostrado incrementar el coeficiente
de difusién en la direccion radial, no podemos afirmar que esta inestabilidad sea el
mecanismo que incremente el coeficiente de difusion del plasma en el Sol. Esto es
debido a que los nimeros adimensionales de Re y Ha que se alcanzan en el Sol son

de varios ordenes de magnitud mayor con respecto a los utilizados en este trabajo.



CAPITULO 7

Recomendaciones

1. La limitacion numérica que impide acceder a valores elevados de Re y Ha puede ser
superada cambiando el enfoque con el cual se resuelven las ecuaciones. Actualmente
el cédigo resuelve las ecuaciones de la MHD mediante una DNS (Direct Numerical
Simulation). Es decir, los campos incégnitas se resuelven por completo en cada
instante de tiempo. Se recomienda optar por enfoques que incluyan un promedio
espacial LES (Large Eddy Simulation) o promedios temporales RANS (Reynolds
Average Navier-Stokes). Estos enfoques ademds de extender el rango de valores
permitidos para Re y Ha permite disminuir considerablemente el tiempo de calculo.
La implementacién de uno de estos enfoques permitird explorar el comportamiento
de D* para un rango de valores de Re y Ha realistas para una estrella como el Sol.
Se podria establecer la verdadera contribucién de la inestabilidad de pinch rotante

en la destruccion de litio en el Sol.

2. El trabajo se ha realizado en una configuracién Taylor-Couette con el objetivo de
simplificar el modelo. Sin embargo es innegable que la geometria apropiada para el
estudio de la destruccion de litio en el Sol es la esférica. Se recomienda desarrollar un
cddigo que resuelva las ecuaciones de la MHD en geometria esférica para enriquecer

el modelo y los resultados.

3. La ecuaciéon de transporte del escalar pasivo se ha utilizado para modelar la con-
centracién de litio considera un término advectivo y uno difusivo. En la teoria de
fenémenos de transporte estd establecido que los gradientes de temperatura también
contribuyen con términos de transporte y al mismo tiempo influyen en la dinamica
del fluido. Se recomienda adicionar la ecuacion de la conservacion de la energia a
las ecuaciones de Navier-Stokes y los correspondientes términos de transporte en la

ecuacion del escalar pasivo.



Apéndice A: Fuerza de Lorentz

Describir la fuerza de Lorentz sobre fluidos conductores en interacciéon con campos
eléctricos y magnéticos es particularmente interesante. El campo eléctrico total del sis-
tema estd compuesto, en general, por un campo eléctrico estatico y un campo eléctrico
inducido por el campo magnético variable. Consideremos un elemento de fluido con velo-
cidad u y carga q. Este se desplaza en una regiéon donde esta presente un campo eléctrico
estatico Eg y un campo magnético variable en el tiempo B. El elemento experimentara
una fuerza

F =¢E;+¢E; +qu x B (A.1)

donde el primer término es la fuerza electrostatica, o fuerza de Coulomb producida por
Es (campo electrostético). El segundo término es la fuerza eléctrica que experimenta
el elemento de fluido producto de un campo eléctrico inducido (E;) generado a partir
del campo magnético variable B. La tercera contribucién es la fuerza magnética que
experimenta el elemento de fluido en movimiento debido al campo magnético B. Dado
que Eg genera un fuerza conservativa irrotacional entonces Eg es a su vez irrotacional. Por

otro lado, la ley de Gauss fija la divergencia de Eg, con lo que, en consecuencia, tenemos

VxE, =0, y V-ES:%. (A.2)
0

donde p.;, es la densidad de carga total, entendida como cargas libres y cargas ligadas.
Adicionalmente, la propiedad de irrotacionalidad de Eg nos permite escribirlo en funcién

a un potencial escalar V', tal que

E; = —VV, porlotanto V2V = —p.,/eo. (A.3)

donde la ultima ecuacién es una ecuacion de Poisson escalar y el potencial V' se puede

expresar en funcién a la distribucién de cargas p(x)

V(x) = ! p<X’/>dX', r=x-—x. (A4)

deg |r

Con respecto al campo eléctrico inducido E; podemos afirmar que tiene divergencia
cero (no es producido por cargas estaticas), mientras que su rotacional estd dado por la

ley de Faraday, con lo que tendremos que
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_JB
ot

Como se mencioné al comienzo de esta seccion el campo eléctrico total E = Eg + E;,

V-Ei:(), YVXEi: (A5)

de modo que tenemos

F =¢(E+uxB). (A.6)
donde
Pch 8B
-E = E=— A7
v = y V x 5 (A.7)

Las ecuaciones Ec. A.5 junto con condiciones de frontera adecuadas determinan uni-
vocamente el campo E. La ecuacion Ec. A.6 recibe el nombre de fuerza de Lorentz y es
utilizada para definir el campo eléctrico E y el campo magnético B. Asi, por ejemplo, el
campo eléctrico E es la fuerza por unidad de carga sobre una pequena carga de prueba
en reposo en el marco de referencia de un observador.

En las ecuaciones de Navier-Stokes presentadas en el Cdr. 3.1, el tltimo término
corresponde a la fuerza de cuerpo por unidad de volumen que experimenta el fluido. En
el caso de la magnetohidrodindamica, este término corresponde a la fuerza de Lorentz por

unidad de volumen la cual se puede encontrar facilmente considerando que

Fuoa = [ faV (A8)

donde f una fuerza por unidad de volumen y la integral se hace sobre el volumen del
fluido conductor. Por otro lado tenemos que la fuerza total F;,;,; sobre el conductor es la

suma de las fuerzas de Lorentz F; sobre cada uno de los elementos de fluido, entonces

Fiota = ZFz = Z%‘E + Z%‘u x B (A.9)

= 2 pen(w)AVE+ 3 AVI(z;) x B (A.10)

donde AV es el volumen del elemento de fluido y se ha utilizado las definiciones para la

cantidad de carga en el elemento de fluido 7 en la posicion z;
qi = pen(z;) AV (A.11)

y la densidad de corriente en el mismo elemento
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J(z;) = pen(z;)u = quAV. (A.12)

pasando al limite la Ec. A.10 cuando AV — 0, tenemos
Frotal = / (penE + J x B)do. (A.13)

Por lo tanto, la fuerza de Lorentz por unidad de volumen que actia sobre el fluido

conductor es

f=psE+JxB, (A.14)



Apéndice B: Ley de Ohm

La ley de Ohm no es una ley fundamental, es mas bien una ley efectiva que aparece
como una aproximacion lineal de ciertas expansiones no relativistas de las ecuaciones de
Maxwell. Considerando materiales ohmicos tenemos que la densidad de corriente J, es
proporcional a la fuerza experimentada por las cargas libres. Esto es reflejado en la forma
convencional de la ley de Ohm, J = ¢E donde E es un campo estdtico que proviene de
una fuerza conservativa, es decir, es un campo irrotacional a divergencia cero.

Para el caso de la MHD esta relacion debe modificarse, pues,como se discutio en el
An. A, el campo eléctrico total experimentado por el fluido conductor estd compuesto
por un campo eléctrico estatico y otro inducido. Para llegar a la versién modificada de
la ley de Ohm para la MHD, plantaremos inicialmente, la ley de Ohm desde un marco
de referencia que se mueve con el fluido. En este marco de referencia el campo eléctrico
es estatico. Luego considerando argumentos no relativistas, veremos como éste se asocia
a los campos eléctrico y magnético totales, medidos desde un marco de referencia en el
laboratorio, que experiemnta el fluido conductor.

Supongamos que, en el marco de laboratorio, hay un campo eléctrico y uno magnético.
El campo eléctrico, E, es definido como la fuerza por unidad de carga sobre un elemento
de fluido cargado en reposo con respecto a este marco. Si el elemento cargado esta en
movimiento, ademés de la fuerza debido al campo eléctrico (F = ¢E), estard presente
la fuerza magnética qu x B. Sin embargo, si utilizamos un marco de referencia en el
que el elemento de fluido cargado estd instantaneamente en reposo (pero moviéndose con
velocidad u relativa al marco de laboratorio), entonces la fuerza sobre el elemento cargado
es debida tinicamente a un campo eléctrico E,. Donde E, es el campo eléctirco relativo al

marco mévil. La segunda ley de Newton nos da, para los dos marcos, F£¢, = ¢(E+ux B)

y Flidl = ¢E,. Sin embargo, de la relatividad Newtoniana (que es todo lo que se requiere
para la magnetohidrodindmica) nos dice que F£2, = FEel Esto permite relacionar los

campos eléctricos en los dos marcos de referencia.

E,=E+uxB. (B.1)

En un fluido conductor se aplica la misma ley, solo que ahora debemos usar el campo

eléctrico medido en un marco en movimiento con la velocidad local del conductor, ya que
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este es conservativo (ver Ec A.2). Por lo tanto tenemos que
J=0E, =0(E+uxB). (B.2)

relacionando, de esta manera, la densidad de corriente con el campo E y B, ambos

medidos en el marco del laboratorio.



Apéndice C: Aproximaciones para

escalas de tiempo grandes

C.1. Fuerza eléctrica por unidad de volumen

En el Ap. A se obtuvo una relacién para la fuerza de Lorentz por unidad de volumen
(ver Ec. A.14). El primer y segundo término representan la fuerza eléctrica y magnética
por unidad de volumen que experimenta un elemento de fluido. Es posible mostrar que el
término eléctrico es despreciable con respecto al magnético si se consideran tiempos con-
siderablemente mayores al tiempo de relajacién t. = £9/0 que es del orden de 10~%s para
metales liquidos. Para mostrar la afirmacién anterior, primero consideramos la ecuacién

de la conservacion de la carga

3Pch .
V=0 (C.1)

que si bien es una condicién necesaria en cualquier sistema, también se puede obtener al

tomar la divergencia a la ecuacion de Ampere-Maxwell

1 0E

B= — = 2
VxB=pul 5o (C.2)

La Ec. C.1 indica que la tasa a la cual la carga estd cambiando (aumentando o
disminuyendo) dentro de un volumen pequenio debe ser igual a la tasa a la cual la carga
fluye a través de la superficie de ese volumen. Tomando divergencia a la ley de Ohm

(Ec. B.2) y usando la ley de Gauss, encontramos que

V-J = oV-E+4+0V:(uxB), (C.3)
—aap;h = 0[:; +0oV - (uxB),
:>ap0h+p0h+av-(u><B):0 t, =2 (C.5)
ot te ’ ‘0o

donde la cantidad t. tiene dimensiones de tiempo, es del orden de 1078s para metales
liquidos y es llamado tiempo de relajacion. Para entender el origen de su nombre anali-

cemos el caso cuando u = 0, entonces la Ec. C.5 se transforma en
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apch Pch
=0 C.6
o 1, (C.6)
cuya solucién general es de la forma
pen(t) = pen(0)exp(—t/te). (C.7)

donde py es la densidad de carga en el tiempo t = 0. En la Fig. C.1 la gréafica de la
densidad de carga normalizada p.,/po en funcién del tiempo adimensional t/t., muestra
que pepo(t) se mantiene constante para t > t. y confirma que ¢, cumple, efectivamente,

el rol de un tiempo de relajacion.

1.0

0.8

0.6

Pch/Po

0.4

0.2

t/te
Figura C.1: Solucién de la Ec. C.7 para el caso u = 0. Se observa que para t/t. > 1, pe
tiende a cero.

Para el caso u # 0, suponemos que trabajamos en fenémenos con escalas de tiempo

considerablemente mayores al tiempo de relajacién t. ( t > t.), de modo que

8pch Pch
< (C.8)

por lo que la Ec. C.5 se transforma en una ecuacién cuasi estéatica
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P = —oV - (u x B). (C.9)

El orden de la magnitud de p., se puede obtener utilizando las variables caracteristicas
del problema. En ese sentido, consideramos a D , u y B como la longitud, velocidad y

magnitud de campo magnético caracteristicos del problema. Es decir,

coubB
D

Pch ™ (CIO)

Por otro, de la ley de Ohm tenemos que E ~ J /o, entonces

ut, te
B~ JB(—).
DJ J (t)

pen B ~ (e0uB/D)(J/0) ~

donde se ha usado el hecho que u/D tiene dimensiones de tiempo y corresponde al tiempo

caracteristico t. Ahora podemos comparar los ordenes de magnitud de los términos de la

FEc. A.14 |J B\ 1B .
X
- — >, C.11
pwEl  JB(E) i (C11)

con lo cual se muestra que el término eléctrico en Ec. A.14 se puede despreciar y se tiene

que la fuerza de Lorentz por unidad de volumen simplemente queda
f=JxB. (C.12)

Otro resultado que se desprende de considerar escalas de tiempo superiores a t. es
que el término dp., /0t también se puede despreciar de la ecuacién de conservacién de la
carga eléctrica Ec. C.1. Esto nos lleva a la conclusion que para tiempos t > t, la densidad

de corriente J es un campo a divergencia nula

vV-J=0. (C.13)

C.2. Ley de Ampere-Maxwell

Ahora mostraremos los efectos de considerar escalas de tiempo largas en la ley de

Ampere-Maxwell

1 9E
VxB=pd+ 5o (C.14)
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Al comparar las magnitudes de los dos términos del lado derecho de Ec. C.14 vemos que

’/,L()Jl otJ t
= =(— 1. C.15
|poegOE/0t]  eoJ (te) > ( )

Donde nuevamente se han usado las magnitudes de las variables caracteristicas del sis-
tema. Este resultado nos indica que la magnitud de la corriente de desplazamiento
|1oeoOE/Ot| es despreciable y que por lo tanto no hay propagacion de ondas electro-

magnéticas. Por lo tanto la ley de Ampere-Maxwell, se convierte en

1
VxB=pl =J= -VxB, (C.16)
0

lo cual es compatible con la neutralidad eléctrica

V-J=0 (C.17)



Referencias 73

Referencias

Akonur, A., y Lueptow, R. (2002, 07). Chaotic mixing and transport in wavy taylorcouette
flow. Physica D: Nonlinear Phenomena, 167, 183-196. doi: 10.1016/S0167-2789(02)
00529-8 50

Boesgaard, A. M., y Steigman, G. (1985). Big bang nucleosynthesis: Theories and
observations. Annual Review of Astronomy and Astrophysics, 23(1), 319-378.
Descargado de https://doi.org/10.1146/annurev.aa.23.090185.0015635 doi:
10.1146 /annurev.aa.23.090185.001535 16

Chandrasekhar, S. (1956, mayo). On the stability of the simplest solution of the equations
of hydromagnetics. Proceedings of the National Academy of Science, 42(5), 273-276.
doi: 10.1073/pnas.42.5.273 45

Couette, M. (1888). On a new apparatus for the study of friction of fluids. Compt. Rend,
107, 388-390. 29

Davidson, P. A. (2001). An introduction to magnetohydrodynamics. Cambridge University
Press. doi: 10.1017/CB0O9780511626333 14

Fournier, A., Bunge, H.-P., Hollerbach, R., y Vilotte, J.-P. (2005, abril). A Fourier-
spectral element algorithm for thermal convection in rotating axisymmetric contai-
ners. Journal of Computational Physics, 204(2), 462-489. doi: 10.1016/j.jcp.2004
.10.020 23

Greenstein, J. L., y Richardson, R. S. (1951, mayo). Lithium and the Internal Circulation
of the Sun. Astrophysical Journal, 113, 536. doi: 10.1086/145424 17

Hughes, D. W. (2007). The solar tachocline. Cambridge University Press. doi: 10.1017/
CBO9780511536243 17, 48

Miller, E. A. (1968). Lithium observations in the sun. En P. L. (Ed.), Highlights of
astronomy. international astronomical union / union astronomique internationale
(Vol. 1, p. 243-246). Springer. 16

Nemri, M., Climent, E., Charton, S., Lanoé, J.-Y., y Ode, D. (2013, 12). Experimental
and numerical investigation on mixing and axial dispersion in taylorcouette flow
patterns. Chemical Engineering Research and Design, 91, 23462354. doi: 10.1016/
j.cherd.2012.11.010 50

Riidiger, G., Schultz, M., y Shalybkov, D. (2003, Apr). Linear magnetohydrody-
namic taylor-couette instability for liquid sodium. Phys. Rev. E, 67, 046312.
Descargado de https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.67.046312 doi:
10.1103/PhysRevE.67.046312 29


https://doi.org/10.1146/annurev.aa.23.090185.001535
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.67.046312

Referencias 74

Riidiger, G., Schultz, M., Stefani, F., y Mond, M. (2015, octubre). Diffusive magnetohy-
drodynamic instabilities beyond the chandrasekhar theorem. The Astrophysical
Journal, 811(2), 84. doi: 10.1088/0004-637X/811/2/84 45

Riidiger, G., y Shalybkov, D. (2002, Jul). Stability of axisymmetric taylor-couette flow
in hydromagnetics. Phys. Rev. E, 66, 016307. Descargado de https://link.aps
.org/doi/10.1103/PhysRevE.66.016307 doi: 10.1103/PhysRevE.66.016307 39

Ruediger, G., Gellert, M., Hollerbach, R., Schultz, M., y Stefani, F. (2017a, 03). Stability
and instability of hydromagnetic taylor-couette flows. Physics Reports, 741. doi:
10.1016/j.physrep.2018.02.006 20, 29

Ruediger, G., Gellert, M., Hollerbach, R., Schultz, M., y Stefani, F. (2017b, 03). Stability
and instability of hydromagnetic taylor-couette flows. Physics Reports, 741. doi:
10.1016/.physrep.2018.02.006 40, 42

Ridiger, G., y Schultz, M. (2010). Tayler instability of toroidal magnetic fields in mhd
taylor-couette flows. Astronomische Nachrichten, 331(1), 121-129. Descargado
de https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/asna.200911249 doi:
10.1002/asna.200911249 40, 42

Schatzman, E. (1977). Turbulent transport and lithium destruction in main sequence
stars. Astronomy and Astrophysics, 56(1-2), 211-218. 17, 57

Taylor, G. I. (1923). Viii. stability of a viscous liquid contained between two rotating
cylinders. Philosophical Transactions of the Royal Society of London. Series A,
Containing Papers of a Mathematical or Physical Character, 223(605-615), 289
343. 29

White, F. (2015). Fluid mechanics. McGraw-Hill Higher Education. Descargado de
https://books.google.com.pe/books?id=NqpZCgAAQBAJ 25

Zahn, J.-P. (1974). Rotational instabilities and stellar evolution. Symposium - Interna-
tional Astronomical Union, 59, 185195. doi: 10.1017/S0074180900237492 17


https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.66.016307
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.66.016307
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/asna.200911249
https://books.google.com.pe/books?id=NqpZCgAAQBAJ

	Título
	Dedicatoria
	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Prólogo
	Índice general
	Estructura de la tesis
	Introducción  
	Fluidos conductores y Magnetohidrodinámica 
	Destrucción de Litio en el Sol 
	Inestabilidades magnetorotacionales
	Inestabilidad de Pinch rotante
	Pregunta de investigación, hipótesis de trabajo y objetivo de la tesis
	Estrategia numérica

	Conceptos generales 
	Maxwell y Navier-Stokes incompresible
	Ecuaciones de la Magnetohidrodinámica
	Configuración geométrica Taylor-Couette
	Ecuaciones adimensionales de la MHD
	Ecuación de balance de momento adimensionada
	Ecuación de evolución del campo magnético adimensionada.

	Rotación diferencial Cuasi-kepleriana

	Inestabilidad de pinch rotante y escalar pasivo
	Condiciones de frontera y condiciones iniciales
	Inestabilidad de pinch rotante
	Modelamiento del transporte de un escalar pasivo
	Método de cálculo de la razón D* /D

	Resultados 
	Conclusiones
	Recomendaciones
	Apéndices
	A Fuerza de Lorentz
	B Ley de Ohm
	C Aproximaciones para escalas de tiempo grandes 
	Fuerza eléctrica por unidad de volumen
	Ley de Ampère-Maxwell

	Referencias
	Referencias


