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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es resolver un problema de optimizacién convexa
no diferenciable sin restricciones. La técnica que se aplica para solucionar el problema
es un método de puntos interiores realizado por Wilhelm P. Freire, José Herskovits,
Mario Tanaka Fo y Alfredo Canelas. Este método consiste en generar una secuencia
{d*} de direcciones de descenso y factibles en la regién interior del epigrafo de la
funcién objetivo y que a su vez generan una secuencia de puntos {z*} donde cada
punto de acumulacién es solucién del problema primal planteado. Se resolvieron algunos
problemas test tomados de la literatura para la ejecucion del algoritmo del método
presentado y se comprobd la eficacia comparando estos resultados con otros métodos
de optimizacion convexa no diferenciables. Finalmente se terminé dando algunas ideas
para la mejora del método estudiado, asi como algunas ideas para resolver problemas
de optimizacion no diferenciables con restricciones de igualdad y desigualdad.
Palabras claves: Optimizacion convexa no diferenciable, Subgradiente, Direcciones de

busqueda.



Abstract

The main objective of this thesis is to solve a non-differentiable convex optimization
problem without restrictions. The technique applied to solve the problem is an interior
points method carried out by Wilhelm P. Freire, José Herskovits, Mario Tanaka Fo and
Alfredo Canelas. This method consists of generating a sequence {d*} of descending and
feasible directions in the interior region of the epigraph of the objective function and
which in turn generates a sequence of points {z*} where each accumulation point is a
solution to the primal problem posed. Some test problems taken from the literature were
solved for the execution of the algorithm of the presented method and the efficiency
was verified comparing these results with other non-differentiable convex optimization
methods. Finally, some ideas for improving the method studied were given, as well
as some ideas for solving non-differentiable optimization problems with equality and
inequality restrictions.

Keywords: Undifferentiable convex optimization, Subgradient, Search directions.



Capitulo 1

Introduccion

Optimizacion es una linea de la Matematica a gran escala, ya que estudia una
variedad de problemas reales que es cada vez mas amplia en ciencia e ingenieria. Es
por ello que la linea de optimizacién genera una variedad de métodos y en consecuencia
algoritmos para resolver los diferentes tipos de problemas que se puedan originar.
Existen muchos problemas de optimizaciéon cuyo interés recae en encontrar puntos
donde la funcién objetivo sea diferenciable o no y ellas se maximicen o minimicen.
La optmizacion de problemas con funciones convexas no necesariamente diferenciables
es desarrollado por programacion no diferenciable, llamada también optimizacién no
suave, y el cual sera el capitulo principal de estudio en esta tesis.

En esta ocasién estudiaremos un método de programacion dado en la literatura y el cual
fue desarrollado en la década pasada. Se tomé este método por la eficacia que posee en
la determinacién de una solucién a problemas de minimizacion que se implementaron
en esta tesis. Este método ya fue utilizado para resolver problemas de diversos tipos:
como en la ingenierfa, economia, administracién, fisica, quimica, vea por ejemplo [6],

[7], modelados matematicamente de la siguiente manera
min  f(x)

s.a T €R"

Para la resolucion de la clase de problemas de Programacion Convexa no Diferenciables

es necesario el uso de nuevas técnicas que reemplazan los métodos clasicos de estudio en
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el calculo diferenciable. Tales técnicas provienen de una de las dreas de la matematica
llamada Analisis Convexo.

Los problemas que abarcaremos en la tesis son aquellos donde la funciéon objetivo es
convexa y no necesariamente diferenciable. Es por ello que desarrollaremos el método
llamado NFDA (A Feasible Directions Method for Nonsmooth Convex Optimization)
y trataremos de dar algunas recomendaciones para mejorar dicho método. Este método
resuelve problemas que minimizan funciones convexas no diferenciables sin restriccion.
La técnica que emplea el método es basada en el método de Planos Cortantes (vea [30]
[29]) el cual consiste en hacer una aproximacion lineal a la funcién objetivo generando
un problema aproximado del problema original. Para determinar el valor 6ptimo de
la funcién objetivo se usa un método de puntos interiores al epigrafo de la funcién
objetivo aproximada con direcciones factibles y de descenso, que es un método para
problemas de optimizacién no lineal diferenciable el cual evita resolver un problema
basado en métodos de penalidades o barreras, éste método genera un algoritmo que es
facil de implementar y eficiente con una convergencia superlineal. El método de puntos
interiores en que se basa el método NFDA es llamado FDIPA (A Feasible Directions
Interior Point Technique For Nonlinear Optimization) que fue desarrollado por Hers-
kovits en [16]. Este método consiste que en cada iteracién una direccién de descenso
y factible es obtenida resolviendo apenas dos sistemas lineales con la misma matriz, el
cual es no singular en cada iteracién del algoritmo.

El método NFDA, debido a que usa aproximaciones lineales tanto de la funcién obje-
tivo como de las restricciones, trae dificultades computacionales. Es por ello que este
algoritmo es llamado un método de memoria (métodos de Subgradiente), y por ello
que puede ser mejorado usando algunas técnicas basadas por los métodos de Bundle,
el cual veremos en el capitulo 4. Finalmente, podemos concluir diciendo que este méto-
do puede resolver problemas de optimizacion convexa con restricciones de desigualdad
convexa como también problemas no convexos.

El algoritmo fue programado en Octave 6.2.0 y testeado utilizando un conjunto de
problemas test encontrados en la literatura [27]. Los resultados obtenidos fueron sa-

tisfactorios y los subgradientes tomados en cada iteracién fueron escogidos de manera
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apropiada aunque atin se busca cual de todos ellos puede ser escogida para mejorar la
optimalidad en la obtencion de la solucion del problema.

Este trabajo esta organizado en seis capitulos, siendo este el primero. En el capitulo
2 se dara algunas definiciones y resultados importantes que seran de ayuda para nuestro
objetivo y utilizados en los demés capitulos. En el capitulo 3 introduciremos el proble-
ma de optimizacién no lineal diferenciable con restricciones de desigualdad, que sera
resuelto por el método FDIPA. En el capitulo 4 haremos una rapida introduccién a los
métodos de optimizacién convexa no diferenciable y veremos algunas dificultades que
se presentan por la falta de diferenciabilidad. En el capitulo 5 se estudiard el método
NFDA propuesto por Freire, ver [30], que es el estudio de la tesis. En este capitulo se
estudiara de qué manera se puede hacer variar el método para resolver problemas no
convexos y con restricciones de desigualdad. En el capitulo 6 comprobaremos la eficacia
del algoritmo generado por el método NFDA. Los problemas test son muy utilizados
para la comprobacién de la eficacia y rapidez al obtener la soluciéon 6ptima de un pro-
blema de optimizacién. Para finalizar daremos algunas conclusiones del método y como

podria ser mejorado, y finalmente presentamos la bibliografia usada.
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Capitulo 2

Nociones preliminares

En este capitulo presentamos algunas definiciones bésicas y propiedades que seran
de gran utilidad para el desarrollo de la tesis. Estos resultados encontrados por ejemplo
(1], [2], [4], [21] v [28], seran esenciales para el estudio de los métodos de optimizacién
diferenciable y no diferenciable los cuales veremos en los capitulos posteriores. Un
resultado muy importante que se realizaré con detalle en este capitulo sera la condicién
necesaria y suficiente de optimalidad para un problema de optimizacién convexa no
diferenciable y que sera de gran ayuda el demostracion de la convergencia del algoritmo

que desarrollaremos en el capitulo 5.

2.1. Definiciones basicas

Empezaremos con la definicion del problema primal, conceptos de optimalidad para
problemas diferenciables (cuyos algoritmos poseen criterios de parada). Seguidamente
veremos conceptos de optimizacién no diferenciable los cuales requieren de otro estudio
en relacién a los métodos diferenciables, en especial por su criterio de parada. Es por
ello que los conceptos de subgradiente y subdiferencial son importantes en esta tesis.
Estos conceptos sustituyen algunos resultados de diferenciabilidad y conllevan a nuevas
propiedades de las funciones convexas no diferenciables. Por tanto los algoritmos de
optimizacién no diferenciable requieren nuevos criterios de paradas, diferentes a los

problemas de optimizacion diferenciable.
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El Problema Primal

Dado una funcién f : R” — R, y D C R"™ un subconjunto, definimos el problema

de optimizacién, llamado problema primal como

minimizar f(z)
(P)
S. a r €D,

donde D es llamado el conjunto factible del problema (P), los elementos de D son
llamados puntos factibles y f es llamada funcién objetivo. En esta tesis usaremos la
condicion de convexidad para la funciéon f y el conjunto factible D = R™.

El problema primal (P), es un problema de optimizacién convexa, si D es convexo

y f es una funcién convexa sobre D.
Definicion 2.1. Se dice que un punto x € D C R" es:

1. Minimo local para (P), si existe 6 > 0 y una bola abierta Bs(z) tal que

f(z) < f(x), VYx e DN Bs(x).

2. Minimo global para (P), si

f(@) < f(x), VzeD.

Definicién 2.2. Diremos que v € [—00,4+00) es el valor dptimo del problema (P), si

v = if f(z),

zeD

En muchas aplicaciones a finanzas, economia, etc, vea por ejemplo [20], [28] y [39], el
conjunto factible D C R"™ es descrito por sistemas de desigualdades lineales, no lineales

sobre un conjunto X de R", es decir,

gi(x) <0 parai=1,...,m
D= hj(x):() paraj =1,...,1
re X

15



donde las funciones g1, ..., gm, h1, ..., h; estan definidas en R” y X puede ser acotado,

compacto, convexo, etc.

Definicion 2.3. Sean D C R"™ un subconjunto, f: D — R y xog € D. Diremos que f es

continua enxg € D siVe > 0,39 > 0 tal queVr € D, ||[x—xo|| < 0 = |f(x)—f(z0)| < €.

Teorema 2.1 (Teorema de Weierstrass, vea [1]). Sea D C R"™ un subconjunto compacto
no vacio y sea f : D — R una funcion continua. Entonces, f alcanza su minimo y su

mdzximo valor en el conjunto D y el problema primal (P) tiene solucion global.

Definicion 2.4. Sea D C R"™ un subconjunto. El conjunto de nivel de una funcion

f:D — R asociada a ¢ € R, es aquel conjunto de puntos dado por

Lip(c)={r e D] f(z) < c}.

Corolario 2.1.1. Sea D C R™ un subconjunto no vacio y sea f: D — R continua sobre
D. Suponiendo que eziste ¢ € R tal que el conjunto de nivel Ly p(c) sea no vacio y

compacto, el problema primal (P) posee un minimo global.

Definicion 2.5. Sea D C R™ un subconjunto y sea f : D — R. Se dice que [ es
Lipschitziana cuando existe una constante k > 0 tal que para cualquier par de puntos

z,y € D, se tiene que |f(z) — f(y)| < klz —yl|.
Es claro que f es continua si es Lipschitziana.

Definicion 2.6. Sean f : D — R una funcion definida en un conjunto abierto D C R",
a €D yveR" Sedefine la derivada direccional de f en a y en la direccion v al limite

(si existe),

O () _ iy L0 10) = (@)

ov t—0 t

En tal caso diremos f es derivable en el punto a y en la direccion v.

Cuando el vector v = ¢; = (0,0, -, 1 ,-++,0), parai = 1,...,n, la
~~

i-ésimo término

0f () pn L0 10) = S(a)

0x; t—0 t

derivada direccional
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es llamada derivada parcial (con respecto a la i-ésima variable).

Definimos la gradiente de una funcién f en el punto a como el vector V f(a) =
0f(a)  0f(@)]’
dry 7 Oy,

, siempre que existen las derivadas parciales.

Definicion 2.7. Sea f : D — R una funcion, con D C R"™ un subconjunto abierto no
vacio, y sea a € D. Se dice que f es diferenciable en el punto a si existen escalares
reales Ay, Ag, -+, A, (que dependen de a) tales que para todo v = (ay,...,a,) € R,

cona+v € D, se cumple
fla4+v)= f(a)+ ZAZ'O(Z' +7r(v)

rv) _
=0 Jloll

Es facil comprobar que la existencia de las constantes reales Ay, Ay, -+, A, son en

donde r es una funcion real definida en D—{a} = {v | a+v € D} tal que hm

realidad las derivadas parciales de f en el punto a.

Diremos que f es diferenciable en D, si f es diferenciable en cada punto de D, vea
algunos resultados de diferenciabilidad por ejemplo en [21].

La funcion f : D — R, es dos veces diferenciable en a € D, si 5_xf son diferenciables
ena, parai=1,...,ny D CR" abierto. Z

Si la funcién f es dos veces diferenciable en a € D, entonces la matriz Hessiana de f

en a, definida por

*f(a) (@)  &f(a)

0?3 0x907, 0x,01,
Pfa) ) | P
V3f(a) = | 0x10x, O3 01,074

02];(60 02];(a) | 8#(&)
0x10x, O0x20x, ox2

n nxn

es simétrica.
Sea f = (f1,--+,fm) : D — R™ una funcidn, si f; es diferenciable en el punto a €

D, parai = 1,...n y D C R" abierto, definimos la matriz Jacobiana por Jf(a) =

(gfz( )) . Sila funcién f : D € R™ — R, con D abierto se puede escribir de
Lj mxn

17



la forma f(z) = ¥(z,2), donde ¢ : R* x Z — R y Z un subconjunto cualquiera,

denotamos V f(a) = ¢, (a, z), con Z fijo.

Definicion 2.8. Sean D C R™ un subconjunto no vacioy f : D — R. Seax € D y d
un vector no nulo de R™ tal que * + Ad € D para A > 0 y suficientemente pequeno.
La derivada de f en el punto T y la direccion d, denotado por f'(z;d), es dado por el

siguiente limite si existe:

Flasd) = i LETID 1)

En la siguiente seccién definiremos y mencionaremos ciertos resultados importantes,
para el desarrollo del método de puntos interiores que desarrollaremos en el siguiente
capitulo: direccién de descenso, factible y longitud de paso, que pueden ser encontrados

por ejemplo [1], [4] y [28].

2.2. Direccion de descenso, factible y longitud de paso

Definicion 2.9. Un conjunto D C R™ es llamado conjunto convexo si para cualquier

z,y € D y para todo X\ € [0, 1], se tiene Az + (1 — N)y € D.

Definicion 2.10. Un conjunto D C R™ es llamado cono cuando
deD = tde D, VteR,.

Definicién 2.11. Sean D C R™ un conjunto convexo y & € D. El cono normal (cono de

direcciones normales) en el punto T en relacion al conjunto D es el conjunto
Np(E)={deR" | (d,x —7) <0 Vze D}

Definicion 2.12. Diremos que d € R™ es una direccion factible en relacion al conjunto

D en el punto x € D, si existe ¢ > 0 tal que

Z+tde D, Vtel0,e

18



En adelante denotaremos por Vp(Z) al conjunto de todas las direcciones factibles

sobre el conjunto D en el punto * € D.

Definicién 2.13. La cdpsula convexa de un conjunto D C R", denotada por conv(D),

es el menor conjunto convexo en R™ que contiene a D.

Definicion 2.14. Diremos que d € R™ es una direccion de descenso de una funcion

f:R" = R en el punto x € R", si existe € > 0 tal que

f(z+td) < f(z), Vte (0.

Denotaremos por D(z) al conjunto de todas las direcciones de descenso de f en el
punto .

El siguiente lema nos da un criterio para identificar direcciones de descenso.

Lema 2.1. Sea f: R" — R una funcion diferenciable en el punto T € R". Entonces
1. Para todo d € Dy(z), se tiene (Vf(z),d) <O.
2. Sid e R" satisface (Vf(z),d) <0, entonces d € Dy(Z).

Sea d una direccién de descenso, entonces existe € > 0 tal que f(z + td) < f(z)
para todo t € (0, €] por lo tanto debemos encontrar algin ¢ de manera que reduzca a
la funcion objetivo en el punto x + td. La existencia de este valor escalar ¢, el cual es
llamado longitud de paso, conlleva a ver la forma de cémo obtenerlo y de manera que
la funcién decrezca de manera aceptable. Para dicha finalidad existen reglas de Armijo,

Goldstein u otros, que las presentamos a continuacion.

La regla de Armijo

Sea f : R® — R una funcién diferenciable en el punto z* y d* un vector de R"
tal que (Vf(x*),d*) < 0. Fijamos los parametros o y 6 en (0,1), y & > 0. La regla
de Armijo consiste en calcular la longitud de paso de manera aproximada en la que la
funcién decrezca suficientemente en la iteracion k + 1 con respecto a la iteraciéon k, es
decir:

Sea a = ¢

19



valores aceptable valores rechazados

0 Qp = 0 & i (e} i

f@@* +ad®) — f(z")

oalf'(z*),d*
a(f'(«¥),d") AR
Figura 2.1: Los valores de « que satisfacen la desigualdad de Armijo

fa" + adh) < f(a*) + oa(V f(2F), d¥)

1. Verificamos si la desigualdad
fla* +ad) < f(2*) + oa(V f(a¥), d") (2.1)

se satisface o no.

2. Si (2.1) no se satisface, tomamos o = fa y retornamos al paso 1. En caso con-

trario, aceptamos ap = a como el valor de la longitud de paso.

Para ver con mas detalles la regla de Armijo y encontrar alguna cota inferior de la

longitud de paso, vea por ejemplo [1].

La regla de Goldstein

Para el caso de la regla de Goldstein se tienen las mismas condiciones para la funcion
f, y para calcular la longitud de paso, la regla de Goldstein debe satisfacer la siguiente

desigualdad
F(a* + ad®) — f(a*)

ST S .

01

donde 0 < 07 < 09 < 1 son parametros dado. Aqui la primera desigualdad es de
Armijo, con o = o7;.
Existen otras reglas inexactas y exactas para encontrar la longitud de paso, ver por

ejemplo [1] y [28].
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valores aceptable

fa* + ad®) — f(a*)

o ol f' (zF), dF) ora(f'(«), d¥)

alf'(@*),d*)
Figura 2.2: Los valores de « que satisfacen la desigualdad de Goldstein
F(a* + ad®) — f(a*)
01 > > 02
a(Vf(z*), d*)

Definicion 2.15. Un hiperplano H en R™ es una coleccion de puntos de la forma
H(p.a) = {a € R" | p'z = a}

donde p es un vector no nulo y o un escalar real.

De la definicién 2.15, tenemos que un hiperplano H define dos semiespacios cerrados
Ht(p,a) ={z e R" | p'x > a} y H (p,a) = {x € R" | p'z < a} o dos semiespacios

abiertos {z € R" | p'x > a} y {z € R" | p'z < a}.

Definicion 2.16. Sea D un subconjunto no vacio de R, y sea * € frD. Un hiperplano
H(p,a) = {x € R" | p'z = a}, donde a = p'Z, es llamado un hiperplano soporte del
subconjunto D sobre T si D C HY, esto es, plx > a para cada v € D o D C H™, es

decir, p'z < « para cada x € D.

Teorema 2.2. Sea D un subconjunto convexo no vacio de R", y sea x € frD. Existe un
hiperplano soporte H en T, esto es, existe un vector no nulo p tal que ptx < o, donde

o = p'z, para cada x € D (Ver [{], Teorema 2.4.7).

2.3. Funcion convexa y consecuencias

En esta seccion veremos algunas propiedades de las funciones convexas diferencia-

bles y no diferenciables, asi como la condicién necesaria y suficiente de optimalidad
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Figura 2.3: Existencia de un hiperplano soporte sobre un conjunto D

para un problema de optimizacién convexa.

Definicion 2.17. Sean D C R"™ es un subconjunto convexo no vacio y f : D — R. La

funcion f es llamada:

1. convexa en D si

FOry 4+ (1= A)wz) < Af(21) + (1= A)f(2)

para cada x1,x9 € D y para cualquier X € [0, 1].

2. estrictamente convexa en D si

SOz + (1= Nzg) < Af(z1) + (1= A) f(22),

para cualquier x1 # xo € D y para cualquier A € (0,1).

3. fuertemente en convexa en D con mddulo X > 0, cuando para cualquier x,y € D

y cualquier X € [0, 1], se tiene

fOz+ (1= XNy) <Af(2)+ (1 —a)f(y) =21 = N)|lz —yl*

4. concava sobre D si la funcion —f es convexra sobre D.
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il ary + (1 - Oc)il?g X9

Figura 2.4: Funciéon convexa

Definicion 2.18. Sea D C R" un subconjunto convexo. Se dice que la funcion vectorial
de variable vectorial g = (91,92, --,9m) : D — R™ es convexa en D si todas las

funciones g; - D — R, i =1,...,m, son convexas sobre D.

Definiciéon 2.19. Sean D C R"™ un subconjunto y f : D — R. El epigrafo de f, denotado

por epi(f), es un subconjunto de R™ x R

epi(f) ={(z,y) € D xR f(z) <y}

2.3.1. Propiedades basicas de una funcion convexa

En esta parte desarrollaremos algunas propiedades de una funcién f convexa, es-
trictamente convexa y fuertemente convexa, que seran de mucha importancia en el

desarrollo del capitulo 5, cuyos resultados pueden ser encontradas por ejemplo en [1],

[4].

Proposicion 2.1. Sean D C R™ un subconjunto convexo, f : D — R convera y un

escalar o € R. Entonces el conjunto de nivel

Lyp(a) ={z € D] f(z) < a},

es un conjunto convezo.

Teorema 2.3. Sea D C R"™ un subconjunto convexo no vacio, y f : D — R. Entonces f

es convexa en D si y solo si epi(f) es un subconjunto convexo de R™ x R.
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Proposicién 2.2 (Convexidad del supremo de funciones convexas). Sean D C R™ un
subconjunto convexo y f; - D — R, Vi € I, funciones convexas en D, donde I es un
conjunto de indices. Supongamos que exista € R tal que fi(x) < p,Vre D ei€l.

Entonces la funcion f : D — R definida por f(x) = sup,c; fi(z), Yo € D, es

convexa.

Proposicion 2.3. Sea Q2 C R™ un subconjunto convexo, y sean g : R™ — R™ una funcion

conveza y h : R® — R! una funcién afin. Entonces el conjunto

D={xeQ]|h(x)=0, g(x) <0}

€S CONVEXO.

Teorema 2.4 (Continuidad de funciones convexas). Sea D C R™ un subconjunto conve-

xo, abierto y no vacio, y sea f: D — R una funcion convera. Entonces f es continua

en D.

Teorema 2.5. Sea f : R" — R una funcion conveza, y supongamos que exista ¢ € R de

manera que el conjunto de nivel

Lygn(c) ={z € R" | f(z) < ¢}

sea no vacio y acotado. Entonces Lygn(t) es acotado para cualquier t € R.

Teorema 2.6 (Compacidad de conjuntos de nivel de una funcién fuertemente convexa).

Supongamos que f : R™ — R sea fuertemente convexa sobre R™. El conjunto de nivel

Lygn(c) = {2z € R" [ f(z) < ¢}

es compacto para cualquier ¢ € R.

2.3.2. Funciones convexas diferenciables

A continuacién desarrollaremos algunas propiedades importantes acerca de las fun-

ciones convexas diferenciables, cuyos resultados pueden ser encontrados por ejemplo en
2]y [17].
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Teorema 2.7. Sean D C R™ un subconjunto abierto y convexo y f : D — R diferenciable

sobre D. Los siguientes resultados son equivaletes:

1. f es conveza.
2. fly) > f(z)+ Vf(x) - (y —x), para todo x,y € D.

3. Vf(x)-(y—2z) <Vf(y)-(y—=x), para todo x,y € D.
St ademas f es dos veces diferenciable sobre D, las propiedades anteriores también

son equivalentes

4. (V2f(z)d,d) > 0 Vx € D, Vd € R".

2.3.3. Funciones convexas no diferenciables

En esta seccién nos enfocaremos en el desarrollo de algunas definiciones y propie-
dades basicas del subgradiente de una funcion f que sustituye el concepto de derivada,

para problemas de programacién no diferenciable de funciones convexas.

Teorema 2.8 (Derivada de una funcién convexa). Sea f : R” — R una funcion conveza.
Entonces para todo x € R", existen las derivadas en cualquier direccion d € R™.
Ademas,

f(@+ad) > f(z) + af (z;d), YaeR,.
Proposicion 2.4. Sea f : R” — R wuna funcion convexa. Entonces para cualquier se-

cuencia de puntos {x*} — x, y direcciones {d*} — d (k — 00), tenemos que

lim sup f'(2%; d*) < f'(2;d).

k—o00

Ademds, si [ es diferenciable en R™, Vf es continua en R".

Teorema 2.9. Sea D C R" un subconjunto convero no vacio, y sea f : D — R una

funcién convexa. Entonces para cada T € int(D), existe un vector s tal que el hiperplano

H={(z,y) eR" xR |y = f(z) +5" - (z — 1)}

soporta al epi(f) en (Z, f(Z)). En particular f(x) > f(Z)+s'(x—Z) para todo x € D,
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El teorema anterior demuestra la existencia de un vector s, llamado subgradiente

de la funcién convexa f en el punto z € int(D). Esto motiva a la siguiente definicién.

Definicion 2.20. Sea D C R"™ un subconjunto convexo no vacio y sea f : D — R una

funcion convexa. Entonces s es llamado subgradiente de f en el punto & € int(D), si
f@)> f(Z)+s" - (x—17), Yz eD.

El conjunto de todas las subgradientes de una funcién f en z, denotado por df(Z), es

llamado el subdiferencial de f en Z, es decir,
Of(z)={seR"| f(x) > f(z)+ s (x — ), Vo € D}

A continuacién presentamos alguno importantes resultados de subdiferencial que
seran tomados para el desarrollo de los capitulo 4 y 5, y cuyas demostraciones pueden

ser encontradas por ejemplo en [1], [4] y [28].

Proposicién 2.5. Sea f: R" — R una funcion convexa y sea x € R"™, entonces

sE@f(x)@{sE]R”

f(z;d) > s'.d, Vde R"} :

Teorema 2.10 (El valor 6ptimo sobre el subdiferencial). Sea f : R” — R una funcion
conveza. Entonces para todo T € R™, el conjunto Of(Z) es convexo, compacto y no

vacio. Ademds, para todo d € R™ se tiene f'(z;d) = r%z%() (y,d) .
ye T

Proposicion 2.6. Una funcion conveza f : R™ — R, es diferenciable en el punto & € R™

si y solo si el conjunto 0f(zZ) ={Vf(Z)}.

La siguiente proposiciéon muestra el comportamiento de continuidad continuidad de

la subdiferencial de una funcién f convexa.

Proposicién 2.7. Sea f : R® — R una funcién conveza, una secuencia {z*} — 7 (k —
) yy* € df(x*) para todo k. Entonces la secuencia {y*} es acotada y todo sus puntos

de acumulacion pertenecen a Of(T).
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A continuaciéon mencionamos un resultado importante del andlisis convexo el cual
muestra la manera de como podemos escoger un subgradiente en un punto x de una
funcion convexa. Este resultado que es de mucho interés para la implementacién del

algoritmo que se desarrollaré en el capitulo 5.

Teorema 2.11. Supongamos que Z es un conjunto compacto cualquiera y que v : R™ X
Z — R es una funcion continua tal que (-, z) : R™ — R sea convexa para todo z € Z.

Si f:R™ — R, definida por f(z) = mézxw(m, z), entonces:
FAS]

a) La funcion f es convera en R", y para todo x € R™, tenemos

f(z;d) = max ¢'(z,z;d) Vd € R,

zeZ(x)

donde Z(x) ={z € Z | f(z) = ¢(x,2) = méZX@Z)(x,z)}. En particular, si Z(x) =
ze
{Z} y ¥(-, 2) es diferenciable en el punto x € R", entonces f es diferenciable en

ry Vf(xr)=Vi(x, 2).

b) Si (-, z) es diferenciable para todo z € Z y Vi.(x,.) es continua en Z, para
todo x € R", entonces 0f (x) = conv{Vi,(z,z) | z € Z(x)}, x € R".

Del teorema anterior tenemos, si f : R — R es una funcién convexa definida por

f(z) = méax fi(x), donde f; : R* — R son funciones convexas diferenciables para

lzla" P

t=1,---,p, vy definiendo el conjunto de indices activos para x € R"

I(x)={i=1,---,p| f(z) = fi(x)},
entonces

y= Y aVfi(z), Y a=1,

Of(z) = conv{Vfi(z),i € [(x)} =y € R" i€l () iel(x)
a, € RyjieI(x)

Definicion 2.21. Sean f : R" — R una funcion convera y € € R,. Decimos que s € R”
es un e—subgradiente de f en el punto T € R™ cuando f(x) > f(Z)+s'.(x—T)—¢, Va €

R"™.
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El conjunto de todos los e—subgradientes de f en &, denotado por 0. f(Z), es llamado

el e—subdiferencial de f en Z. Si € = 0 es llamado simplemente subdiferencial.

Teorema 2.12 (Compacidad del e—subdiferencial). Sea f : R™ — R una funcion conve-
za. Entonces para todo x € R™ y todo € € Ry, el conjunto O.f(x) es convexo, compacto

Y no vacio.

2.3.4. Optimalidad convexa

En esta seccion desarrollamos el teorema de condicion necesaria y suficiente de
optimalidad para funciones convexas diferenciables y no diferenciables. Este tltimo es
de importancia para el estudio de la convergencia global del método que desarrollaremos
en el capitulo 5. Las demostraciones de estos resultados pueden ser encontradas por

ejemplo en [1] y [28].

Teorema 2.13. En un problema de optimizacion convexa (P), todo minimizador local es

global. Si f es estrictamente conveza, entonces no puede existir mds de un minimizador.

Corolario 2.3.1. Sea f : R" — R una funcion fuertemente convera y ® # D C R™ un
subconjunto convexo y cerrado. Entonces la funcion alcanza su minimo en el conjunto

D y ademds es unico.

Teorema 2.14. Sean D C R™ un conjunto convezxo y f : Q0 — R™ una funcién conveza
y diferenciable sobre el conjunto abierto € C R™. Entonces T € D es una solucion

optima de (P) si y solamente si

(Vf(z),z —x) >0 Vo e D,

o equivalentemente,

_Vf(z) € No(%).

Ademds, si D es abierto, T es una solucion optima del problema (P) si y solamente si

Vf(z)=0.

El siguiente teorema garantiza la condicién necesaria y suficiente de optimalidad
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local del problema (P) de optimizacién convexa no diferenciable, y que es de suma

importancia en la convergencia del algoritmo que se desarrollara en el capitulo 5.

Teorema 2.15. Sean D C R™ un subconjunto convero y f : R" — R una funcion

convezxa. Entonces f alcanza su valor minimo en el punto * € D si y solo si
Jy € f(z) tal que 0 € Of(z) + Np(Z).

En el caso que D es todo R™ se tiene que 0 € Of(Z).

En el caso que f : R™ — R es una funcién convexa definida por f(z) = }rrlléx filz),
i=1,--,p

donde f; : R® — R son funciones convexas diferenciables sobre R", para i =1,--- ,p,

tenemos del teorema 2.11 y 2.15 que Z es un minimizador de f sobre R" si y solo si

existen oy e Ry, iel(z)={i=1,---,p| f(z) = fi(Z)} tales que

0= Z OZZVfZ(ZZ‘), Z a; = 1.

1€I(T) 1€1(z)

A continuacion veremos las condiciones necesarias y suficiente de Karush-Kunh-Tucker
que es de suma importancia el desarrollo del método FDIPA que se desarrollard en el

capitulo siguiente.

2.4. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

Los siguientes teoremas muestran la condicién de primer y segundo orden de opti-
malidad, para un problema de optimizacion con restricciones de igualdad y desigualdad,
cuyas demostraciones pueden ser encontradas en [4]. Estas condiciones de optimalidad
llamadas condiciones de Karush-Kunh-Tucker seran de gran utilidad para el desarrollo

del método estudiado en el capitulo 3.

Teorema 2.16 (Primera condicién de Karush-Kunh-Tucker). Sea D un subconjunto
abierto no vacio deR"™, ysea f :R" >R, ¢; : R* - Rparai =1,--- ,myh; :R" - R

para i =1,---,1. Consideremos el problema primal
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(
minimizar f(x)

5. a g9i(x) <0 parai=1,---,m
(K) _
hj(x) =0 paraj=1,---,1
reD

0
Sea T una solucion, y sea I = {i | g;(z) = 0}. Supongamos que f y g; para i € I
son diferenciables en T, cada g; para i ¢ I son continuas en T, y que cada h; para
j=1,---,1 son continuamente diferenciables en T. Ademds que Vg;(T) parai € I y
Vh;(z) para j =1,--- 1 son linealmente independientes. Si T es solucion local de (K),

entonces ewisten escalares u; para i € I y v; para j =1,--- .1 tal que,

)+ Z w;Vgi(z) + Z v;Vh;(z

. (2.3)
:ulgl(j): paral:lv”' ,

wi >0 parat=1,--- m.
Las condiciones que satisfacen la ecuacion (2.3) son llamadas condiciones de opti-

malidad de Karush-Kunh-Tucker y los puntos T que lo satisfacen son llamados puntos

KKT.

Definicién 2.22 (Funcién lagrangiana). Considere el problema primal:

) minimizar f(x)

s.a reD

Donde D = {x e R" | g;(x) <0,i=1,--- ,m, hj(r)=0,j=1,---,1}. Definimos la

funcién Lagrangiana L : R" x RT x R — R definido por

l
Lz, p,v) = f(x) + Z 1igi(w) + Z vihi(x)
j=1

Aqut, los p; y v; son llamados multiplicadores de Lagrange. Fijando los valores fi y v

definimos la restriccion de la funcion lagrangiana, dada por

30



Teorema 2.17. Consideremos el problema (K) definido en el teorema 2.16, donde la
funcion objetivo y las restricciones son dos veces diferenciables, y donde D es un con-
Junto abierto. Sea T un punto KKT del problema (K), con multiplicadores de Lagrange
u y v asociados a las restricciones de desigualdad e igualdad, respectivamente. Sea
I=A{i|g(z) =0}, y denotemos I" ={i €| >0} yI°={iel|p =0} Conla
definicion de la restriccion de la funcion lagrangiana ¢(z) denotemos la hessiana en T

por

l
v%@g:v%@»+§:mvw¢a+§:%v%ﬂa,

iel
donde V*f(x), V*g;(z) parai € I, y V*h;(z) paraj =1,--- 1, son las hessianas de f,
gi para i € I, y hj para j = 1,--- 1, respectivamente, todos evaluados en T. Se define

el cono

Vg ()ld=0  paraie T, Vg(z)'d <0 para i e I,
Vhi(z)'d=0  paratodoi=1,---,I

C=4d+0

Entonce si d'V*®(z)d > 0 para todo d € C, tenemos en T un minimo local estricto

para el problema (K).

Finalmente terminaremos este capitulo con el método Newton. Este método genera
una secuencias de puntos {z¥} que convergen a una solucién del problema ®(z) = 0,

donde ® : R™ — R"”, de manera cuadratica.

2.5. Método de Newton para ecuaciones

El método de Newton clasico es disenado para determinar un x € R” tal que

O(z) =0 (2.4)

donde ® : R® — R” es al menos diferenciable. Sea z*

€ R" una aproximaciéon de
alguna solucién Z de la ecuacién (2.4). Alrededor de z*, podemos aproximar (2.4) por

la linealizacién

®(2") + JO(2F) (7 — 2") =0 (2.5)
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La ecuacién (2.5) es llamada ecuacion de iteracion del método de Newton. La secuencia

generada {z*} en el sistema lineal converge al punto 7.

Algoritmo 2.5.1 (Algoritmo del Método de Newton).

Escoger 2° € R"™ y tomar k = 0.

1. Calcule x*t1 € R™ como una solucion de la ecuacion lineal (2.5), esto es

xk—i—l — .Tk o (J(I)(a:k))_qu(a:k)

2. Tome k =k + 1 y volver al paso 1.

Teorema 2.18 (Convergencia local del método de Newton). Sea & : R — R™ una
funcion diferenciable en una vecindad del punto T € R™, con derivada continua en
ese punto. Si T es una solucion de la ecuacion (2.4), tal que JP(Z) sea no singular.
Entonces para cualquier punto inicial 2° € R™ suficientemente prézimo a T, el algorit-
mo (2.5.1) genera una secuencia {z*} que estd bien definida y que converge a T. Ella
converge de forma superlineal, y si la derivada de ® es Lipschitz en una vecindad de

x, entonces la tasa de convergencia es cuadrdtica.

Para mas detalles de la convergencia del método de Newton e ilustraciones, pueden

ver por ejemplo en (2], [3] v [4].
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Capitulo 3

Meétodo de Direcciones Factibles de

Puntos Interiores para Optimizacion No

Lineal Diferenciable

El método que presentaremos a continuacion, fue propuesto por el Doctor en ma-
tematica José Herskovits [16], llamado FDIPA (Feasible Direction Interior Point Al-
gorithm) es un método de puntos interiores. Es un método facil de programar (y con
convergencia superlineal), pues no es necesario resolver subproblemas cuadraticos, y
tampoco se trata de métodos de penalidad, o de barrera, o filtros. El método genera
una secuencia de direcciones de descenso para la funcién objetivo el cual solo requiere la
solucién de dos sistemas de ecuaciones lineales con una misma matriz principal, el cual
siempre es invertible en cada iteracién, seguida de una busqueda lineal inexacta. La
convergencia del método es global para aquellos puntos que son Karush-Kuhn-Tucker.

A pesar de ser un método para problemas de optimizacion diferenciable, este mé-
todo es bien utilizado en problemas de programacién no diferenciable. El cual sera
empleado en el método que desarrollaremos en el capitulo 5, el cual es un problema de
optimizacién convexa no diferenciable. Una caracteristica importante del método FDI-
PA es la facilidad de hallar una direccion de descenso y factible, que es determinado al
resolver dos sistemas lineales generados por el método FDIPA y que en cada iteracion

siempre esta direccién es tnica.
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3.1. Método FDIPA

El método que desarrollaremos (FDIPA) en este capitulo es muy importante para el
estudio de muchos nuevos métodos ya realizados en estos tiempos. Los cuales son una
modificacién de los métodos Plano Cortantes, Bundles, u otros. Si bien estos métodos
son sobre problemas de optimizacién no diferenciables, el FDIPA es usado como ayuda
para la solucién de estos nuevos métodos no diferenciables. E1 método Feasible Direc-
tions Interior Point Technique for Nonlinear Optimization(FDIPA) resuelve problemas
de programacién no lineal diferenciables con restricciones de desigualdad e igualdad
diferenciables. En este capitulo solo desarrollaremos el caso donde las restricciones son
de desigualdad.

Consideremos el problema de programacion no lineal diferenciable con restricciones

de desigualdad

minimizar f(x)

(P)
s.a g(x) <0

donde f : R* - Ry g = (g1,.-.,9m) : R" — R™ son funciones dos veces dife-
renciables. Denotemos Jg(z) € R™™ a la matriz Jacobiana de g, A un vector en R™
el multiplicador de Lagrange, Q = {z € R" | g(z) < 0} el conjunto factible y Q° su

interior. Definiendo la funcién lagrangiana asociada al problema (P)
L(z,A) = f(z) + Ng()
Cuya matriz hessiana es dada por
D) = V21(2) + 3 ATa()
i=1

Luego, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) de primer orden de optimalidad

son dado por
Vi(x)+ Jg(x)A =0 (3.1)
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g(x) <0 (3.3)

y
A>0 (3.4)
Donde G(z) = diag(gi(z), ..., g.(z)) es una matriz diagonal con g;, parai = 1,...,m,

de elementos en la diagonal.

Se define un vector (z*, \*) que satisface las igualdades (3.1) y (3.2) como un par
estacionario del problema (P) y un vector KKT si ademads satisface las condiciones de
KKT. Un vector * es un punto estacionario si existe un \* tal que (z*, \*) es un par

estaclonario.

3.2. Hipodtesis adicionales para la convergencia global

Para la convergencia global del método se supone, las siguientes hipdtesis:
Hipétesis 2.1. Existe un nimero real a tal que el conjunto 2, = {x € Q| f(x) < a} es
compacto con interior QY no vacio.

Hipétesis 2.2 z € QY satisface g(z) < 0.

Hipotesis 2.3 Las funciones f y g son continuamente diferenciables en €2, y sus derivadas
satisfacen la condicién de Lipschitz.

Hipétesis 2.4 (Condicién de regularidad) Para cada x € €, los vectores Vg;(x) son
linealmente independientes, para cada i tal que g;(x) = 0.

Iniciando con un punto interior, el algoritmo de FDIPA genera una secuencia {z*}pen

de puntos interiores de tal manera que
FE) < f@) v @) <0, Yi=12,....m

y converge a un conjunto de puntos KKT del problema primal. En cada iteracion
es encontrada una direccién de busqueda lineal y factible, es decir, una direccion de
descenso para la funcién objetivo y una direccién factible para €2°. Una busqueda lineal

es entonces realizada para garantizar que el nuevo punto se encuentre en el interior de
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2 y que también garantice la convergencia global.

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) consideremos lo siguiente

Vf(z)+ Jg(x)A
G(z)A

Vi=(z,0) y oY) =

con

Pz, A) Jg(x)

Jo(Y) =
A(Jg(x))" G(x)

donde A = diag(A1,...,\p) es una matriz m x m, y I'(z, \), G(z) y Jg(x), son la
matriz Hessiana de la funcién lagrangiana de f, la matriz diagonal con elementos en
la diagonal g;(x), para i = 1,...,m y la matriz Jacobiana de g(x), respectivamente.
Luego, una iteracién de Newton es realizada para resolver el sistema de ecuaciones
lineales ¢(x,\) = ¢(Y) = 0, suponiendo que estamos en la iteracion Y* = (2% \F),

iteracion k, se define el punto Y = (2F+1 \**1) que es la solucién del sistema lineal

Jo(YF)(Y =YF) = —(o(YF))*

el cual puede ser escrito como

B¥ Jg(a®) gkt — ok _ Vf(xF) + Jg(a*) A\ (35)
AR (Jg(zF))t G(a") NeHL )k G(aF)\F

donde T'(z*, \¥) es sustituido por By, y By puede ser tomado igual a una estimacién
quasi-Newton, ver por ejemplo [2] y [3], o por la matriz identidad. De hecho, como
un requerimiento para la convergencia global del presente algoritmo, By debe ser una
matriz simétrica definida positiva en cada iteracion k.
En lo que sigue, se introduce alguna modificacion en la iteracién (3.5) de manera que
al obtener un punto interior (2%, \¥) una nueva estimacién haga decrecer a la funcién

k+1 _ ok

objetivo. Con este propésito, se define d,* en el espacio primal, como df =
v AR = \FFL

Entonces, de (3.5) obtenemos:
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Bydy, + Jg(z")\F = —V f(2¥) (3.6)

AF(Jg(a®)'dE + G(aF)\E = 0, (3.7)

Donde la solucién (d¥, \¥) de este sistema proporciona una direccién de descenso d¥ y
una nueva estimacion de A\¥ para \. En [16], Herskovits prueba que d* es una direccién
de descenso para f y es cero en un punto estacionario y por lo tanto una solucion del
problema es dado. No obstante, d* puede no ser una direccién factible, pues cuando
alguna restriccién se aproxima a cero, d* tiende a una direccién tangente del conjunto
factible.

En efecto, reescribiendo la ecuacion (3.7) se tiene

)\f(Vgi(xk))t . d]; + gl-(xk))\k =0, 1=0,1,...,m (3.8)

(67

t

lo que implica que (Vg;(2*))! - d,, = 0 para todo i, tal que g;(z*) = 0. Para modificar

esta direccion, se define un nuevo sistema lineal en d* y \*, tal que se incrementa en el
lado derecho de (3.7) el vector —pFA* (donde p* es llamado pardmetro de deflaxién),

esto es,
Byd" + Jg(:vk)xk = —Vf(z"),

A (Jg(z™)tdF + G(a")\F = —pFAF (3.9)

. . ~k . .,
donde p* > 0, d* es una nueva direccién y A" es una nueva estimacién de X. En este

caso, (3.9) es equivalente

)\f(Vg,-(mk))t R+ g,»(xk)):ik = —pk)\f i=1,2,....m

(Vgs(a"))'-d* = —p* <0
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Regién Factible

Y

Figura 3.1: d direccién factible

para una restriccién activa tal que A¥ # 0, y en este caso tendremos que d* es una
direccién factible.

La decisién de tomar un nimero negativo del lado derecho de la ecuacién (3.7) es
que aquella produce una deflaxién en la direccién en d* el cual es proporcional a p*, en
direccién a la regién factible. Para garantizar que efectivamente d* sea una direccién
de busqueda, p* debe ser escogido de manera conveniente, para este resultado puede
ver [16].

Finalmente notemos que d* puede ser obtenido resolviendo dos sistemas lineales,

Byd + Jg(a*)Ag = —Vf(a")

A (Jg(z™)idE + Ga")AE = 0

Bydjs + Jg(z*)Xj = 0

N (Tg(ah)ds + Gty =~

de modo que

k _ gk k gk
d* =d, + p“dg
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Yk k kyk

3.3. Algoritmo de Puntos Interiores de Direcciones Fac-

tibles

En esta seccion presentamos el algoritmo FDIPA, resultado del método FDIPA

desarrollado en la seccién anterior.

Algoritmo 3.3.1.

Pardametros £ € (0,1), n € (0,1), ¢ >0 y v € (0,1).

Datos iniciales. z° € Q2,0 < \Y € R™, By, € R™™ matriz simétrica definida positiva y
k=0.

Paso 1. Cdlculo de una direccion de bisqueda.

(i) Calcule (d, \F) resolviendo el siguiente sistema lineal

a) o

Bydg + Jg(z*)As = —Vf(a"), (3.10)

AF(Jg(a®)'dE + G(aF)NE = 0. (3.11)

Si d* = 0, parar.

(i1) Calcule (df, \;) resolviendo el sistema lineal

Bydjy + Jg(z*)X; = 0, (3.12)

A (Jg(a®)'dl + G(*)Ny = —A (3.13)
(iii) Si (df)'V f(z¥) >0, tomamos

pF =min |p||ldE|3; (£ —1) (3.14)

Otro caso, tomamos

= ol (3.15)
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(iv) Calcule la direccion de busqueda lineal
d" = df + p*dj (3.16)

y también

A= AL+ pRAG (3.17)

Paso 2. Bisqueda lineal

Calcule t, el primer nimero de la secuencia {1,v,v* V3, ...} satisfaciendo

F@® 4+ td") < f(2) + (V") dF (3.18)
Y
gi(x" +td") <0, si \F >0, (3.19)
0
gi(a" 4+ td*) < g;(a*) (3.20)
otro caso.

Paso 3. Actualizando

(i) Tomando

"t = 2k 4 td

actualizar k =k + 1y

Ne>0 y B
Note que el algoritmo usa la regla de Armijo para la busqueda lineal con una cierta

variante en la restriccion del conjunto factible. En la actualizacion de B y A, el algoritmo

usa diferentes reglas de actualizacién, para estos reglas de actualizacién ver [16].
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3.4. Convergencia del algoritmo FDIPA

Para la convergencia del algoritmo es necesario algunas hipétesis adicionales al
método.
Hipétesis 3.1 Existen ntimeros positivos A, A% y g tales que 0 < \; < X%, i=1,--- ,m
v A > M para cualquier 7 tal que g;(x) > —g.

Hipotesis 3.2 Existen nimeros reales positivos d; y do tales que
61/|d||3 < d'Bd < &||d||3, para cualquier d € R".

La convergencia del algoritmo y de otras versiones de este pueden ser encontradas
en [16]. El siguiente lema muestra que los sistemas lineales dados por el algoritmo tiene
solucién y ademds, es tnica y por las hipétesis adicionales dan lugar a que Ay, A\g, do ¥y

dg sean valores finitos.

Lema 3.1. Dado cualquier x € €, para cualquier matriz simétrica definida positiva B

y cualquier X € R™ tal que A\; > 0 con g;(x) =0, se tiene que la matriz

B Jg(z)

MEAD = Gy o)

es no singular.

Prueba: Para la verificacién de la no singularidad de M (z, A, B) es suficiente demostrar

que el sistemas lineal homogéneo
M(x,\, B)(d, ) =0
tiene solucion tunica. En efecto, del sistema anterior tenemos

Bd+ Jg(x)p = 0 (3.21)

A(Jg(x))'d+ G(z)p = 0 (3.22)
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Denotemos I,,, = {1,...,m}, luego,
IL,=I(x)U{iel,—I(x)| \=0}u{iel,—I(x)]| X\ >0}

donde I(z) ={i € I, | g(x) =0, \; > 0} y se da la regularidad de los g;(x). Sii € I(x)

entonces por hipédtesis del problema A; > 0 y de (3.22),
(Vgi(x))'d = 0.
Siie{iel, —I(x)| =0} entonces g;(x) # 0, y de (3.22),
pi = 0.

Siie{iel, —I(z)| A\ >0} entonces

Multiplicando (3.21) por d*

d'Bd + d'Jg(x)p =0
t piid’
dtBd + > —S o Vgi(z) = 0

ie{ielm—1I(x)|\;>0}

)

y gi(x) < 0 ya que z € ,. Luego de la tltima ecuaciéon d = 0 y pu; = 0 para
ie{iel,—I(x)| X\ >0}

Reemplazando estos valores en (3.21)

Z :ungi(x) =0,

i€l (x)

y por la condicién de regularidad u; = 0 para todo i € I(z). Asi (d, u) = (0,0). O
El siguiente lema, cuya demostracién se encuentra en [16], muestra que la direccién

d, dado por el algoritmo FDIPA, es una direccion de descenso.
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Lema 3.2. La direccion de busqueda d satisface

d'-Vf(z) <€(da)" - f(2).

Las demostraciones de los siguientes resultados que muestran la convergencia del

algoritmo FDIPA pueden ser encontrados en [15] y [16].

Proposicion 3.1. Sea ¢ : R™ — R una funcion continuamente diferenciable y tal que
V¢ satisface la condicion de Lipschitz en un subconjunto I' C R"™, es decir, existe un

constante positiva k tal que para cualquier z,y € T,

IVo(y) = Vo(z)llz < Klly — 2,

entonces, si [x,y] C T la siguiente condicion es satisfecha:

o(y) < ¢p(x) + (y —x)" - Vo(x) + klly — z[3

El lema siguiente garantiza la existencia de la longitud de paso por el algoritmo

FDIPA.

Lema 3.3. Existe 7 > 0 tal que para cualquier x € Q, y d calculado en el paso 1 del

algoritmo, las condiciones (3.18)-(3.20) son verificadas, para cualquier t € [0, 7).

Lema 3.4. Cualquier punto de acumulacién z* de la secuencia {x*}, generada por el
algoritmo FDIPA, es un punto estacionario. Ademds, (x*, \o(x*)) constituyen un par

estactonario.

El siguiente teorema muestra que un punto de acumulacién de la secuencia {x*}

generada por el algoritmo FDIPA converge a la solucién del problema (P).

Teorema 3.1. Cualquier punto de acumulacion z* de la secuencia {z*} generada por

el algoritmo es un punto Karush-Kuhn-Tucker del problema (P).
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Capitulo 4

Métodos para programacion convexas

no diferenciables

Dedicamos este capitulo al estudio de programacion convexa no diferenciable. Como
veremos a continuacién para los métodos de programacién con funcién objetivo no di-
ferenciable es necesario desarrollar otras técnicas computacionales, ya que, a diferencia
de los métodos de programacién diferenciable en ventas a los métodos no diferencia-
bles, poseen un criterio de parada que son muy eficaces computacionalmente, como
por ejemplo el criterio de la gradiente el cual consiste en tener |V f(x)| > ¢, para
algiin € > 0 fijo. Este criterio no tiene sentido para métodos de programacién no di-
ferenciables. Otra desventaja para los métodos de programaciéon diferenciables es que
podemos encontrar una direccién de descenso (como por ejemplo —V f(x)), mientras
en los métodos de programacion no diferenciables escogiendo como direccién s € df (x)
ella no siempre serd una direcciéon de descenso, aunque pueda ser una direccién facti-
ble, y por lo tanto la bisqueda lineal no siempre tendra sentido. En este capitulo nos
dedicaremos a ver cuales son los caminos apropiados para subsanar dichas desventajas.
No obstante los métodos que presentamos en este capitulo son los mas conocidos en la
literatura y los cuales son: el método del Subgradiente, método de Planos Cortantes
y método Bundle. Este ultimo, método de Bundle, a diferencia del método de Planos
Cortantes posee un criterio de parada y un centro estabilizador el cual garantiza que
la siguiente iteracion esté mas cerca a la solucién éptima. Ademds, un control en la

inserccién de planos de cortes. Es por ello que pueden ser de gran ayuda para mejorar
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la parte computacional del método que desarrollaremos en el siguiente capitulo.

4.1. Método del Subgradiente

Consideremos el siguiente problema de optimizacién sin restricciones

minimizar f(x)
(P)
s.a r eR”
donde f : R™ — R es una funciéon convexa sobre R™ no necesariamente diferenciable.
El método que empezamos a describir es llamado método del Gradiente Genera-
lizados, detallados por muchos autores, ver por ejemplo [2], [4] vy [25], reemplaza la

condicién de direccién negativa del gradiente por una direccién negativa basada en un

subgradiente, es decir,
d" = —s*, donde s* € Of(z").

Esta direccion, a diferencia de la direccion del gradiente de una funcion diferenciable
no necesariamente es una direccion de descenso, aunque da lugar a una nueva iteracién
acercandose cada vez mas a la solucion éptima con una longitud de paso adecuada, que

en muchos casos es suficientemente pequeno.

Es por ello que el método del Subgradiente es considerado como método estructural-
mente simple. Esta presenta muchas veces muy buenos resultados numérico debido a la
manera de cémo se escoge un subgradiente de entre muchos. Existen muchas variacio-
nes de este método descritos por muchos autores y de sus aplicaciones, ver por ejemplo
13 y [5).

Presentamos ahora una versién del algoritmo del método del Subgradiente.
Algoritmo 4.1.1 (Algoritmo del método del Subgradiente).

Paso 1. Tome cualquier punto z° € R”, y tome k =0
Paso 2. Genere una iteracién zF+t1 = 2F — tks* con s € O f (z¥).

Paso 3. Tome k=k+1, e ir a el paso 2.
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Figura 4.1: Condicién para escoger la longitud de paso para el método del Subgra-
diente

Condicion para escoger la longitud de paso

Es esta seccion estableceremos una manera de escoger la longitud de paso. El cual nos
garantiza la convergencia global del método del Subgradiente. En este caso si escogemos
una longitud de paso muy grande puede generar en el algoritmo una secuencia {z*}
que oscile innecesariamente alrededor de la soluciéon éptima. En cambio, si escogemos
longitudes de paso muy pequenos, el algoritmo se aproximard muy lentamente a la
solucién éptima, vea por ejemplo [13] y [5]. Es por ello que presentamos una manera
de cémo podemos escoger la longitud de paso de manera apropiada que evita estos
problemas.

Supongamos que x* sea solucién del problema (P). Tomando un s* € df(2*), en-

tonces

(s").(z — a®), Vo € R"
fl@®) = fa®) < (). (a* —2¥)

g
B
|
=
8
=
[V

del cual se tiene
— (M) (" = ") > f(a*) = faY),

dado que z* es solucién del problema (P), se tiene que f(x*) — f(x*) > 0 para todo

k € N. Por lo tanto, —(s*)!.(x* — 2¥) > 0 y consecuentemente el 4ngulo formado entre

k¥ sera agudo, tal como muestra la figura 4.1.

fa*) — f(a*)

(el

—sFyat—a

Para una longitud de paso 0 < t¥ < 2 , es facil de ver que:

25 — 2" < [|l2* = 27]].
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F+1 estd cada vez mds préximo a la solucién z* que la iteracién

Asi, se tiene que x
2%, El siguiente teorema demuestra nuestra afirmacién dada y cuya prueba puede ser

encontrada en [24].

Teorema 4.1. Sea z* una solucién del problema (P), entonces la secuencia {z*} gene-

rada por el algoritmo del subgradiente es de orden lineal, es decir,
2" — 2| < [la* — 2|

siempre que
k *
%) — f(z
N i ()
[Is*]]?

Una contrariedad de este teorema es que debemos conocer el valor 6ptimo del pro-
blema y por lo tanto no podriamos acotar t* como se muestra en el teorema. Por lo
tanto no se garantiza la convergencia lineal. Es por ello que debemos condicionar t* de
otra manera, tal que se garantice la convergencia, sin tener presente el valor éptimo x*.

Para esta finalidad veamos:

Tomando un punto inicial z°

lo* — 2l < fla® — 2"+ 2" = 2 2 4 2?2t [l - 2

k+1

COmo =gk — ths , entonces
k—1
ok =20 < g 0 =D
§=0
< r

Por lo tanto, el método encontrara una solucién x* si y solamente si Vk € N se tiene

x* € B(2° ), donde ' representa el punto inicial. Para contornar este problema,
o

se impone la condicién para {t*} de manera que g t* = 400, es decir, que sea lo
. . k=0
suficientemente grande para tomar dicho punto inicial.

El proximo teorema establece la convergencia del método del Subgradiente sin conocer

la solucion éptima.

Teorema 4.2 (Convergencia del método del Subgradiente). Supongamos que el al-
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goritmo 4.1.1, las secuencias {t*} y {s*} satisfacen las condiciones kh’m th =0y
—00

Ztk = +00. Entonces, para la secuencia {z*} generada por el algoritmo 4.1.1, se
k=0

tiene
lfim inf f(z*) = v
k—ro00
donde v = inf f(z). Si ademds suponemos que el conjunto X* de las soluciones del

Tz€R"
problema (P) es no vacio y acotado, entonces {z*} es una secuencia acotada y cada

punto de acumulacion de la secuencia pertenece al conjunto X*.

Prueba:

¥ — 22 = |lab — z||2 + 2(aF ! — 2k, 2k — ) + |2 — o)
= [Ja* — a|” + 2(—tFs*, 2* — 2) + (%)
= ||lok — 2|2 + 2(tFsk, x — 2F) + (tF)?
< ot = alP 2t (fx) = f(ab)) + (1)

(4.1)

Supongamos que lim inf f(2*) > ©. En este caso existe un # € R”, un niimero § > 0y
—00

un indice k1, tales que

F(x) < F(=*) =6, VEk > k.

Ademds lim t* = 0, existe ky tal que t* < 6, Vk > ko, tomando k = max{k, ko} y de

k—o0

la ecuacién (4.1)

[zF T — 2> < [lab — 2| + ¢F (¢F - 20)
(42
< lab = 2|2+ 55 - 20) = ||2* — z||? - 5tF, VE>k
Por lo tanto
k k
5Ztk < Z (sz . tz o ”karl o xHQ)
i=k i=k
= |la* — zf]? = [|l2* — 2?
< laf - z)?
el cual es una contradiccion. O

Una condicion més fuerte sobre la convergencia del método del Subgradiente es

dado por el siguiente teorema.
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Teorema 4.3. Supongamos que el problema (P) tenga una solucion. Supongamos que

en el algoritmo 4.1.1, t* = Hﬁ_:H’ Vk, y que la secuencia {fx} satisface las condiciones
s
> Bi=-+00, Y B <+o0 (4.3)
k=0 k=0

Entonces toda secuencia {x*} generada por el algoritmo 4.1.1 converge a una solucién

del problema (P).

Prueba: Sea & € R™ una solucion del problema (P). Sabemos que, f(z) < f(2¥),Vk.
B

Tomando en la ecuacién (4.1) x = T, y teniendo en cuenta t* = M, obtenemos que
s

l2** = 2| < Jla* - 2]* + 57

Sea k arbitrario pero fijo. Utilizando la ultima desigualdad en cadena, para cualquier

7 > k41 con k pero arbitrario, obtenemos

7j—1
lo7 — 2> < |la* -2+ 5
= (4.4)

IN

o0
% — 22+ 87 < 4o,
=0

por la sequnda relacion en (4.3), concluimos que la secuencia {x*} es acotada. Por
tanto, la secuencia {s*} también es acotada, ya que s* € Of(x*) para todo k. De

th = e de la condicion (4.3), obtenemos que Ztk =400y ka th||d¥||? = gF =
—00

R
k=0
0. Luego, por el teorema anterior, lim kl'nf f(z®) = f(Z). Por la continuidad de f y
—00
desde que {x*} es acotada y por tanto posee un punto acumulacién & € R" tal que

f(z) = f(z), es decir, & es una solucion del problema (P). Podemos entonces tomar

T =2 en la ecuacion (4.4). Tomando j >k + 1,
Iz = &|* < Ja* — &7+ > 67, (4.5)
i=k

donde de (4.3),
, 2: 2]
]}1_{20 (‘—k /Bi) -
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En particular, para todo 0 > 0 arbitrariamente pequeno podemos escoger k suficien-

temente grande, tal que

N

o
> B
i=k

Como & es un punto de acumulacion de la secuencia {x*}, podemos también escoger
un k tal que

) E o ~12
= > — .

De (4.5), concluimos que para todo § > 0, existe k tal que
6> ||27 — 2|, Vji>k+1.

Finalmente, obtenemos que la secuencia {x*} converge a &, y es una solucion del

problema (P).

4.1.1. Deficiencias del método del Subgradiente

Debido a que el método del Subgradiente no posee una regla de parada eficiente,
esto es, si consideramos que ||s*|| > ¢, para € > 0, no se puede esperar que ella genere
un descenso el funcién objetivo, aunque podriamos usar el teorema 2.15 que garantiza
que si z* se un minimo del problema (P) es necesario y suficiente que cumpla que
0 € Of(x*), pero implicarfa encontrar una secuencia {s*} de subgradientes en 0 f(x*)
de manera que ella converja a 0 en al menos en un punto de acumulacién y que a su
vez x¥ converja a z* y con ello obtener un criterio de parada.

Sabemos que por el teorema 2.10 nos garantiza una condicién necesaria y suficiente

para encontrar una direccion d de descenso, esto es,
d € Ds(x) <= (y,d) <0, Vyedf(x).

Pero esto implicaria hacer la comparacién entre todas las subgradientes de f en el
punto z, el cual es imposible computacionalmente.

Sabemos para una funcién diferenciable f que d = —V f(x) es una direccién de des-
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L2

direcciones de descenso

X
& >
L1
Y
Figura 4.2: La direccién y = —(1,2) que es un anti-subgradiente de f en x pero no

es una direccion de descenso de f.

censo, pero no es tan cierto para una funcién f no diferenciable, es decir, si escogemos
—s de s € Of(x) esto no es necesariamente una direcciéon de descenso como muestra el
siguiente ejemplo:

Sea f : R? — R una funcién definida por f(xy,z2) = |o1| + 2|z2|, y consideremos un

punto z = (x1,0), donde x; > 0, es arbitrario. Es facil verificar que

(1,2) =y € 0f(21,0),

y para todo ¢t > 0 suficientemente pequeno, f(z — ty) = z; + 3t > f(x1,0) lo que
implica que

—y ¢ Dy(21,0)

En la figura 4.2 se muestra que el anti-subgradiente (—s) puede no ser una direccién
de busqueda.
Los siguientes métodos que trataremos, los cuales son méas estable con respecto al mé-
todo del Subgradiente, son llamados los método Planos Cortantes y método Bundle,
que resultan de una aproximacion cuasilineal a la funcién objetivo. Vamos a ver que a
diferencia del método Planos Cortantes el método Bundle tiene un control de estabi-
lizacién en cada iteracion dada, es decir, en cada iteracion garantiza el decrecimiento

de la funcién objetivo.
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4.2. Método de Planos Cortantes

Considere el siguiente problema de optimizacién

minimizar  f(z)
()
s.a reD
donde D es un conjunto convexo y compacto, f : R™ — R es una funcién convexa en
R"™ el cual no necesariamente es diferenciable.

La idea principal del método de Planos Cortantes es utilizar las informaciones ya
acumuladas a lo largo de las iteraciones anteriores para determinar una nueva aproxi-
macién (inferior) de la funcién f, el cual es lineal, cada vez mas cercana a la funcion.
Considerando que en el inicio de la iteracién con indice n + 1, se tiene la siguiente
informacién, % € R", s* € 9f(z*), k = 0,1,2,...,n. La siguiente iteracién de los
método de Planos Cortantes consiste en la resolucion del problema

minimizar v, (x)

(Cn)
s.a reD,

donde 9, : R® = R, ¢, (z) = k_miix {f(z") + (s")'.(x — 2¥)}. Para su solucién este

=U,1,...,

problema puede ser escrito en su forma equivalente

minimizar t
s.a (t,z) € Uy,
donde la restriccion U,, = {(t,z) € Rx D | f(z*) + (s*)'.(x —2*) <tk =0,...,n}.
De la proposicion 2.2 y la definicién de subdiferencial tenemos que los 1, son funcio-
nes convexas para cada n € N y ademas son lineales por partes. De la definiciéon de

subdiferencial se tiene

f(x) > pia(z) > Yp(z), Vo e R™

Observe que a medida que n crece, la aproximacién de v, a la funcién f es cada vez

mejor, aunque computacionalmente sea lo contrario. Podemos esperar entonces, que
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las soluciones de los subproblemas (C),) se aproximen cada vez més a las soluciones del

problema (C).

(c) Tercera iteracién (d) Cuarta iteracién

Figura 4.3: Cuatro primeras iteraciones del método de Planos Cortantes

A continuacién se muestra el algoritmo generado por este método.

Algoritmo 4.2.1 (Algoritmo de Planos Cortantes). .
Paso 1. FEscoja cualquier punto 2° € D, y tome k = 0
Paso 2. Halle los valores de f(x*) y s* € 0f(2%)
Paso 3. Determine la iteracion ¥ el cual es una solucién del problema (Cy,)

Paso 4. Tome como siguiente iteracion k =k + 1, e ir al paso 2.

Teorema 4.4 (Convergencia del método Planos Cortantes). Sea D C R?* un conjunto

convexo compacto y f : R™ — R una funcion convexa en R™. Entonces, para toda
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secuencia {z*} generada por el Algoritmo 4.2.1, se tiene que
lfm ¢y, (z¥71) = © = liminf f(2*),
k— k—o0

donde v = mijglf(q:), y las funciones i, : R™ — R son definidas por
Te

Uale) = i (F() + (7)o — )}
4.2.1. Ventajas y desventajas del método de Planos Cortantes
Ventajas

Una ventaja importante de este método en comparaciéon del método del Subgradiente
es la posibilidad de construir una regla de parada informativa, implementable a través

del decrecimiento nominal, es decir
Ak — f(l'k+1) - warl(xk-H) > 0

y el algoritmo terminard cuando A* se hace pequefio.

Figura 4.4: El grafico muestra un crecimiento de f en la iteracién z**!, pero ella se
aleja de la solucion optima
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Desventajas

Debido a que el método de Planos Cortantes se basa en la acumulacién de subpro-
blemas, y por tanto en la resolucién de estos subproblemas cada vez mayores, ellos
ocuparan mucha memoria en el ordenador y por lo tanto genera errores de redondeo
computacional. Otra desventaja es la inestabilidad del método, ya que, al igual que
el método de Subgradiente, ella no asegura el decrecimiento de la funcién objetivo en
cada iteracién. Este hecho puede ser observado en la figura 4.4 note que el punto 2% se
encuentra Ay > tol, donde la tol es una tolerancia de parada, y en la siguiente iteracién
se tiene que f(z*!) > f(2*) y ademas la iteracién se aleja del valor 6ptimo. Es por
esta razon que decimos que el algoritmo no esta libre de inestabilidad. Para detalles
sobre la convergencia del algoritmo Planos Cortantes, vea por ejemplo [2] y [28].

En la siguiente seccién veremos el método de Bundle el cual se basa en la idea de
aproximaciones cuasilineales de la funcién objetivo, como el método de Planos Cor-
tantes complementando con un mecanismo de estabilizacion, con una regla de parada
confiable, y una técnica que permite total control del tamano de subproblemas lineales

que se resuelven. Este método puede ser encontrado para mas detalles vea por ejemplo

[2],28] v [29].

4.3. Método de Bundle

Considere el problema de optimizacién sin restricciones

(F) minimizar f(z)
s.a v €R”
donde f:R™ — R es una funcién convexa en R", no necesariamente diferenciable.
Supongamos que tenemos z* € R", una aproximacién de la solucién del problema (F)
(tal que hace decrecer a la funcién objetivo), de manera que la siguiente iteracién k+ 1
tenga acumulada los puntos z* € R™ y los subgradientes y* € df(z"), i = 1,..., k. El
conjunto de informacién, de las secuencias {2z }icp v {y'}icn, donde B = {1,2,--- |k},

k+1

es llamado el bundle. Entonces, la siguiente iteracion z se calcula resolviendo el
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Vi () + Lz — 2F||3

J@) — — — — — AN - - - - - - _

e e e

I
|
[
I
x

Figura 4.5: Un paso factible del método de Bundle genera en la iteracién z**! un

decrecimiento de f, es decir, f(z**!) < f(2*). Ademdas podemos observar del grafico
que 7°*! es una buena aproximacién a la solucién z con respecto a la apréximacién
del método de Planos Cortantes.

siguiente problema:

S Tk k2
minimizar V(r) + —||r — =
(2) + lle —a*| o)
s.a reR"

donde
U iR = R () = méx {f(<) + (v, 2 - 2")} (4.7)

es la aproximacion de Planos Cortantes de la funcion objetivo f y v > 0 es llamado

parametro estabilizador. Este término estabilizador junto con el término cuadrético

k+1)

hacen el efecto de la iteracion k + 1 (z respecto a la iteracién k (z*) sea la més

cercana posible, donde z* es llamado centro de estabilizacion.

El método de Bundle que presentamos, tiene como siguiente iteracién a aquellos puntos

k

donde el centro de estabilizacién cambia, es decir, cuando el paso z* a z#+! efectua un

decrecimiento en la funcién objetivo (esto es, que sea una direccién de descenso). Si

+1 k1

sucediera eso, entonces tomamos como punto z* . Este tipo de paso es llamado

paso factible. En caso contrario, el centro estabilizador no cambia, es decir, tomamos

k+1

2"t = 2F y agregamos un nuevo plano cortante. Este tipo de iteracién es llamada paso
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no factible.

Método de Bundle proximal

Antes de la implementacion del algoritmo determinaremos una forma de solucionar
el problema (4.6), el cual tiene solucién tnica debido a que la funcién objetivo es
fuertemente convexa, ver Teorema 2.13, y sacaremos informacion del bundle acumulado
de la ecuacién (4.7), pero sin perder en el proceso iterativo de la convergencia a la

solucion del problema.

Sea
Gale) = f(a) + mfx {—eb+ () (0 — a) (1.9
donde
eF = Fab) — F(=') — (y) (2" — ) 20, i =0,1,... .k (4.9)

entonces por la definiciéon de e-subdiferencial se tiene:
y' €0 f(ah), i=0,1,... .k (4.10)

Ahora, supongamos que hemos podido eliminar algunos elementos del bundle, es decir,

algunos planos cortantes, entonces

Yi(r) = f(2") + mdx{—ef + (y)".(z — 2")} (4.11)

1€By

donde By es el conjunto de indices que define el bundle actual, y se tendra:
y' € O f(2*), i € By, (4.12)

Para el proceso de eliminacién de algunos elementos del bundle y para no perder la
convergencia se debe definir un nuevo plano cortante que sustituya a los que ya no

se encuentre en el bundle. Esta funcién es llamada funcién agregada, para tal efecto,
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primero se redefine (4.6) con restriccién (4.11) al problema equivalente

k
L. Y k2
minimizar t+ —||lx — T
7 | | (4.13)
s.a (t,x) e U

U={(tz) e RxR"| f(2*) —ef + () (z — ) < t, i € By} (4.14)

Para obtener la solucién de este problema cuadratico, procedemos a resolver en su

forma dual, el cual es dado por:

2
+ Yk Z viel (4.15)

1€By,

Z Vz‘yi

i€By,

I |
minimizar ;

yE{yER'f’“' ’ 2%:1} (4.16)

1€By,
Para continuar con la idea de construcciéon de la funcion agregada, veamos el siguiente

resultado que determina una secuencia que converge a una solucién del problema (4.6).

Lema 4.1 (Ver demostracién [2]). Sea f : R" — R una funcion convexa en R™. Para

cualquier z* € R™, ' € O f(2%), i € By, y v > 0, definimos

d* =" vyl (4.17)

1€ By,

donde vF € RIBEl es una solucion de (4.15)-(4.16). Entonces, la tinica solucion 2*+1

del problema (4.6) con funcidn objetivo definida por (4.11), es dada por

1

AR L —, (4.18)
Yk
Ademds, tenemos que
d* € 0., f(a%) (4.19)
donde
€ = Z viet > 0. (4.20)

1€ By,

Con este resultado estamos en la facultad de definir lo que habiamos llamado funcion

agregada, el cual es dada por
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YR = R, ¢i(z) = f(2¥) — e + (d).(z — 2F) (4.21)

Entonces, se ha obtenido una técnica de como retirar planos cortantes sin perder con-
vergencia, el cual es agregando la funcién agreda v, y asi disminuyendo el bundle que
computacionalmente es estable.

Seguidamente, para generar el algoritmo, definimos la expresién:
erfr = f(a®) = FEM) = (ML E =) >0 (4.22)

Ademds, debemos garantizar la validez de la ecuacién (4.12), con k + 1 en vez de k.

Como es facil verificar, la férmula siguiente garantiza tal condicion:
et =i + fah) = f@*) + () (aF — ™), Vi€ B /{k+ 1} (4.23)

Para més detalles de este proceso, ver [2]. Realizado estos pasos, presentamos el algo-

ritmo de Bundle para una programacion cuadrética.

Algoritmo 4.3.1 (El algoritmo Bundle).
Fijar un nimero entero M > 2 (el tamano mdzimo permitido del bundle). Escoger

un 2% € R™ y tomar k = 0, K = 0. Escoger o € (0,1). Calcule f(2°) e y° € 0f(2°),

0=2% ) =0, y By={0} y definir el bundle inicial que contiene el tinico par

tomar z
(¥°, ).
Paso 1. Escoger vy, > 0 y calcular 2**1, la solucion del problema (4.6), con funcion
objetivo dado por (4.11).

Paso 2. Halle f(zFt1), y**1 € 0f (28 y
Do = f(a*) = () = T — ot

Paso 3. Si f(z%) — f(zFY) > o/\

Tome %t = M1y concluir que la iteracion k se encuentra en el conjunto K (un

paso factible)

k+1

Caso contrario, tome x*™' = z* (un paso mo factible)
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Paso 4. Si|Bgy| < M, tome Byy1 = By U {k + 1}.
Si |Bx| = M, escoger los indices iy,is € By y tome By = (B — {i2}) U{k + 1},
Yy = d*, efl = ¢, donde d* € R", y ¢, > 0 son definidos por el lema anterior.
Paso 5. Si k € K, calcular ef™ i € Byyy — {k + 1}, por la formula (4.23).
Caso contrario, tome ef™t = e i € By, — {k+ 1}. Calcule e’,zﬂ por la formula dada
en (4.22). Define el nuevo bundle como el conjunto de pares (y°,ef™), i € Byyy.
Paso 6. Tome k = k + 1 y retorne al paso 1.
Teorema 4.5 (Convergencia de los pasos factibles del método Bundle). Sea f : R" — R
una funcion convexa en R™. Supongamos que el algoritmo 4.3.1 genera una secuencia
de iteraciones para las cuales el conjunto IC de pasos factibles es infinito. Supongamos
que la secuencia {7y} satisfaga la condicion

Z ! = +00.

kex Tk
Para la secuencia {x*} del algoritmo 4.3.1 se tiene que

lim f(z*) = o,
k—o00

donde v = z161}an f(x), y para k € K, se verifica

A =0 (k— o0).
Si el problema (F') tiene una solucion y

v >3 >0 Vk ek,

donde el niimero 5 no depende de k, entonces {x*} converge a una solucién del problema

(F).

Teorema 4.6 (Convergencia de pasos no factibles del método Bundle). Sea f: R — R
una funcion convera en R. Supongamos que el algoritmo 4.3.1 genera una secuencia

{2*} para la cual el conjunto de indice de paso factibles K es finito, es decir, x* =
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% Yk >k para algin indice k. Supongamos que la secuencia {y} sea limitada y que
ella satisface la condicion

Vi1 > e VE > k.

k

k

Entonces, x* es una solucion del problema (F), la secuencia {z*} converge a z*, y

Ap =0 (k— 00).

Para ver més detalles de los métodos de Bundle y de la convergencia del algoritmo

4.3.1, y el bundle generado en esta seccién, vea por ejemplo [2],[28] y [29].
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Capitulo 5

Método de Direcciones Factibles para

Optimizacion Convexa no diferenciable

En este capitulo se presentara un método de punto interiores de un problema conve-
X0 sin restricciones no necesariamente diferenciable, conocido como NFDA (A feasible
directions method for nonsmooth convex optimization) que fue realizado por Wilhelm
Passarella, Mario Tanaka Fo, Alfredo Canales y José Herskovits. Este método, que de-
termina la minimizacién de un problema de optimizaciéon convexa no diferenciable sin
restricciones, resuelve el problema llevandolo a su forma equivalente de optimizacién
lineal con restricciones de desigualdad no diferenciable, para luego hacer una aproxima-
cién a las restricciones y asi obtener un problema lineal con restricciones de desigualdad
diferenciable, como el método de Planos Cortantes, pero sin la formaciéon de subpro-
blemas. En cada iteracion, el algoritmo NFDA encuentra una direccién de busqueda
factible y de descenso hallados en dos sistemas lineales obtenido por el método FDI-
PA, tomando como punto inicial en el interior del epi(f). Para obtener la direccién de
busqueda factible y de descenso, este método usa la idea de punto factible y no factible
realizada por el método Bundle que fue visto en el capitulo anterior. A continuacién es

presentado el método NDFA.
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5.1. El Método de Direcciones Factibles no Diferenciables

Consideremos el problema de optimizaciéon convexa sin restricciones

P) minimizar f(z)
s.a xeR”
Donde f : R* — R es una funcién convexa no necesariamente diferenciable. Para la
existencia de la solucién del problema y la convergencia del algoritmo que se genera
por el método NFDA consideramos las siguientes hipdtesis:
Hipotesis 4.1: Existe para f un conjunto de nivel acotado.
Hipétisis 4.2: Para cada a € R y cada punto z € I', = {x € R" | f(z) < a}, podemos

determinar un s € df(z).

5.1.1. Descripcion del Método NFDA

Se reformula el problema primal (P) a su forma lineal equivalente

minimizar ¢(z,2) = 2
(P7) (z,2) € R
s.a
flz) <z
el cual es un problema de optimizacion lineal diferenciable con restriccion de desigual-
dad no necesariamente diferenciable, con ¢ : R"*! — R una funcién lineal diferencia-
ble. Empleando la idea del método de Plano Cortantes, se hace una aproximacion a
la restriccién del problema (P*), y suponiendo que estamos en la iteracién k, y que el

conjunto actual de planos cortantes es dado

gf(x,z):f(yf)—l—(sf)t(x—yf)—z, Z.:0717"'7l

donde yF € R™ son puntos auxiliares, s¥ € 9f(y¥) son los subgradientes en el bundle

encontrado. Definiendo

. ¢ . "
glk(x,z): [gg(x,z),...,glk(x,z)} , glk:R xR—)RlH,
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de tal proceso se tiene una aproximacién (AP,) del problema equivalente (P*), el

cual es un problema lineal con restricciones de desigualdad diferenciable, es decir,

minimizar  ¢(z,z) = 2
(AR) (z,2) € R
s.a
gf(2,2) <0

Es cierto que el problema de aproximacién (AP,) puede que no alcance un minimo,
pero el método no busca resolver este problema, solo busca una direccion de descenso
dr factible, en el interior del conjunto de restricciones del problema de aproximacién,
el cual es encontrado por el método FDIPA que se desarrollamos en el capitulo 3.

Respecto a la longitud de paso se toma
t =max{t | g7 (2", 2*) +tdy) < 0}
pero desde que t no es siempre finito, se tomara como longitud de paso

tF = min{tmee /1, t}
donde p € (0,1) y tmae > 0. Entonces el siguiente punto interior serd tomado como
(xfﬂv ZlkJrl) = (Ik7 Zk) + tfdf (5.1)

el cual es factible con respecto al problema (AP,). Veamos ahora que sea factible para

el problema (P*), para ello, tomando como punto auxiliar
(Y Wiea) = (2%, 25) + ptydp (5.2)

El punto (y/,,, w} ;) serd estrictamente factible, en el sentido que se encuentra en el
interior del epigrafo de f, respecto al problema (P), que es wf,; > f(yf,,) y se considera
que el conjunto de planos cortantes es una buena aproximacion para f en una vecindad
de z*. Si el punto auxiliar wf,, > f(z} ;) es satisfecha, entonces diremos que el paso

k+1

es factible y se toma como un nuevo punto ¥ =y, 2* = wf ;. Caso contrario,

64



diremos que el paso es no factible y realizamos una nueva aproximacion agregando un
nuevo plano cortante g, (z, z) al bundle actual.
Realizado la explicacion del método NFDA, este genera el siguiente algoritmo lla-

mado algoritmo NFDA, el cual es descrito seguidamente.

5.2. Algoritmo de Direcciones Factibles no Diferenciables

- NFDA

Paso 1. Calcule la subgradiente sf € df(yr), y halle un nuevo plano cortante, para

la iteracién (z¥, z%), que es definido por

gt (@ 2) = flur) + (s7)' (@ = yr) — 2

Sy

—1

Considerando VgF(z,z) = € R™™! para el conjunto de planos cortantes y

definiendo

(@, 2) = lgo(x,2),..., g7 (w,2)] € R™!

cuya Jacobiana es dada por
Jgi (x,2) = [Vg5 (2, 2), ..., Vg (z, 2)]" € RUFDHD

Paso 2. Buscando la direccién factible df para el problema (AP) usando
el método de FDIPA

(ia) Calcule d¥, y ¥, resolviendo
Btde + Jgf (2", A = = Vo, ) (53)

AF[TgE (", 29l + GE(ak, 25Nk = 0 (5.4)
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(ib) Calcule df, y A}, resolviendo
B*dfy, + Jgf (2", 2F)AE = 0 (5.5)

Af[Jf]lk(xk, zk)]tdgl + éf(mk, zk)S\Zl = —S\f (5.6)

donde AE; = (&g, AR ), MG = (Mg, . AR, AF = (M, M),
A} = diag(X§, ..., Af) v GJ(x, 2) = diag(gf (@, 2), . .., gf (x, 2)).
(ii) Si (df)) Vi (zF, 2%) > 0,

p = min {SOHde”z, €-1) (dﬁlva(xk’ %)
Caso contrario se toma
p = plldyl’
(iif) Calculando la direccién factible
df = df, + pd.
Paso 3. Calculando la longitud de paso
t7 = min {tpe./p, max{t | §i((z*,2%) +tdf) < 0}} (5.7)

Paso 4. Hallando el nuevo punto interior
i) Define el punto auxiliar (yf, ,, wf,,) = (2%, 2*) + ptydy,

ii) Si wf,, < f(yf.,) se tendrd un paso no factible y en este caso definimos

un
nuevo Af, > 0, yf, , (nuevo punto auxiliar) y I =1 + 1.
Caso contrario, se tendrd un paso factible y tomamos (™, 2"1) = (yf, |, wf, ),
definimos 5\’5“ > 0, B¥! simétrica y definida positiva y tomar k = k + 1,

e iniciamos un nuevo conjunto de planos cortantes | = 0, y& = z*.

iii) Ir al paso 1.
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Para tomar los valores de actualizacion de A y B se debe tener en cuenta la satisfaccién
de las siguientes hipdtesis:

Hipétesis 4.3: Los gradientes de las direcciones activas en (z*,z*) son linealmente
independientes, es decir, los vectores Vg;(z*, z*) son linealmente independientes, para
cada 7 tal que g;(z*, z*) = 0..

Hipétesis 4.4: Existen A, A% > 0 tales que Ml <\ <\ Vi=1,...,[,Vk e N.

Hipotesis 4.5 Existen nimeros positivos o7 y 0 tales que
a|[v|* < v By < osv|?

para cualquier v € R**1,

Hipétesis 4.6 Existen wy,wy > 0 tales que w; < wF <wq, VEENyi=1,--- m.

5.3. Analisis de convergencia del algoritmo NFDA

En esta seccién, se demostrara la convergencia global del algoritmo NFDA. Para ello,
primero se mostrard que la direccién df es una direccién de descenso para la funcién
1 del problema auxiliar. Mostraremos que el nimero de pasos no factibles en cada
iteracion es finito, es decir, desde que (z¥, 2¥) € int(epi(f)), después de un ntimero finito
de sub-iteraciones, se obtiene un punto (z**!, 2**1) € int(epi(f)). En consecuencia, la
sucesion {(z%, 2%)}ren generada por el algoritmo es acotada y pertenece al interior del
epigrafo de f. Se demuestra que el algoritmo generado es determinado por un criterio
de parada, esto es, mostrando que cuando k — oo la direccién d* converge a cero.
Finalmente se demuestra que cualquier punto de acumulacién (z*, z*) de la secuencia
{(2*, 2*)}ren generada por el algoritmo NFDA satisfacen la condicién de optimalidad

0 € df(x*) y, por lo tanto, por el teorema 2.15, el punto de acumulacién de la secuencia

{(x*, 2%) }ren serd una solucién del problema (P).

Lema 5.1. Sean el conjunto de vectores {Vg;(x,z) | gi(x,z) = 0}, un conjunto lineal-

mente independiente, cualquier X € R™*1 positivo, cualquier vector (x,z) € int(epif) y
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cualquier matriz simétrica definida positiva B € ROHDX4D 1 matriz

B Jg(z, 2)

AJg(z, 2)]" G(z,2)
es no singular.

Prueba: Para demostrar la no singularidad debemos de verificar que el sistema

Bd+ Jg(x,z)A =0

AJg(z, 2)'d + GA =0

tiene como solucién tnica la trivial. En efecto,

l

Bd+ Y A\Vigi(z,z) =0 (5.8)
i—1
N[V (z,2)]" - d+gi(x,2)\i =0, i =1,--- 1 (5.9)

Sacando transpuesta y multiplicando por d a la ecuacién (5.8), se obtiene
l —
d'Bd + Z N[V - (z,2)d =0
i=1
< t j‘z <
de la ecuacién (5.9), [Vgi(z,2)]" - d = —Xgi(x, z), y reemplazando en la expresién

anterior

l —
32
d'Bd+) SH(—gi(z,2) =0,
i=1 "

y desde que B es definida positiva, g(z,2) < 0, ya que (z,z2) € epi(f), y A > 0, para
i=1,---,1, setienequed=0y X =0. O
El siguiente lema muestra que d, es una direccion de descenso para la funcion 1

del problema de aproximacién (AP)).

Lema 5.2. El vector d, satisface

d, - Vi(x,z) < —d. Bd,
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Prueba: Se sigue de la ecuacién (5.3)

d Bdy + d.,Jg(z,2)\e = —d'V - 9(z, 2) (5.10)

y de la ecuacién (5.4)

d Jg(z,2) = =N AIG(x, 2) (5.11)

Sustituyendo (5.11) en (5.10) tenemos
dt, - Vip(z,z) = —d', Bdy + N ATG(z, 2) N

Desde que A~ es definida positiva y por la hipStesis 4.4, 4.5 y del hecho que A'G/(z, z)

es semidefinida negativa, se tiene
d, - Vi(x,z) < —d! Bd,

]

Proposicion 5.1. La direccion d = d,+ pds es una direccion de descenso para la funcion

objetivo del problema (AP)) en un punto (z,z).

Prueba: Como d = d, + pdg, se tiene
d' - Vip(x, z) = d, - Vip(x, 2) + pdyy - Vip(z, 2)

en el caso cuando dj - V¢ (x, z) > 0, tenemos

dt, - Vi(z, z)

p < (5—1)W-

Por lo tanto d'V - ¢(z,z) < d., - Vi(z,z) + (§ — 1)dLV - (x, z) = &dL, - Vp(z, z) < 0.
Por otro lado, cuando dtﬁ - V(z,z) < 0, se tiene por el lema 5.2 que
d'-Vi(x,z) <d, - Vi(z,z) < 0 para cualquier p > 0. O
Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos que del punto (y**1, 28+1) =

(2%, 2%) + pty(dL, dL), con Vp(z, 2) = (0,0, -+ ,1)" la secuencia {z*}ren es decreciente,

xT) Tz
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k+1

es decir, 2" < 2 para cualquier k. Ademds, la secuencia {(z*, 2%)}ren generada por

el presente algoritmo es acotado, desde que ella pertenece al conjunto
int(epif) N{(z,2) € R"™| 2 < 2%

y el conjunto de nivel de f es acotado y no vacio.

Lema 5.3. Sea X C R"™ un conjunto convezo. Considere xo € int(X) y 7 € X. Sea
{7} ren € R™ — X una secuencia tal que z% — 7. Sea {*}reny € R™ una secuencia
definida por 2% = o+ pu(z* — ) con p € (0,1). Entonces Iky € N tal que 2* € int(X),
Vk > k.

Prueba: De la secuencia
¥ = zo + (@ — 30) = 10 + (T — 20) = 7).

Desde que el segmento [Z,z0] € X U0X y pu € (0,1) se tiene que x, € int(X) y en
consecuencia existe § > 0 tal que B(z,,d) C int(X). Desde que 2* — =, entonces

ko € N tal que 2* € B(z,,6) C int(X), Vk > k. O

Proposicién 5.2. Sea (7%, 2%) un punto de acumulacion de la secuencia {(xF,2F)hien

generada por el algoritmo NFDA, y definida en la ecuacion (5.1) para k fijo, entonces
= f(zh).

Prueba: De la secuencia {(xF, 2I") };ey definida por el problema {(AF)} se tiene que
zk < f(7*). Suponiendo que tenemos ¥ < f(z*). Desde que {(Z*, 2*)} es un punto de
acumulacién de la secuencia {(zf, 2F) }ien, entonces existe N’ C N tal que {(zF, 2) }ien
converja a {(Z¥, 2¥)} tal que (s})ie — s*. Estas secuencias existen ya que {(xF, 2F) hen
como {sf}ien estdn en un conjunto compacto. Para cada | € N consideremos los

correspondientes planos cortantes f(zf) + s! - (z — 2f) = z, entonces para el punto z*

existird un z(z%) tal que f(zF) + st(x — 2F) = 2(z*). Tomando limite para | — oo,
tendremos 2(7*) = f(Z*). Entonces, para [ € N’ bien grande, tendremos que (¥, Z*)

esta debajo de los I planos cortantes, lo cual es una contradiccién y por lo tanto ¥ =
f(@*). O
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Proposicién 5.3. Sea (z¥, 2%) € int(epif). La siguiente iteracion (x*1, 21) € int(epif)

es obtenida después de un niumero finito de sub-iteraciones.

Prueba: La prueba comienza observando el paso 4) en el algoritmo, el cual nos dice que
(2P 2R = (yfy, wiy). Stw), > f(yf.,), consecuentemente tenemos (zF+1, 2F1) €
int(epif). Caso contrario, como la secuencia {(zF, zF) };en es acotada por construccion,
y por la proposicién 5.2 se tiene que un punto de acumulacién (Z*,Z*) es tal que

zk = f(z*). Considere ahora las secuencias definidas por las ecuaciones (5.1) y (5.2),

(' wi) = (%, 2%) + [ (], ) — (2%, 27)], para p € (0,1)

y del lema 5.3, existe Iy € N tal que (yF', wy) € int(epif), para [ > ly. Pero esto es una

condicién para un paso factible y por lo tanto la prueba esta completada. O

Proposicién 5.4. Sea (z*,2*) un punto de acumulacion de la secuencia {(z*, 2%)}pen.
La secuencia de matrices {Jgf}weN posee un punto de acumulacion tal que por lo

menos una de sus columnas es el gradiente de una restriccion activa en (x*, z*).

Prueba: Como la funcién f es convexa definida en todo R" tendremos Jf(z) es un
conjunto acotado para cualquier x € R™, y ademéas como las secuencias {(z*, 2%)}ren v
{(xF, 2F) }ren son acotadas, tomando I € N tal que {JgF}ren es acotada y por lo tanto
posee un punto de acumulacién, el cual lo denotamos por Jg;. Suponiendo que para
cualquier ! tomado, las columnas de Vg; estén formadas por gradientes de restricciones
inactivas en (x*, z*), entonces:

Desde que gF(z*,2*) = f(a¥) + (s*,2* — 2¥) — 2*, donde s* € Of(a*), 1 < r < |,
de la condicién que las restricciones son inactivas en (z*,2*) existe 5 > 0 tal que

gF(z*,2*) < =B, Vr € {1,...,1} y tomando k — oo obtenemos una contradiccién. [

De la proposicion anterior podemos garantizar que el conjunto
I'={ie{1,2,---,1} | gi(z*,2*) =0}

es no vacio.

71



Lema 5.4. La matriz simétrica U* = (Jg&){(B*)~YJgF — (A*)"1G* de orden | x | es

definida positiva Vk € N y existen N C N yn > 0 tales que ||U*|| > n, Vk € N.

Prueba: Denotando A¥ = JgF. Como (B*)~! es definida positiva se sigue que (A*)!(B*)~tA*

es definida positiva. Ademds, por construccién (A¥)~1G* es semidefinida negativa.

k

Luego U* es semidefinida positiva. Tomando v € R! tal que v'U*v = 0. Entonces

!
Z(Af)_lgfvf = o' (A" (B*)7'AFy > 0. Pero como (Mf)7'gF < 0 se tiene que

i=1
l

Z(Af)_lgfv? < 0. Luego, v = 0 y U* es definida positiva. Sea ahora 6% el menor
i=1
valor propio de U¥, Yk € N. Entonces #* = min v'U*v.

vl|=1
Afirmacién la secuencia {6*} es acotadaH. HEn efecto, la acotacién inferior se tiene
del hecho que U* es definida positiva. Por lo tanto, 0¥ > 0,Vk € N. Por otra parte,
por la proposicién 5.4 y por las hipétesis 4.4 y 4.5, las matrices A%, (B*)~1 y (A*)~!
son acotadas, y ademds, por construccién G* es acotada superiormente. Estos hechos
implican que 6% que sea acotada superiormente. Por lo tanto, existe N C N tal que

{0%}ken converge para algin 6*. Afirmacién 6* > 0. Para cada k € N, considere el

problema:
min  v'(AF)Y(BF)TL ARy — ot (AR)T1GRY
sa  g¥(z,2) <0, i=1...,1
o] = 1.

Haciendo k — oo, k € N, el problema anterior resulta

s s £58 )

v||=1
o =N

donde J* = {i € {1,...,1} | gi(x*,z*) = 0}, A* es punto de acumulacién de A*, B* es

un punto de acumulacién de { B¥}cn, A* es un punto de acumulacién de {\*} ey v g; =

—a* —qg*
g;(x*,2"). Ahora, si Z [)\—g:]v]z > 0, entonces 6* > 0. Caso contrario Z @vf =0,
jEJ* J JEJ* ]

entonces v; = 0, Vj € J* y consecuentemente A*v = Z Alv;. Pero por la proposicion
5.4, podemos concluir que ||[A*v|| > 7 para algin 7'216; 0. Por lo tanto, en este caso
0* = ”rihifll{vt(A*)t(B*)_lA*v} > 75 > 0, donde 3 es el menor valor propio de (B*)~!.
Por lo tanto, sea cual fuera el caso, siempre se tiene que 8* > 0. O]
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Proposicién 5.5. El vector \¥ = )\(’;l + payAs es acotado, Vk € N,

Prueba: Como consecuencia del lema 5.4 tenemos que la matriz
U =[(Jg) (B gy — (AN G
es acotada superiormente. Del algoritmo FDIPA, tomando como el sistema lineal

BrdE, + JgiNE, =~V
Af(Jgf)tle+Gk)‘Zl = 0

De la primera ecuacién se tiene

b, = —(B*)7H (Vo + JgiAL) (5.12)

al —

y de la segunda ecuacion
(Jgt)'de = —(A)) "GNy (5.13)

al —

Reemplazando la ecuacion (5.12) en (5.13) obtenemos

—(JGONB (VY + JgEAE) = —(A])TIGEAL,
y ademas
A= —[(Jgh)"(BM gk — (AN (Jgh) N (BY) T Ve,

al =
Para determinar S\IEJ usamos las ecuaciones (5.5) y (5.6) del algoritmo NFDA
N = (7)) (B 1 Igf — (A ' GH
Luego
M =—[(Jg")' (BN gy — (A7 (gD (BN Ve y A = (U

y como py es acotado tendremos que A\¥ es acotada. O]

Lema 5.5. Para cualquier (x, z) € int(epi(f)) y cualquier direccion d dado por el algo-

ritmo NFDA, existe un 7 > 0 tal que g;((z,2) +td) <0, Vt € [0,7], Vi=1,...,L.
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Prueba: Sea b un vector tal que b; = stx; — f(z;) para cualquier i = 0,1,... 1.

Entonces, §;((x, z) + td) = (Jgi(x, 2))" - (z,2z) — b, desde que

gi(z,2) = fly)+si(x —y:) — 2
= ((st,=1).(z,2)) — b;

= (vyi(x7 Z))t(xa Z) - bz

para cualquier i = 0,1,...,[. La longitud de paso ¢ es definida por la ecuacién (5.7)
en el paso 3) del algoritmo NFDA. Desde que las restricciomes del problema (APF;) son
lineales, para satisfacer las condicion de bisqueda lineal, la siguiente desigualdad debe

ser verdadera:

gi((x,2) +td) = (Vgi((z,2) +td) - ((x,2) +td) — b;

(5.14)
= gi(z,2) +t(Vgi(z,2))'d <0

para cualquier i = 0,1,...,1. Si (Vgi(z,2))'d < 0 la desigualdad es satisfecha para
cualquier ¢t > 0, entonces g;((x, z) + td) < 0. Otro caso, se sigue de (iii) en el paso 2)
que,

(Vgi(x,2))'d = (Vgi(x, 2)) (da + pds)
Se sigue de la ecuacién (5.4) y de la ecuacién (5.6) que

>\ai
Ai

(Vgi(x,2)dy = —gi(z, 2)

Agi
i

(VQi(xv Z))tdﬁ =-1- gi(xv Z)

Entonces, de la ecuacién (5.14), es equivalente a

gi(x, z) (1 — t%) —pt; <0,

(2

donde A = A\, + pAg. Como pt > 0, la tltima desigualdad es siempre verdadera cuando
t< N/

De la hipétesis 4.4, A > 0 es acotada y tenemos que A es acotada superiormente. Asi,
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existe 0 < 7 < tpae/p tal que 7 < \;/A; para cualquier i = 0,1,...,1. Por lo tanto,
para cualquier ¢ € [0, 7] la condicién de bisqueda lineal g;((x, z) +td) < 0 es satisfecha

para cualquier ¢ = 0,1,...,1[. O

Lema 5.6. Sea \ un valor propio de la matriz A(A'B™'A — A~'G)"*A*B~'. Entonces
A< 1.

Prueba: Sea v un vector propio asociado a A

AA'BTTA - A'GY A" B u =

Si A'B~'u = 0 entonces A\ = 0. Caso contrario, si A*!B~'u = v, tenemos

A'BT'AA'BTA - AT'G) o = (5.15)

Pero

A'BTA(A'BT'A— A71G)! = [(A'B'A—A"'G) + A 'G(A'B~'A — A'G)!
= T+ A 'G(A'B'A - A1G)!

de esta tltima expresion y de la ecuacién (5.15) se sigue

I+ AGA'BTA- NG o= (5.16)

Multiplicando a la ecuacién (5.16) por v*(A'B~'A — A~'G)~! obtenemos

V(ABTA — A1G) o 4 of(A'B-A — A-1G)IALG(A'BA — A-1G)
= MW(A'B7'A-A'G)

V(A'B-A = AT1G)TAG(A'B1A — A71G) 1o = (A= DH(ALB1A — A-1G) 1w
(5.17)
Desde que (A'B™1A — A~'G)™! es definida positiva, concluimos de la ecuacién (5.17)

que A < 1. O
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Lema 5.7. Las secuencias {d}}ren y {d}j}ren son acotadas.

Prueba: Sabemos que

dy = —(BY7H(VY+ Jg ) (5.18)
Moo= —((Jg)"(BYT gk — (ANTIE) T Ig) T (g (BN TV (5.19)
dy = —(B*)7'JgENS (5.20)
N5 o= [(Jgr)(BY) gk — (AN TIGH (5.21)

Reemplazando la ecuacion (5.19) en (5.18) obtenemos
di, = —(B*)7'I = Jgi ((Jg) " (BY) ™' Jgf — (A)T'GH) ™) (1) (BF)T'VY

Consecuentemente:

lldall < [[(B*)7HI [1+ 11797 (Ja7)" (BY) " Tgy — (AN GH) D (Ja) (BY) ] [Vl

Siendo (B*)~! acotada y considerando el lema 5.6, concluimos que ||d¥|| < oco. Para
probar que la secuencia {d};} sea acotada, reemplazamos la ecuacién (5.21) en (5.20)
obteniendo

ds = —(BY) "' Jg/1(Jaf) (BY) "I g — (AMGH™!
Considerando las hipétesis 4.5, 4.6 y el lema 5.4, concluimos que ||dj| < oco. O

Proposicion 5.6. Sea (s, —1)" el gradiente de una restriccion activa en (z*, z*). Entonces

s € of(z").

Prueba: Sea g(z,2) = f(u) + (s, —u) — z < 0 una restriccién activa en (z*, z*) donde

s € 0f(u). Entonces

g(a*, 2") = f(u) + (s,2" —u) — 2" =0 (5.22)
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Como f es convexa podemos escribir

f@) = flu)+(s,2—u) = fu) = f(z") + f(z") + (s, —u) = (s,z —27") + (s,2 — 27)
= fla*)+(s,xc—2") + f(u) — f(z*) + (s,x —u) + (s, 2" — x)
= f@) 4+ (s,x—27) +[f(u) = f(z") + (s, 27 —w)].

y por (5.22), f(z*) = z*. Luego f(z) > f(z*) + (s,x — %) = s € df(x*). O

Proposicién 5.7. Sea d, un punto de acumulacién de la secuencia {d*}ren. Entonces

45 =0.

Prueba: Del paso 4) del algoritmo NFDA, se tiene

(IkJrl?ZkJrl) — (xk > ) utk(dk dk)

xT) Tz

Asi
= ok uthd” (5.23)

y la secuencia {2*},cn es decreciente y pertenece al conjunto compacto €,. Denote por

= lim 2F y N’ € N tal que {t*},en — t*. Se sigue del lema 5.5. que t* > 0, cuando

k—o0
k — oo, k € N' de (5.23) tenemos z* = 2* + ut*d%, asi df = 0. Por la proposicién 5.1.
se sigue
0 = dZ < &(dg)"Vi(x,2) = &di. <0, asi dy,, =0,
por lo tanto por el lema 5.2. tenemos

0=d, = (d)'V(z,2) < —(d)'Bd;, <0

Asi, df, = 0, desde que B es una matriz definida positiva. n

De los resultados previos se tiene que
d* = df + ppdy — 0, k— o0, keN

desde que pp — 0 y d* — 0. Consecuentemente el proceso puede parar cuando {d*}
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converge hacia cero.

Proposicién 5.8. Para cualquier punto de acumulacion (x*, z*) de la secuencia {(z*, 2%) }ren
generada por el algoritmo NFDA, se tiene 0 € 0f(x*), es decir, z* es una solucion del

problema (P).

Prueba: Denote por:

Y:{y8>y?7"'ay?0ayéay%7"'7y1117"'7y§7y’1€---7ylk;ca'--}a

la secuencia de todos los puntos obtenidos en las sub-iteraciones por el algoritmo NFDA.
Dado que esta secuencia es acotada, existird una subcoleccién de ella la cual sera

k+1 ylkk, existird un Y C Y tal que {yk}keY

convergente. En particular, desde que x
converja a x*.
Definiendo Y* = {yf,yf,...,yh} N Y. Se tiene que, de la ecuacién (5.3) del paso 2. del
algoritmo NFDA, B¥d,; + Jg (a*, 2%)zk, = —Vi(ak, 2F).

I *
lim Y Mok =0y IJE&;A; =1 (5.24)

ai®1
k—o00 <
=0

Definimos ahora el conjunto de fndices I¥ = {i | y*¥ € Y*}. Consecuentemente

M. > 0 para i € I* y k suficientemente grande. Entonces,

. k ok _ y ko
kh—>I£lo AeiSi =0y ijl—gjoz/\‘“ 1 (5.25)

i€lk i€lk
Sea el punto auxiliar 4 y el subgradiente s¥ € df(y¥) de manera que i € I*. Luego,

podemos escribir

F@) = flyi) + (50" (2 =) = f(2") + ()" - (@ — ) —

donde



Como 2F — 2* y y¥ — 2* para i € I*, tenemos que lim €, = 0. Por tanto s¥ €
k—o0

Oei f(x*). Luego

(St ) s> (D) s+ (S0t - - S

iclk iclk i€lk iclk

\F
> f(F Lo Gk —2F) — 5.26
fl@) > f(z") + gﬂ;zkiisl (r—2%) — e (5.26)
iclk

Z ki
)\m’ek
ielk ; i . k .
y como lim ¢;, =0y lim A, =1, tenemos que lim ¢, =
k k—o00 k k—o00 o ’

k—o0
Z )‘ai ielk

ielk

donde ¢, =

\E
0. Considerando s* = Ziksk se tiene que, de la ecuacién (5.26) que s €

iclk ai
i€lk
D¢, f(z%) y 0 € Of (2*). Por lo tanto, esto completa la prueba de la convergencia. [

5.4. Algunas ideas para solucionar otros tipos de proble-

mas con el método NFDA

Consideremos el siguiente problema de optimizacién convexa

minimizar f(z)
(£1)
s.a g(x) <0
donde la funcién objetivo y la restriccion de desigualdad f, g : R™ — R son convexas y

no necesariamente diferenciables.

Reemplazando el problema a su equivalente diferenciable lineal, se tiene

(EP) s.a flx) <t
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Luego, se aplica a cada restriccién con la misma técnica usada en el método NFDA,
encontrando un problema diferenciable con restriccion diferenciable y procedemos co-
mo en el método NFDA.

Si podemos generamos una secuencia {z*} donde sus puntos de acumulacién converjan
a la solucién del problema (P), entonces podriamos generalizar a un problema cuyas

restriccién de desigualdad sea la funcién g : R — R™.

De igual manera si consideramos el siguiente problema de optimizacién no diferen-

ciaciable con restricciones de igualdad

minimizar f(x)

s.a h(z) =0

(%)

donde la funcién objetivo y la restriccién de igualdad f: R® — R y A : R® — R™ son
funciones continuas.
Ahora definiendo su funcién lagrangiana L : R™ x R™ x R, — R asociada al problema
(P,) por

L(z,u,c) = f(z) + co(h(z)) + (Au, h(x)),

donde A es una matriz de orden n x m simétrica y o : R™ — R es una funcién continua
tal que o(z) > 0, Vz € R™ — {0} y ¢(0) = 0, para ver més detalles de la funcién
lagrangiana ver por ejemplo [10] y [11]. Luego la funcién dual H : R™ x Ry — R es
definida por

H(u,c) = inf [f(x) + co(h(x)) + (Au, h(x))].(céncavo)

z€R™

Entonces el problema dual es dado por

minimizar —H (u, c)

s.a (u,c) € R™ x R,

(D)
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Luego este problema lo llevamos a su equivalente diferenciable, es decir,

minimizar (u,c) =t
(EP)
s.a H(u,c) <t,

y aplicamos la misma técnica usada en el método NFDA para resolver el problema
(P)-

Si generamos una secuencia {z*} podrfamos probar que cada punto de acumulacién es
una solucion del problema (F,).

Si en el problema anterior tuviéramos ahora una restriccion de desigualdad
g : R" — RY esta también podria ser resuelta sustituyendo la restriccion por la funcion
gi(z) = max{g;(z),0} y asi aplicamos el mismo criterio realizado en el problema (F2).
Otra forma seria usando una funcion lagrangiana donde incluiriamos la restriccién de

desigualdad.
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Capitulo 6

Resultados numeéricos

El algoritmo fue implementado en el software libre Octave 6.2.0 sobre una laptop
ASUS con un microprocesador Intel(R) Core(TIM) i5-6200U, de 2.3GHz y 2.40 GHZ
con memoria 8.00 GB de RAM. Para la verificaciéon de la velocidad de convergencia
y en dar una buena aproximacion a la solucién 6ptima con el método NFDA, fueron
tomados algunos problemas test de ([24], [22], [27], [34],[37], [29]). Estos problemas test
son presentados a continuacion, los cuales varian de 2 a 100 variables y con 1 a 48
restricciones. Fueron extraidos del texto [28] otros métodos convexos no diferenciables,

para realizar la comparacion de la velocidad y exactitud con el método NFDA.

6.1. Problemas Test

Crescent [19]

Dimension 2

Funcién objetivo  f(x) = max{a] + (o — 1)* + 1y — 1, =25 — (25 — 1) + 25 + 1}
Punto 6ptimo z* =10 0]

Valor éptimo flz*)=0

Punto inicial r=[-1,5 2]
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CB2 [12]
Dimensién
Funcién objetivo
Punto 6ptimo
Valor éptimo

Punto inicial

CB3 [12]
Dimensién
Funcién objetivo
Punto 6ptimo
Valor éptimo

Punto inicial

DEM [29]
Dimension
Funciéon objetivo
Punto éptimo
Valor éptimo

Punto inicial

2

f(x) = max{a? + x5, (2 — 21)? + (2 — 29)?, 21172}
x* = [1,139286 0,899365]

Fla*) = 1,952225

r=[1 —0,1]

2

T) = max .T4+[L‘27 2—;51 2+ 2_x2)2’26—271+x2}
1 2

¥ =11 1]
flz7) =2
r=[2 2]
2

f(x) = max{bxy + 3, =51 + @2, 7 + 23 + 422}
v =00 -3
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QL [29]
Dimensién
Funcién objetivo

Donde

Punto éptimo
Valor éptimo

Punto inicial

LQ [29]
Dimension
Funcién objetivo

Punto éptimo

Valor 6ptimo

Punto inicial

Mifflinl [29]
Dimension
Funcién objetivo
Punto éptimo
Valor 6ptimo

Punto inicial

2

F(x) = mix (o)

fix) = af + 23

fo(x) = 23 + 22 + 10(—4x) — 29 + 4)
f3(x) = 22 + 23 + 10(—z; — 229 + 6)
vt = (1,2 2,4]

flz*) =72

r=[-1 5]

2

f(z) = max{—z1 — 2o, —11 — 22 + (22 + 23 — 1)}

“= [ )
fa*) = =2

2

f(x) = —z1 + 20 méx{x? + 23 — 1,0}
z* =11 0]

fa) = -1
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Mifflin2 [29]
Dimension
Funcién objetivo
Punto éptimo
Valor éptimo

Punto inicial

EVD52 [27]
Dimensién

Funcién objetivo

Punto éptimo
Valor éptimo

Punto inicial

2
flx) = -2y +2(x2 + 22 — 1) + 1,75|22 + 22 — 1|
v =1 0

fl) = -1

r=[-1 —1]

3

£(z) = méx i(2)

fiw) = 2} + a5+ 25— 1

fw) =2t + 25+ (23 -

fs(z) =21+ 20+ 23— 1

fa(x) =21 + 29 — 25 — 1

f5(z) = 223 + 622 + 2(5as — 21 + 1)?
fo(x) = 22 — 93

o = [0,3283 0,0000 0,1313]
f(z*) = 3,5997193
z=[111]
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Rosen Suzuki [34]

Dimensién
Funcién objetivo

Donde

Punto éptimo
Valor éptimo

Punto inicial

Davidon2 [27]
Dimensién

Funcion objetivo

Punto éptimo
Valor éptimo

Punto inicial

4

f(x) = max{ fi(z), fi(x) + 10 fo(x) f1(2) + 10 f3(x), f1(x) + 10fs()}

fi(z) =22 + 22 + 2% + 22 — bry — dwy — 21a3 + Tay
foz)=ai+a5+ 23+ 2]+2) — 20+ 23— 74 — 8
f3(x) = 22 + 223 + 22 + 222 — 21 — x4 — 10

filx) =22+ 22+ 22+ 22, — w9 — 24 — 5

2 =[0112 —1]

fa) = —44

2=[000 0
4

flz) = mix {fi(z)}

fi(x) = (z1 + xat; — €)? + (23 + zy5en(t;) — cos(t;))?
t; =0,2¢, parat=1,---,20

o = [~12,2437 14,0218 — 04515 — 0,0105]

F(z*) = 115,70644

r=[255 —5 —1]
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Shor [29]

Dimensién 5

Punto éptimo =111 1]
Valor éptimo f(x*) =22,60016

Punto inicial x=[000 0 1]
000O0O0 1
21113 2
1 211 2 10
141 2 2 2
A 3210 . 4
02101 3
11111 1,7
10121 2,5
00210 6
11200 35

Maxquad [24]
Dimensién 10
Funcién objetivo  f(x) = gi}g{xt&x — bz}

Valor 6ptimo f(z*) = —0,8414084

Punto inicial 1z =1 --- 1]
Punto inicial 2~ 2z =10 --- 0]
Donde

Aijp = Aij = e%cos(jk:)sen(i), Jj <k

J 4
Ajjj = E|S‘€”(@)|+Z|Az‘jk| y
k#j
bij _ eésen(ij)
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MaxQ [37]
Dimension
Funcién objetivo
Valor 6ptimo

Punto inicial 1

MaxL [29]
Dimension
Funcién objetivo
Valor éptimo

Punto inicial

;=1 t=1,
zi=—i,i=1,-
20

flz) = mix |zi|

11,- -
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Wong 3 [32]
Dimensién

Funcién objetivo

Valor éptimo

Punto inicial

20
f(x) = max {fi}

1<i<18

fi(x) = 2% + 22 + 2129 — 14y — 1629 + (23 — 10)?
+4(xg — 5)* + (w5 — 3)* + 2(we — 1)* + 522 + T(xg — 11) + 2(z9 — 10)?
+(x10 = 7)* + (x11 — 9)* 4+ 10(w12 — 1)* + 5(w13 — 7)?

+4(w1g — 14)% + 27(215 — 1)* + 2l + (217 — 2)2

+13(x18 —2)% + (219 — 3)* + x3, + 95,

fi(x) + 10 (3(zy — 2)? + 4(z — 3)? + 223 — Txy — 120),

z) = fi(z)

(x) f1(x) 4+ 10 (52 + 8xy + (v3 — 6)? — 274 — 40)
Fal@) = fu(@) +10(0,5(zy — 8)2 + 2w — 4)? + 322 — 26 — 30)
f5(x) = fi(x) + 10 (22 + 2(x9 — 2)% — 2w129 + 1425 — 616) ,
fo(z) = fi(x) + 10(4xy + 5xo — 3x7 + 925 — 105),
fz(x) = fi(x) + 10(1021 — 8z — 1727 + 223),
fs(z) = fi(z) + 10 (=31 + 622 + 12(xg — 8)* — Ta19) ,
fo(x) = fi(x) + 10(=8x1 + 2z + bwg — 2719 — 12),
fio(x) = fi(z) + 10(xy + 2o + 4x1y — 21219),
fi(x) = fi(z) + 10(zg1 + 15211 — 8x12 — 28),
f12(z) = fi(x) + 10(4x1 + 9z + 5233 — 9214 — 87),
f13(z) = fi(z) + 1032y + 4w + 3(213 — 6)* — 14x14 — 10),
fua(z) = fi(z) +10(1422 + 35215 — 79116 — 92),
fi5(x) = fi(z) +10(1523 + 11215 — 61116 — H4),
fi6(z) = fi(x) + 10(52% + 2z + 927, — 218 — 68),
fir(z) = fi(z) +10(x? — 29 + 19719 — 20299 + 19),
fis(x) = fi(x) +10(x? + 523 + 239 — 30z99),

fz*) = 133,72828
20 = (2,3,5,5,1,2,7,3,6,10,2,2,6,15,1,2,1,2,1,3)T
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TR48 [22]

Dimensién 48

Funcién objetivo

Valor éptimo
Punto inicial
Donde el vector s = 22
17

36

93

vector d = 61

88

38

63

y la matriz simétrica A = (a;;);

48
f(z) = Z d;

j=1
f(x*) = —638565
xi:O’ i:l’... 748

53
29
38
o4
67
40
20

64
20
95
89
24
29
97

max {z;
1<i<48

15
13
77
30
84
45
19

47 7 61

90

66
95
45
79
13
32
10
87

37
34
34
46
86
21
73
19

16
99
32
35
89
61
29
36

23
36
o8
41
46
21
92
43

48
—ai} = Y siw
=1

67
22
30
99
48
ol
52

18
94
88
52
50
14
66
12

52
28
74
76
74
89
89
8

69
34
29
93
75
79
65
67



273 1272 744 1136 1972 1580 1878 1539 1457 429 1129 1251 1421
588 334 837 1364 229 961 734 1169 1488 720 1280 816 664

1178 939 1698 983 1119 1029 1815 721 1753 330 1499 1107 1576
942 484 617 896 1184 1030 1718 604 999 809 866 1722 1338
1640 1266 1185 440 894 992 1173 334 358 626 1124 358 847

533 915 1219 481 1009 543 937 915 667 1441 812 848 776

1560 526 1494 598 1244 1304 1306 685 668 444 1157 1359 1176
1475 335 1519 140 937 697 951 267 227 1229 587 369 554

721 1212 739 596 1291 1114 701 426 285 676 155 456 1936
319 337 604 907 214 424 748 817 666 1592 521 2172 356

467 1583 882 2139 2182 1961 781 678 1425 1861 1473 1713 1761
1617 370 1073 1304 1369 1092 453 798 1283 973 565 1315 1204
1796 846 1447 1143 959 1275 1213 2085 742 1309 1479 1760 703

1727 872 1479 686 1698 1057 387 1252 904 668 443 1600 930

1052 776 1049 402 361 1119 578 406 618 581 1095 670 641

1152 1060 567 433 374 579 235 325 1802 331 217 665 862

182 312 864 732 783 1456 608 2066 491 400 1466 744 2013
2082 1865 875 552 400 182 820 721 1735 851 740 551 1551
1769 1159 613 2072 1300 1605 807 1017 1251 818 1259 2596 826

1137 1255 1123 943 1359 188 1282 271 2300 483 2540 609 1038
2099 1766 2699 2493 2266 264 1398 304 699 538 1335 454 393

173 1198 1370 760 216 1692 919 1286 435 879 861 548 913
2198 483 803 1181 731 627 1086 292 883 279 1906 178 2156
490 662 1699 1430 2300 2117 1888 138 1023 884 755 1612 749

690 476 1501 1654 1049 516 1995 1149 1580 739 1079 1161 815

1214 2485 780 1100 1347 985 916 1361 260 1171 328 2202 445
2385 665 966 1969 1729 2568 2333 2108 177 1327 177 1486 757

506 609 981 1474 967 681 1552 1317 936 594 197 928 316

723 2203 500 604 482 1104 455 630 641 1058 562 1857 528
2425 220 704 1845 1122 2405 2428 2204 738 945 1362 587 335
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435
2119
130
96
902
371
1252
397
1737
626
203
1025
311
492
225
1374
1326
1038
796
1023
973
1479
470
1938
976
689
1427
1210
388
1836

930
343
268
283
1763
882
269
833
1508
041
1581
1227
630
1568
763
286
236
879
371
180
1155
745
939
1709
1643
503
818
660
1374
1056

1358
021
1727
1125
642
967
940
713
2992
219
257
617
1087
1256
908
1299
610
1726
802
651
715
1105
482
354
1157
995
882
863
803
679

819
652
1105
653
1032
973
165
432
298
024
1985
90
630
2166
451
887
1156
700
949
478
1475
240
669
813
1169
1376
1716
1207
484
1200

204
939
2301
263
1131
768
863
666
222
1897
396
1525
459
2026
767
1070
257
1023
1021
1438
902
831
443
1163
983
1239
214
1446
968
189

1496
340
2285
947
1604
1472
414
1453
814
90
309
835
924
1796
293
1633
642
1082
826
476
273
645
1690
676
1905
1828
902
1197
1056
1645

1153
649
2059
986
463
288
454
410
1094
410
1453
1114
405
303
1240
1057
879
1631
1508
485
953
442
205
1264
878
674
1222
969
665
1891

92

927
933
295
1493
1556
252
952
1758
510
952
1039
263
739
853
726
247
1000
488
550
1333
882
723
1969
1473
1836
1183
1210
1042
318

428
918
853
560
663
308
1745
642
235
605
2043
770
360
663
420
999
1467
1579
546
235
1550
1983
510
839
346
725
390
741
1420

341
451
891
1183
1298
803
269
262
1335
238
1972
700
1749
632
1111
252
958
o986
983
925
1457
316
455
1326
1590
1399
1184
865
794

1704 1403 442

803
1783
1082

813

947

920

482
1260

820

706
1744

400

115

999

862
1483
1178
1320

397

627
1240

623
1492

847
1286

549
1225

821
1341

699

180
362
1199
882
1461
309
1188
1051
892
570
514
740
2055
572
617
1681
780
982
821
1022
898
1152
1238
801
1621
1004
949
644
1017
453

649
2290
726
1033
795
238
355
1858
100
622
661
2049
428
972
443
1489
831
1463
411
123
396
543
2091
1254
1034
869
239
790
1137
290



483
1885
2147

414

369

925

161
2114
1007
1829
1589

652

603

240
1019

697
1395
1393

776
2445
1371

345

504
2138

667

796

678

1809
495
594
751

1241
702
247

1890

1137

1603
279
580
082

1250

1982

1051

1166
823
598
426

1008
811
649

1908

1829
381
727

107
231
290
1837
413
1506
632
641
779
2339
1204
582
872
631
1010
1018
861
1963
1434
875
354
1925
653
268
1235
1087
2435

384
1356
326
1011
473
1506
745
676
1759
1524
347
1508
699
1802
2708
290
626
1975
507
1972
833
1507
1114
917
2410
600
1461

1024
999
1191
2374
680
1287
952
1480
e
1780
959
344
197
1867
695
985
469
1752
1926
1584
828
2523
1019
2377
2367
701
229

011
1949
499
2455
1097
998
1607
435
291
1673
940
1950
358
1650
1061
1280
761
739
2101
2571
1429
2380
2044
1723
2139
550
2238

251
1872
204
2237
166
216
375
129
1148
2421
2336
429
957
923
2089
743
607
o915
1898
2408
1369
2151
932
636
519
1835
1560

93

712
1644
838
928
1038
479
2115
949
016
1315
1266
242
929
341
1148
1427
685
1171
1187
2179
1146
220
2165
1720
972
917
2010

646
267
1098
921
1049
1941
296
708
1688
2394
320
1402
881
1511
2594
998
1446
847
548
194
1021
1163
330
0934
1162
1490
1353

925
991
758
624
781
188
392
325
1785
357
919
949
1263
815
2734
466
472
1069
1144
1231
352
1828
959
145
792
1767
1157

985
950
1794
325
1497
350
1547
355
1573
2136
605
1986
660
669
2520
987
1969
1316
83
1094
2083
1005
1668
290
1744
1614

1499
410
703

1356
905
736
959

1081

1038
825
154

1943

1849

1092

1212

1110
457
919

2145

1036
259

1903

1291

2281

1724

1553

330
690
2439
480
238
792
2121
492
231
2237
623
1717
645
1397
1176
1584
254
2063
317
836
2412
1272
2264
1531
1500
486



Goffin [29]

Dimensién 50

50
Funcién objetivo  f(z) = 50 llgli%?go{xi} - lel

Valor éptimo flz*)=0

Punto inicial r;=1t—2bb5, t=1,---,50
Badguy

Dimension 100

Funcién objetivo

Valor 6ptimo
Punto éptimo
Punto inicial

Pardmetro utilizado

1
f(z) = méx{||x|| + 2A — 1,0}, A € (O, 5
fl@r) =0
v* € B(0,1— 2)\)
zi=1i=1---,100

A= —
8
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6.2. Resultados obtenidos

Para los resultados obtenidos de la implementacion del algoritmo NFDA, fueron

tomados los siguientes-paramettos—y-condieiones:—HB—= ;I, H="0:= 0,2, £ =0,6.
Resultados
Problema it | cti | itt | nf f*
Crescent 16| 4 20 | 21 0.0000
CB2 18] 14 | 32 | 33 1.9522
CB3 10| 10 | 20 | 27 2.0000
DEM 15 5 | 20 | 28 | 0.2486.107°
QL 191 8 | 27 | 24 7.2000
LQ 5] 8 | 23| 26 -1.4142
Mifflin1 111 26 | 37 | 29 -1.0000
Mifflin2 101 29 | 39 | 64 -1.000
EVD52 19 35 | 54 | 72 3.5997
Rosen Suzuki | 20 | 39 | 59 | 60 -44.0000
Davidon2 34| 25 | B9 | 65 115.7065
Shor 21| 35 | 56 | 187 2.6002
Maxquadl | 29 | 154 | 183 | 243 -0.8414
Maxquad2 | 29 | 205 | 234 | 245 -0.8414
MaxQ 57 | 187 | 244 | 59 | 0.0000.10~*
MaxL 28 | 30 | 58 | 267 | 0.8341.10°7
Wong 3 35 | 228 | 206 | 228 | 1.3375610.10?
TR48 51 | 160 | 215 | 69 -638565
Goffin 22 | 46 | 58 | 19 | 0.2456.107°
Badguy 17 1 18 | 11 0.0000

Tabla 6.1: it: numero de iteraciones factibles, cti : total de pasos nulos, itt : nimero
total de iteraciones, nf: nimero de veces que la funcién objetivo y subgradiente fueron
calculadas y f*: valor 6ptimo encontrado.
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Descenso), BT (Bundle con Re-

1 Bundle). it: nimero de iteraciones factibles. nf:

de iteraciones que fueron calculados los subgradientes y f. f*: valor éptimo

encontrado.

ax1mo

»

Tabla 6.2: Método NFDA Vs M1FC1 (e-M

ma

de confianza) y PB (Prox

giones

7

numero
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Conclusiones

En este trabajo se presenté un algoritmo de puntos interiores NFDA, que resuelve
un problema de optimizaciéon convexa no necesariamente diferenciable sin restric-
ciones. El método NFDA basado en los métodos de Planos Cortantes, el FDIPA
y método de Bundle (paso factible y no factible), puede ser aplicado para resolver
problemas con restricciones de desigualdad, asi como problemas con restricciones

mixtas (igualdad y desigualdad) cuya funcién objetivo es continua.

Se presento algunos resultados numéricos del método NFDA | cuyos problemas son
los llamados problemas test, que sirven para medir la eficacia de los algoritmos.
Se solucioné problemas desde dos variables hasta 100 variables que dieron buenos

resultados en comparacion del valor éptimo real.

Para medir la eficiencia del método NFDA, se compard sus resultados con los
métodos M1FC1 (e-Maximo Descenso), BT (Bundle con Regiones de Confianza)

y PB (Bundle Proximal), que fueron tomados en [28].

Se puede mejorar el método NFDA usando la técnica del método de Bundle visto
en el capitulo 4 de la tesis, los cuales realizan un control de los planos cortantes,

asi la manera de escoger la matriz B.

Debido a que el algoritmo NFDA requiere del método FDIPA, en la obtencién de
una direccién de descenso, podemos decir que la velocidad de convergencia es al

menos superlineal.
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