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RESUMEN

En este trabajo estudiamos la existencia de solucion débil de una ecuacién
diferencial parcial, a través del andlisis variacional, considerando la solucion
débil como un punto critico de una funcion definida en un espacio de bisqueda
que en nuestro caso es el espacio de Sobolev H' 6 H}.

La motivacién fundamental de este trabajo es estudiar la existencia de
solucién de la ecuacién de Poisson—Boltzmann con condicién de frontera de
Neumann, considerada hasta la fecha un problema abierto.
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ABSTRACT

In this work we study the existence of weak solutions of some partial differen-
tial equation through the variational analysis, considering the weak solution
as critical points of functions defined on some search space, in our case, the
Sobolev spaces H' or Hj.

The main motivation of this work is to study the existence of solution of
the so called Poisson—Boltzmann equation with Neumann boundary condi-
tion, which is currently an open problem.
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Introduccién

En optimizacién matematica estamos interesados en obtener la solucion 6ptima
de un problema de minimizaciéon o de maximizaciéon, muchas veces a través
de los puntos criticos asociados al problema dado.

En dimension finita el calculo diferencial es una herramienta basica para
estudiar tal situacién; en tanto, que en dimension infinita, la herramienta
fundamental es el calculo cariacional.

En el capitulo 1 presentamos algunas herramientas basicas de andlisis
que serviran para estudiar adecuadamente la formulacién variacional y la
existencia de puntos criicos de la funcional correspondiente asociadas a las
ecuaciones diferenciales parciales tratadas en los capitulos 2 y 3 de este tra-
bajo.

Los puntos criticos definidos en este trabajo son los ceros de la derivada,
en el sentido de Gateaux, de una funcién.

La formulacién variacional de una ecuacion diferencial parcial se obtiene
a partir de una reformulacién integral de tal ecuacién con la ntervencion
de ciertos tipos de funciones llamadas funciones de prueba o test que para

nosotros seran las funciones de clase C'*°, es decir,
C(Q) :={f € C™():Q Dsupp(f) es compacto},

donde supp (f) :=={z € Q: f(z) # 0}.
Para m € {0} UIN, definimos el Espacio de Sobolev W™P?(Q)) como:

WmP(Q) ={ue LP(Q): I D% € LP(), 0 < |a] < m},



donde D%u =: g, es la derivada parcial débil de u, esto es, la funcion g,
que satisface

/uD%:(—l)'a/ga% Vi € C5°(9).
Q Q

Un caso especial de espacio de Sobolev es el espacio H™(f)) y més ain, el
espacio H'(Q), definido por:

H™(Q) == W™2(9).

En el capitulo 2, desarrollamos herramientas generales entorno al anélisis
variacional, una de las herramientas importantes de mencionar es la Férmula
de Green,

9y
/ngdx:—/Vngder f==ds,
Q Q a0 On
donde g—g = Vg.n, esto nos permite pasar de una ecuacion diferencial parcial
(busqueda de solucién fuerte) a una ecuacién integral (busqueda de solucién
dBil), y que bajo ciertas condiciones de regualidad, ambas soluciones son
equivalentes.

Otro concepto de suma importancia es la Condicién Palais-Smale. Su
relevancia radica en la existencia de solucién débil de una ecuaciéon integral,
similarmente a como sucede, en dimensién finita, con la compacidad de un
conjunto para la existencia de puntos extremos (minimo o méximo), [61] [68].

Con todas estas consideraciones, uno de los teoremas minimax conocido
como el Teorema del paso de la montana es una herramienta para de-
terminar la existencia de punto criticos, [35] [64].

Finalmente, en el capitulo 3 procedemos con la formulacion variacional
para ecuaciones diferenciales parciales, siendo el punto de partida la
ecuacion de Laplace:

Au =0, sobre 2,

y las condiciones de frontera, segiin el caso, de Dirichlet o Neumann, [27]
[60].



El objetivo es determinar la funcional correspondiente para ciertos tipos
de ecuaciones diferenciales parciales y asi estudiar la existencia de tales ecua-
ciones a través de los puntos criticos de la funcional.

Hemos determinado, entre otras, las funcionales correspondientes a la
ecuacion de Poisson, del calor, de la onda y de la ecuacion de Poisson—
Boltzmann.

Esta ultima tiene la siguiente formulacion:

—Au = —k%*sinhu, z€Q,

PBN
@ =g, x € 01, ( )
an

donde €2 C R™ es asumido abierto y acotado. Este sistema modela los
fenémenos electrostaticos estudiados por los quimicos , y que hasta la fecha,
la existencia de solucién, sigue siendo un problema abierto, [21] [49].






Chapter 1

Notaciones, preliminares y
propiedades basicas de analisis

1.1 Notaciones y preliminares

Sea f : X — IR una funcién definida en un cierto conjunto X. Denotamos

por epi (f) al epigrafo de f que es el conjunto
epi () = {(2,)) € X xR : f(x) < A}

Cuando X es un espacio topoldgico, se dice que f es semicontinua inferior
(sci) en un punto Z € X siparatodo A € IR con A < f(Z), existe una vecindad
V de Z tal que A < f(z) para todo x € V. Decimos que f es sci si esta es
sci en todo punto de X. Desde luego, f es sci si y solo si epi (f) es cerrado
en X X IR y que a su vez es equivalente a que para todo A € IR, el subnivel

SA(f) == for € X ¢ f(x) < A},

es cerrado en X.
Cuando X es un espacio vectorial, se dice que f es convexa si epi (f) es

un conjunto convexo, esto es, para todo z,y € X y todo A € [0, 1],
J(A =Nz +Ay) < (1= A)f(z) + Af(y)-
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Cuando la desigualdad en la expresién anterior es estricta para todo x # y
y todo A €]0, 1[, se dice que f es estrictamente convexa.

Sea X un espacio de Banach. Denotamos por X* al espacio dual topolégico
de X; y por X** al espacio dual topolégico de X*. Denotamos por o (X, X*)
a la topologia débil en X; o(X*, X) denota la topologia débil* (en X*).

Se cumplen las siguientes propiedades (ver por ejemplo [15]):

la) Una sucesién {z,} en X converge a x con la topologia débil o(X, X*)
(o que {x,} converge débilmente a x, denotado por x, — x) si y solo
si f(x,) — f(z) para todo f € X*.

1b) Si C' C X es convexo, entonces C' es cerrado con la topologia débil
o(X, X*) (o débilmente cerrado) si y solo si es cerrado con la topologia
fuerte (o fuertemente cerrado). En particular, si f : X — IR es convexa,
entonces esta es sci con la topologia débil (o débilmente sci) si y solo
si es sci con la topologia fuerte (o fuertemente sci). Asi por ejemplo,
la funcién f : X — IR definida por f(x) = ||z| para todo x € X, es

fuertemente continua. Por lo tanto,
|z|| <liminf ||z,|| cuando z, — x.
1c) (Teorema de Banach—Alaoglu—Bourbaki) La bola unitaria cerrada
Bx~ es compacto en la topologia o(X*, X).

Sea X un espacio de Banach, se dice que X es reflexivo si la inyeccién

canonica j : X — X** definida por
<‘]x7f>X**,X* = <f7 x>X*,X vV € X7 vf € X*a

es sobreyectiva, esto es JX = X**. En este caso se suele denotar a X** por
X.
Las siguientes propiedad acerca de los espacios reflexivos se puedes también

encontrar en [15]:

2a) (Teorema de Kakutani) X es reflexivo si y solo si la bola unitaria
cerrada By (de X) es compacto en la topologia o (X, X*).
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2b) Si X es reflexivo entonces toda sucesién acotada en X admite una sub-
sucesion débilmente convergente.

Sean X e Y dos espacios de Banach, se dice que un operador lineal 7' :
X — Y es continuo (o acotado) si existe C' > 0 tal que

|Tx||ly < Cllz||lx Ve X.

T es llamado compacto si la clausura (en Y) de T(Byx) es un conjunto
compacto (con la topologia fuerte). Se deduce que T es acotado cuando T'
es compacto.

Las siguientes propiedades se cumplen (ver por ejemplo [15]):

3a) Si T es compacto, entonces toda sucesion débilmente convergente (en
X) x, — z, implica T'x,, — Tz fuertemente en Y.

3b) Cuando X es reflexivo, vale la reciproca del item anterior.

Sean nuevamente X e Y dos espacios de Banach, se dice que X esta
inmerso de forma continua en Y, y se denota por X — Y, si X C Y y la
aplicacién j : X — Y (definida por j(z) = z, para todo x € X) es lineal
continuo, esto es, existe C' > 0 tal que

Jzlly < Cllzllx VoeX.
Si ademas de esas dos propiedades, j es un operador compacto, entonces se

dice que X esta inmerso de forma compacta en Y.

Sean X e Y dos espacios vectoriales normados, denotamos por £(X,Y)
al espacio lineal

LIX,)Y)={D:P:X — Y eslincal}.

Se dice que f: A C X — Y es Fréchet diferenciable en a € A si existe
L € L(X,Y) continua tal que

i Jla+ )~ J(a) ~ L)

=0, TEF ||

=0,
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donde F ={z € X :a+x € A}. L es llamada la derivada de Fréchet de f
en a y serd denotada por D f(a).

La funcién f es Gateaux diferenciable en a € A si existe L € L(X,Y)
continua tal que

lim fla+tv) — f(a) — tL(v)

t—0 t

=0, paratodov € X con a+ tv € A.

L es llamada la derivada de Gateaux de f en a y es denotada por f'(a).
La derivada direccional de f en el punto a en la direccién v es el limite

(si existe)

En general se cumple D, f(a) = f'(a)v.

Ejemplo 1.1.1 Sea X un espacio de Banach y a: X x X — IR una forma
bilineal continua, esto es, existe ¢ > 0 tal que |a(z,y)| < c||z||||y]] para todo
z,y € X. La funcion J : X — R definida por J(x) = a(z,z) para todo
x € X, es diferenciable (Fréchet) en todo X y

DJ(z)w = a(z,w) + a(w,x) para todo z,w € X.
En particular, cuando a es simétrica, entonces
DJ(z)w = 2a(x,w) para todo z,w € X.

Cuando X es un espacio de Hilbert y a el producto interno correspondi-
ente, entonces la funcion J definida anteriormente es J(x) = (x,z) = ||z
(para todo x € X ), entonces DJ(x) = 2(z,-), para todo x.

Si f: AC X — Y es Gateaux diferenciable, se dice que a € A es un
punto critico de f,si f'(a) = 0. El valor correspondiente f(a) es llamado
valor critico de f. Cuando f’(a) # 0, se dice que a es un punto regular
de f y el valor correspondiente f(a) es llamado valor regular de f.

Se dice que f : A C X — Y es de clase C' (en B C A) cuando f es
Fréchet diferenciable en B y su derivada (de Fréchet) Df es continua en A.
De forma andloga, se dice que f es de clase C* en B (para k = 2,3,--+)
cuando su derivada D f es de clase C*~! en B. Por extensién, se dice que f
es de clase C? en B cuando f es continua en B.
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1.2 Espacios L? y espacios de Sobolev

Definicién 1.2.1 (Espacio L*) Parap > 1y Q C R", definimos el espa-
cio LP = LP(Q) por

Lp:{f:Q—HR:fesmedibleenQ Y /|f|p<-|-00}7 st p < 00;
)

L® ={f:Q—=TR: [ es medible en Q y ess sup (f) < +oo},

donde
ess sup (f) =inf[A : m({z € Q: |f(z)| > A\}) = 0],

siendo m, la medida de Lebesgue en IR"™. Las mormas correspondientes a

1/p
) |
11, = (lﬂ”) 5 p< oo,

ess sup (f) st p = o0.

estos espacios son

Sean €2 C IR" abierto no vacio y f : 2 — IR. Asociado a un multi-indice

a=(ag,ag,, - ,a,) € N"y |a| == a3 + s + - - - + v, denotamos

olelf

a1 (6] °
0x{" 0xy? - - - Qxon

D*f =

Cuando a = 0, denotamos
Df = f.
Denotamos igualmente

C(Q) :={f € C>®(Q):QDsupp (f) es compacto},

donde

supp (f) :=={z € Q: f(z) # 0}.

Se cumple,

(@) = L(Q), 1< p <+,
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donde la clausura es tomada en LP(€2).
Concerniente a los espacios LP tenemos las siguientes propiedades (ver

por ejemplo [15])
e [P es reflexivo para 1 < p < oo.

e Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue: Sea f,, una
sucesiéon en LP(2) (1 < p < o00) tal que

— fu(z) = f(z) en ctp de £,

— existe una funcién g € LP(Q2) tal que para todo n, |f,(z)| < g(x)
para ctp de €.

Entonces f € LP(Q) v || f. — fll, = 0.

e Sea {f,} una sucesién en LP(Q2) (1 < p < o0) tal que ||f, — fl[, = 0.
Entonces existe una subsucesion { f,;} de {f,} vy f € LP(Q2) tales que

— [fu;(x) = f(z) en ctp de Q,
— para todo j, | fn, ()] < g(z) para ctp de Q.

Definicién 1.2.2 (Espacio de Sobolev) Para 1 < p < 400, el espacio
de Sobolev W?(Q) se define como

WP(Q) = {uelP(Q):Vk=1,---,n, g € LP(Q) tal que

dp
e Vo € C°(Q
o /ngso v € Co ()},

cuya norma asociada es

( 1/p
Z HDauHip st p < 00,
|ullwre = 0<]a<1
G 1Pl si p =00,
\0§‘a|§1
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donde
D% = g,,

es llamada la derivada débil de wu.

En general, para m € {0} UIN, definimos el espacio de Sobolev W™P(2)

como

WmP(Q) ={u € LP(Q) : 3 D% € LP(Q2), 0 < |a| < m},

donde D“u = g, es llamada la derivada parcial débil de u, esto es, la

funcion que satisface
/uDago = (—1)|a|/gago, Vo € C5°(Q).
Q Q

La norma asoctada a este espacio es

( 1/p
Z HDQUH%’? 51 p < 00,
||uHmep = 0<|a|<m
max || D%u||oo 5 p— oo
\ 0< || <m

Param € {0} UN y 1 <p < +oo, definimos
W () == G2 (),
donde la clausura es tomada en W™P(Q). Cuando p = 2, denotamos

H™Q) :=W™2(Q) y HMQ) = WT?(Q).

Espacio dual: Denotemos por W~14(Q) al espacio dual de W,*(Q), 1 <

1 1
p < oo, —+ — = 1. Cuando p = 2, denotamos
p 4q

H1(Q) = W12(Q).

Sobre los espacios de Sobolev tenemos las siguientes propiedades (ver por

ejemplo [15])
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o WP 5 un espacio de Banach para 1 < p < oo; reflexivo para
1 <p<oo Wh2=H!esun espacio de Hilbert.

e Si QO C IR" es abierto y acotado, con n > 3, entonces H} — L9(f2)

) ) ) 2n ) .
(inmersién continua) para 1 < g < —2; la inmersion es compacta
n —

se le conoce como el

2n
si y solosil < g < ——. Al cociente
n—2 n—
exponente critico de Sobolev para la inmersién de Hj en L4(0Q).

El término critico se refiere al hecho que la inmersiéon no se cumple
2n

n—2

cuando g >

Finalicemos este capitulo dando algunos ejemplos concretos de funciones
que caen dentro del ejemplo 1.1.1, dado anteriormente.

Ejemplo 1.2.1 Sea Q2 C R" abierto y acotado. Las funcionales
I:L*Q) = R definida por I(u)= / u?(z)dw,
Q
J: Hy(Q) = R definida por J(u) :/ | Vu(x)||*dr,
Q
K : HYQ) = R definida por J(u) = / |Vu(x)||*dz,
Q

L:HYQ) — R definida por L(u) = /Q |Vu(x)||*dx + /Qu2(x)dx,

son diferenciables.
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Chapter 2

Resultados generales

Comencemos recordando el siguiente resultado que es una manera de de-

mostrar la diferenciabilidad de una funcion a partir de su derivada de Gateaux.

Proposicién 2.0.1 Si & es Gateauz diferenciable en una vecindad V de a

y ® continua en a, entonces ® es Fréchet diferenciable en a.

Demostracion.

Sea v € V. Consideremos la funcién ¢ definida por

U(t) = ®(a+ tv) — P(a) — tP'(a)v.

Tenemos ¥(0) = 0 y ademds,

|®(a +v) = (a) — ' (a)v]

IA

IN

13

[N
sup |(z*, (1))

=1
sup (2%, (1)) — (%, ¥(0))]

f[z*[|=1

, d
sup ‘(.%' 7_\Ij(’y)>|7 9 6]071[
o= | =1 dt

(Teorema del valor medio)

swp (o, (0]

|lz*||=1, 0<t<1

od
sup ||l e (D))

[[z*(|=1,0<t<1



de donde

, d
1®(a +v) — ®(a) — P'(a)vl] < sup [T
0<t<1

= sup [|¥(a+ tv)v — ¥ (a)v]|
0<t<1

< ol sup [[®(a+ tv) — @'(a)]
0<t<1
= o(||v]]) (pues @' es continua en a).
Se deduce que ® es Fréchet diferenciable en a. [ ]

Asumiremos ahora que 2 C IR" es abierto, acotado y con frontera 02 de
clase C*t. Se dice que 99 es de clase C* (k = 0,1,---) si para todo a € 99
existe r >0y f: IR — IR de clase C* tal que

QN B(a,r) ={x € Bla,r): x, > f(x1,...,2,-1)}.

Teorema 2.0.1 (Teorema de Gauss-Green) Si f € C'(Q), entonces

/ﬁda:: fnfds; k=1,--- |n,
Q

al'k 90

donde n* es la k—ésima componente del vector normaln, siendo este el vector

normal exterior al conjunto 0S2.

Demostracién. Por el teorema de la divergencia [2],

/didex:/ Fnds.
Q 09

Sea F'=(0,---,f,-+-,0), donde f estd en la k—ésima coordenada, ten-
emos

00 af 00 . 1 k n
/Q<8_x1+”.+8_%+”.+8xn)dx_/69(0n +oee T4 4+ 0 ds,

lo que implica que
0
—fdx: frfds; k=1,--- ,n.
q Oz, o0
La identidad queda establecida. [ ]

14



Teorema 2.0.2 (Férmula de integracién por partes) Si f,g € C1(9),

/fagd —/ﬁgdx%- fontds; k=1,--- ,n

entonces

8xk 6 T 90
Demostracion.  Considerando f := fg en el teorema de Gauss—Green,
tenemos
0 0
/f—gd —I—/ o x—/ (fg)dx— fon*ds; k=1,--- ,n,
Q 8$k 8$k Q axk o0
de donde,
oo = [ Fratos [ portas k=1
8$k
La formula queda establecida. [ ]

Teorema 2.0.3 (Férmula de Green) Si f,g € C?(f), entonces
9y
fAgde=— | VfVgdr + f==ds,
Q Q a0 On
donde %’ =Vg.n

Demostracion. En la formula de integracion por partes, Teorema 2.0.2,

consideremos ¢ := 8x , lo que implica que, para k =1,--- ,n,
0? 0 (9 of o0
/f_gd /f 99 iy = — —f—gd ) 99 ks,
Sumando, para k= 1,--- ,n, tenemos

/ngdx:—/Vngdx—k f@ds,
Q Q aa " On

y por lo tanto la férmula queda establecida. [ ]

15



Proposicién 2.0.2 Sea X un espacio de Banach y ® : X — IR Fréchet (o
Gateauz) diferenciable. Esta es convexa siy solo si

(@' (v) — @' (u))(v—u) >0 para todo u,v € X. (2.1)

Si la desigualdad es estricta para todo u # v, entonces ® es estrictamente

convezra. También vale la reciproca.

Demostracion. Asumamos en primer lugar que ® es convexa, entonces

para todo u,v € X,
O(Au+ (1 = Nv) < AP(u) + (1 = N)P(v) VAe|0,1],

de donde

O(u+ Av—u)) — P(u)

3 < P(v) — P(u), VAelo,1].

Haciendo A — 0%, tenemos
O (u)(v —u) < ®(v) — P(u).

Anélogamente,
O (v)(u—v) < P(u) — 0(v).

Sumando estas dos ultimas desigualdades, obtenemos la desigualdad (2.1).
Reciprocamente, sean u, v € X fijos y arbitrarios. Por el teorema de valor
medio, existe A €10, 1] tal que

O(v) = (u) = ' (u+ Av —u))(v —u),

de donde
P(v) = P(u) = %(@’(u + A0 —u) = ' (w)[Av — u)] + &'(u) (v —u)
> d'(u)(v—u).

Se deduce que
O(v) > P(Au+ (1 —A)v) — A0 Au+ (1 — Nv)(u —v),
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y por lo tanto
(1=XN)Pw) > (1-=NPA\u+ (1—X)v) =1 —=X)P'(Au—+ (1 —N)v)(u—0).
Anélogamente,
AP(u) > AP(Au+ (1 = AN)v) + A(1 = NP (Au+ (1 — MNo)(u —v).
Sumando estas dos ultimas desigualdades, obtenemos
AP(u) + (1 = N)P(v) > P(Au+ (1 — Nv),
y por lo tanto la convexidad de ®. [ ]

El siguiente resultado muestra que para 1 < p < 400, WyP(Q) estd

inmerso de forma continua en LP(£2).

Teorema 2.0.4 (Desigualdad de Poincaré) Sean 1 < p < +o0 y Q C
IR™ abierto y acotado. Entonces erxiste una constante positiva ¢ = ¢(2,p) tal
que

[l ooy < €| Vull oy para todo u € WP (Q).

Demostracién. Sean f y g definidas en © por

lu(z)|P  sizeQ,

f@) =S a vy gl) =
k=1

0 si x € 0f).
Tenemos
of (x) dg(r) pe1 du(z)
o =1 y ou P [u(x) [P~ sngu(x) T
de donde,

lul = / u(e)Pde

= - fa— + fgn"ds (integracién por partes)
o 0Tk a0

- -/ (éxk)pww1sngu<x>a§if)
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lo que implica que

ou

lully < pM]lully/ .

(pues 2 es acotado),
P

donde ¢ es el exponente conjugado de p. Se deduce que

ou
< -
< o3 | 52

< pM{[Vull,,
p

y por lo tanto la desigualdad deseada. [ ]

2.1 Existencia de solucion o de puntos criticos

Teorema de Weierstrass 2.1.1 Sean X un espacio métrico y A C X com-
pacto no vacio. Si f : A — IR es sci, entonces ® alcanza su minimo global
en A, esto es, existe T € A tal que f(Z) < f(x) para todo x € A.

Demostracién. Sea {x;} una sucesién en A tal que a := inf,c4 f(z) =
lim f(zy). Siendo A compacto, existe una subsucesion {zy;} de {zx} que
converge en A. Sea 7 el limite de tal subsucesién. Por la semicontinuidad
inferior de f tenemos f(Z) < liminf f(zs,) = @, de donde f(Z) = a. n

Observacion. En espacios normados de dimension infinita, los conjuntos
acotados y cerrados no son en general compactos, lo que dificulta verificar
la compacidad de un conjunto. Por ejemplo, un espacio normado tiene di-
mension infinita si y solo si la bola cerrada unitaria no es compacto.

Es por esta razén que consideraremos otras condiciones con el fin de

garantizar la existencia de un minimo para una funciéon dada.

Definicién 2.1.1 (Funcién coerciva) Sea X un espacio de Banach. Se
dice que una funcion ® : A — IR es coerciva si ®(ux) — 400 para toda

sucesion {ug} en X, con ||ug|| — oo.

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio de Banach reflexivo y ® : X — IR con-
vexa, sci y coerciva. Entonces ® alcanza su minimo global en X.
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Demostracién.  Sea {z;} una sucesién minimizante de @, es decir que
satisface

= ;g)f(@(x) = klg& O ().

La sucesion {xy} es acotada por la coercividad de ®. Siendo X reflexivo, por
2b) (capitulo precedente), existe una subsucesion {xy, } de {x3} que converge
débilmente a un elemento x € X. Por la convexidad y la semicontinuidad
inferior de ®, entonces por 1b) (también del capitulo precedente), ®(z) <

liminf ®(z;,) = a y por lo tanto, x es un minimo global de ®. ]
j—00

El siguiente resultado puede ser encontrado por ejemplo en [35], [44], [63].

Teorema 2.1.2 (Principio variacional de Ekeland) Sean (X,d) un es-
pacio métrico completo, ® : X — R := R U {£oc} propia (ie, su dominio
dom (@) = {x € X : &(z) < o0}, es no vacio), acotada inferiormente y sci,
e >0y x € X satisfaciendo ®(x) < ;g( ®(u) + €. Entonces para cada 6 > 0

existe y = y(e) € X tal que
i) d(y,x) <9,
ii) B(y) < B(x),
i1) ®(y) < ®(u) + 5d(y, u) para todo u € X \ {y}.

Observacién. Siendo ¢ = in}f{ ®(u), se cumple:
ue

a) ¢ < P(y) < c+e porii);y

b) ®(u) — ®(y) + ed(y, u) > 0 para todo u € X \ {y}, por iii).

Definicién 2.1.2 (Condicién Palais—Smale) Sean X un espacio de Ba-
nach y ® : X — IR de clase C'. Se dice que ® satisface la condicion Palais—
Smale (PS) si toda sucesion {xy} en X satisfaciendo las condiciones:

{®(xy)} acotada y ¥'(x1) — 0, (2.2)
admite una subsucesion convergente.
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Observacion. Toda sucesion satisfaciendo (2.3) es llamada sucesién Palais—
Smale.
La condicién PS permite encontrar puntos criticos, no sélo minimos o

maximos locales, sino también del tipo silla.

Atn cuando @ es convexa, una sucesién satisfaciendo (2.3) podria no
admitir subsucesién convergente: Consideremos por ejemplo ® : R> — R
convexa diferenciable tal que

2
O(x,y) = T para todo x,y > 1.
Y

La sucesién (zy, y) = (k, k?) para k € IN satisface
(g, ye) =1 vy ®'(zx,yx) — (0,0).

Teorema 2.1.3 Sean X un espacio de Banach, ® : X — IR de clase C* ¢
inferiormente acotada. Si ® satisface la condicion PS, entonces esta alcanza

su minimo global.

Demostracién. Sea ¢ = in}f(@(u). Para cada k € IN, existe u;, € X tal
ue

que
1
CS q)(uk:) S c—+ E:

de donde

lim ®(uy) =c= inf ®(u).

k—+o00 ueX

1
Por otra parte, por el principio variacional de Ekeland, para ¢ = A

O (ug) < P(u) + €||lur, — u|| para todo u € X, u # uy,

de donde
@(u) — (I)('Lbk) + EHU — ukH > 0.

Sean A >0 y v € X tal que |[v||x = 1. Para u = uj + v, tenemos
O (up + \v) — D(uy,) + eA||v]] > 0,
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lo que implica que

O (up + Av) — d(uy)

/ — T; <
O (uy)v /l\lg(l] S <'e,
de donde 1
18 ()l < =1
y asi

D' (uy) — 0.

Siendo {®(uy)} acotada, la condicién PS implica que la sucesién {uy } ad-
mite una subsucesion {uy,} convergente. Sea % el limite de tal subsucesion,
entonces ¢ alcanza su minimo en @ debido a que {uy} es una sucesién mini-
mizante de ®. n

Definicién 2.1.3 (Condicién Palais—Smale local) Sean X y ® como en
la definicion 2.1.2 y ¢ € IR. Se dice que ® satisface la condicion Palais—
Smale local en el nivel ¢, denotada por (PS)., si toda sucesion {zy} en X
satisfaciendo las condiciones:

P(zg) > c y D'(xx) — 0, (2.3)
admite una subsucesion convergente.

Observacién. Por supuesto la condicién (PS) implica la condicién (PS).
para todo ¢ € IR.

Definicién 2.1.4 (Condicién geométrica del paso de la montana) Sean
X un espacio de Banach y ® : X — IR de clase C'. Se dice que ® satisface
la condicion geométrica del paso de la montana si existen ug,v € X y r > 0,

con r < ||[v—wup||, tales que

max{®(up),P(v)} < inf D(u),

u€S (uo,r)

donde S(ug,r) ={ue X :|u—uol| =7}
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Lema 2.1.1 (Lema de deformacién estandar) Sean X un espacio de Ba-
nach, ® : X — R de clase C* y ¢ € IR. Asumamos que ® satisface la
condicion (PS).. Si c es un valor reqular de ®, entonces para todo € > 0
suficientemente pequeno existe una funcion contunua n : [0,1] x X — X tal

que:
i) n(0,u) = u para todo u € X;
i) n(t,u) =u para todo u ¢ ®*([c — 2¢,c + 2¢]) y para todo t € [0,1];
iii) (1, ) C ®°7¢, donde ®* :={u € X : ®(u) < ce€};
iv) n(t,-) es un homeomorfismo para todo t € [0, 1].

Teorema 2.1.4 (Teorema del paso de la montana) Sean X un espacio
de Banach y ® : X — R de clase C' satisfaciendo la condicién PS. Si
existenv € X y r >0, conr < ||v]|, tal que

B = max{®(0), P(v)} < ueig%ﬂ@(u) = a,

es decir, ® satisface la condicion geométrica del paso de la montana, entonces

= inf D(~(t
¢ := Inf max (v(t)),

es un valor critico de ®, donde

I'={yeC([0,1,X) :7(0) =0 y (1) = v}.

Se deduce que,
c> .

Observacién. El teorema del paso de la montana es el mas simple y uno de

los teoremas de minimax maés usados.

Demostracién.  Por definicién, ¢ < +o0o. Para todo v € I' el conjunto
~([0,1]) es conexo con (0) =0y (1) = v, de donde ([0, 1]) N S(0,r) # 0.
Tenemos max ®(y(t)) > inf P(u) > «, lo que implica que ¢ > a.

t€[0,1] ueS(0,r)
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Ahora asumamos por contradiccion que ¢ no es un valor critico de P,
entonces ¢ es un valor regular de @, es decir, el conjunto {u € X : ®(u) =
cy ®(u) =0}, es vacio.

a j—

Por el lema 2.1.1, existe € €0, Tﬁ[ y una funcién continua 7 con las

propiedades indicadas en ese lema.

Por otra parte, por la definicion de ¢, existe v € I" tal que

D(v(t . 2.4
mnax (v(t) <c+e (2.4)
La funcién v* : [0, 1] — X definida por v*(t) = n(1,~(t)) para todo t € [0, 1],

es continua. Tenemos,

77(0) = n(1,0) vy (1) =n(1,v).

Siendo max{®(0),P(v)} = f < ¢ — 2¢, los elementos 0 y v estan fuera del
conjunto ®~1(Jc — 2¢, ¢ + 2¢[) lo que implica, por la propiedad i) del lema
211,

n(1,0)=0 y n(l,v)=w.

Se deduce que v* € T'.
Por otro lado, de (2.4) tenemos v([0,1]) € ®°*¢ lo que implica, por la
propiedad ii) del lema 2.1.1, que

7(10,1]) = n(1,~([0,1])) € @,

Tenemos, max ®(v*(t)) < c—e, que es una contradicciéon debido a que v* € T.

)

Por lo tanto, ¢ es un valor critico de ®. [ ]

Observacién. El teorema del paso de la montana mencionado anterior-

mente, fue desarrollado por Ambrosetti y Rabinowitz [35], se ha aplicado

con frecuencia para establecer la existencia de puntos criticos.
Intuitivamente, el correspondiente valor critico en el teorema ocurre porque

existen “puntos bajos” a ambos lados de la montana.
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Chapter 3

Formulacién variacional para
ecuaclones diferenciales

parciales

Una solucién cléasica o solucion fuerte de una ecuacién diferencial parcial es
aquella que verifica la ecuacién en el sentido usual.

A cada ecuacion diferencial parcial se le puede asociar una nociéon de
solucién débil a través de ciertas reformulaciones como por ejemplo usando
el enfoque variacional.

En ese contexto, una de las herramientas basicas para estudiar la existen-
cia de solucion de las ecuaciones diferenciales parciales es la teoria de puntos
criticos. En efecto, una solucion débil de una ecuacién diferencial parcial es
un punto critico v de una cierta funcién real ® definida en un subconjunto
W de L*(Q), en el sentido que

donde ®'(u) indica la derivada de Gateaux de ® en w.
La tdltima expresion también se puede escribir a través de la derivada

direccional:

D,®(u) =0, Vo € K,
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donde

K={pecL*):u+epc W, para todo ¢ suficientemente pequefio}.

Sea €2 C IR" abierto y acotado, una funcién u : 2 — IR es llamada armdnica
si

Au =0, (3.1)

conocida como la ecuacién de Laplace. Cuando (3.1) se reemplaza por
—Au = f(x> u)? (32)

para una cierta funcién f, tal ecuacién es llamada ecuacién de Poisson,

lineal o no lineal, dependiendo si f es lineal o no.

3.1 Formulacion variacional y la funcional de

energia asociada

En esta seccién formularemos la expresion variacional para ciertos tipos de
ecuaciones diferenciales parciales (EDP) y también definiremos su funcional
asociada (llamada en este trabajo “funcional de energia” en referencia a la
funcional de energia de Dirichlet correspondiente a la ecuacién de Laplace.
Estas formulaciones variacioanles y sus respectivas funcionales seran estu-
diadas en la siguiente seccion. Las ecuaciones diferenciales parciales que
estudiaremos serdn las ecuaciones de Poisson con fronteras de Dirichlet (PD)
y de Neumann (PN).

Con el fin de tener una idea acerca de las formulaciones variacionales
correspondientes a las ecuaciones diferenciales consideradas en esta seccién,
procederemos de manera formal para obtener las expresiones explicitas tanto
de las formulaciones variacionales como de sus funcionales correspondientes.

En la siguiente seccién estudiaremos algunas condiciones con el fin de
demostrar que tales expresiones obtenidas de manera formal son en efecto
expresiones validas.

Comencemos estudiando un caso bastante particular de ecuacion del tipo
Poisson—Dirichlet.
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3.1.1 La ecuacion de Laplace—Dirichlet

La ecuacién de Laplace con condicién de frontera de Dirichlet viene dada por

la siguiente expresion:

Au =0 sobre €,

(LD)
u=>0 sobre 0f).

Una funcién u € C%(Q) NC(Q) que satisface (LD) es llamada solucién fuerte
de la ecuacion.

Formulacién variacional de la ecuacién (LD)

De la primera ecuacién del sistema (LD), tenemos
@Au =0, para todo ¢ € C;°(£2), (3.3)
lo que implica que

O:/apAu
Q

= —/V@VU—I—/ gp%ds (férmula de Green)
Q

o 97
= —/Vchp.
Q

Asi, de la expresion (3.3) tenemos
/ VuVe =0, paratodo ¢ € C5°(9). (3.4)
Q

Una funcién u € H}(Q) que satisface (3.4) es llamada solucién débil de
la ecuacion (LD).

En general, se requieren ciertas condiciones de regularidad sobre 0f) y
sobre u para que una solucion débil sea también una solucion fuerte.
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La funcional de energia correspondiente a la ecuacién (LD)

Asociada a la ecuacién variacional (3.4), la funcional de energfa correspon-
diente a la ecuacién (LD) es la funcién ¢ : Hj(2) — IR definida por

1
W(u) = 5/ |Vul?, para todo u € HJ (). (3.5)
Q
Proposicién 3.1.1 La funcion ¢ es de clase C* en H(Q). Ademds,

D (u /Vqup, para todo ¢ € C°(9).
Demostracién. Siendo (u,v) / VuVv un producto interno de H} ()

1/2
cuya norma asociada es |ju|| = (/ |Vu]2) , tenemos §Hu||2 / |Vul?,
Q

de donde ]

0(w) = 2 ul]”.
Se deduce que ¥ es de clase C*° en H}((). Por otra parte,

e—0 €
1.,
= —lim

[u 4 epll* — Jlull?
2 e—0 €
= (u,p)

= / VuV,
Q

lo que muestra la identidad deseada. [ ]

Se deduce que toda solucién u de (3.4) es un punto critico de la funcién

.

3.1.2 La ecuacidon de Poisson—Dirichlet

La ecuacién de Poisson con condicién de frontera de Dirichlet (PD) viene

dada por la siguiente expresion:

—Au = f(x,u) sobre ,

(PD)
u=gq sobre 012,
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para ciertas funciones f y ¢g. Similar al caso anterior, una funcién u €
C%(Q) N C(Q) que satisface (PD) es llamada solucién fuerte.

Formulacién variacional de la ecuacién (PD)

De la primera ecuacién del sistema (PD), tenemos
—Auyp = f(z,u)p, paratodo ¢ € C5(Q), (3.6)

lo que implica que

/Qf(%U)so = /Q(—AU)so
[

= /V@Vu—/ go@ds (férmula de Green)
Q )

on
= / VuV.
Q

/VUVQOZ / flz,u)p, Yo e C(Q). (3.7)
0 0

Por lo tanto,

Una funcién u € Hg () que satisface (3.7) es llamada solucién débil de la
ecuacién (PD).
La funcional de energia correspondiente a la ecuacién (PD)

Asociada a la ecuacién (3.7), consideremos la funcién ® : H}(2) — R
definida por

d=1—¢, (3.8)

donde 1 es la funcién definida en (3.5) y ¢ es la funcién definida en HJ (€2)
por

o(u) = /QF(zmu)da:, donde F(z,u) = /Ou f(x, s)ds. (3.9)

29



Tenemos,

o) =5 [ 190 = [ Flaae = [ Buwf—ﬂx,u)

Proposicion 3.1.2 Se cumple,

D,®(u) = / VuVp — / fo, para todo ¢ € C°(R).
Q Q
Demostracién. Es suficiente demostrar que D,¢(u) = / fe. Tenemos,
Q

Dy¢(u) = lim dlutep) = ¢(v) = lim1 [F(z,u+ €ep) — F(x,u)|dx
e—0 € e—0 € Q

. 1 u+ep ] 1 u+ep
:ll_r:% e [/u f(:n,s)ds] da:‘z/glg%z [/u f(x,s)ds} dx

:/lim (z,u + ep)pdx (regla de L'Hospital) :/fap.
Q Q

e—0

Por lo tanto D,®(u) = / VuVe — / fe. u
0 0

Se deduce que toda solucién u de (3.7) es un punto critico de ®.

3.1.3 La ecuacion de Poisson—Neumann

La ecuacién de Poisson con condicién de frontera de Neumann (PN) viene

dada por la siguiente expresion:

—Au = f(x,u), sobre (),

PN
@ =g, sobre 0f2, (PN)
on

para ciertas funciones f y g.
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Formulacién variacional de la ecuacién (PN)
De la primera ecuacién del sistema (PN), tenemos

—Aup = f(z,u)yp, para todo ¢ € C*(Q), con (;_go =0,
Ui

de donde

/Qf(%U)w = —/QsoAu

= / VoVu — / <p@ds (fémula de Green).
Q o On
Una funcién u € H'(Q) que satisface la ecuaciéon
— Op
VoVu — wgds = | flz,u)p, Yo € C®(Q), con — =0, (3.10)
Q 0 Q on
es llamada solucién débil de la ecuacién (PN).

La funcional de energia correspondiente a la ecuacién (PN)

Asociada a la ecuacién (3.10), consideremos la funcién @ : H'(Q2) — R

d(u) = ——/|Vu|2 /uf(x u) — /F(x,u)
= /‘VUP /mug / T, u)

donde F(x,u) = /u f(x,s)ds
0

definida por

Proposicién 3.1.3 Se cumple,

D@Q(u):/nggz)Vu—/E)Qg@ds—/wa, Ve O®(), con g—zzo.

Demostracion. Similar a la demostracion de la proposicion 3.1.2. |

Se deduce que toda solucién u de (3.10) es un punto critico de ®.
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3.1.4 Problema de Poisson-Boltzmann: Un problema

abierto

Ahora consideremos la siguiente ecuacién cuya existencia de solucién sigue
siendo a la fecha un problema abierto. Esta ecuacion es conocida como
la ecuacion de Poisson—Boltzmann no Lineal con Condiciéon de Frontera de

Neumann:

—Au = —k%sinhu, z€Q,
PBN
G_U =g, x € 01, ( )

donde k es una constante dada, {2 C R"™ abierto acotado y ¢ una cierta
funcién definida en 0f).

Siendo esta ecuacién un caso particular de la ecuacién (PN) considerada
en el problema anterior, con f(z,u) = sinhw, su formulacién variacional
viene dada por

2 : oo (TS Oy
/VgoVu: —k /smhugp—i—/ gpds, Yo € C*(£2), con o = 0. (3.11)
Q Q ele) Ui

Su funcional de energfa correspondiente es la funcién ® : H'(Q) — IR

definida por

1
®(u) = k*(coshu — 1) + —/ |Vul? — / gu.
2 Ja G)

La complejidad de este problema radica en el hecho de que sinhwu es
una funcién exponencial. Los resultados que se conocen en la literatura
son basicamente para tipos polinomial correspondientes a la funcién f en la
expresién de (PN).

Lo que hemos obtenido aqui por el momento es su formulacién variacional
y su funcional correspondiente, con el fin de poder estudiar a través de sus
puntos criticos (en el caso que existiera) la existencia de solucién para la
ecuacion formulada.

Como se podra notar en la seccién siguiente, todavia no hemos podido

conseguir resultados que nos permitan afirmar o no acerca de la existencia

32



de punto critico para la funcional conseguida. Es un trabajo que estd en
camino!!.

3.1.5 Otros tipos de ecuaciones
La ecuacion del calor

Consideremos en este caso el cilindro @ = €2 x (0, 00), donde 2 sigue siendo
un conjunto abierto acotado con frontera 0€2. La frontera de @, llamada
frontera lateral de @), es el conjunto 9Q = 92 x (0, c0).

La ecuacion del calor con condicién de frontera de Dirichlet viene dada
por la siguiente expresion:

u — Au = f(x,t,u) sobre @,
u = g(x.t,u) sobre 0Q), (CD)
u(z,0) = up(x) sobre €,

para ciertas funciones f, g y up.

Formulacién variacional de la ecuacién (CD)
De la primera ecuacién de (C'D) tenemos

upp — Augp = fo, para todo ¢ € H'(Q),
de donde

/Qfso = /Qutsﬁ—/QsoAu

= /utgo—l—/ Vqup—/ @ga (férmula de Green)
Q Q 0 0N

0
= /utgoJr/Vquo—/ %,
Q Q oq 0N
Por lo tanto,

/utgo—i—/Vquo:/fgo—i—/ @go, para todo ¢ € H'(Q). (3.12)
Q Q Q oQ 9N
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Una funcién u en H'(Q) que satisface (3.12) es llamada solucién débil de
la ecuacion (CD).

La funcional de energia correspondiente a la ecuacién (CD)

Asociada a la ecuacién (3.12) consideremos la funcién ® : H'Y(Q) — R

definida por

d=yp—¢+V—0, (3.13)

donde ¢ y ¢ son las funciones definidas en (3.5) y (3.9), respectivamente, y
U y O son las funciones definidas en H'(Q) por:

\If(u):/}"(x,t,u)d:v, donde ]—"(x,t,u):/ u(z,t,s)ds.  (3.14)
Q 0

O(u) = G(z,t,u)dx, donde G(x,t,u)= /u @(x,t,s)ds. (3.15)
9Q o In
Tenemos,
o) = [ [JI9ul = Pt + Fatw] - [ glat
QL2 50

Proposicion 3.1.4 Se cumple,

0
D¢I>(u)=/Vqu0—/fg0+/uw— a—ggo, para todo o € H*(Q).
Q@ Q Q oQ Y7
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Demostracion.

D,V(u) =

Asimismo,

D, ©(u) =

Tenemos
i} _
LW+ ep) = W(w)
e—0 €
1

lim - [ [F(z,t,u+ep) — F(z,t,u)ld
e—0 € Q

1 u+ep
lim — {/ ut(x,t,s)ds} dx
Q u

e—0 €

1 u+ep
/ liné— [/ ut(a:,t,s)ds} dx
Q e—0 € ”

/ lir% u(z,t,u + ep)pdr, (regla de L'Hospital)
Q€

/ UrP.
Q

O(u+ ep) — O(u)

lim
e—0 €
1
11_136 E 8Q[g(x7 tou+ 6¢) - g(l‘, t U)]dl’

1 utep
lim — {/ @(a:,t,s)ds} dx
0Q LJu n

e—0 €

1 utep
/ lim — {/ @(az,t,s)ds} dx
00 <0 € | Jy on

/acg 11_1}]% g—i(:c, t,u+ ep)pdr, (regla de L’Hospital)

@<P
aQ on '

0
Por lo tanto, Dwé(u):/Vquo—/ftp%—/utgo—/ 99,
Q Q Q aQ O

Se deduce que toda solucién u de (3.12) es un punto critico de P.
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Ecuacion de la onda

Similar a la ecuacién del calor, consideremos @@ = €2 x (0, 00), siendo nue-
vamente {2 un conjunto abierto con frontera 992 y 9Q = 9Q x (0,00) es la
frontera lateral del cilindro Q.

La ecuacion de la onda con condicién de frontera de Dirichlet viene dada

por la siguiente expresion:

'utt — Au = f(x,t,u) sobre @,
u=g(x,t u) sobre 0Q), (OD)
u(z,0) = up(x) sobre €2,
\ 9u(2,0) = vo(z) sobre €2,

para ciertas funciones f, g,ug y 1.

Formulacién variacional de la ecuacién (OD)

De la primera ecuacién de (OD) tenemos

uwp — Aup = fo, para todo ¢ € H'(Q),

/Qf<P = /Q(utt—AU)SD
- /Quttgp—/ngAu

= /utt<p+/Vquo—/ @wds.
Q Q aQ On

/uttgo—l—/VuV@:/fgo—F/ @go para todogoeHl(Q) (3.16)
Q Q Q aQ N

de donde

Por lo tanto,

Una funcién u en H'(Q) que satisface (3.16) es llamada solucién débil de
la ecuacién (OD).
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La funcional de energia correspondiente a la ecuacién (OD)

Asociada a la ecuacién (3.16), consideremos la funcién ® : HY(Q) — R
definida por
=9 —-0p+=-06, (3.17)

donde 9, ¢ y © son aquellas definidas en (3.5), (3.9) y (3.15), respectivamete,
y = es la funcién definida en H'(Q) por

E(u):/]:(t,x,u), donde f(t,x,u):/ ug(t, x, s)ds.  (3.18)
Q 0
Tenemos,

O (u)

/||VuH —/ (t,z,u) /Ft T, u) g(a:,t,u)

— /Q[§||Vu|| —F(t,x,u)—f—}"(t,x,u)] - G(x,t,u).

0Q

Proposicion 3.1.5 Se cumple,

0
— [vue- [ ro+ [up- [
Q Q Q aQ 9N

Demostraciéon. Tenemos

D= (u) — lim 200t e9) ~ E(W)

e—0 €
1
:11_{%2 Q[.F(t,.T,U—FGQO)—f(t,.ZE,U)]

1 utep
= lim — [/ ug(t, z, s)ds}
e—0 € Q u

1 utep
= [ lim - u(t, z, s)ds
Q e—0 € w

= / liné u(t, v, u + ep)p, (regla de L'Hospital)
Q €E—>

= / U p-
Q
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Por lo tanto, Dy®(u) = [, VuVe — [, fo+ [oune — [, 5. n

Se deduce que toda solucién u de (3.16) es un punto critico de ®.

3.2 Validez de las formulaciones variacionales

y de las funcionales correspndientes

En esta seccion estudiaremos algunas condiciones para la validez tanto de las
formulaciones variacionales como de las funcionales asociadas a las ecuaciones

diferenciales parciales estudiadas en la seccion precedente.

Proposicién 3.2.1 Sea Q2 C R" (n > 3), abierto y acotado (con condicion
de regularidad sobre el borde de ). Sea f: R — IR continua satisfaciendo
la siguiente condicion: Fxisten a,b > 0 tales que

IfO)] < a+bt]* ™" para todot € R, (3.19)

2n

donde 2" = es el exponente critico de Sobolev con elfin de que H(Q)
n —

esté inmerso en LP(2).
¢
Sean F : R — R definida por F(t) = / f(syds y J: HY(Q) - R
definida por ’

Entonces J es diferenciable (Fréchet) en H'(Q) y
J (u)v = / f(u(z))v(x)dz para todo u,v € H'(Q).
Q

Lo mismo sucede si la funcional J es definida en H}(Q) (sin ninguna

condicion de regularidad sobre el borde de ).

Demostracién. Notemos en primer lugar que la condicién (3.19) implica
que J esta bien definida.

38



Por la Proposicién 2.0.1, para demostrar que J es Fréchet diferenciable,
primero demostraremos que J' es Gateaux diferenciable y luego, su derivada
de Gateaux, es continua.

Recordemos la siguiente identidad elemental: para todo p > 0, existe
cp > 0 tal que

la + b]” < ¢,(|al? + [b]P) para todo a,b € R.

i) Demostraremos que para todo u,v € H* (),

lim Fluttv) - d:c = hm/ f(u)vde.

t—=0 Jqo t t—0
Claramente, para todo z € (2,

g F(0@) + 10(@) = Flu(a)

t—0 t

= f(u(x))v(z).
Por el teorema de valor medio, existe € IR con |0| < |¢| tal que

Flu(z) + to(z)) — F(u(z))
t

— [f(u(@) + 0(@)e()]
< (a+blu(z) + Gv(x)]* ) ()|

crfu(@)] + eau(@)* 7 o(@)] + eslu(a) ",

IN

para ciertas constantes positivas ci,co v c3. El lado derecho de la tltima
expresion estd en L'(Q2) y por lo tanto, por el teorema de la convergencia

dominada, tenemos

lim F(u+tv) —
=0 Jq t

x_hm/f Yodz.

Como el lado derecho, como funcién de v, es lineal y continua en H'($2), J
es Gateaux diferenciable.

ii) Demostraremos que J' : H'(Q) — [H'(Q)]’ es continua. Sea {u;} en
HY(Q) tal que up — u en H'(Q). Siendo H'(Q) inmerso en L? (), existe
una subsucesién (que lo denotaremos del mismo modo) {uy} tal que
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Y

e up — uen L¥(Q);
e ui(z) — u(x) en ctp de
e existe w € L*¥ () tal que uy(z) < w(zx) en ctp de Q y para todo k.

Por la desigualdad de Holder, tenemos

(' (ug) — J(w)| < / ) — F(w)]olde

< (1w - =) r ([roas)”

De otro lado, como klim |f(ug(x)) — f(u(x))] en ctp de Q, y
— 00

o*
2% —1

¢ (1-+ gl =1+ uf? 1) 7
C (1 + |w|2*71 + ’u|2*71)%
C (14wl + [ul*) € LY().

| (ur) = f(u)

VAN VAR VA

Por el teorema de la convergencia dominada,

2*
2¥—1 — 0

lim |f(uy) ~ f(u)
y por lo tanto,
(T (ur) = J'(w)v] = sup [[(J'(ux) = J'(w)v] : v € H(Q), ||v]| = 1]

< O (Jim |f(w) - F@IFT) T =0,

cuando k — oo. Se deduce que J'(uy) — J'(u) en [H'(Q)]'. Por lo tanto, J
es Fréchet diferenciable en H'(Q) y J'(u)v = / f(uw)vdz. u
0

Definicién 3.2.1 (Funcién Carathéodory) Sea Q2 C IR" abierto y aco-
tado. Se dice que una funcion f : Q) X IR — IR es Carathéodory si satisface
las siguientes propiedades:
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i) para todo s € R, la funcién f(-,s) es medible en €,

i) para todo x € Q, la funcion f(x,-) es continua en RR.

Similar a la proposiciéon anterior, consideremos la siguiente condicion de
crecimiento: existenc,d >0yl <a<2*sin>3(1<a<oo si n=1,2)
tales que

|f(z,s)] < c+d|s|*, paratodo t € IR. (3.20)

Proposicién 3.2.2 ([22]) Sea f : @ x IR — R wuna funcion Carathéodory
satisfaciendo la condicion de crecimiento (3.20) y F : Q x IR — IR definida

por
F(az,s)—/o f(z,T)dr.

Entonces la funcional ® : H}(Q2) — IR definida por

es de clase C' en Hg, con

Do (u)v = / f(z,u)v para todo u,v € Hy(S2).
Q

3.3 Existencia de solucion débil

En esta seccién estudiaremos la existencia de solucién de algunas ecuaciones
particulares que caen dentro de las ecuaciones formuladas es este capitulo.
Comencemos considerando la ecuacién de Poisson—Dirichlet (PD) donde

la funcion f depende solamente de x € ).

Proposicién 3.3.1 Sea 2 C R"™ abierto acotado y f € L*(QY). La funcién
O definida en (3.8) correspondiente a la ecuacion (PD) satisface la condicion
Palais—Smale.
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Demostracién. Por definicién, F(z,u) / f(z)ds = f(x)u, de donde
/||V||—/ /||V||—/f Judr, (3.21)

(@' (u). ) = B'(u)p = D,B(u /ww /f D Vo HQ).

Tenemos

Siendo ( / V(®'(u))Ve (producto interno en HE(€2)), tenemos

/ V(®'(u))Vep = / VuVy — / f(z)p para todo p € Hj(Q).  (3.22)
Q Q Q

Por la féormula de Green,

V@ ()Ve = [ V@)Ve— [ 22 Was— — [ pag@iw)
Q Q BlY) on Q

de donde
[ v@uve=- [ pa@w),

/ VuVy = —/ pAu.
Q Q
Asi, de (3.22), tenemos

—/QQOA(CD’(U)) = —/Qsoﬁu—/ﬂf(f”)@

_ /Q (—Au— f(z)g Vo€ HYQ),

Anélogamente,

de donde

lo que equivale a



Si {uy.} es una sucesién en H} () satisfaciendo ®(uy,) acotada y @' (uz) —
0, tenemos,

w, = ' (w) + (=) (),
lo que implica que
u, = (=) f(2).

Se deduce que una subsucesiéon de {u;} (de hecho toda la sucesién) es con-

vergente. Por lo tanto, ® satisface la condicion de Palais-Smale. [ |

Proposicion 3.3.2 Si ademds de las condiciones de la proposicion ante-
rior, la funcion g es cero, entonces la funcion correspondiente ® alcanza su
minimo global en HJ (). En particular, la funcidn ¢ definida en (3.5) corre-
spondiente a la ecuacion de Laplace—Dirichlet (LD) alcanza su minimo global
en H}(Q).

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicion 3.3.1 sobre la propiedad
PS de la funcion ® y el Teorema 2.1.3 sobre la existencia de un minimo global,

mostraremos que la funcién ® es acotada inferiormente. Siendo ® de la forma
(3.21):

o) =5 [ 190~ [ fla)uds,

tenemos

O(u) > —/Qf(x)udx (3.23)

Por la desigualdad de Poincaré, tenemos ||ulls < ¢||[Vu|| (siendo ¢ una con-
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stante positiva), lo que implica

| Vull3

= *(Vu, Vu)

= / VuVu
Q

= 02(—/uAu+/ u@), (féormula de Green)
Q oo On
= 62/(—Au)u
Q

e

el

Se deduce que |Jul| < || f|| v por lo tanto, por la desigualdad (3.23), tenemos

Jull3

IN

®(u) > —*| f]%,

de donde ® es acotada inferiormente. Por el Teorema 2.1.3, la funciéon &
alcanza su minimo global en Hj (). ]

Ahora asumiremos que la funcién f de la ecuacién de Poisson—Dirichlet
(PD), depende solamente de wu:

—Au=f(u), =€

(3.24)
u=0, x € 0f)

Proposicion 3.3.3 Sean 2 C R" abierto y acotado y f : R — R continua
satisfaciendo las siguientes propiedades:

o |f(w)] < a+bull*=, conabeR yn>3;
o f()t<0;y
o [f(t)— f(s)](t —s) <0 para todo t,s € R.

Entonces la funcional ® definida en (3.8) correspondiente a la ecuacion
(3.24) admite un tinico minimo en H}(S2).
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Demostracion. La funcional ® tiene la siguiente expresion

o) =5 [ IVal* = [ Pz

donde F(u) = / f(s)ds. Se observa que ® es continua y ademds para
0

u,v € HJ (), tenemos
[@'(u) = @'(0)](u—v) = [lu—v|*~ /Q[f(u) — f(W)](u —v)dx
> Jlu—o|*.
lo que implica que ® es estrictamente convexa. Por otra parte,
1
O(u) = —/ |Vul|* — / F(u)dx
2 Ja Q
1
= Sl - [ P
Q

1
Slull® (pues, F(u) <0, Vu)

v

lo que implica que ® es coerciva. Asi, siendo ® estrictamente convexa, con-

tinua y coerciva, esta admite un tnico minimo global en HJ (). [
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1)

CONCLUSIONES

A través de algunas herramientas del analisis variacional hemos es-
tudiado la existencia de puntos criticos para ciertas funciones (o fun-
cionales) correspondientes a las formulaciones variacionales de las ecua-

ciones diferenciales parciales asociadas.

Habiendo sido el objetivo principal determinar la existencia de solucion
de la ecuacién de Poisson-Boltzmann con condiciones de frontera de
Neumann, que modela los fenémenos electrostaticos estudiada por los
quimicos, y que hasta la fecha es un problema abierto, se ha logrado
determinar la funcional correspondiente a dicha ecuacién para luego
poder estudiar la existencia de solucién de la ecuacién a través de los
puntos criticos (si existe) de la funcional asociada a su formulacién

variacional.
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1)

PERSPECTIVAS

En general, hacer uso del Caculo Variacional, en dimensién infinita,
para determinar los puntos criticos de una funcional que corresponden
a la existencia de soluciéon de un modelo de problema de cualquier
especialidad.

Habiendo logrado determinar la funcional conrrespondiente a la ecuacion
de Poisson-Boltzmann con condiciones de frontera de Neumann, que
modela los fenémenos electrostaticos, queda por determinar la existen-
cia de solucién de dicha ecuacién, analizando los puntos criticos de la
funcional con ciertos teoremas minimax existentes o por plantear, pu-
diendo ser el teorema del Paso de Monatana o una versiéon més amplia
de este que queda por estudiar.

47



48



Bibliography

1]
2]
3]

[4]

Adams, Robert A., Sobolev Spaces, Elsevier Ltd., Amsterdam, 2003.
Amann, Herbert, Analysis 111, Birkhauser, Zwitzerland, 2009.

Ambrosetti, Antonio, A Primer of Nonlinear Analysis, Cambridge Uni-
versity Press, New York, 1993.

Aubin, Jean-Pierre, Applied Nonlinear Analysis, John Wiley & Sons,
New York, 1984.

Badiale, Marino, Semilinear Elliptic Equations for Beginners, Springer-
Verlag, England, 2011.

Balakrishnan, Venkataraman, Mathematical Physics. Applications and
Problems, Springer, Switzerland, 2020.

Benyamini, Yoav, Geometric Nonlinerar Functional Analysis. Volume 1,
American Mathematical Society, USA, 2000.

Berezansky, Yurij M., Functional Analysis Vol. I, Birkhauser Verlag,
Switzerland, 1996.

Berger, Melvyn S., Introduction to Nonlinear Analysis, W. A. Benjamin,
INC., New York, 1968.

Biagioni, Hebe A., Multidimensional Kuramoto-Sivashinsky Type Equa-
tions: Singular Initial Data and Analytic Regularity, UNICAMP, Brasil,
1997.

49



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[21]

[22]

23]

Birkhoff, Garrett, The Numerical Solution of Elliptic Fquations, Society
for Industrial and Applied Mathematics, England, 1972.

Blanchard, Philippe, Mathematical Methods in Physics, Birkhauser
Boston, USA, 2003.

Boccardo, Lucio, FElliptic Partial Differential Equations, Walter de
Gruyter GmbH, Germany, 2014.

Bonanno, Gabriele, Relations between the mountain pass theorem and

local minima, Enginnering Faculty, University of Messina, Italy, 2012.

Brezis, Haim, Functional Analysis, Sovolev Spaces and Partial Differen-
tial Equations, Springer, New York, 2011.

Byron, Frederick, Mathematics of Classical and Quantum Physics,
Addison-Wesley Publishing Company, USA, 1992.

Canada Villar, Antonio, Métodos Variacionales, Universidad de
Granada, Espana, 2011

Cazenave, Thierry, Contributions to nonlinear analysis, Birkhduser Ver-
lag, Switzerland, 2006

Chabrowski, Jan, Weak convergence methods for semilininear elliptic
equations, World Scientific Publishing, USA, 1999

Ciarlet, Philippe G., The finite element method for elliptic problems,
Society for industrial and applied mathematics, USA, 2002

Cosgrove, Terence, Colloid Science. Principles, methods and applica-
tions, John Wiley & Sons Ltd, United Kingdom, 2010

Costa, David G., An invitation to Variational Methods in Differential
Equations, Birkhauser Boston, USA, 2007

Daverman, Robert J., Embeddings in Manifolds, American Mathemati-
cal Society, USA, 2009

20



[24]

[25]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

Dupaigne, Louis, Stable Solutions of Elliptic Partial Differential Equa-
tions, Taylor and Francis Group, LLC, USA, 2011

Ekeland, Ivar, Conver Analisys and Variational Problems, Society for
Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia USA, 1999.

Ekeland, Ivar, Variationslemma wvon FEkeland, Goethe-Universitat,
Deutschland, 1972.

Epstein, Marcelo, Partial Differential Equations. Mathematical Tech-
niques for Engineers, Springer International Publishing, Switzerland,
2017.

Evans, Laurence C., Partial Differential Equations, University of Cali-
fornia, USA, 1998.

Flett, T. M., Differential Analysis, Cambridge

Friedlander, F. Gerard, Introduction to the theory of distributions, Cam-
bridge University Press, United Kingdom, 1998. University Press, New
York, 1980.

Garcia Falset, Jesus, Andlisis Funcional No Lineal, Universitat de
Valéncia, Espana, 2007.

Harrison, Jenny, The Gauss-Green Theorem for Fractal Boundaries,
University of Texas, USA, 1992.

Henner, Victor, Mathematical methods in physics. Partial differential
equations, Fourier series, and Special functions, A K Peters, Ltd., India,
2009.

Hokkanen, Veli-Matti, Functional methods in differential equations,
Chapman & Hall / CRC, USA, 2002.

Jabri, Youssef, The Mountain Pass Theorem, Cambridge University
Press, 2003.

o1



[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[46]

[47]

[48]

Jost, Jirgen, Calculus of Variations, Cambridge University Press, Eng-
land, 1998.

Kanwal, Ram P., Generalized Functions. Theory and Applications,
Springer Science 4+ Business Media, New York, 2004.

Keener, James P., Principles of Applied Mathematics, Addison-Wesley
Publishing Company, California, 1988.

Kichenassamy, Satyanad, Nonlinear Wave Equations, Marcel Dekker,
INC, New York, 1996.

Kravvaritis, Demetrius C., Variational Methods in Nonlinear Anaysis,
CPI books GmbH, Berlin, 2020.

Kubinska, ElZbieta, Approximation of Carathéodory Functions and Mul-
tifunctions, Cracow University of Economics, Poland, 2004.

Larsson, Stig, Partial Differential Fquations with Numerical Methdos,
Springer-Verlag, Germany, 2009.

Lebedev, Leonid P., Functional analysis. Applications in mechanics and

inverse problems, Kluwer Academic Publishers, New York, 2003.

Le Dret, Hervé, Nonlinear FElliptic Partial Differential FEquations,
Springer International Publishing AG, Switzerland, 2018.

Martin Gémez, José D., Andlisis Funcional y Optimizacion, Universidad
de Sevilla, Espana, 1999.

Mawhin, Jean, Critical Points Theory and Hamiltonian Systems,
Springer-Verlag, New York, 1989.

Mawhin, Jean, Origin and Evolution of the Palais-Smale Condition in
Critical Point Theory, Université Catholique de Louvain, Belgium, 2010.

Miranda, Carlo, Partial Differential Equations of Flliptic Type,
Springer-Velag, New York, 1970.

o2



[49]

[50]

[51]

[52]

[57]

[58]

[59]

Moore, John H., Encyclopedia of chemical physics and physical chem-
istry, Institute of Physics, University of Maryland, USA, 2001.

Morais Pereira, Jardel, Stability of Multidimensional Traveling Waves
for a Benjamin-Bona-Mahony Type Equations, Universidade Federal de
Santa Catarina, Brasil, 1996.

Mortimer, Robert G., Mathematics for Physical Chemistry, Elsevier
Inc., United Kingdom, 2013.

Neuberger, John M., Variational Methods: Open Problems, Recent
Progress and Numerical Algorithms, American Mathematical Society,
USA, 2004.

Protter, Murray H., Maximum Principles in Differential Equations,
Springer-Verlag, New York, 1984.

Pucci, Patrizia, A Mountain Pass Theorem, Dipartimento di Matemat-
ica, Universita degli Studi, Perugia Italy, 1985.

Raviart, Pierre-Arnaud, Introduction a [’analyse numérique des
équations auxr dériveés partielles, Masson, Paris, 1983.

Reed, Michael C., Abstract Non Linear Wave Equations, Springer-
Verlag, Berlin, 1976.

Renardy, Michael, An Introduction to Partial Differential Equations,
Springer-Verlag, New York, 2004.

Rudin, Walter, Functional Analysis, MacGraw-Hill, Inc., Singapore,
1991.

Strang, Gilbert, Differential Equations and Linear Algebra, Cambridge
Press, USA, 2014.

Strichartz, Robert S., A Guide to Distribution Theory and Fourier
Transforms, World Scientific Publishing, USA, 2003.

93



[61] Struwe, Michael, Variational Methods. Applications to Nonlinear Partial
Differential Equations, Springer-Verlag, Berlin, 2008.

[62] Tartar, Luc, An Introduction to Sobolev Spaces and Interpolation Spaces,
Springer-Verlag, Berlin, 2007.

[63] Willem, Michel, Functional Analysis. Fundamentals and Applications,
Springer Sciencie+Business Media, New York, 2013.

[64] Willem, Michel, Minimaz Theorems, Birkhduser, USA, 1996.

[65] Wu, Zhuoqun, Elliptic & Parabolic Equations, World Scientific Publish-
ing, USA, 2006.

[66] Yosida, Kosaku, Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin, 1980.

[67] Yu, Xinwei, Poisson Equation in Sobolev Spaces, Department of Math-
ematical and Statistical Sciences - University of Alberta, Canada, 2011.

[68] Zeidler, Heberhard, Nonlinear Functional Analysis and its Applications
111, Springer-Verlag, New York, 1985.

[69] Zou, Wenming, Critical Point Theory and its Appications, Springer,
New York, 2006.

o4



