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Resumen

En el presente trabajo desarrollamos algunos aspectos teodricos respecto a la GH-
estabilidad topolégica para homeomorfismos, por ello el presente trabajo estd basado
en los aportes de A. Arbieto y C. Morales [I], y en los aportes dados por R. Cubas [3].
El concepto de G H-estabilidad topologica para homeomorfismos fue dado por Arbie-
to y Morales en [I], en 2017. Esencialmente, ellos combinan la nocion de distancia de
Gromov-Hausdorff con la distancia C° usual, y obtienen una “distancia” que permite
relacionar dindmicas discretas que actiian en espacios métricos posiblemente diferentes.
De este modo definen la distancia C°-Gromov-Hausdorff. Y combinando la nocién de
estabilidad topologica de Walters (para homeomorfismos), con esta distancia dgpo, En
[1], los autores introducen la nocién de GH -estabilidad topoldgica para homeomorfismos.
Y, siguiendo la prueba dada por Walters del teorema 4 de [2], Arbieto y Morales prue-
ban que todo homeomorfismo expansivo con la propiedad de sombreamiento satisface

la GH-estabilidad topoldgica.

También consideramos los aportes dados por R. Cubas sobre la G H-estabilidad
topoldgica, dados en [3]. De este modo estudiamos la densidad de puntos periédicos
asociados a homeomorfismos transitivos topolégicamente G H-estables, y algunas con-
secuencias de la G H-estabilidad topolégica en espacios métricos disconexos. También
estudiamos el hecho de que la GH-estabilidad topoldgica preserva entropia positiva en
dinamicas sobre la circunferencia S', y la relacién entre la G'H-estabilidad topolégica y

el Lema de aproximaciéon de Anosov.
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Abstract

In the present work we study some theoretical aspects about the topological GH-
stability for homeomorphisms. For this reason this work is based on the contributions
of A.Arbieto and C. Morales [I], and the contributions given by R. Cubas [3]. The con-
cept of topological G H-stability for homeomorphisms was given by Arbieto and Morales
in [I], in 2017. Essentially, they combine the notion of Gromov-Hausdorff metric with
the usual C°-distance. So, they obtain a distance that allows relate discrete dynamics
of possibly different metric spaces. In this way they define the C°-Gromov-Hausdorff
distance. On the other hand, in [I], the authors combine the notion of Walters’s to-
pological stability (for homeomorphisms), with the C°-Gromov-Hausdorff distance. So,
they introduce the notion of topological G H-stability for homeomorphisms. Afterwards,
following the proof given by Walters of Theorem 4 in [2], Arbieto and Morales prove
that every expansive homeomorphism with the pseudo-orbit tracing property satisfies

the topological G H-stability.

We also consider the contributions given by R. Cubas on G H-topological stability,
given in [3]. In this way we study the density of periodic points associated to topolo-
gically G H-stable transitive homeomorphisms, and some consequences of topological
G H-stability in disconnected metric spaces. We also study the fact that the topolo-
gical G H-stability preserves positive entropy in dynamics on the circle S', and the

relationship between the topological G H-stability and the Anosov Closing Lemma.



Notaciones

= 2z N

#(M):
(Z,d?):
d(c,P):
B(c, \):
deo(h, k):
dy(C, D):
den(C, D):
depo(J, K):

representa a la colecciéon de nimeros enteros.

representa a la colecciéon de nimeros naturales.

representa a la colecciéon de nimeros reales.

denota a el numero de elementos de H.

denota al espacio métrico Z provisto de la métrica d?
representa a la distancia entre el punto ¢ y el conjunto P.
denota a la bola abierta centrada en ¢ y con radio .

denota a la distancia C° entre las funciones h y k.
representa a la distancia de Hausdorff entre C, D C X.
representa a la distancia de Gromov-Hausdorff entre C' y D.
denota a la C°-Gromov-Hausdorff distancia entre los homeomorfismos
JW-WyK:2Z2— Z.

denota al didmetro de R C X.

denota a la entropia topolégica de g : Z — Z.

denota a la coleccion de puntos periddicos de J : Z — Z.
representa a la coleccion de puntos no errantes de g.

denota a la coleccion de puntos recurrentes por cadenas de g.

denota a la coleccion de puntos limite de g.
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Introduccion

En este trabajo el principal resultado que presentamos es el Teorema [3] el cual esen-
cialemte dice que la propiedad de expansividad mas la propiedad de sombreamiento
implican la G H-estabilidad topologica en el &mbito de los sistemés dindmicos discretos.
Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1, establecemos
las notaciones y definiciones que usaremos méas adelante, presentamos por ejemplo las
nociones de GH-estabilidad topologica y la C°-Gromov-Hausdorff distancia para ho-
meomorfismos. Asimismo, presentamos la demostracion del teorema de estabilidad to-
pologica de Walters, Teoremal[I] el cual es la base para la demostracion del Teorema [3]
y recordamos la definiciéon de entropia topolégica de funciones continuas. En el Capitulo
2 presentamos los aportes dados por A. Arbieto y C. Morales, dados en [I], trabajo en el
cual los autores definen la nocién de GH-estabilidad topoldgica en sistemas dindmicos
discretos, y presentan también la CO-Gromov-Hausdorf distancia. En el Capitulo 3 re-
cogemos los aportes dados por R. Cubas en [3] respecto a la G H-estabilidad topologica.
Finalmente, en el Capitulo 4 damos algunas conclusiones pertinentes, respecto a posi-
bles generalizaciones de la G H-estabilidad topologica para homeomorfismos al ambito

de los sistemas dindmicos continuos.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones previas

Considere el espacio métrico (W, d"V). Sea g : W — W un homeomorfismo definido
sobre W. Decimos que g es ezpansivo si existe algin £ > 0 tal que para cada z € W el

conjunto

{y e w;d"V (9™ (), g™ (z)) < & para cada m € Z} es unitario e igual a {z}. (1.1)
En este caso £ > 0 es denominado constante de expansividad de g.

Por otro lado, para introducir la nocién de sombreamiento, necesitamos de algunas

notaciones y conceptos previos. Dado A > 0, decimos que la coleccion {zy, ez € W

es una A-pseudodrbita de g si
aVv (g(zm), Zm+1) < A para todo m € Z.

Dados p > 0 y una A-pseudoorbita {z,}mez de g. Decimos que un punto w € W

p-sombrea a la \-pseudodrbita {zm, }mez si,
av (gm(w), zm) < p para todo m € Z.

Decimos que g posee la propiedad del sombreamiento, si se cumple que para todo p > 0,
existe A > 0 satisfaciendo lo siguiente: toda A-pseudodrbita de g es p-sombreada por al

menos un punto de W.



Sean dos funciones p,q : Z — W, no necesariamente continuas, donde (Z,d?) y
(W,d") representan a espacios métricos provistos con las distancias d? y d", respec-

tivamente. La distancia C° entre las funciones p y ¢ es dada por:

deo(p,q) = sup {d" (p(w), ¢(w));w € Z}. (1.2)
A continuacion recordamos la definicion de estabilidad topolégica dada por Walters en
[2].
Definiciéon 1 (Estabilidad topologica de Walters). Sea (Z,d) un espacio métrico com-
pacto. Un homeomorfismo g : Z — Z es topolégicamente estable si se cumple que: para
todo & > 0, existe A > 0 tal que, koh = hok y dco(h,Idz) < & para alguna funcion
continua h : Z — Z, siempre que dco(k,g) < X\ para algin homeomorfismo k : Z — Z.
Dado un homeomorfismo f : X — X, definido sobre el espacio métrico X. La drbita

de a € X asociada a f, es el conjunto Of(a) = {f"(a);n € Z}. Y la semiorbita positiva

de a € X es O;{(a) = {f™(a);n € N}. Decimos que f es un homeomorfismo transitivo

si existe a € X tal que tiene semiorbita positiva densa en X, esto es, O}“(a) = X. En
este caso, el punto a es llamado punto transitivo de f.
Ademiés, decimos que f es un homeomorfismo minimal si cada punto de X es un punto

transitivo de f.

Dado un espacio métrico (Z,d?). La distancia entre un punto w € Z y un subcon-
junto T' C Z es definida por d(w,T) = inf {d?(w,a);a € T'}.
Ademis, dados dos subconjuntos 7'y S de Z tenemos que dg (T, S) denota a la distancia

de Hausdorff entre T'y S,y

dy (T, S) :mzix{supd(a,S),supd(ﬂ,T)}. (1.3)
a€eT pes

Dados (Z,d?) y (W,d"V) espacios métricos. Decimos que una funcién g : Z — W
es una isometria si g es sobreyectiva y, para cada ¢,d € Z, d?(c,d) = dV (g(c),g(d)).

Ademas, dado p > 0 decimos que g es una p-isometria si

max{ sup % (c,d) — d¥ (g(c), 9(d))

c,deX 7dH(9(Z)uW)} < [

Considerando (Z,d?) y (W,d"), la distancia de Gromov-Hausdorff entre estos dos, es

dada por

dar(Z,W) = inf {1 €]0, +oo[; 3 p-isometrias k: Z — W,1: W — Z} (1.4)
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En [I], Arbieto y Morales combinan las nociones de distancia de Gromov-Hausdorff, y
la distancia C°, y definen el concepto de distancia C°-Gromov-Hausdorff, denotada por
dago, que relaciona dos dindamicas discretas, cada una en diferentes espacios métricos

en general. Esto es,

dgpo(hi, he) = inf {p > 0; I p-isometrias k : Z — W,1: W — Z satisfaciendo  (1.5)

dco(kohl,hg Ok) <pny dco(thQ,h1 Ol) < ,u},

donde hy : Z — Z y ho : W — W son funciones definidos sobre espacios métricos.

En [I], los autores introducen la nocién de GH -estabilidad topoldgica para homeo-
morfismos definidos sobre espacios métricos compactos. Para tal fin, ellos fusionan la

nocion de estabilidad topologica de Walters (Definicion (1), con la G H -distancia vista

en[[3).

Definicién 2 (G H-estabilidad topolégica para homeomorfismos). Sean (Z,d?) un es-
pacio métrico, y g : Z — Z un homeomorfismo. Decimos que g es topoldgicamente
GH-estable si para todo & €0, +oo[ eziste al menos un A\ €]0,4o00[ satisfaciendo: si
g: W — W es un homeomorfismo sobre el espacio métrico W tal que dggo(g,q) < A,

entonces existe £ : W — Z, £-isometria continua, verificando que gol =/{og.

1.2. Teorema de estabilidad topolégica de Walters

En [2], Walters mostr6 que un homeomorfismo expansivo con la propiedad de som-
breamiento (POTP), es topologicamente estable. A continuacion desarrollaremos la

prueba de este teorema.

Teorema 1 (Estabilidad topologica de Walters). Sea (X, d) un espacio métrico com-
pacto. Sea f : X — X un homeomorfismo. Si f es expansivo y tiene la propiedad del

sombreamiento, entonces f es topoldgicamente estable.

Demostracion. Como f es un homeomorfismo expansivo, entonces existe ¢ > 0 (una

constante de expansividad de f) tal que, para cada a,b € X,

a = b, siempre que d(f"a, fb) < e para todo m € Z.

11



Queremos probar que f es topologicamente estable, esto es, que dado cualquier € > 0,
existe algin § > 0 verificando que si ¢ : X — X es un homeomorfismo tal que
dco(g, f) < 0, entonces foh = hogy deo(h,Idx) < € para alguna funcién conti-
nua h: X — X.

En efecto. Sea € > 0, considere € > 0 tal que
€ <min{e/3,¢€} (1.6)

Para € > 0, de la propiedad de sombreamiento, existe d > 0 tal que cada d-pseudoodrbita
(respecto a f) en X es é-sombreada por algun punto de X.

Sea g : X — X un homeomorfismo tal que dpo(g, f) < . Dado y € X, considere

T, = g™ (y) para cada m € Z. Tenemos que

f@h) = f(g™y) v wpiq =9(g™y), para cualquier m € Z.

Por lo tanto,

d(f(ab),2% 1) =d(f(g™y),9(g™y)) < dco(f.g) <,

para cualquier m € Z. Por consiguiente, {x, }mez es una d-pseudoorbita (respecto a f)

para cada y € X. Por lo tanto, de la propiedad del sombreamiento, para cada y € X,

existe ¥ € X que e-sombrea {wi, }mez, es decir, d(f™(zY),zi) < € para cualquier

m € Z. Mas aun, de la expansividad de f, y como € < e/2, 2¥ es tnico. En efecto, dado

y € X, supongamos que existen x1,x2 € X tales que,
d(f™(z1),2%,) <€ y d(f™(x2),2Y,) <€ para cualquier m € Z.

Entonces, d(fm(xl),fm(:ng)) < 2€ < e siempre que m € Z. Por tanto 1 = 2. Por lo

tanto, para cada y € X, existe un tnico z¥ € X, satisfaciendo que
para todo m € Z, d(fm(xy),:rﬁln) < E. (1.7)

Definamos h : X — X, por h(y) = z¥ paray € X. De (.7), reemplazando m por m + 1

concluimos que

d(fmﬂ(hy)a QmHZ/) < €, para cualquier m € Z, y cada y € X. (1.8)

12



Ademas, de (|1.7), cambiando y por g(y) se tiene que
d(fm(h(g(y))),gm(gy)) < €, para cualquier m € Z, y cada y € X. (1.9)

Asi, de (L.8]) y (1.9)), concluimos respectivamente que

d(fm(f o h(y)),:r:?,sy)) <€ paratodom€Z, ytodoye X; y

d(f™(ho g(y)),x%y)) < €, para todom € Z, y cada y € X.

Estoes, (foh)(y) y (hog)(y) son puntos de X que é-sombrean a la misma d-pseudoorbita
{x%y)}mez, para cada y € X. Asi, de la unicidad del punto que sombrea a la o-

pseudoorbita, tenemos que (f o h)(y) = (ho g)(y) para cada y € X. Por lo tanto,
foh=hoy.
De , para m = 0, tenemos que
d(h(y),y) < €< ¢, paracada y € X.
Por lo tanto,
deoo(h,Idx) < e.

El siguiente lema serd fundamental para probar la continuidad de h : X — X. Esen-

cialmente nos dice que la continuidad de h es consecuencia de la expansividad de f.

Lema 1. Para cada ¢ € (0,e), y para cada A > 0, existe My € N tal que, para

cualesquiera x,y € X, se tiene que
d(z,y) < A, siempre que d(f™(z), f™(y)) < € para todo m € [— My, Mo] N Z.

Prueba del Lema[ll Supongamos por contradiccion que existe € € (0,e), y existe Ag >

0 tal que, para cualquier M € N, existen aps, by € X, verificando que
para todo m € (=M, M|NZ, d(f™(anm), f™(bam)) < €5 y d(arr,bar) > Ao.  (1.10)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer (considerando subsucesiones si es nece-
sario), por la compacidad de X que, existen a,b € X tales que ]V}im d(apr,a) =0y
—00
A}im d(bar,b) = 0. Fijemos m € Z, un entero cualquiera. Consideremos My € N tal que
—00

|m| < Mpy. Por lo tanto,

d(f™(am), f™(bamr)) < € para cada M > M. (1.11)

13



Desde que f™ es continua, tenemos que lim f™(ap;) = f™(a) y lm f™(bpy) =
M—o00 M—oc0
f™(b). Por consiguiente, de (L.11)), haciendo M — o0, tenemos que d(fm(a), fm(b)) <
€¢’. Puesto que m € Z fue cualquiera, tenemos que
d(f™(a), f™(b)) < e para cada m € Z.

lim ap =a
M—o0
y ]V}l’m byr = b, de ([1.10)), se tiene que d(a,b) > Ay > 0. Lo cual contradice el hecho

—00

Asi, de la expansividad de f, concluimos que a = b. Por otro lado, como

que a = b. Esto finaliza la prueba del Lema [l O

Dado A > 0, puesto que 3€ € (0, ¢), del Lema , tenemos que existe My € N tal que

para cada a,b € X,
si d(f™(a), f™(b)) < 3€ para cada m € [—My, Mo, entonces d(a,b) <A.  (1.12)

Por continuidad uniforme de ¢° : X — X, para cada i € [~ My, My]; tenemos que existe

algtin p > 0 tal que, para cualesquiera z,y € X,
d(gi(fn),gi(y)) < € para todo i € [— My, My, siempre que d(z,y) < p.
Sean p,q € X tales que d(p,q) < p. Entonces
d(g'(p),9'(q)) < € para cada i € [—My, My). (1.13)

Buscamos que d(f*(hp), f*(hq)) < 3¢, para cada i € [—Mjy, My]. De alli concluirfamos,
de ([1.12), que d(hp, hq) < A. Recordemos que h(p) es tal que verifica

d(f™(hp), g™ (p)) <€, para cada m € Z, (1.14)
Y también que h(q) es tal que cumple,
d(f™(hg),g™(q)) <€, para cada m € Z. (1.15)
Dado i € [— My, My], de y (L.15), tenemos que
d(f'(hp), f'(ha)) < d(f'(hp),g'(p)) + d(g'(p), 9'(0)) + d(g'(a), f'(ha))
<e+d(q'(p),g'(q)) +& (1.16)
Luego, de y , tenemos que
d(fi(hp), fi(hq)) < 3€ para cada i € [— My, My).

Por lo tanto, de lj tenemos que d(h(p),h(q)) < A. Asi, hemos mostrado que h
es uniformemente continua. Lo cual culmina la prueba del Teorema de estabilidad de

Walters. O
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1.3. Entropia topolégica de aplicaciones continuas

En esta seccion, desarrollaremos el concepto de entropia topoldgica siguiendo las

notaciones y resultados presentados en [4].

Sea M un espacio topoldogico compacto. Sea o = {Uy}rep una familia de conjuntos
abiertos de M tales que (Jycp Ux = M, esto es, « es un cubrimiento abierto de M.

Llamamos entropia de o a
H(a) =log N(a),

donde N(«) = min{#7 eNyy Ca,M = UVEA/V,#’y < oo}. Por la compacidad de
M, todo cubrimiento abierto de M posee algin subcubrimiento finito.

Dados dos cubrimientos abiertos a y 8 de M, decimos que a es menos fino que 3, lo
que denotamos por a < 3, si para cada V € § existe U € « tal que V C U. En este
caso, (3 tiene abiertos mas pequenos que « y aun cubre a M.

Sean « y ( cubrimientos abiertos de M tales que o < 3. Sea v C 3 tal que N () = #.
Sea v = {V4,Va,...,Vi}, donde k = N(B). Observe que, de la minimalidad de ~,
tenemos que V; # () para cada i € {1,2,...,k}. Como o < 3, para cada i € {1,2,...,k}
existe U; € « tal que V; C U;. Como Ule V; = M entonces Ule U, = M. Asi, o =
{U1,Us,...,U} es un subcubrimiento finito de a.. Asi, N(«) < #(7) = #(v) = N(8).
Por lo tanto H(a) < H(S).

Dados los cubrimientos aq, o, . . ., au,, definimos la suma de ellos como
041\/052\/-"\/04kI{AlﬁAQQ--'ﬂAk CM;A €an,...,A Eak}.

Sean ay 3 cubrimientos abiertos de M. Sea o/ C « un subcubrimiento finito de « tal que
#(a/) = N(«). Supongamos que o = {Uy,...,U,}. Sea 8’ C 3 un subcubrimiento finito
de f tal que #(8') = N(B). Supongamos que ' = {Vi,...,Vi}. Como M =J;_, U; y
M =J;_, Vj, entonces |, ;(U; N V;) = M. Asi,

y={U;nViie{l,....;r},je{l,....s} yUinV; £ 0}

es un subcubrimiento finito de oV  y con cardinalidad < r-s. Asi, N(aV ) < #v <
r-s= N(a)N(B). Por lo tanto,

H(aV ) < H(a) + H(B).
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Sea f : M — M continua. Sea « un cubrimiento abierto de M. Entonces f~7(a) =

{f79(A); A € o} para cada j > 1. Para n > 1, sea
" =aV o)V a) Vv ().

Tenemos que para cada m,n € N,

H(@™") =H(a™V f7™(a™) < H(@™)+ H(f™(a™)). (1.17)
Observe que
™ =a v @) VeV T ) v ) Ve v T D () = oy T a").
am frman)

Tenemos que H(f ™(a)) < H(a). En efecto, basta probar que H(f 1(a)) < H(a).
Sea o/ C o una subcobertura finita de o tal que #(a’) = N(a). Como M = Jyc U
entonces M = f~1 (M) = Uyey fHU). Ast, o = {f7HU) C M;U €y f7HU) #
(0} es un cubrimiento de M tal que # () < #(c’). Por lo tanto, N(f~(a)) < #(a”) <
#(o') = N(a). Asi, H(f~}(a)) < H(a), y por lo tanto,

H(f () < H(«) para cada m > 1. (1.18)

Observe que puede ocurrir que f~'(U) = () para algin U € o/. En caso que f sea
sobreyectiva #(a) = #(f~1(a)).
De (1.17) y - tenemos que

H(am+n) < H(am) + H(a") para cada m,n € N. (1-19)

Esto es, la sucesion (H(a™)) es subaditiva.

neN

Lema 2. Sea (&,)nen C [0,00) una sucesion subaditiva de nimeros reales no negativos.

Esto es, para cualesquiera m,n € N, &nin < &+ & Entonces existe hm % € [0, 00).
k—oo

Prueba. Sea L = 1’nf{§]~C >0k e N} Como & > 0 para cada k € N, entonces L > 0.

Dado € > 0, existe kg € N tal que
S g4 € (1.20)

Dado k € N, del algoritmo euclideano, existen g, 7, € Z tales que k = ko - qr + ri,

donde 0 < ri < kg y g > 0. Por lo tanto,

&k = Cko-qrtr < Sko-qr, T & < @k Eko + Ers
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donde &, = 0 si rp = 0. Por ende,

Sk Qe Eky . Eme <§k0 &y

0< 2L 2k L2y 2k todo k € N.
_k_k—i-k_ko—i-kparaooe
Por consiguiente, siendo ¢ = méx {0, & Ergy - 7£T'k0—1 }, tenemos que
l
%<§$+k,paracadak€N.

Del Principio Arquimediano,

l
existe pg € N tal que — < < (1.21)
po 2
Por tanto, de (1.20)) y (1.21)), si & > po entonces L < % < L + €. Por consiguiente,
limf—k:L:fnf ém;meN}. O
k—oo k m

Del Lema [2] tenemos que existe el limite

h(f.a) = tim ) et (0m) fnin e N

n—00 n

para cada cubrimiento abierto o de M. Se define la entropia topoldgica de f como
h(f) = sup {h(f, @) > 0; es un cubrimiento abierto de M }.

Sean « y 8 cubrimientos abiertos de M tales que a < . Entonces o™ < ™ para cada

n € N. En efecto, sean n € Ny Vy € 8", Asi, existen Vi, Vs,...,V, € § tales que
Vo=Vin o (V) neon f7 07010,

Como «a < 8, para cada i € {1,2,...,n} existe U; € a tal que V; C U;. Considere
Up=Urnf  (U) N0 f= D).

Tenemos que Uy € o™ y Vg C Uy.

Por consiguiente,
H(a") < H(B") para cualquier n € N,

puesto que ' < " siempre que n € N, Por ende, h(f,a) < h(f, ).
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Para cada cubrimiento abierto o« de M, de la compacidad de M, existe algtin sub-

cubrimiento finito 8 C «. En particular, o < . Asi, h(f,«) < h(f, ). Por lo tanto,
h(f) < sup {h(f,8) > 0; 3 es un cubrimiento abierto finito de M}.

Y claramente,
sup {h(f, B) > 0; 8 es un cubrimiento abierto finito de M} < h(f).

Por lo tanto

h(f) = sup {h(f,ﬁ) > 0; 8 es un cubrimiento abierto finito de M}

1.3.1. Invarianza de la entropia topologica por conjugaciones topol6-

gicas

La nocién de entropia topoldgica es invariante por conjugaciones topologicas. Esto
es, dadas dos aplicaciones continuas f : X — X y g : Y — Y, tales que existe un
homeomorfismo h : Y — X con hog = foh; tenemos que h(f) = h(g). Una tal funcion
h es llamada una conjugacion topoldgica entre f y g.

Sean f: M — My g: N — N funciones continuas definidas sobre espacios compactos.
Decimos que g es un factor de f, si existe alguna funcion h : M — N, que es continua
y sobreyectiva tal que ho f = go h.

M LM
L0
N L N

Una tal funciéon h es llamada una semiconjugacion topoldgica entre f y g.

Lema 3. Sean f: M — M y g: N — N funciones continuas definidas sobre espacios

compactos. St g: N — N es un factor de f: M — M. Entonces hiop(g) < heop(f)-

Demostracion. Sea 6 : M — N una funcién continua y sobreyectiva tal que 6 o f =
g o 0. Sea a un cubrimiento abierto de N. Entonces §71(a) = {#71(A); A € a} es un
cubrimiento abierto de M. Sean Ag, A1,...,A,_1 € a. Tenemos que

n—1

n—1 n—1
9—1< ﬂ g—j(Aj)> - ﬂ 0~ (977 (4))) = m F(07H(A)). (1.22)
j=0 3=0

J=0
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Por definicion, 6! (a™) esta formado por conjuntos como el del lado izquierdo de la igual-
dad |D y los conjuntos como los del lado derecho de (D constituyen (Q_I(Q))n.

Por lo tanto,
0 (™) = (07 ()" (1.23)

Sea v C a™. Si v cubre N, entonces 6~ 1(v) C (9*1(04))" cubre M.
Se tiene que N(a™) = N(Q‘l(a")), puesto que 6 es sobreyectiva. Por ende, de ([1.23),

concluimos que N(a™) = N ([#~!(a)]") para todo n € N. Por consiguiente,
H(a") = H([O‘l(a)]”) para cualquier n € N.
Entonces,

h(g,a) = lim M = h(

n—00 n n—oo n

£,071(a)).

Asi, para cada cubrimiento abierto ade N, h(g, @) = h(f,07'(a)). Como h(f, 07 (a)) <
hiop(f), para cada cubrimiento abierto o de N. Entonces, h(g, ) < hiop(f) para cada

cubrimiento abierto oo de N. Asi,

hiop(g) = sup {h(g,a); a es cubrimiento abierto de N} < hiop(f)-

Como consecuencia directa de este Lema [3 tenemos el siguiente corolario

Corolario 1. Sean f: M — M y g : N — N funciones continuas, definidas sobre

espacios compactos, que son conjugadas topoldgicamente. Entonces h(f) = h(g).

Demostracion. Como f y g son funciones continuas conjugadas topologicamente, existe
algin homeomorfismo h : M — N tal que ho f = g o h. Por lo tanto, también se tiene
que h~tog = foh™!, donde h~! es también un homeomorfimso. Por ende g es un factor

de f,y f esun factor de g. Asi, h(g) < h(f) vy h(f) < h(g). Por tanto, h(f) = h(g). O

1.3.2. Conjuntos generadores y conjuntos separados

Sea f: M — M una funcién continua sobre un espacio métrico (M, d), no necesa-
riamente compacto. Sea K C M un subconjunto compacto. Dados ¢ > 0 y n € N, un

conjunto £ C M es (n,€)-generador de K, si para cualquier x € K, existe al menos
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un a € F verificando que para todo ¢ € {0,1,...,n — 1}, d(fi(:n),fi(a)) < €. Esto es,
K C U,cr B(a,n,e), donde B(a,n,¢€) es la bola dindmica de centro a, longitud n y

radio e,
B(a,n,e) = {a: € M;d(fi(x),fi(a)) < e para cadai € {0,1,...,n— 1}}

Denotando por B(w,d) a la bola abierta de centro w € M y radio > 0, tenemos que

(a,n,e€) ﬂf_l fla ,€)).

Note que w € B(w, k,n) para cada w € M, cada k € N y cualquier > 0. Claramente
se tiene que

K C U (z,m,€)
zeK
Desde que K es compacto, existe algin E C K finito satisfaciendo que

KCU (x,n,€)

zel

Es decir, existe algin E C K que es (n, €)-generador del compacto K.

Sean K un subconjunto compacto de M, y € > 0. Definamos

1
g(f, e, K) —hmsup—loggm(f,e,K),

m—00

donde
gm(f, €, K) = min {#E € N; E C M es un conjunto (m, €)-generador de K}

Fijemos €1, €3 €]0, +00] tales que €; < e2. Considere E C M siendo un (n, €1)-generador
de K minimal, esto es #E = gu(f,e1,K) y K C U,cp B(a,n,e1). Tenemos que
B(a,n,e1) € B(a,n,e2) para cualquier a € E, ya que €; < €z. Por consiguiente E

es un (n, ez)-generador de K. De lo cual, g, (f, €2, K) < gn(f, €1, K). Por lo tanto,

lim sup — 10ggn(f,62, )<hmsup log gn(f, €1, K)

n—0o0 n—00

g(f7€2aK) < g(fvevi)v

donde 0 < €1 < €2. Por ende, existe g(f, K) donde

g(f, K) = lim g(f,¢,K) €0, +o0],
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para cada subconjunto compacto K de M, ya que la aplicacion € € (0, 4+00) — g(f, €, K)
es no creciente.

Definimos g(f) como
g(f) =sup {g(f, K) € [0,00]; K € M es subconjunto compacto}

Observacion: En caso que M sea un espacio métrico compacto, entonces g(f) =
g(f, M).

Dados n € N, € > 0 y un subconjunto compacto K de M. Un subconjunto no vacio
E C K se dice que es (n, €)-separado, si para todo x € E se tiene que

B(z,n,e) N E = {z}.
Es decir, para cada x,z € E,
si d(f7(x), /(2)) < € para todo j € {0,1,...,n — 1}, entonces z = .
Lo cual es equivalente a que para cada x,z € F,
d(f(z), f?(z)) > € para algtn j € {0,1,...,n — 1}, siempre que z # z.

Lema 4. Sean n € N, ¢ > 0 y K un subconjunto compacto de M. Si E C K es un

conjunto (n,€)-separado, entonces #E < g,(f,€/2, K).

Demostracion. Sean € > 0, n € N y consideremos K C M compacto. Sea £ C K un

conjunto (n, €)-separado. Y sea F' C M tal que

K € |J B(zn.€/2),
zeF

esto es, F' es un (n, ¢/2)-generador de K. Por ende, £ C K C |J,p B(2,n,¢/2). Luego,

para todo x € F, hay algun y € F verificando que = € B(y,n,€/2), es decir,

para todo ¢ € {0,1,...,n — 1}, d(f’(y),fz(x)) < €/2.

Sea ¢ : E — F una funciéon de manera que para todo x € E, fijamos un punto {(z) € F

satisfaciendo que

para todo i € {0,1,...,n — 1}, d(f'(z), f'(&(2))) < /2.
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Mostremos que £ es una funcion inyectiva. En efecto, consideremos x, 2’ € E verificando

que que &(x) =y = &£(2). Por ende, puesto que £(z) = y tenemos que
d(fi(y),fi(a:)) < €/2 para todo i € {0,1,...,n — 1}; (1.24)
y dado que £(z') = y, tenemos que
d(f'(y), f'(z')) < /2 para cualquier i € {0,1,...,n — 1}. (1.25)
Por consiguiente, de y (1.25]), concluimos que
d(f'(z), f'(2")) < e para cualquier i € {0,1,...,n — 1},

donde z,2’ € E. Por lo tanto = 2/, desde que E es un conjunto (n,€)-separado, y

x,2' € E. Asi, de este modo hemos mostrado que ¢ es inyectiva.

Por lo tanto, tenemos que #F < #F para todo conjunto F' que es (n, €¢/2)-generador
de K. Particularmente, considerando el caso en el que F' sea un conjunto (n,e€/2)-

generador de K tal que #F = g,(f,€¢/2, K). Por ende, concluimos que
#E < gn(fv 6/27K)'

O

Del Lema [] tiene sentido considerar la siguiente definicion, para cadan € N, e > 0

y un subconjunto compacto K C M,
sn(f,e, K) = mzix{#F;F C Ky Fes(n, 6)—separado}.

Por ende, del mismo Lema , concluimos que s,(f,e, K) < g,(f,€/2,K) para todo

e > 0, todo compacto K C M, y todo n € N. Considere que s(f,¢, K) denota a

1
s(f,e, K) =limsup — log s, (f, €, K).

n—oo TN

Fijemos A1, Ay €]0, +00] tales que A2 > A1 > 0. Consideremos también un compacto K
en M,y n € N. Sea FE un conjunto (n, \y)-separado tal que E C K y #E = s,(f, A2, K).

Por ende, para cualesquiera z,y € E,

d(fjo(:p),fjo(y)) > Ao para algun jo € {0,1,...,n — 1}, siempre que x #y. (1.26)
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Por consiguiente, de , y dado que Ay > A1, se tiene que para cada =,y € F,
d(fjo(ar),fjo(y)) > A; para algin jp € {0,1,...,n — 1}, siempre que x # y.
Por ende, E es (n, \)-separado y E C K. Asi, concluimos que
para todo n € N, s,(f, A2, K) = #E < s,(f, A\, K), (1.27)

donde
sn(fid, K) = méx{#F;F C Ky Fes(n, Al)—separado}.

Por consiguiente, de (1.27)),

1 1
lim sup — log s,,(f, A2, K) < limsup — log s, (f, \1, K)
n n

n—o0 n—0o0
s(f, A2, K) < s(f, A1, K).
Por lo tanto, existe
/\lir(r)l+ s(f,\, K) €0, 400], (1.28)

ya que la aplicacion

A €]0, 40— s(f, A\, K) € [0, +00[
es no creciente. Denotaremos por s(f, K) al limite anterior en . Esto es,
S(F.K) = lim s(f, 0, K).
para cada subconjunto compacto K de M. Defina s(f) como
s(f) = sup {s(f, K) € [0, +00]; K C M es subconjunto compacto }
Observacion: En caso M sea un espacio métrico compacto, entonces s(f) = s(f, M).

Lema 5. Para cadan € N, € > 0 y cada compacto K C M,

gn(fa€7K) S Sn(f76’K) Sgn(f76/2?K)'

Demostracion. Dadose > 0,y K C M compacto. Del Lema sn(f, 6, K) < gn(f,€/2,K).

Solo nos falta mostrar que

gn(f7 €, K) Ssn(fv €, K)
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Considere un conjunto (n, €)-separado tal que #F = s,,(f,¢, K) y E C K. El hecho que

E sea (n, €)-separado significa que, para todo x,y € F,
existe ¢ € {0,1,...,n — 1} tal que d(fi(x), fz(y)) > ¢, siempre que x #y.  (1.29)
Desde que E C K es un conjunto (n, €)-separado maximal en K, esto es, E C K y
#E =s,(f, 6, K) = méx{#F;F CKyPFes (n7)\1)—separado},

tenemos que EF W {a} C K no es (n,e¢)-separado, siempre que a € K \ E. Fijemos

a € K\ E. Tenemos que no es cierto que para todo z,y € E'W {a},
existe ¢ € {0,1,...,n — 1} tal que d(fi(:c), fz(y)) > ¢, siempre que x # y.
Por consiguiente, de ([1.29)), existe x, € E verificando que
para todo j € {0,1,...,n— 1}, d(f/(a), f/(z4)) < €.

Por lo tanto, a € B(x4,n, €). De este modo concluimos que, para cada a € K \ F, existe

xq € E tal que a € B(z4,n,¢€). Por tanto,

K\EC | B(zn,e).
zelE

Asi, desde que w € B(w,n, €) para todo w € E, concluimos que

K C U B(z,n,e).
z€E

Por lo tanto, E es un conjunto (n,e€)-generador de K. Por consiguiente, desde que

gn(f, €, K) < #E, tenemos que g,(f, €6, K) < #FE = s,(f, ¢, K). O
Del Lema[p] dados n € N, e > 0y K C M compacto,
gn(f, 6, K) < su(f, 6, K) < gn(f,€/2, K).
Considerando lim sup cuando n — +o0o, tenemos que

limsup gn(f, €, K) < limsup s,,(f, €, K) < limsup g,(f, €/2, K)

n——+o00 n——+oo n——+o00

g(f,eK) < s(fie K) < g(f,¢/2,K),
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Por lo tanto, para todo € > 0 y cualquier compacto K C M,

9(f, &, K) < s(f,e, K) < g(f, /2, K), (1.30)

Entonces, en ((1.30]), tomando limite cuando € — 0T, concluimos que para todo compacto

K en M,

9(f, K) < s(f, K) < g(f,K) (1.31)

Por ende, en (1.31]), tomando supremo sobre la coleccion deconjuntos compactos inclui-

dos en M,

sup g(f,K) < sup s(f,K)< sup g(f K)
KCM KCM KCM
K compacto K compacto K compacto

/

~~

g(f) < s(f) < g(f)

Por lo tanto, g(f) = s(f).

Proposicion 1. Sea f : M — M wuna funcidn continua definida sobre un espacio

métrico compacto (M,d). Entonces h(f) = g(f) = s(f).

Demostracion. Sea o un cubrimiento abierto de M. Por la compacidad de M existe
e > 0 tal que 2¢ es un numero de Lebesgue asociado al cubrimiento «, esto es, para cada
A C M, con diam(A) < 2¢, se tiene que existe U € « tal que A C U. Asi en particular,
para cada z € M, existe U € « tal que B(z,€) C U. Entonces para cada n € N y cada
x € M, existe V € o™ tal que B(z,n,e) C V. En efecto, dados x € M y n € N, tenemos
que B(z,n,e) = ﬂ?:_& f79(B(f'z,€)) y para cada j € {0,1,...,n — 1}, existe U; € «
tal que B(f/x,¢e) C U;. Asi, B(z,n,¢€) C ﬂ?;& —I(U;) € a™.

Sea F' C M un conjunto (n, €)-generador de M minimal, esto es, M = |, B(x,n,¢€)
y #F = gn(f,e,M). Para cada x € F, existe U, € " tal que B(z,n,e) C U,. Asi,
{U}zer es un subcubrimiento finito de a™. Asi, N(a") < #F = g,(f,e, M). Por lo
tanto,

1 1
lim sup — log N (") < limsup — log g, (f, €, M)

n—oo N n—oo N

h(f,a) < 9(f, e M).
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Hemos mostrado que para cada cubrimiento abierto o de M, existe € > 0 tal que
h(f,a) < g(f,e, M). Como la funcién ¢ € (0,+00) — g(f,d, M) es no creciente, se tiene

que h(f,a) < g(f, M) para cada cubrimiento abierto « de M. Por lo tanto,
h(f) = sup {h(f,a); a es un cubrimiento abierto de M} < g(f, M) =g(f). (1.32)

Dado € > 0, sea o un cubrimiento abierto de M tal que diam(a) < €. Sean n € N
y B C a™ tal que N(a") = #5. Sea E C M un conjunto (n,€)-separado de M. Sean
z,y € ENV,conV € . Como g C o, para cada j € {0,1,...,n — 1} existe V; € «
tal que V = ﬂ;:ol F77(V;). Tenemos que z,y € Ey x,y € V, esto es, z,y € f7(V))
para cada j € {0,1,...,n — 1}. Por lo tanto, z,y € E'y, d(f(z), f/(y)) < diam(V;) <
diam(«) < e para cada j € {0,1,...,n—1}. Como E es (n, €)-separado, entonces x = y.
Por lo tanto, para cada V € 8, #(ENV) < 1. Como M =,z V y £ C M, entonces
E=Uyes(ENV)y porlo tanto, #E < > s #(ENV) < #(B8) = N(a™). Asi, para

cualquier conjunto (n,€)-separado E C M, se tiene que
#E < N(a").
Por ende, en particular concluimos que
sn(f, e, M) < N(a™), para todo n € N.

Hemos mostrado que para cada ¢ > 0, existe algin cubrimiento abierto o de M tal
que para cada n € N, s,(f, e, M) < N(a™). Por consiguiente, tomando lim sup cuando
n — 4090,

1 1
lim sup — log s,,(f, €, M) < lim sup — log N (a")
n

n—00 n—oo N

s(f,e, M) < h(f, ).

Asi, para cada € > 0, existe «, cubrimiento abierto de M tal que s(f,e, M) < h(f, ).

Como para cada cubrimiento abierto 6 de M, h(f) > h(f,0), tenemos que
s(f,e, M) < h(f), para cada € > 0. (1.33)

Por lo tanto, en ([1.33)), haciendo € — 0T, tenemos que

s(f) = s(f, M) <h(f). (1.34)
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En resumen, de (1.34) tenemos que s(f) < h(f). Ademas, de (1.32), h(f) < g(f). Por

consiguiente,

s(f) < h(f) < g(f)-

Dado que del Lema[j] se tiene que g(f) = s(f), concluimos que h(f) = g(f) = s(f). O
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Capitulo 2

Resultados principales sobre la

(G H-estabilidad topologica

2.1. Propiedades de la distancia C°- Gromov-Hausdorff

Sean los espacios métricos (X,dX) e (Y,dY). Consideremos dos homeomorfismos
f:X—=>Xyg:Y =Y. En caso exista alguna isometria h : X — Y satisfaciendo que

ho f=goh,diremos que f y g son isométricos entre si.

Ademas, decimos que una funcién continua f : X — X, es una isometria si f es

sobreyectiva, y
para todo z,w € X, d~¥ (f(2),9(w)) = d* (z,w).
Por lo tanto, cada isometria es un homeomorfismo.

Teorema 2. Sean los espacios métricos (X,dX), (Y,d¥) y (Z,d?). Dadas las funciones

f: X—>Xyg:Y =Y, tenemos que:

(1) dago(f,9) < dco(f,g), siempre que X =Y. Ademds, la desigualdad puede ser

estricta.
(2) dau(X,Y) <dgpo(f,g). Y si f=1dx y g =1dy, entonces
don(X,Y) = dgpo(f, 9)-

3) Si X eY son compactos es continua entonces: dgpo(f,g) = 0 si, y solamente
p Y 3g GH g )

st, [ y g son isométricos entre si.
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(4) dgpo(f,9) = daro(g, f)-

(5) Para cada homeomorfismo h : Z — Z, se tiene que
daro(f,9) <2 (dguo(f,h) + dgpo(h,g)).

(6) dgmo(f,g) > 0. Ademds, dggo(f,g) < oo siempre que X e Y sean espacios mé-

tricos acotados.

(7) Sean (gm Y, — Ym)m una sucesion de isometrias, y sea X compacto satisfa-

eN

ciendo que
im_dgpo(gm, f) =0

Entonces f es también una isometria.

Demostracion del Teoremal2. (1): Sean X e Y dos espacios métricos tales que X =Y.
Sea A > dpo(f,g) v sean i = Idx = j, donde Idx representa a la funcion identidad
sobre X. Por ende, ¢ y j son isometrias. En particular, para cualquier p > 0, ¢ y j son

p-isometrias, satisfaciendo que:

deo(goiyio f) =deo(g, f) < A; 'y

doo(f 0 j,jog)=doo(f,g) <A
Por ende, dgro(f,g9) < A. De este modo,
dgro(f,9) < A, para todo A > deo(f, g). (2.1)
Haciendo tender A a do(f, g) en [2.1)), A — dco(f, g), concluimos que

dGHO(fa g) < dCU(f7g)'

Consideremos dos homeomorfismos diferentes f y g sobre X, pero isométricos entre si.
Del item (3) del Teorema [2] dggo(f, g) = 0. Por otro lado, como f y g son homeomor-

fismos diferentes entonces deo(f,g) > 0. Asi,

deo(f,9) > 0=dgpo(f,g)

(2): Sean f: X — X y g:Y — Y dos homeomorfismos. Dado € > 0, de la definicion
de dGHO(fa g)a

existe A < dggo(f,g) + e, (2.2)

29



tal que
deo(io fogoi) < A; y
deo(jo g, f 0 §) < A.
para algunas funciones i : X - Y y j: Y — X, las cuales son A-isometrias. Por ende,
dea(X,Y) <A. (2.3)
Por lo tanto, de y , concluimos que
dea(X,Y) <dggo(f,g9) +e. (2.4)

Por consiguiente,

dGH(X> Y) < dGHO(fa g)? (2'5)

desde que € > 0 fue arbitrario en .

Por otro lado, supongamos que f = Idx y g = Idy. Dado € > 0, de la definicién
de dgp(X,Y), existen dos A-isometrias i : X — Y y j:Y — X, para algin A <
deu(X,Y) + e

Ademiés, tenemos que

deo(io f,goi) =deo(ioldy,Idy oi) =0 <A, y

deo(jog, foj)) =deo(joldy,Idx oj) =0 <A,
puesto que f =Idx y g = Idy. Por ende,
dgmo(f,9) < A. (2.6)
Por lo tanto, desde que A < dgp(X,Y) + ¢, de , deducimos que
dapo(f,9) < deu(X,Y) +e. (2.7)

Por consiguiente, dgpo(f,9) < deu(X,Y), desde que € representaba a cualquier real

positivo en (2.7)). Asi, de (2.5)), concluimos que dggo(f, 9) = dguy(X,Y) cuando f = Idx
yg= Idy.

(3): Consideremos los homeomorfismo f : X — X y g : Y — Y satisfaciendo que

ho f = goh, para alguna isometria h : X — Y. Es decir, f y g son isométricos entre
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si. Por ende, h"'og = foh™ ! yaque hof = goh. Por consiguiente, h : X — Y y

h™1:Y — X son isometrias, verificando que

deo(goh,ho f)=0<A;y

deo(foh ™ htog) =0 <A,

para cualquier A > 0. Ademas, h y h™! son A-isometrias para todo A > 0, desde que h

y h~! son isometrias. Por ende,

dGHO(fa g) < A.

Como A > 0 fue arbitrario, tenemos que

dGHO(f7g) =0.

Reciprocamente, sean f: X — X y g: Y — Y dos homeomorfismos tales que

dGHO(f7.g) =0.
Donde X e Y son compactos. De la definicion de dggo(f, g), puesto que
1 .
daro(f,g) =0 < —, para cualquier n € N;
n

se tiene que para todo n € N existen Ap-isometrias i, : X - Y y j, : Y — X, no

necesariamente continuas, donde A,, < 1/n, satisfaciendo que
dCO(goiminof) < An} (2.8)
dCO(f ojnajn © g) < An- (2.9)

De la compacidad del conjunto X, considere A C X, un subconjunto numerable denso

en X. Sea

B = {f”(a);aGAynGNO} = U f*(A),
neNg
donde f"(A) = {f™(a);a € A} para cada n € Nyp. Como A es numerable, entonces
f"(A) es también numerable para cada n € Np. Por lo tanto, B = (J, oy, f"(4) es

numerable. Ademas,

f¥(B) c Bparacadak € Ny. (2.10)
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En efecto, sea * € B y k € Ng. Mostremos que f¥(x) € B. Como = € B, entonces

existen a € A e i € Ny, tales que x = f%(a). Asi, tenemos que
) = 2 (@) = (),

donde k +i € Ny y a € A. Por lo tanto, f*(x) € B.

Consideremos la notacion B = {by }ren, desde que B es un conjunto numerable.

Lema 6. Bajo las hipdtesis anteriores, en el item (3) del Teorema 2| , siendo X e Y
espacios métricos compactos, existe una isometria i : X — Y, verificando que iof = goi.

Esto es, g y f son homeomorfismos isométricos entre si.

Demostracion del Lema [, Tenemos que B = {by}ren C Y es numerable y denso en Y.
De la compacidad de Y, toda sucesion en Y admite al menos una subsucesién convergen-

te a algin punto de Y. Por ende para (in(bl))neN CY, existe (ik}l (bl))nEN’ subsucesion

de (in(bl))neN CY, satisfaciendo que

lim iy (b1) = i(by),

n—oo
para algun i(b;) € Y.

Nuevamente, puesto que Y es compacto, para (z’k%(bg)) existen i(b2) € YV y

neN
alguna subsucesion (zk% (bQ))nGN de (ik}l (bg))neN, satisfaciendo que

lim Zk% (bg) = Z(bg)

n—oo

Por ende, (k%)nGN - (krlz)nGN-

Una vez mas, dado que Y es compacto, para (z’k% (b3))n€ existen i(b3) € Y y alguna

N
subsucesion (zk% (b3))n€N de (zk% (b3))n€N’ verificando que

im iy (bs) = i(bs).

n—oo

Por lo tanto, (k3)nen € (k2)nen.

Sea m € N. Si existe una sucesion estrictamente creciente (k]),eny en N, y existe

i(bm) € Y verificando que

nlggo Lpgm (bm) = Z(bm);

entonces para la sucesion (igm (bpi1)), - €xiste alguna subsucesion (ik:{H»l (bm+1)),, N

de (zk;Ln (bm+1))n€N, y existe i(by,+1) € Y, satisfaciendo que

i dymi (bit1) = @(bm1),
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todo ello desde que Y es un espacio métrico compacto.
Asi, de este modo, inductivamente, tenemos definida la sucesion estrictamente cre-
ciente (k")nen C N e i(by,) € Y, para todo m € N, satisfaciendo las siguientes dos

condiciones:

(1) lim igm(by) = i(by), para cualquier m € N.
n—oo "

(ii) (E™1),en € (K™)nen, para cualquier m € N.

Sea (o(n))

neny Una sucesion definida por

o(n) = k]! para todo n € N.

m

Fijemos m € N. Puesto que (o(n)) _ ~es una subsucesion de (kj

Jn>m, entonces

(io(n)(bm)), 5, €s una subsucesion de (igm (bm)), -, . Por consiguiente, de (i),

n2

lim ia(n) (bm) = Z(bm)

n—oo

Dado que m represent6 a un nimero natural arbitrario, y puesto que B = {by, }men,

podemos definir ¢ : B — Y, de la siguiente manera

i(byn) = lim i,(,)(bm) para todo m € N. (2.11)

n—o0

Veamos que ¢ es una funciéon que preserva distancias. En efecto, en principio fijemos

n € N. Se tiene que, para cualesquiera w,w’ € B,
dX(fw,fw’) + A, >dY (in(fw),in(w’)) > dX(fw,fw’) — A,
. . . 1
dado que i, es una A,-isometria. Por ende, desde que A,, < —,
n

d* (w,w') + % > d¥ (in(w),in(w)) > d* (w,w') — %

Por consiguientes, para cualesquiera w,w’ € B,

d* (w, w') + G(ln) > A" (ig(m (W) gy (w)) > 4 (w,w') - U(ln).

Puesto que n € N, representé a un nimero natural cualquiera, tenemos que dados

w,w’ € B, para todo n € N,

X (w, ') + J(ln) > (i (). () > ¥ 00, 0') = (2.12)
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Asi, en (2.12), tomando limite cuando n tiende a +oo, concluimos que para cualesquiera
w,w’ € B,

d* (w,w') > d¥ (i(w),i(w')) > &~ (w,w").

Por ende,
d” (i(w),i(w)) = d* (w,w’) para cualesquiera w,w’ € B. (2.13)

Definamos la funcién i : X — Y, como una extensién natural de i : B — Y, de la

siguiente manera

i(w) ,siw e B

lim i(wy) , siempre que (wy)nen C B satisfaga que lim w, = w.
n—+o00 n—+00

Observe que dado que B = X, para cada w € X \ B, existe al menos una sucesioén de
puntos en B que converge a w.
Se tiene que 7 : X — Y estd bien definida. En efecto, sean (wy)nen ¥ (2n)nen, dos

sucesiones en B verificando que

lim w,= lim z,=a)€ X\ B; (2.14)
n—-+00 n—-+00
mostraremos que ngrfoo i(wy) = nglfm i(zn)-

Definamos la sucesion (0,,)nen del siguiente modo:

wn , sin € N es par,
2
0, =

Znt+1 , sin € N es impar.
2

De ([2.14)), tenemos que (6,)neny € B es una sucesion convergente tal que

lim 6, = ap.
n—-+o0o

Por ende, (6),)nen € B es una sucesion de Cauchy. Esto es, para cada € > 0, existe
ng € N tal que

dX(Hn,Gm) < €, siempre que n,m > ng.

Por lo tanto, desde que (0),)nen C B, de (2.13), concluimos que para todo € > 0, existe

ng € N tal que

d¥ (i(0n),i(0m)) = d% (05, 01) < €, siempre que n,m > ng.
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Es decir, (Z(Qn)) es una sucesion de Cauchy en el espacio métrico compacto Y.

neN

Dado que todo espacio métrico compacto es un espacio métrico completo, tenemos que
(z(ﬁn))neN es una sucesion convergente en Y. De la definicién de (Hn)neN, se deduce

que

i(wz), sin €N es par,

i(6n) =
i(zn+1), sin € N es impar.
2
Por lo tanto,
ol i(02n) = Mm i(62n-1),

desde que (z(@zn))n en Y (i(@gn_l))n cn Son subsucesiones de la sucesion convergente
(i(@n))neN. Asi, dado que i(6ay,) = i(wy) v i(02,—1) = i(z,) para todo n € N, se deduce
que

ngrfoo Z(wn> - ngrfoo Z(Zn),

Por consiguiente, i : X — Y esta bien definida.

Dados z,w € X, dado que B = X, existen (2, )nen € By (wn)nen C B satisfaciendo

que
I S
Por ende, de ,
nLﬁEOO dY (i(zn),i(wn)) = ngrfoo dx (2, wn)
dy (i(2),i(w)) = dX(z,w).
Por tanto,
para cualesquiera z,w € X, d¥ (i(2),i(w)) = dX(z,w). (2.15)

Mostremos ahora que 7 : X — Y es sobreyectiva. Sean z € X e y € Y, tenemos que

lim dX (b%,,z) = 0,

m—00

para alguna sucesion (b%,)nmen € B, puesto que B = X. De la desigualdad triangular

de la métrica d¥, para cualesquiera m,n € N concluimos que,

d" (y,in (b)) < d* (y,in(2)) + d* (in(x),in(b%,)),

y dr (Z/a ln(x)) < d" (y, Zn(b’rzn)) +d” (Zn(bfn)a Zn(x))
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Por ende, para cualesquiera m,n € N,
‘dY (y,in(b,)) — dY(y,in(x))‘ < d¥ (in(b,), in(x)). (2.16)
Ademés, para cualesquiera m,n € N,
A" (in(b5),in(x)) < dX (b5, ) + An, (2.17)
desde que i, es una A,-isometria. Por consiguiente, para cualesquiera m,n € N.

@ (5, in(0)) — @ (9in(e)) | < a¥ (B, ) +

n

1
desde que se verifican (2.16]) y (2.17), y A, < —. Por ende, para cada m,n € N,
n

1
A" (y.in(b7,)) < d" (v, in()) +d* (05, 2) +
Por consiguiente, desde que d (y, zn(B)) es el infimo de las distancias entre y y puntos

de i, (B), concluimos que para cualesquiera m,n € N,

d(y,in(B)) < d¥ (y,in(z)) + dX (0%, z) + 1 (2.18)

n
Asi, tomando limite cuando m tiende a +o00, en (2.18]), se tiene que para todo n € N,
. . 1
d(y,in(B)) < d" (y,in(x)) + -~

Dado que x representa a un punto arbitrario de X, tomando infimo in)f( a ambos lados
BAS

de la desigualdad anterior, se tiene que para todo n € N,

. . . . 1
;g{d(y,zn(B)) < ;g)f( (dy(y’ in(z)) + n>

d(y,in(B)) < d(y,in(X)) + (2.19)

1
o

Desde que y representa a un punto cualquiera de Y, considerando el supremo sobre

los puntos y en Y, sup, al lado izquierdo y derecho de la desigualdad dada en ([2.19)),
yey
concluimos que para todo n € N,

; . 1
j‘gd(%ln@)) < sup (d(ywn(X)) + n)

1
d (Yyin(B)) < d (Y, in(X)) + ~ (2.20)
. . 1 .
Por otro lado, dado que i, es una A,-isometria, con A,, < e se tiene que
. 1
di (Y, in(X)) < Ap < - (2.21)
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Por lo tanto, de (2.20) y (2.21)), para todo n € N,

du (in(B),Y) < 2,
e

sup d(z,in(B))

z€Y

2
Por tanto, para todo y € Y se tiene que d(y,in(B)) < —. Esto es, para todo n € N,
n
uf 4 (y, in(w)) < - (2.22)
weB ’ n

Fijemos y € Y. De (2.22)), para todo n € N, existe al menos un pu, € B satisfaciendo

que

dY (y,zn(,un)) <

Por consiguiente, para cada y € Y existe una sucesién (,un)neN en B C X, satisfaciendo
que para todo n € N,
\ g 2
d (yaln(,un)) < —.

Por consiguiente,

para todo n € N, d¥ (y,io.(n) (B (n) )) (2.23)

(n)
Asi, desde que X es compacto, existe al menos una subsucesion (u n)>neN de la sucesion

(Ho(n))nen en B C X, y existe w € X verificando que

lim dX(up( yw) = 0. (2.24)

n—0o0

Tenemos que para cualquier n € N,

A" (y,i(w)) < " (Y ip(m) () + & (ipn) (Lo Toy (W) + & (igy (w), i(w))
. 1 -
< dY (y7 Zp(n)(lu’p(n))) + <dX(:U’p(n)a ’UJ) p(n)) =+ d ( p(n)( ) 7’(“’))7 (2'25)
desde que i) es una p(l ) -isometria para todo n € N. De ) v , se tiene que

d" (y,i(w)) < d" (Y ipm) (o)) + A (i) (Hpwm))s do(n) (w)) +d” (%(n) (w), i(w))
9

2 X iy ) + —— ) +d i(w)).
25 () 4 ) Y () 0)
Por ende,
dY (y,1(w)) < p(3n) + d¥ (o), w) + dY (i p(ny (W), i(w)), (2.26)

En este punto, tenemos dos posibilidades: w € Bo w € X \ B.
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» Caso I. Supongamos que w € B. De ([2.11)), tenemos que

z(w) = lim ip(n)(w), (2.27)

n—oo

dado que w € B.

Puesto que i(w) = i(w), tomando limite cuando n tiende a +00 a ambos lados de

la desigualdad en (2.26), de (2.24) y (2.27), concluimos que d* (y,i(w)) = 0. Por

lo tanto, y = i(w).

» Caso II. Supongamos que w € X \ B. Tenemos que kh’m l;, = w, para alguna
—+o00

sucesion (£x)ren € B desde que B = X.

Consideremos k € Ny n € N. De la desigualdad triangular para la métrica dY,

dY (ip(n) (w), z(w)) < dY (ip(n) (w), ip(n) (ﬁk)) + dY (Zp(n) (gk),g(ﬁk)) + dy (E(Ek),i(w))
(2.28)

De , d¥ (i(ly),i(w)) = d* (g, w). Ademés,

1
A (ip(o) (). i) (1)) < & (w0, )+~

desde que i) es una ﬁ—isometria. Por ende, de |D

dY (ip(n) (w), z(w)) S dY (ip(n) (w), ip(n) (gk)) + dY (Zp(n) (gk),i(gk)) -+ dY (E(Ek),i(w))

< <dX(w,€k) + p(ln)> + d" (i) (0r), i(0r)) + &~ (g, w).

Asi, para cualesquiera k,n € N,

A (i p(ny (w), i(w)) < 2 d™(w, &) + + d¥ (i pny (k) i(0)).- (2.29)

1
p(n)
De la definicién de i : B — Y, en ([2.11)), se concluye que

Hm d¥ (4 pg (4), (1)) = 0, (2.30)

n—-+o0o

dado que (¢k)ren es una sucesion de puntos en B. Por ende, considerando el limite

superior cuando n tiende a +00, a ambos lados de la desigualdad ([2.29)),

limsup d" (i) (w), i(w)) < limsup <2 (w0, 5) + 0 (i) (). z‘(m))

n—00 n—r00 p(n)
X ; 1 Y /- .
< 2-d* (w, b)) + h?j;ép <p(n) + d" (ipm) (Or),i(Cr)) | -
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Por ende, usando (2.30)) en la desigualdad anterior, para todo k € N,
lim sup d¥’ (i p(my (W), i(w)) <2 dX (L, w). (2.31)
n—oo

Considerando el limite superior cuando n — 400, a ambos lados de la desigualdad

(2.26)), y de (2.24]), concluimos que

- 3
h’msupdy(y,z’(w)) < lim ——+ lim dX(,up(n),w)—|—h’msude(ip(n)(w),i(w)),

n—+o0o n—+o0o p(Nn n—+00 n—+o0o

0 0

< limsup d*’ (i p(ny (W), i(w)).

n—-+4o0o

Por consiguiente, de (2.31]), en la desigualdad anterior, para cada k € N,

Por ende, dy(y,g(w)) = 0, puesto que kh’m dX (0, w) = 0. Por consiguiente,
—00
y = i(w).

Sea en el caso I, o en el caso II, tenemos que i : X — Y es sobreyectiva.

1
Por otro lado, para todo = € X se tiene que d (g(in(z)), in(f(2))) < =, gracias a
n

1
1} y va que A, < —. Por consiguiente, para todo b € B
n

1
d¥ (g(ipmy (D)) i (f(B))) < —. 2.32
(9 p(n) (0)), i p(n) (£ (D)) o) (2.32)
Ademas, de la definicion de ¢ : B — Y en (2.11)), para todo b € B, se tiene que
m i, (f(b) =i(f(b)), (2.33)

n—-+o0o

dado que, de (2.10), f(b) € B siempre que b € B.
Ahora, puesto que de (2.11), Hm i, (b) = i(b) para todo b € B, entonces

n—-+o0o

m g (ipm) (b)) = g(i(b)), (2.34)

n—-4o0o

desde que g : Y — X es continua. Por consiguiente, tomando limite cuando n tiende a

+o0 a ambos lados de (2.32)), de (2.33)) y (2.34)), se concluye que para todo b € B,

lim d" (Q(Zp(n)(b))7Zp(n)(f(b))) < !

m ——-—=
n—r—+00 n—+o0 p(n)

dY lim g(lp(n)(b))v lim Zp(n)(f(b)) <0

n—-+o0o n—-+o0o
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Por lo tanto, para todo b € B,

g(i(b)) =i(f(b)). (2.35)

Como B = X, tenemos que goi = i o f. En efecto, sea wy € X. Entonces existe

alguna sucesion (wp)nen formada por puntos en B satisfaciendo que

lim w, = wp. (2.36)

n——+o00

Por lo tanto i(wp) = li)m i(wy), gracias a la definicién de i. Por consiguiente,
n—oo

g(g(wo)): lim g(z’(wn)), (2.37)

n—-+o0o

dado que ¢ es continua. Ademés, f(wp) = Erf f(wp), desde que se cumple ([2.36) y
n o0

gracias a que f es continua. Por lo tanto,

i(f(wo)) = lm i(f(wn)), (2.38)

n—-+o00

gracias a la definicion de 7, y puesto que f(w,) € B para todo n € N, de (2.10). De
(2.35), dado que w,, € B para todo n € N, se concluye que

9(i(wn)) = i(f(wn)) para cualquier n € N.

Considerando el limite cuando n tiende a +o00, en ambos lados la igualdad anterior, se

tiene que, de (2.37) y (2.38),

lim g(i(w,)) = Um i(f(wn))

n—-+o0o n—-+o0o

-~

g(ilwo)) = i(f(w0))-

Por ende, desde que wy representé a un punto cualquiera de X, concluimos que

9(i(wo)) =i(f(wo)) para cada wo € X. (2.39)

Por tanto, existe una isometria 7 : X — Y verificando que goi = i o f. Esto prueba

que f y g son isométricos entre si, de este modo culminamos la demostracién del Lema

6l O
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(4): Sean f: X - X y g:Y — Y dos homeomorfismos. De la definiciéon de distancia
CY-Gromov-Hausdorff, dada en (1.5,

dapo(f,g) = inf {,u > 0; dpu-isometrias k: X — Y, [:Y — X satisfaciendo

deo(ko fogok) <pydeo(log, fol)<p}

= inf {,u > 0; Jp-isometrias [ : Y — X, k: X — Y, satisfaciendo
deo(log, fol) <pydeo(ko f,gok)<pu}

= dGHO(.g’f)'

(5): Sean los homeomorfismos f: X — X, h: Z —- Zy g:Y — Y. Mostremos que

depo(f,9) <2- [dGHO(fa h) +dgpo(h, 9)|-

Sea € > 0. De la definicion de dggo(f, h) tenemos que existen i : X - Zy j: Z — X,

Aj-isometrias, para algan Ay €]0, dggo(f, h) + €] satisfaciendo que
dCO (Z of,ho Z) < A, (240)

y deo(joh,foj) <A (2.41)

De manera similar, de la definicion de dggo(h, g) se tiene que existen k : Y — Z y

l:Z —Y, Ar-isometrias, para algun Ag €]0,dggo(h, g) + €] verificando que

deo(kog,hok) < Ag, (2.42)

y deo(loh,gol) < As. (2.43)

Claramente, de la definicién de A-isometria tenemos que, dado A; > 0, toda Ai-
isometria es una Ag-isometria, siempre que Ay > A;.
Mostremos que las funciones jok:Y — X yloi: X — Y son 2(A; + Ag)-isometrias.

Dado que la distancia de Hausdorff diy en Y satisface la desigualdad triangular,
i (10 9)(X).Y) < dir ((108)(X).1(2)) + dyr (I(2).Y).
Ademaés, como [ es Ag-isometria se tiene que dg (l(Z), Y) < As. Por ende,
di ((Loi)(X),Y) <du((loi)(X),1(Z)) + As, (2.44)
De la definicion de distancia de Hausdorff dg entre (10d)(X) y I(Z),

di((101)(X),1(Z)) = méx { Sg)p;d((l o i)(a),l(Z)),iggd(l(b), (Lod)(X)) } (2.45)
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Tenemos que para cualesquiera z € Z y a € X,
dy((l 0i)(a),l(2)) < dZ(i(a), z) + Ag,

gracias a que [ es una Ag-isometria. Por lo tanto, tomando infimo sobre los puntos z en

Z a ambos lados de la desigualdad anterior, se tiene que para todo a € X,

inf [dY((l oi)(a),l(z))} < fnf [dZ(i(a),z) +A2]

z2€Z z2€Z
[ (oD@ 1) < fnf [ (e, 2)] 4
d((loi)(a),l(Z)) < d(i(a),Z) + As. (2.46)

Por lo tanto, tomando supremo, respecto a los puntos a en X, a ambos lados de la

desigualdad ([2.46)), concluimos que

sup (o)), u2))] < sup |(i(0), 2) | + . (2.47)

De manera similar, para cualesquiera b€ Z y x € X,
d” (1(b), (1 04)(x)) < d?(b,i(z)) + Aa,

puesto que [ es una As-isometria. Por ende, tomando infimo sobre los puntos z en X a

ambos lados de la desigualdad anterior, se tiene que para todo b € Z,

inf [dY(Z(b),(zoi)(:c))} < fnf [dz(b,z(x)) +A2}

zeX zeX
inf [dy(l(b),(loi)(x))} < inf [dZ (b,i(:r))]l—i-Ag
d" (1), (1od)(X)) < d%(bi(X)) + Ao (2.48)

Por lo tanto, tomando supremo, respecto a los puntos b en Z, a ambos lados de la

desigualdad ([2.48]), se tiene que

sup (1), o i)(X)] < sup [A(v,i(X))| + Ao, (2.49)

Por consiguiente, de (2.45)), (2.47) y (2.49), se deduce que

dy ((104)(X),1(Z)) < max { sup [d(z’(a), z)} +ha,sup [d(b, i(X))] n Ag}

du((loi)(X),1(2)) < méx{ sup {d(i(a), Z)},sup {d(b,i(X))] } +As.

aeX beZ

du (i(X), 2)
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Por tanto,
di((1o1)(X),1(2)) < Ay + Ag,
desde que dy (i(X), Z) < A1, ya que i es una Aj-isometria. Por ende,

d (10 1)(X),Y) < du ((10d)(X),1(Z)) +As

< (A1 +A2)  + Ao,
gracias a . Por lo tanto,
di((1od)(X),Y) < Ay + 2As. (2.50)
Para cualesquiera ¢,d € X, de la desigualdad triangular para |- |, se tiene que

|d" (1 o) (c), (1oi)(d)) — d¥(c,d)]
< [d" ((Loi)(e), (Loi)(d) — d”(i(c),i(d)| + |d”(i(c),i(d)) — d* (c,d)]

< Ao+ Ay,
donde la ultima desigualdad se da gracias a que
|7 (Lo i)(e), (Lo i)(d)) — d?(i(c),i(d))] < Az,

pues | es una Ag-isometria; y gracias a que |d?(i(c),i(d)) — d* (c,d)| < A1, pues i es
una Aj-isometria.

Por ende, para cualesquiera c,d € X,
|d" (Loi(c),l0i(d)) —d¥(c,d)| < Az + Ay, (2.51)

Por consiguiente, de (2.50) y (2.51), loi: X — Y es una (A + 2A5)-isometria. De este

modo, concluimos que [ o7 es una 2(A; + Ag)-isometria.

De manera anéloga, jok : Y — X es una 2(Aj + Ag)-isometria, ya que j o k es una
(2A1 + Ag)-isometria. En efecto

Dado que la distancia de Hausdorff di en Y satisface la desigualdad triangular,

dg((jok)(YV), X) <du((jok)(Y),i(2)) +du(j(Z),X).
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Ademés, como j es Aj-isometria se tiene que dgy (j(Z), X) < Aq. Por ende,
di((jok)(Y),X) <du((jok)(Y),j(2)) + Ai, (2.52)
De la definicion de distancia de Hausdorff dg entre (j o k)(Y) v j(Z),

d (G o K)(Y).§(2)) = max{335d<<j 1)), 3(2)) supa(i(0). G o k)(Y))}. (2.53)

Tenemos que para cualesquiera z € Z ya €Y,
dX((j o k)(a),j(z)) < dZ(k(a), z) + Ay,

gracias a que j es una Aj-isometria. Por lo tanto, tomando infimo sobre los puntos z en

Z a ambos lados de la desigualdad anterior, se tiene que para todo a € Y,

nf [dX((jok;)(a),j(z))] < finf [dz(k(a),z) +A1]

z2€Z z2€Z
B[ 0@. 1)) < faf [¢7 (kG0 2) 40
d((Gok)(a),j(2)) <  d(k(a),Z) + Au (2.54)

Por lo tanto, tomando supremo, respecto a los puntos a en Y, a ambos lados de la

desigualdad ([2.54)), concluimos que

21615 [d((j o k;)(a),j(Z))] < 21615 [d(k:(a),Z)] + A (2.55)

De manera similar, para cualesquierabe Z y y €Y,

d* (j(0), (G o k)(y)) < d” (b, k(y)) + Ar,

puesto que j es una Aj-isometria. Por ende, tomando infimo sobre los puntos y en Y a

ambos lados de la desigualdad anterior, se tiene que para todo b € Z,

nf [dX(j(b),(jok:)(y))] < inf [dz(b,k(y)) +A1]

yey yey
inf [dX(j0). (70 K)(w)| < if [a” (b, k(w) |+
d(j(b),(jok)(Y)) < d(bk(Y)) + Au (2.56)

Por lo tanto, tomando supremo, respecto a los puntos b en Z, a ambos lados de la

desigualdad ([2.56), se tiene que

sup [d(j(b), (jo k)(Y))] < sup [d(b, k(Y))} + A5 (2.57)
beZ beZ
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Por consiguiente, de (2.53)), (2.55) y (2.57), se deduce que

i (0)1).5(2)) < i { sup [a(k(0).2)] + Avsup [a0.507)] + 1

dpr ((j o k)(Y), j(Z)) < méx { sup [d(k(a), Z)} sup [d(b, k:(Y))} } FAL.

du (k(Y), Z)
Por tanto,
A ((jok)(Y),4(2)) < Az + A,
desde que dy (k:(Y), Z) < Mg, ya que k es una Ag-isometria. Por ende,
di (70 k)(Y), X) <du((jok)(Y),i(2)) +A1

~~

< (A2 + A1) + Ay,

gracias a (2.52). Por lo tanto,
di((j o k)(Y), X) < 2A1 + Ao (2.58)

Para cualesquiera ¢,d € Y, de la desigualdad triangular para | - |, se tiene que

[ ((G o k)(e). ( o k)(d) — d¥ (e, d)|
< [dX((j 0 k)(c), (j o k)(d)) — dZ(k(c), k(d))| + |dZ (k(c), k(d)) — d (c,d)|

< Ay + Ay,
donde la ultima desigualdad se da gracias a que
¥ (5 0 k)(), (4 0 k)(d)) — d? (K(c), k(d))] < A,

pues j es una Aj-isometria; y gracias a que ’dZ(k(c), k(d)) — d¥ (c, d)‘ < Ag, pues k es
una As-isometria.

Por ende, para cualesquiera ¢, d € Y,
X ((j o k)(c), (j o k)(d)) — d¥ (c,d)| < Ay + Ao (2.59)

Por consiguiente, de (2.58)) y (2.59)), jok:Y — X es una (2A; + Ag)-isometria. De este

modo, concluimos que j o k es una 2(A; 4+ Ag)-isometria.
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Por otro lado, de la desigualdad triangular para d*, para todo = € X,

d" (g(U(i(2))), 1(i(f (2))))
< d" (9(U(i(x))), U(h(i(2)))) + d" (U(R(i(x))), 1(i(f()))). (2.60)
De , d" (g(1(i(x))), 1(h(i(z)))) < Ao. Ademas, desde que [ es una As-isometria,
d" (I(h(i(2))), 1(i(f(2)))) < d?(h(i(x)),i(f(x))) + Az
< A1+ Ay,
gracias a . Por consiguiente, de , concluimos que para cualquier z € X,
d” (g(L(i(2))), 1(i(f(2)))) < 22 + A1 < 2(A1 + Ag),

Por ende, tomando supremo sobre los puntos z en X,

sup (@ (g(Ui(2),1(f ()] < 2081 + o)

zeX

deo(go(loi),(lod)o f)  <2(A;+ Ag). (2.61)
De manera similar, tenemos que
deo((jo k)0 g, fo(jok)) < 2(A1 + As).
En efecto, de la desigualdad triangular para dX, para todo y € Y,

d* (f((k())), 4 (k(g(v))))
< d¥(f(j(k(y))), j(h(k(y)))) + d~ (i(h(k(y))), j(k(g(y)))). (2.62)

De (2.41)), X (f(j(k(v))),5(h(k(y)))) < A1. Ademads, desde que j es una Aj-isometria,

" (§(h(k(y))), i (k(9(y)))) < d” (h(k(y)), k(g(2))) + A1

<Ay + Ay,
gracias a (2.42). Por consiguiente, de (2.62)), concluimos que para cualquier y € Y,
d" (), 3 (k(g())) < 281+ A1 < 2(A1 + Ag),

Por ende, tomando supremo sobre los puntos y en Y,

sup |4 (£(i (k) 5(k(9(y))) | < 2(A1 + Ao)
yey

deo(fo(jok),(jok)og)  <2(A1+Az). (2.63)
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Por lo tanto, de (2.61)) y (2.63), y puesto que jok : Y — X yloi: X — Y son

2(A1 + Ag)-isometrias, se deduce que
dapo(f.9) < 2(A1 + Az).
Dado que Ay €]0,dgpo(f,h) + €|y Az €]0,dgpo(h, g) + €[, se concluye que
dgro(f,g) <2(A1+ Ag) < 2[dGH0(fv h) + dgpo(h, g) + 2€|.

Desde que € representd a un ntimero real positivo cualquiera, tenemos que

dapo(f,g) < Z[dGHo(f, h) + dGHo(h,g)} + 4e, para todo € > 0.
Considerando el limite cuando e tiende para 0, € — 0", se concluye que

daro(f,9) < Q[dGHO(fa h) + dGHO(hmg)]-

(6): De la definicion de distancia de Gromov-Hausdorff, se tiene que dgpo(f,g) > 0.
Ademas, diam(X) < 400 y diam(Y) < 400, dado que X e Y son espacios métricos

acotados. Para concluir que dggo(f,g) < +0oo es suficiente con probar que
dgpo(f, g) < méx {dGH(X, Y), diam(X), diam(y)}.
Observamos que cuando diam(X) < 400 y diam(Y) < 400, entonces
dep(X,Y) < 4o0.

Fijemos zp € X e yg € Y. Considere la funcion constante i : X — Y tal que i(x) = yo

para todo x € X,y j:Y — X tal que j(y) = z¢ para todo y € Y. Para cualquier
k> méx { diam(X), diam(Y) },
1y j son k-isometrias. En efecto, para cada ¢, d € X,
|d¥ (i(c),i(d)) — d*(c,d)| = d¥(c,d) < diam(X) < k.
Ademas,
di (i(X),Y) =du ({yo},Y) = 21615 d¥ (yo,w) < diam(Y) < k.

Por ende, ¢ es una k-isometria. De manera analoga, para cada ¢,d € Y,

1d¥ (j(c),j(d)) — d"(c,d)| = d¥ (c,d) < diam(Y) < k.
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Ademas,
du(§(Y),X) =dy({zo}, X) = sug)( dX (20, w) < diam(X) < k.
we
Por lo tanto, j es una k-isometria. Por consiguiente,
dea(X,Y) < k.
para todo £ > max { diam(X),diam(Y) }. Por tanto,

den(X,Y) < méx { diam(X), diam(Y)}.

Sea 1o = méx {dGH(X, Y), diam(X), diam(Y)} eR.

Fijemos € > 0. Puesto que dgg(X,Y) + € > dgu(X,Y), tenemos que existe
A<deu(X,Y)+e, (2.64)

tal que existen i : X - Y y j:Y — X, A-isometrias. Por otro lado,

dco(jog,foj)= SlelI})/ ax (j og(w), f oj(w)) < diam(X) < vy, (2.65)
y deolio f,goi) = sup d” (io f(w),goi(w)) < diam(Y) < vp. (2.66)
weX

De (2.64), A < dgu(X,Y)+e<wvg+e Porende,i: X Y yj:Y — X son también
(vp + €)-isometrias. Asi, de (2.65) y (2.66)), concluimos que

dguo(f,9) <wv+e.
Dado que € represent6 a un ntmero real positivo cualquiera, se tiene que
dGHO(fvg) < p.

1
(7): Para cualquier n € N, puesto que dggo(f, gn) < dggo(f,gn) + —, de la definicion
n

de dggo(f, gn), se tiene que existe g, con
1
0<on< dGHO(fa gn) + E; (267)

de tal manera que existen i, : X — Y, v jn : Y, — X, gn-isometrias, satisfaciendo las

siguientes desigualdades:

dCO (gn Op,in O f) < On; (268)

dCO(f ° JIn, In Ogn) < On- (2.69)
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Se tiene que lim g, =0, gracias a (2.67) y puesto que lim dggo(f,gn) =0.
n—-+o0o n—-+o0o

Dado n € N, de la desigualdad triangular para d*», para cualesquiera z,z’ € X,
A" (in(f()),in(f(2"))) < A" (in(f (@), gn(in(2)))+
+d™ (gn(in(x))a gn(in(x/))) +d"™ (Qn(in(x/))v zn(f(a:/))) (2.70)
Se tiene que
A" (gn(in(@)), gn(in(a"))) = d¥ (in(2), in(2)), (2.71)
puesto que g, es una isometria. Ademas,
A" (in(f(2)), gn(in(x))) < on, (2.72)
y & (in(f(2)), ga(in(2))) < on, (2.73)

dado que se cumple (2.68)). Por ende, considerando (2.71)), (2.72)) y (2.73)), en (2.70)), se

tiene que para cualesquiera x, 2’ € X, para todo n € N,

" (Zn(f(fz))v Zn(f(x/))) < ont " (in(x)7 Zn(ﬁl)) + on
AL (in(2),in(2")) + 20p. (2.74)

Como iy, es una gy-isometria, |d*" (in(z), in(2’)) — d* (z,2')| < on. Por lo tanto,
d¥r (in(2),in(2")) < dX(z,2") + on.
Asi, de , se concluye que para cualesquiera z, 2’ € X,
A" (in(f(2)),in(f(z"))) < d*(z,2") + 3on, (2.75)
para todo n € N. Dados, z,2’ € X, desde que 4,, es una g,-isometria,
d* (f(x), f(2")) < & (in(f(2)),in(f(2")) + on. (2.76)
Por ende, para todo x,z’ € X, y para cualquier n € N,
X (f(2), f(2)) < d*(z,2") + 4oy, (2.77)

gracias a (2.75) y (2.76). Por ende, considerando el limite cuando n tiende a +oo, a
ambos lados de la desigualdad (2.77)), se concluye que para cualesquiera z, 2’ € X,

n—-+o0o n—-+4o0o
_

N~ ~~

dx (f(x),f(x’)) < dX(x,x'). (2.78)

im d¥(f(z), f(z)) < lfm [dX(x,x')—i—llgn
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Asi, en particular, de (2.78)), tenemos que f es uniformemente continua.

Ademas, de la desigualdad triangular de dg en X,

para todo n € N. Por ende,

ya que go(Y,) = Y,, dado que g, es una isometria. Como j, es una g,-isometria,

entonces dpy (jn(Yn),X) < 0p. Por tanto, de (2.79), para todo n € N,

dy (f(]n(yn))vX) <dg (f(]n(Yn))a]n(gn(Yn))) + On- (2.80)

Por otro lado, veamos que du (f(jn(Yn)), jn(9n(Yn))) < 0, para cualquier n € N.

En efecto, fijemos n € N. De la definicién de distancia de Hausdorff,

dn (f(]n(Yn))a ]n(gn(Yn)))
= mzix{ sup d(f(]n(y))vjn(gn(yn)))ﬂ sup d(]n(gn(y))7 f(]n(yn))) } (2'81)

YyEY YEY,

De (2.69), d*(f(jn(w)),jn(gn(w))) < 0n para todo w € Y. Por consiguiente, para
cualquier y € Y,

Jnf dX (F(Gn()), dn(gn(2))) < dX(FGn(), n(9n(¥))) < on

-~

d(fGn(y))s dn(gn(Yn)))

Asi, para cualquier y € Y, d(f(jn(¥)), jn(9n(Yn))) < 0n. Considerando a ambos lados,

el supremo sobre los puntos y en Y,

sup [d(f (n(9)): n(9a(Ya))) ] < on. (2.82)
yeyY

De manera similar, gracias a li para todo w € Y, d¥ (jn(gn(w)),f(jn(w))) < On-

Por ende, para todo y € Y,

| d¥ (u(9n () £Gn(2))) | < ¥ (G(9a(0)). FGa))) < 00

d(jn(gn () f(in(Yn)))
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Por tanto, d(jn(gn(y)),f(jn(Yn))) < on para cualquier y € Y. Por ende, tomando

supremo sobre los puntos y de Y a ambos lados,

sup [d(jn(gn(1). S Gn(¥a))) | < o0 (2.83)
yey

Por consiguiente, considerando (2.82)) y (2.83)) en (2.81]), concluimos que para cualquier

n €N,
A (f(jn(Yn)), jn(9n(Yn))) < on. (2.84)
Por lo tanto, gracias a (2.80]) y (2.84)), para cualquier n € N,

di (f(jn(Yn)), X) < dp (£ (5n(Yn)), n(gn(Yn))) +on.

<on

Esto es, para cualquier n € N,

dy (f(]n(Yn))’X) < 20p

sup d(a. £ (jn(Y2))) < 200
aceX

Asi, para cada a € X, y para todo n € N,

d(a, f(4n(Yn))) < 20n
N————

it d(a, f(ju(0))) < 200 (2.85)

Fijemos a € X. Dado cualquier n € N, gracias a (2.85)), existe algun b,, en Y satisfaciendo

que

d* (a, f(jn(bn))) < 20n. (2.86)

Desde que (by)nen €s una sucesion en el espacio métrico compacto Y, existe alguna

subsucesion convergente, esto es, existen (by(n))nen C (bn)nen y 2 € Y, verificando que

lim ]n(bk(n)) .

n—-+00

De este modo, concluimos que

ngToof(jn(bk(n))) = f(2),

gracias a la continuidad de f. Asi, de (2.86]), haciendo n — +oc tenemos que

dx (a, f(2)) = 0.
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Por tanto, a = f(z). Asi, dado que a € X fue un punto arbitrario de X, tenemos que f
es sobreyectiva.

Ademés, X es un espacio métrico totalmente acotado desde que X es compacto. Por
consiguiente, de [0], y dado que f es sobreyectiva y verifica , se concluye que para

cualesquiera z, 2’ € X,

d*(f(z), f(2") = d*(x,2)),

Esto es, f es una isometria. O

2.2. Teorema principal de estabilidad de Gromov-Hausdorff

Uno de los principales resultados sobre la G H-estabilidad topoldgica es el Teorema
de Estabilidad topologica de Walters-Arbieto-Morales, que esencialmente nos dice que
un homeomorfismo expansivo con la propiedad de sombreamiento es topolégicamente
G H-estable. La prueba presentada por Arbieto y Morales en el Teorema 4 de [I], sigue

las ideas dadas en el Teorema de estabilidad topologica de Walters, Teorema [T}

Teorema 3. Dados un espacio métrico compacto (X, dX), y f: X — X un homeo-
morfismo sobre X. Se tiene que f es topoldgicamente G H -estable, siempre que f sea

expansivo y posea la propiedad del sombreamiento.

Demostracion. Sea € > 0, y sea e la constante de expansividad de f. Considere

€ €

EG}O,min{g,g}[. (2.87)

Asociado a este €, existe § > 0 de la propiedad de sombreamiento de f, tal que § < €. Sea
Y un espacio métrico compacto provisto de la métrica d¥, considere un homeomorfismo
g 1 Y — Y, satisfaciendo que dggo(g, f) < 6. De la definicion de dggo(g, f), existe
k > 0, con k < §, de tal modo que existen dos k-isometrias i : X - Y y j:Y = X,

verificando que,
doo(foj.jog) <k,
y deo(goi,iof) < k.
Por ende,

deo(foj,jog) <9, (2.88)

y dcoo(goiyio f) <. (2.89)
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Sea y € Y. Considere la sucesion bilteral (z,,)nen, definida como
zn =j(9"(y)), para cualquier n € Z.

Puesto que
flan) = (foi)(d"W) v apn1=(i09)(" W),
concluimos que, de , para cualquier n € 7Z,

d(xns1, f(24)) < deo(jog, foj) <d.

Por consiguiente, (z,)nez s una d-pseudo orbita de f. Asi, ya que f tiene la propiedad

del sombreamiento, existe x = z(y) (que depende de y) tal que para cualquier n € Z,
d(f"(x), a:n) < E
Por ende, para cualquier y € Y, existe un tnico z = z(y) € X tal que
d(f™(z),7(g"(y))) <€, para todo n € Z,

donde la unicidad se da gracias a que de (2.87)), € < e¢/2, donde e es una constante de
expansividad de f.

En efecto, dado y € Y, sean z, 2’ € X tales que para cualquier n € Z,

d(f™(x),5(g" () <€ (2.90)
y d(f"(a"),(g" () <= (2.91)
Entonces, gracias a y , para todo n € Z,
dX (f"(@), [ (') < d*(f"(2),5(9"(W))) +d* ((g" (v)), [ ("))
< 2e<e,

e
puesto que de (2.87), € < 5 Por consiguiente, de la expansividad de f, tenemos que

x = 2. De este modo hemos definido h : Y — X tal que para cada y € Y, h(y) es el

unico elemento de X tal que
d(f"(h(y)),j(g"(y))) <&, para cada n € Z. (2.92)
De (2.92)), cambiando n por n + 1 en la desigualdad, tenemos que para todo y € Y,

d(f"+1(h(y)),j(gn+1(y))) < &, para cualquier n € Z,

d(f"(h(g(y))),3(g"(9(y)))) <& para cualquier n € Z.
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Asi, para todo y € Y,

d(f"(foh(y)).i(g"(9(y)))) <& para cualquier n € Z,
d(f"(hog(y)),i(g"(9(y)))) <& para cualquier n € Z,
Por consiguiente, de la unicidad dada en (2.92), foh=hog.

En seguida, mostremos que h es una d-isometria. De (2.92), para n = 0 tenemos lo

siguiente: para cualquier y € Y,

d(h(y),i(y)) <= (2.93)
De (2.93), se sigue que
du(h(Y),j(Y)) <= (2.94)
En efecto, tenemos que
di (h(Y),7(Y)) = méx { jggd(h(z),j(y)),zlelgd(j(w), h(Y)) } (2.95)

gracias a la definiciéon de dg en X. Ademas,
d(h(2),j(Y)) = inf d* (h(=),](y))
yey
< d¥(h(2),§()) <= (2.96)
para cualquier z € Y; y
d(j(w), h(Y)) = fnf d* (j(w), h(y))

< d*(j(w), h(w)) <&, (2.97)

para cualquier w € Y. Asi, considerando y , en , concluimos que
du(h(Y),j(Y)) <=
Por ende, puesto que di(j(Y), X) < J, ya que j es una d-isometria; y de (2.94)) tenemos
que

<e <6

A

dp (M(Y), X) < dg (M(Y),§(V)) +d (j(Y), X) < e+8 < 2 < e,

gracias a la desigualdad triangular para dg, y puesto que § < €. Por lo tanto,

du(h(Y),X) <e. (2.98)
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Por otro lado, dados z,w € Y, se tiene que

|d* (h(2),h(w)) — d¥ (z,w)| < |d* (h(z), h(w)) — d* (j(2), 5 (w))] + |d* (j(2),j(w)) — d* (2, w)

gracias a la desigualdad triangular para el valor absoluto |- |. Ahora, puesto que j es

una d-isometria, [d¥(j(z),j(w)) — d* (z,w)| < 6. Por ende,
| (h(2), h(w)) — ¥ (z,w)] < |d¥ (h(=), h(w)) — d¥ (j(2), ()| +8.  (2.99)
Una vez mas por la deisgualdad triangular para | - |,

| (h(2), h(w)) — d¥ (j(2), j(w))] < |d* (h(2), h(w)) = d* (h(2), j(w))|+
+]d¥ (h(z2), j(w)) = d¥ (j(2), 5 (w))]
< d* (h(w), j(w)) +d* (h(z),(2)). (2.100)

donde la tltima desigualdad se da ya que de la desigualdad triangular para d*X se tiene:

|d% (h(2), h(w)) = d* (h(2),5(w))] < &* (h(w), j(w)),

v [d¥ (h(=).3(w)) — d¥ (i(2). 3 ()| < d¥ ((=).3(2)).

Por consiguiente, de (2.99)) y (2.99),

<e <€

A

1% (h(2), h(w)) — d¥ (z,w)| < & (h(w), j(w)) +d¥ (h(2), j(2)) +

< 3,

donde la ultima desigualdad se sigue de (2.93)), y puesto que § < €. Por ende, ya que
€ < €/3 gracias a ([2.87)), se tiene que

‘dX (h(2),h(w)) — dY(z,w)’ <€, para cada z,w €Y. (2.101)

Por lo tanto, de (2.98) y (2.101]), tenemos que h es una e-isometria.

Mostremos ahora que h es continua. Afirmamos que: para cada €’ € (0, e), para cada

A > 0, existe N € N tal que, para cada a,b € X,
si d(f”(a), f"(b)) < ¢’ para cualquier n € [~N, N], entonces d(a,b) < A.

Supongamos por contradiccion que existe ¢’ € (0,e), y existe Ag > 0 tal que, para

cualquier N € N, existen ay,by € X, satisfaciendo que

d(f™(an), f*(bn)) < € para cualquier n € [-N, N|, y d(an,by) > Ag.  (2.102)
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer (considerando subsucesiones si es necesa-

rio), por la compacidad de X que, existen a,b € X tales que
{ = i =b. 2.1
Nl—lg-loo an @ Nl—lg-loo bN b ( 03)

Fijemos n € Z. Existe Ny € N tal que |n| < Ny. Por lo tanto, de (2.102)), se tiene que

d(f”(aN),f"(bN)) < €' para cualquier N > N. (2.104)
Como f™ es continua, de (2.103)), tenemos que

’ n _ mn 7 mn — n

NLH}rloof (an) = f"(a) ¥ NLHEOOf (bn) = f"(b).

Por lo tanto, considerando el limite cuando N tiende a 400, en (2.104)), se concluye que

d(f™(a), f"(b)) <€ < e. Dado que n € Z fue arbitrario, se concluye que

d(f™(a), f"(b)) < e para cualquier n € Z. (2.105)

Por tanto, de la expansividad de f, a = b. Por otro lado, de (2.102)) y (2.103)), tenemos

que d(a,b) > Ag > 0. Lo que contradiria el hecho que a = b.

Sea A > 0. De la afirmacién anterior, existe N € N tal que, para cada a,b € X,
d*(a,b) < A, siempre que d*(f"(a), f*(b)) < g para todo n € [-N,N].  (2.106)

De la continuidad uniforme de ¢=,..., g7, g,...,¢", para € > 0, existe p > 0 tal que,

para cualesquiera p,q € Y,
d(g"(p),g”(q)) < € para todo n € [—N, N], siempre que d(p,q) < p.
Sean p,q € Y, tales que d(p,q) < p, por lo tanto
d(g"(p),9"(q)) < € para cada n € [-N, N]. (2.107)
Tenemos que h(p) esté caracterizado (de modo tnico) por:
d(f"(h(p)),j(¢"(p))) <€ para cada n € Z. (2.108)
Y h(q) esta caracterizada (de modo unico) por:

d(f™(h(q)),7(9"(q))) <€ para cada n € Z. (2.109)
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Por lo tanto, de (2.107)), (2.108]) y (2.109)), y puesto que j es una d-isometria, tenemos

que

d(f"(h(p)), fH(h(q))) < d(f"(h(p)),5(g" () +d(i(g" (), i(9"(q))) + d(i(g"(q)), " (h(q)))

<&+ [5 + d(g"(p),g"(q))} +e<3E+d(g"(p),9"(a))-

Por lo tanto, d(f"(h(p)), f"(h(q))) < 4€ < e/2 para cada n € [—N, N]|, gracias a que
de (2.87), € < g. Asi, de (2.106)), tenemos que d(h(p), h(q)) < A. Asi, hemos mostrado

que para cada A > 0, existe p > 0 tal que para cualesquiera a,b € X,
d* (h(a),h(b)) < A, siempre que d* (a,b) < p.

Esto es, h es uniformemente continua.
Observe que la expansividad de f, y la compacidad de los espacios métricos (X, dX) y

(Y,d") dan lugar a la continuidad (uniforme) de h.

2.3. Invarianza del concepto de G H-estabilidad topolégica

El concepto de G H-estabilidad topoldgica para homeomorfismos es invariante bajo

homeomorfismos isométricos entre si.

Teorema 4. Sean f' : X' — X' y f : X — X homeomorfismos isométricos entre

si, tales que f es topoldgicamente G H -estable. Entonces [’ es también topoldgicamente

G H -estable.

En esta seccion, supondremos que los homeomorfimos tomados en cuenta estan defi-
nidos sobre espacios métricos compactos. Del Teorema [2| se tiene que para cualesquiera
par de homeomorfismos f: X - X yg:Y =Y, dgpo(f,g) =0si, y solosi fy g son

isométricos entre si.

Prueba del Teorema[]l Considere los homeomorfismos f': X' — X'y f: X — X, los

cuales son isométricos entre si. Esto es, se verifica que
fov=wof. (2.110)

para alguna funcion isométrica v : X’ — X. Dado £ > 0, se tiene que, gracias a la

G H-estabilidad topologica de f, existe A > 0 dependiendo de £ como en la definicion
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Sea ¢’ : Y’ — Y’ un homeomorfismo definido sobre un espacio métrico compacto Y,

tal que
damo(g', [') < M/2.

De (2.110) y de la propiedad (3) del Teorema , dapo(f, f) = 0. Por ende,

dano(f.6) <2+ [ dgmo(f, ') + dgmo (') | < A

v

N~

0 <A/2

gracias al item (5) del Teorema [2| Asi,

dapo(f,g') <\ (2.111)

Por consiguiente, de (2.111)) y del modo como se eligié A dependiendo de £ gracias a la

G H-estabilidad topologica de f, se tiene que
hog = foh. (2.112)

para alguna funcién continua h : Y’ — X, la cual es una £-isometria.

Concluimos que v"! o h : Y/ — X’ es una &-isometria continua, dado que h : Y’ — X

1

también lo es, y desde que v~ es un homeomorfismo pues v era una isometria. Ademas,

de (2.110), v™' o f = f' ov~1. Y por tanto, de (2.112),
v lo(hog)=v"to(foh)
— o f)eh
— (f'ov Yo

Por consiguiente,

(,Ufl Oh) Og/ — f/o (’Ufl Oh),

donde v"!oh: Y’ — X' es una &-isometria continua. Asi, f': X' — X' es topolégica-

mente G H-estable. O

58



2.4. Relaciones entre la GH-estabilidad topolégica y la es-
tabilidad topolégica

2.4.1. Un homeomorfismo topolégicamente estable que no es topolé-

gicamente G H-estable

Lema 7. Sea f : X — X un homeomorfismo topolégicamente G H -estable, definido
sobre un espacio métrico compacto X. Si

xl’g)f{dH(X, O?(:):)) > 0,

entonces existe 0 > 0 satisfaciendo lo siguiente: para cualquier homeomorfismo g : Y —
Y, donde Y es métrico compacto, con dgpo(f,g) < 0, se tine que g no es transitivo.

En particular, g no es minimal.

Prueba del Lema [l Por hipotesis, existe € > 0 tal que
du (X, O;f(x)) > € para cada x € X. (2.113)

Para este € > 0, existe d > 0 dependiendo de € segun la G H-estabilidad topologica de f.
Mostremos que para cada homeomorfismo g : Y — Y, definido sobre un espacio métrico
compacto Y, con dgpo(g, f) < d, se tiene que g no es transitivo. En efecto, supongamos
por reduccion al absurdo que existe algiin homeomorfismo g : Y — Y, definido sobre un
espacio métrico compacto Y, tal que dggo(g, f) < d y g es transitivo. De la dependencia

de § respecto de e (segun la G H-estabilidad topologica de f), se concluye que
hog=foh, (2.114)

para alguna funcion continua h : Y — X, que es también una e-isometria.

Puesto que g es un homeomorfismo transitivo, existe y € Y tal que O;(y) es denso
en Y. De la continuidad de h, h(Og (y)) € h(O4 (y)). Asi, h(Y)) C h(O4 (y)). De M,
tenemos que h(Of (y)) = O?(h(y)) Asi,

h(Y) € OF (h(y)). (2.115)
Como h es una e-isometria, tenemos que

du (X, h(Y)) <e. (2.116)
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Por lo tanto, de (2.115) y (2.116)),

du (X,0F (h(y))) < du(X,h(Y)) <e.

Por lo tanto, d (X, O;{(h(y))) < e. Lo que contradice (2.113)). O

2.4.2. La G H-estabilidad topolégica implica la estabilidad topolégica

usual en S!

Consideremos S! = {(z,y) € R?;2? + y? = 1}. Dados z,y € S!, denotaremos por
[z, y] al arco de S', con punto inicial z y punto final y, en sentido antihorario. La longitud
del arco [z,y] sera denotada por L([z,y]). Definamos la funcién d : S* x S* — R, por
d(z,y) = min{L([x,]), L([y, 7])} para cada z,y € S'. Entonces, efectivamente d es una

métrica en S'. Consideraremos que L(S') = 1.
Lema 8. Dado ¢ € (0,1/4). Cada e-isometria continua h : S' — S, es sobreyectiva.

Demostracion. Sea h : S' — S una e-isometria continua. Sean N, S, E y O, los
puntos norte, sur, este y oeste, respectivamente, de S'. Como [E, N] es conexo y h
es continua, entonces h([E, N]) es conexo y continene a h(E) y h(N). Mostremos que
h(S) & h([E, N]). En efecto, supongamos, por contradiccion, que existe Q € [E, N| tal
que h(Q) = h(S). Entonces

1

1< d(Q.5) = [A(h(@), h(5)) ~ d(Q. )] < e < .

Lo cual es una contradiccion. Analogamente, h(O) ¢ h([E, N]). Porlo tanto, h([E, N]) C
St es conexoy h(0), h(S) € h([E, N]). Andlogamente, h([N, O]) es conexo y h(S), h(E) &
h(IN, O]), h([O, S]) es conexo y h(E),h(N) & h([O, S]),y h([S, E]) es conexo y h(N), h(O) ¢

h([S, E]). Por lo tanto,
[h(E), h(N)] € h([E, N1), [h(N), h(O)] € h([N, O)),

[2(0), h(S)] € ([0, 5]) y [1(S), h(E)] € h([S; E]),
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donde [h(E), h(N)] alude al arco de S' que contiene a h(E) y h(N), y no contiene ni a h(S) ni a
h(O). Andlogamente para [h(N), h(O)], [h(O), h(S)] y [h(S), h(E)]. Asi,

SI = [h(E), h(N)] U [h(N), h(O)] U [h(O), h(S)] U [h(S), h(E)]
C h([E, N]) U h(|N, O]) U h([O, S]) U h([S,E]) = h(S).

Esto es una funcién sobreyectiva.



Capitulo 3

Lema de aproximacion de Anosov y

la G H-estabilidad topologica

En el presente capitulo recogemos los principales resultados obtenidos por R. Cubas
en [3]. En particular, lo hecho sobre el Lema de Aproximacion de Anosov, al debilitar

las condiciones de este resultado, y obtener la misma conclusién.

3.1. GH'-aproximaciéon de homeomorfismos transitivos

En esta seccion seguimos los resultados presentados por R. Cubas en [3]. El siguiente
teorema consiste en aproximar (en el sentido de la distancia CY-Gromov-Hausdorff) un
homeomorfismo f : X — X transitivo, definido sobre un espacio métrico compacto. Para
este fin la idea fundamental es que podemos aproximar el conjunto X, en el sentido de
la distancia de Hausdorff dg, por un subconjunto finito (de X) que es un tramo (finito)
de una orbita de f. Y definir en este subconjunto una biyeccidén que naturalmente serd
un homeomorfismo.

Dado que el unico espacio métrico que consideraremos es (X, aX ), por simplicidad,

denotaremos por d a la métrica d¥ de X.

Teorema 5. Sea f: X — X un homeomorfismo transitivo, donde X es compacto. Se
tiene que para todo & > 0, existe algiin homeomorfismo gs : Ys — Y5, definido sobre un

conjunto finito Yy, tal que dgpo(f,gs) < 9.

Demostracion. Como f es transitivo, existe a € X tal que O;{(a) es densa en X . Observe

que de lacontinuidadde f, paracadan € N lasemiorbitapositivade f"(a) es densa
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en X. Sea 0 > 0 (cualquiera). De la continuidad uniforme de f, existe

ae]o,g[, (3.1)

satisfaciendo que para cualesquiera z,z’ € X,

d(f(z), f(a") < g siempre que d(z,2’) < a. (3.2)

Para este o > 0, de la compacidad de X, y tomando una cantidad finita de bolas de
radio % que cubran X, existe M € N tal que dy ({f*(a)}},, X) < a. Como O;f (fM(a))
es densa en X, entonces existe N > M tal que d(fV!(a),a) < o
Sea Y = {a, f(a), f?(a),..., fN(a)}. Observe que Y es una a-pseudooérbita periddica,
ya que
d(f(f'(a)), f(a)) =0 < ,paracadaiec {0,1,2,...,N —1}
d(f(fi(a)),a) < a , parai = N.
En Y defina g “siguendo” la a-pseudoérbita Y. Esto es, defina g : Y — Y por
g(f*(a)) = f*(a), para cada k € {0,1,2,...,N — 1}

9(fN(a)) = a.

Observe que g se comporta como f en todos los puntos de Y, salvo en fN(a), donde

d(g(fN (@), F(fN () = d(a, fN*(a)) <

Claramente, g : Y — Y es una biyeccion, y por lo tanto es un homeomorfismo ya que
Y es un conjunto finito (discreto). Comparemos g : Y C X - Y y f: X — X. Como

observamos antes, tenemos que
)
d(g(y), fly)) <a< 3 bara cada y € Y. (3.3)

Mostremos que, dggo(g, f) < d. Como Y C X, considere la inclusion i : ¥ — X.

Claramente 7 es una d-isometria, pues conserva distancias y

dH(i(Y),X) = dH(Y,X) <a< g

Ademas, dgo(iog, foi) <, puesto que

d(iog(y), foiy) = d(g(y). f(y)) << g
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para cada y € Y. Por otro lado, como

sup d(w,Y) =dg(Y, X) < a,
weX
entonces, para cada w € X, inf {d(w,y);y € Y} = d(w,Y) < a. Por lo tanto, para cada

w € X, existe z,, € Y tal que d(w,x,) < a. Més atn, si w € Y podemos considerar

xy = w. Fijando x,, para cada w € X, definimos j : X — Y por j(w) = x,,. Asi,
d(w,j(w)) < a para cada w € X. (3.4)

Sean z, 2’ € X, de (3.4) tenemos que

<« <o
——N—

d(j(@),i(z")) < d(j(z),z) +d(z,2") + d(2’, j(2"))

Y también,
<« <«
d(z, ') < d(z,j(z)) +d(j(x),j(2") +d(j(2"),2")
< d(j(x),j(2")) + 2.

Por consiguiente, para cualesquiera x,z’ € X,
|d(j(z),j(z))) — d(z,2')| < 2a <.

Ademés, por construccion de j : X — Y, tenemos que dgg (Y,j(X)) < a < J. En efecto,
como j(X) CY entonces, de (3.4),
drr (Y. (X)) = sup d(w, j(X)) = sup inf d(w,j(2)) < sup d(w, j(w)) <o
weY wey z€X weyY

Por lo tanto, j : X — Y es una 2a-isometria. Asi, j es una §-isometria.

Mostremos que, dco(jo f,goj) < d. En efecto, para cada z € X, de (3.2)), (3.3) vy (3.4),

se concluye lo suguiente:
<o <4/3 <a

A

d((j o (@), (go4) (@) < d(i(f(@)), f(2)) +d(f(2), f(i(2))) +d(£(5()), 9(i ()

1)
<a+§+a<5,

donde la ultima desigualdad se da gracias a (3.1)). Por lo tanto, dpo(jo f,goj) < d. Asi,

dGHO(fug) < 0.

Como Y fue un conjunto finito, entonces hiop(g) = 0. O

64



Observamos que en el anterior lema no se hace uso de la G H-estabilidad topoldgica.
En caso de haber supuesto ademas la G H-estabilidad topologica de f, pudimos haber
establecido alguna relacién més estrecha entre f y sus G H -aproximaciones (por ejemplo

a través de una “conjugacion” entre fy g).

Teorema 6. Eziste un homeomorfismo f, definido sobre un espacio métrico compac-
to, que es GH -estable, con entropia positiva tal que para cada 6 > 0, existe algin

homeomorfismo g : Y — Y tal que dgpo(g, f) < 0 y hiop(g) = 0.

Demostracién. Sea el espacio métrico compacto ¥o = {0, 1}%, provisto de la topologia

producto, y de la métrica d : Yo X Yo — R definida por

x J—
d(x,y) = Z |"2ny"‘, para cada = (Zn)nez Y ¥ = (Yn)nez en Ya. (3.5)
neZ

Obsérvese que esta métrica genera la topologia producto sobre Y. Considere la funcién

f 39 — X9, dada por

f((#n)nez) = (Tns1)nez, para todo (zn)nez € Lo

Esta funcién f es conocida como “desplazamiento bilateral”. Sabemos que f es un ho-
meomorfismo expansivo con la propiedad de sombreamiento, por lo tanto (debido al
Teorema [3) f es topologicamente GH-estable. Ademas, f es transitivo. Por lo tanto,
del Teorema , para cada 0 > 0 existe algin homeomorfismo g : Y — Y (definido sobre

una espacio métrico compacto finito Y C X) tal que dggo(g, f) <0y hiop(g) =0. O

3.2. Densidad de puntos periédicos

En esta seccion seguimos los resultados presentados por R. Cubas en [3]. En lo que
sigue todos los homeomorfismos y funciones continuas considerados estardn definidos
sobre espacios métricos compactos. En esta seccién usaremos por primera vez la GH-
estabilidad topolégica (o simplemente, G H-estabilidad) de un homeomorfismo conjun-
tamente con la construcciéon hecha en la seccién anterior a partir de un homeomorfismo
transitivo f : X — X. Esto es, existe g : Y — Y, GH-proximo de f: X — X, donde
Y C X es un subconjunto finito.

Dado el homeomorfismo h : Z — Z, Per(h) representara a la coleccion de puntos perio-

dicos de h

65



Lema 9. Sea f: X — X un homeomorfismo topoldgicamente G H -estable y transitivo.

Entonces para cada € > 0, existe x € Per(f) tal que
dH(Of(x),X) < €.

Demostracion. Sea € > 0. Entonces existe § > 0 dependiendo de ¢, segtin la GH°-
estabilidad de f. Para este § > 0, siguiendo la prueba del Teorema [5] existen N € Ny
a € X (punto transitivo de f) tales que la funcion g : Y — Y definida por

¥ a) ,sike{0,1,2,...,N —1}

a ,si k=N,

cumple que dggo(g, f) < 6, donde Y = {a, f(a), f*(a),..., fN(a)}.
Como 6 depende de € segtin la GH-estabilidad de f, entonces

9(f*(a)) =

hog= foh,
para alguna funcién continua h : Y — X, que es también e-isometria. Por lo tanto,
hogt = f¥oh, paracadak e Z. (3.6)
Como h:Y — X es una e-isometria, entonces dg(h(Y'), X) < e. Donde
h(Y) = {h(a), h(f(a)), A(f*(a)), h(f*(a)), ... h(f" (a))}. (3.7)
Como f(f*a) = g(f*a), para cada k € {0,1,2,..., N — 1}. Entonces
g"(a) = f¥(a) para cada k € {0,1,2,...,N}. (3.8)

En efecto, ¢°(a) = a = f°(a). Supongamos que g*(a) = f¥(a) paraalgin k € {0,1,2,..., N—
1}. Entonces g"*+!(a) = g(¢*(a)) = g(f*(a)) = f*(a).
Por lo tanto, de (3.6, (3.7) y (3.8]), tenemos que,

WY) = {h(a), f(h(a)), f*(R(a)), F*((a)),..., f¥ (h(a))}.
Ademas, h(a) € Per(f). En efecto, de (3.6),
Y (h(a)) = (g™ (a) = h(g(9™ (@) = h(g(f" (a))) = h(a),

donde la tercera igualdad se da por (3.8)). Por lo tanto, h(a) € Per(f) y h(Y) =

Of(h(a)). Asi, como h : Y — X es una e-isometria,

di (Of(h(a)), X) = du(h(Y), X) <e.
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Teorema 7. Sea f : X — X un homeomorfismo, definido sobre un espacio métrico

compacto X, que es topoldgicamente GH -estable y transitivo, entonces Per(f) = X.

Demostracion. Supongamos, por reduccion al absurdo, que Per(f) # X. Entonces existe

b € X \ Per(f). Como Per(f) es compacto y b & Per(f), entonces d(b, Per(f)) > 0. Sea
€= d(b, Per(f)). Del Lema, |§|, para este € > 0, existe x € Per(f) tal que

Slgl)}‘;d(z,(’)f(a:)) =dy(Of(z),X) <e.

En particular, d(b, Of(z)) < €. Como z € Per(f), entonces Of(x) C Per(f) C Per(f).

Por lo tanto,

(b, Par(f)) < d(b, 05(x)) < ¢

Lo cual contradice el hecho que € = d(b, Per(f)). Por lo tanto,

Per(f) = X.

O

Corolario 2. Sea f : X — X un homeomorfismo minimal sobre un espacio métrico

compacto X no finito. Entonces, f no puede ser topoldgicamente G H -estable.

Demostracion. Suponga, por contradiccidon, que f es topoldgicamente G H-estable. Co-
mo f es minimal, en particular f es transitivo. Por el Teorema [7] se tendria que

Per(f) = X. Asi, en particular Per(f) # 0. Lo cual contradice el hecho que f: X — X

es minimal y X no finito. O

Corolario 3. Sea f: X — X un homeomorfismo minimal, definido sobre un espacio
métrico compacto X (no finito). Entonces o f no es expansivo, o f no tiene la propiedad

de sombreamiento.

Demostracion. Suponga que f tiene las dos propiedades: expansividad y la propiedad
de sombreamiento. Entonces del Teorema [3| tenemos que f es topolégicamente GH-
estable. Lo cual es una contradiccion, pues del Corolario 2] como f es minimal y X es

compacto no finito, entonces f no puede ser topologicamente G H-estable. Ul
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3.3. Consecuencias de la G H-estabilidad topolégica en es-

pacios disconexos

Siguiendo los resultados presentados por R. Cubas en [3], se muestra que dado
un homeomorfismo topologicamente G H-estable sobre un espacio métrico compacto y
disconexo, entonces las dinamicas GH?-proximas no deben estar definidas en espacios

métricos conexos.

Teorema 8. Sea X un espacio métrico compacto disconexo tal que existe € > 0 verifi-
cando que

dg(C,X) > €, para cada C € Comp(X);

donde Comp(X) denota al conjunto de componentes conexas de X. Si f : X — X es
un homeomorfismo topolégicamente G H -estable, entonces existe 6 > 0 (dependiendo de
€) tal que, si g : Y — Y es un homeomorfismo sobre un espacio métrico compacto y

conexo Y, entonces dgpo(g, f) > 0.

Demostracion. Por hipotesis tenemos que existe € > 0 tal que
dp(C, X) > €, para cada C € Comp(X). (3.9)

Como f es topologicamente G H-estable, existe § > 0 tal que si g : ¥ — Y es un

homeomorfismo sobre un espacio métrico compacto Y, tal que dgpo(g, f) < 6, entonces
foh=hog,

para alguna funcion continua h : Y — X, que ademds es una e-isometria.
Suponga, por reduccién al absurdo, que existe un homeomorfismo ¢ : ¥ — Y sobre un
espacio métrico compacto y conexo Y, tal que dggo(g, f) < 0. De la GH-estabilidad

topoldgica de f, se concluye que
foh=hog,

para alguna funcién continua h : Y — X, que es también una e-isometria. Como
h:Y — X es continua y Y es conexo, entonces h(Y) es conexo en X. Por lo tanto,

existe Cp € Comp(X) tal que h(Y') C Cy. Entonces, de (3.9),

dg(h(Y),X) > dy(Cy, X) > €.
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Esto es, dg(h(Y), X) > e. Lo que contradice el hecho que h : Y — X es una e-isometria.
Por lo tanto, para cada homeomorfismo ¢ : ¥ — Y, definido sobre un espacio métrico

compacto y conexo Y, se tiene que dggo(g, f) > 0. O

Corolario 4. Sea 0 : Yo — Yo la funcién desplazamiento bilateral. Esto es, o es dada

por lo siguiente:

U((xn)nEZ) = (Tp+1)nez para cualquier (Tn)nez € So,

donde X5 = {0,1}%, dotado con la topologia producto, y provisto de la métrica d dada
en . Entonces, existe § > 0 tal que para cada homeomorfismo g : Y — Y, definido

sobre un espacio métrico compacto y conexo Y, se tiene que dgpo(g,0) > 0.

Demostracion. En este caso Yo es compacto, y totalmente disconexo. Para cada p € X,

{p} es componente conexa de Y, tome p* € 39 tal que

. Dn , para cada n € Z\{0},
bn =
1—pg ,sin=0.

ASi: dH (227 {p}) = Supq622 d(Qap) > d(p*vp) =1. Por lo tanto,

dp(C,¥9) > 1, para cada C € Comp(Xs). (3.10)

Observe que, de , se tiene que para cualesquiera (,)nez, (Yn)nez € 2o,
A(n)ncz (nnez) = Y2 2ol
nez
En este caso, para ¢ = 1 existe 6 > 0 dependiendo de ¢, segun la GH-estabilidad
topoldgica de o. Suponga, por reducciéon al absurdo, que existe un homeomorfismo
g:Y — Y sobre un espacio métrico compacto y conexo Y, tal que dgpgo(g,0) < 6. De

la G H-estabilidad topolégica de o, se concluye que,
coh=hog,

para alguna funcion continua h : Y — Yo, que es una e-isometria.
Como h : Y — ¥ es continua y Y es conexo, entonces h(Y) es conexo en o. Por

lo tanto, existe Cy € Comp(X2) tal que h(Y') C Cp. Entonces, de (3.10)),

dH(h(Y), 22) > dH(CO,ZQ) > €.
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Esto es, dg(h(Y),X2) > €. Lo que contradice el hecho que h : Y — 35 es una e-
isometria. Por lo tanto, para cada homeomorfismo g : Y — Y, definido sobre un espacio

métrico compacto y conexo Y, se tiene que

dGHO(ga 0) > 0.

3.4. La G H-estabilidad topolégica preserva entropia en di-

namicas sobre S!

En esta seccion seguimos los resultados presentados por R. Cubas en [3].

Teorema 9. Sea f : S — S! una aplicacion continua, topoldgicamente GH-estable.
Eriste 6 > 0 tal que para cada aplicacion continua g : S — S, con dgpo(f,g) < 9, se
tiene que

htop(g) 2 htop(f)'

Demostracion. Sea € € (0,1/4). Entonces existe 6 > 0, dependiendo de €, segtin la GH-
estabilidad topologica de f. Sea g : ST — S! una aplicacién continua, con dggo(f, g) <
§. Entonces existe alguna e-isometria continua h : ST — S!, tal que ho g = f o h. Del
Lema [8] tenemos que h es sobreyectiva. Asi, puesto que hog = f o h, entonces h es una

semiconjugacion. Por lo tanto, del Lema [3| tenemos que hop(g) > hiop(f)- O

Corolario 5. Sea f: S' — S una aplicacion continua, y topoldgicamente G H -estable
tal que hiop(f) > 0. Entonces existe 6 > 0 tal que para cada homeomorfismo g : St — 81,

con dggo(g, f) < 0, se tiene que hiop(g) > 0.

Demostracion. Del Teorema @ para € € (0,1/4), existe 6 > 0 tal que para cada aplica-
cién continua g : S* — S1, con dgyo(g, f) < 4, se tiene que hiop(g) > hiop(f)- O
3.5. Lema de aproximacién de Anosov

En esta seccién seguimos los resultados presentados por R. Cubas en [3]. Dado un
homeomorfismo f : X — X definido sobre un espacio métrico compacto (X, d). Decimos

que x € X es un punto recurrente por cadenas de f, si para cada § > 0 existe alguna
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d-cadena periodica {z;}7_, C X, con zg = z, = x (esto es, d(f(z;),xi+1) < 0 para
cada i € {0,1,2,...,n — 1}). Denotamos por R(f) al conjunto de puntos recurrentes

por cadenas de f.

Definicion 3. Sea f : X — X un homeomorfismo sobre un espacio métrico compacto
(X,d). Sea A C X un subconjunto compacto, f-invariante. Decimos que A es aproxi-
mado por cadenas si para cada § > 0 existen una cantidad finita de §-cadenas periddicas
y disjuntas

k k kn
{z15}50, {25} 20, - {Tns}520 S A,

con xi0 = T, para cada i € {1,2,...,n}, tales que

dH< U{$i7j}§i:0, A) < 0.
=1

Teorema 10. Sea f : X — X un homeomorfismo sobre un espacio métrico compacto
(X,d). Sea A C X aprozimado por cadenas, y f|n : A — A un homeomorfismo topold-
gicamente GH -estable. Entonces Per(f) N A = A.

Demostracion. Sea € > 0 (arbitrario). Para este €, de la G H-estabilidad topolégica de
f|a existe a € (0,¢). Como f|p : A — A es uniformemente continua, existe 6 € (0, a/3)

tal que para cada z,w € A,
si d(z,w) < § entonces d(f(z), f(w)) < a/3. (3.11)

Como A es aproximado por cadenas, existe una cantidad finita de J-cadenas periodicas,

k k kn

{x:[’]}]l:(), {x27j}j2:07 D {xnﬂ]}‘]:O g A7
con ;0 = ¥k, para cada i € {1,2,...,n}, tal que
" k
dy ( U{:Em'}jjzo, A) < 6.
i=1

Sea
k.
Y = U{xi,j}jjzﬂ Q A
=1

Definamos la funcién g : Y — Y por

9(z4j) = @i j41 para cada j € {0,1,2,...,k; — 1}, y cadai € {1,2,...,n}.
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Observe que definimos g esencialmente “siguiendo” las d-cadenas periddicas. Por lo tanto
d(g(w), f(w)) < & para cada w € Y. (3.12)
En efecto, puesto que los {z; ; };-“:0 son d-cadenas periddicas,
d(f(zij), 9(xij)) = d(f(xij), xij+1) < 0 para cada j € {0,1,2,...,k; — 1},

y para cada i € {1,2,...,n}.
Considere la funcion inclusion ¢ : Y — A, definida por i(w) = w para cada w € Y.

Tenemos que ¢ es una d-isometria puesto que ¢ conserva distancias, y
dH(Z(Y), A) = dH(K A) < 6.
Ademas, para cada z € Y (donde Y es finito),

d(f 0i(z),i0 g(z))

(f(i(2)),i(9(2)))

d
d(f(2),9(2)) <.

Por lo tanto,

doo(foiyiog) << a.
Por otro lado, como sup,cp d(2,Y) = dy(Y,A) < 0, entonces para cada w € A, existe
Jw € Y tal que d(w, j,) < 6. Para cada w € A fije j,, € Y, y defina j : A — Y por
J(w) = ju. Asi,
d(w, j(w)) < § para cada w € A. (3.13)

Como en la demostracion del Teorema [5] tenemos que j : A — Y es una a-isometria.

Ademas, de (3.11)), (3.12) y (3.13)), para cada = € A,

<8 <a/3 <6

A

-~

d(jo f(x),goj(x)) <d(j(f(x)), f(x)) +d(f(x), f(i(x))) +d(f(5(2)), 9(i (x)))
<5+%+5:25+%<a.

Entonces dco(j o f,goj) < a. Por lo tanto,

dgpo(f,9) < a.
Como « depende de € segun la GH-estabilidad topoldgica de f|a, se concluye lo siguien-
te:
foh=hog,
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para alguna funcion continua h: Y — A, que es también una e-isometria.

Para cada i € {1,2,...,n}, para cada j € {0,1,2,...,k; — 1},

f(M(zi5)) = h(g(zi;)) = h(@ij+1)-

Asi, fk(h(aci,j)) = h(z; j41) siempre que j + k < k;, para cada i € {1,2,.

particular,
Fri(h(®i0)) = h(@i0ek,) = hM(@ig,) = hzip)

para cada i € {1,2,...,n}. Por lo tanto,

h({zig}jio) = {P(wio), f(A(@io))s 2 (h(xi0)), - [ (Rlwi0)) }
= Of (h(l‘i’o)),

para cada i € {1,2,...,n}. Asi, h(Y) C Per(f) N A. Ademas,
du (h(Y),A) <,
desde que h : Y — A es una e-isometria. Por lo tanto,
di (Per(f) N A A) < dy(h(Y),A) <e
Asi, dy (W, A) < € para cada € > 0. Por lo tanto,
dir (Per(F A A, A) = 0.

Asi, puesto que A y Per(f) N A son compactos, entonces Per(f) N A = A.

..,n}. En

O

Proposiciéon 2. Sea f : M — M wun homeomorfismo definido sobre una variedad

compacta. Sean x,y € R(f), con x # y. Para cada § > 0 existen un par de d-cadenas

periodicas {x;}7_o, {yi}ito € R(f), con xo = xpn =2 Yy Yo = Ym =y, tales que {x;} N

{yi ?;0 = 0.

Demostracion. Sean z,y € R(f), con x # y. Dado § > 0, como R(f) es compacto y

fIr(s) es uniformemente continua, existe ¢’ € (0,0/2) tal que

siz,w € R(f) y d(z,w) < & entonces d(f(z), f(w)) < §/2.

(3.14)

Del Teorema de Conley, R(f) = R(f|r(s))- Como z,y € R(f) entonces z,y € R(f|r(f))-

Asi, existen ¢§'-cadenas periodicas {z;}" o, {vi}y € R(f), con xp = xp, =z y Yo =
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Ym = y. Si {z;}1 N {yi}y = 0, entonces no hay nada que probar. Supongamos que
existen 79 € {1,2,...,n — 1} y jo € {1,2,...,m — 1} tales que z;, = yj, = a. Sea
be R(f)N Bla,d), con b # a. Tenemos que

d(f(wig—1),0) < d(f(wig—1), Tig) + d(2iy,b)

<& +6 <9,
puesto que {z;}7 , es una ¢’-cadena, y b € B(a,d’). Ademas, de (3.14]),

d(f(b), mig+1) < d(f(b), f(ziy)) + d(f(ig)s Tig+1)
< (6/2) +d <.

Por lo tanto, {zo, x1, ..., Zig—1,b, Tig+1,- .-, Tn} ¥ {¥i}I, son é-cadenas periddicas, con

T0 = Tn =Ty Yo = Ym =Y, tal que b # yj,.
Si existen algin i1 € {1,2,...,n — 1} \ {io}, y j1 € {1,2,...,m — 1} \ {jo} tales que
zy, =yj =c. Sead € R(f) N B(c,d), con d # c. Tenemos que

d(f(mhfl)’ d) < d(f(xilfl)vxh) + d(xivd)

<& +6 <9,
puesto que {z;}_, es una ¢’-cadena, y d € B(c,d’). Ademas, de (3.14)),

d(f(d), zii+1) < d(f(d), f(@i,)) + d(f(@i,), @i 41)
< (6/2)+ 48 <.

Continuando de este modo, cambiando x;, = yj, por b, y x;; = y;, por d, podemos

suponer que {z:}7g N {5}y = 0. -

Lema 10. Sea f : M — M un homeomorfismo sobre una variedad compacta M,

entonces
(i) R(f) es aproximado por cadenas.
(ii) L(f) es aprozimado por cadenas.
(iii) Q(flacy)) es aprozimado por cadenas.

Demostracion. (i): Sea 6 > 0. Como R(f) es un conjunto compacto. Consideran-

do un cubrimiento finito de R(f) por bolas abiertas de radio §/2, podemos obtener
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{z1,22,...,2,} C R(f), conjunto finito con n elementos, tal que dy ({:Bi}’i"‘zl,R(f)) <

d. De la Proposicion [2] existen una cantidad finita de §-cadenas periodicas disjuntas

{z1 0 {ma 20, - {mn g S RO,

donde z; 0 = z; ;, = x; para cada i € {1,2,...,n}. Como

n
k;
{zitpey € (J{aii i,
=1

entonces
dn ( U{xi,j}?oﬂ(f)) < di({a ) R(P) < 6.
=1

O

Teorema 11. Sea f : M — M un homeomorfismo sobre una variedad compacta M.

Entonces,

(i) Si flr(y) es topoldgicamente G H-estable, entonces

Per(f) = R(f) = L(f) = Q(f).

(ii) Si flr(y) es topoldgicamente G H-estable, entonces Per(f) = L(f).
(i) Si fla(sia,,) €s topoldgicamente GH-estable, entonces Per(f) = Q(flos))-

Demostracion. (i): Sea flr(s) : R(f) — R(f) topologicamente G H-estable. Por el Lema
tenemos que R(f) es aproximado por cadenas periddicas. Por lo tanto, del Teorema

[I0] tenemos que

R(f) = R(f) 0 Per(f) = Per(f), (3.15)

puesto que Per(f) C R(f). Ademas, ya sabiamos que

Per(f) € L(f) C Q(f) C R(S).

Por lo tanto, de (3.13), Per(f) = L(f) = Q(f) = R(f). 0

Corolario 6 (Anosov Closing Lemma). Sea f : M — M wun difeomorfismo de clase

C', definido sobre una variedad compacta. Entonces:

(i) Si el conjunto de los puntos recurrentes por cadenas de f, R(f), tiene estructura

hiperbolica, entonces Per(f) = R(f) = L(f) = Q(f).
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(ii) Si el conjunto limite de f, L(f), tiene estructura hiperbélica, entonces Per(f) =

L(f).

(iii) Si el conjunto de puntos no errantes de f, Q(f), es un conjunto hiperbdlico, en-

tonces Per(f) = Q(flacs)).

Demostracion. Todo homeomorfismo f : Z — Z definido sobre un conjunto hiperbolico,
es un homeomorfismo expansivo y tiene la propiedad de sombreamiento. Por lo tanto,
del Teorema , tenemos que f es G H-topologicamente estable. En el caso de (i), flg(y) :
R(f) = R(f) es un homeomorfismo G H-topologicamente estable. Asi, del Teorema

concluimos la prueba del corolario. Anélogamente en los casos (ii) y (iii). O
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Capitulo 4

Conclusiones

En el Teorema 4 de [2], Walters muestra que todo homemorfismo expansivo sobre un
espacio métrico compacto, satisfaciendo la propiedad de sombreamiento necesariamente
es topologicamente estable. Ademaés, en el Teorema 3 de [I, ya habiendo introducido la
nocion de G H-estabilidad topologica, Arbieto y Morales muestran que todo homeomor-
fismo expansivo con la propiedad de sombreamiento es topologicamente G H-estable,
también sobre espacios métricos compactos. Todo lo anterior en el marco de un sistema
dindmico discreto.

Mientras que en el caso continuo, en [I3], Thomas muestra en el Teorema 3 que cada
flujo (continuo) expansivo sin singularidades, definido sobre un espacio métrico compac-
to, con la propiedad de sombreamiento es topolégicamente estable. Por ende es natural
preguntarse si es posible definir algun tipo de GH-estabilidad topoldgica para flujos
asociada a una C°-Gromov-Hausdorff distancia entre flujos de espacios posiblemente
diferentes, de tal manera que adin se cumpla que expansividad mas la propiedad de
sombreamiento impliquen la G H-estabilidad topologica en el &mbito continuo. Respon-

demos estas cuestiones en [14].

Por otro lado, en [3], respecto al Lema de Aproximacion de Anosov (Anosov Closing
Lemma), se debilitan las condiciones del Anosov Closing Lemma, cambiando la hipotesis
de que un homeomorfismo f : X — X sea restringido a un subconjunto hiperbdlico A
de X, por la GH-estabilidad topologica del homeomorfismo restriccion flp : A — A.
Observe que si A C X es un conjunto hipérbolico (respecto de f), entonces f|p : A —

A es un homeomorfismo expansivo con la propiedad de sombreamiento (POTP). Y
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por ende, f|pn : A — A es un homeomorfismo topologicamente G H-estable, gracias al

Teorema principal, Teorema [3
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