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Resumen

FEn la primera parte del presente trabajo mostramos que un teorema andalogo al teorema
2 de [14] vale para el caso de acciones de los ntimeros reales no negativos sobre un espacio
meétrico compacto. Esto es, la existencia de puntos no transitivos asociados a un semiflujo,
implica la densidad de estos. Mostraremos también que este conjunto de puntos no transiti-
vos es un F,-conjunto. Ademads construiremos una accién de un semigrupo sobre un espacio
meétrico compacto, tal que el conjunto de puntos no transitivos asociado es no vacio, pero no

es denso.

En la segunda parte, definiremos el concepto de GH -estabilidad topoldgica para flujos,
basandonos en el concepto anédlogo para homeomorfismos dado en [3], y en el concepto de
estabilidad topologica para flujos dado en [I]. En [3], Arbieto y Morales definen la nocién de
G H-estabilidad topolégica para homeomorfismos y demuestran que expansividad més la pro-
piedad de sombreamiento da lugar a la G H-estabilidad topolégica para homeomorfismos. En
[1], Romeo Thomas menciona una definicién de estabilidad topoldgica para flujos y muestra
que un flujo expansivo con la propiedad de sombreamiento y sin singularidades es topoldgi-
camente estable. Asi, motivados por el camino seguido en [3] y basandonos en [I]], definimos
la nocion de GH-estabilidad topoldgica para flujos y probamos que un flujo expansivo sobre
un espacio métrico compacto, con la propiedad de sombreamiento, y sin singularidades es

topologicamente G H-estable.



Abstract

In the first part of this work, we prove that an analogous result to Theorem 2 of [14] still
work for cases of actions of non-negative real numbers on a compact metric space. Indeed, the
existence of non transitive points of a semi-flow implies the density of them. Moreover, we will
also construct an action of a semigroup on a compact metric space, such that the associated

set of non transitive points is non-empty, but not dense.

In the second part, we introduce the notion of topological G H-stability for flow, based on
the analogous concept about homeomorphism given in [3], and on the notion about topologi-
cal stability for flows given in [I]. In [3], Arbieto and Morales define the notion of topological
G H-stability for homeomorphisms and they prove that every expansive homeomorphism with
the pseudo-orbit tracing property on a compact metric space is topologically G H-stable. In
[1], Romeo Thomas mentions a definition of topological stability for flows and he proves that
an expansive flow with the shadowing property and without singularities is topologically sta-
ble. In this way, we had been motivated to follow the path in [3] and also had been based on
[1], we define the topological G H-stability for flows and we prove that an expansive flow on a
compact metric space, with the shadowing property, and without singularities is topologically

G H-stable.
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Notaciones

conjunto de los ntimeros enteros.

conjunto de los nimeros naturales, N = {1,2,3,...}.

conjunto de los ntumeros reales.

conjunto de los ntimeros reales positivos.

cardinalidad del conjunto finito G.

espacio meétrico X con métrica dX

flujo definido sobre el espacio métrico X.

homeomorfismo tiempo t asociado al flujo ®.

distancia del punto z al conjunto A.

bola abierta de centro a y radio i > 0.

bola abierta de centro a y radio i > 0.

distancia C° entre las funciones continuas f,g: Z — X.
distancia de Hausdorff entre los subconjuntos Ay B de X.
distancia de Gromov-Hausdorff entre los conjuntos A y B.
distancia C°-Gromov-Hausdorff entre los homeomorfismos

f: X—=>Xyg:Y =>Y.

distancia C%-Gromov-Hausdorff entre los flujos (X, ®) y (Y, ¥).
didmetro del conjunto B.

entropia topolégica de la funcién continua f: X — X.
entropia topologica del flujo @ : R x X — X.

conjunto de homeomorfismos crecientes o en R, con «(0) = 0.
conjunto de funciones continuas en R que fijan el neutro aditivo.
conjunto de puntos periddicos de T.

conjunto de puntos no errantes de f.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Sobre la nocién de G H-estabilidad topolégica para flujos

En [3], Arbieto y Morales definen el concepto de G H -estabilidad topoldgica para homeo-
morfismos y, entre otras cosas, muestran que un homeomorfismo expansivo con la propiedad
de sombreamiento es topoldgicamente G H-estable. Para definir esta G'H-estabilidad combi-
nan la nocion de estabilidad topolégica usual (de Walters) de homeomorfismos, y la distancia
C°-Gromov-Hausdorff, la cual permite medir “distancias” entre dinamicas que actian en es-
pacios posiblemente diferentes. Para esto, esencialmente ellos combinan la nocién de distancia
de Gromov-Hausdorff (que mide la “distancia” entre dos conjuntos que pertenecen a espacios
métricos diferentes), y la distancia C° usual (que mide la distacia entre dos funciones que van
de un espacio métrico a otro), y definen la distancia C°-Gromov-Hausdorff para funciones,
denotada por dgpo. En términos precisos, dados A > 0, y dos espacios métricos X y Y con
métricas dX y d¥ respectivamente, en [3] definen el concepto de A-isometria de X a 'Y como
una funcién i : X — Y verificando que

méx{ sup ‘dY (i(x),i(2)) — dX(z, 2)
r,z€X

,dH(i(X),Y)} <A
donde dp es la distancia de Hausdorff en Y. Y en seguida definen:

Definicién 1 (Distancia C°-Gromov-Hausdorff para funciones). Dadas dos funciones f :
X > X yg:Y — Y, definidas sobre los espacios métricos X e Y respectivamente, la

distancia C°-Gromov-Hausdorff entre f y g es definida por
dapo(f,g) =inf {A >0;3i: X =Y, 35:Y = X, A-isometrias, tales que
deolio frg0i) < A ydeo(jog, fo ) < Al.

Donde las A-isometrias i y j no necesariamente son continuas.



Basandonos en estos hechos, en el presente trabajo definimos la distancia C°-Gromouv-

Hausdorff para flujos, que denotamos por Dgq o ue nos permitird medir “distancias” entre
; GHY,

dindmicas continuas que actiien en espacios métricos posiblemente diferentes. Mostraremos

también algunas propiedades de esta, andlogas a las propiedades de dgpgo.

Definicién 2 (Distancia C°-Gromov-Hausdorff para flujos). Dados dos flujos (X, ®) y (Y, ),

definimos la C%-distancia de Gromov-Hausdorff para flujos entre ® y U, por

Dgpo(®, V) = inf {A > 0; 3 A-isometrias continuasi: X - Y yj:Y - X
tales que dpo(Vpoi,i0®P) < AVie|0,1],

ydco(étoj,jowt)<AVt€[0,1]}. (1.1)

Dados dos flujos (X, ®) y (Y, V), decimos que estos son isométricos entre si, si existe al-

guna isometria h: X — Y tal que ho &, = U, 0 h para cada t € R.

Ademas, como en la Definicion 6.1 de [10], decimos que un flujo ®, definido sobre un

espacio métrico X, es isométrico si
d(q)t(x), \Ift(y)) = d(z,y) para cada z,y € X, y cada t € R.

Donde d es la métrica de X.

Motivados en las propiedades de la distancia dggo de Gromov-Hausdorff para homeo-
morfismo, dadas en el Teorema 1 de [3], demostramos propiedades analogas para la distancia

D¢ggo de Gromov-Hausdorff para flujos. Asi, establecemos nuestro primer resultado.

Teorema 1. Para cada par de flujos (X, ®) y (Y, V), definidos sobre espacios métricos com-

pactos, se tiene que:

(1) Si X =Y entonces Dgpo(®, V) < sup dpoo(Ps, Uy). Donde la desigualdad puede ser
t€(0,1]
estricta.

(2) dgu(X,Y) < Dapo(®,9). Y si ®X y WY son los flujos tales que (%), = Idx y
(UY); = Idy para cada t € R, entonces dgr(X,Y) = Depo(®X, ¥Y).

(3) Dgpo(®, V) =0 si, y solamente si, ® y ¥ son isométricos entre si.

(4) Dggo(®,V) = Dggo (0, ®).



(5) Para cada flujo (Z,€) definido sobre un espacio métrico compacto, tenemos que
Depo(®,9) <2+ (Dgpo(®,€) + Dgpo(€,0)).

(6) Dgpgo(®, V) > 0. Ademds, si X yY son acotados entonces Dgpo(®, V) < co.

(7) Si X es un espacio métrico compacto, y si existe una sucesion

(I":RxY, =Y,)

de flujos isométricos tales que II/IE Dgpo(®,9™) = 0. Entonces ® es también un flujo
n—-+0oo

1soméetrico.

Las propiedades (3), (4) y (5) nos dicen que Dgpo es una pseudo-casi-métrica con coeficiente
2 en el espacio de flujos continuos definidos sobre espacios métricos compactos, médulo iso-

metrias de flujos.

Asi también, basandonos en la definicion de G H -estabilidad topoldgica para homeomorfis-
mos, dada en [3]; y en la definicion de estabilidad topoldgica para flujos, dada en [1]], definimos
el concepto de GH -estabilidad topoldgica para flujos. Para ello previamente definimos el con-
cepto de H-continuidad: decimos que una funcion h : Y — X, es H-continua si existe alguna

funcién multivaluada g : Y ~ X, semicontinua superior, y con valores cerrados, tal que
» h(y) € g(y) paracaday € Y; y

= para cada y € Y se tiene que para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que para cada z € Y,

si d(z,y) <8y du(9(z),9(y)) <9, entonces d(h(z),h(y)) < e.

Definicion 3 (G H-estabilidad topologica para flujos). Sea (X, ®) un flujo definido sobre
un espacio métrico X. Decimos que ® es topologicamente G H-estable si, para cada € > 0,
existe § > 0 tal que, si (Y, V) es un flujo continuo para el cual existen §-isometrias continuas

1: X —=>Yvyj:Y — X, tales que,

deo(Vpoi,i0P) <6 para cada t € [0,1]; y (1.2)

doo(Proj,joW,) <0 para cada t € [0,1]. (1.3)

Entonces, existe h:' Y — X, funcion H-continua, tal que h es una e-isometria, y lleva orbitas

de U en drbitas de ©.



Esta Definicién [3| en términos de la distancia D¢ po, resulta:

Definicion 4 (G H-estabilidad topologica para flujos). Dado un flujo (X, ®). Decimos que
este es topologicamente G H-estable si, para cada € > 0, existe § > 0 tal que, si (Y, V) es un
flugo, con Dgpo(V,®) < 0§, entonces existe alguna funcion H-continua h 1Y — X, que es

e-1sometria, y que lleva orbitas de U en drbitas de .

Ademas mostramos que, al igual que en el caso de homeomorfismos (como en el Teorema 3
de [3]), expansividad y POTP dan lugar a la G H-estabilidad topologica. Todo esto siguiendo

la prueba del Teorema 3 dado en [I]. De este modo, establecemos nuestro segundo resultado.

Teorema 2. Cada flujo expansivo ® : RxX — X sin singularidades, definido sobre un
espacio métrico compacto, y con la propiedad del sombreamiento (POTP) es topoldgicamente

G H -estable.

También definimos una variante de la GH-estabilidad topolégica, que denominaremos

G H-estabilidad o-topolégica,

Definicion 5 (G H-estabilidad o-topologica para flujos). Sea (X, ®) un flujo definido sobre
un espacio métrico X. Decimos que ® es o-topolégicamente G H-estable si, para cada € > 0,
existe 0 > 0 tal que, si (Y, V) es un flujo, con Dgpo(¥,®) < §, entonces existe h : Y — X,
funcion continua sobre un conjunto residual de' Y, tal que h es una e-isometria, y lleva drbitas

de U en drbitas de ©.

Y mostramos un teorema anélogo al Teorema [2| basdndonos en el hecho que la semi-
continuidad superior de una funciéon multivaluada implica la continuidad de esta sobre un

subconjunto residual de su dominio.

Teorema 3. Cada flujo expansivo ® : RxX — X sin singularidades, definido sobre un

espacio métrico compacto, y con la propiedad del sombreamiento (POTP) es o-topoldgicamente

G H -estable.

Basados en el Teorema 9 de [3], el cual nos dice que si tenemos dos homeomorfismos isomé-
tricos entre si, tal que uno de ellos es topoldgicamente G'H-estable, entonces el otro es también
G H-estable. Mostramos, analogamente, que el concepto de G H-estabilidad topolégica para

flujos es invariante bajo isometrias de flujos.

Teorema 4. Sean (X', ®') y (X, ®) flujos isométricos entre si, tales que (X, ®) es un flujo to-
poldgicamente G H -estable. Entonces (X', @) es también un flujo topoldgicamente G H -estable.
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Asi también, el concepto de G H-estabilidad o-topologica es invariante bajo isometrias de

flujos.

Teorema 5. Sean (X', @) y (X, ®) flujos isométricos entre si, tales que (X, ®) es un flujo
o-topoldgicamente GH -estable. Entonces (X', ®') es también un flujo o-topoldgicamente GH -

estable.

Motivados en la Proposicion 3.1.1 de [7], y como corolario de este y del item (3) del

Teorema |1 mostramos el siguiente resultado,

Corolario 1. Sean (X, ®) y (Y, V) dos flujos definidos sobre espacios métricos compactos X
e Y, respectivamente. Si Dgpo(®, V) = 0 entonces ambos flujos tienen la misma entropia

topoldgica, esto es h(®) = (V).

Por otro lado, en el Corolario 2 del Teorema 5 de [1], se muestra que si f: X — X es un
homeomorfismo topolégicamente estable definido sobre una variedad compacta de dimension
> 2. el cual es expansivo, entonces el flujo suspension ®/ : R x X = X de f (bajo la funcion

constante 1 : X — R idénticamente uno) es topologicamente estable.

Asi también podemos mostrar el siguiente corolario.

Corolario 2. Sea f : X — X un homeomorfismo topoldgicamente estable el cual es expansivo,
definido sobre una variedad compacta X de dimension > 2. Entonces el flujo suspension
df RxX — X de f (bajo la funcion constante 1 : X — R) es topoldgicamente G H -estable

y también o-topoldgicamente G H -estable.

1.2. Sobre densidad de puntos no transitivos para semiflujos

Dado un espacio métrico compacto (X, d), y una funciéon continua f : X — X, un punto a
de X es transitivo respecto de f, si su semidrbita positiva, O4(a, f) = {f"(a);n € N}, es
densa en X. Denotaremos por P.(f) al conjunto de puntos transitivos de f, y por Q4+ (f)
al conjunto de puntos no transitivos. En caso que f fuese un homeomorfismo, a cada punto
a € X est4 asociado también su semiérbita negativa, O_(a, f) = O (a, f~1); y la 6rbita de a,
O(a, f) = {f™(a);n € Z}. En este caso, P_(f) denotard a Py(f~'). En lo que sigue, diremos
que un homeomorfismo f : X — X, definido sobre un espacio métrico, es minimal si para

cadaxz € X, z € Py(f).

11



Sean (X, d) un espacio métrico, R™ = [0, +00) el conjunto de los niimeros reales no negativos,
dotado con la topologia de subespacio de R (con la topologia usual). Sea N el conjunto de los
nameros naturales, y Ng = NU {0}, ambos con la topologia de subespacio de R. Una funcién
¢ RT x X — X es un semiflujo, esto es, una accion de RT sobre X, si ¢ es una funcién

continua tal que
» Para cada x € X, ¢(0,2) = x;
» Para cada t,s € R", y para cada z € X, ¢(t,¢(s,z)) = d(t + s, 2).

Usualmente, denotaremos a un semiflujo ¢ por {¢;}ier+, donde ¢ : X — X es la funcion
dada por ¢¢(z) = ¢(t,x), para cada z € X y cada t € RT. Asi, ¢g = Id y ¢t 0 ps = @115, para

cada t, s > 0. La semidrbita positiva de x € X, asociada al semiflujo ¢, es

O4(z,0) = {qbt(:z) e X;t> 0} = ¢op+(x).

Decimos que x € X es un punto transitivo de ¢, si su semiérbita positiva es densa en X, esto
es, si O4(x,¢) = X. Denotaremos por P, (¢) al conjunto de puntos transitivos de ¢, y por
Q+(¢) al conjunto de puntos no transitivos de ¢. Si cambiamos el semigrupo R™, por el grupo

aditivo R obtenemos un flujo sobre X.

Anélogamente, para un semigrupo G € {Ny, Ny xNp}, una accidn de G en X es una funcion

U : G x X — X que satisface
(o) Para todo z € X, ¥(e,x) = x;
(B8) Para cadat,s € G, y para cada z € X, \Il(t, U(s,z)) =¥(t+s,z).

donde e es el elemento neutro de G. Dado p € X, la semidrbita de p, asociada a la accién
U, es el conjunto Oy (p,¥) = {\I/(ac,p) € X;x € Q}. Decimos que un punto p de X es
transitivo si su semiorbita es densa en X. Denotaremos por Py (W) al conjunto de puntos
transitivos de W. Y por Q4 (V) al conjunto de puntos no transitivos de ¥. Observe que para
el caso G = Ny, tenemos que una accion ¥ de Ny sobre X estd completamente definida por
la funcién ¥(1,-) : X — X, ya que ¥(m, ) = [¥(1,-)]" para cada m € N. Analégamente,
para el caso G = Ny x Ny, tenemos que una accion ¥ de Ny x Ny sobre X esta completamente
definida por las funciones ¥((1,0),-) : X — X y ¥((0,1),-) : X — X, ya que ¥((m,n),-) =
[T((1,0),-)]™ o [¥((0,1),)]" para cada m,n € Ng. Ademés, de (8) tenemos que

[T((1,0),)] o [¥((0,1),)] = [L((0,1),-)] o [¥((1,0),)].

12



Del Teorema 2, de [14], tenemos que dada una funcién continua f : X — X sobre un
espacio métrico compacto (X, d), si el conjunto de puntos no transitivos Q4 (f) es un conjunto
no vacio, entonces este es denso en X. En términos de acciones, la funciéon f da lugar a una
accion ¢ : Ngx X — X, de Ny sobre X, dada por ¢(n,x) = f"(x), para cadan € Ngy z € X.
Una pregunta surge naturalmente, dada una accién ¢ : RT™ x X — X, de RT sobre X: Q4 (¢)
no vacio, implica que Q+(¢) es denso en X?

Observemos que para un semiflujo ¢ : R™ x X — X, donde X es un espacio métrico, puede
ocurrir que exista un punto transitivo p € X, tal que ¢(t,p) sea un punto no transitivo para
algiin t > 0. Por ejemplo, considere X = R, y ¢(¢t,2) = o + t para cada ¢,z € RT. Tenemos
que x = 0 es un punto transitivo, pero ¢(t,0) no es transitivo para ningtin ¢ > 0. El Teorema
1, en [I4], nos invita a hacer la siguiente hipotesis: si z € Py (¢), entonces ¢(t,x) € Py(¢)
para cada t > 0. Bajo esta hipétesis obtendremos el siguiente resultado que serd demostrado

en la Seccién 3.1.

Teorema 6. Sea X un espacio métrico compacto, y sea ® : RT x X — X un semiflujo.

Supongamos que
si x € Py(®), entonces ®(t,z) € Py(P) para cada t > 0. (1.4)

Entonces, si el conjunto de puntos no transitivos Q4+ (®P) no es vacio, entonces es denso en

X. Ademds, Q+(®) es un F,-conjunto.

Por otro lado, en la Seccion 3.2, construimos, como en [15], un homeomorfismo S : Y — Y
con un dnico punto fijo p € Y, tal que cada punto diferente de p, tenga érbita densa en Y.

Entonces obtendremos el segundo resultado.

Teorema 7. Existe una accion ¥ de Ng X Ng sobre un espacio métrico compacto Y tal que

Q+(¥) es no vacio, y no es denso en Y.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Componente conexa en espacios Hausdorff compactos

A continuacion, hacemos referencia a una conocida proposicion sobre componentes conexas
en espacios de Hausdorff compactos, el cual es propuesto como ejercicio 1 en la pagina 31 de
[12]. Este resultado nos permitirad considerar la igualdad, {z} = [, Un, siempre que {z}
sea una componente conexa de un espacio topolégico de Hausdorff compacto X, y donde los

U,, son conjuntos abiertos y cerrados de X alavez, y Uy DUy DUz D ---.

Proposicion 1. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff compacto. Si C' es una componente

conera de X, entonces C = ()0 A, donde
C= {A C X; A es abierto y cerrado, y C C A}.

Demostracion. Observe que C es no vacio ya que X € C. Sea

K={)A

AeC

De la definicién de C, C' C K. Como C es una componente conexa de X, para mostrar que
C = K es suficiente ver que K es conexo. Sea K = K1 U Ko, donde K1 y K> son cerrados en
K (y por tanto cerrados en X), y disjuntos. Como X es un espacio de Hausdorff compacto
tenemos que X es un espacio normal, asf existen V7 y Vs abiertos disjuntos tales que K1 C V1 y
K> C V3. Por tanto [ 4 A = K C V1UV3, y por la compacidad de X, y ya que cada A en C es
cerrado, tenemos que existen Aj, A, ..., A, € C tales que ();_; A; € V1 UVa. De hecho, como
(V1 U Vg) UUxec A° = X y X es compacto, entonces existe un subcubrimiento finito de X, asf
existen Ay, Ag, ..., A, € C tales que (VUV2) UL, AS = X, esto es (V3 UVg)cﬁﬂle A; = 0.

Sea



tenemos que F' es abierto y cerrado, y FF O K D C, esto es, F' € C. Como C es conexo, y
CCViuVay VinVy =0, entonces C C V; o C C Vs, Supongamos que C' C V;. Como
F D C, entonces FNV; D C. Ademas, ya que F' es abierto, entonces F' N Vi es abierto; y

como F' es cerrado y
FnVi=Fn((ViwVa)\ Vo) = Fn(X\Va),

entonces F'NV; es cerrado. Asi FNVy € C, y por tanto K C FN V. Luego K C V4. Y como
K=K WKy, K CV;y Ky C Vs, entonces Ko = (). Analogamente, si C C V5, entonces

K, = (. Esto muestra que K es conexo. O

2.2. Un homeomorfismo excepcional mas que minimal

Decimos que A es un conjunto perfecto si es cerrado y no tiene puntos aislados (todos
sus puntos son puntos de acumulacion). Decimos que un conjunto topologico A es totalmente
disconero si cada componente conexa de A consiste de un solo punto. Por definicion, un
conjunto de Cantor es un conjunto compacto, perfecto, totalmente disconexo, y metrizable.
Denotaremos por S' a la circunferencia de radio 1 centrada en el origen (0,0) del plano R?,
estoes S! = {(33, y) € R% 22492 = 1}. A continuacion recordamos dos importantes teoremas,
dados en [16] (Lan Wen, paginas 16 y 17), respecto de la estructura del conjunto no errante

asociado a homeomorfismos sobre S*.

Proposicién 2. Sea f: S' — S' un homeomorfismo tal que Per(f) = (). Entonces Q(f) es

un conjunto minimal. Ademds, o Q(f) coincide con S*, o es un conjunto de Cantor.

Proposicién 3. Sea f : S' — S' un homeomorfismo que preserva orientacion, tal que

Per(f) # 0. Entonces todos los puntos periddicos de f tienen el mismo periodo y Per(f) =
Q(f).

Definicién 6. Un homeomorfismo f: S' — S' es llamado excepcional si Per(f) =0 y Q(f)

es un conjunto de Cantor.

Sabemos que una rotacioén irracional f : S — S es un homeomorfismo minimal, esto es,
para cada z € S!, Orb™(z, f) es denso en S'. Mas atn, f es mas que minimal puesto que
para cada x € S, ambas semiérbitas, Orb™ (z, f) y Orb™(z, f), son densas en S*.

A continuacién repliquemos la construccién de un homeomorfismo excepcional en S! (dado

en el ejemplo 5 de la pagina 18 de [16]) a partir de alguna rotacién irracional. Sea f : S' — St
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una rotacién irracional (que preserva orientacién), y considere p € S'. Reemplace cada uno

de los puntos de la érbita de p,

) ) e (), £ (), -

por intervalos cerrados no unitarios
o9, 19,10, Ih, I, . .

Esto es, para cada n € Z reemplace f"(p) por un intervalo cerrado (no trivial) I,, en S!, de
modo que la longitud total de estos intervalos sea finita, > .., [I;| < +0c. Esto nos da una
nueva circunferencia ¥ (homeomorfa a S'). Defina un homeomorfismo g : ¥ — 3, tal que

g(x) = f(x) para cada z € ¥\ L—I_-J I,. (2.1)
nez

Y tal que g mapee I, sobre I, 11 homeomérficamente para cada n € Z, de modo que g resulte
una, funcién continua. Asi, g no tiene puntos periodicos, y posee puntos errantes, a saber,

E\Q(g) = L__"J int(7,),

nez
gracias a (2.1)). Por lo tanto, ©(g) es diferente de la circunferencia ¥. Del Teorema [2| conclui-

mos que §2(g) es un conjunto minimal el cual es un conjunto de Cantor.
Ademas, de las propiedades de la rotacion irracional f, y de (2.1), tenemos que ambas semi-

orbitas, Orb™ (z,g) y Orb™(x, g), son densas en €(g), para cada z € Q(g) = X\ L—ﬂ int(7,).

neZ
Restringiendo g a ©(g) obtenemos un homeomorfismo

h = glaw) : Qg) = Qg)

definido sobre un conjunto de Cantor (conjunto compacto, perfecto, totalmente disconexo, y
metrizable) tal que ambas semiérbitas, Orb™(z,h) y Orb™(z, h), son densas en (g), para
cada = € Q(g).

2.3. Continuidad de funciones multivaluadas

A continuacion, recordamos algunas definiciones dadas en [§] respecto al concepto de con-
tinuidad y semicontinuidad de funciones multivaluadas. Dados dos espacios métricos (X, d~)
e (Y,dY), una funcion multivaluada F, de X a Y, que denotaremos por F' : X ~ Y, es una
funcién (en el sentido usual) de X a 2¥. Donde 2¥ denota al conjunto de subconjuntos de Y.

El dominio de F es el subconjunto de elementos z € X tales que F(z) es no vacio, esto es,
Dom(F) = {:L‘ € X;F(z) # (Z)}.
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Si las imagenes de una funciéon multivaluada F': X ~» Y son conjuntos cerrados (compactos),
esto es, F'(x) es un subconjunto cerrado (compacto) de Y para cada z € Dom(F'), decimos

que F tiene valores cerrados (compactos).

Definiciéon 7 (Semicontinuidad superior de funciones multivaluadas). Una funcion multiva-
luada F : X ~ Y es semicontinua superior en x € Dom(F') si para cualquier vecindad U de

F(x), existe n > 0 tal que para cada 2’ € X,
si dX (2!, x) < n entonces F(z') C U.

La funcidn multivaluada F' es semicontinua superior si esta es semicontinua superior en cada

punto de Dom(F').

Cuando F(x) es compacto, F' es semicontinua superior en x si, y solamente si, para cada

€ > 0, existe n > 0 tal que para cada 2’ € X,
si dX(2',z) < n entonces F(z') C By (F(z),¢€).

Donde, By (F(x),€) = {y € Y;d(y, F(z)) < e} y d(y, F(z)) = inf {dY(y,w);w e F(x)}.

Definicién 8 (Semicontinuidad inferior de funciones multivaluadas). Una funcion multiva-
luada F : X ~ Y es semicontinua inferior en x € Dom(F') si para cada y € F(x), y para

cada sucesion (Tn)nen € X convergiendo para x, existe alguna sucesion (Yn)neny C Y tal que
» y, € F(x,) para cada n € N; y
» lim y, =y
n—oo

La funcion multivaluada F' es semicontinua inferior si esta es semicontinua inferior en cada

punto de Dom(F).

Observe que la definicién de semicontinuidad inferior de F': X ~» Y en un punto z de X,
es equivalente a que: para cada abierto U de Y, con U N F(z) # 0, exista n > 0 tal que para

cada 2/ € X,
si d¥(a',x) < 1 entonces F(z') NU # (.

En efecto, supongamos que esto tultimo acontece. Sean y € F(z) y (n)neny € X, con

limy,, - z, = z. Para cada n € N tenemos que

y € F(x) N By (y)-
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Asi, para cada n € N existe n,, > 0 tal que para cada 2’ € X,
si dX(2',x) < n, entonces F(z') N By (y) # 0. (2.2)
Como limy, o m = , para cada n € N existe i, € N tal que para cada m € N,
si m > 4, entonces dX(ZL‘m,:L') < Mp-

Por lo tanto, de (2.2)), F(zm) N By, (y) # 0 si m > i,. Sin pérdida de generalidad podemos
elegir los 1, tales que, i, < iny1 para cada n € N. Asi, para cada n € N, para cada m €

[in, in+1) NZ,
F(am) N Byu(y) £ 0.
Asi, para cada n € N, para cada m € [iy, in+1) NZ,
existe Ym € F(xm) N By/p(y)-
Por lo tanto,
" Yy, € F(x,,) para cada m € N con m > i1; y
s d¥ (Ym,y) < 1/n para cada m € [in,ins 1) NZ, para cada n € N.

Asi, impyy o0 Ym = -

Reciprocamente, supongamos que F' es semicontinua inferior en x € Dom(F'). Sea U un
conjunto abierto de Y tal que

UNF(x)#0.

Asi, existe y € U N F(z). Mostremos que existe > 0 tal que para cada 2’ € X,
si dX(a',z) < n entonces F(z') NU # 0. (2.3)

Supongamos por contradiccion que para cada 7 > 0, existe x, € X tal que,

d* (zp, ) <ny F(z,)NU= 0.
En particular, para cada n € N existe x,, € X tal que,

dX(xp,x) < 1/ny F(z,) NU = 0.
Asi, limy, soxn =2y

F(z,) NU = () para cada n € N. (2.4)

Como F es semicontinua inferior en z, existe alguna sucesion (y,)neny C Y tal que
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(i) yn € F(x,) para cadan € N; y

(ii) lim y, =v.

n—oo

Como y € U, existe ng € N tal que para cada n € N,
si n > ng entonces y, € U.
Asi, de (i), tenemos que para cada n > ny,
Yn €EUN F(xy,).
Lo cual contradice . Por lo tanto existe n > 0 verificando .

Definicion 9. Decimos que una funcion multivaluada F : X ~ Y es continua en € Dom(F)
si F' es a la vez, semicontinua superior y semicontinua inferior en x. La funcion multivaluada

F' es continua si esta es continua en cada punto de Dom(F).

A continuacion recordamos el Teorema 1.4.13 de [8], que nos dice que a pesar de que la
semicontinuidad superior y la semicontinuidad inferior son conceptos distintos, ellos coinciden
genéricamente. Esto nos permitird mostrar la continuidad de una funcion (en el sentido usual)
en un subconjunto residual de su dominio. Recordemos que un subconjunto residual de un
espacio métrico X es una interseccién numerable de subconjuntos abiertos densos. El Teorema
de Baire establece que un subconjunto residual de un espacio métrico completo es denso. Una

propiedad es llamada genérica si vale para cada punto de un conjunto residual.

Proposicion 4 (Continuidad genérica de una funcion multivaluada). Sea F' : X ~ Y una
funcion multivaluada de un espacio métrico completo X, a un espacio métrico completo sepa-

rable Y .

(1) Si F es semicontinua superior, entonces F' es continua sobre un subconjunto residual de

X.

(2) Si F es semicontinua inferior, con valores compactos, entonces F' es continua sobre un

subconjunto residual de X.

Demostracion de (1). Como Y es un espacio métrico separable, entonces existe una base

topolégica numerable de Y. Esto es, existe {Vn}n N coleccién numerable de abiertos de Y

tal que,

V abierto VCY,Vye V,AneNtal quey € V, C V. (2.5)
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Como Y es un espacio métrico, entonces Y es un espacio regular. Asi, para cada abierto V, y

para cada y € V, existe algtin abierto W tal quey € W C W C V. Asi, para W y y, de 1’

existe n € Ntal que y e V,, C V,, C W. Por lo tanto,

V abierto VCY,VycV,3neNtalqueyecV,, CV, C V. (2.6)
Definamos para cada n € N,

Ln=F (Vo) = {o € X;F(a) N Vo £ 0}.
Mostremos que L, es un subconjunto cerrado de X. Sean xg € X y (ym)men € Ly, tales que
lim ., = zo. (2.7)
m—0o0

Como x,, € Ly, entonces F(x,,) NV, # 0. Asi, para cada m € N

existe Y, € F(xm) NV, # 0.

Suponiendo que V,, es compacto, tomando subsucesiones si es necesario, podemos suponer que
existe yo € Vj, tal que
lim v, = yo. (2.8)

m—00

Suponiendo que Dom(F') es un conjunto cerrado, entonces xg € Dom(F'). Sea (\j)ien C
(0, 00), estrictamente decreciente tal que lim; o, A\; = 0. Como F' es semicontinua superior en

xo, para cada i € N| existe d; > 0 tal que para cada 2’ € X,
si d(z',z0) < &; entonces F(z') C B(F(z0), ;).
De (2.7)), para cada i € N existe k(i) € N tal que para cada m € N,
si m > k(i) entonces d(Zm, xo) < ;.
Por lo tanto, si m > k(i) entonces ym, € F(zn,) C B(F(20), \i). Asf, para cada i € N,

para cada m > k(i), d(ym, F(z0)) < \i.

Asi, de 1} d(yo,F(mo)) < \; para cada i € N. Por lo tanto, yo € F(xg). Suponiendo
que F(xq) sea cerrado, tenemos que yo € F(xo). Asi, puesto que yo € V,, tenemos que

yo € F(xo) N V,. Por lo tanto, ¢ € L,,. Asi, L, es un conjunto cerrado de X.
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Notemos que si x € X es tal que,
Vn €N, si x € L, entonces = € int(Ly). (2.9)

Entonces F' es semicontinua inferior en z. Donde int(L,,) denota al interior del conjunto L,.

En efecto, sea V un subconjunto abierto de Y tal que F(z)NV # ). Asi, existe y € F(z)NV.
De 1 , existe n € N tal que y € V,, y V,, C V. Por lo tanto,

yeE F(x)NV, C F(x)NV.
Asf, € Ly. Por lo tanto, de (2.9), z € int(L,). Asi, existe § > 0 tal que
Bs(z) C L, =F (V) CF (V).
Asi, para cada 2’ € X,
si d(z’,x) < & entonces F(2') NV # 0.

Por ende, F' es semicontinua inferior en x.

Para cada n € N denotemos por dL,, al borde de L,,, esto es

8Ln::j;;ﬁ(Xf\[m)

Tenemos que cada 0L, es un conjunto cerrado de X. Ademas, como L,, es cerrado, entonces

int(0L,,) = 0 para cada n € N. Sea

R=X\JoL,= () (X\0L,).

neN neN
Como 0L, es cerrado con interior vacio, entonces X \ 0L,, es abierto y denso en X. Asi, R
es un subconjunto residual de X. Dado que X es un espacio métrico completo, entonces del

Teorema de Baire tenemos que R es denso en X. Sea z € R, entonces
x ¢ 0L, para cada m € N. (2.10)
Asi, dado n € N (cualquiera), si x € L,, entonces
r €L, =L, =int(L,)WOL,,

entonces = € int(Ly,) o © € L, donde W denota a una unién disjunta. Entonces, de (2.10)),
x € int(Ly,). Asi, hemos mostrado que se cumple (2.9)). Por lo tanto, F' es semicontinua inferior

en x. Como z fue un punto cualquiera de R tenemos que F' es semicontinua inferior en R. 0O
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2.4. La distancia C'-Gromov-Hausdorff para homeomorfismos

A continuacion, seguimos las notaciones dadas en [3]. Sean (X, d*X) y (Y, d") un par de espacios
métricos. Una isometria i : X — Y es una funcién sobreyectiva que preserva distancias, esto

es
d (i(z),i(2")) = d* (z,2) para cada x,2’ € X.

Dados un espacio métrico (Z,d?), w € Z y C C Z, la distancia de w € Z al subconjunto

C C Z, que denotamos por d(w,C), es
d(w, C) = inf {dz(w,c);c € C}.

Dados A, B C Z, la distancia de Hausdorff entre A y B, que denotamos por di(A, B), es
definida por

di (A, B) = max { sup d(a, B),sup d(b, A)}
acA beB

Dado A > 0, una A-isometria i : X — Y es una funcién (no necesariamente continua) tal

que

mzix{ sup ‘dY(i(a:)J(z)) —d¥(z,2)
r,ze€X

,dH(i(X),Y)} < A.

Sean (X,dX) y (Y,d") dos espacios métricos. Dados dos subconjuntos A C X y B C Y, la

distancia de Gromov-Hausdorff entre A y B, que denotamos por dgg(A, B), es definida por
dau(A, B) = inf {A > 0; existen A-isometriasi: X - Y yj:Y — X}.

Dados dos espacios métricos compactos (X,dX) y (Y,d¥). La distancia C° entre las funciones

(no necesariamente continuas) f: X - Y yg: X =Y es

deo(f,9) = sup d" (f(z),g(x)),

donde f y ¢g no necesariamente son funciones continuas. De la distancia de Gromov-Hausdorff

y de la distancia C?, los autores, en [3], definen la distancia C°-Gromov-Hausdorff, entre dos
dindmicas f: X — X y ¢g: Y — Y que actian sobre espacios métricos distintos, por
dapo(f,g) = inf {A > 0;existen A-isometriasi: X — Y,j:Y — X tales que

dco(iOf,goi)<Aydco(jog,foj)<A}- (2.11)

De las propiedades (3), (4) y (5) del Teorema 1 de [3], tenemos que dgpyo es una pseudo-

casi-métrica con coeficiente 2 sobre el espacio de funciones continuas, definidas sobre espacios
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métricos compactos, modulo isometrias.

Decimos que un homeomorfismo f : X — X definido sobre un espacio métrico, es expansivo
si existe e > 0 tal que para cada =,y € X, si d(f”(:r), f"(y)) < e para cada n € Z, entonces

x = y. La constante e es llamada constante de expansividad de f.

2.5. Flujos expansivos y propiedad de sombreamiento de flujos

En lo que sigue (X, d) denotard a un espacio métrico compacto. Algunas notaciones que
emplearemos, dados x € X y 7 > 0, By (x) denotara a la bola abierta de centro = y radio 7,
esto es By(z) = {y € X;d(y,z) < n}. Una funcién ® : R x X — X es un flujo si es una

funcién continua tal que,
» &(0,x) =z para cada x € X.
] <I>(t, @(s,x)) = ®(t + s,x) para cada t,s € R, para cada = € X.
Para cada t € R, denotaremos por ®; a la funcion ®(¢,-) : X — X. Esto es, ®i(x) =
®(t,-)(z) = ®(t,x). La 6rbita de z € X asociada a @, es el conjunto Pg(z) = {®(t,2);¢t € R}.
En [2], Bowen y Walters definieron el concepto de expansividad para flujos, como una
extension natural del concepto de expansividad para homeomorfismos.

Definicion 10. Un flujo ® : R x X — X es expansivo (en el sentido de Bowen-Walters)
s, para cada € > 0, existe & > 0 tal que, para cada x,y € X, para cada funcion continua

s:R—= 1R, con s(0) =0,

st d(CIJt(:c), D) (y)) < 0 para cada t € R, entonces y € (_ (),
donde ®(_. o(z) = {@t(w) € X;t € (—¢, e)}
Note que y € ®(_. ) (7) es equivalente a que x € ®(_, (y)-

Sean ® : RxX — X un flujo y a,d > 0. Dados {zp}nez € X v {tn}tnez C R, decimos

que el par ordenado ({zn}nez, {tn}necz) es una (6, a)-pseudo drbita de ® si
» t, >aparacadan€Z,y

» d(Py, (zn), Tn+1) < 6 para cada n € Z.
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Para cada n € Z considere

n—1
Ztk csin>1
k=0
Spn = 0 ,sin=20
-1
—Ztk , sin <O.
k=n

Dado e > 0, decimos que una (4, a)-pseudo oérbita ({xn}n627{tn}n62) de ® es e-sombreada
por una 6rbita de @, si existen z € X y algin homeomorfismo creciente a : R — R, con

a(0) =0, tal que
d(Po ) (2), Pes, (zn)) < € para cada t € [sp, sp+1), para cadan € Z.

Definicion 11. Dado a > 0. Un flujo ® : RxX — X tiene la propiedad de sombreamiento
respecto de a, si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que cada (9,a)-pseudo drbita de @ es

e-sombreada por alguna orbita de .

De la Proposicion 1.4 de [I] tenemos que un flujo ® tiene la propiedad de sombreamiento

respecto de a > 0 si, y solamente si, ® tiene la propiedad de sombreamiento respecto de 1.

Definicion 12. Un flujo ® : R xX — X tiene la propiedad de sombreamiento, st para cada
€ > 0 eziste 6 > 0 tal que cada (8,1)-pseudo drbita de  es e-sombreada por alguna drbita de
.

Cuando un flujo ® tiene la propiedad de sombreamiento, diremos que ® tiene POTP, por

las siglas en inglés de: Pseudo Orbit Tracing Property.

A continuaciéon enunciaremos algunas proposiciones y lemas sobre flujos expansivos dados
en [I], que usaremos en la prueba de nuestros resultados. Un primer resultado sobre flujos
expansivos (X, ®) es que el estudio de estos se reduce a estudiar aquellos que no poseen

singularidades siempre que X sea un espacio métrico sin puntos aislados.

Lema 1. Si ® es un flujo expansivo sobre X, entonces cada singularidad de ® es un punto

arslado de X.

Demostracion. Sea p € X una singularidad de (X, ®), esto es, ®4(p) = p para cada t € R.
Dado € > 0, de la expansividad de @, existe 6 > 0 tal que para cada x,y € X, para cada

s : R — R funcién continua, con s(0) = 0,

si d(®¢(x), Psr)(y)) < 0 para cada t € R, entonces y € ®(_ ().
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En particular, si y € Bs(p), y si s : R — R es la funciéon idénticamente nula, tenemos que
d((I)t(p), és(t)(y)) =d(p,y) < d para cada t € R.
Entonces, y € ®_. o (p) = {p}. Por lo tanto, Bs(p) = {p}. O

Lema 2. Seqa @ : R x X — X un flujo continuo sin singularidades. Entonces existe Ty > 0
tal que para cada T € (0,Tp), existe v > 0 tal que d(@T(y),y) > 7, para cada y € X. Mds

ain, podemos considerar

Ty = inf {t > 0; & (x) =z, para algin x € X}.
Demostracion. Considere

Ty = inf {t > 0; &4(x) = z, para algin z € X}.

En caso el conjunto sobre el cual consideramos el infimo sea vacio, consideramos Ty = 400.
Dado que el flujo continuo ® no tiene singularidades y puesto que X es compacto, entonces
necesariamente Ty > 0. En efecto, supongamos que Ty = 0. Entonces, para cada n € N,
existen t, € (0,1/n) y x, € X tales que ®(t,,x,) = z,. Por compacidad de X, existen
(g, JneN C (Tn)nen y w € X tales que lim, o 7, = w. Dado t € R, para cada n € N, existe
Jn € Z tal que jpty, <t < (jn+ Diyn. Asi, limy, o0 jntn = t. Como @ (jptn, x,) = x, para cada
n € N, entonces en particular, ®(j, tk, , Tk, ) = Tk, para cada n € N. Haciendo n — oo, y de
la continuidad de ®, ®(t,w) = w. Como ¢t € R fue un namero real arbitrario, w € X es una
singularidad de ®. Lo cual es una contradiccién pues ® no posee singularidades. Por lo tanto

Ty > 0.

Sea T € (0,Tp). Entonces, ®7(x) # « para cada z € X. Asi, d(®r(xz),z) > 0 para cada
x € X. De la continuidad de la funcion p : X — R, definida por p(z) = d(tl)T(x), x); y de la
compacidad de X, existe v > 0 tal que p(z) > 7 para cada x € X. O

Lema 3. Sea ® : RxX — X un flujo, donde (X,d) es un espacio métrico compacto.
Para cada n,T > 0, existe A > 0 tal que para cada z,y € X, si d(x,y) < X\ entonces
d(@t(x), <I>t(y)) <n, para cada t € [—-T,T].

Demostracion. Sean T' > 0 y n > 0. Como ®|_7pxx : [-T,T] x X — X es una funciéon
continua sobre un conjunto compacto, entonces @\[,T,T]X x es uniformemente continua. Por
lo tanto, existe A > 0 tal que para cada (t,z), (s,y) € [-T,T] x X, si [t — s| + d(z,y) < A
entonces d(®(t,z), ®(s,y)) < n. En particular, para cada t € [-T,T] y para cada z,y € X,
si d(z,y) < A entonces d(®(t,z), ®(t,y)) <. O
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Lema 4. Sea ® : RxX — X un flujo sobre un espacio métrico compacto (X,d). Entonces,

para cada € > 0, existe § > 0 tal que, para cada 7,0 € R,
si |t —o| <6, entonces d(q)T(y)7 @o(y)) < € para cada y € X.

Demostracion. Sea € > 0. Como ®|_jxx : [-1,1] x X — X es una funcién continua
sobre un conjunto compacto, entonces @“_Ll]x x es uniformemente continua. Por lo tan-
to, existe § € (0,1) tal que para cada (t,z),(s,y) € [—1,1] x X, si |t — s| + d(z,y) <
§ entonces d(®(t,z),®(s,y)) < e. En particular, para cada z € X, si [t| < 0 entonces
d(@(t,m),m) = d(@(t,x),CI)(O,m)) < €. Asi, para cada y € X, y cada s € R, si |t|] < ¢
entonces d(Peps(y), s(y)) = d(®(t, ®(s,v)), B(s,y)) <e. O

En el Teorema 3 de [2] se dan las siguientes caracterizaciones de expansividad de flujos

sin singularidades.

Proposicion 5 (Caracterizacion de BW-expansividad de flujos). Sea @ : R x X — X un

flujo continuo sin singularidades. Entonces, son equivalentes,
(i) El flujo ® es expansivo.

(ii) Para cada € > 0, existe « > 0 tal que, para cada z,y € X, para cada h : R — R,

homeomorfismo creciente, con h(0) =0,

si d(Py(x), Py (y)) < a para cada t € R, entonces y € B(_, ().

(iii) Para cada n > 0, existe § > 0 tal que, para cada x,y € X, para cada s : R — R, funcion

continua, con s(0) =0,
st d(®y(x), @y (y)) < 6 para cada t € R, entonces y € Pp(x),

esto es, y = ®-(x) para algin T € R; y ademds ®,(x) € By(x) para cada t € [0,7], si

72> 0; 0 ®4(x) € By(x) para cada t € [1,0], si 7 < 0.

(iv) Para cada € > 0, existe o > 0 tal que para cada x,y € X, para cada par de sucesiones
bilaterales (t;)icz, (ui)iez en R, con ug = tg =0, 0 < ti11 —t; < «a para cada i € Z,

luiv1 — ui| < a para cada i € Z, lim; oo t; = +00 y lim; o0 t_; = —00,

si d(®y, (), Pu, (y)) < o para cada i € Z, entonces y € B(_c o (x).

Diremos que (iii) es la version geométrica, y (iv) la version discreta del concepto de expansi-

vidad para flujos.
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Demostracion. Como @ es un flujo sin singularidades, entonces del Lema
Ty = inf {t > 0; ®4(x) = x para algin = € X}
es positivo.
(i)=(ii): basta observar que todo homeomorfismo creciente es una funcién continua.
(ii)=(i): sea € € (0,Tp). Sea € > 0 por elegir (en funcion de €). Para este € > 0, de (ii), existe
a > 0 tal que para cada z,y € X, y cada h : R — R homeomorfismo creciente, con h(0) = 0,
si d(P(z), Q) (y)) < a para cada t € R, entonces y € Qe (7).

Sean z,y € X y s : R — R una funcién continua, con s(0) = 0, tal que

d(®y(x), Dy (y)) < 6 para cada t € R, (2.12)
donde § esta por elegirse. Para cada T € (0,Tp), del Lema P2} existe vp > 0 tal que

d(®7(z),2) > yr para cada z € X.

Entonces, para cada t € R,

1 < d(®4(), Ppyr(z))
< d(Pu(x), oty () + APy (1), Posrrry(¥)) + APy (y), Prar())

<26 + d(q)s(t) (y)> (I)s(t-l—T) (y)) :

Por lo tanto, para cada t € R, vp — 26 < d(fbs(t) (y), és(HT)(y)). Si elegimos § € (0,77/3),
tenemos que: yr/3 < d(@s(t) (¥), @5t (y)) para cada t € R. Para y7/3, del Lema , existe

7r > 0 tal que para cada 01,00 € R
si |01 — o] < 7p entonces, d(®Py, (2), Py (2)) < y7/3 para cada z € X.

Por lo tanto, debemos tener que ‘s(t +7T)— s(t)} > 7 para cada t € R.

De este modo hemos mostrado la siguiente afirmacion:

Afirmacion 1. Para cada T € (0,Ty), existe 7p > 0 tal que para cada § € (0,77/3), para cada

x,y € X, para cada funcion continua s : R — R, con s(0) = 0,

si d(®¢(x), Psr)(y)) < 0 para cada t € R, entonces 7p < |s(t+T) — s(t)|,
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para cada t € R. Con las hipdpesis de la afirmacion 1, defina la funcién § : R — R, por
B(t) = s(t+T)—s(t), t € R. B es una funcién continua, y es claro que 5(t) # 0 para cada
t € R. Del teorema del Valor Intermedio, 3(t) > 0 para cada t € R, o () < 0 para cada

t € R. Mostraremos que 3(0) = s(T") > 0. Asi, concluiremos que
s(t+T)—s(t) >0 paracadateR.

Afirmacion 2. Para cada T € (0,T,/3), existe dp € (0,77/3) tal que para cada z,y € X, para

cada funcién continua s : R — R, con s(0) =0,
si d(®¢(x), Psr)(y)) < 0 para cada t € R, entonces s(T') > 0.

Demostracion de la Afirmacion 2. En efecto, supongamos por contradiccion que existe T' €
(0,Tp/3) tal que para cada § € (0,77/3), existen xs,ys € X, y alguna funcién continua

ss : R — R, con s5(0) = 0, tales que
d(®¢(x5), Py () (ys5)) < 6 para cada t € R, y s5(T) < 0.

Discretizando: sea ng € N tal que 1/ng < ~vr/3. Para cada n € N, con n > ng, existen

Tn,Yn € X, y alguna funcién continua s, : R — R, con s,(0) = 0, tales que
d(®¢(zn), s, (1) (yn)) < 1/n para cada t € R, y s,(T) < 0. (2.13)

De (2.13)), con t = 0, tenemos que d(zp,y,) < 1/n para cada n > ng. De (2.13)), con t = T,

tenemos que d(Pr(zy), D, (1) (yn)) < 1/n para cada n > ng. Nos preguntamos si la sucesion
(Sn(T))n>no posee alguna subsucesién convergente. De 1} sp(T) < 0 para cada n > ng.

Tenemos dos posibilidades.
(a) Existen infinitos valores de n para los cuales s, (T) € [-T,0].
(b) Existe algun n; > no, tal que s,(7") < =T para cada n > nj.

Supongamos que acontece (a). Por la compacidad de X y de [T, 0], sin pérdida de genera-

lidad, considerando subsucesiones si es necesario, podemos suponer que lim,_ 1. T, = o,

My, 400 Yn = @0 ¥ LMy 00 $n(T) = to para algunos xg € X y to € [=7,0]. En (2.13) con
t = T, haciendo n — o0, tenemos que d(q)T(xo), @y, (a:o)) = 0. Asi, ®7_4,(z0) = x0, donde

0<T<T—ty<2T <TpyaqueT <Ty/3. Lo que contradice la minimalidad de Tj.

Supongamos que acontece (b). Del Teorema del Valor Intermedio, para cada n > n; existe

t, € [0,T] tal que sy, (t,) = —T. Asi, de (2.13), tenemos que

d(®y, (zn), Py, (1) (yn)) < 1/n para cada n > no. (2.14)
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Nuevamente por la compacidad de [0,7] y de X, sin pérdida de generalidad, tomando sub-
sucesiones si es necesario, podemos suponer que existen to € [0,7] y g € X tales que
limy, 00 tn = to, My 00 T, = 2o ¥ limy 00 Yn = xo. Por lo tanto, haciendo n — oo en (2.14)),
tenemos que d(®Py, (x0), P_7(20)) = 0. Asf, P74y, (20) = 20, donde 0 < T < T+t < 2T < Ty

ya que T' < Ty/3. Lo cual contradice la minimalidad de Tj.

En cualquier caso, sea (a) o (b), llegamos a una contradiccion. O

De las afirmaciones 1 y 2, tenemos que se cumple la siguiente afirmacion.

Afirmacion 3. Para cada T € (0,7p/3), existen 70 > 0y dp € (0,v7/3) tales que para cada

x,y € X, para cada funcion continua s : R — R, con s(0) =0,
si d(®¢(x), Psr)(y)) < 0r Vt € R, entonces s(t +T) — s(t) > 7Vt € R. (2.15)

Considere T' € (0,7p/3) que se elegira convenientemente. De la afirmacion 3, existen dp €

(0,v7/3) y 70 > 0, verificando (2.15). En (2.12)), elija 6 < d7. Por lo tanto, s(t+7)—s(t) > 7r
para cada t € R. Defina hy : R — R tal que hp(nT) = s(nT) para cada n € Z, y extienda

linealmente, esto es, defina

he(t) = <("+1T)T_t> s(nT) + (t _TnT>s((n +1)T),

para cada t € [nT, (n+ 1)T], y cada n € Z. Claramente hp es un homeomorfismo creciente.

Observe que para cada n € Z, para cada t € [nT, (n+ 1)T], existe t], € [nT, (n+ 1)T] tal
que hp(t) = s(t},). Dado t € R, existe n € Z tal que t € [nT, (n+ 1)T]. Tenemos que, usando
@12),

d((I)t(l'), (I)hT(t) (y)) = d(q)t(x)a ¢s(t;L)(y>)
< d(q)t(x)a (I)t;l (.Z‘)) + d((I)tLL (.7}), (I)s(t’n)(y))

< sup d(®,(w), w) + 4.

Notamos que debemos elegir T' € (0,7/3) suficientemente pequerio tal que

sup d(®,(w), w) + 6 < o
r<T
weX

Por ejemplo, para a/2 existe o > 0 tal que sup {d(@t(w),w); It < o,w € X} < a/2. Elija
T > 0 tal que T < min{Ty/3,0} y 6 < min{a/2,67}. Y en cuanto a €, basta elegir € = ¢
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(donde € es positivo).

(i)=(iii): dado n > 0, existe € > 0 tal que
si [t| < € entonces d(®y(w),w) <, para cada w € X. (2.16)

Para €, de la expansividad de ®, existe o > 0 tal que, para cada x,y € X, para cada funcién

continua h : R — R, con h(0) =0,
si d(@t(az), D1 (y)) < a para cada t € R, entonces y € ®(_ (7).
Sean z,y € X,y h: R — R una funcién continua, con h(0) = 0, tales que
d(®¢(x), @ppy(y)) < a para cada t € R.

Entonces y = ®,(z), para algin 7 € (—¢,€). Por lo tanto, de , Dio,1(z) C By(w) si
72> 0; 0 @ q)(7) C By(z) si 7 <O0.
(iii)=(i): Sea € € (0,Tp). Del Lema [2] existe n > 0 tal que

d(Pe(w),w) >n, para cada w € X. (2.17)
Por lo tanto, considerando w = ®_(z), tenemos que

d(P_c(2),2) >n, para cada z € X. (2.18)

Para e, de (iii), existe § > 0 tal que, para cada x,y € X, para cada funcién continua s : R — R,

con s(0) =0,
si d(®¢(z), ®s(r)(y)) < 0 para cada t € R, entonces y € Pr(z),

esto es, y = ®(x) para algin 7 € R; y ademas ®4(x) € By () para cada t € [0,7], si 7 > 0;
o ®i(x) € By(x) para cada t € [7,0], si 7 < 0. Sean z,y € X,y s : R — R, una funcién
continua, con s(0) = 0, tales que d(@t(x), @S(t)(y)) < 6 para cada t € R. Entonces y = &, (x),
para algin 7 € R. Y @ 4(z) C By(z), si 7 > 0; 0 @ g/(z) € By(x), siempre que 7 < 0.
Supongamos que T > ¢, entonces ®(z) € By(z). Esto es, d(®(z),z) < 1. Por otro lado, de
, d(@G(x),m) > n. Lo cual es una contradiccion. Asi, 7 < e. Supongamos que 7 < —¢,
entonces ®_(x) € By(z). Esto es, d(CI>_€($),:L') < n. Lo cual contradice 1} Asi, —e < T.

Por lo tanto 7 € (—e¢,€).
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(i)=(iv): Sea € > 0. De (i), existe § > 0 tal que para cada x,y € X, para cada funciéon

continua s : R — R, con s(0) =0,
si d(®¢(x), Psr)(y)) < 0 para cada t € R, entonces y € ®(_ (). (2.19)

Sea o > 0 por elegir (en funcion de §). Sean los puntos z,y € X y las sucesiones (¢;);ez,(u;)icz, C
R con thg =uy=0,0 < ti41 —t; < a para cada i € Z, |uj+1 — ui| < « para cada i € Z,

lim; o t; = 00 vy lim; o t—; = —00, tales que
d(®y,(z), Py, (y)) < a para cada i € Z. (2.20)

Defina h : R — R (funcién poligonal) tal que h(t;) = w; para cada i € Z, y extienda
t—1; tit1 —t

linealmente por h(t) = <Z>ui+1 + <Z+1>uZ para cada t € [t;,t;11], y para cada
tit1 — i tit1 — 1

i € Z. Claramente h es una funcién continua con h(0) = 0. Sea ¢t € R, existe un tnico i € Z

tal que t; <t < t;41. Entonces

d(P(z), 0 ()

IN

d(D4(x), By, (2)) + d(Dr, (x), Puy (y)) + d(Pu, (), D 0) (1))
d(®r—t; (1), () + @+ d(Phiy—u, (), ()

o+ 2 sup d(®,(z), 2),
i

IN

IN

donde la segunda desigualdad se da por (2.20). En este punto observamos que debemos elegir

o > 0 en funcién de 4, tal que

a+2-sup d(@T(z),z) <.
|T|<a

zeX

Asi, con esta eleccion, de 1D tenemos que d(@t(az),@h(t) (y)) < § para cada t € R. De
(2.19), tenemos que y € ®(_ ().

(iv)=(i): sea € > 0. De (iv), existe a > 0 tal que, para cada z,y € X, para cada par de
sucesiones (t;)iez v (u;)iez con ug =tg = 0,0 < t;11 —t; < aparacadai € Z, |uj41 —u;| < «

para cada i € Z, lim; o t; = 0o y lim; oo t_; = —00,
si d(®y,(x), Py, (y)) < a para cada i € Z, entonces y € B(_, (). (2.21)
Sean z,y € X y s: R — R una funcién continua, con s(0) = 0, tales que
d(®y(x), Py (y)) < o para cada t € R. (2.22)

Observe que para cada n € Z, s|[n’n+1} es uniformemente continua. Para a > 0, existe J,, €

(0, ) tal que para cada 71,72 € [n,n + 1], si |71 — 72| < §, entonces |s(11) — s(m2)| < a.

31



Para cada n € 7Z considere una particién de [n,n + 1], {7‘1" < T < e < 7',?”} tal que
0 <7/, — 7 < (< a)paracadai € 1,2,...,k, — 1. De este modo, yuxtaponiendo estas
particiones, construimos un par de sucesiones bilaterales (tx)rcz v (ug)rez, donde uy = s(tx)
para cada k € Z, con tg = 0, tales que 0 < 11 — tx < @'y |ugr1 — ug| < « para cada k € Z,
limg oot = 00 y limg_yoot_p = —00. De , tenemos que d(<1>tk, (x), Dy, (y)) < « para
cada k € Z. Por lo tanto, de , tenemos que y € ®_, o (z). O

En [I] se muestra el siguiente lema, el cual serd necesario para demostrar el teorema

principal, Teorema

Lema 5. Sea a > 0. Sea {ai : [0,a] — ]R} una familia de funciones continuas, estric-

1€N’

tamente crecientes, con «;(0) = 0 para cada i € N, tal que 'h/Hl aj(a) = 4o00. Entonces,
1—r+00

para cada N\, > 0 existen j € N, t1,to € [0,a], con t1 < tg, tales que to —t1 < X\ y

aj(tz) — aj(t1) = B.

Demostracion. Sea {so = 0,51,82,...,80_1,8, = a} una particiéon de [0,a] tal que 0 <
Sk+1 — Sk < A, para cada k € {0,1,...,n — 1}. Supongamos que existen infinitos j’s en N
tales que

a;j(sk+1) — o(sk) < B, para cada k € {0,1,2,...,n—1}.

i
L

aj(a) = aj(sa) — aj(s0) = 3 [j(s41) — ai(si)] < nB < +ov, (2.23)
0

B
Il

para infinitos j’s en N. Lo cual es una contradiccién ya que lim;_,o oj(a) = +o00. Por lo
tanto existe N € N tal que para cada j > N, existe k(j) € {0,1,2,...,n — 1} tal que
@j(8k(j)+1) — @(Sk(;)) = B. De la continuidad de «; : [0,a] — R, tomando t2(j) = sp(j)+1;

existe t1(j) € [sk(j), 5k(j)+1] tal que «; (tg(j)) — (tl(j)) = 4. O]

2.6. Estabilidad topolégica para flujos y homeomorfismos

En [I], Thomas menciona la siguiente definicion del concepto de estabilidad topolégica

para flujos.

Definicion 13 (estabilidad topologica para flujos). Un flujo ® sobre X es topologicamente
estable cuando para cada € > 0, existe § > 0 tal que para cada flujo U sobre X, si dco(Wy, ;) <
0 para cada t € [0,1], entonces eziste alguna funcidn continua h : X — X tal que dco(h,Id) <

€ y h lleva orbitas de U en orbitas de .
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Y prueba en el Teorema 3 de [I] que un flujo expansivo ® con la propiedad de sombrea-
miento es topolégicamente estable. Sin embargo, notamos que hay un error en la prueba del
Lema 3.9, el cual es necesario para mostrar la continuidad de una funcién h : X — X, que
depende de un flujo ¥ que estd suficientemente proximo de @, y donde h lleva 6rbitas de ¥

en Orbitas de ®.

En [3], combinando la nocién de estabilidad topolégica de Walters dada a continuacion,

Definiciéon 14 (Estabilidad topologica para homeomorfismos). Decimos que un homeomor-
fismo f: X — X, definido sobre un espacio métrico compacto, es topoldgicamente estable si
para cada € > 0 existe § > 0 tal que para cada homeomorfismo g : X — X, con dpo(g, f) < 9,

existe una funcion continua h : X — X tal que doo(h,Id) < e y hog= foh.

Con la distancia C°-Gromov-Hausdorff, dada en (2.11)), Arbieto y Morales definen el con-

cepto de G H-estabilidad topolégica para homeomorfismos entre espacios métricos compactos.

Definiciéon 15 (G H-estabilidad topolégica para homeomorfismos). Un homeomorfismo f :
X — X de un espacio métrico compacto X es GH-topoldgicamente estable si para cada
€ > 0 existe § > 0 tal que para cada homeomorfismo g : Y — Y de un espacio métrico
compacto Y satisfaciendo dggo(f,g) < 0, existe alguna e-isometria continua h : Y — X tal

que foh=hog.

A partir de estos dos conceptos, estabilidad topologica para flujos y GH-estabilidad to-
polégica para homeomorfismos, proponemos una definicion de la GH -estabilidad topolégica
para flujos y obtenemos resultados analogos al Teorema 4 de [3], y al Teorema 3 de [1], los
que esencialmente dicen que expansividad més la propiedad de sombreamiento dan lugar a la

estabilidad topolégica.

2.7. Entropia topolégica de flujos sobre espacios métricos com-

pactos

En toda esta seccion, siguiendo las notaciones dadas en [6], a continuacion exponemos
la nocion de entropia topoldgica para flujos (continuos), definidos sobre espacios topolégicos

compactos.
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2.7.1. Conjuntos generadores y conjuntos separados para flujos

Sea ® : RxM — M un flujo (continuo) sobre un espacio métrico compacto (M, d). Sea
K C M un subconjunto compacto. Dados € > 0y T" > 0, un conjunto £ C M es (T,¢)-
generador de K, si para cada x € K, existe a € F tal que d(@t(a:),cbt(a)) < € para cada

t € [0,T]. Esto es, K C |, B(a,T,¢), donde B(a,T,€) es la bola dindmica de centro a,

acE

longitud T y radio e,
B(a,T,¢) = {:z € M;d(®i(z), Ps(a)) < € para cada t € [07T]}.

De la compacidad de M tenemos que el flujo ® es uniformemente continuo, esto es, para cada

T >0ye>0, existe § > 0 tal que para cada x,y € M,
si d(z,y) < 0 entonces d(®¢(z), P:(y)) < € para cada t € [T, T].

Asi, podemos mostrar que cada bola dindmica B(a, T €) es un conjunto abierto.
Note que w € B(w,T,n) para cada w € M, cada T > 0 y cada n > 0. Observe que dado un
compacto K C M, tenemos que K C |J, g B(x,T,¢€). Asi, de la compacidad de K, existe
algin conjunto finito (7, €)-generador de K incluido en K. Dado € > 0y K C M subconjunto
compacto, definamos

, 1

g((I)v €, K) = lim sup — loggT((ba €, K)v
T—o00 T

donde

gr(®, e, K) = min {#E € N; E C M es un conjunto (T, €)-generador de K}

< +00.

Sean €g > €; >0y T > 0. Sea E C M un conjunto (7 €;)-generador de K minimal, esto es
#E = gp(®,e1, K). Como B(a,T,e1) C B(a,T,e2) para cada a € E, entonces FE es (T, e2)-
generador de K. Asi, gp(®, ez, K) < gp(®, €1, K). Por lo tanto,

1
9(®, e, K) = limsup — log gr(®, ez, K)

T—o00

1
< limsup T log g7 (®, €1, K) = g(®, €1, K).

T—o00
Asi, e € (0,+00) — g(P,¢, K) es una funcién no creciente. Por lo tanto, el siguiente limite

existe en [0, +00],

9(®,K) = lim g(@,e,K) € [0,4o].

e—0t
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Definimos g(®) como
g(®) = sup {g((ID, K) € [0,00]; K € M es subconjunto compacto}

Dados T, e > 0y K C M un subconjunto compacto. Decimos que E C K es (T, €)-separado
de K si la bola dindmica B(x,T,€) de cada x € E no contiene ningan otro elemento de E.

Esto es, para cada z,y € E,
si d(®¢(x), P4(y)) < € para cada t € [0,T], entonces z = y.

Lema 6. Para cada T > 0, € > 0 y cada K C M subconjunto compacto, la cardinalidad de

cada conjunto E C K, que es (T, ¢€)-separado es menor que gr(®,e/2, K).

Demostracion. Sean ¢ > 0, T > 0 y K C M un subconjunto compacto. Sea £ C K un
conjunto (7, e)-separado. Y sea F' C M un conjunto (7, ¢/2)-generador de K, esto es, K C
U.er B(2,T,€¢/2). Asi, E C K C |J,cp B(2,T,¢/2). Por tanto, para cada x € E, existe y € F
tal que z € B(y, T, €/2), esto es, d(P4(y), ®¢(z)) < €/2 para cada t € [0,T]. Defina una funcién
¢ : E — F fijando para cada z € F, un punto £(z) € F tal que d(®¢(z), ®¢(£(x))) < €/2
para cada t € [0,7]. Afirmamos que ® es inyectiva. En efecto, sean x,2' € E tales que

&(x) =y = &(2"). Entonces
d(@t(y),q)t(x)) < €/2 para cada t € [0,T]; y
d(®i(y), P:(2')) < €/2 para cada t € [0,T].

Por lo tanto, d(®¢(z), ®¢(2')) < € para cada t € [0,T], y z,2’ € E. Como E es un conjunto
(T, €)-separado, entonces x = z’. Lo que muestra la inyectividad de &.

Asi, #F < #F. Como F fue un conjunto (7', ¢/2)-generador arbitrario, en particular podemos
considerar F' tal que #F = gr(®,¢/2, K). Asi, tenemos que #E < gr(®,¢/2, K). O

Del Lema 6] tiene sentido considerar la siguiente definicion,
s7(P, €, K) = méx {#F; F C K es un conjunto (7, e)—separado}.

Ademas, tenemos que sp(®,e, K) < gp(®,¢/2,K) para cada ¢,T > 0, y cada K C M

compacto. Defina s(®, e, K) como,

1
s(®, e, K) = limsup T log s7(®, €, K).

T—o0

Sean e > €1 > 0, T > 0y K C M un subconjunto compacto. Sea £ C K un conjunto

(T, e2)-separado maximal, esto es, #F = sp(®P, ez, K) y para cada z,y € E,

si z # y entonces, d(®¢(z), P¢(y)) > €2 para algtn ¢ € [0, T
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Como €2 > €1, entonces para cada z,y € E,
si x # y entonces, d(@t(az), i)t(y)) > € para algun t € [0, 7.

Esto es, E C K esun conjunto (7, €;)-separado. Por lo tanto, sp(®, €2, K) = #E < sp(®, €1, K)

para cada T" > 0. Asi,

1
s(®, €2, K) = limsup T log s (P, €2, K)

T—o0

1
< h’msupf log s7 (P, €1, K) = s(P, €1, K).

T—00
Por ende, la funcién § € (0, 4+00) — s(®,0, K) es no creciente. Asi, el siguiente limite existe
en [0, +o0],
s(®,K) = 61_1’)r(r)1+ s(®,0,K) € [0, +00].
Defina s(®) como

5(®) = sup {s((b, K) € [0,+00]; K € M es subconjunto compa,cto}

Lema 7. Para cada T > 0, € > 0 y cada compacto K C M, gr(®,e, K) < sp(®,¢e, K) <
gr(®,e/2, K).

Demostracion. Del Lema [0, sp(®,e, K) < gr(®,¢/2,K). Sea E C K un conjunto (T €)-

separado maximal incluido en K. Esto es, #F = sp(®,¢, K) y para cada z,y € FE,
si @ # y entonces d(®4(x), P4(y)) > € para algtn ¢ € [0, 7). (2.24)

Por la maximalidad de £ C K, para cada a € K \ E, el conjunto EW {a} C K no es
(T, €)-separado. Por lo tanto, de (2.24)), existe 2 € E tal que

d(®¢(a), ®(z)) < € para cada t € [0,7].

Por ende, a € B(z,T,¢). Asi, ya que x € B(x,T,¢€) para cada x € E, tenemos que K C
U,er B(x,T,€). Esto es, E es un conjunto (7', €)-generador para K. Asi, g7(®,¢, K) < #E =
sT(P, €, K). O

Del Lema [7] tenemos que
9(®, 6, K) < s5(P,¢, K) < g(P,¢/2, K), (2.25)

para cada ¢ > 0 y cada K C M compacto. Asi, haciendo ¢ — 0T en (2.25), g(®,K) <
s(®,K) < g(®, K) para cada K C M compacto. Por lo tanto, g(®) < s(®) < g(P), esto es,
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g(®) = s(P). Definimos la entropia topoldgica de un flujo ®, que denotaremos por h(®), como

siendo h(®) = g(P) = s(P).

Dado un flujo ® : RxX — X sobre un espacio métrico compacto, la aplicacidn tiempo
uno asociada a ® es ®; : X — X definido por ®;(x) = ®(1,z). En la Secciéon 10.2.3, de
[6], se da la siguiente proposicién que relaciona la entropia del flujo ® con la entropia del

homeomorfismo ;.

Proposicion 6. Sea ¢ un flujo uniformemente continuo sobre un espacio métrico M, entonces

la entropia h(®) del flujo es igual a la entropia de la aplicacion tiempo uno de ®. Esto es,

h(®) = h(D1).

Donde decimos que un flujo ® : R xX — X sobre un espacio métrico (X, d) es unifor-
memente continuo si para cada € > 0y T > 0, existe 0 > 0 tal que para cada =,y € X, si
d(z,y) < & entonces d(®¢(z), ®+(y)) < € para cada t € [-T,T]. En particular, todo flujo sobre

un espacio métrico compacto es uniformemente continuo.

Demostracion de la Proposicion [0l Basta mostrar que g(®, K) = g(®;, K) para cada K C M.
Vea la Seccion 10.2.3, de [6]. O
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Capitulo 3

Pruebas de los teoremas sobre
densidad de puntos no transitivos

para semiflujos

3.1. Acciones de R" y densidad de puntos no transitivos

En lo que sigue RT denotara a los reales no negativos [0, +0c). Veamos primero que Py (P)

es un Gg-conjunto. Y que por lo tanto, Q4+ (®) es un F,-conjunto.

Definicion 16. Sea (X,d) un espacio métrico. Dado Y C X, decimos que Y es e-denso en

X, st la coleccron {Be(y);y € Y} es un cubrimiento abierto de X, donde
B(y) = {z € X;d(z,y) < ¢}
denota a la bola abierta centrada en y, y de radio e.

Dado un espacio métrico (X,d), y un subconjunto A C X, no vacio, y dado ¢ > 0,

denotaremos por B(A,€) al conjunto

B(A,e) = U Be(w) = {z € X;z € B(w) para algin w € A}.
weA

Definicion 17. Dado un semiflujo ® : R™ x X — X, definido sobre un espacio métrico

compacto, y dado € > 0, definamos el conjunto Py (e, ®) por
P, (e,®) = {x € X; g+ (x) es e-denso en X}.

Lema 8. Sea X un espacio métrico compacto, sean € >0y x € X. Si x € Py (e, ®), entonces

eziste b > 0 tal que ®pgy () es e-denso en X.
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Demostracion. Sea x € Py (e, ), entonces

X= {J By =] B(®i(x)).

yEDy+ () £>0

De la compacidad de X, existe k € Ny existen t1,?s,...,t; € RT tales que X = Ule B. (CIJti (x))
Por lo tanto,

X = |J Be(®u(2)) = B(D(oy(),¢),
te(0,b]

donde b = méx;c(12... k) ti- O

Lema 9. Sea (X,®) un semiflujo definido sobre un espacio métrico compacto. Para cada

€ > 0, el conjunto Py (e, ®) es un conjunto abierto de X.

Demostracion. Sea € > 0. Si Py (e, ®) = (), entonces es un conjunto abierto. Supongamos que
Py (e,®) # (. Sea x € Py (¢, P), entonces del Lema 8] existe b > 0, dependiendo de z, tal que
Y = @)y () es e-denso, esto es,
X = |J Be(®i(2)) = B(Dy(),€). (3.1)
te€(0,b]

Definamos la funcién g : X — R, dada por

9(2) = d(z, @ y(2)) = d(2,Y),
distancia del punto z al conjunto Y. Tenemos que g es una funcién continua. De la compacidad
de X, existe zg € X tal que

A(20,Y) = g(z0) = mis g(2) = mixd(= V) = . (3.2)

De 1) como zgp € X tenemos que existe r € [0,b] tal que 2z € Be(CIJT(x)), esto es,
d(z0,®r(x)) < €. Por lo tanto, d(z0,Y) < d(z0, ®,(x)), puesto que ®,(z) € Y. Entonces
c < e Sea

d=e—c>0.

De la continuidad uniforme de ®|g ), x, existe n > 0 tal que para cada s1,s2 € [0,0] y cada
21,22 € X, si méx {|s1 — sa|,d(21,22)} < n entonces d(®s, (21), Ps,(22)) < . En particular,

para cada 21,22 € X,

si d(z1, 22) < n entonces, d(Py(21), Ps(22)) <6 (3.3)
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para cada t € [0,b]. Mostremos que By(xz) C Py (e, ®). En efecto, dado y € B, (x) entonces
d(y,z) < n. Por lo tanto, de (3.3),

d(®:(y), Pi(z)) < & para cada t € [0,b] (3.4)

Afirmamos que y € Py (e, ®). Sea w € X. Por un lado, de (3.2)), d(w,Y) < c. Y puesto que Y
es compacto, existe ty € [0, ] tal que d(w, Py, (z)) = d(w,Y) < c.
Y por otro lado, de (3.4), tenemos que

d(Ps (y), Py, (2)) < 0.

d(w, Dy (y)) < d(w, Dy (x)) + d((I)tO (x), Dy, (y))

<c+d==¢

Por ende, w € Uep ) Be (®¢(y)). Por lo tanto, X C Usero, Be (@e(y)). Asi,

X = J B(®uly)).

t€[0,b]

De modo que y € Py (e, ®). Y entonces, By(z) C Py (e, P). O
Lema 10. El conjunto P (®) es un Gs-congunto.

Demostracion. Si Py (®) es vacio, entonces es abierto. Supongamos que Py (®) # (. Mostre-

mos que

P (@)= ()P <711,c1>>.

neN

Sea x € Py (®), entonces Pp+(x) = X. Sean ¢ > 0y w € X, entonces w € Pp+(z) y asi,
Be(w) N ®p+ () # 0. Por lo tanto existe y € Pp+(x) tal que d(y,w) < €. Esto es,
w e U Be(z).
2€Pp 4 (2)
Por lo tanto, X C Uz6<I>R+(x) B¢(z) para cada € > 0. Entonces = € Py (e, ®) para cada € > 0.
Asi,
P, (®) C P.(¢,®), para cada € > 0.

En particular, Py (®) C (N, ey Py (1/n, ®).

Reciprocamente, sea © € (), .y Pt(1/n,®), entonces x € Py(1/n,P) para cada n € N.

neN

Entonces para cada n € N, Uy€¢R+(x) Bi/n(y) = X. Dado w € X, para cada n € N existe
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Yn € Pp+(x) tal que d(w,y,) < 1/n. Por lo tanto, w € Pg+(x). Asi, X = P+ (), esto es,
x € P, (®). Por ende, (), P (1/n,®) C P (®). Asi,

(M P+ (1/n, @) = P.(3).

neN

Asf, P (®) es un Gs-conjunto, ya que del Lema [9) Py (1/n,®) es un conjunto abierto para

cada n € N. O

Demostracion del Teoremald. Dado un conjunto abierto B, no vacio, en el espacio métrico X,
considere un conjunto abierto A, no vacio, con A C B. Considere la coleccién de subconjuntos
de X, {Bs}ser+, donde

B, = ([0, 5] x A4),

para cada s > 0. Tenemos dos posibilidades:
(i) Existen t,#’ € RT, con t’ > t, tal que By C B;.
(ii) Para cada t’,t € Rt con t’ > t, se tiene que By Z By.

Supongamos que acontece (i). Sea 6 = t' — ¢ > 0. En este caso se cumple la siguiente
afirmacion,

Afirmacidn 1. Tenemos que By5 C By, y por lo tanto By C B; para cada s > t.

Demostracion de la Afirmacion 1. Sea z € Byis = ®([0,t' 4 6] x A), entonces z = (s, a)
donde s € [0, + 4] y a € A. Si s € [0,#] entonces * = ®(s,a) € By C By, por lo tanto,

x € By. Supongamos entonces que s € (¢, ¢ + §]. Entonces
r=2®(s,a) =0(s—t,®(t',a)).

Donde ®(t',a) € By C By = ®([0,¢] x A). Asi, existen s; € [0,] y a; € A, tales que
®(t',a) = ®(s1,a1). Por lo tanto,

z=®(s,a) =D(s —t', ®(s1,a1)) = P(s —t' + 51, a1).

Como 0 < s—t' <dy0<s <t entonces s—t'+s1 € [0,t+0] = [0,t']. Por lo tanto, x € By.
Como, por hipotesis, By C By, entonces x € By. Asi, Byis C B;. Anélogamente, mostramos
que Byios C By, v en general, By, s C By para cada k > 0, entero. Por lo tanto, B; C B,

para cada s > t. O

Tenemos dos posibilidades: B; = X o By # X.
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(a) Suponga que B; = X. Entonces como Q4 (®) # 0, existe x € Q4 (P). Asi, z € X = By,
por lo tanto 2 = ®(s, a), para algunos s € [0,t] y a € A. Sia € P, (®) entonces, de (1.4)),
r = ®(s,a) € P, (®). Pero, como z € Q.+ (P), entonces a € Q4 (®). Asi a € Q4 ()N A.

(b) Suponga que B; # X. Entonces @([0,3} X Z) C B; para cada s > t. Entonces, para
cada a € A tenemos que Oy (a,®) C B;. Entonces Oy (a,®) C By = B; ¢ X. Asi,
a € Q4 (®). Por lo tanto A C Q. (P).

En cualquier caso, (a) o (b), AN Q4 (®) # 0, y por lo tanto B N Q4 (P) # 0.

Supongamos que acontece (ii). Esto es, para cada t';t € Ry, con t' > ¢, se tiene que
By & By. En particular, para cada n € N, B,  B,,_1. Entonces, para cada n € N, existe
wy € By, tal que wy, € By_1. Asi, w, = ®(t,,r,) para algunos z, € Ay t, € (n—1,n]. En
efecto, si t,, € [0,n — 1] se tendria que w, € By_1.

Como w, = <I>(s, @(tn—s,xn)) para cada s € [0,¢,], y wy & Bp—1 = <I>([0,n—1] XZ), entonces
O(t, — s,2,) € A, para cada s € [0,n — 1]. Por lo tanto,

O(r,z,) € A, para cada 7 € [6,, ], (3.5)

donde t, € (n—1,n],y 0, =t, — (n—1) € (0,1].
Por la compacidad de X, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe zg € A tal
que lim,_, o x, = 2. Se cumple la siguiente afirmacion.

Afirmacion 2. Sit > 1, entonces ®(t,z9) € A°.
Demostracion de la Afirmacion 2. Sea t > 1. Por la continuidad de ,

O(t,z9) = lim P(t,x,).

n—oo

Como t, € (n — 1,n] para cada n € N, existe ng € N tal que si n > ng entonces t,, > t. Asi,

t € [0n,tn) para cada n > ng. Por lo tanto, de (3.5), ®(t,z,) € X \ A C X \ A, para cada

n > ng. Asi,
O(t,xo) = lim @(t,x,) = lim P(t,z,) € X \ A.
n—00 n—oo
n>ng
Por lo tanto, ®(¢,x9) € X \ A para cada t > 1. O

Como ®(t,x9) € X \ A para cada t > 1, entonces

®(t—1,0(1,20)) = ®(t,x0) € X \ A, paracadat >1
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Esto es, <I>(s, d(1, xo)) € X \ A, para cada s > 0. Por lo tanto,

O4(®(1,20),®) C X\ A

Entonces, como X \ A es cerrado, O4 (®(1,20),®) € X \ A= X\ A. Asi,

(I)(l, .To) S Q+((I))

Si zg € Py (®P) entonces, de (1.4), se tendria que ®(1,x¢) € Py (P). Por lo tanto xyp € Q+(P),
y como xg € A, entonces AN Q4 (P) # 0.

Asi, sea en el caso (i) o en el caso (ii), concluimos que BN Q4 (P) # (), para cada conjunto

abierto, no vacio, B en X. Por lo tanto, Q4 (®) es denso en X.

Ademas, del Lema (10} tenemos que Q4 (®) = X \ P4 (®P) es un F,-conjunto. O

3.2. Acciones de Ny x Ny y densidad de puntos no transitivos

A continuacion construiremos un homeomorfismo S : Y — Y, el cual posee un tnico
punto fijo, y tal que todos los demds puntos de Y tienen 6rbita densa, todo esto siguiendo la
prueba del Teorema 1 de [I5]. A partir de ello, construimos una (Ny x Npy)-accion con puntos

no transitivos que no son densos.

Sea T : X — X un homeomorfismo definido sobre un conjunto de Cantor X (esto es, X
es un conjunto compacto, perfecto, totalmente disconexo, y metrizable), tal que para cada
x € X, ambas semiérbitas, positiva y negativa, son densas en X. Por ejemplo, basta consi-
derar el homeomorfismo excepcional f : 3 — X obtenido en la Seccién 2.2., y restringirlo al

conjunto no errante Q(f).

Para cada z € X asociamos Z = (Z,)nez € X%, donde Z,, = T"(x), para cada n € Z.
Consideremos el conjunto de sucesiones bilaterales

~

X:{@eX%xeX}

Como X es un espacio métrico compacto, totalmente disconexo, cada punto x de X constituye

una componente conexa de X. Asi, de la Proposicion [I}

{z} =] 4

A€Cy
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donde
C, = {A C X; A es abierto y cerrado, y x € A},

para cada z € X (ya que X es Hausdorff, mas aun métrico, y compacto).

Proposicion 7. Dado 2’ € X tal que 2’ € P_(T) N Py (T), existe {Uk}keNf coleccion nume-
rable de conjuntos abiertos y cerrados a la vez, tal que
{z'} = () Uk, donde Uy DU, 2 U2 -+, (3.6)

keN
Demostracion. Tenemos que {2’} = (), oy B(2',1/n). Sea n € N. Como cada A en Cy es
cerrado, como X es compacto y ﬂAeCI/ A = {2'} C B(2/,1/n), entonces existen m,, € N, y
Ay, Ay, .. Ay, € Cp tales que 7 A; € B(2/,1/n). Definiendo A,, = /" A;, tenemos que
A, €Cp y A, C B(2/,1/n). Por lo tanto {2’} =
A1 D Ay D A3z O ---. Basta definir f]l =A,y Un = ~n_1 N A, para cada n € N. O

nen An. Mas atin, podemos suponer que

Fije 2’ € Py(T) N P_(T). Entonces existe {Up, }nen, coleccion de subconjuntos de X que
son abiertos y cerrados a la vez, tal que U,41 € U, para cada n € N, y {2’} = (,en Un-
Entonces para cada k € N existen infinitos j € Z, e infinitos j € Z_ tales que T7(z') € Uy.

Sea (n;)icz C Z la sucesion bilateral estrictamente creciente definida por

T"(z") € Uy, para cada i € Z, donde ng =min {n > 0;T"(z') € U1}, y

sin€Z yT'(z') € Uy, entonces n € {n;}icz.
Ahora, sea (k;)icz € NU {00}, la sucesion definida por
ki = méx {k > 1;T" (') € Uy }.

Observe que ng = 0 puesto que x’ € Uy. Asi, kg = +00 ya que T (2') = 2’ € Uy para todo
k €N, de (3.6). Como T es un homeomorfismo minimal definido sobre un conjunto de Cantor

X (no numerable), entonces Per(T) = (). En particular, para cada i # 0, T"(2') # 2/, y
de (3.6) tenemos que existe k' € N tal que T"i(a’) ¢ Uy para cada k > k'. Asi, k; € N es

caracterizado, para cada i # 0, por
T (2') € Uy, e T (2") & Uk, 41.

Sea X, = X U{c}, donde ¢ es un punto fuera de X tal que ¢ es un punto aislado de X,

esto es, {c} es un conjunto abierto de X,.. Sea

v =...,c,cccc, ;’[@, nl)ckla?’[nl, ng)ck%/v\’[nQ,ng)ckS . (3.7)
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un elemento de (X.)%, con infinitos ¢’s a izquierda, donde c* denota a un bloque de ¢’s de
longitud k, esto es, ¢,c,...,c,c, (k veces); y donde a?’[m,n) denota al siguiente bloque de la
orbita de 2/,

T ), T ), TR ), T ),

con m < n. En particular,

2'ng,ny) = T (2), T (2'), ..., T 2(2), T (2)),

donde el término subrayado T (z) esta en la posicion cero, esto es, (y')o = T (/).

Sea S : (X.)* — (X.)% es la funcion desplazamiento, definida por

S(<xn)nEZ) = ($n+1)nEZa para cada (-rn)nEZ € (XC)Z‘

Considere el conjunto

Y = {S”(y/) € (X)ln el } (3.8)

la cerradura de {S™(y')} en la topologia producto de (X.)%. Observe que S es un homeo-

ne”

morfismo, cuya inversa es definida por S~* ((Zn)nEZ) = (Zn—1)nez-

Observacion 1. Observe que S(Y) C Y, y que por lo tanto la restriccion de S a Y, S|y :
Y — Y, esta bien definido. En efecto, sea w € S(Y). Asi, w = S(y) para algin y € Y. Para
cada abierto W C (X,.)? conteniendo S(y), tenemos que S~'(W) es un abierto conteniendo
y, y entonces, como y € Y, existe ny € Z tal que S"™W (y') € STHW). Asi, S"Hl(y) € W.
Por lo tanto,

W N {S“(y’) e (X)Ein e Z} £ 0.

Entonces, S(y) € {S”(y’) € (X% ne Z} =Y. Analogamente, S~1(Y) C Y. Por lo tanto,
considerando Y con la topologia de subespacio heredada de la topologia producto de (X.)%,
tenemos que la restriccion S|y : Y — Y es un homeomorfismo. Por simplicidad, denotaremos

también por S : Y — Y a dicha restriccion.

Asi, esta bien definido el homeomorfismo S : Y — Y, dado por

S((xn)nez) = (Tn+1)nez, para cada (xy)nez € Y. (3.9)

45



3.2.1. Algunos hechos importantes del homeomorfismo S:Y — Y

1. El punto¢ec = ...,c,¢ccc0cc,c, ..., donde el término subrayado estd en la posicién cero,

pertenece a Y, v es un punto fijode S: Y — Y.

Demostracion. Para cada vecindad del tipo
W:---xchch&x{c}Nxchchch---, (3.10)

donde X, estd en la posicion —1, y N € N, existe n > 1 suficientemente grande tal que

S~ (y') € W. De hecho, de (3.7)),
S™"(y)=...,c,c,c,c,ccoc. .. ¢ 00, c, a?’[no,nl)ckla?[nl, TLQ)CkQ.;/[TLQ,ng)CkS A

donde ¢ denota la posicion 0, y ¢ denota la posicion n—1. Asi, considerando n > N obtenemos
que S7"(y') € W. Asf, W N {Sm(y’); m € Z} #£ (). Observe que para cualquier vecindad W

de ¢, existe alguna vecindad W de ¢, como en (3.10)) (con N suficientemente grande), tal que

W C W, ya que {c} es un conjunto abierto de X.. Por lo tanto, ¢ € {Sm(y/);m € Z} =Y.

Por otro lado, es claro que S(¢) =¢. O

2. Existen puntos en Y con infinitos ¢ a la izquierda, a saber, los puntos S™(y’) para cada

n € Z (desplazamientos de y'). Y existen puntos en Y con infinitos ¢ a la derecha.

Puesto que x € PL(T) N P_(T) para cada z € X. A cada x € X asociamos las sucesiones
bilaterales (n¥);cz v (k¥)iez de modo analogo a como fueron definidos para 2’. Esto es, para

z € X definimos (n});cz C Z, una sucesion bilateral estrictamente creciente,
e <nfy<nt <ng<ni<ny<--o-,
tal que

T™ (z) € Uy, para cada i € Z, donde nf = min {n > 0;T"(z) € U}, y
sineZ yT"(x) e U, entonces n € {n] }icz, (3.11)
y definimos (k7);en € NU {oo}, por

ki = méx {k > 1,77 (z) € Uk}, para cada i € Z. (3.12)

En particular tenemos que n; = nf/ v k; = kfl, para cada i € Z.

A continuacion presentamos un importante lema de aproximacion.
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Lema 11. Para cada x € X, y para cada I C Z, subconjunto finito, con ki < oo para cada
i € 1, existe algin conjunto abierto W de X, con x € W, tal que si z € W entonces n = nj

y ki = ki, para cada i € I.

T

Demostracion. Sea x € X. Sean (n})icz v (K

¥)ien las sucesiones asociadas a x. Supongamos

inicialmente que todos los k¥ son finitos (este es el caso cuando x € X\ O(a/,T')). Supongamos
que ¢l conjunto de indices I sea I = {0,1,2,...,N}. Entonces T" (z) € U, para cada i € I;
y T"(z) ¢ Uy para cada n € (nf,nfﬂ), ei € {0,1,2,...,]\7— 1}; y T"(x) ¢ Uy para cada

n € [0,nf). Asi,
RS (T"?)fl(Ul), para cada i € {0,1,..., N},
"z E ﬂnE(n‘?,nﬁl) (T”)fl(Uf), para cada i € {0,1,..., N — 1},

" XE ﬂnE[O,ng) (Tn)il(Ulc)

Entonces,

xe{ﬁ(T”?)‘l(Ul)}m N (@) ws) mNﬂl N (@) ws)p = w.

1=0 nel0,ng) =0 ne(nf,nf+1)

Por otro lado T (x) € Ukr y T (z) ¢ Uiz 11 para cada i € {0,1,..., N}. Asi,

N
x e m {(Tnzz)l(ka) N (Tnf>1(Ul%+1)} =: Whs.
=0

Los conjuntos Wy y W son abiertos ya que U; y Uj son abiertos para cada j € N. Asf

W = W1 N Wy es una vecindad de x, tal que si z € W, entonces
1) T" (z) € Uy para cada i € {0,1,..., N},
2) T"(z) ¢ Uy para cada n € (n¥,nf,,), y cadai € {0,1,2,..., N — 1},
3) T"(z) € Uy para cada n € [0,nf).

De 1) y 2), tenemos que n{,nj,nd,...,n} son elementos consecutivos de {n};cz. De 1) y
3), n§ = ng. Por lo tanto,
n; =ni, paracadat €I ={0,1,2,...,N}.

Ademas, como z € Wj entonces kf = k¥ para cada i € {0,1,2,...,N}. O

Observe que todo subconjunto finito de Z, est4 contenido en un subconjunto finito de

enteros consecutivos.
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Lema 12. Dado y = (yi)icz € Y \{C}, entonces existe x € X que aparece en la representacion
de y, esto es, existe i € 7 tal que y; = x € X. Ademds, y es la orbita de x, incrustada por

bloques finitos de c’s, y posiblemente algin blogue infinito de c’s.

Demostracion. Como y = (y;)iez € Y \ {€}, entonces y € (X.)%\ {¢}, y por lo tanto existe
i € Z tal que y; € X. Sea x = y;. Tenemos que y; € X, para cada j € Z. Asf, o y; € X o

y; = ¢, para cada j € Z.

Supongamos que y;+1 € X. Mostremos que y;+1 = T'(z). Para cada n € N, sea V,, la vecindad
de y dada por,
Vn =X Xc X Bl/n(.%') X Bl/n(yi-i-l) X XC Xoeee

donde el término subrayado esta en la posicion ¢. Como ¢ es un punto aislado de X, existe
ng € N tal que si n > ng, entonces By, (x) ¥ By, (yi+1) no contiene c, asi, By/,(z) C X'y
Bi/n(yi+1) C X. Como y € Y, existe y" € {Sj(y’) € (X)%j€ Z} N V,. Asi, existe i, € Z
tal que

T (z') € Byyp(z) vy T"H(a) € Byn(yinn),

) 1 ) 1
esto es, d(T™ ('), z) < — y d(T™(2'),yi41) < — para cada n > ng. Asi,
n n

z in AN ‘. in+1 N — .

De la continuidad de T', tenemos que T'(x) = lim,, 400 T(Ti“ (:r’)) = Yii1-

Analogamente, supongamos que ¥;11 = -+ = Y;anN = Cc ¥ que Y1 n+1 € X. Asi,
Y= ...,Z,CC ..., CYit N+1s-- -
= ——
N veces

donde x = y; estd en la posicion i-ésima. Considere la vecindad W, de y, dada por

Wiy =+ x X¢ X Byjp(w) X {c}N X B (Yisny1) X Xe X -0y

donde el término subrayado esta en la posicién ¢. Como ¢ es un punto aislado de X,, existe
ng € N tal que si n > ng, entonces By, () y Bi/n(yiyN+1) no contiene c. Como y € Y,
tenemos que existe y" € {Sj(y’) € (X)%j e Z} N W,,. Entonces, para cada n > ng existe

Jn € Z tal que

AT ) <y AT ) <

1
n
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Asi, haciendo tender n a +o0o, de la continuidad de T' tenemos que y;+n+1 = T'(x). Similar-
mente a izquierda de x obtenemos la 6rbita negativa de = (en ese caso usamos la continuidad
de T') incrustada por bloques de ¢’s.

Hemos probado que, para cada £ € Z,
» iy € Xy yey1 € X, entonces yop1 = T(ye)-

m siy € X, Y1 = Yer2 = = YN = C Y Yorn41 € X, entonces yorn+1 = T(yr)-

O

3. Para cada z € X, de (3.11) y (3.12), tenemos definidas las sucesiones (n¥)icz v (k¥)icz,
donde nf = min {n > 0;T"(z) € U; }. Ahora definamos la sucesién bilateral y(z) € (X.)%, de

la siguiente manera
1. Siz e X\ O(«,T), entonces

y(x) = ... 22Ny, n% )12 [n% |, nd) KO E[nE, n?) M TN, ng) . .., (3.13)

k

donde todos los bloques ¥ son finitos, puesto que z & O(2/,T), y T™(x) # 2’ para

cada n € Z.
2. Siz e O(,T) tal que z =T"(2'), con r > 0, entonces

ST T kY il x kY o, x x k¥
y(x) =...,c,c,c,Zng ,ng 1q)c 0 ZNG g, ng o)c 02BN Lo, ng y3)c 0t L
(3.14)
donde T (z) = 2’ (y por lo tanto nf, = —r < 0). Observe que el bloque infinito de ¢’s

a izquierda corresponde al bloque Ck%’ donde
ke = méx{k‘ €N, T" (2) Uk} - méx{k: N € Uk} = +o0.

3. SixzeO(,T) tal que z =T"(2'), con r < 0, entonces
T T

y(@) = ... "% 3FnE g0t ) 02T [0t o 0t ) 1E N | nl), e e c,..., (3.15)

donde T"0 (z) = 2’ (y por lo tanto nf = —r > 0). Observe que el bloque infinito de ¢’s

a derecha corresponde al bloque ckzco7 donde
ke = méx{k: e N;T" (z) € Uk} - méx{k eEN;z' € Uk} — too.

En los tres casos el término de la posiciéon 0 es x, esto es, (y(:c))o = z. En particular, en |D

tenemos que y' = y(z’).
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Lema 13. Sea x = T7(2), para algin r > 0. Entonces y(x) € {S”(y’) € (Xo)%n € Z},
esto es, y(x) es un desplazamiento de y'. Ademds, si x = T"(2') para algin r < 0, entonces

y(x) € {S"(y”) € (X)neZ }, donde

AN AN AN
Y= s [n g, n® ) K In®y, n® )P [ nd —1]e,e,eie . (3.16)

!
xr __ ’, . . .
y donde T™ ~Y(z') estd en la posicion cero.

Demostracion. Sea x € O(x',T), entonces x = T"(z') para algtn r € Z. Tenemos definida la

: 2 . . T/
sucesiOn estrictamente creciente (nZT z )1 ez tal que

™ (T"z') € Uy, para cada i € Z, donde nl ® = min {n>0;T"(T"2") € U1}, vy

sine€Z y T(T'x') € Uy, entonces n € {n;-rrx,}l.ez,
v (kiTTx/)iGZ definida por

R méx{k; > 1,7 (T € Uk}.

Como
nd"® = min {n >0;T"(T"2) € Ul} = min {n >0; T (2') € U1}
= min {m > T"(2)) € Ul} — 7 =min {m >r;me€ {nf/}iez} -
entonces nd " = nfol — r para algin ig € Z, donde nfol >ry nfol_l <r.

También tenemos que
{n?%,}z’ez ={neZ;T"(I"s) e Ui}
={nezZ;T"" (') e Ui}
= {n EZin+re {nf/}iez}
={n¥ =1}, (3.17)

TT:E/ _ "El . T‘:E/ _ ZE/ L, .

Mostremos que n; * = nj,, —r paracada i € Z. De 1D ny © =ni —rparaalgin iy € Z.
l,l
io ?

1./

rm/ TTZZ‘/ :El
Observe que como ny “ >ng “, entonces nj, >n i)

, . . . /
y asf i1 > ig. Sim € (n nfl) entonces

/ ! / ! /
nd"® +r <m<nl"® 41 entonces n] ' ® <m —r <nl'®, por tanto m —r ¢ {n;ﬂx }iEZ’
3 - ’ . . :
v asi m ¢ {an”” + r} . {nf }z‘eZ‘ Por lo tanto 47 = ¢9 + 1. Continuando de esa manera,
7
obtenemos que

Trz’

;

= nfjﬂo — 7, para cada i € Z. (3.18)
Comparemos kiTrwl con k;-’“"/. De la definicion de k?rm/,

k‘iTTx/ = méx{k > 1;Tan - (Tr{L'/) € Uk} = méx{k > 1;Tn;ﬂ+io (:C/) € Uk} = kﬁrio'
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Observe que para i = —ig, tenemos que, como ng/ =0,
kﬂgf’ =k = méx{k >1;T" (2') € Uk} =méx {k > 1;2’ € Uy} = +o0.
Asi, cada bloque de la forma, ckff[nf, nfﬂ), donde x = T"2/, tiene la siguiente forma

KT el W AL
ci o Trx [nz My ] )

U I R _
C 1$[ni,ni+1) =
!
= ! /
= T 0y~ s, )
!
A T z
= crio! [0 i 4, ), (3.19)

/

ya que T 7(T7') = T*(2'), para cada ¢ € [n? nfjrlJrio), y para cada i € Z. Observe que

410"
en el caso que 1 = —ig, tenemos que
o [T Tra! _ lx a!
6000 T [n_io >”—z‘o+1) = ...,CCCCC T [no ,ny ),
Tl / ,
ya que en este caso kg(‘f = +ooy kj = +oo. Asi, en caso que r > 0, n?; = —r <0, y por
tanto
—~ T T F , . .
zeZ(nf,nf ) =T (z), T Y (z), ..., T+~ () para algan i > —io,
y entonces,
_ AT x kT a7 x k® i ionl T x k%, 13
y(x) =...,c,¢, ¢, T % 1) 0N E [T nT o) 0T N Lo 0T, L g)e ot

I AN e S AN el I AN .4
:...,c,c,c,aﬁ’[no , N )c 1 a;’[nl , My )c 2 x’[n2 , N3 )c 3L

donde el término de la posicion 0 es & = T7(2'). Esto muestra que y(z) es un desplazamiento

de y' = y(a').
En caso que r <0, tenemos que n?,; = —r > 0. Por tanto
rE€T(ni_|,nf) = Th-1(z), T (), ..., T ~Y(z) para algin i < —io,

. - o~ xr .
y entonces, similarmente, de 1’ tenemos que Z[n? |, n¥)ck tiene la forma

— ’
[ x\ kX _ gy gl Tz’  Trz' T
x[ni_l,ni)c i =Tz [ni_l M )c i

x/

— ’ / kx .
= Tro!' In® — roo o +
=Tz [nl_lﬂo Ty Mt 7")6 i+io

/
~ / / kT, .
— ol iy T
=z [ni—l—i-iovni-i-io)c o, (3.20)
Y cuando i = —ig,
o [T T ' e x’
Trx [n_io_l,n_io ),c,c, c,CC ... =T [n_l,no ),c, c,c e, ...,
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va que en este caso k:f;-g”/ =40y k;g/ = +o0. Entonces

k* . ~ k* . ~ k* . ~
ylx)=...c *10*3x[nfi0_3,nfi0_2)c “02T [T, o,nT ) 0 E [T %), ¢ e,

’ ’
— kg 20 k* o xS o
=...,c"3g [n 3,1 2) Yo [n%5,n% )12 [, nf e, e e, ..,
donde el término de la posicion 0 es z = T7(2'). Esto muestra que y(z) es un desplazamiento

de 3. O

Lema 14. Para cada x € X \ O(2',T), y cada r € Z. Si z = T"(x), entonces existe ig € Z

tal que

n; +r=ni, y ki =k, para cadaicZ.

Ademds, existe j € 7 tal que y(z) = S7 (y(x)), esto es, y(z) es un desplazamiento de y(z).

Demostracion. Sean x € X \ O/, T), r € Zy z = T"(z), Como z € X \ O(2/,T) es un
punto positivamente y negativamente transitivo, como en (3.11), esta definida la sucesion

estrictamente creciente (nf);ez C Z, con n§ = min {n >0;T"(2) € Ul}, tal que

T" () € Uy, para cada i € Z, y (3.21)
sine U n7,) entonces T"(z) € U;. (3.22)
1€

Ademés, como en (3.12)), esta definida la sucesion (k7);cz, tal que
kP = mzix{k‘ e N; T (2) € Uk}.

Como z ¢ O(2/,T), entonces 1" (z) # 2’ para cada i € Z. Y dado que {2’} = ey Ut
entonces ki € N para cada i € Z.
Analogamente estan definidas las sucesiones (n]);cz C Z, estrictamente creciente, con n®; <

0 < ng, tal que

T" (z) € Uy, para cada i € Z; y (3.23)
sin € U n;, 1) entonces T"(x) € Uy (3.24)
1EL

y (kF)iez C N, donde k¥ = méx{k: eN; T (x) € Uk}. De (3.21), T%*"(x) € Uy, para cada
i € Z. Por lo tanto, de 3.23 y 3.24 , existen g, i, € Z tales que n§+r = ng yni+r= n%.

Por lo tanto, ig < i;. Sin € (n n ,) = (n§+r,nf+r), entonces n—r € (n,nj). Por tanto,

70"

de (3.22)), T™(x) = T" " (2) ¢ Uy. Asf, iy = ip + 1. Continuando de esta manera tenemos que
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n; +r =nj,, , para cada ¢ € Z. Por otro lado, para cada i € Z,

ki = méx{k > 1;T™ (2) € Uk} = méx{k‘ > 1T () € Uk}
= méx {k > 1; T (z) € Uk} = k.
Cada bloque de la forma c¥i Z[n?, n;, 1), que aparece en y(z), es tal que

k;

DN R P = AP z
c'iZng, i) =c" ZOZ[”HZ‘O — TNy, —T) =C l+lom[ni+i07ni+l+io)7

ya que T*""(z) = T*(x), para cada £ € Z. Por lo tanto, cada bloque c¥i Z[n?, ni 1), de y(z),
es igual al bloque ckiz+i0§:\[nf+i0, an_HO), de y(x). Como (y(x))o =xy (y(z))o = z, entonces

existe j € Z tal que 57 (y(xz)) = y(2). O

Lema 15. Para cada x € X \ O(2',T), tenemos que y(z) € Y.

T

Demostracion. Sea x € X \ O(2/,T). Asociado a x tenemos las sucesiones (nf)icz y (k7)ien,

donde todos los k¥ son finitos ya que T"(z) # a para cadan € Z, pues ¢ O(2/,T). Asociado

a x tenemos la sucesién bilateral y(z) € (X.)Z,
y(@) = ..., 2B g, 0? )T 1) E G, n) M E T, ), .
tal que (y(a:))o = Sea V C (X.)? una vecindad de y(z) de la forma siguiente

V= VI o ) AV 0T — I Vg, ),

(M Vnf,ng) .. AV Iy nf), .,
donde cada bloque {c}kff/[nf, nf, ;) denota al producto

{c} x - x {c} anf % an—i-l X oo X Vn-irﬂ—l,
—

k¥-veces

donde ¢ € N, y cada Vj es un conjunto abierto de X (y por lo tanto, abiertos de X.), tal que
T (z) € Vj, para cada j € {nfg, ...,—1,0,1,... ,nf}. (3.25)

Ademés, Vi,z_1 esta en la posicion jo y contiene a T™~1(x). Mostremos que V contiene algtin

elemento de {S’"(y’) € (X)%neZ } Como n? y k7 son finitos para cada i € Z, del Lema

11}, existe V,, vecindad de z, tal que si z € V,, entonces
n; =n; y ki =k, paracadai € { —E,...,—l,O,l,...,E}.

Considere el conjunto abierto

W= ) 70,

x
Y4
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el cual, por , es una vecindad de z. Dado que 2’ € P (T), existen r,71,79,...,70 € N,
conrp < 1y < oo < 1rg <7, tales que T"i(2') € Uy para cada i € {1,2,...,0}, y z =
T7(2') € Vo N W. Entonces T~"(2) = o' € Uy, y ast —r = nj , para algtn ig € Z. Més afn,
Tri="(2) =T"i(2") € Uy, para cada i € {1,2,...,¢}. Asi,

—r<r—r<rog—r<--<rp1—r<rp—r<0,

yri—r= nfj para algin 7; € Z. Por lo tanto,

z

nl()

<ni <ng <---<n; <0< ng.
Asi, ig < —¢. Ademas kfo = mzix{k > l;T”fO(z) S Ul} = méx{k >1:2' € Ul} = +o0. Por
lo tanto

o0

y(2) = .o KT ), B )

2[ng,n?) ... c"1znE_ | ni) ...

=™, RN T ), T E T ) RO nE nT) L R Z g nf) .

donde ¢*° denota al bloque infinito de ¢’s. Por lo tanto, existe j € Z tal que
ST (y(z)) = ... ,Fezn® nLpiq)se -, ckflg[nfl,b]ckgg[ng, n?) ...k znd nd) ...,
donde el término subrayado esta en la posicién jo. Asi, S7 (y(z)) eV, ya que
M Enf ) € MV i)

para cada i € {—¢. — {4+ 1,...,0 — 1}, pues z € W. Por otro lado, del Lema , como r > 0

entonces y(z) = y(T"2’) es un desplazamiento de y'. Por lo tanto,

S7(y(2)) € {Sn(y’) € (Xe)in e Z} nv.

Entonces, y(z) € {S”(y’) € (X% ne Z} =Y.

Analogamente, puesto que también 2’ € P_(T'), podemos concluir que: si x € X \ O(2/,T),

entonces tenemos que y(z) € {S”(y”) €(X)nel } O
Lema 16. Tenemos que y”, definido en (3.16)), pertenece a Y.

Observacioén 2. Cuando T™ (z) = z', tenemos que ki = 400 y produce un bloque infinito de

T
K3

¢’s, . Dado k € N, cualquiera, sea r € N tal que T"(2') € U, C Uy. Entonces, ng%/ =0,

pues T"2' € Uy, y ki '® = méx {t e N;TY(T"2') € Uy} > k, puesto que T"z' € Uy,
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Demostracion. Sea V una vecindad de y” de la forma siguiente

V:(Xc)oo{c}ki/‘r/[”fleanf’eﬂ) Ac} *2V[” 2, ){C} 71V[n 17”0 - ]{C}k( )™

donde ¢, k € N, y cada bloque {c}k;'c ‘A/[n;”/,nfjrl) representa al producto

{c}><---><{c}><V/><VQC/Jrl ><V]/+11

!
k;” -veces

donde los V; son abiertos de X, y por lo tanto abiertos de X.; el término subrayado V. ./,
0 -

estd en la posicién cero, y
T' (2') € V; para cada i € {nflg,nf/g +1,...,n% — 1} . (3.26)

Mostremos que V' contiene elementos de {S™(y) € (X.)% n € Z}. Como los k¥ son finitos

para cada i € {—/,...,—2,—1}, del Lema , existe Vs, vecindad de 2/, tal que si z € V,,
entonces

n; = nf/, para cada i € { —l,—(l=1),...,-2, —1,0}7 y

ki = k:g-”/, para cada i € { —l,—(—=1),...,—2, —1}.

De la Observacion |2, tenemos que si z € U}, entonces n§ = 0 y kj > k. Considere el conjunto

abierto
nO —1

= (T
zfn_g
el cual contiene a 2/, de (3.26]). Asi,
W =V NU,N Wy
es una vecindad de z’. Puesto que o’ € P_(T) N P4 (T) existen r,71,...,7¢ € N, con
T <ro < - <rp<r,
tales que z =T"(2') e W, y

T (:U') € Uy, para cada i € {1,2, e ,E}

Asi, x € W, T"""(x) € Uy para cada i € {1,2,...,6}, y T7"(x) = 2’ € Uy. Por lo tanto,

existen 4o, 1,...,i € Z tales que —r =ng yr; —r = n;‘j, para cada j € {1,2,...,8}. Asi,

x T x T R
nlo<n“<n12<<nu<0—no
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Asi, tenemos que ig < —¥, Fio es un bloque infinito de ¢’s puesto que T (x) =2’ € U, para

cadar € N; y k¥ > k, ya que T" (z) = x € Uy. Ademas, como x € V,, entonces

x

y(zr) ==, .. FEF T 0T ), .., Ry, n® koo

1)1zt e

’ ! /
=c>, ... ,ckié/x\[nf/g, nf/gﬂ), o ,cki2fv\[nxl2, nfll)ckil/m\[n‘f’l, nf)”/)ck'S ce (3.27)

donde el término de la posicién cero es x. Por lo tanto, existe j € Z tal que

. z! z' z' T
S (y(x)) = ... F [T, nT ), 2 E [0, 0T ) N E [ nd — 1]k
donde el término subrayado est4 en la posicion cero, y k§ > k. Asi, S7(y(z)) € V, ya que

T%(z) € V; para cada i € [nflg, ng/ - 1],

puesto que x € W C Wo.
Ademis, del Lema , y(x) = y(T’”fL") es un desplazamiento de y'. Asi,

9 (y(@) € {S"W) € (X)%n ez}

Entonces, 3" € {S”(y’) € (X.)%;n e Z} -V, O
4. Mostremos el siguiente lema, el cual brinda mas informaciéon que el Lema [12]

Lema 17. Siy € Y \ {¢} entonces y es el desplazamiento de y(w) para algin w € X, esto es,
v\ {e} € {8"(y(w) € (X)%neZ y we X},

donde y(w) es definido como en (3.13), si w € X \ O(2',T); como en (3.14)), si w = T"(2'),

para algin r > 0; o como en (3.15), si w =T"(2'), para algin r < 0.

Demostracion. Sea y € Y \ {c}, entonces por el Lema[12] y es la orbita de w incrustada por
bloques de ¢’s, donde w € X tal que w = y;,, para algtin jo € Z. Pero los bloques de ¢’s que
aparecen en y respetan los “espacios adecuados”?
Sea ¢® un bloque finito de ¢’s que aparece en y entre 7"~ (w) y T%(w), esto es,

y=.... T Y w),cc....c.,T(w),...,

N——

k veces

para algin i € Z, donde T%(w) est4 en la posicion lo.

Mostremos que T%(w) € U;. En efecto, para cada m € N, sea W,, la vecindad de y dada por,
Win =+ x Xe X Xe X By (T (w)) % {e}F X By (THw)) x X x Xe X+,
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donde Bl/m(Ti(w)) y Bl/m(Ti_l(w)) son bolas abiertas en X, y por lo tanto conjuntos

abiertos en X, y el término subrayado By, (Tl(w)) estd en la posicion ly. Como y € Y,

entonces para cada m € N existe z,, € {Sq(y'); q € Z} N W,,, esto es, existe i,, € N tal que

$/

(3.29)

Zm = ¢, Tim (gl Fim Tim (2), .. € {SUy);q € Z} N W,
donde T™m (z') esta en la posicion ly, nj =n? y k; = k:;-‘/ para cada j € Z. Por lo tanto,
T"m (x') € Uy para cadam € N, y (3.28)
ki, = k para cada m € N.

Como lim,,, 0o T™m (2') = T(w), puesto que T"m (2') € Bi/m, (T'(w)), y ya que Uy es cerrado,

tenemos que, de (3.28)), T%(w) € Uy.

Mas ain, de (3.29)),
Tm (') € Uy y T"m (2') & Uyy1, para cada m € N.
Entonces T"im (') € Uy \Ug+1 para cada m € N. Ademas, puesto que Uy \Ug41 es un conjunto

cerrado, tenemos que T%(w) = 1imy, oo T™m (2) € Uy, \ Upy1. Asi, por definicién tenemos que

existe jg € Z tal que © = n%, y
kj, = mix {p € N; T (w) € Up} = k.
ka,T”;Jo (W), ...

=, T Y (w),c

Por lo tanto,
i—1 i
y=....,7" " (w),ce ...,c, T"(w),
N——
k veces
Asi, si todos los bloques de ¢’s que aparecen en y son bloques finitos, entonces
w o B ~r w  w @ T w w

Jo—1s nJO)C Jow[njo’nj0+1)c TwW [njo-l-l’ njo-i-?) Tt

y= oy )]
donde T (w) esté en la posicion ly. Por lo tanto, y = S™ (y(w)) para algin rg € Z, donde

w & O(2',T), ya que k¥ € N para cada j € Z.

En caso que y tenga un bloque infinito de ¢’s a izquierda, esto es,
y=...,c¢c¢ccTw, ...,
para algtin i € Z, donde T'w esta en la posicion ly. Para cada m € N, sea V,, la vecindad de

Vm:--~xch{c}mxBl/m(Tiw)><Xc><~--,

y dada por,
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donde Bl/m(Tiw) esté en la posicion g, y donde Bl/m(Tiw) es una bola abierta en X (y por

lo tanto un conjunto abierto de X.). Como y € Y = {Sq(y’) € (X)%qe }, entonces para

cada m € N existe z,, € Vi N {SU(y');q € Z }, esto es, existe in, € Z, con ip, > 0, tal que
Zm = €, i Tim (), € Vi, N {S9(yY);q € Z ), (3.30)

donde T™im (z') esta en la posicion ly, k;,, = ki; y N, = nf;n Por lo tanto, T"m (2') € Uy y

im

ki, > m. Asi, T"m (') € U, para cada m € N. Por lo tanto, para cada r € N,
si m > r entonces T"m (') € Uy, C U, (3.31)

De (3.30), 1im,, 0o T"m (') = T'(w). Y puesto que cada U, es cerrado, de (3.31)), tenemos

que

TH(w) = lim T"m(2') = lim T"m (2') € U, = U,,
m—o00 m— 00
m>r
para cada r € N. Asi, T"(w) € N,y Ur = {2'}. Por ende, T"(w) = 2’ € Uy. Por lo tanto,
existe 19 € Z tal que i = n7. Asi, T"% (w) = 2"y kf = o0o. Si £ > ig entonces T (w) # 2,y

por lo tanto ky € N. Asf,
= S5[nw @ ke i~ w w ke
Yy=...,C0CC, c,w[n- nz‘0+1)0 Zo+1w[ni0+1,ni0+2)c ot2 L.
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donde 7" (w) esté en la posicion ly. Asi, y es un desplazamiento de y(w), con w € O(2', T).

Observe que @ = n;) < 0 ya que w aparece en la representacion de y.

Analogamente, en caso que y tenga un bloque infinito de ¢’s a derecha, esto es,
_ i
y=...,1"w,c,c,c,c,c,...,

para algtin i € Z, donde T'w esta en la posicion ly. Para cada m € N, sea V,, la vecindad de
y dada por,
Vin="+- xchBl/m(Tiw) X {e}™ x Xex oo

donde Bl/m(Tiw) esta en la posicion Iy, y donde Bl/m(Tiw) es una bola abierta en X (y por

lo tanto un conjunto abierto de X.). Como y € Y = {Sq(y’) € (X))t qel }, entonces para

cada m € N existe z,, € VN {Sq(y’);q ez }, esto es, existe i,, € Z, con i,, > 1, tal que
Zm = ¢, Tim (g, Fim Tim (2, € Vi N {SUy);qeZ}, (3.32)

donde T™m~1(2') esta en la posicion lo, k;,, = kf; v ng, = nf;n Por lo tanto, T™m (2') € Uy

v k

Tm
> m. Asi, T"m (2') € Uy, para cada m € N. Por lo tanto, para cada r € N,

im

si m > r entonces T"m (2') € U, C U,. (3.33)
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De (3.32)), lim,;, oo T™m 1 (2") = T%(w). Por lo tanto, lim,, o, T%m (z') = T (w). Y puesto
que cada U, es cerrado, de (3.33), tenemos que

TiJrl(w) _ mljllnoo Tmim (IIII) — nlll;n(}o T™im (.’L’/) c 77" — UT;
m>r

para cada r € N. Ast, T""H(w) € (,cy Ur = {2'}. Por ende, T (w) = 2’ € Uy. Por lo tanto,
existe ip € Z tal que i +1 = n . Asi, T (w) =2’y k% = o0. Si £ < ig entonces T (w) # @/,

y por lo tanto k' € N. Asi,

— ke —a~s[,w w ke i~ [,w w 1
Yy=...,Cc"0 W[niO_Q,niO_l)C 0 W[nio_l,nio— ],C,C,C,C,...,
w
w1 ) . ) :
donde T"0 ™~ (w) esta en la posicion ly. Asi, y es un desplazamiento de y(w), con w € O(a2/, T).
Observe que i + 1 =ng > 0 ya que w aparece en la representacion de y.

Por lo tanto, los bloques de ¢’s que aparecen en y respetan los “espacios adecuados”. O

5. Mostraremos que cada punto de Y diferente del punto fijo ¢ tiene 6rbita densa respecto de

S :Y — Y. Para ello serd importante el siguiente lema.

Lema 18. Tenemos que Y = {S"(y”) €(X)%nez }

Demostracion. Del Lema[16] tenemos que y” € Y. Por lo tanto

{sn(y) e (X)nez}cy.

Mostremos que Y C {S"(y”) € (X)%nekz }

Sea y € Y. Supongamos que y = ¢ = ...,¢,C, ¢, C G, CC,... Dado V, vecindad de ¢, de la
forma

V:"'XXCX&X{C}mXXCXXCX"-7

donde m € N, y X, esta en la posicion ig € Z. De la definicion de y”, en 1} existe jo € Z
tal que

. AN DN
Sho(y"y = ..., Fea! [nflg, n‘fll)ckflx’ [nfll, ng, —1],¢,¢,¢,c,¢,...,

donde T™6 ~1(2') esta en la posicién ig. Por lo tanto, S70(y") € V. Asi, puesto que cada

vecindad de ¢ contiene alguna vencindad V' con m suficientemente grande, tenemos que

y=ce{sny) e (X)%ner}.

Supongamos que y € Y \ {¢}, entonces existe i € Z tal que y; € X. Sea © = y;. Del Lema
, existe j; € Z tal que y = S/ (y(x)) Para mostrar que y € {S”(y”) €(X)%nelk }, es

suficiente probar que

y(x) € {S”(y”) € (Xe)%n e Z}.
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Caso 1. Supongamos que z € X \ O(2/,T). Entonces,
Y(@) = ..., FL T[0T 1T ) FTIBIT )M E, ) T[T, ), .,

donde 7™ (z) esta en la posicion i; € Z, y k¥ es finito para cada i € Z. Sea V, vecindad de

y(z), dada por

V= (X)) {} V0, n? ) - AV T ng) {9V [ng, nf)
{ TV ng,ng) .. A1 Ving_y,nf) (Xe), (3:34)
donde ¢ € N, y cada bloque {c}* ?[nf, nj, ) representa a
{C} X oo X {C} Xan X ana_q_l X oo X an+1_1,
———

k¥-veces

donde los V; son abiertos de X, y por ende abiertos de X; y
T'(z) € V; para cada i € [n®,,nf]. (3.35)

Ademas, Vpz esté en la posicion i;. Sea

-1
Wo= () T7'(Va).

o,
Este es un conjunto abierto que contiene a z, de (3.35]). Como k¥ es finito para cada i € [, £].
Del Lema, existe W1, vecindad de z tal que para cada z € W,

nf =nf y kI =k} para cada i € [/, /). (3.36)

Como 2/ € P_(T) N Py(T), existe e € N (suficientemente grande, con e > nj) tal que
A =T~¢(a') € Wiy N Wa. Por lo tanto, T¢(\) = 2. Asi, existe u € 7Z tal que e = n;\. Como
A E W17 de "
y(A\) = .. .ckiéX[n)_‘é,niHl) . .ck51X[nil,né)ck3X[nS, ny)... ck@A*l}\\[ni‘_l,n?) e
=... ckif/)\\[na_’g, ntyiq) ... ckfl:\\[nfl, ng)cka:/)\\[ng, ni)... ckﬁl/)\\[nf_l, ny)...c>, (3.37)

donde X esté en la posicion cero, con n? 1 <0< né. Y ¢* denota a un bloque infinito de

k

c’s a la derecha, correspondiente a c 3, con kf; = 0o (puesto que T”i(x\) = 2'). Observe que

nﬁ =e>nj = n?, y por lo tanto u > £. Asi, el bloque infinito ¢*° = cFu esta a la derecha de

okt
De (j3.37), existe is € Z tal que

52 (y(\) = .. .cki&[nfg, ntyq)-- NN, nE) BN, nd) L A ng nd) .. ¢,
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donde T7 ()) est4 en la posicion i;. Asi, S2(y()\)) € V ya que A € Wa. Por otro lado, del
Lema [13] como A = T~%(z) con e € N, entonces

y(\) = S®(y") para algtn i3 € Z.

Asf, 5% (y") = S%2(y(\)) € V. Por lo tanto, V N {S”(y”) € (X)) e Z} # (0. As,

y(@) € {S"(y") € (X)%n € Z |,

puesto que cada vecindad de y(x) contiene alguna vecindad del tipo V en (3.34)), con ¢ sufi-

cientemente grande.

Caso 2. Supongamos que z = T"(2') para algin r > 0. En este caso,

. ~ oz kE i ~rox z ke o x z kE s
y(x) =...,¢0¢, Cvl’[”iovnioﬂ)c ‘0 ‘T[ni0+17ni0+2)c ‘0 x[”i0+27”¢0+3)0 0T

donde T" (x) esté en la posicion I, T (x) =2/, con ni = —r,y por lo tanto ki = oo. Sea

V una vecindad de y(x) dada por

o) My [, T . T kY 1T T k3
V =(Xe)™{e}"Ving, ni,){c} 0 Ving g, ni o){c} o2 -

i k¥
o V[nionrfflv nixo+€){c} iott (XC)OO7 (338)
donde cada bloque XA/[nf, nfﬂ){c}kﬁl denota a

Vag X Vpzg1 X oo X Ve 1 X {c} x - x{c}
————

€T
kj ' q-veces

donde los V; son conjuntos abiertos de X, tales que
T'(z) € V; para cada i € [5G 0 — 1]. (3.39)

Y Vng:o estd en la posicién ly. Sea

x
ni0+e—1

Wo= () T'(VQ).

.
z—nio

Este es un conjunto abierto de X que contiene a z, de (3.39). Como k¥ es finito para cada
i € [ip+ 1,10 + {]. Del Lema existe Wy, vecindad de x, tal que si z € Wy entonces

ni =n; para cada i € [ig,i0 +{], ¥y

k¥ = k7 para cada i € [ig + 1,40 + £].
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Como T"% () = 2’ € Upy. De la continuidad de T"o, existe W3, vecindad de z, tal que si

w € W entonces T"0 (w) € Up,. Como @' € P_(T) N Py(T), existe ¢ € N, con e > ng g tal

que A = T7¢(2') € WinWanWs. Asi, k¥ = k paracadai € [ig+1,ip+{], y n¥ = n} para cada
A x
i € [i0,i0 + ¢]. En particular, nfg = nf, y como A € W3, entonces T"0 (X) = T"0(A) € Up,.

Por lo tanto, k;\o > m. Asi,

o~

kX SToA A kX N T A A k) A A k)
y(A) = ...coX[ngy, np 1) 0P A[NG g, mi o) 0t LA g, mp ) ot L™

~

_ m r T kS AN T T kY N x kT o e
=...c"Ang,ng ) 0NN L, ng o)c ot L N g ng L p)e ot e (3.40)

A
donde A esta en la posicién cero, y ¢™ esta a la derecha de o+, En efecto, como T¢(\) = o/
entonces existe u € 7Z tal que e = n;} y ki‘ = 0o. Asi, nf; =e>ng = ”%M’ y por lo tanto
u > 19+ /.

De (3.40), existe j1 € Z tal que

; > kx > k® > k®
Sjl (y()\)) = .. Cm)‘[”fo? n?o—l—l)c ZO+1>\[TL;‘B0+1? ’I’L?O+2)C otz . )\[n’fo-i-é—l?n’imo—‘rf)c ot . COO’

donde T"Z':O()\) estd en la posicion lp. Asf, S/ (y(\)) € V ya que A € Wy. Ademas, del Lema
, como A = T7¢(2') y e € N, entonces y(\) = S72(y") para algtn jo € Z. Asi,

Stz (y”> — g (y()\)) cvV

Por lo tanto, VN {S™(y");n € Z } # 0. Asi, puesto que cada vecindad de y(z) contiene alguna
vecindad del tipo V en 1} con ¢ suficientemente grande, entonces y(z) € {S”(y”); nez }

Caso 3. Supongamos que z = T"(2') para algin r entero, con r < 0. Entonces, del Lema ,

y(x) = S71(y") para algin j; € Z.

Por lo tanto, y(z) € {S™(y") € (X)ZsneZ} C {S™(y") € (Xo)%n€EL}. O

3.2.2. Construccion de una (Ny x Ny)-acciéon con puntos no transitivos no

densos

A continuacién establecemos que el homeomorfismo S : Y — Y, definido en , posee
un unico punto fijo, y todos los demds puntos de Y tienen érbita densa. A partir de ello,
construimos una (Ny x Np)-accién con puntos no transitivos no densos. De la Seccion 3.2.1.
tenemos que ¢ € Y es un punto fijo de S. Ademads, del teorema siguiente, todo punto de Y

diferente de € tiene Orbita densa en Y.
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Proposicion 8. Siy € Y \ {¢} entonces O(y,S) =Y, donde
Oy, $) = {8"(y) € (X% ez},

Demostracion. Sea y € Y \ {c}. Entonces O(y, S) C Y. Por lo tanto,

O(y,S) CY =Y.

Mostremos la inclusion reciproca, Y C O(y, S).
Como y € Y \ {¢} C (X.)%\ {¢}. Entonces existe i € Z tal que y; € X. Asi, y; # c. Sea
x = y;. Del Lema [I7] tenemos que

y = SP(y(x)), para algin p € Z. (3.41)

Observe que como (y(x))o =ryr=y = (Sp(y(ar:)))Z = (y(x))iﬂ?, entonces p = —i.
Supongamos que x € X \ O(2/,T). Esto garantiza que todos los bloques de ¢’s que aparecen
en y(x) son finitos, esto es, para cada i € Z, k7 € N.

Mostremos que Y C O(y, S). Sea y* un elemento cualquiera de Y. Veamos que cualquier

vecindad de y! contiene elementos de O(y, S).

Supongamos que y' =¢=...,¢, ¢, ¢ ¢ ¢ c,c,.... Dada la vecindad V de €,
V= xXex Xex {c}V x Xox Xexon, (3.42)

donde X, estd en la posicion ip, y donde N € N es tan grande como se quiera. De la tran-
sitividad de z, existe n € N tal que z = T"(x) € Un. Asi, n§j = 0y k§f > N, y por lo

tanto

y(z) =..., "2z 5, )12 ng) 0 2ng, ng) . ..

=...,c"22n7y, n? ) Zn?  nd) ee, .. e cEng ) L,
——— —

z
k§ veces

donde T™% (z) esta en la posicion 0. Por lo tanto, existe j € Z tal que

Sj(y(z)) = ...,ckz—lg[nz_l,ng —1leye, ... ccz[ng,ni),. ..

z
k§ veces

pertenece a V. Y del Lema , tenemos que como z = T"(x), entonces y(z) = S¥ (y(z)) para
algtin p' € Z. Asi, §7(y(z)) = S (y(x)) = S+ P (y). Por lo tanto, de 1'

SIHPP(y) = S7(y(2)) € VN O(y, S).
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Como cualquier vecindad de y' = @ contiene alguna vecindad del tipo V en (3.42)), tenemos

que y' € O(y, 9).

Supongamos que y' # €, entonces existe i € Z, tal que (y'); # c. Por tanto, (y!); € X.
Sea ¢ = (y');. Entonces del Lema[l7 3! = S/ (y(f)) para algun j € Z. Para mostrar que
y' € {S™(y) € (X)%;n € L}, es suficiente probar que y(§) € {S™(y) € (Xc)%n € Z }.

Caso 1. Supongamos que £ € X \ O(2/,T). Tenemos que

y(§) = ...,ckiQE[néwnél)ckilﬂ E,l,ng)ckgg[ng,ng)ckfg[ g,ng), ce

donde T (&) esta en la posicion iy € Z. Sea V una vecindad de y(&) dada por

§ = ~ ~
V= (X eV [nf 0t ) - A5 T [0S n§) {3V [0, nf),

€~ PN ~
{c}k1V[n§, ng) . {c}kffl‘/[nil, ng)(Xc) , (3.43)
donde £ € N, y cada bloque {c}kfr/[nf, ”z§+1) denota a

febxoox{e}xViex Ve X x Ve
N—— 2 2

i+17
kf—veces

vy cada V; es un conjunto abierto de X tal que

T7(&) € Vj, para cada j € {nf_z,...,—l,o,l,...,ng}, (3.44)

) C . 3
y V¢ esta en la posicion ig, conteniendo a 70 (€). Sea
0

E
ny

Wo= () T7'(Va).
i=nt

7”—13

Este es un conjunto abierto que contiene a &, de (i Como k‘f es finito para cada i € [—/, £].
Del Lema existe W1, vecindad de € tal que né = niy kf = k} para cada i € [/, (], y para

i =

cada z € Wp. Dado que x € PL(T)N P_(T), existe r € N tal que A = T"(z) € W1 N Wa. Asi,
y(A) =... ,cki&[nig,n’lgﬂ) . cle[nil,na\)ckéX[né,n/\) ...ck?*IX[nj‘fl, ni‘), .
& o~ ~ £~ &~
=... ,ck—l/\[ng_e,ng_ul) . ..ckg—l)\[n5 1,ng)ck5)\[ng,n§) . ..cké’—l)\[ E_l,ng), e

donde X esta en la posicién cero. Por lo tanto, existe 71 € Z tal que

~ ~

S (y(/\)) =... ,ckg—&[ng_e,ng_”l) .. .ckg—l)\[ng_l,ng)cké)\[ng, n%) .. .ck§—1X[n§_1,n§), e
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donde T”S(/\) estd en la posicion ig. Asi, de (3.43), S“ (y()\)) € V ya que A € Wy. Por otro
lado, del Lema como A =T"(z) y x € X\ O(«/,T), entonces y(\) = S (y(z)) para algin

ig € Z. Asi, de (3.41)),

Si1+i2—17(y) — Si1+i2 (y(]])) = Sil (y()‘)) eV.

Observe que cualquier vecindad abierta de y(§) contiene alguna vecindad como V en (3.43),
con ¢ suficientemente grande. Por lo tanto, V' N {S”(y) € (X)%ne Z} # (), para cualquier
vecindad V' de y(§). Por ende,

y(©) e {sm() € X%nez}.

Caso 2. Supongamos ahora que £ € O(2/,T) y que existe r € NU {0} tal que £ = T"(2).

Tenemos que

N K2 kS o2
y(&) =...,¢0c0cc, c,f[nﬁo,nﬁoﬂ)c 30+1§[n§0+1,n§0+2)c Jo+2§[n§0+2, n§0+3), e

£ £
donde T"J0 (&) estd en la posicion ig y T"70 (&) = 2, y por lo tanto

né
kS = méx{k: > 1;T"0(€) € Uk} = 0.
De hecho, n§0 = —r. Sea V una vecindad de y(§) dada por

00 mi, kS i kS
V = (X)> e} ™V [, mS, ) et o VoS, o) {0

iy kS
V[0S gy ) e} or (X0), (3.45)
= 3
dondem € N, V¢ esta en la posicion 4o, y cada bloque V [nf, n§+1){c}ki+1 denota al producto
Jo
cartesiano,

Vex-oxVe o x{c}x-x{c}
i+1 D ——

i

kf | p-veces

donde los V; son conjuntos abiertos de X (y por lo tanto, abiertos en X.), y

T%(¢) € V; para cada i € {nﬁo,nﬁoﬂ, e ,nEOH — 1} . (3.46)

Considere el conjunto

nj0+471 ‘
Wo= (] T7'(Vi), (3.47)
S

=n>
J0
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que es abierto y contiene a &, de 1) Como kf es finito para cada i € [jo + 1, 7o + ¢]. Del
Lema existe W7, vecindad de £ tal que si z € Wi entonces

3

n; =

= n; para cada i € [jo,jo + /], ¥ (3.48)
k:f = ki para cada i € [jo + 1,70 + £]. (3.49)
3 ¢
Ademés, como T"0 (¢) = 2’ € U,y,, de la continuidad de 7", existe W3, vecindad abierta de
¢
¢, tal que si w € W3 entonces T"% (w) € U,,. Dado que x € Py (T)N P_(T), existe r € N tal

que

)\:TT({L') e WinNWynNWs.

Asi, de y k:5 =k para cada i € [jo+1, 50+, y n = n para cada i € [jo, jo+/].
En particular, n)‘ = ng- y como X\ € W3, entonces T JO(/\) =T J'O(/\) € U,,. Por lo tanto,

Jo Jo?
kY > m. Asi
jo

EX S A k) A 2 > A k)
— +1 +2 +2
y(A) = ... oA [ng ng ) e )‘[ o1 My 12) €072 A1) Mot 015 Mg 0)€ 0, .
~ 3 ¢ ~ 13
— m 3 3 k: +1 5 k> +2 3 3 k> +¢
=...,cC )\[njo’njo+1)c Jo )\[ M3 j0+2)c Jo "')‘[njoM—l’njoM)c jott ..,

donde A estd en la posicién cero. Por lo tanto, existe i1 € Z tal que

3 ~ 3
vz | )\[n£ né )ckm“, ceey

) ~ £~
S1 (y()‘)) = Cm)‘[ng n£ )ij0+1)\[n£ Jo+L—1°""jo+L

~"jo’ “jo+1 j0+1’n§0+2)
donde T”g(/\) estd en la posicion ig. Asi, S (y()\)) € V ya que A € Ws. Por otro lado, del
Lema , como A =T"(z) y z € X \ O(«/,T), entonces y(\) = S (y(z)) para algin iy € Z.
Asi, de ,

SRR (y) = S1FR(y(a)) = ST (y(V) € V-
Por lo tanto, V' N {S”(y) € XCZ; n €7 } # (), para cualquier vecindad V de y(&). Por lo tanto,
y(©) e {$"(y) e (XZmez}.

Caso 3. Supongamos ahora que £ € O(2/,T) y que existe r € N tal que £ = T~ "(2'). Tenemos

que
K~ K~ K~
yl&) =...,c 10*3§[n§0_3,n§0_2)c 30*2§[n§0_2,n§0_1)c 10*1§[n§0_17n§0 — l]coo,

£ _ ¢
donde ¢> denota a un bloque infinito de ¢’s, T"0 1(5) estd en la posicion ig y 1790 (£) = a,
¢
y por lo tanto k§0 = méx {k > 1;T"0 (&) € Uk} = 00. De hecho, n§0 = r. Sea V una vecindad
de y(&) dada por

V =(X, {c} otV S, M){c} o417 [

{C} ]0 QV[ -2 JO 1){0} ]0 1V[ Njo—1> ]0_ ]{C}m( )™

NSy _gy2) -
Jo —L+10 Jo —042
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. &=
donde m € N, V ¢ _, estd en la posicion ip; cada bloque {c}kz \%4 [nf, nfﬂ) denota al producto
Jo

feb <X {e}XVie x Ve X X Ve |,
ﬁ—/ 7 k3

i+1

kf—veces

y cada V; es un conjunto abierto de X (y por lo tanto, abiertos en X.), tal que

TI(€) € V;, para cada j € [ng ¢ I, (3.50)

jo—£> Yo

¢
n: .
Considere Wy = (1.7°,  T7*(V;), este es un conjunto abierto que contiene a . Como sz es
=5,

finito para cada i € [jo — ¥, jo — 1]. Del Lema , existe W7, vecindad de £ tal que si z € W)
entonces n; = n? para cada i € [jo — ¢, jol, y k‘f = k7 para cada i € [jo — ¢, jo — 1]. Ademaés,
de la continuidad de T”-§0, y puesto que T"§0 (&) = 2’ € Uy, existe W3, vecindad de &, tal
que si w € W3 entonces T (w) € Up. Como z € Pr(T)N P_(T), existe r € N tal que
A=T"(z) e Wy N WenN Ws. Asi, k‘f =k para cadai € [jo — £, jo — 1], ¥ nf = n? para cada

A 13
i € [jo — ¢, jo]- En particular, n?o = nﬁo, y como A € W3, entonces T"0(\) = T"0 () € Uy,.

Por lo tanto, kj).‘o > m. Asi,

y(A\) =...c7o ZA[njo—Kvnjo—K—s—l)c Jo Z+1)\[nj0_4+1,njo_£+2) ...Co 1)\[nj0_1,nj0 —1]c"0 ...
K~ e ¢ I e ¢ K ~re ¢ .
_ —¢ 041 1 _
=...cdo )‘[njo—é’njo—€+l)c Jo )\[njo_£+1,nj0_£+2)...c Jo )\[njo—l’njo 1]0 cee

donde X esta en la posicién cero. Por lo tanto, existe 11 € Z tal que

i

S (y(N) = .. .ckfo—e/)\\[ng

kS ~
jo_e,nﬁo_m)c jo=t+1 A [n

3 3
Jo 410 50—t12) jo—1>"jo

donde Tng'o_l(/\) est4 en la posicién ig. Asi, S% (y()\)) € V ya que A € Wa. Por otro lado, del
Lema , como A =T"(z) y x € X\ O(z/,T), entonces y(A) = S2(y(x)) para algtn iy € Z.
Asi, de ,

SUTETR(y) = SR (y(x)) = ST (y(V) € V-
Por lo tanto, V N {S”(y) eY:ne Z} # (), para cualquier vecindad V de y(&). Por lo tanto,
y(€) e {S*(y) eY;neZ}.

Asi, en cualquier caso, y(§) € {S™(y) € Y;n € Z }. Entonces

yte {S"(y) € Y;n € Z}, para cada yley.

Y C{S"(y)eY;neZ},
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en el caso que z € X \ O(2/,T), donde, de 1’ y=5P (y(:z:)) para algiun p € Z.

Supongamos que, en (3.41), z € O(2/,T). En caso que x = T"(2') para algin r > 0,
tenemos que, del Lema existe i € Z tal que y(z) = S'(y'), donde v = y(2'). Como
y = SP(y(x)), entonces y = SPF(y/). Asi,

{Sn(y) € (Xe)Zsn e Z} = {Svteti(y) € (Xe)Zn € Z Y.

Entonces, de la definicion de Y en (3.8)), concluimos que

Y ={S"(y) € (Xo)ZneZ}.

En caso que x = T"(2') para algin r < 0, tenemos que, del Lema existe ¢ € Z tal que
y(z) = S'(y"). Como y = 5P (y(x)), entonces y = SPH(y"). Asi,

{S7(y) € (XFin € Z} = {S™rHi(y) € (XFin € Z)

= {Sm(y") € (X)lmeZ} =Y,

donde la dltima igualdad se da por el Lema Asi,

{5"(y) € (Xo)isnel} =Y.
O

Demostracion del Teorema[l Sea S : Y — Y el homeomorfismo definido en (3.9). De la
Proposicién [§] tenemos que S posee un tnico punto fijo ¢ € Y, y todas los demés puntos de

Y tienen 6rbita densa, esto es,

o g =) @ sr=e (3.51)
Y ,sizeY\({c}

Dado que S y S~! conmutan, podemos considerar la accién ® : (No X NO) XY —= Y, del
semigrupo Ny x Ny sobre Y, definida por <I>((1,0), ) =Sy <I>((0, 1), ) = S, Tenemos que

la semiérbita de x asociada a ® es,
O4(z,®) = {®((m,n),z) € Y;(m,n) € Ng x No}
={®(m-(1,0)+n-(0,1),z) € Y;(m,n) € Ng x Ny}
= {Sm_"(x) eY;m,ne€ NO}

= {Sx) eY;teZ} =O(x,S).
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Por lo tanto, de (3.51)), tenemos que

{e} ,siw=g,

Y ,siweY)\({c}.

O+ (w7 (I)) =
Asi, Q4(P) # 0y Q4+ (P) # X, puesto que Q4 (P) = {¢}. Por lo tanto, en este caso, que el
conjunto de puntos no transitivos asociado a ® sea no vacio, no implica que este conjunto
sea denso. Todo esto, a pesar de que sea valida la hipétesis: si p € Y es transitivo, entonces
@((m, n),p) es transitivo, para cada (m,n) € Ny x Ny; ya que el punto fijo ¢ es el inico punto

no transitivo de ®. O

3.3. Conclusiones

El Teorema 2 en [I4], en términos de acciones de Ny sobre un espacio métrico compacto,

nos dice que la existencia de algin punto no transitivo implica la densidad de estos.

Bajo una hipoétesis motivada por el Teorema 1 de [14], probamos también que, para el caso
de acciones de R sobre espacios métricos compactos, la existencia de puntos no transitivos

implica la densidad de estos.
Finalmente, para el caso de acciones de Ny x Ny sobre espacios métricos compactos, no

necesariamente la existencia de puntos no transitivos, implica la densidad de estos, atin si se

cumpliese el andlogo de la hipdtesis hecha para semiflujos.
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Capitulo 4

Pruebas de los teoremas sobre

G H-estabilidad topolégica para flujos

En primer lugar consideramos la definicién de la pseudo-casi-métrica Dgyo para flujos,
dada en (l.1)), y sus propiedades a través del Teorema [l Asi como la definicion de GH-
estabilidad topologica para flujos, dada en la Definicion [, como los dos principales puntos de

partida para el presente trabajo.

4.1. Demostracion del Teorema
Demostracion del Teoremall (1): Supongamos que X =Y. Dado € > 0, consideremos

A= sup deo(P, V) +e, y j=i=Idx.
te(0,1]

Entonces, ¢ y j son n-isometrias para cada n > 0, tales que

dco (\Ijt o i, 10 (I>t) = dco(‘ljt, (I)t) < A, para cada t € [0, 1], y

deo(Proj,jo W) =doo(Pe, V) < A, para cada t € [0, 1].

Por lo tanto, Dgpo(®, ¥) < A = supycp 1) deo(Pt, Vi) + €. Puesto que e > 0 fue arbitrario,

entonces

Dgpo(®,¥) < sup deo(Py, ¥y).
te[0,1]

Considerando dos flujos diferentes ® y W sobre X, pero isométricos entre si, del Item (3) (que
probaremos después) del Teorema |1} tenemos que Dgpo(®, W) = 0. Por otro lado, como ® y

VU son flujos diferentes entonces existe tg € [0,1] tal que ®;, # ¥y,. Observe que si &, = U,
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para cada t € [0, 1], entonces &, = ¥, para cada t € R, esto es, ® = U. Asi,

0< dco (q)tm \Ilto) < sup dCO((I)ta \I/t>
te[0,1]

Por lo tanto, Dgpo(®, V) = 0 < sup,cp 1] deo(Pt, Vi), v en este caso la desigualdad es estricta.

(2): Sean los flujos (X, ®) y (Y, ¥). Tenemos que dado € > 0, existe A < Dgpo(®, V) + ¢,y
existen A-isometriasi: X — Y y j:Y — X tales que

dco (z 0®;, U, 0 z) < A paracadate[0,1]; v

dco (j oW, o, oj) < A para cada t € [0, 1].

Asi, dgg(X,Y) < A. Por lo tanto, dgg(X,Y) < Dggo(®,¥) + e. Puesto que € > 0 fue
arbitrario, dgy (X,Y) < Dgpo(®, ). En particular, dgy (X,Y) < Dgpo(®X, V).

Por otro lado, de la definiciéon de dgr(X,Y), dado € > 0 existe A < dguy(X,Y) + €, ¥
existen A-isometrias i : X — Y y j: Y — X. Puesto que (®%); = Idx y (VV); = Idy para
cada t € [0, 1], tenemos que

deo(io (®%);, (TY); 0 i) =dco(ioldy,Idy oi) =0 < A para cada t € [0,1], y
dco (j o (\Ily)t, (<I>X)t oj)) =dco (j oldy,Idx oj) =0 < A para cada t € [0, 1].

Asi, Dgpo(®X,UY) < A. Por lo tanto, Depo(®X, ¥Y) < dgy(X,Y) + €. Puesto que € > 0

fue arbitrario, tenemos que Dgpo(®X, UY) < dgy(X,Y).

(3): Sean (X,®) y (Y, V) flujos isométricos entre si. Entonces, existe alguna isometria (so-
breyectiva) h : X — Y tal que ho ®; = U, o h para cada t € [0, 1]. Dado cualquier A > 0,
h:X =Y yh ':Y — X son A-isometrias continuas (ya que h y h~! son isometrias) tales

que,

deo(¥poh,ho®;) =0 < Aparacadate [0,1]; ¥y

deo(®0h™ W7o Wy) =0 < A para cada t € [0,1].
Por consiguiente, Dgpo(®, ¥) < A. Como A > 0 fue arbitrario, tenemos que
Dgpo(®,¥) =0.

Reciprocamente, sean (X, ®) y (Y, V) flujos definidos sobre espacios métricos compactos,

tales que Dgpo(®,¥) = 0. Como Dgpo(®, V) < 1/n para todo n € N, tenemos que para
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cada n € N existen A,,-isometrias continuas i, : X - Y y j, : Y — X, con A,, < 1/n, tales

que

dco(Vy 0ip,in 0 Py) < A, paracadat € [0,1]; y (4.1)

dco (Pt 0 jn, jn o ¥i) < A, para cada t € [0, 1]. (4.2)

Sean A C X un subconjunto numerable denso en X, y J = {t,}nen C [0, 1] denso en [0, 1].

Sea
B:{@(t,a);aEAytGNo-t1+N0~t2+~-+No-tk paraalgfmkEN},

donde Ng -t + Ng-to 4+ -+ Ny -t = {n1-t1+n2~t2+--~+nk-tk;nl,ng,...,nkENO}
para cada k € N, y Ng = NU{0}. Como Ny -t; +Np-t2 + - - -+ Ng - t es numerable para cada
k € N, entonces N= Ugken (N0~t1 + Np 't2+~--+No~tk) también es numerable. Asi, NxA

es numerable. Por lo tanto B = @(Z\Af X A) es numerable. Ademas,
®,(B) C B paracadat e J. (4.3)

En efecto, sea x € By s € J, entonces existe i € N tal que s = ¢t;, y existen a € A, k € N,
y ni,n2,...,n € N tales que © = @p .t 4ngtotetngt, (@). Asi, puesto que ¢ es un flujo

tenemos que,

D (x) = D, (Pry oty tngtottnpty, (@) = Prutit ottt (@) 018
Dty tngtotodnptotlt; (@) 5 sid > k.

Por lo tanto, ®s(z) € B.

Como B es numerable, denotemos B = {b }ren. En lo que sigue, a través de un argumento del

tipo Diagonal de Cantor, construyamos una isometria ¢ : X — Y, tal que i1 0 ®; = U, 04, para

cada t € [0,1]. De la compacidad de Y, la sucesion (in(bl))neN C Y posee alguna subsucesion

convergente. Asi, existen (k})nen C (n)nen (k) < kL., para cada n € N) e i(b)) € Y tales

que lim,, o ik%(bl) =i(by).

De la compacidad de Y, existen (k2)nen C (kp)nen € i(b2) € Y tales que Hmy, o0 ig2 (ba) =

i(ba). De la compacidad de Y, existen (k) )nen € (k3 )nen € i(b3) € Y tales que limy, o0 ig3 (b3) =

i(b3). Continuando de este modo, tenemos que para cada m € N existen i(b,,) € Y y una suce-

sion estrictamente creciente (k)" )nen € N tal que limy, o0 igm (b)) = i(by,). Y ademas, para ca-

dam €N, (km™*),en C (™)nen. Considere la sucesion (r(n))nen, donde 7(n) = k7 para cada

n € N. Como (7(n))n>m C (k' )n>m para cada m € N, tenemos que limy, o0 ip(n) (brm) = i(bm)

para cada m € N. De este modo hemos definido i : B — Y, por

i(b) = Hm 4,(,)(b) para cada b € B. (4.4)

n—oo
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Como cada i,, es una A,-isometria, tenemos que
d*(a,d’) — A, < d¥ (in(a),in(a)) < d¥(a,d’) + Ay, para cada a,d’ € B,

v cada n € N. Asi, en particular,

<d¥ (ir(ny (@), ip(ny(a')) < d*(a,d’) + , para cada a,ad’ € B,

r(n)
para cada n € N. Haciendo n — oo, obtenemos d* (a,a’) < d* (i(a),i(a’)) < d*(a,d’) para

cada a,a’ € B. Esto es,
d” (i(a),i(a’)) = d*(a,d’) para cada a,d’ € B. (4.5)

Por lo tanto, en particular, i : B — Y es uniformemente continua. Como B = X, podemos

extender el dominio de i a todo X, extensiéon que denotamos por i : X — Y, definida por

_ i(x ,siz € B
e e

lim,, 00 i(2,) , para algin (z,)neny C B tal que lim, 00 2, = .

Dadas un par de sucesiones (Zn)nen ¥ (Yn)nen en B tales limy, o0 ©,, = limy, 00 Yy = 20 para

algun zp € X. Tenemos que la sucesion

= (95173/17332,3/27$37y37 v Ly Yny - - )

converge también a zg. En particular £ es una sucesiéon de Cauchy. Por lo tanto, como ¢ es

uniformemente continua, entonces

U= (Z(x1)7 i(y1>7 i(xQ)a i(yQ)v i(x3>7 i(y?))v s 7i(xn)7 Z(yn)7 .- )

es también una sucesion de Cauchy en Y, el cual es un espacio métrico completo (pues es un
espacio métrico compacto). Por lo tanto ¢ es una sucesion convergente. Asi, las subsucesiones

(i($n))neN e (i(yn))neN de ¢/, convergen al mismo punto. Esto muestra la buena definicion

de 3.
Ademas, de 1} y puesto que B = X, tenemos que

d” (i(z),i(2")) = d* (z,2) para cada z,2’ € X. (4.6)

Como i, : X — Y es una (1/n)-isometria para cada n € N, entonces 7 es sobreyectiva. En
efecto. Dados # € X y y € Y. Como B = X, existe alguna sucesion (b%))eny C B tal que

1My, 00 b, = x, esto es 1im,, oo dX (b%,, z) = 0. De la desigualdad triangular,

‘dy(ya in(bi,)) — dY(y,in(x))\ <d¥ (in(b},), in(z)) para cada m,n € N. (4.7)
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Y como cada i, es una A,-isometria, entonces
d¥ (in(bl),in(2)) < dX(b%,, ) + A, para cada m,n € N. (4.8)
Por lo tanto, de y ,
}dy(y,in(bfn)) —d¥ (y, in(z))| < dX (b, z) + A, para cada m,n € N.
Asit, d¥ (y,in (b)) < d (y,in(x)) + d¥(b%,, ) + A, para cada m,n € N. Por ende,
d(y,in(B)) < d” (y,in(z)) +d* (b%,, ) + A, para cada m,n € N.

Haciendo m — oo, tenemos que

d(y,in(B)) < d* (y,in(z)) + A, para cada n € N.
Puesto que x € X fue cualquiera, tenemos que

d(y,in(B)) < d(y,in(X)) + Ay, para cada n € N. (4.9)

Puesto que y € Y fue arbitrario, tomando supremo sobre y € Y a ambos lados de (4.9)),

tenemos que
dy (Y, z'n(B)) <dpy (Y, in(X)) + A, para cada n € N.
Y como dyg (Y, zn(X)) < A, (puesto que i, es una A,-isometria), entonces

supd(z,in(B)) = du (in(B),Y) < 2- A, < 2/n para cada n € N.
z2€Y

Sea y € Y. Entonces d(y,in(B)) < 2/n para cada n € N. Por tanto, para cada n € N, existe
b, € B tal que d¥ (y,zn(bn)) < 2/n. En particular,

d¥ (Y, ir(n) (br(n))) < 2/r(n) para cada n € N. (4.10)

De la compacidad de X, tomando alguna subsucesiéon si es necesario, podemos suponer que

(bn)nen € X es una sucesion convergente. Esto es, existe w € X tal que

lim d* (b, w) =0 (4.11)

n—oo
Asi, puesto que para cada n € N, 7,(,) es una (1/r(n))—isometria,
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En caso que w € B, de la definicién de i en 1} i(w) = i(w) = limy o0 ip(n)(w). Por lo
tanto, de lb 1} y haciendo n — oo en 1} tenemos que d¥ (y,i(w)) = 0, esto es,
y =i(w).

En el caso que w € X \ B, como B = X entonces existe (wy)reny C B tal que limy,_,oo wj, = w.

Tenemos que para cada n € Ny k € N, puesto que 4,(,,) es una (l/r(n))—isometria, y de 1’

dY (’Lr(n) (w)v%(w)) < dY (Zr(n) (w)7ir(n) (wk)) + dY (Zr(n) (wk%g(wk)) + dY (E(wk)v%(w))

< (dX(w, wg) + 7“(1n)> +d¥ (i () (W), i(wp)) + dX (wy, w). (4.13)

Como wy € B, entonces, de (4.4), i(wg) = limy,—c0 4(n) (wg). Por lo tanto, haciendo n — oo

lim sup d¥’ (i () (W), i(w)) <2 dX (wy, w) para cada k € N. (4.14)

n—oo

Haciendo n — oo en (4.12), de (4.10), (.11), y (4.14]), tenemos que

d (y,i(w)) <2 dX(wk,w) para cada k € N.

Por lo tanto, como limy_,eo d* (wg, w) = 0, entonces d¥ (y,i(w)) = 0. Asi, y = i(w). De este

modo hemos mostrado que ¢ es sobreyectiva.

De ({.1), d¥ (V4(in(2)),in(P(2))) < 1/n para cada t € [0,1], para cada z € X. Asi, en

particular,
d¥ (We(ir(n) (D)), iy ) (®4(b))) < 1/r(n) para cada t € J, para cada b € B. (4.15)

De , ®,(b) € B para cada b € B, y para cada t € J. Por lo tanto, de (4.4)), tenemos que
lim,, oo iT(n)((IJt(b)) = i(@t(b)) para cada t € J y cada b € B. Por otro lado, como ¥ es
continua para cada t € R, de , tenemos que limy, o ¥y (z’r(n)(b)) =y, (z(b)) para cada
be B,y cadat € J. Asi, haciendo n — oo en , tenemos que Wy (z(b)) = i(q)t(b)) para
cada b € B,y cadat € J. Esto es

W(t,i(b)) =i(P(¢,b)) para cada b € B, y cada t € J. (4.16)

Como B = X y J = [0, 1], tenemos que ¥;0i = j0®; para cadat € [0, 1]. En efecto, sean z € X
y t € [0,1]. Entonces existen sucesiones ($p)nen C J v (wn)neny € B tales que limy, o0 sp = ¢

v limy, 00 wy, = 2. De la definicién de 4, i(z) = lim, o i(wy, ). De la continuidad de ¥,

U(t,i(z)) = Um U(sy,i(wn)) (4.17)

n—oo
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De la continuidad de @, tenemos que ®(¢, x) = limy, 00 P(sp, wy,), donde, de {.3), P(sp,, wy,) €

B para cada n € N. Asi, de la definicién de 1,

i(P(t,z)) = lm i(P(sp, wn)). (4.18)

n—00

De 1} \I/(sn,i(wn)) = i(@(sn,wn)) para cada n € N. Haciendo n — oo, de y ,

tenemos que ¥ (¢, i(z)) = i(®(t,)). Por lo tanto,

U(t,i(x)) = i(P(t,x)) para cada z € X, y cada t € [0, 1]. (4.19)

Asi, Uy 04 =40 ®; para cada t € [0, 1], donde 7 es una isometria (sobreyectiva). Por ende, de

la Observacion [3] tenemos que ¥ y @ son flujos isométricos entre si.

(4): Claramente, de la Definicion (1.1), para cada par de flujos (X, ®) y (Y, ¥) definidos sobre

espacios métricos compactos, tenemos que Dgpo(®, V) = Dgo (0, ®).

(5): Sean los flujos (X, ®), (Z,£) y (Y, V). Mostremos que
Depo(®, ) <2 (Dgpo(®,€) + Dapo(€,V)).

Fije € > 0. Existe A1 < Dgpo(®,&) + €, y existen Aj-isometrias continuas i : X — Z y

j:Z — X tales que

deo(io @y, & 04) < Ay paracada t € [0,1]; v (4.20)

deo(j o0&, ®p0j) < Ay para cada t € [0,1].

Analogamente, existe Ay < Dgpo(&, V) + €, v existen Ag-isometrias continuas k : Y — Z y

l:Z —Y tales que

doo(k oWy, & ok) < Ag para cada t € [0,1]; y

deo(lo &,V ol) < Ay para cada t € [0, 1]. (4.21)

Tenemos que jok :Y — X yloi: X — Y son 2(A; + Ag)-isometrias, que ademas son
continuas puesto que i, j, k y [ son funciones continuas. En efecto, de la desigualdad triangular

de dH,

di ((104)(X),Y) <du((l0i)(X),1(2) +du(1(2),Y)

<dg((109)(X),1(Z)) + Ag, (4.22)
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va que [ es una As-isometria. Por definicién,

dr((loi)(X),1(Z)) = méx { 22}8 d(loi(a), Z(Z))7ISJIEIIZ) d(l(b), (Lo z)(X))} (4.23)

Para cada a € X, d(loi(a),l(Z)) = inf.ez d” (loi(a),l(2)). Como | es una Ap-isometria,
d¥ (Loi(a),l(z) < d?(i(a), z) + Ao, para cada z € Z.
Asi,

d(loi(a),l(Z)) = nggdy(z oi(a),l(2)) < inf {d?(i(a), 2) + Ao} = d(i(a), Z) + Ao,

para cada a € X. Por lo tanto,

supd(loi(a),l(Z)) < supd(i(a),Z) + As. (4.24)
acX acX
Anélogamente, para cada b € Z, d(I(b),l 0 i(X)) = infzex d (I(b),l 0 i(z)). Como [ es una

As-isometria,

dY (U(b),loi(z)) < d? (b,i(z)) + Ag, para cada z € X.
Asi,

. e Y , < ¢ Z (1 _ -
A(1(b), 10 4(X)) = fnf & (1(6),10i(x)) < fuf {d7(b,i(x)) + Az} = d(b,i(X)) + Ao,
para cada b € Z. Por lo tanto,

supd(l(b),l0i(X)) < supd(b,i(X)) + As. (4.25)
beZ beZ

Por ende, de (4.23), (4.24) y (4.25),

du(loi(X),l(Z)) < méx { sg)fzd(i(a), Z),ls)lellz)d(b,i(X))} + Ao

=du(i(X),Z) + Ao < Ay + Ao

Asi, de 1} tenemos que dy (l 0i(X), Y) < Ay + 2As.
Dados a,b € X, tenemos que
|d (1 oi(a),l0i(b)) — d*(a,b)|
< |d" (L oi(a),loi(b)) —d”(i(a),i(b))] + |d” (i(a),i(b)) — d*(a,b)]
< Ay + Ay,
puesto que [ es una As-isometria, e ¢ es una Aj-isometria. Por lo tanto, [oi : X — Y

es una (A + 2Ag)-isometria. En particular, [ o i es una 2(A; + Ag)-isometria. Analogamen-

te, jok : Y — X esuna (2A;+Ay)-isometria, y en particular jok es una 2(A;+Ag)-isometria.
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Para cada z € X y cada t € [0,1],

A" (W, (1(i())), 1(i(@e(x)))) < d” (We(1(i(2))), W& (i(2)))) 4+ d¥ (1(&(i(2))), Wi (P4(x))))
< 20 + d? (&(i(2)), i(Py(z)))
<200+ A1 < 2(A1 + Ay),

donde la segunda desigualdad se da por (4.21) y puesto que [ es una Ag-isometria, y la tercera
desigualdad se da por (4.20). Por lo tanto,

deo (Vo (loi), (loi)o®;) < 2(A1 + Ay) para cada ¢ € [0,1].
Anéalogamente, mostramos que
deo((jok) oWy, @0 (jok)) <2(A;+ Az) para cada ¢ € [0, 1].
Asi, Dgpo(®, ) < 2(A1 + Ag) < 2- (DGHo(cp,g) + Dapo(£,0) + 26). Por lo tanto,
Deapo(®,9) < 2- (DGHo(CD,ﬁ) + Dgpo(€,9) + 26) para cada € > 0.
Haciendo € — 07, tenemos que Dgpo(®,¥) < 2- (DGHU (®,8) + Dgpol(&, \IJ)>

(6): Es obvio que Dgpgo(®,¥) > 0. Como X y Y son acotados, entonces diam(X) < oo y

diam(Y') < co. Basta mostrar que
Do (®,7) < méx {dGH(X, Y), diam(X), diam(Y)}.

Dado € > 0, de la definicion de dgi (X, Y), existe A € [dGH(X, Y),deu(X,Y)+ e), y existen
A-isometrias i : X - Y y j: Y — X. Para cada t € [0,1],
deo(io @y, Uy oid) = supd” (io®(z), Uy oi(z)) < didm(Y)
zeX

deo(j oWy, &y 0j) = sugdx (j o W(y), @ 04(y)) < didm(X).
ye

Como A, diam(X),diam(Y) < méax {dGH(X, Y), diam(X),diam(Y)} + €, entonces
Do (®,7) < méx {dGH(X, Y), dizim(X),diém(Y)} te
Puesto que € > 0 fue arbitrario,

Do (@, ) < méx {dGH(X, Y), didm(X), diém(Y)}.
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(7): Como limy, o0 Do (®, ¥") = 0, dada una sucesion (6, )nen C (0, 00) tal que limy, o0 6, =

0, tenemos que para cada n € N existen d,-isometrias i, : X — Y, v jn : Y, — X tales que
deo (¥} 0y, iy 0 ®y) < §, para cada t € [0, 1]; (4.26)

dco (Pt 0 jn, jn o U}) < 0, para cada t € [0, 1]. (4.27)

Asi, de (4.26)), y puesto que ¥" es un flujo isométrico, e i, es una J,-isometria, para cada

t € [0, 1] tenemos que
A" (in(@¢(2)), in(@e(2")) < &' (in(@e(@)), OF (in())) +
+ " (U7 (in (@), OF (in(2'))) + d" (U7 (in(a")), in(@e(2")))

< 26 + A" (in(2), in(2"))

< 38, + d"™(z,2') para cada z,2’ € X. (4.28)
Como d¥ (®4(z), ®y(2')) < &y 4 d™ (in(Pe(2)), in(P¢(2"))), entonces, de ,

ax (Pe(z), Pe(2)) < 40, + dX(z, ') para cada z, 2’ € X,
para cada t € [0,1]. Asi, haciendo n — oo,
dx (i), Py(a)) < dX(z,2') para cada z,2’ € X,

para cada t € [0,1]. Como X es compacto entonces X es totalmente acotado. Asi, de [5],

puesto que cada ®; es sobreyectiva (pues es un homeomorfismo), tenemos que
dx (Pe(z), Pe(2)) = dX(z, ') para cada z, 2’ € X,
para cada t € [0, 1]. Por lo tanto,
d* (®4(z), D4(2")) = d* (z,2") para cada z,2’ € X,
para cada t € R. Esto es, ® es un flujo isométrico. O

Observacidn. Si cambiamos el intervalo [0, 1] por un intervalo compacto [0, a], con a > 0, en

la definicion de la distancia Do en (1.1), obtenemos la distancia D, definida por
D¢.ppo(®, V) = inf {A > 0; 3 A-isometrias continuas i : X - Y yj:Y = X

tales que dpo (Wi oi,i0o®) < A, Vit e|0,al;

v deo(®10,j0W) <A, Ve [O,a]}. (4.29)

ASia DGHO('a ) = D¢

o+ ). Un teorema andlogo al Teorema , se cumple para la distancia

a

GHO("')‘
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4.2. Demostraciéon del Teorema

Demostracion del Teorema[2 Sea (X, ®) un flujo (continuo) expansivo, definido sobre un

espacio métrico compacto X, sin singularidades, y con la propiedad del sombreamiento. Sea
Ty = inf {t > 0;existe z € X tal que ®y(z) = x}

Como @ es un flujo (continuo) sin singularidades. Entonces, del Lema tenemos que Ty > 0.

Sea € > 0. Sin pérdida de generalidad considere e < Tj/4. De la caracterizacion discreta
del concepto de flujo expansivo, segtin (iv) de la Proposicion , para € existe r > 0, con
r < min{e, 1/2}, tal que para cada =,y € X, para cada par de sucesiones (t;)icz v (wi)iez,
con uy = tg = 0; 0 < tip1 —t; < r, para cada i € Z; |uj41 — u;| < r, para cada i € Z;

lim; o t; = +00 y lim; oo t—; = —00, se tiene que
si d(®y,(x), @y, (y)) <r para cada i € Z, entonces y € ®_ (z).
Como 0 < r < Tp/4. Del Lema existe ¥ = v, > 0 tal que
d(®,(y),y) >, para cada y € X. (4.30)

De la expansividad de ®, para r existe € > 0, con € < r/3 y € < =, tal que para cada

x,y € X, para cada funcion continua s : R — R, con s(0) = 0,
si d(®(z), Dy (y)) < € para cada t € R, entonces y € Dy ().

De la propiedad de sombreamiento (POTP) de @, para € /12, existe § > 0, con § < € /12, tal

que cada (0, 1)-pseudo orbita de ® es (¢//12)-sombreada por alguna orbita de .

Sea W otro flujo (continuo) sobre un espacio métrico compacto Y, ¥ : RxY — Y, tal que

Dapo (U, ®) < §. Entonces, existen d-isometrias continuasi: X - Y y j: Y — X tales que
deo(Vpoi,10P;) <0, para cadat € [0,1]; y
deo(Pyoj,jo W) <0, para cada t € [0, 1]. (4.31)

Sea y € Y. Considere el par ordenado ({zn}nez, {tn}nez), dado por @, = (j o ¥,)(y) y

t, =1 paracadan € Z. Como t, > 1 paracadan € Z, y

d(zpt1, P, (2n)) = d((j 0 Cnt1)(y), ©1((F © ¥n)(y)))
= d((] oW )(¥ny), (Pro ])(\Ilny))

<dgco(joW¥i,®10j) <, paracadan € Z.
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Entonces, ({2 }nez, {tn}nez) es una (6, 1)-pseudo 6rbita de ®. Por lo tanto, esta es (¢'/12)-
sombreada por alguna o6rbita de ®. Asi, existen z € X y un homeomorfismo creciente
a:R — R, con a(0) =0, tales que

/

d(q)a(t)(z), Dy (mn)) < 16—2 para cada t € [sp, Spt1), para cada n € Z; (4.32)
donde
( n—1
dtp ,sin>1
k=0
Sp = 0 ,81n=20
1
— Z tr, , sin<O.
\ k=n

Como t, = 1 para cada n € Z, entonces s, = n para cada n € Z. Asi, de (4.32)),

/

d(@u ) (2), Pron((j 0 ¥n)(y))) < 16—2 para cada t € [n,n+ 1), para cadan € Z;  (4.33)

Sea t € R, entonces existe n € Z tal que n <t <n+1 (esto es, t —n € [0,1)), entonces, de
@31),

d(Pt—n((F 0 W) ()), (0 W) (y) = d((Pr—n 0 J)(Yny), (j © Vi) (Tny))

< deo(Prn 0, jo Ty p) <6 < % (4.34)

De (4.33) y (4.34), y de la desigualdad triangular

d(@ur)(2), (j o ¥e)(y)) < =, para cada t € R.

6/
6
Asi, para cada y € Y existen z = 2, € X, y un homeomorfismo creciente o = oy : R — R,

con «(0) = 0, tales que

d(@ut)(2), (o ¥e)(y)) < —, para cada ¢ € R. (4.35)

6/
6
Para el mismo y € X, supongamos que existen 2’ € X y o/ : R — R, homeomorfismo creciente,

con (0) = 0, tales que
/
d(@a,(t)(z’), (joWy)(y)) < %, para cada t € R. (4.36)
Entonces, de 1} y 1} tenemos que d(Pq(2), Porr)(2)) < €/3, para cada t € R. Por
lo tanto,

/

d(@ao(a/)—1(7) (2),®,(2")) < 3 < €, para cada 7 € R,

donde o (@/)7! : R — R es un homeomorfismo creciente, con o (o/)~1(0) = 0. Por lo tanto,

del modo como fue tomado € dependiendo de r segin la expansividad de ®, tenemos que
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z/ = ®y(2), para algan t € R, con [t| <r <.
Hemos mostrado que para cada y € Y, j(Ur(y)) = {(j o \Ilt)(y)}te]R es (€//6)-sombreada por
una tnica orbita de ®, donde Ugr(y) = {\I!t(y)}teR.

Denotemos por Rep™ al conjunto de reparametrizaciones temporales, esto es,
Rep' = {a : R — R; a es un homeomorfismo creciente, con a(0) = 0}
Para cada y € Y, definamos el conjunto de (¢/6)-sombras destacadas de j(Vg(y)) como

Ay = {:U € X; existe o € Rep™, tal que

6/
s para cada t € ]R}.
De (4.35), para cada y € Y tenemos que Ay # 0, ya que z = 2, € A,. También, para cada

d(Pu(x), (G © T1)(y)) <

y € Y definamos el conjunto de (€'/6)-sombras de {j o \Ilt(y)}teR como

Ay = {x € X;Vn, T >0, existe o € Rep™, tal que
. ¢
d(@a(t)(a:), (jo \Ilt)(y)) < A + 1, para cada t € [T, T]}
Es claro que A C A, para todo y € Y. Asi, concluimos que A, # () para cada y € Y.

Mostremos las siguientes propiedades del conjunto A,.
Lema 19. Para cada y € Y, existe 2y € A tal que Ay C P q(2y).
Lema 20. Para caday €Y, Ay es un conjunto cerrado de X.

Demostracion del Lema[Id Sean (n;);>0 C R4 una sucesion estrictamente decreciente tal que
lim; o0 1; = 0; y sea (1;)i>0 C Ry una sucesion estrictamente creciente tal que T;11 —T; > 1,

para cada i > 0. Asf, lim;_, T; = 00. Sea x € A, para cada i > 0, existe a; € Rep™ tal que

/

d(Pay (@), (0 W1)(y)) < G + iy para cada t € [T, T3]

/

De (4.35)), como d(q)a(t)(z), (jo \Ilt)(y)) < % para cada t € R, entonces

/
€
d(@ai(t) (x), @a(t)(z)) < 3 +n;, para cada t € [—T;, T;].
Como lim;_, 1; = 0, sin pérdida de generalidad podemos suponer que n; < € /6, para cada
i > 0. Ahora, considere T/ = min {|a(T})|, |o(=T;)|} para cada i > 0. Como o = ay, es un

homeomorfismo creciente entonces (77);>0 es también una sucesion estrictamente creciente tal

que lim; o T/ = oo. Asi, para cada i > 0,
/ /

A(@ayo0-10)(@); @ul2)) < G+ < 5, para cada u € [T/, T)). (4.37)
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Para cada i > 0, sea 7; = a; o a~'. Es claro que 7; : R — R es un homeomorfismo creciente,
con 7;(0) = 0, esto es, 7; € Rep™. De la continuidad uniforme de Yil|—17 17, existe s; € (0,7),

tal que
siu,u' € [T, T!] y |u—'| < s;, entonces ’%(u) — v < (4.38)
Ademiés, tenemos que

(@1 () (), Py (2))
((p’wrl(u) (2), @u(z)) + d(@%(u) (z), (I)u(z))

2
<§6/+27h<6/<"}/,

d(q)'yl+1(u)7'yl(u) ((I)'yl(u) (x>)7 (I)%(u) (.%')) =d
d

IN

para cada u € [T}, T;] C [-T},,,Tj,;]. De (4.30)), no puede ser que ~;41(u) — vi(u) = r para
algin v € [-T/,T/]. Analogamente, v;(u) — v;i+1(u) # r para cada u € [-T},T}]. Como la

funcion h; : t € [=T7,T}] + |i+1(t) —7i(t)| es continua, y h;(0) = 0, por el Teorema del Valor

Intermedio, no puede ser que exista u € [T, T/] \ {0} tal que |vip1(u) — v;(u)| > r. Asi,
[Vit1(w) = 7i(uw)| < r, para cada u € [-T},Tj]. (4.39)

En particular, |yie1(T7) — %(T))| < 7y |vis1(=T}) = %(=T})| < r para cada i > 0. De la

(2

continuidad de la funcion ¢ € R — |yiq1(t) — %(t)

, tenemos que para cada ¢ > 0, existe

& € (0,r) tal que,
siu<T) <u <Tj, yu —u<&, entonces |yir1(u) —vi(u)| < (4.40)
Y también,
si =T <u< T <u yu —u<§, entonces |yi(u) — vigr(u)| <. (4.41)

Fije ig > 0, elijamos una sucesion bilateral estrictamente creciente (u;);ez tal que ug =0y

verificando que:

siu; € [O,Ti’O] entonces uj1 — uj < min {fim sio}; y

si ujp1 € [—T;,,0] entonces ujpy — uj < min {&,, s, }-

Y también, para cada m > ig:
si uj € (Ty,, Tp,y1| entonces ujy1 —uj < min {& Sm+1 )
J mr Lm41 j+1 j m+1,Sm4+155 ¥

si ujy1 € [— Thy1, —Ty,) entonces wjy1 — uj < min {&mi1, Smet }-
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Definamos la sucesion bilateral (t;);ez por:

b= Yio (uj)’ s1 uj € [_E/07ﬂ/0]
j - . .
Ymr1(uy), siw; € [=T), 4, —T,,) U (T}, T,, 1] Para cada m > io.
Asi, de la continuidad uniforme de ~;, ’[_Ti/(wTi/o]’ de 1} siug,uj1 € [T, T} ], como ujq1—

10

uj < i, entonces |yio (wj41) —Yio (u;)| < r, esto es [t;11 —t;| < r. Andlogamente para m > i,

de la continuidad uniforme de vy, |[_7r 7, de ({.38)), si wj, uj1 € [Ty, T}, ]\ [T}, i

m—17"m—1

Como Ujq1 — Uj < Sy, entonces "ym(Uj+1) — Ym(uj)| <1, esto es ‘t]’+1 - tj} <7

Para cada m > i, en caso que 0 < u; < T}, < ujp1 < T}, 1, como ujr1—u; < &y, entonces, de

(.49),

ujy1 < 0, puesto que ujpq —uj < &y, entonces, de (4.41)), "ym(ujﬂ) - ’Ym+1(u‘j)‘ < r, esto es,

Ym+1(Wjg1) —ym(uj)‘ <1, estoes, |tjr1 —tj| <r. Encaso que =T, <uj < =T}, <
|tj+1 — tj] < 7. De esta manera hemos definido un par de sucesiones bilaterales (u;);ez € R
y (tj)jez € R tales que ug = to = 0, lim;j 00 uj = 400, IMj oo u—j = —00; Ujp1 —uj <7y

[tjv1 —tj] < r, para cada j € Z; y de (4.37),
d(@tj (CL‘),(I)uj(Z)) <r, paracada j € Z.

Entonces, como r dependia de e segiin la caracterizacion discreta de expansividad de ®, [tem
(iv) de la Proposicion 5 concluimos que z € ®(_.)(2), esto es, z = ®4(2) para algin ¢ €
(—€,€). Por lo tanto, como z era un punto arbitrario de Ay, tenemos que A4, C ®_ 4(z). Esto

culmina la prueba del Lema [19] O

Demostracion del Lema[20. Como 2¢ < Tp, entonces ®(_. q(z) es homeomorfo a un intervalo
cerrado acotado [—¢, €] de la recta real. Ademds, ®_. (2) es un conjunto cerrado en X. En
efecto, sean w € X y (w;)i>0 € P q(2) tales que lim; oo w; = w. Entonces, para cada
i > 0, existe a; € [—¢,¢€] tal que w; = Py, (2). Por la compacidad de [—e, €], existe alguna
subsucesion (ay(;))i>0 C (ai)i>0, tal que lim; o ay;) = b, para algin b € [—e¢, €]. Por lo tanto,

de la continuidad de ® tenemos que

w = lim wy; = Hm ®(agy),2) = (b, 2) € P q(2).

i—00 i—o0
Para mostrar el Lemma que A, es un conjunto cerrado, es suficiente mostrar que A, es
cerrado en ®(_ 4(z). Considere (z;);>0, una sucesion de puntos en A, y sea 2z’ € ®_ 4(2)
tales que lim;_, o 2; = 2. Por lo tanto, 2/ = ®y(z) para algtn t' € [—¢, €], y para cada i > 0,
zi = ¥4, (z) para algin t; € [—¢,€]. Sin pérdida de generalidad, tomando una subsucesion si
es necesario, podemos suponer que existe 7 € [—e¢, €] tal que lim;_, o, t; = 7. De la continuidad
del flujo P,
Py(z) =2 = lim z; = lim &y, (2) = ,(2),

1—00 1—00
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por lo tanto, de la inyectividad de ®(-,z)|_cq (puesto que 2¢ < Tp), t' = 7. Més afin,
dada cualquier subsucesién convergente de (t;);>0, de la inyectividad de ®(-, z)|[_c ¢, debe de
converger a t'. Asi, de la compacidad de [—¢, €] tenemos que lim; oo t; = t'.

Dado n,T > 0, como z; € A, para cada ¢ > 0 existe algin «a; € Rep™, tal que

1 1
d(fbai(t)(zi), (joWy)(y)) < 66/ + 37> para cada t € [-T,T], y cada i > 0. (4.42)

Del Lema[d] para 1/2 existe o > 0 tal que, para cadat,s € R, y w € X, si [t — s| < o entonces
d(q)t(w),cbs(w)) < n/2. Como lim; ;o t; = t, existe N € N tal que, si i > N entonces

|t; —t'| < o. Por lo tanto,

d(Py, (w

K3

( ), Py ( )) <mn/2, para cadai > N, y cada w € X,
d(tbt D1z), Dy ( @lz)) < n/2, para cada ¢ > N, y cada [ € R,
d(@l(q)t z), ¥y @t/z)) < n/2, para cada ¢ > N, y cada [ € R,

d(®y(z), ®i(2")) <n/2, paracadai> N, y cadal € R.

En particular,
d( Pty (20), Py 1) (2)) < g para cada 7 > N, y cada t € R. (4.43)

De (4.42)) y (4.43), para cada i > N tenemos que

/
d(Pu,)(2'), (G 0 W) (y)) < % + n para cada t € [-T,T]. (4.44)
Asi, hemos mostrado que para cada n,T > 0 existe i € N verificando (4.44)). Esto es, 2’ € A,,.
Asi, Ay es un subconjunto cerrado de <I>[_€,€](z). Esto concluye la prueba del Lema . O

Para definir una funcién h : Y — X, para cada y € Y necesitamos seleccionar un punto
de Ay. Un punto z € X es llamado eztremo derecho de A, si para cada 2’ € A,, existe
w = w(z") € [0,2¢] tal que x = Dy, ().

Mostremos la existencia de extremos derechos de A,. De (1), A, C ®_. 4(2,), donde
zy € Ay. Sea I, = {t € [—¢€,€]; P4(z,) € Ay}. Este conjunto es no vacio puesto que z, € Ay, y
asi 0 € I,. Por lo tanto, existe to = sup(I,) tal que 0 < ¢y < e. Mostremos que zg = P4, (z,)
es un extremo derecho de A,. Sea w € A,. De (1), existe t,, € [—¢, €] tal que w = $y, (2y) y

tw € I.,. Como ty = sup(l,), entonces —e < t,, <tg < e. Asi,

Trog — q)to (Zy) = (I)to—tw(btw (Zy) = (I)to—tw (’U}), donde t() - tw € [0, 26]
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Ahora, mostraremos la unicidad del extremo derecho de A,. Sean x,7 € A, dos extremos

derechos de A,. Entonces

w, (T), para algtn wy; = wy(T) € [0, 2¢], (4.45)

8

P
= &y, (z), para algin wy = wa(x) € [0, 2¢]. (4.46)

Sl

Ademis, como A, C ®_. 4(2), donde z € A, entonces
x = ®4(z) y T = Pg(2), para algunos t,t € [—¢,€]. (4.47)

Asi, de y , Dy (2) = Py, P7(2), y entonces @, _;(2) = Py, (2), donde t —t € [—2¢, 2¢]
y w1 € [0,2¢]. De la inyectividad de (-, z)[[_a 2, puesto que 4e < Tp, tenemos que t — ¢ =
wy > 0. Asi, t > t. Analogamente, de y (4.47), ®5(z) = Py, Pe(2), v por lo tanto
®;_4(2) = Puy(2), donde £ —t € [~2¢,2¢] y wa € [0,2¢]. De la inyectividad de ®(-, 2)|[—2¢ 24
tenemos que t —t = wy > 0. Por lo tanto, ¢ > t. Asi, t =1 y = Z. Denotamos por ¢(A,) al

tnico extremo derecho de A,.

Definamos h : ¥ — X por h(y) = {(A,), para cada y € Y. De la definicion de A, si

x € Ay entonces, para cada 7,7 > 0 existe o = a7 € Rep™, tal que

/

d(@uopyz, (o Ue)(y)) < % + 1, para cada t € [-T,T]. (4.48)

Supongamos que 7 < €’/2. Entonces, considerando ¢t = 0 en (4.48)), tenemos que

/ /
€

. < S /
d(z,j(y)) < 6+2 <€ <e

En particular, para z = ((A,) € A, tenemos que d(h(y),j(y)) <€ < ¢ paracaday €Y. Asi,

deo(h,j) =sup {d(h(y),j(y));y €Y} <€ <e. (4.49)

Observe que d alude a la métrica dX del espacio métrico X.

Siguiendo la prueba del Teorema 4 en [3], mostremos que h : Y — X es una e-isometria.
De {i tenemos que dpy (h(Y),j(Y)) < €. En efecto, por definicion de la distancia de
Hausdorff dy,

di (h(Y),j(Y)) = méx { Slelgd(h(a),j(Y)),iggd(j(b), h(Y)) } (4.50)

Para cada a € Y, se tiene que

d(h(a),j(Y)) = {nf {d(h(a),j(w));w € Y} < d(h(a),j(a)) <é€.
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Por lo tanto, sup,cy d(h(a),j(Y)) < €. Y también, para cada b € Y, se tiene que
d(j(b),h(Y)) = inf {d(j(b), h(w));w € Y} < d(j(b), (b)) < €

Por lo tanto, supyey d(j(b),h(Y)) < €. Asi, de (4.50), dy (h(Y),j(Y)) < €. Por otro lado,
como j : Y — X es una §-isometria, tenemos que dgg (j(Y),X) < 4. Asi, de la desigualdad

triangular de dp,
du(h(Y),X) <dg(h(Y),j(Y)) +da(j(Y), X) <€ +d <2 <r<e
Sean a,b € Y, comparando h y j, y usando el hecho que j es una d-isometria,
|d¥ (h(a), h(b))—d" (a,b)| < [d¥ (h(a), A (b)) — d¥ (j(a),j(0)] + [d* (i(a), (b)) — d" (a,b)]
< |d* (h(a), k(b)) — d* (h(a), §(b))] + |[d¥ (h(a), (b)) — d¥ (j(a),i(b)] + 6
< d* (h(b),j(b)) + d~(h(a),j(a)) + 0

<2 4+6 <3 <r<e,

donde la ultima desigualdad se sigue de (4.49)). Por lo tanto, h es una e-isometria.

Ahora, mostraremos que h lleva oérbitas de ¥ en 6rbitas de ®. Fijemos y € Y. De (4.35)),
tenemos que {(jo\lft)(y)}te]R es (¢//6)-sombreada por una (unica) érbita de @, esto es, existen
z=z,€ X ya=a, €Rep" tales que

/

d(Pur)(2), (o Te)(y)) < %, para cada t € R. (4.51)

Sea ¥, (y), un punto cualquiera de {\I/t(y)}tGR. De 1} tenemos que para cada t € R,

M,
~

d(q)a(t+u)—a(u)((1>a(u) (Z))v (] © \Ilt)(\lju(y))) = d(q)a(t—i-u)(z)a (] o \IJtJru)(y)) < (4'52)

=

Considere la funcion v : R — R, definida por v(t) = a(t + u) — a(u) para cada t € R.
Claramente, v es un homeomorfismo creciente, con v(0) = 0, esto es, v € Rep'. Asi, de

@52),

[}
~

d( @) (Pauy2)s (0 W) (¥uy)) < —, para cada t € R.

=y

En particular, para cada n,T > 0,
/

. €
d(@v(t)(q)a(u)z), (jo \Ift)(\lfuy)) < 5 +m, para cada t € [-T,T].
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Por lo tanto, ®,(,)(2) € Ag,(y)- Y como Ay, () estd incluido en una (tinica) orbita de @,

entonces h(V,y) € Ay, () C {@t(éa(u)z)}teR = {@t(z)}teR. Por otro lado, de 1’ para
cada n,T > 0,

/

d(q)a(t)(z), (jo \I/t)(y)) < % +n, para cada t € [-T,T]. (4.53)

Entonces, z € A,. Como h(y) € Ay, y puesto que A, estd incluido en una tnica 6rbita
de ®, entonces h(y) € A, C {@t(z)}teR. Por lo tanto, {(I)t(z)}teR = {@t(hy)}teR, y asi,
h(V,y) € {(IDt(hy)}teR para cada u € R.

Por hipoétesis tenemos que j : Y — X es una funcién continua, ademés de ser una J-
isometria. Mostremos que h : Y — X es H-continua. Sean n,T > 0y y € Y. Considere el
conjunto

Aynr = {x € X; existe a € Rep™, tal que

/

d(q)a(t)(x)v (] o \Ijt)(y)) < % +n,Vt € [_T7 T]}

Observamos, de la continuidad uniforme de ® restricto a conjuntos compactos de la forma
[—7,7] x X, que Ay, 7 es un conjunto abierto para cada y, ny T.

Algunas propiedades de este tipo de conjuntos son las siguientes,
(a) Simp >mn2 >0 entonces Ay, 72 Ay, 7, para cada y € Y, y cada T > 0.
(b) Si0 < T1 <T5 entonces Ay, 2 Ayy . para caday € Y, y cada n > 0.
(¢) Simp >n >0y Ty >T; >0, entonces

Aym17T1 2 Ay,ﬁz,Tzv para cada y € Y.

En efecto, de (a) y (b), Ay, 2 Ayt 2 Ay, 1o
(d) Sean (1;)ien, (T;)ien C (0, 400) tales que lim; oo 7; = 0 y lim; o, T; = +00. Entonces,
Ay = ﬂ Ay . 1;, para cada y € Y. (4.54)
€N
En efecto, sea x € A,. Entonces, para cada n,T > 0 existe o = a1 € Rep™ tal que

/

d(@a(t)(:ﬁ), (jo \Ilt)(y)) < % +m, para cada t € [-T,T].

Asi, x € Ay,7, y por lo tanto A, C A, 7, para cada 1,7 > 0. En particular,

Ay € MNien Ay 1
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Reciprocamente, sea x € (;cy Ay,n;,7,- Entonces, para cada i € N, existe o; € Rep™ tal
que
/

d(@u, 1) (x), (0 Te)(y)) < % + n;, para cada t € [-T;,T;]. (4.55)

Dados n,T" > 0, como n; — 0y T; — 400 cuando 7 — 400, existe ig € N tal que n > 7,

yT'< EO‘ De " para i = 1o,

. ¢ ¢
d(q)oaio(t)(x)v (] ° \Ijt)(y)) < g + Nig < E +n,

para cada t € [-T,T) C [-T;,,T;,]. Asi, x € Ay.
Lema 21. Para cada y €Y, para cada A > 0, existen n, T > 0 tales que
Ay © B(Aw A)-
Donde B(Ay, \) = {w € X;d(w, Ay) < A}.

Demostracion. Supongamos, por contradiccion, que existen A > 0y y € Y, tales que para
cada n,T > 0,
Ayﬂ?,T Z B(Ay7 )\)7

esto es, para cada 1, T > 0 existe x,, 7 € Ay, 7 tal que d(x, 1, Ay) > \. En particular, dadas
dos sucesiones (17;)ien v (Ti)ien en (0,+00), con (T;);en estrictamente creciente, tales que

lim; o001 = 0y lim; 00 T; = +00; tenemos que para cada ¢ € N,
existe z; € Ay, 1, tal que d(z;, Ay) > . (4.56)

Supongamos ademads que 1; < €' /6, para cada i € N. Sin pérdida de generalidad, tomando una

subsucesion si es necesario, podemos suponer que (z;);eny € X, es una sucesion convergente,

lim z; = 2z para algun z € X. (4.57)

1—>00
Como z; € Ay, 1, existe algin homeomorfismo «; € Rep™ tal que

/

d( @, 1) (2:), (G 0 W) (y)) < % + n;, para cada t € [-T;,T;]. (4.58)

Dadas las sucesiones (w;)ien, (Bi)ien C (0,400), tales que lim; o 5; = 0 y lim; 00 w; = 0.
Como lim;_, » z; = z, sin pérdida de generalidad, reemplazando la sucesion (z;);en por alguna

subsucesion (2zj(;))ien si es necesario, podemos suponer que

d(®4(2), Pe(2)) < B; para cada t € [—w;, wy). (4.59)
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En efecto, como @[ «x es uniformemente continua, entonces existe ¢; € (0,1/7) tal que

_wi/wi}

para cada a,b € X,
si d(a,b) < 0; entonces, d(®¢(a), P(b)) < B; para cada t € [—w;, w;).

Como limy_, 2 = 2z, para cada i € N existe k(i) € N tal que, si k& > k(i) entonces

d(zg, z) < 6;. Podemos elegir (k‘(z’))ieN de tal modo que k(1) < k(2) < k(3) <

De (4.59), tenemos que
d( P, (1)(2i), Payr)(2)) < Bi, para cada t € [a; (—w;), a; 1(wl)] . (4.60)

Mostremos que lim; o 1(wz) +00. Supongamos que esto no ocurre, entonces existe a > 0
y existe (n(i))ieN, con n(l) < n(2) <n(3) <---, tal que oz;(li) (wp(;)) < a para cada i € N.
Por lo tanto, wy,;) < ag) (a) para cada i € N. Asi, lim;_, an(i)(a) = +00. Considere N € N
tal que a € [-T;,T;] para cada ¢ > N. Por tanto, a € [—Tn(i),Tn(i)] para cada 7 > N. Como
Wlp,q]xy €s uniformemente continua, para € /12 existe ¢’ > 0 tal que para cada t1,t3 € [0, al,

/

si [ta — t1] < &' entonces, d(W¥y, (w), ¥y, (w)) < % para cada w € Y. (4.61)

Del Lema' para 7y ¢ existen 0 < t; <ty <aei> N talesquetys —t; < y « n(i) (t2) —

Qi) (t1) = r. Del Lema I, del modo como v depende de r, tenemos que
d(@an(i)(tl)(u}), <I>an<i)(t2)(w)) >~ > €, para cada w € X.
En particular,

d(Pa, ) (1) (2n())s Py (12) (2m(i))) =7 > €. (4.62)

Por otro lado, de (4.58) y (4.61)), y puesto que j es una d-isometria, tenemos que

d( an(i( tl)( )’¢an(1) tz)( )))

< d(®a, iy (00) (Zniy)s (G0 Ua) () +d((5 0 i) (1), (G0 i) (y)) +d((5 0 Ciy ) () Py (1) (i)

/
< +77n () + ( \Ijtl \PtQ( )) + 5> + (66 +77n(z)>

10 , e
<2 6+nn(l) + 12+(5 <ﬁ6 <€, yaque(5<ﬁ.

Lo que contradice (4.62)). Por lo tanto,

lim o; H(w;) = +o0.
1—00
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Anélogamente se muestra que lim a; *(—w;) = —oo.
1— 00

Para cada i € N considere v; = min {|a; ' (—w;)|, a; *(w;) }. De 1) tenemos que
A( P, (t)(21), Pay1)(2)) < Bi, para cada t € [—v;,v), y cada i € N, (4.63)
donde lim;_,o v; = +00. De (4.58)) v (4.63),

d(Pa,1)(2), (G0 W) (Y) < d(Po, 1) (2), Py (20)) + d(Pay 1) (20), (5 0 W) (y))

<ﬁi+<%+m) 2%4‘(52‘4-"71)7

para cada t € [—k;, k;], donde k; = min{T;,v;}. Por lo tanto, z € Ay g,1n, k, Para cada i € N,
esto es, 2 € ;e Ay, Bi4ni,ki- De (d), tenemos que (Vo Ay, g1k = Ay, ya que (B +1;) — 0

y ki = +oo cuando @ — oo. Asi, z € A,,.

Por otro lado, de la continuidad de la funcion w € X — d(w, Ay), de {4.57)), y haciendo

i — oo en (4.56), tenemos que
d(z, A)) > X > 0.

Lo cual es una contradicciéon puesto que z € A,. Esto completa la prueba del Lema O

Lema 22. Para cada y € Y, para cada \ > 0, existen § > 0 tal que para cada 3y €Y,
si d(y',y) < 8 entonces Ay C B(Ay, N).

Donde, B(Ay,\) = {w € X;d(w, 4y) < A}.

Demostracion. Dados A >0y y €Y, del Lema , existen 7, T, > 0 tales que

Ay, © B(Ay, M), (4.64)

YNy,

De la continuidad uniforme de j : Y — X (puesto que j es continua y Y es un espacio métrico

compacto), para 1, existe 77; > 0 tal que, para cada wi,ws €Y,

si d(wi,ws) < 7, entonces d(j(w1), j(ws)) < % (4.65)
Para este y € Y, existe d, > 0 tal que para cada y’ € Y,
si y/ € Bs, (y) entonces, d((j o 1)(y), (j o ¥1)(y))) < "2 ¥t € [<T,,T,). (4.66)
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En efecto, como \If|[_Ty7Ty]><y es uniformemente continua, para 77; > 0 existe J, > 0 tal que,

para cada wi,wq €Y,
si d(w1,w2) < 0y entonces ,d(\I/t(wl), \I/t(wg)) < 77; para cada t € [—Ty,T,].
En particular, para cada w € Y,
si d(w,y) < 6, entonces ,d(Wy(w), ¥ (y)) <, para cada t € [T}, T,].
Asi, de , para cada w € Y,
My

si d(w,y) < dy, entonces d((j o ¥y)(w), (j o Uy)(y)) < 5 (4.67)

para cada t € [—Ty,T,].

Sea y/ € Y tal que d(y',y) < d,. Sea x € Ay, o7, . Entonces existe a € Rep™ tal que

/
d(@a(t) (2),(jo \I/t)(y')) < % + %y, para cada t € [—Ty,T,]. (4.68)

Por lo tanto, como d(y',y) < &y, de (4.67) y (4.68)), tenemos que

/

d(Pu ) (2), (F 0 Vy)(y)) < % + 1y, para cada t € [-T,,T,].
Asi, x € Ay, 1, Por lo tanto,
Ay, j2.1, © Aym, 1, Dara cada y' € Bs,(y). (4.69)
En particular, como Ay C Ay o7, v de ,
Ay C B(Ay, )\), para cada y' € Bs, (y).

Esto completa la prueba. O

Lema 23. Sean y € Y, z € X y un par de sucesiones (Yn)nen C Y, (2n)neny C X tales que

2n € Ay, para cada n € N, limy, o0 2, = 2, y limy 00 Y = y. Entonces z € Ay

Demostracion. Considere una sucesion (Ag)ren C (0, +00) tal que limg oo Ay = 0. Del Lema

1], para cada k € N, existen ng, T, > 0 tales que

De la continuidad uniforme de j : Y — X, puesto que j es continua y Y es un espacio métrico

compacto, para cada k € N, existe 7}, > 0 tal que para cada w,w’ € Y,

si d(w,w") < nj, entonces d(j(w), j(w')) < % (4.71)

92



Como limy, ;00 Yn = ¥, existe alguna subsucesion (Y, k) )ken € (Yn)nen tal que
d(Pe(y), \Ilt(yn(k))) <, para cada t € [Tk, Ty], y cada k € N. (4.72)

En efecto, como \I/’[ka,Tk]xY es uniformemente continua, para 772, existe &, > 0 tal que, para

cada (t,p), (s,q) € [T, Ti] X Y,
si [t — s|+ d(p,q) < O, entonces d(¥(t,p), ¥ (s,q)) < n
En particular, para cada p,q € Y,
si d(p,q) < Ok, entonces d(Wy(p), V:(q)) < n), para cada t € [T}, Ty).
Asi, para cada w €Y,
si d(w,y) < b, entonces d(W(y), ¥e(w)) < m;, para cada t € [Ty, Tj).

Como limy, 00 yn = vy, para cada k € N, existe n(k) € N tal que, si n > n(k) entonces

d(Yn,y) < Ok. Podemos elegir los n(k) tales que n(1) < n(2) <n(3) <---

Como z, 1) € Ayn<k> - Ayn(k)mk/ZTkv existe a, € Rep™ tal que
d(@ak(t)(zn(k)), (jo \Ilt)(yn(k))) < i}l + n—;, para cada t € [T}, Ty]. (4.73)
De y de , tenemos que
d((G o) (), (G o) (Wnw))) < %, para cada t € [Ty, T], y cada k € N. (4.74)

Asi, de (LT3) y de (LT3,
. ¢
d(q)ak(t)(zn(k))a (j o \I/t)(y)) < E + m,, para cada t € [—Tk,Tk].
Esto es, 2,1y € Ay, 1, Para cada k € N. De (4.70),

d(Zp(k)> Ay) < Ak, para cada k € N.

Como limy 00 Zn(k) = 2 ¥ limg 00 Ax = 0, y de la continuidad de w € X +— d(w, A), tenemos
que d(z,Ay) =0. Asi, z € /Ty Puesto que A, es un conjunto cerrado, esto es, A7y = Ay;

concluimos que z € A,. O
Defina la funcién multivaluada g : Y ~ X, por
g(y) = A, paracaday €Y.

Del Lema tenemos que g es una funciéon multivaluada semicontinua superior, y de (2), g

tiene valores cerrados.
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Lema 24. Para cada y € Y, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que, para cada y' €Y,

st d(y',y) <6 ydu(9(y'),9(y)) <9, entonces d(h(y'),h(y)) <e.

Demostracion. Supongamos, por reduccién al absurdo, que existen yg € Y v €9 > 0 tales que,

para cada § > 0, existe ys € Y tal que

d(ys,y0) < 6, dr(9(ys), 9(o)) < 6, y d(h(ys), h(yo)) > eo-

En particular, para cada n € N, existe y,, € Y tal que

Aono0) <+ ¥ dir(9(n), 9(00)) < (4.75)
d(h(yn), h(y0)) > €o (4.76)

Por lo tanto,
Jim . = wo (4.77)

De la compacidad de X, tomando subsucesiones si es necesario, podemos suponer que

lim h(y,) = z* para algin z* € X. (4.78)

n—oo

De ([.77), (£.78), y del Lema 23] z* € Ay,.

Sea z un punto cualquiera de Ay,. De (4.75)), tenemos que
Ay, € B(Ay,,1/n) para cada n € N.
Por lo tanto, para cada n € N, existe w,, € A, tal que d(z,w,) < 1/n. En particular,
lim w, = z. (4.79)
n—o0
Como wy, € Ay,, de la definicién de h(yy,), existe ¢, € [0, 2¢] tal que

O (ty,, wy,) = h(y,) para cada n € N. (4.80)

Por la compacidad de [0, 2¢], considerando alguna subsucesion si es necesario, podemos suponer

que

lim ¢, = t* para algian t* € [0, 2¢]. (4.81)
n—o0

De (4.78), (4.79), y (4.81)), y de la continuidad de ® en (4.80), tenemos que

O(t*, z) = 2",
Por lo tanto, z* = h(yp). Ademas, de (4.76) y (4.78),
d(z*,h(yo)) > €p > 0.

Lo cual es una contradiccién. Por tanto, el lema esta probado. O
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Por lo tanto, h : Y — X es una funcion H-continua. Asi, el flujo (X, ®) es topoldgicamente

G H-estable. O

4.3. Demostraciéon del Teorema [3]

Demostracion del Teorema[d. Considerando todo lo hecho en la demostracion del Teorema
excepto la parte final. Especificamente, en la demostracion del Teorema[2] cambiando el Lema

por el siguiente lema, Lema 25 probaremos el Teorema
Lema 25. La funcidon h 1Y — X es continua sobre un subconjunto residual de Y .

Notemos que, como Y es un espacio métrico compacto (por lo tanto, métrico completo),

del teorema de Baire h: Y — X es una funcién continua sobre un subconjunto denso de Y.

Demostracion del Lema (23 Dado que X y Y son espacios métricos compactos, en particu-
lar, estos son espacios métricos completos y separables. Asi, del Teorema 1.4.13 de [§], como
g : Y ~ X es una funcién multivaluada semicontinua superior, tenemos que existe un sub-
conjunto residual R de Y tal que g es a la vez, semicontinua superior y semicontinua inferior
(como funcién multivaluada), sobre cada punto de R.

Mostremos la continuidad de h : Y — X en R. Sea y € R. Sean (yn)nen C Y, v (2n)nen C
X, sucesiones tales que z, = h(yy), para cada n € N. Supongamos que lim, oo yp = y y
que z = h(y) = ¢(Ay). Mostremos que lim,_,o 2z, = 2. De la compacidad de X, (25)nen
posee alguna subsucesion convergente. Veamos que toda subsucesion convergente de (z,)nen
converge a z. Sin pérdida de generalidad, tomando una subsucesion si es necesario, supongamos

que
lim 2, = 2/ para algin 2’ € X. (4.82)
n—oo

Del Lema como z, € Ay, para cada n € N, y como lim,, . y, = y, entonces 2’ € A,.
Mostremos que 2z’ = ¢(A,). Sea z € A,, un punto cualquiera de A,. De la semicontinuidad

inferior de g en y (Definicion , tenemos que existe una sucesion (wp)peny € X tal que,
(i) wn € Ay, paracadaneN;y
(i) limy oo wp = .

Para cada n € N, de la definicion de h(y,) = z, y de (i), tenemos que existe t,, € [0, 2¢] tal

que

D(ty,wn) = 2n. (4.83)
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De la compacidad de [0, 2¢], existe tg € [0,2¢] y existe alguna subsucesiones (tj(n))nen C

(tn)neN tales que,

1ty = to, (4.84)

n—o0

donde tg € [0, 2¢]. De la continuidad de @, de (4.82)), (4.83)), (4.84) y (ii), tenemos que

d(tg,x) = 2.
Por lo tanto, 2’ = z = h(y). Asi, cada subsucesion de (2, )nen converge a z = h(y). Por ende,
lim z, = z,
n—o0

esto es, h es continua en y € R. Ul

Por lo tanto, (X, ®) es o-topologicamente G H-estable. O

4.4. Demostraciéon del Teorema

Todos los flujos considerados estaran definidos sobre espacios métricos compactos. Del
Teorema [1] tenemos que dados dos flujos (X, ®) y (Y, V), Dggo(®, ¥) =0si, y solosi @ y U

son flujos isométricos entre si.

Observacion 3. Dados dos flujos (X, @) y (Y, U), estos son isométricos entre si si, y solamente

si, existen a > 0y h: X — Y, isometria, tales que

ho®; = W;0h para cada t € [0, a]. (4.85)
En efecto, de , para cada t € [0, a] tenemos que

ho®y = (ho®)o®; = (V;0h)od;=TU,0(hod;) =0 (V;0h) =Ty oh,
Por lo tanto, procediendo inductivamente, tenemos que para cadan € N, y para cada t € [0, al,
ho®,; =W,;0h.
Asi, ho ®; = U, 0 h para cada s € [0,n], para cada n € N. Por ende,
ho®; =W, 0h, para cada t € [0, +00). (4.86)

Como ho ®; = W; 0 h implica que ¥_;oh = ho ®_4; de , tenemos que

ho®, =WV,0h, paracadat e R.
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Demostracion del Teorema [ Dado que (X, ®) y (X', ®’) son flujos isométricos entre si, en-

tonces existe alguna isometria (sobreyectiva) v : X’ — X tal que
d; =vo®, ov! para cadat € R. (4.87)

Sea € > 0. Para este €, de la G H-estabilidad topologica de (X, ®), existe 6 > 0. Sea (Y, )

un flujo definido sobre un espacio métrico compacto Y, tal que
Do (W, ®') < §/2.

De (4.87)) y de la propiedad (3) del Teorema (1, Dgpo(®,®’) = 0. De la propiedad (5) del

Teorema [1], esto es, de la “desigualdad triangular”, tenemos que
)
Depo(®,0") <2+ (Dgpo(®, ®') + Dgpo(®',0')) < 2- 5= 6,

Entonces, por la eleccion de 6, existe alguna e-isometria b’ : Y/ — X, que lleva o6rbitas de ¥’
en orbitas de @, y que es H-continua. Esto es, existe alguna funciéon multivaluada ¢’ : Y/ ~ X,

con valores cerrados, y semicontinua superior tal que,
= W (y) € ¢ (y) paracaday e Y'; y

= para cada y € Y’ se tiene que para cada n > 0, existe o > 0 tal que para cada z € Y/,
sid(z,y) <oydu(d(z),d(y) <o, entonces d(h'(2), K (y)) < n.
Definamos la funciéon h: Y’ — X' por
h=v"toh
y la funcion multivaluada g : Y’ ~ X’ por,

9@y) =v g ) = {v ' (r)ir € g(y)} paracaday €Y’ (4.88)

I es una isometria, tenemos que h = v~ o b/ es

una e-isometria. Como A’ lleva 6rbitas de W’ en érbitas de @, y ya que, de (4.87), v~ lleva

Como h' es una e-isometria, y puesto que v~

orbitas de ® en orbitas de ®’, tenemos que h = v~ o A’ lleva 6rbitas de U’ en o6rbitas de

®’. Ademis, puesto que h' es H-continua, y dado que v~ !

es una isometrfa, entonces h es
‘H-continua. En efecto, basta mostrar las dos afirmaciones siguientes.
Afirmacion 1. La funcion multivaluada g es semicontinua superior, y tiene valores cerrados.

Afirmacion 2. La funcion h es H-continua.
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Prueba de la Afirmacion 1. De la definicion de g, en (4.88)), tenemos que g(y) es un subcon-

1

junto cerrado de X', ya que v~ es una isometria (en particular, un homeomorfismo), y ya

que ¢’ es una funcion multivaluada con valores cerrados.
Dados y € Y/ y A > 0, como ¢’ es una funciéon multivaluada semicontinua superior, existe

d > 0 tal que para cada 3/ € Y,
si d(y',y) < & entonces ¢'(y') C B(g'(y), ).
Dado 3/ € Y’, tal que d(v/,y) < 9, se tiene que
9 S B(g'(y).)- (4.89)

Sea z € g(y'), entonces v(z) € ¢'(y'). Asi, de 1’ existe w € ¢'(y) tal que d(v(2),w) < A.

Por lo tanto, d(z, v~ (w)) < A, con v~ (w) € g(y). Por lo tanto,
9(y') € B(g(y), A).
Asi, para cada ¢’ € Y7,
si d(y',y) < & entonces g(y') € B(g(y), A).
Por lo tanto, g es semicontinua superior. O

Prueba de la Afirmacion 2. Sea y € Y'. Dado n > 0, como I/ es H-continua, existe o > 0 tal

que para cada 3y’ € Y/,
sid(y,y)<oydyg (g’(y’),g’(y)) < o0, entonces d(h'(y’), h'(y)) <. (4.90)
Sea y' € Y’ tal que d(v/,y) < oy du(9(y'),9(y)) < o. Entonces,
v Hd'W) S B (W), o) v v g (W) S B W)0).
Por lo tanto, ya que v es una isometria, tenemos que
9 S B(d(y).0) v d'(y) S B(dY),0).

Esto es, di(9'(y),9'(y)) < o. Asi, como d(y',y) < o, de 1} d(W(y'), W (y)) < n. Por

1

ende, como v~ es una isometria,

d(h(y),h(y)) = d(v™ (K (), v (K (y))) = d(W' ('), W' () <n.

Asi, hemos mostrado que, para cada iy’ € Y/,

sidly,y) <oydy (g(y'),g(y)) < o, entonces d(h(y’),h(y)) <.
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De la Afirmacién 1, g es una funcién multivaluada semicontinua superior, y con valores ce-
rrados. Ademés,
h(w) € g(w) para cada w € Y,

1

ya que h/(w) € ¢'(w) para cada w € Y, y puesto que v~ es una isometria. Por lo tanto, h es

una funcién H-continua. O

Asi, (X', @) es topologicamente G H-estable. O

4.5. Demostraciéon del Teorema

Demostracion del Teorema[d Dado que (X, ®) y (X', ®’) son flujos isométricos entre si, existe

alguna isometria (sobreyectiva) v: X’ — X tal que
d; =vo®, ov ! para cada t € R. (4.91)

Sea € > 0. Existe § > 0 dado por la GH-estabilidad o-topologica de (X, ®). Sea (Y, ¥’) un

flujo definido sobre un espacio métrico compacto Y’ tal que
Do (W, @) < §/2.

De (4.91) y de la propiedad (3) del Teorema |1} Dgpo(®,®") = 0. De la propiedad (5) del
Teorema |1 esto es, de la “desigualdad triangular”, tenemos que

o
Dgpo(®, V") <2 (Dgpo(®,®') + Dgpo (P, ¥')) < 2- 5= 6,

Entonces, por la eleccion de §, existe alguna e-isometria h : Y/ — X, que lleva 6rbitas de ¥’
en orbitas de ®, y que es continua sobre un subconjunto residual R de Y. Asi, puesto que h

1

es una e-isometria continua sobre R C Y’ y puesto que v~ es una isometria, tenemos que

v loh:Y" — X' es una eisometria continua sobre R. Ademés, de (4.91), v~ lleva 6rbitas
de @ en 6rbitas de ®'. Por lo tanto, v~ o h lleva 6rbitas de W’ en 6rbitas de ®'. Asi, (X', ®’)

es o-topologicamente G H-estable. O

4.6. Demostracion del Corolario [1

Demostracion del Corolario [l Supongamos que Dgpo(®, ¥) = 0. Entonces dgpo (P, ¥¢) = 0
para cada t € [0, 1]. En efecto, para cada § > 0, existen J-isometrias continuas i5: X - Y y

js 1Y — X tales que
deo(is o @y, Wy 0ids) < d para cada t € [0,1], y

deo(js o Wy, @y 0 j5) < d para cada t € [0,1].
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Asi, para cada t € [0,1], dgpo(®P:, ¥y) < 0 para cada § > 0. Por lo tanto, dgpo (P, V) = 0
para cada t € [0,1]. En particular, dggo(®1,¥1) = 0. Por lo tanto, de la Proposiciéon 3.1.1
de [7], tenemos que h(®1) = h(¥1). Y por lo tanto, de la Proposicion [6 puesto que X y
Y son espacios métricos compactos tenemos que h(®) = h(®1) y h(¥) = h(¥y). Por ende,
h(®) = h(). O

4.7. Demostracion del Corolario

Esencialmente usaremos el hecho que el flujo suspensiéon de un homeomorfismo con la
propiedad de sombreamiento (POTP) y expansividad preserva ambas propiedades. Y luego

aplicaremos el Teorema [2] al flujo suspension.

Observacion: dado un homeomorfismo f : X — X expansivo con la propiedad de sombrea-

miento, entonces:
= Del Teorema 4 de [4], f es homeomorfismo topologicamente estable.
= Del Teorema 4 de [3], tenemos que f es un homeomorfismo topol6gicamente G H-estable.

Ademas, como el flujo suspension de f, ®/, atn posee la expansividad y la propiedad de

sombreamiento, entonces:
» Del Teorema 3 de [I], ®/ es un flujo topologicamente estable.
» Y del Teorema [2| tenemos que ®7 es un flujo topolégicamente G H-estable

Demostracion del Corolario[3. Como f es un homeomorfismo topologicamente estable (sobre
una variedad compacta de dimension > 2), entonces, del Teorema 11 de [4], f tiene la pro-
piedad de sombreamiento (POTP). Del Teorema 2 de [I] tenemos que el flujo suspension de
f, ®7 tiene la propiedad de sombreamiento (POTP) para flujos. Ademas, como f es un ho-
meomorfismo expansivo, del Teorema 6 de [2], tenemos que ®7 es un flujo expansivo. Asi, del
Teorema 2| puesto que ®f es un flujo expansivo con la propiedad de sombreamiento, tenemos
que ®7 es topologicamente G H-estable, y del Teorematenemos que ®7 es o-topologicamente

G H-estable. O
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