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Resumen

En la primera parte del presente trabajo mostramos que un teorema análogo al teorema

2 de [14] vale para el caso de acciones de los números reales no negativos sobre un espacio

métrico compacto. Esto es, la existencia de puntos no transitivos asociados a un semi�ujo,

implica la densidad de estos. Mostraremos también que este conjunto de puntos no transiti-

vos es un Fσ-conjunto. Además construiremos una acción de un semigrupo sobre un espacio

métrico compacto, tal que el conjunto de puntos no transitivos asociado es no vacío, pero no

es denso.

En la segunda parte, de�niremos el concepto de GH-estabilidad topológica para �ujos,

basándonos en el concepto análogo para homeomor�smos dado en [3], y en el concepto de

estabilidad topológica para �ujos dado en [1]. En [3], Arbieto y Morales de�nen la noción de

GH-estabilidad topológica para homeomor�smos y demuestran que expansividad más la pro-

piedad de sombreamiento da lugar a la GH-estabilidad topológica para homeomor�smos. En

[1], Romeo Thomas menciona una de�nición de estabilidad topológica para �ujos y muestra

que un �ujo expansivo con la propiedad de sombreamiento y sin singularidades es topológi-

camente estable. Así, motivados por el camino seguido en [3] y basándonos en [1], de�nimos

la noción de GH-estabilidad topológica para �ujos y probamos que un �ujo expansivo sobre

un espacio métrico compacto, con la propiedad de sombreamiento, y sin singularidades es

topológicamente GH-estable.
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Abstract

In the �rst part of this work, we prove that an analogous result to Theorem 2 of [14] still

work for cases of actions of non-negative real numbers on a compact metric space. Indeed, the

existence of non transitive points of a semi-�ow implies the density of them. Moreover, we will

also construct an action of a semigroup on a compact metric space, such that the associated

set of non transitive points is non-empty, but not dense.

In the second part, we introduce the notion of topological GH-stability for �ow, based on

the analogous concept about homeomorphism given in [3], and on the notion about topologi-

cal stability for �ows given in [1]. In [3], Arbieto and Morales de�ne the notion of topological

GH-stability for homeomorphisms and they prove that every expansive homeomorphism with

the pseudo-orbit tracing property on a compact metric space is topologically GH-stable. In

[1], Romeo Thomas mentions a de�nition of topological stability for �ows and he proves that

an expansive �ow with the shadowing property and without singularities is topologically sta-

ble. In this way, we had been motivated to follow the path in [3] and also had been based on

[1], we de�ne the topological GH-stability for �ows and we prove that an expansive �ow on a

compact metric space, with the shadowing property, and without singularities is topologically

GH-stable.
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Notaciones

Z: conjunto de los números enteros.

N: conjunto de los números naturales, N = {1, 2, 3, . . .}.

R: conjunto de los números reales.

R+: conjunto de los números reales positivos.

#(G): cardinalidad del conjunto �nito G.

(X, dX): espacio métrico X con métrica dX

(X,Φ): �ujo de�nido sobre el espacio métrico X.

Φt: homeomor�smo tiempo t asociado al �ujo Φ.

d(z,A): distancia del punto z al conjunto A.

Bη(a): bola abierta de centro a y radio η > 0.

B(a, η): bola abierta de centro a y radio η > 0.

dC0(f, g): distancia C0 entre las funciones continuas f, g : Z → X.

dH(A,B): distancia de Hausdor� entre los subconjuntos A y B de X.

dGH(A,B): distancia de Gromov-Hausdor� entre los conjuntos A y B.

dGH0(f, g): distancia C0-Gromov-Hausdor� entre los homeomor�smos

f : X → X y g : Y → Y .

DGH0(Φ,Ψ): distancia C0-Gromov-Hausdor� entre los �ujos (X,Φ) y (Y,Ψ).

diám(B): diámetro del conjunto B.

h(f): entropía topológica de la función continua f : X → X.

h(Φ): entropía topológica del �ujo Φ : R×X → X.

Rep+: conjunto de homeomor�smos crecientes α en R, con α(0) = 0.

Rep: conjunto de funciones continuas en R que �jan el neutro aditivo.

Per(T ): conjunto de puntos periódicos de T .

Ω(f) conjunto de puntos no errantes de f .
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Sobre la noción de GH-estabilidad topológica para �ujos

En [3], Arbieto y Morales de�nen el concepto de GH-estabilidad topológica para homeo-

mor�smos y, entre otras cosas, muestran que un homeomor�smo expansivo con la propiedad

de sombreamiento es topológicamente GH-estable. Para de�nir esta GH-estabilidad combi-

nan la noción de estabilidad topológica usual (de Walters) de homeomor�smos, y la distancia

C0-Gromov-Hausdor�, la cual permite medir �distancias� entre dinámicas que actúan en es-

pacios posiblemente diferentes. Para esto, esencialmente ellos combinan la noción de distancia

de Gromov-Hausdor� (que mide la �distancia� entre dos conjuntos que pertenecen a espacios

métricos diferentes), y la distancia C0 usual (que mide la distacia entre dos funciones que van

de un espacio métrico a otro), y de�nen la distancia C0-Gromov-Hausdor� para funciones,

denotada por dGH0 . En términos precisos, dados ∆ > 0, y dos espacios métricos X y Y con

métricas dX y dY respectivamente, en [3] de�nen el concepto de ∆-isometría de X a Y como

una función i : X → Y veri�cando que

máx

{
sup
x,z∈X

∣∣dY (i(x), i(z)
)
− dX(x, z)

∣∣, dH(i(X), Y
)}

< ∆,

donde dH es la distancia de Hausdor� en Y . Y en seguida de�nen:

De�nición 1 (Distancia C0-Gromov-Hausdor� para funciones). Dadas dos funciones f :

X → X y g : Y → Y , de�nidas sobre los espacios métricos X e Y respectivamente, la

distancia C0-Gromov-Hausdor� entre f y g es de�nida por

dGH0(f, g) = ı́nf
{

∆ > 0;∃ i : X → Y,∃ j : Y → X, ∆-isometrías, tales que

dC0(i ◦ f, g ◦ i) < ∆ y dC0(j ◦ g, f ◦ j) < ∆
}
.

Donde las ∆-isometrías i y j no necesariamente son continuas.
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Basándonos en estos hechos, en el presente trabajo de�nimos la distancia C0-Gromov-

Hausdor� para �ujos, que denotamos por DGH0 , y que nos permitirá medir �distancias� entre

dinámicas continuas que actúen en espacios métricos posiblemente diferentes. Mostraremos

también algunas propiedades de esta, análogas a las propiedades de dGH0 .

De�nición 2 (Distancia C0-Gromov-Hausdor� para �ujos). Dados dos �ujos (X,Φ) y (Y,Ψ),

de�nimos la C0-distancia de Gromov-Hausdor� para �ujos entre Φ y Ψ, por

DGH0(Φ,Ψ) = ı́nf
{

∆ > 0 ; ∃ ∆-isometrías continuas i : X → Y y j : Y → X

tales que dC0(Ψt ◦ i, i ◦ Φt) < ∆ ∀ t ∈ [0, 1],

y dC0(Φt ◦ j, j ◦Ψt) < ∆ ∀ t ∈ [0, 1]
}
. (1.1)

Dados dos �ujos (X,Φ) y (Y,Ψ), decimos que estos son isométricos entre sí, si existe al-

guna isometría h : X → Y tal que h ◦ Φt = Ψt ◦ h para cada t ∈ R.

Además, como en la De�nición 6.1 de [10], decimos que un �ujo Φ, de�nido sobre un

espacio métrico X, es isométrico si

d
(
Φt(x),Ψt(y)

)
= d(x, y) para cada x, y ∈ X, y cada t ∈ R.

Donde d es la métrica de X.

Motivados en las propiedades de la distancia dGH0 de Gromov-Hausdor� para homeo-

mor�smo, dadas en el Teorema 1 de [3], demostramos propiedades análogas para la distancia

DGH0 de Gromov-Hausdor� para �ujos. Así, establecemos nuestro primer resultado.

Teorema 1. Para cada par de �ujos (X,Φ) y (Y,Ψ), de�nidos sobre espacios métricos com-

pactos, se tiene que:

(1) Si X = Y entonces DGH0(Φ,Ψ) ≤ sup
t∈[0,1]

dC0(Φt,Ψt). Donde la desigualdad puede ser

estricta.

(2) dGH(X,Y ) ≤ DGH0(Φ,Ψ). Y si ΦX y ΨY son los �ujos tales que (ΦX)t = IdX y

(ΨY )t = IdY para cada t ∈ R, entonces dGH(X,Y ) = DGH0(ΦX ,ΨY ).

(3) DGH0(Φ,Ψ) = 0 si, y solamente si, Φ y Ψ son isométricos entre sí.

(4) DGH0(Φ,Ψ) = DGH0(Ψ,Φ).
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(5) Para cada �ujo (Z, ξ) de�nido sobre un espacio métrico compacto, tenemos que

DGH0(Φ,Ψ) ≤ 2 ·
(
DGH0(Φ, ξ) +DGH0(ξ,Ψ)

)
.

(6) DGH0(Φ,Ψ) ≥ 0. Además, si X y Y son acotados entonces DGH0(Φ,Ψ) <∞.

(7) Si X es un espacio métrico compacto, y si existe una sucesión

(
Ψn : R× Yn → Yn

)
n∈N

de �ujos isométricos tales que ĺım
n→+∞

DGH0(Φ,Ψn) = 0. Entonces Φ es también un �ujo

isométrico.

Las propiedades (3), (4) y (5) nos dicen que DGH0 es una pseudo-casi-métrica con coe�ciente

2 en el espacio de �ujos continuos de�nidos sobre espacios métricos compactos, módulo iso-

metrías de �ujos.

Así también, basándonos en la de�nición de GH-estabilidad topológica para homeomor�s-

mos, dada en [3]; y en la de�nición de estabilidad topológica para �ujos, dada en [1], de�nimos

el concepto de GH-estabilidad topológica para �ujos. Para ello previamente de�nimos el con-

cepto de H-continuidad : decimos que una función h : Y → X, es H-continua si existe alguna

función multivaluada g : Y ; X, semicontinua superior, y con valores cerrados, tal que

h(y) ∈ g(y) para cada y ∈ Y ; y

para cada y ∈ Y se tiene que para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que para cada z ∈ Y ,

si d(z, y) < δ y dH
(
g(z), g(y)

)
< δ, entonces d

(
h(z), h(y)

)
< ε.

De�nición 3 (GH-estabilidad topológica para �ujos). Sea (X,Φ) un �ujo de�nido sobre

un espacio métrico X. Decimos que Φ es topológicamente GH-estable si, para cada ε > 0,

existe δ > 0 tal que, si (Y,Ψ) es un �ujo continuo para el cual existen δ-isometrías continuas

i : X → Y y j : Y → X, tales que,

dC0(Ψt ◦ i, i ◦ Φt) < δ para cada t ∈ [0, 1]; y (1.2)

dC0(Φt ◦ j, j ◦Ψt) < δ para cada t ∈ [0, 1]. (1.3)

Entonces, existe h : Y → X, función H-continua, tal que h es una ε-isometría, y lleva órbitas

de Ψ en órbitas de Φ.
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Esta De�nición 3, en términos de la distancia DGH0 , resulta:

De�nición 4 (GH-estabilidad topológica para �ujos). Dado un �ujo (X,Φ). Decimos que

este es topológicamente GH-estable si, para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que, si (Y,Ψ) es un

�ujo, con DGH0(Ψ,Φ) < δ, entonces existe alguna función H-continua h : Y → X, que es

ε-isometría, y que lleva órbitas de Ψ en órbitas de Φ.

Además mostramos que, al igual que en el caso de homeomor�smos (como en el Teorema 3

de [3]), expansividad y POTP dan lugar a la GH-estabilidad topológica. Todo esto siguiendo

la prueba del Teorema 3 dado en [1]. De este modo, establecemos nuestro segundo resultado.

Teorema 2. Cada �ujo expansivo Φ : R×X → X sin singularidades, de�nido sobre un

espacio métrico compacto, y con la propiedad del sombreamiento (POTP) es topológicamente

GH-estable.

También de�nimos una variante de la GH-estabilidad topológica, que denominaremos

GH-estabilidad σ-topológica,

De�nición 5 (GH-estabilidad σ-topológica para �ujos). Sea (X,Φ) un �ujo de�nido sobre

un espacio métrico X. Decimos que Φ es σ-topológicamente GH-estable si, para cada ε > 0,

existe δ > 0 tal que, si (Y,Ψ) es un �ujo, con DGH0(Ψ,Φ) < δ, entonces existe h : Y → X,

función continua sobre un conjunto residual de Y , tal que h es una ε-isometría, y lleva órbitas

de Ψ en órbitas de Φ.

Y mostramos un teorema análogo al Teorema 2, basándonos en el hecho que la semi-

continuidad superior de una función multivaluada implica la continuidad de esta sobre un

subconjunto residual de su dominio.

Teorema 3. Cada �ujo expansivo Φ : R×X → X sin singularidades, de�nido sobre un

espacio métrico compacto, y con la propiedad del sombreamiento (POTP) es σ-topológicamente

GH-estable.

Basados en el Teorema 9 de [3], el cual nos dice que si tenemos dos homeomor�smos isomé-

tricos entre sí, tal que uno de ellos es topológicamente GH-estable, entonces el otro es también

GH-estable. Mostramos, análogamente, que el concepto de GH-estabilidad topológica para

�ujos es invariante bajo isometrías de �ujos.

Teorema 4. Sean (X ′,Φ′) y (X,Φ) �ujos isométricos entre sí, tales que (X,Φ) es un �ujo to-

pológicamente GH-estable. Entonces (X ′,Φ′) es también un �ujo topológicamente GH-estable.
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Así también, el concepto de GH-estabilidad σ-topológica es invariante bajo isometrías de

�ujos.

Teorema 5. Sean (X ′,Φ′) y (X,Φ) �ujos isométricos entre sí, tales que (X,Φ) es un �ujo

σ-topológicamente GH-estable. Entonces (X ′,Φ′) es también un �ujo σ-topológicamente GH-

estable.

Motivados en la Proposición 3.1.1 de [7], y como corolario de este y del ítem (3) del

Teorema 1, mostramos el siguiente resultado,

Corolario 1. Sean (X,Φ) y (Y,Ψ) dos �ujos de�nidos sobre espacios métricos compactos X

e Y , respectivamente. Si DGH0(Φ,Ψ) = 0 entonces ambos �ujos tienen la misma entropía

topológica, esto es h(Φ) = h(Ψ).

Por otro lado, en el Corolario 2 del Teorema 5 de [1], se muestra que si f : X → X es un

homeomor�smo topológicamente estable de�nido sobre una variedad compacta de dimensión

≥ 2, el cual es expansivo, entonces el �ujo suspensión Φf : R× X̂ → X̂ de f (bajo la función

constante 1 : X → R idénticamente uno) es topológicamente estable.

Así también podemos mostrar el siguiente corolario.

Corolario 2. Sea f : X → X un homeomor�smo topológicamente estable el cual es expansivo,

de�nido sobre una variedad compacta X de dimensión ≥ 2. Entonces el �ujo suspensión

Φf : R×X̂ → X̂ de f (bajo la función constante 1 : X → R) es topológicamente GH-estable

y también σ-topológicamente GH-estable.

1.2. Sobre densidad de puntos no transitivos para semi�ujos

Dado un espacio métrico compacto (X, d), y una función continua f : X → X, un punto a

de X es transitivo respecto de f , si su semiórbita positiva, O+(a, f) =
{
fn(a);n ∈ N

}
, es

densa en X. Denotaremos por P+(f) al conjunto de puntos transitivos de f , y por Q+(f)

al conjunto de puntos no transitivos. En caso que f fuese un homeomor�smo, a cada punto

a ∈ X está asociado también su semiórbita negativa, O−(a, f) = O+(a, f−1); y la órbita de a,

O(a, f) =
{
fn(a);n ∈ Z

}
. En este caso, P−(f) denotará a P+(f−1). En lo que sigue, diremos

que un homeomor�smo f : X → X, de�nido sobre un espacio métrico, es minimal si para

cada x ∈ X, x ∈ P+(f).
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Sean (X, d) un espacio métrico, R+ = [0,+∞) el conjunto de los números reales no negativos,

dotado con la topología de subespacio de R (con la topología usual). Sea N el conjunto de los

números naturales, y N0 = N ∪ {0}, ambos con la topología de subespacio de R. Una función

φ : R+ × X → X es un semi�ujo, esto es, una acción de R+ sobre X, si φ es una función

continua tal que

Para cada x ∈ X, φ(0, x) = x;

Para cada t, s ∈ R+, y para cada x ∈ X, φ
(
t, φ(s, x)

)
= φ(t+ s, x).

Usualmente, denotaremos a un semi�ujo φ por {φt}t∈R+ , donde φt : X → X es la función

dada por φt(x) = φ(t, x), para cada x ∈ X y cada t ∈ R+. Así, φ0 = Id y φt ◦φs = φt+s, para

cada t, s ≥ 0. La semiórbita positiva de x ∈ X, asociada al semi�ujo φ, es

O+(x, φ) =
{
φt(x) ∈ X; t ≥ 0

}
= φR+(x).

Decimos que x ∈ X es un punto transitivo de φ, si su semiórbita positiva es densa en X, esto

es, si O+(x, φ) = X. Denotaremos por P+(φ) al conjunto de puntos transitivos de φ, y por

Q+(φ) al conjunto de puntos no transitivos de φ. Si cambiamos el semigrupo R+, por el grupo

aditivo R obtenemos un �ujo sobre X.

Análogamente, para un semigrupo G ∈ {N0,N0×N0}, una acción de G en X es una función

Ψ : G ×X → X que satisface

(α) Para todo x ∈ X, Ψ(e, x) = x;

(β) Para cada t, s ∈ G, y para cada x ∈ X, Ψ
(
t,Ψ(s, x)

)
= Ψ(t+ s, x).

donde e es el elemento neutro de G. Dado p ∈ X, la semiórbita de p, asociada a la acción

Ψ, es el conjunto O+(p,Ψ) =
{

Ψ(x, p) ∈ X;x ∈ G
}
. Decimos que un punto p de X es

transitivo si su semiórbita es densa en X. Denotaremos por P+(Ψ) al conjunto de puntos

transitivos de Ψ. Y por Q+(Ψ) al conjunto de puntos no transitivos de Ψ. Observe que para

el caso G = N0, tenemos que una acción Ψ de N0 sobre X está completamente de�nida por

la función Ψ(1, ·) : X → X, ya que Ψ(m, ·) =
[
Ψ(1, ·)

]m
para cada m ∈ N. Analógamente,

para el caso G = N0×N0, tenemos que una acción Ψ de N0×N0 sobre X está completamente

de�nida por las funciones Ψ
(
(1, 0), ·

)
: X → X y Ψ

(
(0, 1), ·

)
: X → X, ya que Ψ

(
(m,n), ·

)
=[

Ψ
(
(1, 0), ·

)]m ◦ [Ψ((0, 1), ·
)]n

para cada m,n ∈ N0. Además, de (β) tenemos que

[
Ψ
(
(1, 0), ·

)]
◦
[
Ψ
(
(0, 1), ·

)]
=
[
Ψ
(
(0, 1), ·

)]
◦
[
Ψ
(
(1, 0), ·

)]
.
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Del Teorema 2, de [14], tenemos que dada una función continua f : X → X sobre un

espacio métrico compacto (X, d), si el conjunto de puntos no transitivos Q+(f) es un conjunto

no vacío, entonces este es denso en X. En términos de acciones, la función f da lugar a una

acción φ : N0×X → X, de N0 sobre X, dada por φ(n, x) = fn(x), para cada n ∈ N0 y x ∈ X.

Una pregunta surge naturalmente, dada una acción φ : R+×X → X, de R+ sobre X: ¾Q+(φ)

no vacío, implica que Q+(φ) es denso en X?

Observemos que para un semi�ujo φ : R+ ×X → X, donde X es un espacio métrico, puede

ocurrir que exista un punto transitivo p ∈ X, tal que φ(t, p) sea un punto no transitivo para

algún t > 0. Por ejemplo, considere X = R+, y φ(t, x) = x+ t para cada t, x ∈ R+. Tenemos

que x = 0 es un punto transitivo, pero φ(t, 0) no es transitivo para ningún t > 0. El Teorema

1, en [14], nos invita a hacer la siguiente hipótesis: si x ∈ P+(φ), entonces φ(t, x) ∈ P+(φ)

para cada t ≥ 0. Bajo esta hipótesis obtendremos el siguiente resultado que será demostrado

en la Sección 3.1.

Teorema 6. Sea X un espacio métrico compacto, y sea Φ : R+ × X → X un semi�ujo.

Supongamos que

si x ∈ P+(Φ), entonces Φ(t, x) ∈ P+(Φ) para cada t > 0. (1.4)

Entonces, si el conjunto de puntos no transitivos Q+(Φ) no es vacío, entonces es denso en

X. Además, Q+(Φ) es un Fσ-conjunto.

Por otro lado, en la Sección 3.2, construimos, como en [15], un homeomor�smo S : Y → Y

con un único punto �jo p ∈ Y , tal que cada punto diferente de p, tenga órbita densa en Y .

Entonces obtendremos el segundo resultado.

Teorema 7. Existe una acción Ψ de N0 × N0 sobre un espacio métrico compacto Y tal que

Q+(Ψ) es no vacío, y no es denso en Y .
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Capítulo 2

Preliminares

2.1. Componente conexa en espacios Hausdor� compactos

A continuación, hacemos referencia a una conocida proposición sobre componentes conexas

en espacios de Hausdor� compactos, el cual es propuesto como ejercicio 1 en la página 31 de

[12]. Este resultado nos permitirá considerar la igualdad, {x} =
⋂
n∈N Un, siempre que {x}

sea una componente conexa de un espacio topológico de Hausdor� compacto X, y donde los

Un son conjuntos abiertos y cerrados de X a la vez, y U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ · · · .

Proposición 1. Sea X un espacio topológico de Hausdor� compacto. Si C es una componente

conexa de X, entonces C =
⋂
A∈C A, donde

C =
{
A ⊆ X; A es abierto y cerrado, y C ⊆ A

}
.

Demostración. Observe que C es no vacío ya que X ∈ C. Sea

K =
⋂
A∈C

A.

De la de�nición de C, C ⊆ K. Como C es una componente conexa de X, para mostrar que

C = K es su�ciente ver que K es conexo. Sea K = K1 ∪K2, donde K1 y K2 son cerrados en

K (y por tanto cerrados en X), y disjuntos. Como X es un espacio de Hausdor� compacto

tenemos que X es un espacio normal, así existen V1 y V2 abiertos disjuntos tales queK1 ⊆ V1 y

K2 ⊆ V2. Por tanto
⋂
A∈C A = K ⊆ V1∪V2, y por la compacidad de X, y ya que cada A en C es

cerrado, tenemos que existen A1, A2, . . . , An ∈ C tales que
⋂n
i=1Ai ⊆ V1∪V2. De hecho, como(

V1∪V2

)
∪
⋃
A∈C A

c = X y X es compacto, entonces existe un subcubrimiento �nito de X, así

existen A1, A2, . . . , An ∈ C tales que
(
V1∪V2

)
∪
⋃n
i=1A

c
i = X, esto es

(
V1∪V2

)c∩⋂n
i=1Ai = ∅.

Sea

F =
n⋂
i=1

Ai,
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tenemos que F es abierto y cerrado, y F ⊇ K ⊇ C, esto es, F ∈ C. Como C es conexo, y

C ⊆ V1 ∪ V2 y V1 ∩ V2 = ∅, entonces C ⊆ V1 o C ⊆ V2. Supongamos que C ⊆ V1. Como

F ⊇ C, entonces F ∩ V1 ⊇ C. Además, ya que F es abierto, entonces F ∩ V1 es abierto; y

como F es cerrado y

F ∩ V1 = F ∩
(
(V1 ] V2) \ V2

)
= F ∩ (X \ V2),

entonces F ∩ V1 es cerrado. Así F ∩ V1 ∈ C, y por tanto K ⊆ F ∩ V1. Luego K ⊆ V1. Y como

K = K1 ] K2, K1 ⊆ V1 y K2 ⊆ V2, entonces K2 = ∅. Análogamente, si C ⊆ V2, entonces

K1 = ∅. Esto muestra que K es conexo.

2.2. Un homeomor�smo excepcional más que minimal

Decimos que Λ es un conjunto perfecto si es cerrado y no tiene puntos aislados (todos

sus puntos son puntos de acumulación). Decimos que un conjunto topológico Λ es totalmente

disconexo si cada componente conexa de Λ consiste de un solo punto. Por de�nición, un

conjunto de Cantor es un conjunto compacto, perfecto, totalmente disconexo, y metrizable.

Denotaremos por S1 a la circunferencia de radio 1 centrada en el origen (0, 0) del plano R2,

esto es S1 =
{

(x, y) ∈ R2;x2+y2 = 1
}
. A continuación recordamos dos importantes teoremas,

dados en [16] (Lan Wen, páginas 16 y 17), respecto de la estructura del conjunto no errante

asociado a homeomor�smos sobre S1.

Proposición 2. Sea f : S1 → S1 un homeomor�smo tal que Per(f) = ∅. Entonces Ω(f) es

un conjunto minimal. Además, o Ω(f) coincide con S1, o es un conjunto de Cantor.

Proposición 3. Sea f : S1 → S1 un homeomor�smo que preserva orientación, tal que

Per(f) 6= ∅. Entonces todos los puntos periódicos de f tienen el mismo periodo y Per(f) =

Ω(f).

De�nición 6. Un homeomor�smo f : S1 → S1 es llamado excepcional si Per(f) = ∅ y Ω(f)

es un conjunto de Cantor.

Sabemos que una rotación irracional f : S1 → S1 es un homeomor�smo minimal, esto es,

para cada x ∈ S1, Orb+(x, f) es denso en S1. Más aún, f es más que minimal puesto que

para cada x ∈ S1, ambas semiórbitas, Orb+(x, f) y Orb−(x, f), son densas en S1.

A continuación repliquemos la construcción de un homeomor�smo excepcional en S1 (dado

en el ejemplo 5 de la página 18 de [16]) a partir de alguna rotación irracional. Sea f : S1 → S1
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una rotación irracional (que preserva orientación), y considere p ∈ S1. Reemplace cada uno

de los puntos de la órbita de p,

. . . , f−2(p), f−1(p), p, f(p), f2(p), . . . ,

por intervalos cerrados no unitarios

. . . , I−2, I−1, I0, I1, I2, . . .

Esto es, para cada n ∈ Z reemplace fn(p) por un intervalo cerrado (no trivial) In en S1, de

modo que la longitud total de estos intervalos sea �nita,
∑

i∈Z |Ii| < +∞. Esto nos da una

nueva circunferencia Σ (homeomorfa a S1). De�na un homeomor�smo g : Σ→ Σ, tal que

g(x) = f(x) para cada x ∈ Σ \
⊎
n∈Z

In. (2.1)

Y tal que g mapee In sobre In+1 homeomór�camente para cada n ∈ Z, de modo que g resulte

una función continua. Así, g no tiene puntos periódicos, y posee puntos errantes, a saber,

Σ \ Ω(g) =
⊎
n∈Z

int(In),

gracias a (2.1). Por lo tanto, Ω(g) es diferente de la circunferencia Σ. Del Teorema 2 conclui-

mos que Ω(g) es un conjunto minimal el cual es un conjunto de Cantor.

Además, de las propiedades de la rotación irracional f , y de (2.1), tenemos que ambas semi-

órbitas, Orb+(x, g) y Orb−(x, g), son densas en Ω(g), para cada x ∈ Ω(g) = Σ \
⊎
n∈Z

int(In).

Restringiendo g a Ω(g) obtenemos un homeomor�smo

h = g|Ω(g) : Ω(g)→ Ω(g)

de�nido sobre un conjunto de Cantor (conjunto compacto, perfecto, totalmente disconexo, y

metrizable) tal que ambas semiórbitas, Orb+(x, h) y Orb−(x, h), son densas en Ω(g), para

cada x ∈ Ω(g).

2.3. Continuidad de funciones multivaluadas

A continuación, recordamos algunas de�niciones dadas en [8] respecto al concepto de con-

tinuidad y semicontinuidad de funciones multivaluadas. Dados dos espacios métricos (X, dX)

e (Y, dY ), una función multivaluada F , de X a Y , que denotaremos por F : X ; Y , es una

función (en el sentido usual) de X a 2Y . Donde 2Y denota al conjunto de subconjuntos de Y .

El dominio de F es el subconjunto de elementos x ∈ X tales que F (x) es no vacío, esto es,

Dom(F ) =
{
x ∈ X;F (x) 6= ∅

}
.
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Si las imágenes de una función multivaluada F : X ; Y son conjuntos cerrados (compactos),

esto es, F (x) es un subconjunto cerrado (compacto) de Y para cada x ∈ Dom(F ), decimos

que F tiene valores cerrados (compactos).

De�nición 7 (Semicontinuidad superior de funciones multivaluadas). Una función multiva-

luada F : X ; Y es semicontinua superior en x ∈ Dom(F ) si para cualquier vecindad U de

F (x), existe η > 0 tal que para cada x′ ∈ X,

si dX(x′, x) < η entonces F (x′) ⊂ U .

La función multivaluada F es semicontinua superior si esta es semicontinua superior en cada

punto de Dom(F ).

Cuando F (x) es compacto, F es semicontinua superior en x si, y solamente si, para cada

ε > 0, existe η > 0 tal que para cada x′ ∈ X,

si dX(x′, x) < η entonces F (x′) ⊂ BY
(
F (x), ε

)
.

Donde, BY
(
F (x), ε

)
=
{
y ∈ Y ; d(y, F (x)) < ε

}
y d
(
y, F (x)

)
= ı́nf

{
dY (y, w);w ∈ F (x)

}
.

De�nición 8 (Semicontinuidad inferior de funciones multivaluadas). Una función multiva-

luada F : X ; Y es semicontinua inferior en x ∈ Dom(F ) si para cada y ∈ F (x), y para

cada sucesión (xn)n∈N ⊆ X convergiendo para x, existe alguna sucesión (yn)n∈N ⊆ Y tal que

yn ∈ F (xn) para cada n ∈ N; y

ĺım
n→∞

yn = y

La función multivaluada F es semicontinua inferior si esta es semicontinua inferior en cada

punto de Dom(F ).

Observe que la de�nición de semicontinuidad inferior de F : X ; Y en un punto x de X,

es equivalente a que: para cada abierto U de Y , con U ∩ F (x) 6= ∅, exista η > 0 tal que para

cada x′ ∈ X,

si dX(x′, x) < η entonces F (x′) ∩ U 6= ∅.

En efecto, supongamos que esto último acontece. Sean y ∈ F (x) y (xn)n∈N ⊆ X, con

ĺımn→∞ xn = x. Para cada n ∈ N tenemos que

y ∈ F (x) ∩B1/n(y).
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Así, para cada n ∈ N existe ηn > 0 tal que para cada x′ ∈ X,

si dX(x′, x) < ηn entonces F (x′) ∩B1/n(y) 6= ∅. (2.2)

Como ĺımm→∞ xm = x, para cada n ∈ N existe in ∈ N tal que para cada m ∈ N,

si m ≥ in entonces dX(xm, x) < ηn.

Por lo tanto, de (2.2), F (xm) ∩ B1/n(y) 6= ∅ si m ≥ in. Sin pérdida de generalidad podemos

elegir los in tales que, in < in+1 para cada n ∈ N. Así, para cada n ∈ N, para cada m ∈

[in, in+1) ∩ Z,

F (xm) ∩B1/n(y) 6= ∅.

Así, para cada n ∈ N, para cada m ∈ [in, in+1) ∩ Z,

existe ym ∈ F (xm) ∩B1/n(y).

Por lo tanto,

ym ∈ F (xm) para cada m ∈ N con m ≥ i1; y

dY (ym, y) < 1/n para cada m ∈ [in, in+1) ∩ Z, para cada n ∈ N.

Así, ĺımm→∞ ym = y.

Recíprocamente, supongamos que F es semicontinua inferior en x ∈ Dom(F ). Sea U un

conjunto abierto de Y tal que

U ∩ F (x) 6= ∅.

Así, existe y ∈ U ∩ F (x). Mostremos que existe η > 0 tal que para cada x′ ∈ X,

si dX(x′, x) < η entonces F (x′) ∩ U 6= ∅. (2.3)

Supongamos por contradicción que para cada η > 0, existe xη ∈ X tal que,

dX(xη, x) < η y F (xη) ∩ U = ∅.

En particular, para cada n ∈ N existe xn ∈ X tal que,

dX(xn, x) < 1/n y F (xn) ∩ U = ∅.

Así, ĺımn→∞ xn = x y

F (xn) ∩ U = ∅ para cada n ∈ N. (2.4)

Como F es semicontinua inferior en x, existe alguna sucesión (yn)n∈N ⊆ Y tal que
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(i) yn ∈ F (xn) para cada n ∈ N; y

(ii) ĺım
n→∞

yn = y.

Como y ∈ U , existe n0 ∈ N tal que para cada n ∈ N,

si n ≥ n0 entonces yn ∈ U .

Así, de (i), tenemos que para cada n ≥ n0,

yn ∈ U ∩ F (xn).

Lo cual contradice (2.4). Por lo tanto existe η > 0 veri�cando (2.3).

De�nición 9. Decimos que una función multivaluada F : X ; Y es continua en x ∈ Dom(F )

si F es a la vez, semicontinua superior y semicontinua inferior en x. La función multivaluada

F es continua si esta es continua en cada punto de Dom(F ).

A continuación recordamos el Teorema 1.4.13 de [8], que nos dice que a pesar de que la

semicontinuidad superior y la semicontinuidad inferior son conceptos distintos, ellos coinciden

genéricamente. Esto nos permitirá mostrar la continuidad de una función (en el sentido usual)

en un subconjunto residual de su dominio. Recordemos que un subconjunto residual de un

espacio métrico X es una intersección numerable de subconjuntos abiertos densos. El Teorema

de Baire establece que un subconjunto residual de un espacio métrico completo es denso. Una

propiedad es llamada genérica si vale para cada punto de un conjunto residual.

Proposición 4 (Continuidad genérica de una función multivaluada). Sea F : X ; Y una

función multivaluada de un espacio métrico completo X, a un espacio métrico completo sepa-

rable Y .

(1) Si F es semicontinua superior, entonces F es continua sobre un subconjunto residual de

X.

(2) Si F es semicontinua inferior, con valores compactos, entonces F es continua sobre un

subconjunto residual de X.

Demostración de (1). Como Y es un espacio métrico separable, entonces existe una base

topológica numerable de Y . Esto es, existe
{
Vn
}
n∈N, colección numerable de abiertos de Y

tal que,

∀ abierto V ⊆ Y,∀ y ∈ V,∃n ∈ N tal que y ∈ Vn ⊆ V. (2.5)
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Como Y es un espacio métrico, entonces Y es un espacio regular. Así, para cada abierto V , y

para cada y ∈ V , existe algún abierto W tal que y ∈W ⊆W ⊆ V . Así, para W y y, de (2.5),

existe n ∈ N tal que y ∈ Vn ⊆ Vn ⊆W . Por lo tanto,

∀ abierto V ⊆ Y, ∀ y ∈ V,∃n ∈ N tal que y ∈ Vn ⊆ Vn ⊆ V. (2.6)

De�namos para cada n ∈ N,

Ln = F−1
(
Vn
)

=
{
x ∈ X;F (x) ∩ Vn 6= ∅

}
.

Mostremos que Ln es un subconjunto cerrado de X. Sean x0 ∈ X y (xm)m∈N ⊆ Ln tales que

ĺım
m→∞

xm = x0. (2.7)

Como xm ∈ Ln, entonces F (xm) ∩ Vn 6= ∅. Así, para cada m ∈ N

existe ym ∈ F (xm) ∩ Vn 6= ∅.

Suponiendo que Vn es compacto, tomando subsucesiones si es necesario, podemos suponer que

existe y0 ∈ Vn tal que

ĺım
m→∞

ym = y0. (2.8)

Suponiendo que Dom(F ) es un conjunto cerrado, entonces x0 ∈ Dom(F ). Sea (λi)i∈N ⊆

(0,∞), estrictamente decreciente tal que ĺımi→∞ λi = 0. Como F es semicontinua superior en

x0, para cada i ∈ N, existe δi > 0 tal que para cada x′ ∈ X,

si d(x′, x0) < δi entonces F (x′) ⊆ B
(
F (x0), λi

)
.

De (2.7), para cada i ∈ N existe k(i) ∈ N tal que para cada m ∈ N,

si m ≥ k(i) entonces d(xm, x0) < δi.

Por lo tanto, si m ≥ k(i) entonces ym ∈ F (xm) ⊆ B
(
F (x0), λi

)
. Así, para cada i ∈ N,

para cada m ≥ k(i), d
(
ym, F (x0)

)
< λi.

Así, de (2.8), d
(
y0, F (x0)

)
≤ λi para cada i ∈ N. Por lo tanto, y0 ∈ F (x0). Suponiendo

que F (x0) sea cerrado, tenemos que y0 ∈ F (x0). Así, puesto que y0 ∈ Vn, tenemos que

y0 ∈ F (x0) ∩ Vn. Por lo tanto, x0 ∈ Ln. Así, Ln es un conjunto cerrado de X.
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Notemos que si x ∈ X es tal que,

∀n ∈ N, si x ∈ Ln entonces x ∈ int(Ln). (2.9)

Entonces F es semicontinua inferior en x. Donde int(Ln) denota al interior del conjunto Ln.

En efecto, sea V un subconjunto abierto de Y tal que F (x)∩V 6= ∅. Así, existe y ∈ F (x)∩V .

De (2.6), existe n ∈ N tal que y ∈ Vn y Vn ⊆ V . Por lo tanto,

y ∈ F (x) ∩ Vn ⊆ F (x) ∩ V.

Así, x ∈ Ln. Por lo tanto, de (2.9), x ∈ int(Ln). Así, existe δ > 0 tal que

Bδ(x) ⊆ Ln = F−1
(
Vn
)
⊆ F−1(V ).

Así, para cada x′ ∈ X,

si d(x′, x) < δ entonces F (x′) ∩ V 6= ∅.

Por ende, F es semicontinua inferior en x.

Para cada n ∈ N denotemos por ∂Ln al borde de Ln, esto es

∂Ln = Ln ∩ (X \ Ln).

Tenemos que cada ∂Ln es un conjunto cerrado de X. Además, como Ln es cerrado, entonces

int(∂Ln) = ∅ para cada n ∈ N. Sea

R = X \
⋃
n∈N

∂Ln =
⋂
n∈N

(
X \ ∂Ln

)
.

Como ∂Ln es cerrado con interior vacío, entonces X \ ∂Ln es abierto y denso en X. Así, R

es un subconjunto residual de X. Dado que X es un espacio métrico completo, entonces del

Teorema de Baire tenemos que R es denso en X. Sea x ∈ R, entonces

x 6∈ ∂Lm para cada m ∈ N. (2.10)

Así, dado n ∈ N (cualquiera), si x ∈ Ln entonces

x ∈ Ln = Ln = int(Ln) ] ∂Ln,

entonces x ∈ int(Ln) o x ∈ ∂Ln, donde ] denota a una unión disjunta. Entonces, de (2.10),

x ∈ int(Ln). Así, hemos mostrado que se cumple (2.9). Por lo tanto, F es semicontinua inferior

en x. Como x fue un punto cualquiera de R tenemos que F es semicontinua inferior en R.

21



2.4. La distancia C0-Gromov-Hausdor� para homeomor�smos

A continuación, seguimos las notaciones dadas en [3]. Sean (X, dX) y (Y, dY ) un par de espacios

métricos. Una isometría i : X → Y es una función sobreyectiva que preserva distancias, esto

es

dY
(
i(x), i(x′)

)
= dX(x, x′) para cada x, x′ ∈ X.

Dados un espacio métrico (Z, dZ), w ∈ Z y C ⊆ Z, la distancia de w ∈ Z al subconjunto

C ⊆ Z, que denotamos por d(w,C), es

d(w,C) = ı́nf
{
dZ(w, c); c ∈ C

}
.

Dados A,B ⊆ Z, la distancia de Hausdor� entre A y B, que denotamos por dH(A,B), es

de�nida por

dH(A,B) = máx

{
sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)

}
.

Dado ∆ > 0, una ∆-isometría i : X → Y es una función (no necesariamente continua) tal

que

máx

{
sup
x,z∈X

∣∣dY (i(x), i(z))− dX(x, z)
∣∣, dH(i(X), Y

)}
< ∆.

Sean (X, dX) y (Y, dY ) dos espacios métricos. Dados dos subconjuntos A ⊆ X y B ⊆ Y , la

distancia de Gromov-Hausdor� entre A y B, que denotamos por dGH(A,B), es de�nida por

dGH(A,B) = ı́nf
{

∆ > 0; existen ∆-isometrías i : X → Y y j : Y → X
}
.

Dados dos espacios métricos compactos (X, dX) y (Y, dY ). La distancia C0 entre las funciones

(no necesariamente continuas) f : X → Y y g : X → Y es

dC0(f, g) = sup
x∈X

dY
(
f(x), g(x)

)
,

donde f y g no necesariamente son funciones continuas. De la distancia de Gromov-Hausdor�

y de la distancia C0, los autores, en [3], de�nen la distancia C0-Gromov-Hausdor�, entre dos

dinámicas f : X → X y g : Y → Y que actúan sobre espacios métricos distintos, por

dGH0(f, g) = ı́nf
{

∆ > 0; existen ∆-isometrías i : X → Y, j : Y → X tales que

dC0(i ◦ f, g ◦ i) < ∆ y dC0(j ◦ g, f ◦ j) < ∆
}
. (2.11)

De las propiedades (3), (4) y (5) del Teorema 1 de [3], tenemos que dGH0 es una pseudo-

casi-métrica con coe�ciente 2 sobre el espacio de funciones continuas, de�nidas sobre espacios
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métricos compactos, módulo isometrías.

Decimos que un homeomor�smo f : X → X de�nido sobre un espacio métrico, es expansivo

si existe e > 0 tal que para cada x, y ∈ X, si d
(
fn(x), fn(y)

)
< e para cada n ∈ Z, entonces

x = y. La constante e es llamada constante de expansividad de f .

2.5. Flujos expansivos y propiedad de sombreamiento de �ujos

En lo que sigue (X, d) denotará a un espacio métrico compacto. Algunas notaciones que

emplearemos, dados x ∈ X y η > 0, Bη(x) denotará a la bola abierta de centro x y radio η,

esto es Bη(x) =
{
y ∈ X; d(y, x) < η

}
. Una función Φ : R × X → X es un �ujo si es una

función continua tal que,

Φ(0, x) = x para cada x ∈ X.

Φ
(
t,Φ(s, x)

)
= Φ(t+ s, x) para cada t, s ∈ R, para cada x ∈ X.

Para cada t ∈ R, denotaremos por Φt a la función Φ(t, ·) : X → X. Esto es, Φt(x) =

Φ(t, ·)(x) = Φ(t, x). La órbita de x ∈ X asociada a Φ, es el conjunto ΦR(x) =
{

Φ(t, x); t ∈ R
}
.

En [2], Bowen y Walters de�nieron el concepto de expansividad para �ujos, como una

extensión natural del concepto de expansividad para homeomor�smos.

De�nición 10. Un �ujo Φ : R × X → X es expansivo (en el sentido de Bowen-Walters)

si, para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que, para cada x, y ∈ X, para cada función continua

s : R→ R, con s(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R, entonces y ∈ Φ(−ε,ε)(x),

donde Φ(−ε,ε)(x) =
{

Φt(x) ∈ X; t ∈ (−ε, ε)
}
.

Note que y ∈ Φ(−ε,ε)(x) es equivalente a que x ∈ Φ(−ε,ε)(y).

Sean Φ : R×X → X un �ujo y a, δ > 0. Dados {xn}n∈Z ⊆ X y {tn}n∈Z ⊆ R, decimos

que el par ordenado
(
{xn}n∈Z, {tn}n∈Z

)
es una (δ, a)-pseudo órbita de Φ si

tn ≥ a para cada n ∈ Z, y

d
(
Φtn(xn), xn+1

)
< δ para cada n ∈ Z.
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Para cada n ∈ Z considere

sn =



n−1∑
k=0

tk , si n ≥ 1

0 , si n = 0

−
−1∑
k=n

tk , si n < 0.

Dado ε > 0, decimos que una (δ, a)-pseudo órbita
(
{xn}n∈Z, {tn}n∈Z

)
de Φ es ε-sombreada

por una órbita de Φ, si existen z ∈ X y algún homeomor�smo creciente α : R → R, con

α(0) = 0, tal que

d
(
Φα(t)(z),Φt−sn(xn)

)
< ε para cada t ∈ [sn, sn+1), para cada n ∈ Z .

De�nición 11. Dado a > 0. Un �ujo Φ : R×X → X tiene la propiedad de sombreamiento

respecto de a, si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que cada (δ, a)-pseudo órbita de Φ es

ε-sombreada por alguna órbita de Φ.

De la Proposición 1.4 de [1] tenemos que un �ujo Φ tiene la propiedad de sombreamiento

respecto de a > 0 si, y solamente si, Φ tiene la propiedad de sombreamiento respecto de 1.

De�nición 12. Un �ujo Φ : R×X → X tiene la propiedad de sombreamiento, si para cada

ε > 0 existe δ > 0 tal que cada (δ, 1)-pseudo órbita de Φ es ε-sombreada por alguna órbita de

Φ.

Cuando un �ujo Φ tiene la propiedad de sombreamiento, diremos que Φ tiene POTP, por

las siglas en inglés de: Pseudo Orbit Tracing Property.

A continuación enunciaremos algunas proposiciones y lemas sobre �ujos expansivos dados

en [1], que usaremos en la prueba de nuestros resultados. Un primer resultado sobre �ujos

expansivos (X,Φ) es que el estudio de estos se reduce a estudiar aquellos que no poseen

singularidades siempre que X sea un espacio métrico sin puntos aislados.

Lema 1. Si Φ es un �ujo expansivo sobre X, entonces cada singularidad de Φ es un punto

aislado de X.

Demostración. Sea p ∈ X una singularidad de (X,Φ), esto es, Φt(p) = p para cada t ∈ R.

Dado ε > 0, de la expansividad de Φ, existe δ > 0 tal que para cada x, y ∈ X, para cada

s : R→ R función continua, con s(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R, entonces y ∈ Φ(−ε,ε)(x).
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En particular, si y ∈ Bδ(p), y si s : R→ R es la función idénticamente nula, tenemos que

d
(
Φt(p),Φs(t)(y)

)
= d(p, y) < δ para cada t ∈ R.

Entonces, y ∈ Φ(−ε,ε)(p) = {p}. Por lo tanto, Bδ(p) = {p}.

Lema 2. Sea Φ : R ×X → X un �ujo continuo sin singularidades. Entonces existe T0 > 0

tal que para cada T ∈ (0, T0), existe γ > 0 tal que d
(
ΦT (y), y

)
≥ γ, para cada y ∈ X. Más

aún, podemos considerar

T0 = ı́nf
{
t > 0; Φt(x) = x, para algún x ∈ X

}
.

Demostración. Considere

T0 = ı́nf
{
t > 0; Φt(x) = x, para algún x ∈ X

}
.

En caso el conjunto sobre el cual consideramos el ín�mo sea vacío, consideramos T0 = +∞.

Dado que el �ujo continuo Φ no tiene singularidades y puesto que X es compacto, entonces

necesariamente T0 > 0. En efecto, supongamos que T0 = 0. Entonces, para cada n ∈ N,

existen tn ∈ (0, 1/n) y xn ∈ X tales que Φ(tn, xn) = xn. Por compacidad de X, existen

(xkn)n∈N ⊆ (xn)n∈N y ω ∈ X tales que ĺımn→∞ xkn = ω. Dado t ∈ R, para cada n ∈ N, existe

jn ∈ Z tal que jntn ≤ t < (jn + 1)tn. Así, ĺımn→∞ jntn = t. Como Φ(jntn, xn) = xn para cada

n ∈ N, entonces en particular, Φ(jkntkn , xkn) = xkn para cada n ∈ N. Haciendo n→∞, y de

la continuidad de Φ, Φ(t, ω) = ω. Como t ∈ R fue un número real arbitrario, ω ∈ X es una

singularidad de Φ. Lo cual es una contradicción pues Φ no posee singularidades. Por lo tanto

T0 > 0.

Sea T ∈ (0, T0). Entonces, ΦT (x) 6= x para cada x ∈ X. Así, d
(
ΦT (x), x

)
> 0 para cada

x ∈ X. De la continuidad de la función ρ : X → R, de�nida por ρ(x) = d
(
ΦT (x), x

)
; y de la

compacidad de X, existe γ > 0 tal que ρ(x) ≥ γ para cada x ∈ X.

Lema 3. Sea Φ : R×X → X un �ujo, donde (X, d) es un espacio métrico compacto.

Para cada η, T > 0, existe λ > 0 tal que para cada x, y ∈ X, si d(x, y) < λ entonces

d
(
Φt(x),Φt(y)

)
< η, para cada t ∈ [−T, T ].

Demostración. Sean T > 0 y η > 0. Como Φ|[−T,T ]×X : [−T, T ] × X → X es una función

continua sobre un conjunto compacto, entonces Φ|[−T,T ]×X es uniformemente continua. Por

lo tanto, existe λ > 0 tal que para cada (t, x), (s, y) ∈ [−T, T ] × X, si |t − s| + d(x, y) < λ

entonces d
(
Φ(t, x),Φ(s, y)

)
< η. En particular, para cada t ∈ [−T, T ] y para cada x, y ∈ X,

si d(x, y) < λ entonces d
(
Φ(t, x),Φ(t, y)

)
< η.
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Lema 4. Sea Φ : R×X → X un �ujo sobre un espacio métrico compacto (X, d). Entonces,

para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que, para cada τ, σ ∈ R,

si |τ − σ| < δ, entonces d
(
Φτ (y),Φσ(y)

)
< ε para cada y ∈ X.

Demostración. Sea ε > 0. Como Φ|[−1,1]×X : [−1, 1] × X → X es una función continua

sobre un conjunto compacto, entonces Φ|[−1,1]×X es uniformemente continua. Por lo tan-

to, existe δ ∈ (0, 1) tal que para cada (t, x), (s, y) ∈ [−1, 1] × X, si |t − s| + d(x, y) <

δ entonces d
(
Φ(t, x),Φ(s, y)

)
< ε. En particular, para cada x ∈ X, si |t| < δ entonces

d
(
Φ(t, x), x

)
= d

(
Φ(t, x),Φ(0, x)

)
< ε. Así, para cada y ∈ X, y cada s ∈ R, si |t| < δ

entonces d
(
Φt+s(y),Φs(y)

)
= d
(
Φ(t,Φ(s, y)),Φ(s, y)

)
< ε.

En el Teorema 3 de [2] se dan las siguientes caracterizaciones de expansividad de �ujos

sin singularidades.

Proposición 5 (Caracterización de BW-expansividad de �ujos). Sea Φ : R × X → X un

�ujo continuo sin singularidades. Entonces, son equivalentes,

(i) El �ujo Φ es expansivo.

(ii) Para cada ε > 0, existe α > 0 tal que, para cada x, y ∈ X, para cada h : R → R,

homeomor�smo creciente, con h(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φh(t)(y)

)
< α para cada t ∈ R, entonces y ∈ Φ(−ε,ε)(x).

(iii) Para cada η > 0, existe δ > 0 tal que, para cada x, y ∈ X, para cada s : R→ R, función

continua, con s(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R, entonces y ∈ ΦR(x),

esto es, y = Φτ (x) para algún τ ∈ R; y además Φt(x) ∈ Bη(x) para cada t ∈ [0, τ ], si

τ ≥ 0; o Φt(x) ∈ Bη(x) para cada t ∈ [τ, 0], si τ < 0.

(iv) Para cada ε > 0, existe α > 0 tal que para cada x, y ∈ X, para cada par de sucesiones

bilaterales (ti)i∈Z, (ui)i∈Z en R, con u0 = t0 = 0, 0 < ti+1 − ti ≤ α para cada i ∈ Z,

|ui+1 − ui| ≤ α para cada i ∈ Z, ĺımi→∞ ti = +∞ y ĺımi→∞ t−i = −∞,

si d
(
Φti(x),Φui(y)

)
≤ α para cada i ∈ Z, entonces y ∈ Φ(−ε,ε)(x).

Diremos que (iii) es la versión geométrica, y (iv) la versión discreta del concepto de expansi-

vidad para �ujos.
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Demostración. Como Φ es un �ujo sin singularidades, entonces del Lema 2,

T0 = ı́nf
{
t > 0; Φt(x) = x para algún x ∈ X

}
es positivo.

(i)⇒(ii): basta observar que todo homeomor�smo creciente es una función continua.

(ii)⇒(i): sea ε ∈ (0, T0). Sea ε′ > 0 por elegir (en función de ε). Para este ε′ > 0, de (ii), existe

α > 0 tal que para cada x, y ∈ X, y cada h : R→ R homeomor�smo creciente, con h(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φh(t)(y)

)
< α para cada t ∈ R, entonces y ∈ Φ(−ε′,ε′)(x).

Sean x, y ∈ X y s : R→ R una función continua, con s(0) = 0, tal que

d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R, (2.12)

donde δ está por elegirse. Para cada T ∈ (0, T0), del Lema 2, existe γT > 0 tal que

d
(
ΦT (z), z

)
≥ γT para cada z ∈ X.

Entonces, para cada t ∈ R,

γT ≤ d
(
Φt(x),Φt+T (x)

)
≤ d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
+ d
(
Φs(t)(y),Φs(t+T )(y)

)
+ d
(
Φs(t+T )(y),Φt+T (x)

)
< 2δ + d

(
Φs(t)(y),Φs(t+T )(y)

)
.

Por lo tanto, para cada t ∈ R, γT − 2δ < d
(
Φs(t)(y),Φs(t+T )(y)

)
. Si elegimos δ ∈ (0, γT /3),

tenemos que: γT /3 < d
(
Φs(t)(y),Φs(t+T )(y)

)
para cada t ∈ R. Para γT /3, del Lema 4, existe

τT > 0 tal que para cada σ1, σ2 ∈ R

si |σ1 − σ2| < τT entonces, d
(
Φσ1(z),Φσ2(z)

)
< γT /3 para cada z ∈ X.

Por lo tanto, debemos tener que
∣∣s(t+ T )− s(t)

∣∣ ≥ τT para cada t ∈ R.

De este modo hemos mostrado la siguiente a�rmación:

A�rmación 1. Para cada T ∈ (0, T0), existe τT > 0 tal que para cada δ ∈ (0, γT /3), para cada

x, y ∈ X, para cada función continua s : R→ R, con s(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R, entonces τT ≤

∣∣s(t+ T )− s(t)
∣∣,
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para cada t ∈ R. Con las hipópesis de la a�rmación 1, de�na la función β : R → R, por

β(t) = s(t + T ) − s(t), t ∈ R. β es una función continua, y es claro que β(t) 6= 0 para cada

t ∈ R. Del teorema del Valor Intermedio, β(t) > 0 para cada t ∈ R, o β(t) < 0 para cada

t ∈ R. Mostraremos que β(0) = s(T ) > 0. Así, concluiremos que

s(t+ T )− s(t) > 0 para cada t ∈ R .

A�rmación 2. Para cada T ∈ (0, T0/3), existe δT ∈ (0, γT /3) tal que para cada x, y ∈ X, para

cada función continua s : R→ R, con s(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R, entonces s(T ) > 0.

Demostración de la A�rmación 2. En efecto, supongamos por contradicción que existe T ∈

(0, T0/3) tal que para cada δ ∈ (0, γT /3), existen xδ, yδ ∈ X, y alguna función continua

sδ : R→ R, con sδ(0) = 0, tales que

d
(
Φt(xδ),Φsδ(t)(yδ)

)
< δ para cada t ∈ R, y sδ(T ) ≤ 0.

Discretizando: sea n0 ∈ N tal que 1/n0 < γT /3. Para cada n ∈ N, con n ≥ n0, existen

xn, yn ∈ X, y alguna función continua sn : R→ R, con sn(0) = 0, tales que

d
(
Φt(xn),Φsn(t)(yn)

)
< 1/n para cada t ∈ R, y sn(T ) ≤ 0. (2.13)

De (2.13), con t = 0, tenemos que d(xn, yn) < 1/n para cada n ≥ n0. De (2.13), con t = T ,

tenemos que d
(
ΦT (xn),Φsn(T )(yn)

)
< 1/n para cada n ≥ n0. Nos preguntamos si la sucesión(

sn(T )
)
n≥n0

posee alguna subsucesión convergente. De (2.13), sn(T ) ≤ 0 para cada n ≥ n0.

Tenemos dos posibilidades.

(a) Existen in�nitos valores de n para los cuales sn(T ) ∈ [−T, 0].

(b) Existe algún n1 ≥ n0, tal que sn(T ) < −T para cada n ≥ n1.

Supongamos que acontece (a). Por la compacidad de X y de [−T, 0], sin pérdida de genera-

lidad, considerando subsucesiones si es necesario, podemos suponer que ĺımn→+∞ xn = x0,

ĺımn→+∞ yn = x0 y ĺımn→+∞ sn(T ) = t0 para algunos x0 ∈ X y t0 ∈ [−T, 0]. En (2.13) con

t = T , haciendo n → ∞, tenemos que d
(
ΦT (x0),Φt0(x0)

)
= 0. Así, ΦT−t0(x0) = x0, donde

0 < T ≤ T − t0 ≤ 2T < T0 ya que T < T0/3. Lo que contradice la minimalidad de T0.

Supongamos que acontece (b). Del Teorema del Valor Intermedio, para cada n ≥ n1 existe

tn ∈ [0, T ] tal que sn(tn) = −T . Así, de (2.13), tenemos que

d
(
Φtn(xn),Φsn(tn)(yn)

)
< 1/n para cada n ≥ n0. (2.14)
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Nuevamente por la compacidad de [0, T ] y de X, sin pérdida de generalidad, tomando sub-

sucesiones si es necesario, podemos suponer que existen t0 ∈ [0, T ] y x0 ∈ X tales que

ĺımn→∞ tn = t0, ĺımn→∞ xn = x0 y ĺımn→∞ yn = x0. Por lo tanto, haciendo n→∞ en (2.14),

tenemos que d
(
Φt0(x0),Φ−T (x0)

)
= 0. Así, ΦT+t0(x0) = x0, donde 0 < T ≤ T + t0 ≤ 2T < T0

ya que T < T0/3. Lo cual contradice la minimalidad de T0.

En cualquier caso, sea (a) o (b), llegamos a una contradicción.

De las a�rmaciones 1 y 2, tenemos que se cumple la siguiente a�rmación.

A�rmación 3. Para cada T ∈ (0, T0/3), existen τT > 0 y δT ∈ (0, γT /3) tales que para cada

x, y ∈ X, para cada función continua s : R→ R, con s(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δT ∀t ∈ R, entonces s(t+ T )− s(t) ≥ τT ∀t ∈ R . (2.15)

Considere T ∈ (0, T0/3) que se elegirá convenientemente. De la a�rmación 3, existen δT ∈

(0, γT /3) y τT > 0, veri�cando (2.15). En (2.12), elija δ ≤ δT . Por lo tanto, s(t+T )−s(t) ≥ τT

para cada t ∈ R. De�na hT : R → R tal que hT (nT ) = s(nT ) para cada n ∈ Z, y extienda

linealmente, esto es, de�na

hT (t) =

(
(n+ 1)T − t

T

)
s(nT ) +

(
t− nT
T

)
s
(
(n+ 1)T

)
,

para cada t ∈
[
nT, (n+ 1)T

]
, y cada n ∈ Z. Claramente hT es un homeomor�smo creciente.

Observe que para cada n ∈ Z, para cada t ∈
[
nT, (n + 1)T

]
, existe t′n ∈

[
nT, (n + 1)T

]
tal

que hT (t) = s(t′n). Dado t ∈ R, existe n ∈ Z tal que t ∈
[
nT, (n+ 1)T

]
. Tenemos que, usando

(2.12),

d
(
Φt(x),ΦhT (t)(y)

)
= d
(
Φt(x),Φs(t′n)(y)

)
≤ d
(
Φt(x),Φt′n(x)

)
+ d
(
Φt′n(x),Φs(t′n)(y)

)
≤ sup
|r|≤T
w∈X

d
(
Φr(w), w

)
+ δ.

Notamos que debemos elegir T ∈ (0, T0/3) su�cientemente pequeño tal que

sup
|r|≤T
w∈X

d
(
Φr(w), w

)
+ δ < α.

Por ejemplo, para α/2 existe σ > 0 tal que sup
{
d
(
Φt(w), w

)
; |t| ≤ σ,w ∈ X

}
< α/2. Elija

T > 0 tal que T < mı́n
{
T0/3, σ

}
y δ ≤ mı́n

{
α/2, δT

}
. Y en cuanto a ε′, basta elegir ε′ = ε
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(donde ε es positivo).

(i)⇒(iii): dado η > 0, existe ε > 0 tal que

si |t| < ε entonces d
(
Φt(ω), ω

)
< η, para cada ω ∈ X. (2.16)

Para ε, de la expansividad de Φ, existe α > 0 tal que, para cada x, y ∈ X, para cada función

continua h : R→ R, con h(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φh(t)(y)

)
< α para cada t ∈ R, entonces y ∈ Φ(−ε,ε)(x).

Sean x, y ∈ X, y h : R→ R una función continua, con h(0) = 0, tales que

d
(
Φt(x),Φh(t)(y)

)
< α para cada t ∈ R.

Entonces y = Φτ (x), para algún τ ∈ (−ε, ε). Por lo tanto, de (2.16), Φ[0,τ ](x) ⊆ Bη(x) si

τ ≥ 0; o Φ[τ,0](x) ⊆ Bη(x) si τ < 0.

(iii)⇒(i): Sea ε ∈ (0, T0). Del Lema 2, existe η > 0 tal que

d
(
Φε(ω), ω

)
≥ η, para cada ω ∈ X. (2.17)

Por lo tanto, considerando ω = Φ−ε(z), tenemos que

d
(
Φ−ε(z), z

)
≥ η, para cada z ∈ X. (2.18)

Para ε, de (iii), existe δ > 0 tal que, para cada x, y ∈ X, para cada función continua s : R→ R,

con s(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R, entonces y ∈ ΦR(x),

esto es, y = Φτ (x) para algún τ ∈ R; y además Φt(x) ∈ Bη(x) para cada t ∈ [0, τ ], si τ ≥ 0;

o Φt(x) ∈ Bη(x) para cada t ∈ [τ, 0], si τ < 0. Sean x, y ∈ X, y s : R → R, una función

continua, con s(0) = 0, tales que d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R. Entonces y = Φτ (x),

para algún τ ∈ R. Y Φ[0,τ ](x) ⊆ Bη(x), si τ ≥ 0; o Φ[τ,0](x) ⊆ Bη(x), siempre que τ < 0.

Supongamos que τ ≥ ε, entonces Φε(x) ∈ Bη(x). Esto es, d
(
Φε(x), x

)
< η. Por otro lado, de

(2.17), d
(
Φε(x), x

)
≥ η. Lo cual es una contradicción. Así, τ < ε. Supongamos que τ ≤ −ε,

entonces Φ−ε(x) ∈ Bη(x). Esto es, d
(
Φ−ε(x), x

)
< η. Lo cual contradice (2.18). Así, −ε < τ .

Por lo tanto τ ∈ (−ε, ε).
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(i)⇒(iv): Sea ε > 0. De (i), existe δ > 0 tal que para cada x, y ∈ X, para cada función

continua s : R→ R, con s(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R, entonces y ∈ Φ(−ε,ε)(x). (2.19)

Sea α > 0 por elegir (en función de δ). Sean los puntos x, y ∈ X y las sucesiones (ti)i∈Z,(ui)i∈Z ⊆

R con t0 = u0 = 0, 0 < ti+1 − ti ≤ α para cada i ∈ Z, |ui+1 − ui| ≤ α para cada i ∈ Z,

ĺımi→∞ ti =∞ y ĺımi→∞ t−i = −∞, tales que

d
(
Φti(x),Φui(y)

)
≤ α para cada i ∈ Z. (2.20)

De�na h : R → R (función poligonal) tal que h(ti) = ui para cada i ∈ Z, y extienda

linealmente por h(t) =

(
t− ti
ti+1 − ti

)
ui+1 +

(
ti+1 − t
ti+1 − ti

)
ui para cada t ∈ [ti, ti+1], y para cada

i ∈ Z. Claramente h es una función continua con h(0) = 0. Sea t ∈ R, existe un único i ∈ Z

tal que ti ≤ t < ti+1. Entonces

d
(
Φt(x),Φh(t)(y)

)
≤ d
(
Φt(x),Φti(x)

)
+ d
(
Φti(x),Φui(y)

)
+ d
(
Φui(y),Φh(t)(y)

)
≤ d
(
Φt−ti(·), (·)

)
+ α+ d

(
Φh(t)−ui(·), (·)

)
≤ α+ 2 · sup

|τ |≤α
z∈X

d
(
Φτ (z), z

)
,

donde la segunda desigualdad se da por (2.20). En este punto observamos que debemos elegir

α > 0 en función de δ, tal que

α+ 2 · sup
|τ |≤α
z∈X

d
(
Φτ (z), z

)
< δ.

Así, con esta elección, de (2.20), tenemos que d
(
Φt(x),Φh(t)(y)

)
< δ para cada t ∈ R. De

(2.19), tenemos que y ∈ Φ(−ε,ε)(x).

(iv)⇒(i): sea ε > 0. De (iv), existe α > 0 tal que, para cada x, y ∈ X, para cada par de

sucesiones (ti)i∈Z y (ui)i∈Z con u0 = t0 = 0, 0 < ti+1− ti ≤ α para cada i ∈ Z, |ui+1−ui| ≤ α

para cada i ∈ Z, ĺımi→∞ ti =∞ y ĺımi→∞ t−i = −∞,

si d
(
Φti(x),Φui(y)

)
≤ α para cada i ∈ Z, entonces y ∈ Φ(−ε,ε)(x). (2.21)

Sean x, y ∈ X y s : R→ R una función continua, con s(0) = 0, tales que

d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
< α para cada t ∈ R . (2.22)

Observe que para cada n ∈ Z, s|[n,n+1] es uniformemente continua. Para α > 0, existe δn ∈

(0, α) tal que para cada τ1, τ2 ∈ [n, n + 1], si |τ1 − τ2| < δn entonces |s(τ1) − s(τ2)| < α.
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Para cada n ∈ Z considere una partición de [n, n + 1],
{
τn1 < τn2 < · · · < τnkn

}
tal que

0 < τni+1 − τni < δn(< α) para cada i ∈ 1, 2, . . . , kn − 1. De este modo, yuxtaponiendo estas

particiones, construimos un par de sucesiones bilaterales (tk)k∈Z y (uk)k∈Z, donde uk = s(tk)

para cada k ∈ Z, con t0 = 0, tales que 0 < tk+1 − tk < α y |uk+1 − uk| < α para cada k ∈ Z,

ĺımk→∞ tk = ∞ y ĺımk→∞ t−k = −∞. De (2.22), tenemos que d
(
Φtk(x),Φuk(y)

)
< α para

cada k ∈ Z. Por lo tanto, de (2.21), tenemos que y ∈ Φ(−ε,ε)(x).

En [1] se muestra el siguiente lema, el cual será necesario para demostrar el teorema

principal, Teorema 2.

Lema 5. Sea a > 0. Sea
{
αi : [0, a] → R

}
i∈N, una familia de funciones continuas, estric-

tamente crecientes, con αi(0) = 0 para cada i ∈ N, tal que ĺım
i→+∞

αi(a) = +∞. Entonces,

para cada λ, β > 0 existen j ∈ N, t1, t2 ∈ [0, a], con t1 < t2, tales que t2 − t1 < λ y

αj(t2)− αj(t1) = β.

Demostración. Sea
{
s0 = 0, s1, s2, . . . , sn−1, sn = a

}
una partición de [0, a] tal que 0 <

sk+1 − sk < λ, para cada k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Supongamos que existen in�nitos j's en N

tales que

αj(sk+1)− αj(sk) < β, para cada k ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Así,

αj(a) = αj(sn)− αj(s0) =

n−1∑
k=0

[
αj(sk+1)− αj(sk)

]
< nβ < +∞, (2.23)

para in�nitos j's en N. Lo cual es una contradicción ya que ĺımj→∞ αj(a) = +∞. Por lo

tanto existe N ∈ N tal que para cada j ≥ N , existe k(j) ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1} tal que

αj(sk(j)+1) − αj(sk(j)) ≥ β. De la continuidad de αj : [0, a] → R, tomando t2(j) = sk(j)+1,

existe t1(j) ∈
[
sk(j), sk(j)+1

]
tal que αj

(
t2(j)

)
− αj

(
t1(j)

)
= β.

2.6. Estabilidad topológica para �ujos y homeomor�smos

En [1], Thomas menciona la siguiente de�nición del concepto de estabilidad topológica

para �ujos.

De�nición 13 (estabilidad topológica para �ujos). Un �ujo Φ sobre X es topológicamente

estable cuando para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que para cada �ujo Ψ sobre X, si dC0(Ψt,Φt) <

δ para cada t ∈ [0, 1], entonces existe alguna función continua h : X → X, tal que dC0(h, Id) <

ε y h lleva órbitas de Ψ en órbitas de Φ.
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Y prueba en el Teorema 3 de [1] que un �ujo expansivo Φ con la propiedad de sombrea-

miento es topológicamente estable. Sin embargo, notamos que hay un error en la prueba del

Lema 3.9, el cual es necesario para mostrar la continuidad de una función h : X → X, que

depende de un �ujo Ψ que está su�cientemente próximo de Φ, y donde h lleva órbitas de Ψ

en órbitas de Φ.

En [3], combinando la noción de estabilidad topológica de Walters dada a continuación,

De�nición 14 (Estabilidad topológica para homeomor�smos). Decimos que un homeomor-

�smo f : X → X, de�nido sobre un espacio métrico compacto, es topológicamente estable si

para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada homeomor�smo g : X → X, con dC0(g, f) < δ,

existe una función continua h : X → X tal que dC0(h, Id) < ε y h ◦ g = f ◦ h.

Con la distancia C0-Gromov-Hausdor�, dada en (2.11), Arbieto y Morales de�nen el con-

cepto de GH-estabilidad topológica para homeomor�smos entre espacios métricos compactos.

De�nición 15 (GH-estabilidad topológica para homeomor�smos). Un homeomor�smo f :

X → X de un espacio métrico compacto X es GH-topológicamente estable si para cada

ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada homeomor�smo g : Y → Y de un espacio métrico

compacto Y satisfaciendo dGH0(f, g) < δ, existe alguna ε-isometría continua h : Y → X tal

que f ◦ h = h ◦ g.

A partir de estos dos conceptos, estabilidad topológica para �ujos y GH-estabilidad to-

pológica para homeomor�smos, proponemos una de�nición de la GH-estabilidad topológica

para �ujos y obtenemos resultados análogos al Teorema 4 de [3], y al Teorema 3 de [1], los

que esencialmente dicen que expansividad más la propiedad de sombreamiento dan lugar a la

estabilidad topológica.

2.7. Entropía topológica de �ujos sobre espacios métricos com-

pactos

En toda esta sección, siguiendo las notaciones dadas en [6], a continuación exponemos

la noción de entropía topológica para �ujos (continuos), de�nidos sobre espacios topológicos

compactos.
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2.7.1. Conjuntos generadores y conjuntos separados para �ujos

Sea Φ : R×M → M un �ujo (continuo) sobre un espacio métrico compacto (M,d). Sea

K ⊆ M un subconjunto compacto. Dados ε > 0 y T > 0, un conjunto E ⊆ M es (T, ε)-

generador de K, si para cada x ∈ K, existe a ∈ E tal que d
(
Φt(x),Φt(a)

)
< ε para cada

t ∈ [0, T ]. Esto es, K ⊆
⋃
a∈E B(a, T, ε), donde B(a, T, ε) es la bola dinámica de centro a,

longitud T y radio ε,

B(a, T, ε) =
{
x ∈M ; d

(
Φt(x),Φt(a)

)
< ε para cada t ∈ [0, T ]

}
.

De la compacidad deM tenemos que el �ujo Φ es uniformemente continuo, esto es, para cada

T > 0 y ε > 0, existe δ > 0 tal que para cada x, y ∈M ,

si d(x, y) < δ entonces d
(
Φt(x),Φt(y)

)
< ε para cada t ∈ [−T, T ].

Así, podemos mostrar que cada bola dinámica B(a, T, ε) es un conjunto abierto.

Note que w ∈ B(w, T, η) para cada w ∈ M , cada T > 0 y cada η > 0. Observe que dado un

compacto K ⊆ M , tenemos que K ⊆
⋃
x∈K B(x, T, ε). Así, de la compacidad de K, existe

algún conjunto �nito (T, ε)-generador de K incluido en K. Dado ε > 0 y K ⊆M subconjunto

compacto, de�namos

g(Φ, ε,K) = ĺım sup
T→∞

1

T
log gT (Φ, ε,K),

donde

gT (Φ, ε,K) = mı́n
{

#E ∈ N;E ⊆M es un conjunto (T, ε)-generador de K
}

< +∞.

Sean ε2 > ε1 > 0 y T > 0. Sea E ⊆ M un conjunto (T, ε1)-generador de K minimal, esto es

#E = gT (Φ, ε1,K). Como B(a, T, ε1) ⊆ B(a, T, ε2) para cada a ∈ E, entonces E es (T, ε2)-

generador de K. Así, gT (Φ, ε2,K) ≤ gT (Φ, ε1,K). Por lo tanto,

g(Φ, ε2,K) = ĺım sup
T→∞

1

T
log gT (Φ, ε2,K)

≤ ĺım sup
T→∞

1

T
log gT (Φ, ε1,K) = g(Φ, ε1,K).

Así, ε ∈ (0,+∞) 7→ g(Φ, ε,K) es una función no creciente. Por lo tanto, el siguiente límite

existe en [0,+∞],

g(Φ,K) = ĺım
ε→0+

g(Φ, ε,K) ∈ [0,+∞].
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De�nimos g(Φ) como

g(Φ) = sup
{
g(Φ,K) ∈ [0,∞];K ⊆M es subconjunto compacto

}
Dados T, ε > 0 yK ⊆M un subconjunto compacto. Decimos que E ⊆ K es (T, ε)-separado

de K si la bola dinámica B(x, T, ε) de cada x ∈ E no contiene ningún otro elemento de E.

Esto es, para cada x, y ∈ E,

si d
(
Φt(x),Φt(y)

)
< ε para cada t ∈ [0, T ], entonces x = y.

Lema 6. Para cada T > 0, ε > 0 y cada K ⊆ M subconjunto compacto, la cardinalidad de

cada conjunto E ⊆ K, que es (T, ε)-separado es menor que gT (Φ, ε/2,K).

Demostración. Sean ε > 0, T > 0 y K ⊆ M un subconjunto compacto. Sea E ⊆ K un

conjunto (T, ε)-separado. Y sea F ⊆ M un conjunto (T, ε/2)-generador de K, esto es, K ⊆⋃
z∈F B(z, T, ε/2). Así, E ⊆ K ⊆

⋃
z∈F B(z, T, ε/2). Por tanto, para cada x ∈ E, existe y ∈ F

tal que x ∈ B(y, T, ε/2), esto es, d
(
Φt(y),Φt(x)

)
< ε/2 para cada t ∈ [0, T ]. De�na una función

ξ : E → F �jando para cada x ∈ E, un punto ξ(x) ∈ F tal que d
(
Φt(x),Φt(ξ(x))

)
< ε/2

para cada t ∈ [0, T ]. A�rmamos que Φ es inyectiva. En efecto, sean x, x′ ∈ E tales que

ξ(x) = y = ξ(x′). Entonces

d
(
Φt(y),Φt(x)

)
< ε/2 para cada t ∈ [0, T ]; y

d
(
Φt(y),Φt(x

′)
)
< ε/2 para cada t ∈ [0, T ].

Por lo tanto, d
(
Φt(x),Φt(x

′)
)
< ε para cada t ∈ [0, T ], y x, x′ ∈ E. Como E es un conjunto

(T, ε)-separado, entonces x = x′. Lo que muestra la inyectividad de ξ.

Así, #E ≤ #F . Como F fue un conjunto (T, ε/2)-generador arbitrario, en particular podemos

considerar F tal que #F = gT (Φ, ε/2,K). Así, tenemos que #E ≤ gT (Φ, ε/2,K).

Del Lema 6, tiene sentido considerar la siguiente de�nición,

sT (Φ, ε,K) = máx
{

#F ;F ⊆ K es un conjunto (T, ε)-separado
}
.

Además, tenemos que sT (Φ, ε,K) ≤ gT (Φ, ε/2,K) para cada ε, T > 0, y cada K ⊆ M

compacto. De�na s(Φ, ε,K) como,

s(Φ, ε,K) = ĺım sup
T→∞

1

T
log sT (Φ, ε,K).

Sean ε2 > ε1 > 0, T > 0 y K ⊆ M un subconjunto compacto. Sea E ⊆ K un conjunto

(T, ε2)-separado maximal, esto es, #E = sT (Φ, ε2,K) y para cada x, y ∈ E,

si x 6= y entonces, d
(
Φt(x),Φt(y)

)
≥ ε2 para algún t ∈ [0, T ].
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Como ε2 > ε1, entonces para cada x, y ∈ E,

si x 6= y entonces, d
(
Φt(x),Φt(y)

)
≥ ε1 para algún t ∈ [0, T ].

Esto es, E ⊆ K es un conjunto (T, ε1)-separado. Por lo tanto, sT (Φ, ε2,K) = #E ≤ sT (Φ, ε1,K)

para cada T > 0. Así,

s(Φ, ε2,K) = ĺım sup
T→∞

1

T
log sT (Φ, ε2,K)

≤ ĺım sup
T→∞

1

T
log sT (Φ, ε1,K) = s(Φ, ε1,K).

Por ende, la función δ ∈ (0,+∞) 7→ s(Φ, δ,K) es no creciente. Así, el siguiente límite existe

en [0,+∞],

s(Φ,K) = ĺım
δ→0+

s(Φ, δ,K) ∈ [0,+∞].

De�na s(Φ) como

s(Φ) = sup
{
s(Φ,K) ∈ [0,+∞];K ⊆M es subconjunto compacto

}
Lema 7. Para cada T > 0, ε > 0 y cada compacto K ⊆ M , gT (Φ, ε,K) ≤ sT (Φ, ε,K) ≤

gT (Φ, ε/2,K).

Demostración. Del Lema 6, sT (Φ, ε,K) ≤ gT (Φ, ε/2,K). Sea E ⊆ K un conjunto (T, ε)-

separado maximal incluido en K. Esto es, #E = sT (Φ, ε,K) y para cada x, y ∈ E,

si x 6= y entonces d
(
Φt(x),Φt(y)

)
≥ ε para algún t ∈ [0, T ]. (2.24)

Por la maximalidad de E ⊆ K, para cada a ∈ K \ E, el conjunto E ] {a} ⊆ K no es

(T, ε)-separado. Por lo tanto, de (2.24), existe x ∈ E tal que

d
(
Φt(a),Φt(x)

)
< ε para cada t ∈ [0, T ].

Por ende, a ∈ B(x, T, ε). Así, ya que x ∈ B(x, T, ε) para cada x ∈ E, tenemos que K ⊆⋃
x∈E B(x, T, ε). Esto es, E es un conjunto (T, ε)-generador para K. Así, gT (Φ, ε,K) ≤ #E =

sT (Φ, ε,K).

Del Lema 7 tenemos que

g(Φ, ε,K) ≤ s(Φ, ε,K) ≤ g(Φ, ε/2,K), (2.25)

para cada ε > 0 y cada K ⊆ M compacto. Así, haciendo ε → 0+ en (2.25), g(Φ,K) ≤

s(Φ,K) ≤ g(Φ,K) para cada K ⊆ M compacto. Por lo tanto, g(Φ) ≤ s(Φ) ≤ g(Φ), esto es,
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g(Φ) = s(Φ). De�nimos la entropía topológica de un �ujo Φ, que denotaremos por h(Φ), como

siendo h(Φ) = g(Φ) = s(Φ).

Dado un �ujo Φ : R×X → X sobre un espacio métrico compacto, la aplicación tiempo

uno asociada a Φ es Φ1 : X → X de�nido por Φ1(x) = Φ(1, x). En la Sección 10.2.3, de

[6], se da la siguiente proposición que relaciona la entropía del �ujo Φ con la entropía del

homeomor�smo Φ1.

Proposición 6. Sea Φ un �ujo uniformemente continuo sobre un espacio métricoM , entonces

la entropía h(Φ) del �ujo es igual a la entropía de la aplicación tiempo uno de Φ. Esto es,

h(Φ) = h(Φ1).

Donde decimos que un �ujo Φ : R×X → X sobre un espacio métrico (X, d) es unifor-

memente continuo si para cada ε > 0 y T > 0, existe δ > 0 tal que para cada x, y ∈ X, si

d(x, y) < δ entonces d
(
Φt(x),Φt(y)

)
< ε para cada t ∈ [−T, T ]. En particular, todo �ujo sobre

un espacio métrico compacto es uniformemente continuo.

Demostración de la Proposición 6. Basta mostrar que g(Φ,K) = g(Φ1,K) para cadaK ⊆M .

Vea la Sección 10.2.3, de [6].
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Capítulo 3

Pruebas de los teoremas sobre

densidad de puntos no transitivos

para semi�ujos

3.1. Acciones de R+ y densidad de puntos no transitivos

En lo que sigue R+ denotará a los reales no negativos [0,+∞). Veamos primero que P+(Φ)

es un Gδ-conjunto. Y que por lo tanto, Q+(Φ) es un Fσ-conjunto.

De�nición 16. Sea (X, d) un espacio métrico. Dado Y ⊆ X, decimos que Y es ε-denso en

X, si la colección
{
Bε(y); y ∈ Y

}
es un cubrimiento abierto de X, donde

Bε(y) =
{
z ∈ X; d(z, y) < ε

}
denota a la bola abierta centrada en y, y de radio ε.

Dado un espacio métrico (X, d), y un subconjunto A ⊆ X, no vacío, y dado ε > 0,

denotaremos por B(A, ε) al conjunto

B(A, ε) =
⋃
w∈A

Bε(w) =
{
z ∈ X; z ∈ Bε(w) para algún w ∈ A

}
.

De�nición 17. Dado un semi�ujo Φ : R+ × X → X, de�nido sobre un espacio métrico

compacto, y dado ε > 0, de�namos el conjunto P+(ε,Φ) por

P+(ε,Φ) =
{
x ∈ X; ΦR+(x) es ε-denso en X

}
.

Lema 8. Sea X un espacio métrico compacto, sean ε > 0 y x ∈ X. Si x ∈ P+(ε,Φ), entonces

existe b ≥ 0 tal que Φ[0,b](x) es ε-denso en X.
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Demostración. Sea x ∈ P+(ε,Φ), entonces

X =
⋃

y∈ΦR+ (x)

Bε(y) =
⋃
t≥0

Bε
(
Φt(x)

)
.

De la compacidad deX, existe k ∈ N y existen t1, t2, . . . , tk ∈ R+ tales queX =
⋃k
i=1Bε

(
Φti(x)

)
.

Por lo tanto,

X =
⋃

t∈[0,b]

Bε
(
Φt(x)

)
= B

(
Φ[0,b](x), ε

)
,

donde b = máxi∈{1,2,...,k} ti.

Lema 9. Sea (X,Φ) un semi�ujo de�nido sobre un espacio métrico compacto. Para cada

ε > 0, el conjunto P+(ε,Φ) es un conjunto abierto de X.

Demostración. Sea ε > 0. Si P+(ε,Φ) = ∅, entonces es un conjunto abierto. Supongamos que

P+(ε,Φ) 6= ∅. Sea x ∈ P+(ε,Φ), entonces del Lema 8, existe b ≥ 0, dependiendo de x, tal que

Y = Φ[0,b](x) es ε-denso, esto es,

X =
⋃

t∈[0,b]

Bε
(
Φt(x)

)
= B

(
Φ[0,b](x), ε

)
. (3.1)

De�namos la función g : X → R, dada por

g(z) = d
(
z,Φ[0,b](x)

)
= d(z, Y ),

distancia del punto z al conjunto Y . Tenemos que g es una función continua. De la compacidad

de X, existe z0 ∈ X tal que

d(z0, Y ) = g(z0) = máx
z∈X

g(z) = máx
z∈X

d(z, Y ) = c. (3.2)

De (3.1), como z0 ∈ X tenemos que existe r ∈ [0, b] tal que z0 ∈ Bε
(
Φr(x)

)
, esto es,

d
(
z0,Φr(x)

)
< ε. Por lo tanto, d(z0, Y ) ≤ d

(
z0,Φr(x)

)
, puesto que Φr(x) ∈ Y . Entonces

c < ε. Sea

δ = ε− c > 0.

De la continuidad uniforme de Φ|[0,b]×X , existe η > 0 tal que para cada s1, s2 ∈ [0, b] y cada

z1, z2 ∈ X, si máx
{
|s1 − s2|, d(z1, z2)

}
< η entonces d

(
Φs1(z1),Φs2(z2)

)
< δ. En particular,

para cada z1, z2 ∈ X,

si d(z1, z2) < η entonces, d
(
Φt(z1),Φt(z2)

)
< δ (3.3)
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para cada t ∈ [0, b]. Mostremos que Bη(x) ⊆ P+(ε,Φ). En efecto, dado y ∈ Bη(x) entonces

d(y, x) < η. Por lo tanto, de (3.3),

d
(
Φt(y),Φt(x)

)
< δ para cada t ∈ [0, b] (3.4)

A�rmamos que y ∈ P+(ε,Φ). Sea w ∈ X. Por un lado, de (3.2), d(w, Y ) ≤ c. Y puesto que Y

es compacto, existe t0 ∈ [0, b] tal que d(w,Φt0(x)) = d(w, Y ) ≤ c.

Y por otro lado, de (3.4), tenemos que

d
(
Φt0(y),Φt0(x)

)
< δ.

Así,

d
(
w,Φt0(y)

)
≤ d
(
w,Φt0(x)

)
+ d
(
Φt0(x),Φt0(y)

)
< c+ δ = ε.

Por ende, w ∈
⋃
t∈[0,b]Bε

(
Φt(y)

)
. Por lo tanto, X ⊆

⋃
t∈[0,b]Bε

(
Φt(y)

)
. Así,

X =
⋃

t∈[0,b]

Bε
(
Φt(y)

)
.

De modo que y ∈ P+(ε,Φ). Y entonces, Bη(x) ⊆ P+(ε,Φ).

Lema 10. El conjunto P+(Φ) es un Gδ-conjunto.

Demostración. Si P+(Φ) es vacío, entonces es abierto. Supongamos que P+(Φ) 6= ∅. Mostre-

mos que

P+(Φ) =
⋂
n∈N

P+

(
1

n
,Φ

)
.

Sea x ∈ P+(Φ), entonces ΦR+(x) = X. Sean ε > 0 y ω ∈ X, entonces ω ∈ ΦR+(x) y así,

Bε(ω) ∩ ΦR+(x) 6= ∅. Por lo tanto existe y ∈ ΦR+(x) tal que d(y, ω) < ε. Esto es,

ω ∈
⋃

z∈ΦR+ (x)

Bε(z).

Por lo tanto, X ⊆
⋃
z∈ΦR+ (x)Bε(z) para cada ε > 0. Entonces x ∈ P+(ε,Φ) para cada ε > 0.

Así,

P+(Φ) ⊆ P+(ε,Φ), para cada ε > 0.

En particular, P+(Φ) ⊆
⋂
n∈N P+(1/n,Φ).

Recíprocamente, sea x ∈
⋂
n∈N P+(1/n,Φ), entonces x ∈ P+(1/n,Φ) para cada n ∈ N.

Entonces para cada n ∈ N,
⋃
y∈ΦR+ (x)B1/n(y) = X. Dado ω ∈ X, para cada n ∈ N existe
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yn ∈ ΦR+(x) tal que d(ω, yn) < 1/n. Por lo tanto, ω ∈ ΦR+(x). Así, X = ΦR+(x), esto es,

x ∈ P+(Φ). Por ende,
⋂
n∈N P+(1/n,Φ) ⊆ P+(Φ). Así,

⋂
n∈N

P+(1/n,Φ) = P+(Φ).

Así, P+(Φ) es un Gδ-conjunto, ya que del Lema 9, P+(1/n,Φ) es un conjunto abierto para

cada n ∈ N.

Demostración del Teorema 6. Dado un conjunto abierto B, no vacío, en el espacio métrico X,

considere un conjunto abierto A, no vacío, con A ⊆ B. Considere la colección de subconjuntos

de X, {Bs}s∈R+ , donde

Bs = Φ
(
[0, s]×A

)
,

para cada s ≥ 0. Tenemos dos posibilidades:

(i) Existen t, t′ ∈ R+, con t′ > t, tal que Bt′ ⊆ Bt.

(ii) Para cada t′, t ∈ R+, con t′ > t, se tiene que Bt′ 6⊆ Bt.

Supongamos que acontece (i). Sea δ = t′ − t > 0. En este caso se cumple la siguiente

a�rmación,

A�rmación 1. Tenemos que Bt′+δ ⊆ Bt, y por lo tanto Bs ⊆ Bt para cada s ≥ t.

Demostración de la A�rmación 1. Sea x ∈ Bt′+δ = Φ
(
[0, t′ + δ] × A

)
, entonces x = Φ(s, a)

donde s ∈ [0, t′ + δ] y a ∈ A. Si s ∈ [0, t′] entonces x = Φ(s, a) ∈ Bt′ ⊆ Bt, por lo tanto,

x ∈ Bt. Supongamos entonces que s ∈ (t′, t′ + δ]. Entonces

x = Φ(s, a) = Φ
(
s− t′,Φ(t′, a)

)
.

Donde Φ(t′, a) ∈ Bt′ ⊆ Bt = Φ
(
[0, t] × A

)
. Así, existen s1 ∈ [0, t] y a1 ∈ A, tales que

Φ(t′, a) = Φ(s1, a1). Por lo tanto,

x = Φ(s, a) = Φ
(
s− t′,Φ(s1, a1)

)
= Φ(s− t′ + s1, a1).

Como 0 < s− t′ ≤ δ y 0 ≤ s1 ≤ t, entonces s− t′+s1 ∈ [0, t+δ] = [0, t′]. Por lo tanto, x ∈ Bt′ .

Como, por hipótesis, Bt′ ⊆ Bt, entonces x ∈ Bt. Así, Bt′+δ ⊆ Bt. Análogamente, mostramos

que Bt′+2δ ⊆ Bt, y en general, Bt′+kδ ⊆ Bt para cada k ≥ 0, entero. Por lo tanto, Bs ⊆ Bt

para cada s ≥ t.

Tenemos dos posibilidades: Bt = X o Bt 6= X.
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(a) Suponga que Bt = X. Entonces como Q+(Φ) 6= ∅, existe x ∈ Q+(Φ). Así, x ∈ X = Bt,

por lo tanto x = Φ(s, a), para algunos s ∈ [0, t] y a ∈ A. Si a ∈ P+(Φ) entonces, de (1.4),

x = Φ(s, a) ∈ P+(Φ). Pero, como x ∈ Q+(Φ), entonces a ∈ Q+(Φ). Así a ∈ Q+(Φ) ∩A.

(b) Suponga que Bt 6= X. Entonces Φ
(
[0, s] × A

)
⊆ Bt para cada s ≥ t. Entonces, para

cada a ∈ A tenemos que O+(a,Φ) ⊆ Bt. Entonces O+(a,Φ) ⊆ Bt = Bt  X. Así,

a ∈ Q+(Φ). Por lo tanto A ⊆ Q+(Φ).

En cualquier caso, (a) o (b), A ∩Q+(Φ) 6= ∅, y por lo tanto B ∩Q+(Φ) 6= ∅.

Supongamos que acontece (ii). Esto es, para cada t′, t ∈ R+, con t′ > t, se tiene que

Bt′ 6⊆ Bt. En particular, para cada n ∈ N, Bn 6⊆ Bn−1. Entonces, para cada n ∈ N, existe

ωn ∈ Bn tal que ωn 6∈ Bn−1. Así, ωn = Φ(tn, xn) para algunos xn ∈ A y tn ∈ (n − 1, n]. En

efecto, si tn ∈ [0, n− 1] se tendría que ωn ∈ Bn−1.

Como ωn = Φ
(
s,Φ(tn−s, xn)

)
para cada s ∈ [0, tn], y ωn 6∈ Bn−1 = Φ

(
[0, n−1]×A

)
, entonces

Φ(tn − s, xn) 6∈ A, para cada s ∈ [0, n− 1]. Por lo tanto,

Φ(r, xn) 6∈ A, para cada r ∈ [δn, tn], (3.5)

donde tn ∈ (n− 1, n], y δn = tn − (n− 1) ∈ (0, 1].

Por la compacidad de X, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe x0 ∈ A tal

que ĺımn→∞ xn = x0. Se cumple la siguiente a�rmación.

A�rmación 2. Si t ≥ 1, entonces Φ(t, x0) ∈ Ac.

Demostración de la A�rmación 2. Sea t ≥ 1. Por la continuidad de Φ,

Φ(t, x0) = ĺım
n→∞

Φ(t, xn).

Como tn ∈ (n − 1, n] para cada n ∈ N, existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 entonces tn ≥ t. Así,

t ∈ [δn, tn] para cada n ≥ n0. Por lo tanto, de (3.5), Φ(t, xn) ∈ X \ A ⊆ X \ A, para cada

n ≥ n0. Así,

Φ(t, x0) = ĺım
n→∞

Φ(t, xn) = ĺım
n→∞
n≥n0

Φ(t, xn) ∈ X \A.

Por lo tanto, Φ(t, x0) ∈ X \A para cada t ≥ 1.

Como Φ(t, x0) ∈ X \A para cada t ≥ 1, entonces

Φ
(
t− 1,Φ(1, x0)

)
= Φ(t, x0) ∈ X \A, para cada t ≥ 1
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Esto es, Φ
(
s,Φ(1, x0)

)
∈ X \A, para cada s ≥ 0. Por lo tanto,

O+

(
Φ(1, x0),Φ

)
⊆ X \A.

Entonces, como X \A es cerrado, O+

(
Φ(1, x0),Φ

)
⊆ X \A = X \A. Así,

Φ(1, x0) ∈ Q+(Φ).

Si x0 ∈ P+(Φ) entonces, de (1.4), se tendría que Φ(1, x0) ∈ P+(Φ). Por lo tanto x0 ∈ Q+(Φ),

y como x0 ∈ A, entonces A ∩Q+(Φ) 6= ∅.

Así, sea en el caso (i) o en el caso (ii), concluimos que B∩Q+(Φ) 6= ∅, para cada conjunto

abierto, no vacío, B en X. Por lo tanto, Q+(Φ) es denso en X.

Además, del Lema 10, tenemos que Q+(Φ) = X \ P+(Φ) es un Fσ-conjunto.

3.2. Acciones de N0 × N0 y densidad de puntos no transitivos

A continuación construiremos un homeomor�smo S : Y → Y , el cual posee un único

punto �jo, y tal que todos los demás puntos de Y tienen órbita densa, todo esto siguiendo la

prueba del Teorema 1 de [15]. A partir de ello, construimos una (N0 ×N0)-acción con puntos

no transitivos que no son densos.

Sea T : X → X un homeomor�smo de�nido sobre un conjunto de Cantor X (esto es, X

es un conjunto compacto, perfecto, totalmente disconexo, y metrizable), tal que para cada

x ∈ X, ambas semiórbitas, positiva y negativa, son densas en X. Por ejemplo, basta consi-

derar el homeomor�smo excepcional f : Σ → Σ obtenido en la Sección 2.2., y restringirlo al

conjunto no errante Ω(f).

Para cada x ∈ X asociamos x̂ = (x̂n)n∈Z ∈ XZ, donde x̂n = Tn(x), para cada n ∈ Z.

Consideremos el conjunto de sucesiones bilaterales

X̂ =
{
x̂ ∈ XZ;x ∈ X

}
.

Como X es un espacio métrico compacto, totalmente disconexo, cada punto x de X constituye

una componente conexa de X. Así, de la Proposición 1,

{x} =
⋂
A∈Cx

A,
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donde

Cx =
{
A ⊆ X;A es abierto y cerrado, y x ∈ A

}
,

para cada x ∈ X (ya que X es Hausdor�, más aún métrico, y compacto).

Proposición 7. Dado x′ ∈ X tal que x′ ∈ P−(T ) ∩ P+(T ), existe
{
Uk
}
k∈N, colección nume-

rable de conjuntos abiertos y cerrados a la vez, tal que

{x′} =
⋂
k∈N

Uk, donde U1 ⊇ U2 ⊇ U3 ⊇ · · · , (3.6)

Demostración. Tenemos que {x′} =
⋂
n∈NB(x′, 1/n). Sea n ∈ N. Como cada A en Cx′ es

cerrado, como X es compacto y
⋂
A∈Cx′

A = {x′} ⊆ B(x′, 1/n), entonces existen mn ∈ N, y

Ã1, Ã2, . . . , Ãmn ∈ Cx′ tales que
⋂mn
i=1 Ãi ⊆ B(x′, 1/n). De�niendo An =

⋂mn
i=1 Ãi, tenemos que

An ∈ Cx′ y An ⊆ B(x′, 1/n). Por lo tanto {x′} =
⋂
n∈NAn. Más aún, podemos suponer que

A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ · · · . Basta de�nir Ũ1 = A1, y Ũn = Ũn−1 ∩An para cada n ∈ N.

Fije x′ ∈ P+(T ) ∩ P−(T ). Entonces existe {Un}n∈N, colección de subconjuntos de X que

son abiertos y cerrados a la vez, tal que Un+1 ⊆ Un para cada n ∈ N, y {x′} =
⋂
n∈N Un.

Entonces para cada k ∈ N existen in�nitos j ∈ Z+ e in�nitos j ∈ Z− tales que T j(x′) ∈ Uk.

Sea (ni)i∈Z ⊆ Z la sucesión bilateral estrictamente creciente de�nida por

Tni(x′) ∈ U1, para cada i ∈ Z, donde n0 = mı́n
{
n ≥ 0;Tn(x′) ∈ U1

}
, y

si n ∈ Z y Tn(x′) ∈ U1, entonces n ∈ {ni}i∈Z.

Ahora, sea (ki)i∈Z ⊆ N ∪ {∞}, la sucesión de�nida por

ki = máx
{
k ≥ 1;Tni(x′) ∈ Uk

}
.

Observe que n0 = 0 puesto que x′ ∈ U1. Así, k0 = +∞ ya que Tn0(x′) = x′ ∈ Uk para todo

k ∈ N, de (3.6). Como T es un homeomor�smo minimal de�nido sobre un conjunto de Cantor

X (no numerable), entonces Per(T ) = ∅. En particular, para cada i 6= 0, Tni(x′) 6= x′, y

de (3.6) tenemos que existe k′ ∈ N tal que Tni(x′) 6∈ Uk para cada k ≥ k′. Así, ki ∈ N es

caracterizado, para cada i 6= 0, por

Tni(x′) ∈ Uki e T
ni(x′) 6∈ Uki+1.

Sea Xc = X ∪ {c}, donde c es un punto fuera de X tal que c es un punto aislado de Xc,

esto es, {c} es un conjunto abierto de Xc. Sea

y′ = . . . , c, c, c, c, c, x̂′[n0, n1)ck1 x̂′[n1, n2)ck2 x̂′[n2, n3)ck3 . . . (3.7)
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un elemento de (Xc)
Z, con in�nitos c's a izquierda, donde ck denota a un bloque de c's de

longitud k, esto es, c, c, . . . , c, c, (k veces); y donde x̂′[m,n) denota al siguiente bloque de la

órbita de x′,

Tm(x′), Tm+1(x′), . . . , Tn−2(x′), Tn−1(x′),

con m < n. En particular,

x̂′[n0, n1) = Tn0(x′), Tn0+1(x′), . . . , Tn1−2(x′), Tn1−1(x′),

donde el término subrayado Tn0(x′) está en la posición cero, esto es, (y′)0 = Tn0(x′).

Sea S : (Xc)
Z → (Xc)

Z es la función desplazamiento, de�nida por

S
(
(xn)n∈Z

)
= (xn+1)n∈Z, para cada (xn)n∈Z ∈ (Xc)

Z.

Considere el conjunto

Y =
{
Sn(y′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
, (3.8)

la cerradura de
{
Sn(y′)

}
n∈Z en la topología producto de (Xc)

Z. Observe que S es un homeo-

mor�smo, cuya inversa es de�nida por S−1
(
(zn)n∈Z

)
= (zn−1)n∈Z.

Observación 1. Observe que S(Y ) ⊆ Y , y que por lo tanto la restricción de S a Y , S|Y :

Y → Y , está bien de�nido. En efecto, sea w ∈ S(Y ). Así, w = S(y) para algún y ∈ Y . Para

cada abierto W ⊆ (Xc)
Z conteniendo S(y), tenemos que S−1(W ) es un abierto conteniendo

y, y entonces, como y ∈ Y , existe nW ∈ Z tal que SnW (y′) ∈ S−1(W ). Así, SnW+1(y′) ∈ W .

Por lo tanto,

W ∩
{
Sn(y′) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
6= ∅.

Entonces, S(y) ∈
{
Sn(y′) ∈ (Xc)Z; n ∈ Z

}
= Y . Análogamente, S−1(Y ) ⊆ Y . Por lo tanto,

considerando Y con la topología de subespacio heredada de la topología producto de (Xc)
Z,

tenemos que la restricción S|Y : Y → Y es un homeomor�smo. Por simplicidad, denotaremos

también por S : Y → Y a dicha restricción.

Así, está bien de�nido el homeomor�smo S : Y → Y , dado por

S
(
(xn)n∈Z

)
= (xn+1)n∈Z, para cada (xn)n∈Z ∈ Y. (3.9)
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3.2.1. Algunos hechos importantes del homeomor�smo S : Y → Y

1. El punto c = . . . , c, c, c, c, c, c, c, . . ., donde el término subrayado está en la posición cero,

pertenece a Y , y es un punto �jo de S : Y → Y .

Demostración. Para cada vecindad del tipo

W = · · · ×Xc ×Xc ×Xc × {c}N ×Xc ×Xc ×Xc × · · · , (3.10)

donde Xc está en la posición −1, y N ∈ N, existe n ≥ 1 su�cientemente grande tal que

S−n(y′) ∈W . De hecho, de (3.7),

S−n(y′) = . . . , c, c, c, c, c, c, c . . . , c, c, c, c, x̂′[n0, n1)ck1 x̂′[n1, n2)ck2 x̂′[n2, n3)ck3 . . . ,

donde c denota la posición 0, y c denota la posición n−1. Así, considerando n ≥ N obtenemos

que S−n(y′) ∈ W . Así, W ∩
{
Sm(y′);m ∈ Z

}
6= ∅. Observe que para cualquier vecindad W̃

de c, existe alguna vecindad W de c, como en (3.10) (con N su�cientemente grande), tal que

W ⊆ W̃ , ya que {c} es un conjunto abierto de Xc. Por lo tanto, c ∈
{
Sm(y′);m ∈ Z

}
= Y .

Por otro lado, es claro que S(c) = c.

2. Existen puntos en Y con in�nitos c a la izquierda, a saber, los puntos Sn(y′) para cada

n ∈ Z (desplazamientos de y′). Y existen puntos en Y con in�nitos c a la derecha.

Puesto que x ∈ P+(T ) ∩ P−(T ) para cada x ∈ X. A cada x ∈ X asociamos las sucesiones

bilaterales (nxi )i∈Z y (kxi )i∈Z de modo análogo a como fueron de�nidos para x′. Esto es, para

x ∈ X de�nimos (nxi )i∈Z ⊆ Z, una sucesión bilateral estrictamente creciente,

· · · < nx−2 < nx−1 < nx0 < nx1 < nx2 < · · · ,

tal que

Tn
x
i (x) ∈ U1, para cada i ∈ Z, donde nx0 = mı́n

{
n ≥ 0;Tn(x) ∈ U1

}
, y

si n ∈ Z y Tn(x) ∈ U1, entonces n ∈ {nxi }i∈Z, (3.11)

y de�nimos (kxi )i∈N ⊆ N ∪ {∞}, por

kxi = máx
{
k ≥ 1;Tn

x
i (x) ∈ Uk

}
, para cada i ∈ Z . (3.12)

En particular tenemos que ni = nx
′
i y ki = kx

′
i , para cada i ∈ Z.

A continuación presentamos un importante lema de aproximación.
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Lema 11. Para cada x ∈ X, y para cada I ⊂ Z, subconjunto �nito, con kxi < ∞ para cada

i ∈ I, existe algún conjunto abierto W de X, con x ∈W , tal que si z ∈W entonces nzi = nxi

y kzi = kxi , para cada i ∈ I.

Demostración. Sea x ∈ X. Sean (nxi )i∈Z y (kxi )i∈N las sucesiones asociadas a x. Supongamos

inicialmente que todos los kxi son �nitos (este es el caso cuando x ∈ X \O(x′, T )). Supongamos

que el conjunto de índices I sea I =
{

0, 1, 2, . . . , N
}
. Entonces Tn

x
i (x) ∈ U1 para cada i ∈ I;

y Tn(x) 6∈ U1 para cada n ∈
(
nxi , n

x
i+1

)
, e i ∈

{
0, 1, 2, . . . , N − 1

}
; y Tn(x) 6∈ U1 para cada

n ∈ [0, nx0). Así,

x ∈
(
Tn

x
i
)−1

(U1), para cada i ∈
{

0, 1, . . . , N
}
,

x ∈
⋂
n∈(nxi ,n

x
i+1)

(
Tn
)−1

(U c1), para cada i ∈
{

0, 1, . . . , N − 1
}
,

x ∈
⋂
n∈[0,nx0 )

(
Tn
)−1

(U c1).

Entonces,

x ∈

{
N⋂
i=0

(
Tn

x
i
)−1

(U1)

}
∩

 ⋂
n∈[0,nx0 )

(
Tn
)−1

(U c1)

 ∩
N−1⋂
i=0

 ⋂
n∈(nxi ,n

x
i+1)

(
Tn
)−1

(U c1)

 =: W1.

Por otro lado Tn
x
i (x) ∈ Ukxi y Tn

x
i (x) 6∈ Ukxi +1 para cada i ∈ {0, 1, . . . , N}. Así,

x ∈
N⋂
i=0

{(
Tn

x
i
)−1

(Ukxi ) ∩
(
Tn

x
i
)−1

(U ckxi +1)

}
=: W2.

Los conjuntos W1 y W2 son abiertos ya que Uj y U cj son abiertos para cada j ∈ N. Así

W = W1 ∩W2 es una vecindad de x, tal que si z ∈W , entonces

1) Tn
x
i (z) ∈ U1 para cada i ∈ {0, 1, . . . , N},

2) Tn(z) 6∈ U1 para cada n ∈
(
nxi , n

x
i+1

)
, y cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , N − 1},

3) Tn(z) 6∈ U1 para cada n ∈ [0, nx0).

De 1) y 2), tenemos que nx0 , n
x
1 , n

x
2 , . . . , n

x
N son elementos consecutivos de {nzi }i∈Z. De 1) y

3), nz0 = nx0 . Por lo tanto,

nzi = nxi , para cada i ∈ I = {0, 1, 2, . . . , N}.

Además, como z ∈W2 entonces kzi = kxi para cada i ∈ {0, 1, 2, . . . , N}.

Observe que todo subconjunto �nito de Z, está contenido en un subconjunto �nito de

enteros consecutivos.
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Lema 12. Dado y = (yi)i∈Z ∈ Y \{c}, entonces existe x ∈ X que aparece en la representación

de y, esto es, existe i ∈ Z tal que yi = x ∈ X. Además, y es la órbita de x, incrustada por

bloques �nitos de c's, y posiblemente algún bloque in�nito de c's.

Demostración. Como y = (yi)i∈Z ∈ Y \ {c}, entonces y ∈ (Xc)
Z \ {c}, y por lo tanto existe

i ∈ Z tal que yi ∈ X. Sea x = yi. Tenemos que yj ∈ Xc, para cada j ∈ Z. Así, o yj ∈ X o

yj = c, para cada j ∈ Z.

Supongamos que yi+1 ∈ X. Mostremos que yi+1 = T (x). Para cada n ∈ N, sea Vn la vecindad

de y dada por,

Vn = · · · ×Xc ×B1/n(x)×B1/n(yi+1)×Xc × · · · ,

donde el término subrayado está en la posición i. Como c es un punto aislado de Xc, existe

n0 ∈ N tal que si n ≥ n0, entonces B1/n(x) y B1/n(yi+1) no contiene c, así, B1/n(x) ⊂ X y

B1/n(yi+1) ⊂ X. Como y ∈ Y , existe yn ∈
{
Sj(y′) ∈ (Xc)

Z; j ∈ Z
}
∩ Vn. Así, existe in ∈ Z

tal que

T in(x′) ∈ B1/n(x) y T in+1(x′) ∈ B1/n(yi+1),

esto es, d
(
T in(x′), x

)
<

1

n
y d

(
T in+1(x′), yi+1

)
<

1

n
para cada n ≥ n0. Así,

ĺım
n→+∞

T in(x′) = x y ĺım
n→+∞

T in+1(x′) = yi+1.

De la continuidad de T , tenemos que T (x) = ĺımn→+∞ T
(
T in(x′)

)
= yi+1.

Análogamente, supongamos que yi+1 = · · · = yi+N = c y que yi+N+1 ∈ X. Así,

y = . . . , x, c, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
N veces

, yi+N+1, . . . ,

donde x = yi está en la posición i-ésima. Considere la vecindad Wn de y, dada por

Wn = · · · ×Xc ×B1/n(x)× {c}N ×B1/n(yi+N+1)×Xc × · · · ,

donde el término subrayado está en la posición i. Como c es un punto aislado de Xc, existe

n0 ∈ N tal que si n ≥ n0, entonces B1/n(x) y B1/n(yi+N+1) no contiene c. Como y ∈ Y ,

tenemos que existe yn ∈
{
Sj(y′) ∈ (Xc)

Z; j ∈ Z
}
∩Wn. Entonces, para cada n ≥ n0 existe

jn ∈ Z tal que

d
(
T jn(x′), x

)
<

1

n
y d

(
T jn+1(x′), yi+N+1

)
<

1

n
.
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Así, haciendo tender n a +∞, de la continuidad de T tenemos que yi+N+1 = T (x). Similar-

mente a izquierda de x obtenemos la órbita negativa de x (en ese caso usamos la continuidad

de T−1) incrustada por bloques de c's.

Hemos probado que, para cada ` ∈ Z,

si y` ∈ X y y`+1 ∈ X, entonces y`+1 = T (y`).

si y` ∈ X, y`+1 = y`+2 = · · · = y`+N = c y y`+N+1 ∈ X, entonces y`+N+1 = T (y`).

3. Para cada x ∈ X, de (3.11) y (3.12), tenemos de�nidas las sucesiones (nxi )i∈Z y (kxi )i∈Z,

donde nx0 = mı́n
{
n ≥ 0;Tn(x) ∈ U1

}
. Ahora de�namos la sucesión bilateral y(x) ∈ (Xc)

Z, de

la siguiente manera

1. Si x ∈ X \O(x′, T ), entonces

y(x) = . . . ck
x
−2 x̂[nx−2, n

x
−1)ck

x
−1 x̂[nx−1, n

x
0)ck

x
0 x̂[nx0 , n

x
1)ck

x
1 x̂[nx1 , n

x
2) . . . , (3.13)

donde todos los bloques ck
x
i son �nitos, puesto que x 6∈ O(x′, T ), y Tn(x) 6= x′ para

cada n ∈ Z.

2. Si x ∈ O(x′, T ) tal que x = T r(x′), con r ≥ 0, entonces

y(x) = . . . , c, c, c, x̂[nxi0 , n
x
i0+1)c

kxi0+1 x̂[nxi0+1, n
x
i0+2)c

kxi0+2 x̂[nxi0+2, n
x
i0+3)c

kxi0+3 . . . ,

(3.14)

donde Tn
x
i0 (x) = x′ (y por lo tanto nxi0 = −r ≤ 0). Observe que el bloque in�nito de c's

a izquierda corresponde al bloque ck
x
i0 , donde

kxi0 = máx
{
k ∈ N;T

nxi0 (x) ∈ Uk
}

= máx
{
k ∈ N;x′ ∈ Uk

}
= +∞.

3. Si x ∈ O(x′, T ) tal que x = T r(x′), con r < 0, entonces

y(x) = . . . c
kxi0−3 x̂[nxi0−3, n

x
i0−2)c

kxi0−2 x̂[nxi0−2, n
x
i0−1)c

kxi0−1 x̂[nxi0−1, n
x
i0), c, c, c, . . . , (3.15)

donde Tn
x
i0 (x) = x′ (y por lo tanto nxi0 = −r > 0). Observe que el bloque in�nito de c's

a derecha corresponde al bloque ck
x
i0 , donde

kxi0 = máx
{
k ∈ N;T

nxi0 (x) ∈ Uk
}

= máx
{
k ∈ N;x′ ∈ Uk

}
= +∞.

En los tres casos el término de la posición 0 es x, esto es,
(
y(x)

)
0

= x. En particular, en (3.7),

tenemos que y′ = y(x′).
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Lema 13. Sea x = T r(x′), para algún r ≥ 0. Entonces y(x) ∈
{
Sn(y′) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
,

esto es, y(x) es un desplazamiento de y′. Además, si x = T r(x′) para algún r < 0, entonces

y(x) ∈
{
Sn(y′′) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
, donde

y′′ = . . . , ck
x′
−3 x̂′[nx

′
−3, n

x′
−2)ck

x′
−2 x̂′[nx

′
−2, n

x′
−1)ck

x′
−1 x̂′[nx

′
−1, n

x′
0 − 1]c, c, c, c, c, . . . , (3.16)

y donde Tn
x′
0 −1(x′) está en la posición cero.

Demostración. Sea x ∈ O(x′, T ), entonces x = T r(x′) para algún r ∈ Z. Tenemos de�nida la

sucesión estrictamente creciente
(
nT

rx′
i

)
i∈Z tal que

Tn
Trx′
i (T rx′) ∈ U1, para cada i ∈ Z, donde nT rx′0 = mı́n

{
n ≥ 0;Tn(T rx′) ∈ U1

}
, y

si n ∈ Z y Tn(T rx′) ∈ U1, entonces n ∈
{
nT

rx′
i

}
i∈Z,

y
(
kT

rx′
i

)
i∈Z de�nida por

kT
rx′

i = máx
{
k ≥ 1;Tn

Trx′
i (T rx′) ∈ Uk

}
.

Como

nT
rx′

0 = mı́n
{
n ≥ 0;Tn(T rx′) ∈ U1

}
= mı́n

{
n ≥ 0;Tn+r(x′) ∈ U1

}
= mı́n

{
m ≥ r;Tm(x′) ∈ U1

}
− r = mı́n

{
m ≥ r;m ∈

{
nx
′
i

}
i∈Z

}
− r,

entonces nT
rx′

0 = nx
′
i0
− r para algún i0 ∈ Z, donde nx

′
i0
≥ r y nx′i0−1 < r.

También tenemos que {
nT

rx′
i

}
i∈Z =

{
n ∈ Z;Tn(T rx′) ∈ U1

}
=
{
n ∈ Z;Tn+r(x′) ∈ U1

}
=
{
n ∈ Z;n+ r ∈

{
nx
′
i

}
i∈Z

}
=
{
nx
′
i − r

}
i∈Z. (3.17)

Mostremos que nT
rx′

i = nx
′
i+i0
−r para cada i ∈ Z. De (3.17), nT rx′1 = nx

′
i1
−r para algún i1 ∈ Z.

Observe que como nT
rx′

1 > nT
rx′

0 , entonces nx
′
i1
> nx

′
i0
, y así i1 > i0. Si m ∈

(
nx
′
i0
, nx

′
i1

)
entonces

nT
rx′

0 + r < m < nT
rx′

1 + r, entonces nT
rx′

0 < m − r < nT
rx′

1 , por tanto m − r 6∈
{
nT

rx′
i

}
i∈Z,

y así m 6∈
{
nT

rx′
i + r

}
i∈Z

=
{
nx
′
i

}
i∈Z. Por lo tanto i1 = i0 + 1. Continuando de esa manera,

obtenemos que

nT
rx′

i = nx
′
i+i0 − r, para cada i ∈ Z . (3.18)

Comparemos kT
rx′

i con kx
′
i . De la de�nición de kT

rx′
i ,

kT
rx′

i = máx
{
k ≥ 1;Tn

Trx′
i

(
T rx′

)
∈ Uk

}
= máx

{
k ≥ 1;T

nx
′
i+i0 (x′) ∈ Uk

}
= kx

′
i+i0 .
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Observe que para i = −i0, tenemos que, como nx
′

0 = 0,

kT
rx′
−i0 = kx

′
0 = máx

{
k ≥ 1;Tn

x′
0 (x′) ∈ Uk

}
= máx

{
k ≥ 1;x′ ∈ Uk

}
= +∞.

Así, cada bloque de la forma ck
x
i x̂
[
nxi , n

x
i+1

)
, donde x = T rx′, tiene la siguiente forma

ck
x
i x̂
[
nxi , n

x
i+1

)
= ck

Trx′
i T̂ rx′

[
nT

rx′
i , nT

rx′
i+1

)
= c

kx
′
i+i0 T̂ rx′

[
nx
′
i+i0 − r, n

x′
i+1+i0 − r

)
= c

kx
′
i+i0 x̂′

[
nx
′
i+i0 , n

x′
i+1+i0

)
, (3.19)

ya que T `−r(T rx′) = T `(x′), para cada ` ∈
[
nx
′
i+i0

, nx
′
i+1+i0

)
, y para cada i ∈ Z. Observe que

en el caso que i = −i0, tenemos que

. . . , c, c, c, c, c, T̂ rx′
[
nT

rx′
−i0 , n

T rx′
−i0+1

)
= . . . , c, c, c, c, c, x̂′

[
nx
′

0 , n
x′
1

)
,

ya que en este caso kT
rx′
−i0 = +∞ y kx

′
0 = +∞. Así, en caso que r ≥ 0, nx−i0 = −r ≤ 0, y por

tanto

x ∈ x̂
[
nxi , n

x
i+1

)
= Tn

x
i (x), Tn

x
i +1(x), . . . , Tn

x
i+1−1(x) para algún i ≥ −i0,

y entonces,

y(x) = . . . , c, c, c, x̂[nx−i0 , n
x
−i0+1)c

kx−i0+1 x̂
[
nx−i0+1, n

x
−i0+2

)
c
kx−i0+2 x̂

[
nx−i0+2, n

x
−i0+3

)
c
kx−i0+3 . . .

= . . . , c, c, c, x̂′
[
nx
′

0 , n
x′
1

)
ck
x′
1 x̂′
[
nx
′

1 , n
x′
2

)
ck
x′
2 x̂′
[
nx
′

2 , n
x′
3

)
ck
x′
3 . . . ,

donde el término de la posición 0 es x = T r(x′). Esto muestra que y(x) es un desplazamiento

de y′ = y(x′).

En caso que r < 0, tenemos que nx−i0 = −r > 0. Por tanto

x ∈ x̂
[
nxi−1, n

x
i

)
= Tn

x
i−1(x), Tn

x
i−1+1(x), . . . , Tn

x
i −1(x) para algún i ≤ −i0,

y entonces, similarmente, de (3.19) tenemos que x̂[nxi−1, n
x
i )ck

x
i tiene la forma

x̂
[
nxi−1, n

x
i

)
ck
x
i = T̂ rx′

[
nT

rx′
i−1 , n

T rx′
i

)
ck
Trx′
i

= T̂ rx′
[
nx
′
i−1+i0 − r, n

x′
i+i0 − r

)
c
kx
′
i+i0

= x̂′
[
nx
′
i−1+i0 , n

x′
i+i0

)
c
kx
′
i+i0 . (3.20)

Y cuando i = −i0,

T̂ rx′
[
nT

rx′
−i0−1, n

T rx′
−i0

)
, c, c, c, c, c, . . . = x̂′

[
nx
′
−1, n

x′
0

)
, c, c, c, c, c, . . . ,
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ya que en este caso kT
rx′
−i0 = +∞ y kx

′
0 = +∞. Entonces

y(x) = . . . c
kx−i0−3 x̂

[
nx−i0−3, n

x
−i0−2

)
c
kx−i0−2 x̂

[
nx−i0−2, n

x
−i0−1

)
c
kx−i0−1 x̂

[
nx−i0−1, n

x
−i0
)
, c, c, c, . . .

= . . . , ck
x′
−3 x̂′

[
nx
′
−3, n

x′
−2

)
ck
x′
−2 x̂′

[
nx
′
−2, n

x′
−1

)
ck
x′
−1 x̂′

[
nx
′
−1, n

x′
0

)
c, c, c, . . . ,

donde el término de la posición 0 es x = T r(x′). Esto muestra que y(x) es un desplazamiento

de y′′.

Lema 14. Para cada x ∈ X \ O(x′, T ), y cada r ∈ Z. Si z = T r(x), entonces existe i0 ∈ Z

tal que

nzi + r = nxi+i0 y kzi = kxi+i0, para cada i ∈ Z .

Además, existe j ∈ Z tal que y(z) = Sj
(
y(x)

)
, esto es, y(z) es un desplazamiento de y(x).

Demostración. Sean x ∈ X \ O(x′, T ), r ∈ Z y z = T r(x), Como z ∈ X \ O(x′, T ) es un

punto positivamente y negativamente transitivo, como en (3.11), está de�nida la sucesión

estrictamente creciente (nzi )i∈Z ⊆ Z, con nz0 = mı́n
{
n ≥ 0;Tn(z) ∈ U1

}
, tal que

Tn
z
i (z) ∈ U1, para cada i ∈ Z, y (3.21)

si n ∈
⊎
i∈Z

(
nzi , n

z
i+1

)
entonces Tn(z) 6∈ U1. (3.22)

Además, como en (3.12), está de�nida la sucesión (kzi )i∈Z, tal que

kzi = máx
{
k ∈ N;Tn

z
i (z) ∈ Uk

}
.

Como z 6∈ O(x′, T ), entonces Tn
z
i (z) 6= x′ para cada i ∈ Z. Y dado que {x′} =

⋂
`∈N U`,

entonces kzi ∈ N para cada i ∈ Z.

Análogamente están de�nidas las sucesiones (nxi )i∈Z ⊆ Z, estrictamente creciente, con nx−1 <

0 ≤ nx0 , tal que

Tn
x
i (x) ∈ U1, para cada i ∈ Z; y (3.23)

si n ∈
⊎
i∈Z

(nxi , n
x
i+1) entonces Tn(x) 6∈ U1; (3.24)

y (kxi )i∈Z ⊆ N, donde kxi = máx
{
k ∈ N;Tn

x
i (x) ∈ Uk

}
. De (3.21), Tn

z
i+r(x) ∈ U1, para cada

i ∈ Z. Por lo tanto, de (3.23) y (3.24), existen i0, i′0 ∈ Z tales que nz0 + r = nxi0 y nz1 + r = nxi′0
.

Por lo tanto, i0 < i′0. Si n ∈
(
nxi0 , n

x
i′0

)
=
(
nz0 + r, nz1 + r

)
, entonces n− r ∈ (nz0, n

z
1). Por tanto,

de (3.22), Tn(x) = Tn−r(z) 6∈ U1. Así, i′0 = i0 + 1. Continuando de esta manera tenemos que
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nzi + r = nxi+i0 , para cada i ∈ Z. Por otro lado, para cada i ∈ Z,

kzi = máx
{
k ≥ 1;Tn

z
i (z) ∈ Uk

}
= máx

{
k ≥ 1;Tn

z
i+r(x) ∈ Uk

}
= máx

{
k ≥ 1;T

nxi+i0 (x) ∈ Uk
}

= kxi+i0 .

Cada bloque de la forma ck
z
i ẑ[nzi , n

z
i+1), que aparece en y(z), es tal que

ck
z
i ẑ[nzi , n

z
i+1) = c

kxi+i0 ẑ[nxi+i0 − r, n
x
i+1+i0 − r) = c

kxi+i0 x̂[nxi+i0 , n
x
i+1+i0),

ya que T `−r(z) = T `(x), para cada ` ∈ Z. Por lo tanto, cada bloque ck
z
i ẑ[nzi , n

z
i+1), de y(z),

es igual al bloque ck
x
i+i0 x̂

[
nxi+i0 , n

x
i+1+i0

)
, de y(x). Como

(
y(x)

)
0

= x y
(
y(z)

)
0

= z, entonces

existe j ∈ Z tal que Sj
(
y(x)

)
= y(z).

Lema 15. Para cada x ∈ X \O(x′, T ), tenemos que y(x) ∈ Y .

Demostración. Sea x ∈ X \O(x′, T ). Asociado a x tenemos las sucesiones (nxi )i∈Z y (kxi )i∈N,

donde todos los kxi son �nitos ya que Tn(x) 6= x′ para cada n ∈ Z, pues x 6∈ O(x′, T ). Asociado

a x tenemos la sucesión bilateral y(x) ∈ (Xc)
Z,

y(x) = . . . , ck
x
−2 x̂[nx−2, n

x
−1)ck

x
−1 x̂[nx−1, n

x
0)ck

x
0 x̂[nx0 , n

x
1)ck

x
1 x̂[nx1 , n

x
2), . . . ,

tal que
(
y(x)

)
0

= x Sea V ⊆ (Xc)
Z una vecindad de y(x) de la forma siguiente

V = . . . ,{c}k
x
−` V̂ [nx−`, n

x
−`+1) . . . {c}kx−1 V̂ [nx−1, n

x
0 − 1]{c}kx0 V̂ [nx0 , n

x
1),

{c}kx1 V̂ [nx1 , n
x
2) . . . {c}k

x
`−1 V̂ [nx`−1, n

x
` ), . . . ,

donde cada bloque {c}kxi V̂ [nxi , n
x
i+1) denota al producto

{c} × · · · × {c}︸ ︷︷ ︸
kxi -veces

×Vnxi × Vnxi +1 × · · · × Vnxi+1−1,

donde ` ∈ N, y cada Vj es un conjunto abierto de X (y por lo tanto, abiertos de Xc), tal que

T j(x) ∈ Vj , para cada j ∈
{
nx−`, . . . ,−1, 0, 1, . . . , nx`

}
. (3.25)

Además, Vnx0−1 está en la posición j0 y contiene a Tn
x
0−1(x). Mostremos que V contiene algún

elemento de
{
Sn(y′) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
. Como nxi y kxi son �nitos para cada i ∈ Z, del Lema

11, existe Vx, vecindad de x, tal que si z ∈ Vx, entonces

nzi = nxi y kzi = kxi , para cada i ∈
{
− `, . . . ,−1, 0, 1, . . . , `

}
.

Considere el conjunto abierto

W =

nx⋂̀
i=nx−`

T−i(Vi),
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el cual, por (3.25), es una vecindad de x. Dado que x′ ∈ P+(T ), existen r, r1, r2, . . . , r` ∈ N,

con r1 < r2 < · · · < r` < r, tales que T ri(x′) ∈ U1 para cada i ∈ {1, 2, . . . , `}, y z =

T r(x′) ∈ Vx ∩W . Entonces T−r(z) = x′ ∈ U1, y así −r = nzi0 , para algún i0 ∈ Z. Más aún,

T ri−r(z) = T ri(x′) ∈ U1, para cada i ∈ {1, 2, . . . , `}. Así,

−r < r1 − r < r2 − r < · · · < r`−1 − r < r` − r < 0,

y rj − r = nzij para algún ij ∈ Z. Por lo tanto,

nzi0 < nzi1 < nzi2 < · · · < nzi` < 0 ≤ nz0.

Así, i0 < −`. Además kzi0 = máx
{
k ≥ 1;T

nzi0 (z) ∈ U1

}
= máx

{
k ≥ 1;x′ ∈ U1

}
= +∞. Por

lo tanto

y(z) = c∞, . . . , ck
z
−` ẑ[nz−`, n

z
−`+1), . . . , ck

z
−1 ẑ[nz−1, n

z
0)ck

z
0 ẑ[nz0, n

z
1) . . . ck

z
`−1 ẑ[nz`−1, n

z
` ) . . .

= c∞, . . . , ck
x
−` ẑ[nx−`, n

x
−`+1), . . . , ck

x
−1 ẑ[nx−1, n

x
0)ck

x
0 ẑ[nx0 , n

x
1) . . . ck

x
`−1 ẑ[nx`−1, n

x
` ) . . . ,

donde c∞ denota al bloque in�nito de c's. Por lo tanto, existe j ∈ Z tal que

Sj
(
y(z)

)
= . . . , ck

x
−` ẑ[nx−`, n

x
−`+1), . . . , ck

x
−1 ẑ[nx−1, n

x
0 − 1]ck

x
0 ẑ[nx0 , n

x
1) . . . ck

x
`−1 ẑ[nx`−1, n

x
` ) . . . ,

donde el término subrayado está en la posición j0. Así, Sj
(
y(z)

)
∈ V , ya que

ck
x
i ẑ[nxi , n

x
i+1) ∈ {c}kxi V̂ [nxi , n

x
i+1)

para cada i ∈ {−`.− ` + 1, . . . , `− 1}, pues z ∈ W . Por otro lado, del Lema 13, como r > 0

entonces y(z) = y
(
T rx′

)
es un desplazamiento de y′. Por lo tanto,

Sj
(
y(z)

)
∈
{
Sn(y′) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
∩ V.

Entonces, y(x) ∈
{
Sn(y′) ∈ (Xc)Z; n ∈ Z

}
= Y .

Análogamente, puesto que también x′ ∈ P−(T ), podemos concluir que: si x ∈ X \ O(x′, T ),

entonces tenemos que y(x) ∈
{
Sn(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

Lema 16. Tenemos que y′′, de�nido en (3.16), pertenece a Y .

Observación 2. Cuando Tn
x
i (x) = x′, tenemos que kxi = +∞ y produce un bloque in�nito de

c's, ck
x
i . Dado k ∈ N, cualquiera, sea r ∈ N tal que T r(x′) ∈ Uk ⊆ U1. Entonces, n

T rx′
0 = 0,

pues T rx′ ∈ U1, y k
T rx′
0 = máx

{
t ∈ N;T 0(T rx′) ∈ Ut

}
≥ k, puesto que T rx′ ∈ Uk.
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Demostración. Sea V una vecindad de y′′ de la forma siguiente

V =(Xc)
∞{c}k

x′
−` V̂

[
nx
′
−`, n

x′
−`+1

)
. . . {c}kx

′
−2 V̂

[
nx
′
−2, n

x′
−1

)
{c}kx

′
−1 V̂

[
nx
′
−1, n

x′
0 − 1

]
{c}k(Xc)

∞,

donde `, k ∈ N, y cada bloque {c}k
x′
j V̂
[
nx
′
j , n

x′
j+1

)
representa al producto

{c} × · · · × {c}︸ ︷︷ ︸
kx
′
j -veces

×V
nx
′
j
× V

nx
′
j +1
× · · · × V

nx
′
j+1−1

donde los Vi son abiertos de X, y por lo tanto abiertos de Xc; el término subrayado V
nx
′

0 −1

está en la posición cero, y

T i
(
x′
)
∈ Vi para cada i ∈

{
nx
′
−`, n

x′
−` + 1, . . . , nx

′
0 − 1

}
. (3.26)

Mostremos que V contiene elementos de
{
Sn(y′) ∈ (Xc)

Z; n ∈ Z
}
. Como los kx

′
i son �nitos

para cada i ∈ {−`, . . . ,−2,−1}, del Lema 11, existe Vx′ , vecindad de x′, tal que si z ∈ Vx′ ,

entonces

nzi = nx
′
i , para cada i ∈

{
− `,−(`− 1), . . . ,−2,−1, 0

}
, y

kzi = kx
′
i , para cada i ∈

{
− `,−(`− 1), . . . ,−2,−1

}
.

De la Observación 2, tenemos que si z ∈ Uk entonces nz0 = 0 y kz0 ≥ k. Considere el conjunto

abierto

W2 =

nx
′

0 −1⋂
i=nx

′
−`

T−i(Vi),

el cual contiene a x′, de (3.26). Así,

W = Vx′ ∩ Uk ∩W2

es una vecindad de x′. Puesto que x′ ∈ P−(T ) ∩ P+(T ) existen r, r1, . . . , r` ∈ N, con

r1 < r2 < · · · < r` < r,

tales que x = T r(x′) ∈W , y

T ri
(
x′
)
∈ U1, para cada i ∈

{
1, 2, . . . , `

}
Así, x ∈ W , T ri−r(x) ∈ U1 para cada i ∈

{
1, 2, . . . , `

}
, y T−r(x) = x′ ∈ U1. Por lo tanto,

existen i0, i1, . . . , i` ∈ Z tales que −r = nxi0 y rj − r = nxij , para cada j ∈
{

1, 2, . . . , `
}
. Así,

nxi0 < nxi1 < nxi2 < · · · < nxi` < 0 = nx0 .
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Así, tenemos que i0 < −`, ck
x
i0 es un bloque in�nito de c's puesto que Tn

x
i0 (x) = x′ ∈ Ur para

cada r ∈ N; y kx0 ≥ k, ya que Tn
x
0 (x) = x ∈ Uk. Además, como x ∈ Vx′ , entonces

y(x) = c∞, . . . , ck
x
−` x̂[nx−`, n

x
−`+1), . . . , ck

x
−2 x̂[nx−2, n

x
−1)ck

x
−1 x̂[nx−1, n

x
0)ck

x
0 . . .

= c∞, . . . , ck
x′
−` x̂
[
nx
′
−`, n

x′
−`+1

)
, . . . , ck

x′
−2 x̂
[
nx
′
−2, n

x′
−1

)
ck
x′
−1 x̂
[
nx
′
−1, n

x′
0

)
ck
x
0 . . . , (3.27)

donde el término de la posición cero es x. Por lo tanto, existe j ∈ Z tal que

Sj
(
y(x)

)
= . . . ck

x′
−` x̂
[
nx
′
−`, n

x′
−`+1

)
, . . . , ck

x′
−2 x̂
[
nx
′
−2, n

x′
−1

)
ck
x′
−1 x̂
[
nx
′
−1, n

x′
0 − 1

]
ck
x
0 . . . ,

donde el término subrayado está en la posición cero, y kx0 ≥ k. Así, Sj
(
y(x)

)
∈ V , ya que

T i(x) ∈ Vi para cada i ∈
[
nx
′
−`, n

x′
0 − 1

]
,

puesto que x ∈W ⊆W2.

Además, del Lema 13, y(x) = y
(
T rx′

)
es un desplazamiento de y′. Así,

Sj
(
y(x)

)
∈
{
Sn(y′) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
.

Entonces, y′′ ∈
{
Sn(y′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
= Y .

4. Mostremos el siguiente lema, el cual brinda más información que el Lema 12.

Lema 17. Si y ∈ Y \ {c} entonces y es el desplazamiento de y(ω) para algún ω ∈ X, esto es,

Y \ {c} ⊆
{
Sn
(
y(ω)

)
∈ (Xc)

Z;n ∈ Z y ω ∈ X
}
,

donde y(ω) es de�nido como en (3.13), si ω ∈ X \ O(x′, T ); como en (3.14), si ω = T r(x′),

para algún r ≥ 0; o como en (3.15), si ω = T r(x′), para algún r < 0.

Demostración. Sea y ∈ Y \ {c}, entonces por el Lema 12, y es la órbita de ω incrustada por

bloques de c's, donde ω ∈ X tal que ω = yj0 , para algún j0 ∈ Z. Pero los bloques de c's que

aparecen en y respetan los �espacios adecuados� ?

Sea ck un bloque �nito de c's que aparece en y entre T i−1(ω) y T i(ω), esto es,

y = . . . , T i−1(ω), c, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
k veces

, T i(ω), . . . ,

para algún i ∈ Z, donde T i(ω) está en la posición l0.

Mostremos que T i(ω) ∈ U1. En efecto, para cada m ∈ N, sea Wm la vecindad de y dada por,

Wm = · · · ×Xc ×Xc ×B1/m

(
T i−1(ω)

)
× {c}k ×B1/m

(
T i(ω)

)
×Xc ×Xc × · · · ,
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donde B1/m

(
T i(ω)

)
y B1/m

(
T i−1(ω)

)
son bolas abiertas en X, y por lo tanto conjuntos

abiertos en Xc, y el término subrayado B1/m

(
T i(ω)

)
está en la posición l0. Como y ∈ Y ,

entonces para cada m ∈ N existe zm ∈
{
Sq(y′); q ∈ Z

}
∩Wm, esto es, existe im ∈ N tal que

zm = c∞, . . . , Tnim−1(x′), ckim , Tnim (x′), . . . ∈
{
Sq(y′); q ∈ Z

}
∩Wm,

donde Tnim (x′) está en la posición l0, nj = nx
′
j y kj = kx

′
j para cada j ∈ Z. Por lo tanto,

Tnim (x′) ∈ U1 para cada m ∈ N, y (3.28)

kim = k para cada m ∈ N. (3.29)

Como ĺımm→∞ T
nim (x′) = T i(ω), puesto que Tnim (x′) ∈ B1/m

(
T i(ω)

)
, y ya que U1 es cerrado,

tenemos que, de (3.28), T i(ω) ∈ U1.

Más aún, de (3.29),

Tnim (x′) ∈ Uk y Tnim (x′) 6∈ Uk+1, para cada m ∈ N.

Entonces Tnim (x′) ∈ Uk\Uk+1 para cadam ∈ N. Además, puesto que Uk\Uk+1 es un conjunto

cerrado, tenemos que T i(ω) = ĺımn→∞ T
nim (x′) ∈ Uk \Uk+1. Así, por de�nición tenemos que

existe j0 ∈ Z tal que i = nωj0 , y

kωj0 = máx
{
p ∈ N;T

nωj0 (ω) ∈ Up
}

= k.

Por lo tanto,

y = . . . , T i−1(ω), c, c, . . . , c︸ ︷︷ ︸
k veces

, T i(ω), . . . = . . . , T
nωj0
−1

(ω), c
kωj0 , T

nωj0 (ω), . . .

Así, si todos los bloques de c's que aparecen en y son bloques �nitos, entonces

y = . . . c
kωj0−2ω̂

[
nωj0−2, n

ω
j0−1

)
c
kωj0−1ω̂

[
nωj0−1, n

ω
j0

)
c
kωj0 ω̂

[
nωj0 , n

ω
j0+1

)
c
kωj0+1ω̂

[
nωj0+1, n

ω
j0+2

)
. . . ,

donde Tn
ω
j0 (ω) está en la posición l0. Por lo tanto, y = Sr0

(
y(ω)

)
para algún r0 ∈ Z, donde

ω 6∈ O(x′, T ), ya que kωj ∈ N para cada j ∈ Z.

En caso que y tenga un bloque in�nito de c's a izquierda, esto es,

y = . . . , c, c, c, c, c, T iω, . . . ,

para algún i ∈ Z, donde T iω está en la posición l0. Para cada m ∈ N, sea Vm la vecindad de

y dada por,

Vm = · · · ×Xc × {c}m ×B1/m(T iω)×Xc × · · · ,
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donde B1/m(T iω) está en la posición l0, y donde B1/m(T iω) es una bola abierta en X (y por

lo tanto un conjunto abierto de Xc). Como y ∈ Y =
{
Sq(y′) ∈ (Xc)Z; q ∈ Z

}
, entonces para

cada m ∈ N existe zm ∈ Vm ∩
{
Sq(y′); q ∈ Z

}
, esto es, existe im ∈ Z, con im ≥ 0, tal que

zm = c∞, . . . , ckim , Tnim (x′), . . . ∈ Vm ∩
{
Sq(y′); q ∈ Z

}
, (3.30)

donde Tnim (x′) está en la posición l0, kim = kx
′
im

y nim = nx
′
im
. Por lo tanto, Tnim (x′) ∈ U1 y

kim ≥ m. Así, Tnim (x′) ∈ Um para cada m ∈ N. Por lo tanto, para cada r ∈ N,

si m ≥ r entonces Tnim (x′) ∈ Um ⊆ Ur. (3.31)

De (3.30), ĺımm→∞ T
nim (x′) = T i(ω). Y puesto que cada Ur es cerrado, de (3.31), tenemos

que

T i(ω) = ĺım
m→∞

Tnim (x′) = ĺım
m→∞
m≥r

Tnim (x′) ∈ Ur = Ur,

para cada r ∈ N. Así, T i(ω) ∈
⋂
r∈N Ur = {x′}. Por ende, T i(ω) = x′ ∈ U1. Por lo tanto,

existe i0 ∈ Z tal que i = nωi0 . Así, T
nωi0 (ω) = x′ y kωi0 =∞. Si ` > i0 entonces Tn

ω
` (ω) 6= x′, y

por lo tanto kω` ∈ N. Así,

y = . . . , c, c, c, c, ω̂
[
nωi0 , n

ω
i0+1

)
c
kωi0+1ω̂

[
nωi0+1, n

ω
i0+2

)
c
kωi0+2 , . . . ,

donde Tn
ω
i0 (ω) está en la posición l0. Así, y es un desplazamiento de y(ω), con ω ∈ O(x′, T ).

Observe que i = nωi0 ≤ 0 ya que ω aparece en la representación de y.

Análogamente, en caso que y tenga un bloque in�nito de c's a derecha, esto es,

y = . . . , T iω, c, c, c, c, c, . . . ,

para algún i ∈ Z, donde T iω está en la posición l0. Para cada m ∈ N, sea Vm la vecindad de

y dada por,

Vm = · · · ×Xc ×B1/m(T iω)× {c}m ×Xc × · · · ,

donde B1/m(T iω) está en la posición l0, y donde B1/m(T iω) es una bola abierta en X (y por

lo tanto un conjunto abierto de Xc). Como y ∈ Y =
{
Sq(y′) ∈ (Xc)Z; q ∈ Z

}
, entonces para

cada m ∈ N existe zm ∈ Vm ∩
{
Sq(y′); q ∈ Z

}
, esto es, existe im ∈ Z, con im ≥ 1, tal que

zm = c∞, . . . , Tnim−1(x′), ckim , Tnim (x′), . . . ∈ Vm ∩
{
Sq(y′); q ∈ Z

}
, (3.32)

donde Tnim−1(x′) está en la posición l0, kim = kx
′
im

y nim = nx
′
im
. Por lo tanto, Tnim (x′) ∈ U1

y kim ≥ m. Así, Tnim (x′) ∈ Um para cada m ∈ N. Por lo tanto, para cada r ∈ N,

si m ≥ r entonces Tnim (x′) ∈ Um ⊆ Ur. (3.33)
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De (3.32), ĺımm→∞ T
nim−1(x′) = T i(ω). Por lo tanto, ĺımm→∞ T

nim (x′) = T i+1(ω). Y puesto

que cada Ur es cerrado, de (3.33), tenemos que

T i+1(ω) = ĺım
m→∞

Tnim (x′) = ĺım
m→∞
m≥r

Tnim (x′) ∈ Ur = Ur,

para cada r ∈ N. Así, T i+1(ω) ∈
⋂
r∈N Ur = {x′}. Por ende, T i+1(ω) = x′ ∈ U1. Por lo tanto,

existe i0 ∈ Z tal que i+1 = nωi0 . Así, T
nωi0 (ω) = x′ y kωi0 =∞. Si ` < i0 entonces Tn

ω
` (ω) 6= x′,

y por lo tanto kω` ∈ N. Así,

y = . . . , c
kωi0−2ω̂

[
nωi0−2, n

ω
i0−1

)
c
kωi0−1ω̂

[
nωi0−1, n

ω
i0 − 1

]
, c, c, c, c, . . . ,

donde Tn
ω
i0
−1

(ω) está en la posición l0. Así, y es un desplazamiento de y(ω), con ω ∈ O(x′, T ).

Observe que i+ 1 = nωi0 > 0 ya que ω aparece en la representación de y.

Por lo tanto, los bloques de c's que aparecen en y respetan los �espacios adecuados�.

5. Mostraremos que cada punto de Y diferente del punto �jo c tiene órbita densa respecto de

S : Y → Y . Para ello será importante el siguiente lema.

Lema 18. Tenemos que Y =
{
Sn(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

Demostración. Del Lema 16, tenemos que y′′ ∈ Y . Por lo tanto{
Sn(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
⊆ Y.

Mostremos que Y ⊆
{
Sn(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

Sea y ∈ Y . Supongamos que y = c = . . . , c, c, c, c, c, c, c, . . . Dado V , vecindad de c, de la

forma

V = · · · ×Xc ×Xc × {c}m ×Xc ×Xc × · · · ,

donde m ∈ N, y Xc está en la posición i0 ∈ Z. De la de�nición de y′′, en (3.16), existe j0 ∈ Z

tal que

Sj0(y′′) = . . . , ck
x′
−2 x̂′

[
nx
′
−2, n

x′
−1

)
ck
x′
−1 x̂′

[
nx
′
−1, n

x′
0 − 1

]
, c, c, c, c, c, . . . ,

donde Tn
x′
0 −1(x′) está en la posición i0. Por lo tanto, Sj0(y′′) ∈ V . Así, puesto que cada

vecindad de c contiene alguna vencindad V con m su�cientemente grande, tenemos que

y = c ∈
{
Sn(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

Supongamos que y ∈ Y \ {c}, entonces existe i ∈ Z tal que yi ∈ X. Sea x = yi. Del Lema

17, existe j1 ∈ Z tal que y = Sj1
(
y(x)

)
. Para mostrar que y ∈

{
Sn(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
, es

su�ciente probar que

y(x) ∈
{
Sn(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.
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Caso 1. Supongamos que x ∈ X \O(x′, T ). Entonces,

y(x) = . . . , ck
x
−2 x̂[nx−2, n

x
−1)ck

x
−1 x̂[nx−1, n

x
0)ck

x
0 x̂[nx0 , n

x
1)ck

x
1 x̂[nx1 , n

x
2), . . . ,

donde Tn
x
0 (x) está en la posición i1 ∈ Z, y kxi es �nito para cada i ∈ Z. Sea V , vecindad de

y(x), dada por

V = (Xc)
∞{c}k

x
−` V̂ [nx−`, n

x
−`+1) . . . {c}kx−1 V̂ [nx−1, n

x
0){c}kx0 V̂ [nx0 , n

x
1)

{c}kx1 V̂ [nx1 , n
x
2) . . . {c}k

x
`−1 V̂ [nx`−1, n

x
` )(Xc)

∞, (3.34)

donde ` ∈ N, y cada bloque {c}kxi V̂ [nxi , n
x
i+1) representa a

{c} × · · · × {c}︸ ︷︷ ︸
kxi -veces

×Vnxi × Vnxi +1 × · · · × Vnxi+1−1,

donde los Vi son abiertos de X, y por ende abiertos de Xc; y

T i(x) ∈ Vi para cada i ∈ [nx−`, n
x
` ]. (3.35)

Además, Vnx0 está en la posición i1. Sea

W2 =

nx`−1⋂
i=nx−`

T−i(Vi).

Este es un conjunto abierto que contiene a x, de (3.35). Como kxi es �nito para cada i ∈ [−`, `].

Del Lema 11, existe W1, vecindad de x tal que para cada z ∈W1,

nxi = nzi y kxi = kzi para cada i ∈ [−`, `]. (3.36)

Como x′ ∈ P−(T ) ∩ P+(T ), existe e ∈ N (su�cientemente grande, con e > nx` ) tal que

λ = T−e(x′) ∈ W1 ∩W2. Por lo tanto, T e(λ) = x′. Así, existe u ∈ Z tal que e = nλu. Como

λ ∈W1, de (3.36),

y(λ) = . . . ck
λ
−` λ̂
[
nλ−`, n

λ
−`+1

)
. . . ck

λ
−1 λ̂
[
nλ−1, n

λ
0

)
ck
λ
0 λ̂
[
nλ0 , n

λ
1

)
. . . ck

λ
`−1 λ̂

[
nλ`−1, n

λ
`

)
. . . c∞

= . . . ck
x
−` λ̂[nx−`, n

x
−`+1) . . . ck

x
−1 λ̂[nx−1, n

x
0)ck

x
0 λ̂[nx0 , n

x
1) . . . ck

x
`−1 λ̂[nx`−1, n

x
` ) . . . c∞, (3.37)

donde λ está en la posición cero, con nλ−1 < 0 ≤ nλ0 . Y c∞ denota a un bloque in�nito de

c's a la derecha, correspondiente a ck
λ
u , con kλu = ∞ (puesto que Tn

λ
u(λ) = x′). Observe que

nλu = e > nx` = nλ` , y por lo tanto u > `. Así, el bloque in�nito c∞ = ck
λ
u está a la derecha de

ck
λ
` .

De (3.37), existe i2 ∈ Z tal que

Si2
(
y(λ)

)
= . . . ck

x
−` λ̂[nx−`, n

x
−`+1) . . . ck

x
−1 λ̂[nx−1, n

x
0)ck

x
0 λ̂[nx0 , n

x
1) . . . ck

x
`−1 λ̂[nx`−1, n

x
` ) . . . c∞,

60



donde Tn
x
0 (λ) está en la posición i1. Así, Si2

(
y(λ)

)
∈ V ya que λ ∈ W2. Por otro lado, del

Lema 13, como λ = T−e(x′) con e ∈ N, entonces

y(λ) = Si3(y′′) para algún i3 ∈ Z .

Así, Si2+i3(y′′) = Si2
(
y(λ)

)
∈ V . Por lo tanto, V ∩

{
Sn(y′′) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
6= ∅. Así,

y(x) ∈
{
Sn(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
,

puesto que cada vecindad de y(x) contiene alguna vecindad del tipo V en (3.34), con ` su�-

cientemente grande.

Caso 2. Supongamos que x = T r(x′) para algún r ≥ 0. En este caso,

y(x) = . . . , c, c, c, x̂[nxi0 , n
x
i0+1)c

kxi0+1 x̂[nxi0+1, n
x
i0+2)c

kxi0+2 x̂[nxi0+2, n
x
i0+3)c

kxi0+3 , . . . ,

donde Tn
x
i0 (x) está en la posición l0, T

nxi0 (x) = x′, con nxi0 = −r, y por lo tanto kxi0 =∞. Sea

V una vecindad de y(x) dada por

V =(Xc)
∞{c}mV̂ [nxi0 , n

x
i0+1){c}k

x
i0+1 V̂ [nxi0+1, n

x
i0+2){c}k

x
i0+2 · · ·

· · · V̂ [nxi0+`−1, n
x
i0+`){c}

kxi0+`(Xc)
∞, (3.38)

donde cada bloque V̂ [nxi , n
x
i+1){c}kxi+1 denota a

Vnxi × Vnxi +1 × · · · × Vnxi+1−1 × {c} × · · · × {c}︸ ︷︷ ︸
kxi+1-veces

donde los Vi son conjuntos abiertos de X, tales que

T i(x) ∈ Vi para cada i ∈ [nxi0 , n
x
i0+` − 1]. (3.39)

Y Vnxi0
está en la posición l0. Sea

W2 =

nxi0+`
−1⋂

i=nxi0

T−i(Vi).

Este es un conjunto abierto de X que contiene a x, de (3.39). Como kxi es �nito para cada

i ∈ [i0 + 1, i0 + `]. Del Lema 11, existe W1, vecindad de x, tal que si z ∈W1 entonces

nxi = nzi para cada i ∈ [i0, i0 + `], y

kxi = kzi para cada i ∈ [i0 + 1, i0 + `].
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Como Tn
x
i0 (x) = x′ ∈ Um. De la continuidad de Tn

x
i0 , existe W3, vecindad de x, tal que si

ω ∈ W3 entonces Tn
x
i0 (ω) ∈ Um. Como x′ ∈ P−(T ) ∩ P+(T ), existe e ∈ N, con e > nxi0+`, tal

que λ = T−e(x′) ∈W1∩W2∩W3. Así, kxi = kλi para cada i ∈ [i0+1, i0+`], y nxi = nλi para cada

i ∈ [i0, i0 + `]. En particular, nλi0 = nxi0 , y como λ ∈ W3, entonces T
nλi0 (λ) = T

nxi0 (λ) ∈ Um.

Por lo tanto, kλi0 ≥ m. Así,

y(λ) = . . . c
kλi0 λ̂

[
nλi0 , n

λ
i0+1

)
c
kλi0+1 λ̂

[
nλi0+1, n

λ
i0+2

)
c
kλi0+2 . . . λ̂

[
nλi0+`−1, n

λ
i0+`

)
c
kλi0+` . . . c∞

= . . . cmλ̂[nxi0 , n
x
i0+1)c

kxi0+1 λ̂[nxi0+1, n
x
i0+2)c

kxi0+2 . . . λ̂[nxi0+`−1, n
x
i0+`)c

kxi0+` . . . c∞, (3.40)

donde λ está en la posición cero, y c∞ está a la derecha de ck
λ
i0+` . En efecto, como T e(λ) = x′

entonces existe u ∈ Z tal que e = nλu y kλu = ∞. Así, nλu = e > nxi0+` = nλi0+`, y por lo tanto

u > i0 + `.

De (3.40), existe j1 ∈ Z tal que

Sj1
(
y(λ)

)
= . . . cmλ̂[nxi0 , n

x
i0+1)c

kxi0+1 λ̂[nxi0+1, n
x
i0+2)c

kxi0+2 . . . λ̂[nxi0+`−1, n
x
i0+`)c

kxi0+` . . . c∞,

donde Tn
x
i0 (λ) está en la posición l0. Así, Sj1

(
y(λ)

)
∈ V ya que λ ∈ W2. Además, del Lema

13, como λ = T−e(x′) y e ∈ N, entonces y(λ) = Sj2(y′′) para algún j2 ∈ Z. Así,

Sj1+j2(y′′) = Sj1
(
y(λ)

)
∈ V.

Por lo tanto, V ∩
{
Sn(y′′);n ∈ Z

}
6= ∅. Así, puesto que cada vecindad de y(x) contiene alguna

vecindad del tipo V en (3.38), con ` su�cientemente grande, entonces y(x) ∈
{
Sn(y′′);n ∈ Z

}
.

Caso 3. Supongamos que x = T r(x′) para algún r entero, con r < 0. Entonces, del Lema 13,

y(x) = Sj1(y′′) para algún j1 ∈ Z .

Por lo tanto, y(x) ∈
{
Sn(y′′) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
⊆
{
Sn(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

3.2.2. Construcción de una (N0 × N0)-acción con puntos no transitivos no

densos

A continuación establecemos que el homeomor�smo S : Y → Y , de�nido en (3.9), posee

un único punto �jo, y todos los demás puntos de Y tienen órbita densa. A partir de ello,

construimos una (N0 × N0)-acción con puntos no transitivos no densos. De la Sección 3.2.1.

tenemos que c ∈ Y es un punto �jo de S. Además, del teorema siguiente, todo punto de Y

diferente de c tiene órbita densa en Y .
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Proposición 8. Si y ∈ Y \ {c} entonces O(y, S) = Y , donde

O(y, S) =
{
Sn(y) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
.

Demostración. Sea y ∈ Y \ {c}. Entonces O(y, S) ⊆ Y . Por lo tanto,

O(y, S) ⊆ Y = Y.

Mostremos la inclusión recíproca, Y ⊆ O(y, S).

Como y ∈ Y \ {c} ⊂ (Xc)
Z \ {c}. Entonces existe i ∈ Z tal que yi ∈ X. Así, yi 6= c. Sea

x = yi. Del Lema 17 tenemos que

y = Sp
(
y(x)

)
, para algún p ∈ Z . (3.41)

Observe que como
(
y(x)

)
0

= x y x = yi =
(
Sp(y(x))

)
i

=
(
y(x)

)
i+p

, entonces p = −i.

Supongamos que x ∈ X \O(x′, T ). Esto garantiza que todos los bloques de c's que aparecen

en y(x) son �nitos, esto es, para cada i ∈ Z, kxi ∈ N.

Mostremos que Y ⊆ O(y, S). Sea y1 un elemento cualquiera de Y . Veamos que cualquier

vecindad de y1 contiene elementos de O(y, S).

Supongamos que y1 = c = . . . , c, c, c, c, c, c, c, . . .. Dada la vecindad V de c,

V = · · · ×Xc ×Xc × {c}N ×Xc ×Xc × · · · , (3.42)

donde Xc está en la posición i0, y donde N ∈ N es tan grande como se quiera. De la tran-

sitividad de x, existe n ∈ N tal que z = Tn(x) ∈ UN . Así, nz0 = 0 y kz0 ≥ N , y por lo

tanto

y(z) = . . . , ck
z
−2 ẑ[nz−2, n

z
−1)ck

z
−1 ẑ[nz−1, n

z
0)ck

z
0 ẑ[nz0, n

z
1) . . .

= . . . , ck
z
−2 ẑ[nz−2, n

z
−1)ck

z
−1 ẑ[nz−1, n

z
0) c, c, . . . , c, c︸ ︷︷ ︸

kz0 veces

ẑ[nz0, n
z
1) . . . ,

donde Tn
z
0(z) está en la posición 0. Por lo tanto, existe j ∈ Z tal que

Sj
(
y(z)

)
= . . . , ck

z
−1 ẑ[nz−1, n

z
0 − 1] c, c, . . . , c, c︸ ︷︷ ︸

kz0 veces

ẑ[nz0, n
z
1), . . .

pertenece a V . Y del Lema 14, tenemos que como z = Tn(x), entonces y(z) = Sp
′(
y(x)

)
para

algún p′ ∈ Z. Así, Sj
(
y(z)

)
= Sj+p

′(
y(x)

)
= Sj+p

′−p(y). Por lo tanto, de (3.41),

Sj+p
′−p(y) = Sj

(
y(z)

)
∈ V ∩O(y, S).
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Como cualquier vecindad de y1 = c contiene alguna vecindad del tipo V en (3.42), tenemos

que y1 ∈ O(y, S).

Supongamos que y1 6= c, entonces existe i ∈ Z, tal que (y1)i 6= c. Por tanto, (y1)i ∈ X.

Sea ξ = (y1)i. Entonces del Lema 17, y1 = Sj
(
y(ξ)

)
para algún j ∈ Z. Para mostrar que

y1 ∈
{
Sn(y) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
, es su�ciente probar que y(ξ) ∈

{
Sn(y) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

Caso 1. Supongamos que ξ ∈ X \O(x′, T ). Tenemos que

y(ξ) = . . . , ck
ξ
−2 ξ̂
[
nξ−2, n

ξ
−1

)
ck
ξ
−1 ξ̂
[
nξ−1, n

ξ
0

)
ck
ξ
0 ξ̂
[
nξ0, n

ξ
1

)
ck
ξ
1 ξ̂
[
nξ1, n

ξ
2

)
, . . . ,

donde Tn
ξ
0(ξ) está en la posición i0 ∈ Z. Sea V una vecindad de y(ξ) dada por

V = (Xc)
∞{c}k

ξ
−` V̂

[
nξ−`, n

ξ
−`+1

)
. . . {c}k

ξ
−1 V̂

[
nξ−1, n

ξ
0

)
{c}k

ξ
0 V̂
[
nξ0, n

ξ
1

)
,

{c}k
ξ
1 V̂
[
nξ1, n

ξ
2

)
. . . {c}k

ξ
`−1 V̂

[
nξ`−1, n

ξ
`

)
(Xc)

∞, (3.43)

donde ` ∈ N, y cada bloque {c}k
ξ
i V̂
[
nξi , n

ξ
i+1

)
denota a

{c} × · · · × {c}︸ ︷︷ ︸
kξi -veces

×V
nξi
× V

nξi+1
× · · · × V

nξi+1−1
,

y cada Vi es un conjunto abierto de X tal que

T j(ξ) ∈ Vj , para cada j ∈
{
nξ−`, . . . ,−1, 0, 1, . . . , nξ`

}
, (3.44)

y V
nξ0

está en la posición i0, conteniendo a Tn
ξ
0(ξ). Sea

W2 =

nξ⋂̀
i=nξ−`

T−i(Vi).

Este es un conjunto abierto que contiene a ξ, de (3.44). Como kξi es �nito para cada i ∈ [−`, `].

Del Lema 11, existe W1, vecindad de ξ tal que nξi = nzi y k
ξ
i = kzi para cada i ∈ [−`, `], y para

cada z ∈W1. Dado que x ∈ P+(T ) ∩ P−(T ), existe r ∈ N tal que λ = T r(x) ∈W1 ∩W2. Así,

y(λ) = . . . , ck
λ
−` λ̂
[
nλ−`, n

λ
−`+1

)
. . . ck

λ
−1 λ̂
[
nλ−1, n

λ
0

)
ck
λ
0 λ̂
[
nλ0 , n

λ
1

)
. . . ck

λ
`−1 λ̂

[
nλ`−1, n

λ
`

)
, . . .

= . . . , ck
ξ
−` λ̂
[
nξ−`, n

ξ
−`+1

)
. . . ck

ξ
−1 λ̂
[
nξ−1, n

ξ
0

)
ck
ξ
0 λ̂
[
nξ0, n

ξ
1

)
. . . ck

ξ
`−1 λ̂

[
nξ`−1, n

ξ
`

)
, . . . ,

donde λ está en la posición cero. Por lo tanto, existe i1 ∈ Z tal que

Si1
(
y(λ)

)
= . . . , ck

ξ
−` λ̂
[
nξ−`, n

ξ
−`+1

)
. . . ck

ξ
−1 λ̂
[
nξ−1, n

ξ
0

)
ck
ξ
0 λ̂
[
nξ0, n

ξ
1

)
. . . ck

ξ
`−1 λ̂

[
nξ`−1, n

ξ
`

)
, . . . ,
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donde Tn
ξ
0(λ) está en la posición i0. Así, de (3.43), Si1

(
y(λ)

)
∈ V ya que λ ∈ W2. Por otro

lado, del Lema 14, como λ = T r(x) y x ∈ X \O(x′, T ), entonces y(λ) = Si2
(
y(x)

)
para algún

i2 ∈ Z. Así, de (3.41),

Si1+i2−p(y) = Si1+i2
(
y(x)

)
= Si1

(
y(λ)

)
∈ V.

Observe que cualquier vecindad abierta de y(ξ) contiene alguna vecindad como V en (3.43),

con ` su�cientemente grande. Por lo tanto, V ∩
{
Sn(y) ∈ (Xc)

Z;n ∈ Z
}
6= ∅, para cualquier

vecindad V de y(ξ). Por ende,

y(ξ) ∈
{
Sn(y) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

Caso 2. Supongamos ahora que ξ ∈ O(x′, T ) y que existe r ∈ N ∪ {0} tal que ξ = T r(x′).

Tenemos que

y(ξ) = . . . , c, c, c, c, c, ξ̂
[
nξj0 , n

ξ
j0+1

)
c
kξj0+1 ξ̂

[
nξj0+1, n

ξ
j0+2

)
c
kξj0+2 ξ̂

[
nξj0+2, n

ξ
j0+3

)
, . . . ,

donde Tn
ξ
j0 (ξ) está en la posición i0 y Tn

ξ
j0 (ξ) = x′, y por lo tanto

kξj0 = máx

{
k ≥ 1;T

nξj0 (ξ) ∈ Uk
}

=∞.

De hecho, nξj0 = −r. Sea V una vecindad de y(ξ) dada por

V = (Xc)
∞{c}mV̂

[
nξj0 , n

ξ
j0+1

)
{c}k

ξ
j0+1 V̂

[
nξj0+1, n

ξ
j0+2

)
{c}k

ξ
j0+2 . . .

. . . V̂
[
nξj0+`−1, n

ξ
j0+`

)
{c}k

ξ
j0+`(Xc)

∞, (3.45)

dondem ∈ N, V
nξj0

está en la posición i0, y cada bloque V̂
[
nξi , n

ξ
i+1

)
{c}k

ξ
i+1 denota al producto

cartesiano,

V
nξi
× · · · × V

nξi+1−1
× {c} × · · · × {c}︸ ︷︷ ︸

kξi+1-veces

,

donde los Vi son conjuntos abiertos de X (y por lo tanto, abiertos en Xc), y

T i(ξ) ∈ Vi para cada i ∈
{
nξj0 , n

ξ
j0+1, . . . , n

ξ
j0+` − 1

}
. (3.46)

Considere el conjunto

W2 =

nξj0+`
−1⋂

i=nξj0

T−i(Vi), (3.47)
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que es abierto y contiene a ξ, de (3.46). Como kξi es �nito para cada i ∈ [j0 + 1, j0 + `]. Del

Lema 11, existe W1, vecindad de ξ tal que si z ∈W1 entonces

nξi = nzi para cada i ∈ [j0, j0 + `], y (3.48)

kξi = kzi para cada i ∈ [j0 + 1, j0 + `]. (3.49)

Además, como Tn
ξ
j0 (ξ) = x′ ∈ Um, de la continuidad de Tn

ξ
j0 , existe W3, vecindad abierta de

ξ, tal que si ω ∈ W3 entonces Tn
ξ
j0 (ω) ∈ Um. Dado que x ∈ P+(T ) ∩ P−(T ), existe r ∈ N tal

que

λ = T r(x) ∈W1 ∩W2 ∩W3.

Así, de (3.48) y (3.49), kξi = kλi para cada i ∈ [j0+1, j0+`], y nξi = nλi para cada i ∈ [j0, j0+`].

En particular, nλj0 = nξj0 , y como λ ∈ W3, entonces T
nλj0 (λ) = T

nξj0 (λ) ∈ Um. Por lo tanto,

kλj0 ≥ m. Así

y(λ) = . . . , c
kλj0 λ̂

[
nλj0 , n

λ
j0+1

)
c
kλj0+1 λ̂

[
nλj0+1, n

λ
j0+2

)
c
kλj0+2 . . . λ̂

[
nλj0+`−1, n

λ
j0+`

)
c
kλj0+` , . . .

= . . . , cmλ̂
[
nξj0 , n

ξ
j0+1

)
c
kξj0+1 λ̂

[
nξj0+1, n

ξ
j0+2

)
c
kξj0+2 . . . λ̂

[
nξj0+`−1, n

ξ
j0+`

)
c
kξj0+` , . . . ,

donde λ está en la posición cero. Por lo tanto, existe i1 ∈ Z tal que

Si1
(
y(λ)

)
= . . . , cmλ̂

[
nξj0 , n

ξ
j0+1

)
c
kξj0+1 λ̂

[
nξj0+1, n

ξ
j0+2

)
c
kξj0+2 . . . λ̂

[
nξj0+`−1, n

ξ
j0+`

)
c
kξj0+` , . . . ,

donde Tn
ξ
0(λ) está en la posición i0. Así, Si1

(
y(λ)

)
∈ V ya que λ ∈ W2. Por otro lado, del

Lema 14, como λ = T r(x) y x ∈ X \ O(x′, T ), entonces y(λ) = Si2
(
y(x)

)
para algún i2 ∈ Z.

Así, de (3.41),

Si1+i2−p(y) = Si1+i2
(
y(x)

)
= Si1

(
y(λ)

)
∈ V.

Por lo tanto, V ∩
{
Sn(y) ∈ XZ

c ;n ∈ Z
}
6= ∅, para cualquier vecindad V de y(ξ). Por lo tanto,

y(ξ) ∈
{
Sn(y) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

Caso 3. Supongamos ahora que ξ ∈ O(x′, T ) y que existe r ∈ N tal que ξ = T−r(x′). Tenemos

que

y(ξ) = . . . , c
kξj0−3 ξ̂

[
nξj0−3, n

ξ
j0−2

)
c
kξj0−2 ξ̂

[
nξj0−2, n

ξ
j0−1

)
c
kξj0−1 ξ̂

[
nξj0−1, n

ξ
j0
− 1
]
c∞,

donde c∞ denota a un bloque in�nito de c's, Tn
ξ
j0
−1

(ξ) está en la posición i0 y Tn
ξ
j0 (ξ) = x′,

y por lo tanto kξj0 = máx
{
k ≥ 1;T

nξj0 (ξ) ∈ Uk
}

=∞. De hecho, nξj0 = r. Sea V una vecindad

de y(ξ) dada por

V =(Xc)
∞{c}k

ξ
j0−` V̂

[
nξj0−`, n

ξ
j0−`+1

)
{c}k

ξ
j0−`+1 V̂

[
nξj0−`+1, n

ξ
j0−`+2

)
. . .

. . . {c}k
ξ
j0−2 V̂

[
nξj0−2, n

ξ
j0−1

)
{c}k

ξ
j0−1 V̂

[
nξj0−1, n

ξ
j0
− 1
]
{c}m(Xc)

∞,
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donde m ∈ N, V
nξj0
−1

está en la posición i0; cada bloque {c}k
ξ
i V̂
[
nξi , n

ξ
i+1

)
denota al producto

{c} × · · · × {c}︸ ︷︷ ︸
kξi -veces

×V
nξi
× V

nξi+1
× · · · × V

nξi+1−1
,

y cada Vi es un conjunto abierto de X (y por lo tanto, abiertos en Xc), tal que

T j(ξ) ∈ Vj , para cada j ∈
[
nξj0−`, n

ξ
j0

]
, (3.50)

Considere W2 =
⋂nξj0
i=nξj0−`

T−i(Vi), este es un conjunto abierto que contiene a ξ. Como kξi es

�nito para cada i ∈ [j0 − `, j0 − 1]. Del Lema 11, existe W1, vecindad de ξ tal que si z ∈ W1

entonces nξi = nzi para cada i ∈ [j0 − `, j0], y kξi = kzi para cada i ∈ [j0 − `, j0 − 1]. Además,

de la continuidad de Tn
ξ
j0 , y puesto que Tn

ξ
j0 (ξ) = x′ ∈ Um, existe W3, vecindad de ξ, tal

que si ω ∈ W3 entonces Tn
ξ
j0 (ω) ∈ Um. Como x ∈ P+(T ) ∩ P−(T ), existe r ∈ N tal que

λ = T r(x) ∈ W1 ∩W2 ∩W3. Así, k
ξ
i = kλi para cada i ∈ [j0 − `, j0 − 1], y nξi = nλi para cada

i ∈ [j0 − `, j0]. En particular, nλj0 = nξj0 , y como λ ∈ W3, entonces T
nλj0 (λ) = T

nξj0 (λ) ∈ Um.

Por lo tanto, kλj0 ≥ m. Así,

y(λ) = . . . c
kλj0−` λ̂

[
nλj0−`, n

λ
j0−`+1

)
c
kλj0−`+1 λ̂

[
nλj0−`+1, n

λ
j0−`+2

)
. . . c

kλj0−1 λ̂
[
nλj0−1, n

λ
j0 − 1

]
c
kλj0 . . .

= . . . c
kξj0−` λ̂

[
nξj0−`, n

ξ
j0−`+1

)
c
kξj0−`+1 λ̂

[
nξj0−`+1, n

ξ
j0−`+2

)
. . . c

kξj0−1 λ̂
[
nξj0−1, n

ξ
j0
− 1
]
cm . . . ,

donde λ está en la posición cero. Por lo tanto, existe i1 ∈ Z tal que

Si1
(
y(λ)

)
= . . . c

kξj0−` λ̂
[
nξj0−`, n

ξ
j0−`+1

)
c
kξj0−`+1 λ̂

[
nξj0−`+1, n

ξ
j0−`+2

)
. . . c

kξj0−1 λ̂
[
nξj0−1, n

ξ
j0
− 1
]
cm . . . ,

donde Tn
ξ
j0
−1

(λ) está en la posición i0. Así, Si1
(
y(λ)

)
∈ V ya que λ ∈W2. Por otro lado, del

Lema 14, como λ = T r(x) y x ∈ X \ O(x′, T ), entonces y(λ) = Si2
(
y(x)

)
para algún i2 ∈ Z.

Así, de (3.41),

Si1+i2−p(y) = Si1+i2
(
y(x)

)
= Si1

(
y(λ)

)
∈ V.

Por lo tanto, V ∩
{
Sn(y) ∈ Y ;n ∈ Z

}
6= ∅, para cualquier vecindad V de y(ξ). Por lo tanto,

y(ξ) ∈
{
Sn(y) ∈ Y ;n ∈ Z

}
.

Así, en cualquier caso, y(ξ) ∈
{
Sn(y) ∈ Y ;n ∈ Z

}
. Entonces

y1 ∈
{
Sn(y) ∈ Y ;n ∈ Z

}
, para cada y1 ∈ Y.

Así,

Y ⊆
{
Sn(y) ∈ Y ;n ∈ Z

}
,
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en el caso que x ∈ X \O(x′, T ), donde, de (3.41), y = Sp
(
y(x)

)
para algún p ∈ Z.

Supongamos que, en (3.41), x ∈ O(x′, T ). En caso que x = T r(x′) para algún r ≥ 0,

tenemos que, del Lema 13, existe i ∈ Z tal que y(x) = Si(y′), donde y′ = y(x′). Como

y = Sp
(
y(x)

)
, entonces y = Sp+i(y′). Así,

{
Sn(y) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
=
{
Sn+p+i(y′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

Entonces, de la de�nición de Y en (3.8), concluimos que

Y =
{
Sn(y) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
.

En caso que x = T r(x′) para algún r < 0, tenemos que, del Lema 13, existe i ∈ Z tal que

y(x) = Si(y′′). Como y = Sp
(
y(x)

)
, entonces y = Sp+i(y′′). Así,

{
Sn(y) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
=
{
Sn+p+i(y′′) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
=
{
Sm(y′′) ∈ (Xc)Z;m ∈ Z

}
= Y,

donde la última igualdad se da por el Lema 18. Así,

{
Sn(y) ∈ (Xc)Z;n ∈ Z

}
= Y.

Demostración del Teorema 7. Sea S : Y → Y el homeomor�smo de�nido en (3.9). De la

Proposición 8 tenemos que S posee un único punto �jo c ∈ Y , y todas los demás puntos de

Y tienen órbita densa, esto es,

O(x, S) =

 {c} , si x = c,

Y , si x ∈ Y \ {c}.
(3.51)

Dado que S y S−1 conmutan, podemos considerar la acción Φ :
(
N0 × N0

)
× Y → Y , del

semigrupo N0 × N0 sobre Y , de�nida por Φ
(
(1, 0), ·

)
= S y Φ

(
(0, 1), ·

)
= S−1. Tenemos que

la semiórbita de x asociada a Φ es,

O+(x,Φ) =
{

Φ
(
(m,n), x

)
∈ Y ; (m,n) ∈ N0 × N0

}
=
{

Φ
(
m · (1, 0) + n · (0, 1), x

)
∈ Y ; (m,n) ∈ N0 × N0

}
=
{
Sm−n(x) ∈ Y ;m,n ∈ N0

}
=
{
S`(x) ∈ Y ; ` ∈ Z

}
= O(x, S).
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Por lo tanto, de (3.51), tenemos que

O+(ω,Φ) =

 {c} , si ω = c,

Y , si ω ∈ Y \ {c}.

Así, Q+(Φ) 6= ∅ y Q+(Φ) 6= X, puesto que Q+(Φ) = {c}. Por lo tanto, en este caso, que el

conjunto de puntos no transitivos asociado a Φ sea no vacío, no implica que este conjunto

sea denso. Todo esto, a pesar de que sea válida la hipótesis: si p ∈ Y es transitivo, entonces

Φ
(
(m,n), p

)
es transitivo, para cada (m,n) ∈ N0×N0; ya que el punto �jo c es el único punto

no transitivo de Φ.

3.3. Conclusiones

El Teorema 2 en [14], en términos de acciones de N0 sobre un espacio métrico compacto,

nos dice que la existencia de algún punto no transitivo implica la densidad de estos.

Bajo una hipótesis motivada por el Teorema 1 de [14], probamos también que, para el caso

de acciones de R+ sobre espacios métricos compactos, la existencia de puntos no transitivos

implica la densidad de estos.

Finalmente, para el caso de acciones de N0 × N0 sobre espacios métricos compactos, no

necesariamente la existencia de puntos no transitivos, implica la densidad de estos, aún si se

cumpliese el análogo de la hipótesis hecha para semi�ujos.
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Capítulo 4

Pruebas de los teoremas sobre

GH-estabilidad topológica para �ujos

En primer lugar consideramos la de�nición de la pseudo-casi-métrica DGH0 para �ujos,

dada en (1.1), y sus propiedades a través del Teorema 1. Así como la de�nición de GH-

estabilidad topológica para �ujos, dada en la De�nición 4, como los dos principales puntos de

partida para el presente trabajo.

4.1. Demostración del Teorema 1

Demostración del Teorema 1. (1): Supongamos que X = Y . Dado ε > 0, consideremos

∆ = sup
t∈[0,1]

dC0(Φt,Ψt) + ε, y j = i = IdX .

Entonces, i y j son η-isometrías para cada η > 0, tales que

dC0(Ψt ◦ i, i ◦ Φt) = dC0(Ψt,Φt) < ∆, para cada t ∈ [0, 1]; y

dC0(Φt ◦ j, j ◦Ψt) = dC0(Φt,Ψt) < ∆, para cada t ∈ [0, 1].

Por lo tanto, DGH0(Φ,Ψ) ≤ ∆ = supt∈[0,1] dC0(Φt,Ψt) + ε. Puesto que ε > 0 fue arbitrario,

entonces

DGH0(Φ,Ψ) ≤ sup
t∈[0,1]

dC0(Φt,Ψt).

Considerando dos �ujos diferentes Φ y Ψ sobre X, pero isométricos entre sí, del Ítem (3) (que

probaremos después) del Teorema 1, tenemos que DGH0(Φ,Ψ) = 0. Por otro lado, como Φ y

Ψ son �ujos diferentes entonces existe t0 ∈ [0, 1] tal que Φt0 6= Ψt0 . Observe que si Φt = Ψt
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para cada t ∈ [0, 1], entonces Φt = Ψt para cada t ∈ R, esto es, Φ = Ψ. Así,

0 < dC0(Φt0 ,Ψt0) ≤ sup
t∈[0,1]

dC0(Φt,Ψt).

Por lo tanto,DGH0(Φ,Ψ) = 0 < supt∈[0,1] dC0(Φt,Ψt), y en este caso la desigualdad es estricta.

(2): Sean los �ujos (X,Φ) y (Y,Ψ). Tenemos que dado ε > 0, existe ∆ < DGH0(Φ,Ψ) + ε, y

existen ∆-isometrías i : X → Y y j : Y → X tales que

dC0

(
i ◦ Φt,Ψt ◦ i

)
< ∆ para cada t ∈ [0, 1]; y

dC0

(
j ◦Ψt,Φt ◦ j

)
< ∆ para cada t ∈ [0, 1].

Así, dGH(X,Y ) ≤ ∆. Por lo tanto, dGH(X,Y ) < DGH0(Φ,Ψ) + ε. Puesto que ε > 0 fue

arbitrario, dGH(X,Y ) ≤ DGH0(Φ,Ψ). En particular, dGH(X,Y ) ≤ DGH0(ΦX ,ΨY ).

Por otro lado, de la de�nición de dGH(X,Y ), dado ε > 0 existe ∆ < dGH(X,Y ) + ε, y

existen ∆-isometrías i : X → Y y j : Y → X. Puesto que (ΦX)t = IdX y (ΨY )t = IdY para

cada t ∈ [0, 1], tenemos que

dC0

(
i ◦ (ΦX)t, (Ψ

Y )t ◦ i
)

= dC0

(
i ◦ IdX , IdY ◦i

)
= 0 < ∆ para cada t ∈ [0, 1], y

dC0

(
j ◦ (ΨY )t, (Φ

X)t ◦ j)
)

= dC0

(
j ◦ IdY , IdX ◦j

)
= 0 < ∆ para cada t ∈ [0, 1].

Así, DGH0(ΦX ,ΨY ) ≤ ∆. Por lo tanto, DGH0(ΦX ,ΨY ) < dGH(X,Y ) + ε. Puesto que ε > 0

fue arbitrario, tenemos que DGH0(ΦX ,ΨY ) ≤ dGH(X,Y ).

(3): Sean (X,Φ) y (Y,Ψ) �ujos isométricos entre sí. Entonces, existe alguna isometría (so-

breyectiva) h : X → Y tal que h ◦ Φt = Ψt ◦ h para cada t ∈ [0, 1]. Dado cualquier ∆ > 0,

h : X → Y y h−1 : Y → X son ∆-isometrías continuas (ya que h y h−1 son isometrías) tales

que,

dC0(Ψt ◦ h, h ◦ Φt) = 0 < ∆ para cada t ∈ [0, 1]; y

dC0(Φt ◦ h−1, h−1 ◦Ψt) = 0 < ∆ para cada t ∈ [0, 1].

Por consiguiente, DGH0(Φ,Ψ) ≤ ∆. Como ∆ > 0 fue arbitrario, tenemos que

DGH0(Φ,Ψ) = 0.

Recíprocamente, sean (X,Φ) y (Y,Ψ) �ujos de�nidos sobre espacios métricos compactos,

tales que DGH0(Φ,Ψ) = 0. Como DGH0(Φ,Ψ) < 1/n para todo n ∈ N, tenemos que para
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cada n ∈ N existen ∆n-isometrías continuas in : X → Y y jn : Y → X, con ∆n < 1/n, tales

que

dC0(Ψt ◦ in, in ◦ Φt) < ∆n para cada t ∈ [0, 1]; y (4.1)

dC0(Φt ◦ jn, jn ◦Ψt) < ∆n para cada t ∈ [0, 1]. (4.2)

Sean A ⊆ X un subconjunto numerable denso en X, y J = {tn}n∈N ⊂ [0, 1] denso en [0, 1].

Sea

B =
{

Φ(t, a); a ∈ A y t ∈ N0 · t1 + N0 · t2 + · · ·+ N0 · tk para algún k ∈ N
}
,

donde N0 · t1 + N0 · t2 + · · · + N0 · tk =
{
n1 · t1 + n2 · t2 + · · · + nk · tk;n1, n2, . . . , nk ∈ N0

}
para cada k ∈ N, y N0 = N∪{0}. Como N0 · t1 +N0 · t2 + · · ·+N0 · tk es numerable para cada

k ∈ N, entonces N̂ =
⋃
k∈N

(
N0 · t1 +N0 · t2 + · · ·+N0 · tk

)
también es numerable. Así, N̂ ×A

es numerable. Por lo tanto B = Φ
(
N̂ ×A

)
es numerable. Además,

Φt(B) ⊂ B para cada t ∈ J. (4.3)

En efecto, sea x ∈ B y s ∈ J , entonces existe i ∈ N tal que s = ti, y existen a ∈ A, k ∈ N,

y n1, n2, . . . , nk ∈ N0 tales que x = Φn1·t1+n2·t2+···+nk·tk(a). Así, puesto que Φ es un �ujo

tenemos que,

Φs(x) = Φti

(
Φn1·t1+n2·t2+···+nk·tk(a)

)
=

 Φn1·t1+···+(ni+1)·ti+···+nk·tk(a) , si i ≤ k,

Φn1·t1+n2·t2+···+nk·tk+1·ti(a) , si i > k.

Por lo tanto, Φs(x) ∈ B.

Como B es numerable, denotemos B = {bk}k∈N. En lo que sigue, a través de un argumento del

tipo Diagonal de Cantor, construyamos una isometría i : X → Y , tal que i ◦Φt = Ψt ◦ i, para

cada t ∈ [0, 1]. De la compacidad de Y , la sucesión
(
in(b1)

)
n∈N ⊆ Y posee alguna subsucesión

convergente. Así, existen (k1
n)n∈N ⊆ (n)n∈N (k1

n < k1
n+1 para cada n ∈ N) e i(b1) ∈ Y tales

que ĺımn→∞ ik1n(b1) = i(b1).

De la compacidad de Y , existen (k2
n)n∈N ⊆ (k1

n)n∈N e i(b2) ∈ Y tales que ĺımn→∞ ik2n(b2) =

i(b2). De la compacidad de Y , existen (k3
n)n∈N ⊆ (k2

n)n∈N e i(b3) ∈ Y tales que ĺımn→∞ ik3n(b3) =

i(b3). Continuando de este modo, tenemos que para cadam ∈ N existen i(bm) ∈ Y y una suce-

sión estrictamente creciente (kmn )n∈N ⊆ N tal que ĺımn→∞ ikmn (bm) = i(bm). Y además, para ca-

dam ∈ N, (km+1
n )n∈N ⊆ (kmn )n∈N. Considere la sucesión (r(n))n∈N, donde r(n) = knn para cada

n ∈ N. Como (r(n))n≥m ⊆ (kmn )n≥m para cada m ∈ N, tenemos que ĺımn→∞ ir(n)(bm) = i(bm)

para cada m ∈ N. De este modo hemos de�nido i : B → Y , por

i(b) = ĺım
n→∞

ir(n)(b) para cada b ∈ B. (4.4)
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Como cada in es una ∆n-isometría, tenemos que

dX(a, a′)−∆n < dY
(
in(a), in(a′)

)
< dX(a, a′) + ∆n, para cada a, a′ ∈ B,

y cada n ∈ N. Así, en particular,

dX(a, a′)− 1

r(n)
< dY

(
ir(n)(a), ir(n)(a

′)
)
< dX(a, a′) +

1

r(n)
, para cada a, a′ ∈ B,

para cada n ∈ N. Haciendo n → ∞, obtenemos dX(a, a′) ≤ dY
(
i(a), i(a′)

)
≤ dX(a, a′) para

cada a, a′ ∈ B. Esto es,

dY
(
i(a), i(a′)

)
= dX(a, a′) para cada a, a′ ∈ B. (4.5)

Por lo tanto, en particular, i : B → Y es uniformemente continua. Como B = X, podemos

extender el dominio de i a todo X, extensión que denotamos por i : X → Y , de�nida por

i(x) =

 i(x) , si x ∈ B

ĺımn→∞ i(zn) , para algún (zn)n∈N ⊆ B tal que ĺımn→∞ zn = x.

Dadas un par de sucesiones (xn)n∈N y (yn)n∈N en B tales ĺımn→∞ xn = ĺımn→∞ yn = z0 para

algún z0 ∈ X. Tenemos que la sucesión

` = (x1, y1, x2, y2, x3, y3, . . . , xn, yn, . . .)

converge también a z0. En particular ` es una sucesión de Cauchy. Por lo tanto, como i es

uniformemente continua, entonces

`′ =
(
i(x1), i(y1), i(x2), i(y2), i(x3), i(y3), . . . , i(xn), i(yn), . . .)

es también una sucesión de Cauchy en Y , el cual es un espacio métrico completo (pues es un

espacio métrico compacto). Por lo tanto `′ es una sucesión convergente. Así, las subsucesiones(
i(xn)

)
n∈N e

(
i(yn)

)
n∈N de `′, convergen al mismo punto. Esto muestra la buena de�nición

de i.

Además, de (4.5) y puesto que B = X, tenemos que

dY
(
i(x), i(x′)

)
= dX(x, x′) para cada x, x′ ∈ X. (4.6)

Como in : X → Y es una (1/n)-isometría para cada n ∈ N, entonces i es sobreyectiva. En

efecto. Dados x ∈ X y y ∈ Y . Como B = X, existe alguna sucesión (bxm)m∈N ⊆ B tal que

ĺımm→∞ b
x
m = x, esto es ĺımm→∞ d

X(bxm, x) = 0. De la desigualdad triangular,

∣∣dY (y, in(bxm))− dY (y, in(x))
∣∣ ≤ dY (in(bxm), in(x)

)
para cada m,n ∈ N. (4.7)
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Y como cada in es una ∆n-isometría, entonces

dY
(
in(bxm), in(x)

)
< dX(bxm, x) + ∆n para cada m,n ∈ N. (4.8)

Por lo tanto, de (4.7) y (4.8),

∣∣dY (y, in(bxm))− dY (y, in(x))
∣∣ < dX(bxm, x) + ∆n para cada m,n ∈ N.

Así, dY
(
y, in(bxm)

)
< dY

(
y, in(x)

)
+ dX(bxm, x) + ∆n para cada m,n ∈ N. Por ende,

d
(
y, in(B)

)
< dY

(
y, in(x)

)
+ dX(bxm, x) + ∆n para cada m,n ∈ N.

Haciendo m→∞, tenemos que

d
(
y, in(B)

)
≤ dY

(
y, in(x)

)
+ ∆n para cada n ∈ N.

Puesto que x ∈ X fue cualquiera, tenemos que

d
(
y, in(B)

)
≤ d
(
y, in(X)

)
+ ∆n para cada n ∈ N. (4.9)

Puesto que y ∈ Y fue arbitrario, tomando supremo sobre y ∈ Y a ambos lados de (4.9),

tenemos que

dH
(
Y, in(B)

)
≤ dH

(
Y, in(X)

)
+ ∆n para cada n ∈ N.

Y como dH
(
Y, in(X)

)
< ∆n (puesto que in es una ∆n-isometría), entonces

sup
z∈Y

d
(
z, in(B)

)
= dH

(
in(B), Y

)
< 2 ·∆n < 2/n para cada n ∈ N.

Sea y ∈ Y . Entonces d
(
y, in(B)

)
< 2/n para cada n ∈ N. Por tanto, para cada n ∈ N, existe

bn ∈ B tal que dY
(
y, in(bn)

)
< 2/n. En particular,

dY
(
y, ir(n)(br(n))

)
< 2/r(n) para cada n ∈ N. (4.10)

De la compacidad de X, tomando alguna subsucesión si es necesario, podemos suponer que

(bn)n∈N ⊆ X es una sucesión convergente. Esto es, existe w ∈ X tal que

ĺım
n→∞

dX(bn, w) = 0 (4.11)

Así, puesto que para cada n ∈ N, ir(n) es una
(
1/r(n)

)
-isometría,

dY
(
y, i(w)

)
≤ dY

(
y, ir(n)(br(n))

)
+ dY

(
ir(n)(br(n)), ir(n)(w)

)
+ dY

(
ir(n)(w), i(w)

)
≤ dY

(
y, ir(n)(br(n))

)
+

(
dX(br(n), w) +

1

r(n)

)
+ dY

(
ir(n)(w), i(w)

)
(4.12)
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En caso que w ∈ B, de la de�nición de i en (4.4), i(w) = i(w) = ĺımn→∞ ir(n)(w). Por lo

tanto, de (4.10), (4.11), y haciendo n → ∞ en (4.12), tenemos que dY
(
y, i(w)

)
= 0, esto es,

y = i(w).

En el caso que w ∈ X \B, como B = X entonces existe (wk)k∈N ⊆ B tal que ĺımk→∞wk = w.

Tenemos que para cada n ∈ N y k ∈ N, puesto que ir(n) es una
(
1/r(n)

)
-isometría, y de (4.6),

dY
(
ir(n)(w), i(w)

)
≤ dY

(
ir(n)(w), ir(n)(wk)

)
+ dY

(
ir(n)(wk), i(wk)

)
+ dY

(
i(wk), i(w)

)
≤
(
dX(w,wk) +

1

r(n)

)
+ dY

(
ir(n)(wk), i(wk)

)
+ dX(wk, w). (4.13)

Como wk ∈ B, entonces, de (4.4), i(wk) = ĺımn→∞ ir(n)(wk). Por lo tanto, haciendo n → ∞

en (4.13),

ĺım sup
n→∞

dY
(
ir(n)(w), i(w)

)
≤ 2 · dX(wk, w) para cada k ∈ N. (4.14)

Haciendo n→∞ en (4.12), de (4.10), (4.11), y (4.14), tenemos que

dY
(
y, i(w)

)
≤ 2 · dX(wk, w) para cada k ∈ N.

Por lo tanto, como ĺımk→∞ d
X(wk, w) = 0, entonces dY (y, i(w)) = 0. Así, y = i(w). De este

modo hemos mostrado que i es sobreyectiva.

De (4.1), dY
(
Ψt(in(x)), in(Φt(x))

)
< 1/n para cada t ∈ [0, 1], para cada x ∈ X. Así, en

particular,

dY
(
Ψt(ir(n)(b)), ir(n)(Φt(b))

)
< 1/r(n) para cada t ∈ J, para cada b ∈ B. (4.15)

De (4.3), Φt(b) ∈ B para cada b ∈ B, y para cada t ∈ J . Por lo tanto, de (4.4), tenemos que

ĺımn→∞ ir(n)

(
Φt(b)

)
= i
(
Φt(b)

)
para cada t ∈ J y cada b ∈ B. Por otro lado, como Ψt es

continua para cada t ∈ R, de (4.4), tenemos que ĺımn→∞Ψt

(
ir(n)(b)

)
= Ψt

(
i(b)
)
para cada

b ∈ B, y cada t ∈ J . Así, haciendo n → ∞ en (4.15), tenemos que Ψt

(
i(b)
)

= i
(
Φt(b)

)
para

cada b ∈ B, y cada t ∈ J . Esto es

Ψ
(
t, i(b)

)
= i
(
Φ(t, b)

)
para cada b ∈ B, y cada t ∈ J. (4.16)

Como B = X y J = [0, 1], tenemos que Ψt◦i = i◦Φt para cada t ∈ [0, 1]. En efecto, sean x ∈ X

y t ∈ [0, 1]. Entonces existen sucesiones (sn)n∈N ⊆ J y (wn)n∈N ⊆ B tales que ĺımn→∞ sn = t

y ĺımn→∞wn = x. De la de�nición de i, i(x) = ĺımn→∞ i(wn). De la continuidad de Ψ,

Ψ
(
t, i(x)

)
= ĺım

n→∞
Ψ
(
sn, i(wn)

)
(4.17)
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De la continuidad de Φ, tenemos que Φ(t, x) = ĺımn→∞Φ(sn, wn), donde, de (4.3), Φ(sn, wn) ∈

B para cada n ∈ N. Así, de la de�nición de i,

i
(
Φ(t, x)

)
= ĺım

n→∞
i
(
Φ(sn, wn)

)
. (4.18)

De (4.16), Ψ
(
sn, i(wn)

)
= i
(
Φ(sn, wn)

)
para cada n ∈ N. Haciendo n→∞, de (4.17) y (4.18),

tenemos que Ψ
(
t, i(x)

)
= i
(
Φ(t, x)

)
. Por lo tanto,

Ψ
(
t, i(x)

)
= i
(
Φ(t, x)

)
para cada x ∈ X, y cada t ∈ [0, 1]. (4.19)

Así, Ψt ◦ i = i ◦ Φt para cada t ∈ [0, 1], donde i es una isometría (sobreyectiva). Por ende, de

la Observación 3, tenemos que Ψ y Φ son �ujos isométricos entre sí.

(4): Claramente, de la De�nición (1.1), para cada par de �ujos (X,Φ) y (Y,Ψ) de�nidos sobre

espacios métricos compactos, tenemos que DGH0(Φ,Ψ) = DGH0(Ψ,Φ).

(5): Sean los �ujos (X,Φ), (Z, ξ) y (Y,Ψ). Mostremos que

DGH0(Φ,Ψ) ≤ 2 ·
(
DGH0(Φ, ξ) +DGH0(ξ,Ψ)

)
.

Fije ε > 0. Existe ∆1 < DGH0(Φ, ξ) + ε, y existen ∆1-isometrías continuas i : X → Z y

j : Z → X tales que

dC0(i ◦ Φt, ξt ◦ i) < ∆1 para cada t ∈ [0, 1]; y (4.20)

dC0(j ◦ ξt,Φt ◦ j) < ∆1 para cada t ∈ [0, 1].

Análogamente, existe ∆2 < DGH0(ξ,Ψ) + ε, y existen ∆2-isometrías continuas k : Y → Z y

l : Z → Y tales que

dC0(k ◦Ψt, ξt ◦ k) < ∆2 para cada t ∈ [0, 1]; y

dC0(l ◦ ξt,Ψt ◦ l) < ∆2 para cada t ∈ [0, 1]. (4.21)

Tenemos que j ◦ k : Y → X y l ◦ i : X → Y son 2(∆1 + ∆2)-isometrías, que además son

continuas puesto que i, j, k y l son funciones continuas. En efecto, de la desigualdad triangular

de dH ,

dH
(
(l ◦ i)(X), Y

)
≤ dH

(
(l ◦ i)(X), l(Z)

)
+ dH

(
l(Z), Y

)
< dH

(
(l ◦ i)(X), l(Z)

)
+ ∆2, (4.22)
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ya que l es una ∆2-isometría. Por de�nición,

dH
(
(l ◦ i)(X), l(Z)

)
= máx

{
sup
a∈X

d(l ◦ i(a), l(Z)), sup
b∈Z

d(l(b), (l ◦ i)(X))

}
. (4.23)

Para cada a ∈ X, d
(
l ◦ i(a), l(Z)

)
= ı́nfz∈Z d

Y
(
l ◦ i(a), l(z)

)
. Como l es una ∆2-isometría,

dY
(
l ◦ i(a), l(z)

)
< dZ(i(a), z) + ∆2, para cada z ∈ Z.

Así,

d
(
l ◦ i(a), l(Z)

)
= ı́nf

z∈Z
dY
(
l ◦ i(a), l(z)

)
≤ ı́nf

z∈Z

{
dZ(i(a), z) + ∆2

}
= d
(
i(a), Z

)
+ ∆2,

para cada a ∈ X. Por lo tanto,

sup
a∈X

d
(
l ◦ i(a), l(Z)

)
≤ sup

a∈X
d
(
i(a), Z

)
+ ∆2. (4.24)

Análogamente, para cada b ∈ Z, d
(
l(b), l ◦ i(X)

)
= ı́nfx∈X d

Y
(
l(b), l ◦ i(x)

)
. Como l es una

∆2-isometría,

dY
(
l(b), l ◦ i(x)

)
< dZ

(
b, i(x)

)
+ ∆2, para cada x ∈ X.

Así,

d
(
l(b), l ◦ i(X)

)
= ı́nf

x∈X
dY
(
l(b), l ◦ i(x)

)
≤ ı́nf

x∈X

{
dZ(b, i(x)) + ∆2

}
= d
(
b, i(X)

)
+ ∆2,

para cada b ∈ Z. Por lo tanto,

sup
b∈Z

d
(
l(b), l ◦ i(X)

)
≤ sup

b∈Z
d
(
b, i(X)

)
+ ∆2. (4.25)

Por ende, de (4.23), (4.24) y (4.25),

dH
(
l ◦ i(X), l(Z)

)
≤ máx

{
sup
a∈X

d
(
i(a), Z

)
, sup
b∈Z

d
(
b, i(X)

)}
+ ∆2

= dH
(
i(X), Z

)
+ ∆2 < ∆1 + ∆2.

Así, de (4.22), tenemos que dH
(
l ◦ i(X), Y

)
< ∆1 + 2∆2.

Dados a, b ∈ X, tenemos que∣∣dY (l ◦ i(a), l ◦ i(b)
)
− dX(a, b)

∣∣
≤
∣∣dY (l ◦ i(a), l ◦ i(b)

)
− dZ

(
i(a), i(b)

)∣∣+
∣∣dZ(i(a), i(b)

)
− dX(a, b)

∣∣
< ∆2 + ∆1,

puesto que l es una ∆2-isometría, e i es una ∆1-isometría. Por lo tanto, l ◦ i : X → Y

es una (∆1 + 2∆2)-isometría. En particular, l ◦ i es una 2(∆1 + ∆2)-isometría. Análogamen-

te, j◦k : Y → X es una (2∆1+∆2)-isometría, y en particular j◦k es una 2(∆1+∆2)-isometría.
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Para cada x ∈ X y cada t ∈ [0, 1],

dY
(
Ψt(l(i(x))), l(i(Φt(x)))

)
≤ dY

(
Ψt(l(i(x))), l(ξt(i(x)))

)
+ dY

(
l(ξt(i(x))), l(i(Φt(x)))

)
< 2∆2 + dZ

(
ξt(i(x)), i(Φt(x))

)
< 2∆2 + ∆1 < 2(∆1 + ∆2),

donde la segunda desigualdad se da por (4.21) y puesto que l es una ∆2-isometría, y la tercera

desigualdad se da por (4.20). Por lo tanto,

dC0

(
Ψt ◦ (l ◦ i), (l ◦ i) ◦ Φt

)
< 2(∆1 + ∆2) para cada t ∈ [0, 1].

Análogamente, mostramos que

dC0

(
(j ◦ k) ◦Ψt,Φt ◦ (j ◦ k)

)
< 2(∆1 + ∆2) para cada t ∈ [0, 1].

Así, DGH0(Φ,Ψ) ≤ 2(∆1 + ∆2) < 2 ·
(
DGH0(Φ, ξ) +DGH0(ξ,Ψ) + 2ε

)
. Por lo tanto,

DGH0(Φ,Ψ) < 2 ·
(
DGH0(Φ, ξ) +DGH0(ξ,Ψ) + 2ε

)
para cada ε > 0.

Haciendo ε→ 0+, tenemos que DGH0(Φ,Ψ) ≤ 2 ·
(
DGH0(Φ, ξ) +DGH0(ξ,Ψ)

)
.

(6): Es obvio que DGH0(Φ,Ψ) ≥ 0. Como X y Y son acotados, entonces diám(X) < ∞ y

diám(Y ) <∞. Basta mostrar que

DGH0(Φ,Ψ) ≤ máx
{
dGH(X,Y ), diám(X), diám(Y )

}
.

Dado ε > 0, de la de�nición de dGH(X,Y ), existe ∆ ∈
[
dGH(X,Y ), dGH(X,Y ) + ε

)
, y existen

∆-isometrías i : X → Y y j : Y → X. Para cada t ∈ [0, 1],

dC0(i ◦ Φt,Ψt ◦ i) = sup
x∈X

dY
(
i ◦ Φt(x),Ψt ◦ i(x)

)
≤ diám(Y )

dC0(j ◦Ψt,Φt ◦ j) = sup
y∈Y

dX
(
j ◦Ψt(y),Φt ◦ j(y)

)
≤ diám(X).

Como ∆, diám(X), diám(Y ) < máx
{
dGH(X,Y ), diám(X), diám(Y )

}
+ ε, entonces

DGH0(Φ,Ψ) ≤ máx
{
dGH(X,Y ), diám(X), diám(Y )

}
+ ε.

Puesto que ε > 0 fue arbitrario,

DGH0(Φ,Ψ) ≤ máx
{
dGH(X,Y ), diám(X), diám(Y )

}
.
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(7): Como ĺımn→∞DGH0(Φ,Ψn) = 0, dada una sucesión (δn)n∈N ⊆ (0,∞) tal que ĺımn→∞ δn =

0, tenemos que para cada n ∈ N existen δn-isometrías in : X → Yn y jn : Yn → X tales que

dC0(Ψn
t ◦ in, in ◦ Φt) < δn para cada t ∈ [0, 1]; (4.26)

dC0(Φt ◦ jn, jn ◦Ψn
t ) < δn para cada t ∈ [0, 1]. (4.27)

Así, de (4.26), y puesto que Ψn es un �ujo isométrico, e in es una δn-isometría, para cada

t ∈ [0, 1] tenemos que

dYn
(
in(Φt(x)), in(Φt(x

′))
)
≤ dYn

(
in(Φt(x)),Ψn

t (in(x))
)
+

+ dYn
(
Ψn
t (in(x)),Ψn

t (in(x′))
)

+ dYn
(
Ψn
t (in(x′)), in(Φt(x

′))
)

< 2δn + dYn(in(x), in(x′))

< 3δn + dYn(x, x′) para cada x, x′ ∈ X. (4.28)

Como dX
(
Φt(x),Φt(x

′)
)
< δn + dYn

(
in(Φt(x)), in(Φt(x

′))
)
, entonces, de (4.28),

dX
(
Φt(x),Φt(x

′)
)
< 4δn + dX(x, x′) para cada x, x′ ∈ X,

para cada t ∈ [0, 1]. Así, haciendo n→∞,

dX
(
Φt(x),Φt(x

′)
)
≤ dX(x, x′) para cada x, x′ ∈ X,

para cada t ∈ [0, 1]. Como X es compacto entonces X es totalmente acotado. Así, de [5],

puesto que cada Φt es sobreyectiva (pues es un homeomor�smo), tenemos que

dX
(
Φt(x),Φt(x

′)
)

= dX(x, x′) para cada x, x′ ∈ X,

para cada t ∈ [0, 1]. Por lo tanto,

dX
(
Φt(x),Φt(x

′)
)

= dX(x, x′) para cada x, x′ ∈ X,

para cada t ∈ R. Esto es, Φ es un �ujo isométrico.

Observación. Si cambiamos el intervalo [0, 1] por un intervalo compacto [0, a], con a > 0, en

la de�nición de la distancia DGH0 en (1.1), obtenemos la distancia Da
GH0 de�nida por

Da
GH0(Φ,Ψ) = ı́nf

{
∆ > 0 ; ∃ ∆-isometrías continuas i : X → Y y j : Y → X

tales que dC0(Ψt ◦ i, i ◦ Φt) < ∆, ∀ t ∈ [0, a];

y dC0(Φt ◦ j, j ◦Ψt) < ∆, ∀ t ∈ [0, a]
}
. (4.29)

Así, DGH0(·, ·) = D1
GH0(·, ·). Un teorema análogo al Teorema 1, se cumple para la distancia

Da
GH0(·, ·).
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4.2. Demostración del Teorema 2

Demostración del Teorema 2. Sea (X,Φ) un �ujo (continuo) expansivo, de�nido sobre un

espacio métrico compacto X, sin singularidades, y con la propiedad del sombreamiento. Sea

T0 = ı́nf
{
t > 0; existe x ∈ X tal que Φt(x) = x

}
.

Como Φ es un �ujo (continuo) sin singularidades. Entonces, del Lema 2, tenemos que T0 > 0.

Sea ε > 0. Sin pérdida de generalidad considere ε < T0/4. De la caracterización discreta

del concepto de �ujo expansivo, según (iv) de la Proposición 5, para ε existe r > 0, con

r < mı́n{ε, 1/2}, tal que para cada x, y ∈ X, para cada par de sucesiones (ti)i∈Z y (ui)i∈Z,

con u0 = t0 = 0; 0 < ti+1 − ti ≤ r, para cada i ∈ Z; |ui+1 − ui| ≤ r, para cada i ∈ Z;

ĺımi→∞ ti = +∞ y ĺımi→∞ t−i = −∞, se tiene que

si d
(
Φti(x),Φui(y)

)
≤ r para cada i ∈ Z, entonces y ∈ Φ(−ε,ε)(x).

Como 0 < r < T0/4. Del Lema 2, existe γ = γr > 0 tal que

d
(
Φr(y), y

)
≥ γ, para cada y ∈ X. (4.30)

De la expansividad de Φ, para r existe ε′ > 0, con ε′ < r/3 y ε′ < γ, tal que para cada

x, y ∈ X, para cada función continua s : R→ R, con s(0) = 0,

si d
(
Φt(x),Φs(t)(y)

)
≤ ε′ para cada t ∈ R, entonces y ∈ Φ[−r,r](x).

De la propiedad de sombreamiento (POTP) de Φ, para ε′/12, existe δ > 0, con δ < ε′/12, tal

que cada (δ, 1)-pseudo órbita de Φ es (ε′/12)-sombreada por alguna órbita de Φ.

Sea Ψ otro �ujo (continuo) sobre un espacio métrico compacto Y , Ψ : R×Y → Y , tal que

DGH0(Ψ,Φ) < δ. Entonces, existen δ-isometrías continuas i : X → Y y j : Y → X, tales que

dC0(Ψt ◦ i, i ◦ Φt) < δ, para cada t ∈ [0, 1]; y

dC0(Φt ◦ j, j ◦Ψt) < δ, para cada t ∈ [0, 1]. (4.31)

Sea y ∈ Y . Considere el par ordenado
(
{xn}n∈Z, {tn}n∈Z

)
, dado por xn = (j ◦ Ψn)(y) y

tn = 1 para cada n ∈ Z. Como tn ≥ 1 para cada n ∈ Z, y

d
(
xn+1,Φtn(xn)

)
= d
(
(j ◦Ψn+1)(y),Φ1((j ◦Ψn)(y))

)
= d
(
(j ◦Ψ1)(Ψny), (Φ1 ◦ j)(Ψny)

)
≤ dC0(j ◦Ψ1,Φ1 ◦ j) < δ, para cada n ∈ Z .
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Entonces,
(
{xn}n∈Z, {tn}n∈Z

)
es una (δ, 1)-pseudo órbita de Φ. Por lo tanto, esta es (ε′/12)-

sombreada por alguna órbita de Φ. Así, existen z ∈ X y un homeomor�smo creciente

α : R→ R, con α(0) = 0, tales que

d
(
Φα(t)(z),Φt−sn(xn)

)
<

ε′

12
para cada t ∈ [sn, sn+1), para cada n ∈ Z; (4.32)

donde

sn =



n−1∑
k=0

tk , si n ≥ 1

0 , si n = 0

−
−1∑
k=n

tk , si n < 0.

Como tn = 1 para cada n ∈ Z, entonces sn = n para cada n ∈ Z. Así, de (4.32),

d
(
Φα(t)(z),Φt−n((j ◦Ψn)(y))

)
<

ε′

12
para cada t ∈ [n, n+ 1), para cada n ∈ Z; (4.33)

Sea t ∈ R, entonces existe n ∈ Z tal que n ≤ t < n + 1 (esto es, t − n ∈ [0, 1)), entonces, de

(4.31),

d
(
Φt−n((j ◦Ψn)(y)), (j ◦Ψt)(y)

)
= d
(
(Φt−n ◦ j)(Ψny), (j ◦Ψt−n)(Ψny)

)
≤ dC0(Φt−n ◦ j, j ◦Ψt−n) < δ <

ε′

12
(4.34)

De (4.33) y (4.34), y de la desigualdad triangular

d
(
Φα(t)(z), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
, para cada t ∈ R .

Así, para cada y ∈ Y existen z = zy ∈ X, y un homeomor�smo creciente α = αy : R → R,

con α(0) = 0, tales que

d
(
Φα(t)(z), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
, para cada t ∈ R. (4.35)

Para el mismo y ∈ X, supongamos que existen z′ ∈ X y α′ : R→ R, homeomor�smo creciente,

con α′(0) = 0, tales que

d
(
Φα′(t)(z

′), (j ◦Ψt)(y)
)
<
ε′

6
, para cada t ∈ R. (4.36)

Entonces, de (4.35) y (4.36), tenemos que d
(
Φα(t)(z),Φα′(t)(z

′)
)
< ε′/3, para cada t ∈ R. Por

lo tanto,

d
(
Φα◦(α′)−1(τ)(z),Φτ (z′)

)
<
ε′

3
< ε′, para cada τ ∈ R,

donde α ◦ (α′)−1 : R→ R es un homeomor�smo creciente, con α ◦ (α′)−1(0) = 0. Por lo tanto,

del modo como fue tomado ε′ dependiendo de r según la expansividad de Φ, tenemos que
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z′ = Φt(z), para algún t ∈ R, con |t| ≤ r < ε.

Hemos mostrado que para cada y ∈ Y , j
(
ΨR(y)

)
=
{

(j ◦Ψt)(y)
}
t∈R es (ε′/6)-sombreada por

una única órbita de Φ, donde ΨR(y) =
{

Ψt(y)
}
t∈R.

Denotemos por Rep+ al conjunto de reparametrizaciones temporales, esto es,

Rep+ =
{
α : R→ R;α es un homeomor�smo creciente, con α(0) = 0

}
Para cada y ∈ Y , de�namos el conjunto de (ε′/6)-sombras destacadas de j

(
ΨR(y)

)
como

A?y =
{
x ∈ X; existe α ∈ Rep+, tal que

d
(
Φα(t)(x), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
, para cada t ∈ R

}
.

De (4.35), para cada y ∈ Y tenemos que A?y 6= ∅, ya que z = zy ∈ Ay. También, para cada

y ∈ Y de�namos el conjunto de (ε′/6)-sombras de
{
j ◦Ψt(y)

}
t∈R como

Ay =
{
x ∈ X; ∀η, T > 0, existe α ∈ Rep+, tal que

d
(
Φα(t)(x), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ η, para cada t ∈ [−T, T ]

}
.

Es claro que A?y ⊆ Ay para todo y ∈ Y . Así, concluimos que Ay 6= ∅ para cada y ∈ Y .

Mostremos las siguientes propiedades del conjunto Ay.

Lema 19. Para cada y ∈ Y , existe zy ∈ A?y tal que Ay ⊆ Φ[−ε,ε](zy).

Lema 20. Para cada y ∈ Y , Ay es un conjunto cerrado de X.

Demostración del Lema 19. Sean (ηi)i≥0 ⊆ R+ una sucesión estrictamente decreciente tal que

ĺımi→∞ ηi = 0; y sea (Ti)i≥0 ⊆ R+ una sucesión estrictamente creciente tal que Ti+1−Ti ≥ 1,

para cada i ≥ 0. Así, ĺımi→∞ Ti =∞. Sea x ∈ Ay, para cada i ≥ 0, existe αi ∈ Rep+ tal que

d
(
Φαi(t)(x), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ ηi, para cada t ∈ [−Ti, Ti].

De (4.35), como d
(
Φα(t)(z), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
para cada t ∈ R, entonces

d
(
Φαi(t)(x),Φα(t)(z)

)
<
ε′

3
+ ηi, para cada t ∈ [−Ti, Ti].

Como ĺımi→∞ ηi = 0, sin pérdida de generalidad podemos suponer que ηi < ε′/6, para cada

i ≥ 0. Ahora, considere T ′i = mı́n
{
|α(Ti)|, |α(−Ti)|

}
para cada i ≥ 0. Como α = αy es un

homeomor�smo creciente entonces (T ′i )i≥0 es también una sucesión estrictamente creciente tal

que ĺımi→∞ T
′
i =∞. Así, para cada i ≥ 0,

d
(
Φαi◦α−1(u)(x),Φu(z)

)
<
ε′

3
+ ηi <

ε′

2
, para cada u ∈ [−T ′i , T ′i ]. (4.37)
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Para cada i ≥ 0, sea γi = αi ◦ α−1. Es claro que γi : R→ R es un homeomor�smo creciente,

con γi(0) = 0, esto es, γi ∈ Rep+. De la continuidad uniforme de γi|[−T ′i ,T ′i ], existe si ∈ (0, r),

tal que

si u, u′ ∈ [−T ′i , T ′i ] y |u− u′| < si, entonces
∣∣γi(u)− γi(u′)

∣∣ < r. (4.38)

Además, tenemos que

d
(
Φγi+1(u)−γi(u)(Φγi(u)(x)),Φγi(u)(x)

)
= d
(
Φγi+1(u)(x),Φγi(u)(x)

)
≤ d
(
Φγi+1(u)(x),Φu(z)

)
+ d
(
Φγi(u)(x),Φu(z)

)
<

2

3
ε′ + 2ηi < ε′ < γ,

para cada u ∈ [−T ′i , T ′i ] ⊆ [−T ′i+1, T
′
i+1]. De (4.30), no puede ser que γi+1(u)− γi(u) = r para

algún u ∈ [−T ′i , T ′i ]. Análogamente, γi(u) − γi+1(u) 6= r para cada u ∈ [−T ′i , T ′i ]. Como la

función hi : t ∈ [−T ′i , T ′i ] 7→
∣∣γi+1(t)−γi(t)

∣∣ es continua, y hi(0) = 0, por el Teorema del Valor

Intermedio, no puede ser que exista u ∈ [−T ′i , T ′i ] \ {0} tal que
∣∣γi+1(u)− γi(u)

∣∣ ≥ r. Así,
∣∣γi+1(u)− γi(u)

∣∣ < r, para cada u ∈ [−T ′i , T ′i ]. (4.39)

En particular,
∣∣γi+1(T ′i ) − γi(T ′i )

∣∣ < r y
∣∣γi+1(−T ′i ) − γi(−T ′i )

∣∣ < r para cada i ≥ 0. De la

continuidad de la función t ∈ R 7→
∣∣γi+1(t) − γi(t)

∣∣, tenemos que para cada i ≥ 0, existe

ξi ∈ (0, r) tal que,

si u ≤ T ′i ≤ u′ ≤ T ′i+1 y u′ − u < ξi, entonces
∣∣γi+1(u′)− γi(u)

∣∣ < r. (4.40)

Y también,

si − T ′i+1 ≤ u ≤ −T ′i ≤ u′ y u′ − u < ξi, entonces
∣∣γi(u′)− γi+1(u)

∣∣ < r. (4.41)

Fije i0 ≥ 0, elijamos una sucesión bilateral estrictamente creciente (uj)j∈Z tal que u0 = 0 y

veri�cando que:

si uj ∈
[
0, T ′i0

]
entonces uj+1 − uj < mı́n

{
ξi0 , si0

}
; y

si uj+1 ∈
[
− T ′i0 , 0

]
entonces uj+1 − uj < mı́n

{
ξi0 , si0

}
.

Y también, para cada m ≥ i0:

si uj ∈
(
T ′m, T

′
m+1

]
entonces uj+1 − uj < mı́n

{
ξm+1, sm+1

}
; y

si uj+1 ∈
[
− T ′m+1,−T ′m

)
entonces uj+1 − uj < mı́n

{
ξm+1, sm+1

}
.
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De�namos la sucesión bilateral (tj)j∈Z por:

tj =

 γi0(uj), si uj ∈ [−T ′i0 , T
′
i0

]

γm+1(uj), si uj ∈ [−T ′m+1,−T ′m) ∪ (T ′m, T
′
m+1]. Para cada m ≥ i0.

Así, de la continuidad uniforme de γi0 |[−T ′i0 ,T ′i0 ], de (4.38), si uj , uj+1 ∈ [−T ′i0 , T
′
i0

], como uj+1−

uj < si0 entonces
∣∣γi0(uj+1)−γi0(uj)

∣∣ < r, esto es |tj+1− tj | < r. Análogamente para m > i0,

de la continuidad uniforme de γm|[−T ′m,T ′m], de (4.38), si uj , uj+1 ∈ [−T ′m, T ′m]\ [−T ′m−1, T
′
m−1],

como uj+1 − uj < sm, entonces
∣∣γm(uj+1)− γm(uj)

∣∣ < r, esto es
∣∣tj+1 − tj

∣∣ < r.

Para cadam ≥ i0, en caso que 0 ≤ uj ≤ T ′m < uj+1 ≤ T ′m+1, como uj+1−uj < ξm entonces, de

(4.40),
∣∣γm+1(uj+1)−γm(uj)

∣∣ < r, esto es, |tj+1− tj | < r. En caso que −T ′m+1 ≤ uj < −T ′m ≤

uj+1 ≤ 0, puesto que uj+1−uj < ξm, entonces, de (4.41),
∣∣γm(uj+1)−γm+1(uj)

∣∣ < r, esto es,

|tj+1 − tj | < r. De esta manera hemos de�nido un par de sucesiones bilaterales (uj)j∈Z ⊆ R

y (tj)j∈Z ⊆ R tales que u0 = t0 = 0, ĺımj→∞ uj = +∞, ĺımj→∞ u−j = −∞; uj+1 − uj < r y

|tj+1 − tj | < r, para cada j ∈ Z; y de (4.37),

d
(
Φtj (x),Φuj (z)

)
< r, para cada j ∈ Z .

Entonces, como r dependía de ε según la caracterización discreta de expansividad de Φ, Ítem

(iv) de la Proposición 5, concluimos que x ∈ Φ(−ε,ε)(z), esto es, x = Φt(z) para algún t ∈

(−ε, ε). Por lo tanto, como x era un punto arbitrario de Ay, tenemos que Ay ⊆ Φ[−ε,ε](z). Esto

culmina la prueba del Lema 19.

Demostración del Lema 20. Como 2ε < T0, entonces Φ[−ε,ε](z) es homeomorfo a un intervalo

cerrado acotado [−ε, ε] de la recta real. Además, Φ[−ε,ε](z) es un conjunto cerrado en X. En

efecto, sean w ∈ X y (wi)i≥0 ⊆ Φ[−ε,ε](z) tales que ĺımi→∞wi = w. Entonces, para cada

i ≥ 0, existe ai ∈ [−ε, ε] tal que wi = Φai(z). Por la compacidad de [−ε, ε], existe alguna

subsucesión (ak(i))i≥0 ⊆ (ai)i≥0, tal que ĺımi→∞ ak(i) = b, para algún b ∈ [−ε, ε]. Por lo tanto,

de la continuidad de Φ tenemos que

w = ĺım
i→∞

wk(i) = ĺım
i→∞

Φ(ak(i), z) = Φ(b, z) ∈ Φ[−ε,ε](z).

Para mostrar el Lemma 20, que Ay es un conjunto cerrado, es su�ciente mostrar que Ay es

cerrado en Φ[−ε,ε](z). Considere (zi)i≥0, una sucesión de puntos en Ay, y sea z′ ∈ Φ[−ε,ε](z)

tales que ĺımi→∞ zi = z′. Por lo tanto, z′ = Φt′(z) para algún t′ ∈ [−ε, ε], y para cada i ≥ 0,

zi = Φti(z) para algún ti ∈ [−ε, ε]. Sin pérdida de generalidad, tomando una subsucesión si

es necesario, podemos suponer que existe τ ∈ [−ε, ε] tal que ĺımi→∞ ti = τ . De la continuidad

del �ujo Φ,

Φt′(z) = z′ = ĺım
i→∞

zi = ĺım
i→∞

Φti(z) = Φτ (z),
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por lo tanto, de la inyectividad de Φ(·, z)|[−ε,ε] (puesto que 2ε < T0), t′ = τ . Más aún,

dada cualquier subsucesión convergente de (ti)i≥0, de la inyectividad de Φ(·, z)|[−ε,ε], debe de

converger a t′. Así, de la compacidad de [−ε, ε] tenemos que ĺımi→∞ ti = t′.

Dado η, T > 0, como zi ∈ Ay para cada i ≥ 0 existe algún αi ∈ Rep+, tal que

d
(
Φαi(t)(zi), (j ◦Ψt)(y)

)
<

1

6
ε′ +

1

2
η, para cada t ∈ [−T, T ], y cada i ≥ 0. (4.42)

Del Lema 4, para η/2 existe σ > 0 tal que, para cada t, s ∈ R, y w ∈ X, si |t−s| < σ entonces

d
(
Φt(w),Φs(w)

)
< η/2. Como ĺımi→∞ ti = t′, existe N ∈ N tal que, si i ≥ N entonces

|ti − t′| < σ. Por lo tanto,

d
(
Φti(w),Φt′(w)

)
< η/2, para cada i ≥ N, y cada w ∈ X,

d
(
Φti(Φlz),Φt′(Φlz)

)
< η/2, para cada i ≥ N, y cada l ∈ R,

d
(
Φl(Φtiz),Φl(Φt′z)

)
< η/2, para cada i ≥ N, y cada l ∈ R,

d
(
Φl(zi),Φl(z

′)
)
< η/2, para cada i ≥ N, y cada l ∈ R .

En particular,

d
(
Φαi(t)(zi),Φαi(t)(z

′)
)
<
η

2
para cada i ≥ N, y cada t ∈ R . (4.43)

De (4.42) y (4.43), para cada i ≥ N tenemos que

d
(
Φαi(t)(z

′), (j ◦Ψt)(y)
)
<
ε′

6
+ η para cada t ∈ [−T, T ]. (4.44)

Así, hemos mostrado que para cada η, T > 0 existe i ∈ N veri�cando (4.44). Esto es, z′ ∈ Ay.

Así, Ay es un subconjunto cerrado de Φ[−ε,ε](z). Esto concluye la prueba del Lema 20.

Para de�nir una función h : Y → X, para cada y ∈ Y necesitamos seleccionar un punto

de Ay. Un punto x ∈ X es llamado extremo derecho de Ay, si para cada x′ ∈ Ay, existe

w = w(x′) ∈ [0, 2ε] tal que x = Φw(x′).

Mostremos la existencia de extremos derechos de Ay. De (1), Ay ⊆ Φ[−ε,ε](zy), donde

zy ∈ Ay. Sea Izy =
{
t ∈ [−ε, ε]; Φt(zy) ∈ Ay

}
. Este conjunto es no vacío puesto que zy ∈ Ay, y

así 0 ∈ Izy . Por lo tanto, existe t0 = sup(Izy) tal que 0 ≤ t0 ≤ ε. Mostremos que x0 = Φt0(zy)

es un extremo derecho de Ay. Sea w ∈ Ay. De (1), existe tw ∈ [−ε, ε] tal que w = Φtw(zy) y

tw ∈ Izy . Como t0 = sup(Izy), entonces −ε ≤ tw ≤ t0 ≤ ε. Así,

x0 = Φt0(zy) = Φt0−twΦtw(zy) = Φt0−tw(w), donde t0 − tw ∈ [0, 2ε].
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Ahora, mostraremos la unicidad del extremo derecho de Ay. Sean x, x ∈ Ay dos extremos

derechos de Ay. Entonces

x = Φw1(x), para algún w1 = w1(x) ∈ [0, 2ε], (4.45)

x = Φw2(x), para algún w2 = w2(x) ∈ [0, 2ε]. (4.46)

Además, como Ay ⊆ Φ[−ε,ε](z), donde z ∈ Ay, entonces

x = Φt(z) y x = Φt(z), para algunos t, t ∈ [−ε, ε]. (4.47)

Así, de (4.45) y (4.47), Φt(z) = Φw1Φt(z), y entonces Φt−t(z) = Φw1(z), donde t−t ∈ [−2ε, 2ε]

y w1 ∈ [0, 2ε]. De la inyectividad de Φ(·, z)|[−2ε,2ε], puesto que 4ε < T0, tenemos que t − t =

w1 ≥ 0. Así, t ≥ t. Análogamente, de (4.46) y (4.47), Φt(z) = Φw2Φt(z), y por lo tanto

Φt−t(z) = Φw2(z), donde t− t ∈ [−2ε, 2ε] y w2 ∈ [0, 2ε]. De la inyectividad de Φ(·, z)|[−2ε,2ε],

tenemos que t− t = w2 ≥ 0. Por lo tanto, t ≥ t. Así, t = t y x = x. Denotamos por `(Ay) al

único extremo derecho de Ay.

De�namos h : Y → X por h(y) = `(Ay), para cada y ∈ Y . De la de�nición de Ay, si

x ∈ Ay entonces, para cada η, T > 0 existe α = αη,T ∈ Rep+, tal que

d
(
Φα(t)x, (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ η, para cada t ∈ [−T, T ]. (4.48)

Supongamos que η < ε′/2. Entonces, considerando t = 0 en (4.48), tenemos que

d
(
x, j(y)

)
<
ε′

6
+
ε′

2
< ε′ < ε.

En particular, para x = `(Ay) ∈ Ay tenemos que d
(
h(y), j(y)

)
< ε′ < ε, para cada y ∈ Y . Así,

dC0(h, j) = sup
{
d
(
h(y), j(y)

)
; y ∈ Y

}
≤ ε′ < ε. (4.49)

Observe que d alude a la métrica dX del espacio métrico X.

Siguiendo la prueba del Teorema 4 en [3], mostremos que h : Y → X es una ε-isometría.

De (4.49), tenemos que dH
(
h(Y ), j(Y )

)
≤ ε′. En efecto, por de�nición de la distancia de

Hausdor� dH ,

dH
(
h(Y ), j(Y )

)
= máx

{
sup
a∈Y

d
(
h(a), j(Y )

)
, sup
b∈Y

d
(
j(b), h(Y )

)}
. (4.50)

Para cada a ∈ Y , se tiene que

d
(
h(a), j(Y )

)
= ı́nf

{
d
(
h(a), j(w)

)
;w ∈ Y

}
≤ d
(
h(a), j(a)

)
< ε′.
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Por lo tanto, supa∈Y d
(
h(a), j(Y )

)
≤ ε′. Y también, para cada b ∈ Y , se tiene que

d
(
j(b), h(Y )

)
= ı́nf

{
d
(
j(b), h(w)

)
;w ∈ Y

}
≤ d
(
j(b), h(b)

)
< ε′

Por lo tanto, supb∈Y d
(
j(b), h(Y )

)
≤ ε′. Así, de (4.50), dH

(
h(Y ), j(Y )

)
≤ ε′. Por otro lado,

como j : Y → X es una δ-isometría, tenemos que dH
(
j(Y ), X

)
< δ. Así, de la desigualdad

triangular de dH ,

dH
(
h(Y ), X

)
≤ dH

(
h(Y ), j(Y )

)
+ dH

(
j(Y ), X

)
< ε′ + δ < 2ε′ < r < ε.

Sean a, b ∈ Y , comparando h y j, y usando el hecho que j es una δ-isometría,

∣∣dX(h(a), h(b))−dY (a, b)
∣∣ ≤ ∣∣dX(h(a), h(b))− dX(j(a), j(b))

∣∣+
∣∣dX(j(a), j(b))− dY (a, b)

∣∣
≤
∣∣dX(h(a), h(b))− dX(h(a), j(b))

∣∣+
∣∣dX(h(a), j(b))− dX(j(a), j(b))

∣∣+ δ

≤ dX
(
h(b), j(b)

)
+ dX

(
h(a), j(a)

)
+ δ

< 2ε′ + δ < 3ε′ < r < ε,

donde la última desigualdad se sigue de (4.49). Por lo tanto, h es una ε-isometría.

Ahora, mostraremos que h lleva órbitas de Ψ en órbitas de Φ. Fijemos y ∈ Y . De (4.35),

tenemos que
{

(j ◦Ψt)(y)
}
t∈R es (ε′/6)-sombreada por una (única) órbita de Φ, esto es, existen

z = zy ∈ X y α = αy ∈ Rep+ tales que

d
(
Φα(t)(z), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
, para cada t ∈ R . (4.51)

Sea Ψu(y), un punto cualquiera de
{

Ψt(y)
}
t∈R. De (4.51), tenemos que para cada t ∈ R,

d
(
Φα(t+u)−α(u)(Φα(u)(z)), (j ◦Ψt)(Ψu(y))

)
= d
(
Φα(t+u)(z), (j ◦Ψt+u)(y)

)
<
ε′

6
. (4.52)

Considere la función γ : R → R, de�nida por γ(t) = α(t + u) − α(u) para cada t ∈ R.

Claramente, γ es un homeomor�smo creciente, con γ(0) = 0, esto es, γ ∈ Rep+. Así, de

(4.52),

d
(
Φγ(t)(Φα(u)z), (j ◦Ψt)(Ψuy)

)
<
ε′

6
, para cada t ∈ R .

En particular, para cada η, T > 0,

d
(
Φγ(t)(Φα(u)z), (j ◦Ψt)(Ψuy)

)
<
ε′

6
+ η, para cada t ∈ [−T, T ].
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Por lo tanto, Φα(u)(z) ∈ AΨu(y). Y como AΨu(y) está incluido en una (única) órbita de Φ,

entonces h(Ψuy) ∈ AΨu(y) ⊆
{

Φt(Φα(u)z)
}
t∈R =

{
Φt(z)

}
t∈R. Por otro lado, de (4.51), para

cada η, T > 0,

d
(
Φα(t)(z), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ η, para cada t ∈ [−T, T ]. (4.53)

Entonces, z ∈ Ay. Como h(y) ∈ Ay, y puesto que Ay está incluido en una única órbita

de Φ, entonces h(y) ∈ Ay ⊆
{

Φt(z)
}
t∈R. Por lo tanto,

{
Φt(z)

}
t∈R =

{
Φt(hy)

}
t∈R, y así,

h(Ψuy) ∈
{

Φt(hy)
}
t∈R para cada u ∈ R.

Por hipótesis tenemos que j : Y → X es una función continua, además de ser una δ-

isometría. Mostremos que h : Y → X es H-continua. Sean η, T > 0 y y ∈ Y . Considere el

conjunto

Ay,η,T =
{
x ∈ X; existe α ∈ Rep+, tal que

d
(
Φα(t)(x), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ η,∀t ∈ [−T, T ]

}
.

Observamos, de la continuidad uniforme de Φ restricto a conjuntos compactos de la forma

[−τ, τ ]×X, que Ay,η,T es un conjunto abierto para cada y, η y T .

Algunas propiedades de este tipo de conjuntos son las siguientes,

(a) Si η1 ≥ η2 > 0 entonces Ay,η1,T ⊇ Ay,η2,T , para cada y ∈ Y , y cada T > 0.

(b) Si 0 < T1 ≤ T2 entonces Ay,η,T1 ⊇ Ay,η,T2 , para cada y ∈ Y , y cada η > 0.

(c) Si η1 ≥ η2 > 0 y T2 ≥ T1 > 0, entonces

Ay,η1,T1 ⊇ Ay,η2,T2 , para cada y ∈ Y.

En efecto, de (a) y (b), Ay,η1,T1 ⊇ Ay,η2,T1 ⊇ Ay,η2,T2 .

(d) Sean (ηi)i∈N, (Ti)i∈N ⊆ (0,+∞) tales que ĺımi→∞ ηi = 0 y ĺımi→∞ Ti = +∞. Entonces,

Ay =
⋂
i∈N

Ay,ηi,Ti , para cada y ∈ Y. (4.54)

En efecto, sea x ∈ Ay. Entonces, para cada η, T > 0 existe α = αη,T ∈ Rep+ tal que

d
(
Φα(t)(x), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ η, para cada t ∈ [−T, T ].

Así, x ∈ Ay,η,T , y por lo tanto Ay ⊆ Ay,η,T , para cada η, T > 0. En particular,

Ay ⊆
⋂
i∈NAy,ηi,Ti .
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Recíprocamente, sea x ∈
⋂
i∈NAy,ηi,Ti . Entonces, para cada i ∈ N, existe αi ∈ Rep+ tal

que

d
(
Φαi(t)(x), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ ηi, para cada t ∈ [−Ti, Ti]. (4.55)

Dados η, T > 0, como ηi → 0 y Ti → +∞ cuando i→ +∞, existe i0 ∈ N tal que η > ηi0

y T < Ti0 . De (4.55), para i = i0,

d
(
Φαi0 (t)(x), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ ηi0 <

ε′

6
+ η,

para cada t ∈ [−T, T ] ⊆ [−Ti0 , Ti0 ]. Así, x ∈ Ay.

Lema 21. Para cada y ∈ Y , para cada λ > 0, existen η, T > 0 tales que

Ay,η,T ⊆ B(Ay, λ).

Donde B(Ay, λ) =
{
w ∈ X; d(w,Ay) < λ

}
.

Demostración. Supongamos, por contradicción, que existen λ > 0 y y ∈ Y , tales que para

cada η, T > 0,

Ay,η,T 6⊆ B(Ay, λ);

esto es, para cada η, T > 0 existe xη,T ∈ Ay,η,T tal que d(xη,T , Ay) ≥ λ. En particular, dadas

dos sucesiones (ηi)i∈N y (Ti)i∈N en (0,+∞), con (Ti)i∈N estrictamente creciente, tales que

ĺımi→∞ ηi = 0 y ĺımi→∞ Ti = +∞; tenemos que para cada i ∈ N,

existe zi ∈ Ay,ηi,Ti , tal que d(zi, Ay) ≥ λ. (4.56)

Supongamos además que ηi < ε′/6, para cada i ∈ N. Sin pérdida de generalidad, tomando una

subsucesión si es necesario, podemos suponer que (zi)i∈N ⊆ X, es una sucesión convergente,

ĺım
i→∞

zi = z para algún z ∈ X. (4.57)

Como zi ∈ Ay,ηi,Ti , existe algún homeomor�smo αi ∈ Rep+ tal que

d
(
Φαi(t)(zi), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ ηi, para cada t ∈ [−Ti, Ti]. (4.58)

Dadas las sucesiones (wi)i∈N, (βi)i∈N ⊆ (0,+∞), tales que ĺımi→∞ βi = 0 y ĺımi→∞wi = ∞.

Como ĺımi→∞ zi = z, sin pérdida de generalidad, reemplazando la sucesión (zi)i∈N por alguna

subsucesión (zk(i))i∈N si es necesario, podemos suponer que

d
(
Φt(zi),Φt(z)

)
< βi para cada t ∈ [−wi, wi]. (4.59)
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En efecto, como Φ|[−wi,wi]×X es uniformemente continua, entonces existe δi ∈ (0, 1/i) tal que

para cada a, b ∈ X,

si d(a, b) < δi entonces, d
(
Φt(a),Φt(b)

)
< βi para cada t ∈ [−wi, wi].

Como ĺımk→∞ zk = z, para cada i ∈ N existe k(i) ∈ N tal que, si k ≥ k(i) entonces

d(zk, z) < δi. Podemos elegir
(
k(i)

)
i∈N de tal modo que k(1) < k(2) < k(3) < · · · .

De (4.59), tenemos que

d
(
Φαi(t)(zi),Φαi(t)(z)

)
< βi, para cada t ∈

[
α−1
i (−wi), α−1

i (wi)
]
. (4.60)

Mostremos que ĺımi→∞ α
−1
i (wi) = +∞. Supongamos que esto no ocurre, entonces existe a > 0

y existe
(
n(i)

)
i∈N, con n(1) < n(2) < n(3) < · · · , tal que α−1

n(i)(wn(i)) ≤ a para cada i ∈ N.

Por lo tanto, wn(i) ≤ αn(i)(a) para cada i ∈ N. Así, ĺımi→∞ αn(i)(a) = +∞. Considere N ∈ N

tal que a ∈ [−Ti, Ti] para cada i ≥ N . Por tanto, a ∈ [−Tn(i), Tn(i)] para cada i ≥ N . Como

Ψ|[0,a]×Y es uniformemente continua, para ε′/12 existe δ′ > 0 tal que para cada t1, t2 ∈ [0, a],

si |t2 − t1| < δ′ entonces, d
(
Ψt2(ω),Ψt1(ω)

)
<

ε′

12
para cada ω ∈ Y. (4.61)

Del Lema 5, para r y δ′ existen 0 ≤ t1 < t2 ≤ a e i ≥ N tales que t2 − t1 < δ′ y αn(i)(t2) −

αn(i)(t1) = r. Del Lema 2, del modo como γ depende de r, tenemos que

d
(
Φαn(i)(t1)(w),Φαn(i)(t2)(w)

)
≥ γ > ε′, para cada w ∈ X.

En particular,

d
(
Φαn(i)(t1)(zn(i)),Φαn(i)(t2)(zn(i))

)
≥ γ > ε′. (4.62)

Por otro lado, de (4.58) y (4.61), y puesto que j es una δ-isometría, tenemos que

d
(
Φαn(i)(t1)(zn(i)),Φαn(i)(t2)(zn(i))

)
≤ d
(
Φαn(i)(t1)(zn(i)), (j ◦Ψt1)(y)

)
+ d
(
(j ◦Ψt1)(y), (j ◦Ψt2)(y)

)
+ d
(
(j ◦Ψt2)(y),Φαn(i)(t2)(zn(i))

)
<

(
ε′

6
+ ηn(i)

)
+

(
d
(
Ψt1(y),Ψt2(y)

)
+ δ

)
+

(
ε′

6
+ ηn(i)

)
< 2

(
ε′

6
+ ηn(i)

)
+

(
ε′

12
+ δ

)
<

10

12
ε′ < ε′, ya que δ <

ε′

12
.

Lo que contradice (4.62). Por lo tanto,

ĺım
i→∞

α−1
i (wi) = +∞.

90



Análogamente se muestra que ĺım
i→∞

α−1
i (−wi) = −∞.

Para cada i ∈ N considere vi = mı́n
{
|α−1
i (−wi)|, α−1

i (wi)
}
. De (4.60), tenemos que

d
(
Φαi(t)(zi),Φαi(t)(z)

)
< βi, para cada t ∈ [−vi, vi], y cada i ∈ N, (4.63)

donde ĺımi→∞ vi = +∞. De (4.58) y (4.63),

d
(
Φαi(t)(z), (j ◦Ψt)(y)

)
≤ d
(
Φαi(t)(z),Φαi(t)(zi)

)
+ d
(
Φαi(t)(zi), (j ◦Ψt)(y)

)
< βi +

(ε′
6

+ ηi

)
=
ε′

6
+ (βi + ηi),

para cada t ∈ [−ki, ki], donde ki = mı́n{Ti, vi}. Por lo tanto, z ∈ Ay,βi+ηi,ki para cada i ∈ N,

esto es, z ∈
⋂
i∈NAy,βi+ηi,ki . De (d), tenemos que

⋂
i∈NAy,βi+ηi,ki = Ay, ya que (βi + ηi)→ 0

y ki → +∞ cuando i→∞. Así, z ∈ Ay.

Por otro lado, de la continuidad de la función w ∈ X 7→ d(w,Ay), de (4.57), y haciendo

i→∞ en (4.56), tenemos que

d(z,Ay) ≥ λ > 0.

Lo cual es una contradicción puesto que z ∈ Ay. Esto completa la prueba del Lema 21.

Lema 22. Para cada y ∈ Y , para cada λ > 0, existen δ > 0 tal que para cada y′ ∈ Y ,

si d(y′, y) < δ entonces Ay′ ⊆ B(Ay, λ).

Donde, B(Ay, λ) =
{
w ∈ X; d(w,Ay) < λ

}
.

Demostración. Dados λ > 0 y y ∈ Y , del Lema 21, existen ηy, Ty > 0 tales que

Ay,ηy ,Ty ⊆ B(Ay, λ), (4.64)

De la continuidad uniforme de j : Y → X (puesto que j es continua y Y es un espacio métrico

compacto), para ηy existe η′y > 0 tal que, para cada w1, w2 ∈ Y ,

si d(w1, w2) < η′y entonces d
(
j(w1), j(w2)

)
<
ηy
2
. (4.65)

Para este y ∈ Y , existe δy > 0 tal que para cada y′ ∈ Y ,

si y′ ∈ Bδy(y) entonces, d
(
(j ◦Ψt)(y), (j ◦Ψt)(y

′)
)
<
ηy
2
∀t ∈ [−Ty, Ty]. (4.66)
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En efecto, como Ψ|[−Ty ,Ty ]×Y es uniformemente continua, para η′y > 0 existe δy > 0 tal que,

para cada ω1, ω2 ∈ Y ,

si d(ω1, ω2) < δy entonces , d
(
Ψt(ω1),Ψt(ω2)

)
< η′y para cada t ∈ [−Ty, Ty].

En particular, para cada ω ∈ Y ,

si d(ω, y) < δy entonces , d
(
Ψt(ω),Ψt(y)

)
< η′y para cada t ∈ [−Ty, Ty].

Así, de (4.65), para cada ω ∈ Y ,

si d(ω, y) < δy, entonces d
(
(j ◦Ψt)(ω), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ηy
2
, (4.67)

para cada t ∈ [−Ty, Ty].

Sea y′ ∈ Y tal que d(y′, y) < δy. Sea x ∈ Ay′,ηy/2,Ty . Entonces existe α ∈ Rep+ tal que

d
(
Φα(t)(x), (j ◦Ψt)(y

′)
)
<
ε′

6
+
ηy
2
, para cada t ∈ [−Ty, Ty]. (4.68)

Por lo tanto, como d(y′, y) < δy, de (4.67) y (4.68), tenemos que

d
(
Φα(t)(x), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ ηy, para cada t ∈ [−Ty, Ty].

Así, x ∈ Ay,ηy ,Ty . Por lo tanto,

Ay′,ηy/2,Ty ⊆ Ay,ηy ,Ty , para cada y′ ∈ Bδy(y). (4.69)

En particular, como Ay′ ⊆ Ay′,ηy/2,Ty y de (4.64),

Ay′ ⊆ B(Ay, λ), para cada y′ ∈ Bδy(y).

Esto completa la prueba.

Lema 23. Sean y ∈ Y , z ∈ X y un par de sucesiones (yn)n∈N ⊆ Y , (zn)n∈N ⊆ X tales que

zn ∈ Ayn para cada n ∈ N, ĺımn→∞ zn = z, y ĺımn→∞ yn = y. Entonces z ∈ Ay.

Demostración. Considere una sucesión (λk)k∈N ⊆ (0,+∞) tal que ĺımk→∞ λk = 0. Del Lema

21, para cada k ∈ N, existen ηk, Tk > 0 tales que

Ay,ηk,Tk ⊆ B(Ay, λk). (4.70)

De la continuidad uniforme de j : Y → X, puesto que j es continua y Y es un espacio métrico

compacto, para cada k ∈ N, existe η′k > 0 tal que para cada w,w′ ∈ Y ,

si d(w,w′) < η′k entonces d
(
j(w), j(w′)

)
<
ηk
2
. (4.71)
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Como ĺımn→∞ yn = y, existe alguna subsucesión (yn(k))k∈N ⊆ (yn)n∈N tal que

d
(
Ψt(y),Ψt(yn(k))

)
< η′k, para cada t ∈ [−Tk, Tk], y cada k ∈ N. (4.72)

En efecto, como Ψ|[−Tk,Tk]×Y es uniformemente continua, para η′k, existe δk > 0 tal que, para

cada (t, p), (s, q) ∈ [−Tk, Tk]× Y ,

si |t− s|+ d(p, q) < δk, entonces d
(
Ψ(t, p),Ψ(s, q)

)
< η′k.

En particular, para cada p, q ∈ Y ,

si d(p, q) < δk, entonces d
(
Ψt(p),Ψt(q)

)
< η′k para cada t ∈ [−Tk, Tk].

Así, para cada w ∈ Y ,

si d(w, y) < δk, entonces d
(
Ψt(y),Ψt(w)

)
< η′k para cada t ∈ [−Tk, Tk].

Como ĺımn→∞ yn = y, para cada k ∈ N, existe n(k) ∈ N tal que, si n ≥ n(k) entonces

d(yn, y) < δk. Podemos elegir los n(k) tales que n(1) < n(2) < n(3) < · · · .

Como zn(k) ∈ Ayn(k) ⊆ Ayn(k),ηk/2,Tk , existe αk ∈ Rep+ tal que

d
(
Φαk(t)(zn(k)), (j ◦Ψt)(yn(k))

)
<
ε′

6
+
ηk
2
, para cada t ∈ [−Tk, Tk]. (4.73)

De (4.71) y de (4.72), tenemos que

d
(
(j ◦Ψt)(y), (j ◦Ψt)(yn(k))

)
<
ηk
2
, para cada t ∈ [−Tk, Tk], y cada k ∈ N. (4.74)

Así, de (4.73) y de (4.74),

d
(
Φαk(t)(zn(k)), (j ◦Ψt)(y)

)
<
ε′

6
+ ηk, para cada t ∈ [−Tk, Tk].

Esto es, zn(k) ∈ Ay,ηk,Tk para cada k ∈ N. De (4.70),

d(zn(k), Ay) < λk, para cada k ∈ N.

Como ĺımk→∞ zn(k) = z y ĺımk→∞ λk = 0, y de la continuidad de w ∈ X 7→ d(w,Ay), tenemos

que d(z,Ay) = 0. Así, z ∈ Ay. Puesto que Ay es un conjunto cerrado, esto es, Ay = Ay;

concluimos que z ∈ Ay.

De�na la función multivaluada g : Y ; X, por

g(y) = Ay para cada y ∈ Y.

Del Lema 22, tenemos que g es una función multivaluada semicontinua superior, y de (2), g

tiene valores cerrados.
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Lema 24. Para cada y ∈ Y , para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que, para cada y′ ∈ Y ,

si d(y′, y) < δ y dH
(
g(y′), g(y)

)
< δ, entonces d

(
h(y′), h(y)

)
< ε.

Demostración. Supongamos, por reducción al absurdo, que existen y0 ∈ Y y ε0 > 0 tales que,

para cada δ > 0, existe yδ ∈ Y tal que

d(yδ, y0) < δ, dH
(
g(yδ), g(y0)

)
< δ, y d

(
h(yδ), h(y0)

)
≥ ε0.

En particular, para cada n ∈ N, existe yn ∈ Y tal que

d(yn, y0) <
1

n
y dH

(
g(yn), g(y0)

)
<

1

n
, (4.75)

d
(
h(yn), h(y0)

)
≥ ε0 (4.76)

Por lo tanto,

ĺım
n→∞

yn = y0 (4.77)

De la compacidad de X, tomando subsucesiones si es necesario, podemos suponer que

ĺım
n→∞

h(yn) = z∗ para algún z∗ ∈ X. (4.78)

De (4.77), (4.78), y del Lema 23, z∗ ∈ Ay0 .

Sea z un punto cualquiera de Ay0 . De (4.75), tenemos que

Ay0 ⊆ B(Ayn , 1/n) para cada n ∈ N.

Por lo tanto, para cada n ∈ N, existe wn ∈ Ayn tal que d(z, wn) < 1/n. En particular,

ĺım
n→∞

wn = z. (4.79)

Como wn ∈ Ayn , de la de�nición de h(yn), existe tn ∈ [0, 2ε] tal que

Φ(tn, wn) = h(yn) para cada n ∈ N. (4.80)

Por la compacidad de [0, 2ε], considerando alguna subsucesión si es necesario, podemos suponer

que

ĺım
n→∞

tn = t∗ para algún t∗ ∈ [0, 2ε]. (4.81)

De (4.78), (4.79), y (4.81), y de la continuidad de Φ en (4.80), tenemos que

Φ(t∗, z) = z∗.

Por lo tanto, z∗ = h(y0). Además, de (4.76) y (4.78),

d
(
z∗, h(y0)

)
≥ ε0 > 0.

Lo cual es una contradicción. Por tanto, el lema está probado.
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Por lo tanto, h : Y → X es una función H-continua. Así, el �ujo (X,Φ) es topológicamente

GH-estable.

4.3. Demostración del Teorema 3

Demostración del Teorema 3. Considerando todo lo hecho en la demostración del Teorema 2,

excepto la parte �nal. Especí�camente, en la demostración del Teorema 2, cambiando el Lema

24 por el siguiente lema, Lema 25, probaremos el Teorema 3.

Lema 25. La función h : Y → X es continua sobre un subconjunto residual de Y .

Notemos que, como Y es un espacio métrico compacto (por lo tanto, métrico completo),

del teorema de Baire h : Y → X es una función continua sobre un subconjunto denso de Y .

Demostración del Lema 25. Dado que X y Y son espacios métricos compactos, en particu-

lar, estos son espacios métricos completos y separables. Así, del Teorema 1.4.13 de [8], como

g : Y ; X es una función multivaluada semicontinua superior, tenemos que existe un sub-

conjunto residual R de Y tal que g es a la vez, semicontinua superior y semicontinua inferior

(como función multivaluada), sobre cada punto de R.

Mostremos la continuidad de h : Y → X en R. Sea y ∈ R. Sean (yn)n∈N ⊆ Y , y (zn)n∈N ⊆

X, sucesiones tales que zn = h(yn), para cada n ∈ N. Supongamos que ĺımn→∞ yn = y y

que z = h(y) = `(Ay). Mostremos que ĺımn→∞ zn = z. De la compacidad de X, (zn)n∈N

posee alguna subsucesión convergente. Veamos que toda subsucesión convergente de (zn)n∈N

converge a z. Sin pérdida de generalidad, tomando una subsucesión si es necesario, supongamos

que

ĺım
n→∞

zn = z′ para algún z′ ∈ X. (4.82)

Del Lema 23, como zn ∈ Ayn para cada n ∈ N, y como ĺımn→∞ yn = y, entonces z′ ∈ Ay.

Mostremos que z′ = `(Ay). Sea x ∈ Ay, un punto cualquiera de Ay. De la semicontinuidad

inferior de g en y (De�nición 8), tenemos que existe una sucesión (ωn)n∈N ⊆ X tal que,

(i) ωn ∈ Ayn para cada n ∈ N; y

(ii) ĺımn→∞ ωn = x.

Para cada n ∈ N, de la de�nición de h(yn) = zn y de (i), tenemos que existe tn ∈ [0, 2ε] tal

que

Φ(tn, ωn) = zn. (4.83)
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De la compacidad de [0, 2ε], existe t0 ∈ [0, 2ε] y existe alguna subsucesiones (tk(n))n∈N ⊆

(tn)n∈N tales que,

ĺım
n→∞

tk(n) = t0, (4.84)

donde t0 ∈ [0, 2ε]. De la continuidad de Φ, de (4.82), (4.83), (4.84) y (ii), tenemos que

Φ(t0, x) = z′.

Por lo tanto, z′ = z = h(y). Así, cada subsucesión de (zn)n∈N converge a z = h(y). Por ende,

ĺım
n→∞

zn = z,

esto es, h es continua en y ∈ R.

Por lo tanto, (X,Φ) es σ-topológicamente GH-estable.

4.4. Demostración del Teorema 4

Todos los �ujos considerados estarán de�nidos sobre espacios métricos compactos. Del

Teorema 1 tenemos que dados dos �ujos (X,Φ) y (Y,Ψ), DGH0(Φ,Ψ) = 0 si, y solo si Φ y Ψ

son �ujos isométricos entre sí.

Observación 3. Dados dos �ujos (X,Φ) y (Y,Ψ), estos son isométricos entre sí si, y solamente

si, existen a > 0 y h : X → Y , isometría, tales que

h ◦ Φt = Ψt ◦ h para cada t ∈ [0, a]. (4.85)

En efecto, de (4.85), para cada t ∈ [0, a] tenemos que

h ◦ Φ2t = (h ◦ Φt) ◦ Φt = (Ψt ◦ h) ◦ Φt = Ψt ◦ (h ◦ Φt) = Ψt ◦ (Ψt ◦ h) = Ψ2t ◦ h.

Por lo tanto, procediendo inductivamente, tenemos que para cada n ∈ N, y para cada t ∈ [0, a],

h ◦ Φnt = Ψnt ◦ h.

Así, h ◦ Φs = Ψs ◦ h para cada s ∈ [0, n], para cada n ∈ N. Por ende,

h ◦ Φt = Ψt ◦ h, para cada t ∈ [0,+∞). (4.86)

Como h ◦ Φt = Ψt ◦ h implica que Ψ−t ◦ h = h ◦ Φ−t; de (4.86), tenemos que

h ◦ Φt = Ψt ◦ h, para cada t ∈ R .
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Demostración del Teorema 4. Dado que (X,Φ) y (X ′,Φ′) son �ujos isométricos entre sí, en-

tonces existe alguna isometría (sobreyectiva) ν : X ′ → X tal que

Φt = ν ◦ Φ′t ◦ ν−1 para cada t ∈ R. (4.87)

Sea ε > 0. Para este ε, de la GH-estabilidad topológica de (X,Φ), existe δ > 0. Sea (Y ′,Ψ′)

un �ujo de�nido sobre un espacio métrico compacto Y ′, tal que

DGH0(Ψ′,Φ′) < δ/2.

De (4.87) y de la propiedad (3) del Teorema 1, DGH0(Φ,Φ′) = 0. De la propiedad (5) del

Teorema 1, esto es, de la �desigualdad triangular�, tenemos que

DGH0(Φ,Ψ′) ≤ 2 ·
(
DGH0(Φ,Φ′) +DGH0(Φ′,Ψ′)

)
< 2 · δ

2
= δ,

Entonces, por la elección de δ, existe alguna ε-isometría h′ : Y ′ → X, que lleva órbitas de Ψ′

en órbitas de Φ, y que es H-continua. Esto es, existe alguna función multivaluada g′ : Y ′ ; X,

con valores cerrados, y semicontinua superior tal que,

h′(y) ∈ g′(y) para cada y ∈ Y ′; y

para cada y ∈ Y ′ se tiene que para cada η > 0, existe σ > 0 tal que para cada z ∈ Y ′,

si d(z, y) < σ y dH
(
g′(z), g′(y)

)
< σ, entonces d

(
h′(z), h′(y)

)
< η.

De�namos la función h : Y ′ → X ′ por

h = ν−1 ◦ h′;

y la función multivaluada g : Y ′ ; X ′ por,

g(y) = ν−1(g′(y)) =
{
ν−1(r); r ∈ g′(y)

}
para cada y ∈ Y ′. (4.88)

Como h′ es una ε-isometría, y puesto que ν−1 es una isometría, tenemos que h = ν−1 ◦ h′ es

una ε-isometría. Como h′ lleva órbitas de Ψ′ en órbitas de Φ, y ya que, de (4.87), ν−1 lleva

órbitas de Φ en órbitas de Φ′, tenemos que h = ν−1 ◦ h′ lleva órbitas de Ψ′ en órbitas de

Φ′. Además, puesto que h′ es H-continua, y dado que ν−1 es una isometría, entonces h es

H-continua. En efecto, basta mostrar las dos a�rmaciones siguientes.

A�rmación 1. La función multivaluada g es semicontinua superior, y tiene valores cerrados.

A�rmación 2. La función h es H-continua.
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Prueba de la A�rmación 1. De la de�nición de g, en (4.88), tenemos que g(y) es un subcon-

junto cerrado de X ′, ya que ν−1 es una isometría (en particular, un homeomor�smo), y ya

que g′ es una función multivaluada con valores cerrados.

Dados y ∈ Y ′ y λ > 0, como g′ es una función multivaluada semicontinua superior, existe

δ > 0 tal que para cada y′ ∈ Y ′,

si d(y′, y) < δ entonces g′(y′) ⊆ B
(
g′(y), λ

)
.

Dado y′ ∈ Y ′, tal que d(y′, y) < δ, se tiene que

g′(y′) ⊆ B
(
g′(y), λ

)
. (4.89)

Sea z ∈ g(y′), entonces ν(z) ∈ g′(y′). Así, de (4.89), existe w ∈ g′(y) tal que d
(
ν(z), w

)
< λ.

Por lo tanto, d(z, ν−1(w)) < λ, con ν−1(w) ∈ g(y). Por lo tanto,

g(y′) ⊆ B
(
g(y), λ

)
.

Así, para cada y′ ∈ Y ′,

si d(y′, y) < δ entonces g(y′) ⊆ B
(
g(y), λ

)
.

Por lo tanto, g es semicontinua superior.

Prueba de la A�rmación 2. Sea y ∈ Y ′. Dado η > 0, como h′ es H-continua, existe σ > 0 tal

que para cada y′ ∈ Y ′,

si d(y′, y) < σ y dH
(
g′(y′), g′(y)

)
< σ, entonces d

(
h′(y′), h′(y)

)
< η. (4.90)

Sea y′ ∈ Y ′ tal que d(y′, y) < σ y dH
(
g(y′), g(y)

)
< σ. Entonces,

ν−1
(
g′(y′)

)
⊆ B

(
ν−1(g′(y)), σ

)
y ν−1

(
g′(y)

)
⊆ B

(
ν−1(g′(y′)), σ

)
.

Por lo tanto, ya que ν es una isometría, tenemos que

g′(y′) ⊆ B
(
g′(y), σ

)
y g′(y) ⊆ B

(
g′(y′), σ

)
.

Esto es, dH
(
g′(y′), g′(y)

)
< σ. Así, como d(y′, y) < σ, de (4.90), d

(
h′(y′), h′(y)

)
< η. Por

ende, como ν−1 es una isometría,

d
(
h(y′), h(y)

)
= d
(
ν−1(h′(y′)), ν−1(h′(y))

)
= d
(
h′(y′), h′(y)

)
< η.

Así, hemos mostrado que, para cada y′ ∈ Y ′,

si d(y′, y) < σ y dH
(
g(y′), g(y)

)
< σ, entonces d

(
h(y′), h(y)

)
< η.
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De la A�rmación 1, g es una función multivaluada semicontinua superior, y con valores ce-

rrados. Además,

h(w) ∈ g(w) para cada w ∈ Y ′,

ya que h′(w) ∈ g′(w) para cada w ∈ Y ′, y puesto que ν−1 es una isometría. Por lo tanto, h es

una función H-continua.

Así, (X ′,Φ′) es topológicamente GH-estable.

4.5. Demostración del Teorema 5

Demostración del Teorema 5. Dado que (X,Φ) y (X ′,Φ′) son �ujos isométricos entre sí, existe

alguna isometría (sobreyectiva) v : X ′ → X tal que

Φt = v ◦ Φ′t ◦ v−1 para cada t ∈ R. (4.91)

Sea ε > 0. Existe δ > 0 dado por la GH-estabilidad σ-topológica de (X,Φ). Sea (Y ′,Ψ′) un

�ujo de�nido sobre un espacio métrico compacto Y ′, tal que

DGH0(Ψ′,Φ′) < δ/2.

De (4.91) y de la propiedad (3) del Teorema 1, DGH0(Φ,Φ′) = 0. De la propiedad (5) del

Teorema 1, esto es, de la �desigualdad triangular�, tenemos que

DGH0(Φ,Ψ′) ≤ 2 ·
(
DGH0(Φ,Φ′) +DGH0(Φ′,Ψ′)

)
< 2 · δ

2
= δ,

Entonces, por la elección de δ, existe alguna ε-isometría h : Y ′ → X, que lleva órbitas de Ψ′

en órbitas de Φ, y que es continua sobre un subconjunto residual R de Y ′. Así, puesto que h

es una ε-isometría continua sobre R ⊆ Y ′, y puesto que v−1 es una isometría, tenemos que

v−1 ◦ h : Y ′ → X ′ es una ε-isometría continua sobre R. Además, de (4.91), v−1 lleva órbitas

de Φ en órbitas de Φ′. Por lo tanto, v−1 ◦ h lleva órbitas de Ψ′ en órbitas de Φ′. Así, (X ′,Φ′)

es σ-topológicamente GH-estable.

4.6. Demostración del Corolario 1

Demostración del Corolario 1. Supongamos queDGH0(Φ,Ψ) = 0. Entonces dGH0(Φt,Ψt) = 0

para cada t ∈ [0, 1]. En efecto, para cada δ > 0, existen δ-isometrías continuas iδ : X → Y y

jδ : Y → X tales que

dC0(iδ ◦ Φt,Ψt ◦ iδ) < δ para cada t ∈ [0, 1], y

dC0(jδ ◦Ψt,Φt ◦ jδ) < δ para cada t ∈ [0, 1].
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Así, para cada t ∈ [0, 1], dGH0(Φt,Ψt) ≤ δ para cada δ > 0. Por lo tanto, dGH0(Φt,Ψt) = 0

para cada t ∈ [0, 1]. En particular, dGH0(Φ1,Ψ1) = 0. Por lo tanto, de la Proposición 3.1.1

de [7], tenemos que h(Φ1) = h(Ψ1). Y por lo tanto, de la Proposición 6, puesto que X y

Y son espacios métricos compactos tenemos que h(Φ) = h(Φ1) y h(Ψ) = h(Ψ1). Por ende,

h(Φ) = h(Ψ).

4.7. Demostración del Corolario 2

Esencialmente usaremos el hecho que el �ujo suspensión de un homeomor�smo con la

propiedad de sombreamiento (POTP) y expansividad preserva ambas propiedades. Y luego

aplicaremos el Teorema 2 al �ujo suspensión.

Observación: dado un homeomor�smo f : X → X expansivo con la propiedad de sombrea-

miento, entonces:

Del Teorema 4 de [4], f es homeomor�smo topológicamente estable.

Del Teorema 4 de [3], tenemos que f es un homeomor�smo topológicamente GH-estable.

Además, como el �ujo suspensión de f , Φf , aún posee la expansividad y la propiedad de

sombreamiento, entonces:

Del Teorema 3 de [1], Φf es un �ujo topológicamente estable.

Y del Teorema 2 tenemos que Φf es un �ujo topológicamente GH-estable

Demostración del Corolario 2. Como f es un homeomor�smo topológicamente estable (sobre

una variedad compacta de dimensión ≥ 2), entonces, del Teorema 11 de [4], f tiene la pro-

piedad de sombreamiento (POTP). Del Teorema 2 de [1] tenemos que el �ujo suspensión de

f , Φf , tiene la propiedad de sombreamiento (POTP) para �ujos. Además, como f es un ho-

meomor�smo expansivo, del Teorema 6 de [2], tenemos que Φf es un �ujo expansivo. Así, del

Teorema 2, puesto que Φf es un �ujo expansivo con la propiedad de sombreamiento, tenemos

que Φf es topológicamente GH-estable, y del Teorema 3 tenemos que Φf es σ-topológicamente

GH-estable.
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