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Harold Bias. 
Facultad de Ciencias 

UN 1 • L lrria-Pe r ú

Abstr"act.

An inttoduction to nonl inear phenomena, starting with a sim­
ple general lzation of the strlng wave equation Is presen­
ted; fol lowing by a review of three remarkable nonl inear wave 
equations (Korteweg-de Vries, Sine-Gordon and Toda equa­
t ions). In Chapters 1 · and 11 we present the numer leal solu­
t ion far each equation . 

The fol lowlng Chapters are devoted to the Toda La­
ttice. A canonical transformatlon is presented, whlch �ives 
the relation between two solutions of an exponential latti­
ce. Uslng thfs relatlon a new solutlon can be obtained 
f r om a k n own so I u t I o n . 1 t I s t hu s a d I s c r e t e ve r s i o n o f t he 
B�cklund transformation. Recursive appl lcatlon of the trans­
formation provldes an algebraic recursion formula far the so­
l u t Ion. Us I ng t he r ecu r s Ion fo rmu I a, two so 1 1 ton so I u t Ion is 
obtained (Chapter 11 I}; moreover, a method of approach to ob­
taln N-sol lton solutions is also presented (Chapter IV}. 

Chapter V shows the conservation laws from Backlund 
transformation, assumlng the boundary condltion 

Qn - - --> cons t . as In 1 - - -> +m .

· An expl lcit set of n lntegrals Is given for a latti­
ce of n particles with periodic boundary conditlons, these 
are known as Hénon's type lntegraJs (Chapter VI}. 

. 1 n t he I as t par t (Cha p te r V 1 1 } , u s i n g i n t e g r a I s o f 
Hénon's type, i t Is shown that the Toda's potent ial is the 
only possible one to make the system integrable. provlded 
the assumption of the nearest nelghbour lnteractlon. 
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Resumen. 

En el Cap. 1 se presenta una Introducción a los fenómenos no-
1 ineal�s, empezaMdo con una simple general lzación de la ecuación 
de la cuerda, siguiendo (Cap. 11) con el estudio de tres ecuacio­
nes diferenciales ¡�portantes (1as ecuaciones de Korteweg-de 
Vrles, Slne-Gordon y de Toda). También presentamos soluciones nu­
méricas de cada ecuación. 

En los siguientes capitulas estudiamos la Red de 
Toda. S& presenta una transformacion canónica, que· proporciona una 
relación entre dos soluciones de la Red Exponencial. Usando esta 
relación, puede hallarse una nueva solución a partir de una solu­
ción conocida. Esta transformación es asf una versión discreta de 
la transformación de Backlund. Una apl icaclón recursiva de dicha 
transformación da una relación algebraica y recursiva para las so­
luciones. Usando la relación recursiva se obtiene una solución 2-
sol itón (Cap. 111). Además, se presenta un método para obtener 
un a so I u e i ó n de t I p o N-so I i t ó n (Cap . 1 V) . 

En el capitulo V se obtienen ias leyes de conserva­
e i ó n de I s is tema a p a r t I r . de I as Tr a ns fo r ma e I o ne s de sa c k I un d , 
asumiendo las condiciones de contorno: 

On----> const. cuando In 1--->+m . 

Por otra parte, se presenta un conjunto de n Inte­
grales expl lcltas para una red de n partfculas con condiciones de 
contorno perlodicas, éstas son conocidas como las Integrales de 
Hé non . (Cap . V 1 ) . 

En la última parte (Cap. VI 1), usando las integrales 
de Hénon mostramos que el potencial de Toda, asumiendo que las 
partlculas interactúan solamente con sus vecinas más próximas, es 
el. único que permite que el sistema sea integrable. 
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PROL<m 

En las dos d¡cadas pasadas se disarrol 10 una linea de investigaciOn en la flslc� que puede ser 

clasificada bajo la denominacion general de flsica no-1 lneal. Una extraordinaria manifestaciOn 

_de la naturalez� es la exc!taclon completamente no intuitiva llamada 'el solitón ' , una for­

m� de onda sol ltar!a o reglbn de tr•nsiclón. 

El presente ·trabajo consta de tres partes bien definidas; en la primera parte, revisamos el 

concepto de onda y damos algunas definiciones de trabajo (capitulo IJ que nos serviran en el 

tratamiento general de ondas de tipo sol ltOn,. luégo en el _capitulo 11 hacemos. una vlsiOn gene­

ral de las principales ecuaciones no-1 ineales que exhiben soluciones de tipo solitón, ademas 

estudiamos el contexto en. que surgen (La ecuacion de Korteweg y de Vrles en hldrodinamJca 

(EKdeVl, la ecuacion de Sine-Gordon en mecánica (ESGJ y la ecuacibn de · Toda en electromagne­

tismo y en una red anarmónica (ET}). 

Tenemos informacibn de hasta tres m�todos anal lt!cos para resolver ecuaciones diferenciales no-

1 ineales en diferencias (el M�todo Inverso a la DispersiOn (MIO) [161, [51, la transformacibn 

de BAcklund [15I, [5] y la transformacibn de variable dependiente [19I, [3]) que exhiben solu­

ciones de tipo sol itbn. 

La transformación de BAcklund es el tema de una parte de nuestro trabajo (capitulo 11 IJ, lo 

apl leamos para resolver la ecuacibn de Toda y hal l�r soluciones de tipo multisol itón (capitulo 

IV). La ecuacíOn de Toda, fue la primera ecuacibn de su clase (ecuación diferencial en dife­

rencias) que exhibió soluciones anal ltlcas sol ltonícas: esta ecuaclon es un excelente modelo 

para estudiar el mov.imiento de una red unidimensional anarmbníca. En el· capitulo V usamos 

la transformaclbn de BAcklund para obtener s1stematicamente las leyes de conservacíbn de una 

·red infinita de Toda. En ia bltima parte de nuestro trabajo, hallamos N integrales de H�non de

. una red perlodica de Toda (capltulo Vil y seguidamente demostramos la unicidad del potencial 

de Toda (capitulo VI ll asumiendo integrales de H�non para -la red perlodica de Toda. 

·.·Hemos desarrol-lado el m�todo de las diferencias finitas para las tres ecuaciones antes menclo-
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INTIDlUCCI� 

Haremos una breve descripiión cualitativa y una vista retrospectiva al surgimiento del concep­

to del sol itón a través de los ultlmos 150 años de la flsica, y ver por que algunos cientlfl­

cos hoy dla ven en la flsita no-1 ineal la més Importante frontera en la investigación de 

11s leyes fundamentales de_ la naturaleza [181. Antes de revisar la historia de la no-

1 inealidad, veamos donde radica la dificultad de ésto. En problemas flsicos, donde traba/am�s 

- con ondas, estamos acostumbrados. a la asunción de que si nosotros doblamos la intensidad de

la fuente, tendremos la misma clase de respuestas simplemente doblando en cantidad los re­

sultados anteriores, es decir tenemos una relación I ineal: Estamos familiarizados con sis­

temas de audio en el que la distorsión de las señales son debidos a la sobrecarga. Qué esté

sucediendo? , pues, como la lntensidad de la fuente viene a ser més grande, el resultado de

la emisión de ondas no esté constituido solamente de suma de respuestas sino de sumas y pro­

ductos de sumas, asi por el estilo, hasta el infinito. Asl no-1 lnealmente. Es sabido que el

o Ido humano tiene una respuesta al ineal de modo que cuando se producen 2 tonos a la vez, se

perciben estos 2 tonos originales Junto con otros adicionales originados por la al ineal !dad 

de dicho órgano. Estos son los I lamados tonos de combinación y resultan de la intermodula­

ción de los tonos aplicados, por ejemplo si Wt y W2 son las frecuencias originales tendre­

mos, Wt t W2, 2W1, W1, W2, etc, como respuesta. Transformada de Fourier, superposición de 

modos de oscilación, anél lsis espectral; ninguna de las més apreciadas herramientas de tra­

bajo tradicionales sirvieron para el estudio adecuado de estos fenómenos. 

La observacf0n de ondas solitarias se remonta al menos hasta 1838, cuando J. Scott Russel 

observó primero en un estrecho canal de lancha 'una abultada elevación solitaria, suave y 

bien definido montón de agua que prosegula su curso a lo largo del canal, aparentemente sin 

cambiar de forma o disminuir de velocidad' [191. Extraordinariamente, esta hermosa onda cohe­

rente se formaba fuera de toda la turbulencia como resultado de la frenada y parada de un 

bote de canal; Russel persigulo esta onda solitaria ·montado en su cabal lo por una o dos mi-
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1 las, eventualmente perd[éndose la onda en un canal sínuoso. El derivó una expresión para 

la velocídad de una onda sol itaría en un canal de profundidad uniforme y propuso que la on­

da no se destruye bajo condiciones ideales. En contraste, la autortdad en hidrodlnAmlca 

en aquel tiempo, George B. Airy, lns!stla en que no existlan ondas sol itarlas. Esta contro­

versia sobrevivió hasta 1895� cuando D. J. Korteweg y G. de Vrles derivaron, a partir de las 

ecuaciones de Euler de· la �ldrodinamlca (ecuaciones no-línealesJ, ondas de gran estabilidad; 

ondas que son, en efecto, permanentes, que se mueven con velocidades proporcionales a sus am-

. plltudes, en concordancia con las observaciones. 

Esto esta , asl en contra de ta intulcíon y el sentido com�n. nosotros esperamos que estas 

ondas de agua se desarrollen y recorran alguna distancia corta y finalmente se destruyan; que 

una coherente elevación o protuberancia pueda formarse fuera de la turbulencia y tener una 

estabilidad para mantenerse por algunas mil las, es una cosa no menos asombrosa. En efecto, los 

sol !tones y sus 'primos• las ondas solitarias estan presentes en muchas areas de la flslca 

hoy en dla. Dos factores han atraído nuestra atención a esta antigua pero nuevo campo hoy 

dla de la flsica no-1 lneal: Primero, muchas decadas atras tenemos atacando sistemas flsicos 

complicados y mas complicados dentro del comportamiento lineal. Segundo, metodos de simulación 

en modernas computadoras nos han dado herramientas para exhibir los fenómenos especialmente 

coherentes, facil y rapidamente en un trabajo que podrla tomar centurias con actuales pruebas 

experimentales. 

Estos factores han permitido desarrollar metodos anal lt[cos para resolver ecuac[ones d[feren­

ciales no-líneales, uno de los cuales aplicaremos a la ecuación de Toda en el presente 

trabajo. 



CAPITULO I 

FENOMENOS ONDULATORIOS 
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CAPITULO 1 

1. FEN(MENOS ONDULATORIOS

··El concepto de onda es parte esencial de la flsica contemporánea, incluyendo la electrodinámi­

ca, la ópt·lca y la teorla cuántica [tl.

Qué es exacta11ente una onda? No es posible· dar una única y precisa definición.

Muchas definiciones restrictivas pueden darse; abarcar todos los fenómenos ondulatorios en bus­

ca de una deflnJción breve, y univoca para la onda serla lnutll. En· el mejor de los casos, seme-
.. 

·Jante definición refleja una o varias peculiaridades, rasgos y cual.ldades de la onda, más o me­

nos Importantes; parece preferible guiarse, por la vislon Intuitiva de que una onda es alguna

'1eñal' reconocible que es transferida de una parte de una región del espacio a otra con una

definida velocidad de propagación.

Esta 'señal' puede ser alguna caracterlstlca de la perturbación, por ejemplo, un máximo o un

cambio abrupto en una magnitud que pueda proveer un claro reconocimiento y su ubicación en un

tiempo determinado�

Esto puede parecer un poco vago pero es adecuado y algún Intento de precisar mejor aparece como

muy restrictivo; diferentes caracterlstlcas son importantes en diferentes tipos de onda.

No obstante uno puede real Izar las siguientes clasificaciones: la_prímera por la forma de la

ecuación de onda, en hlperbol leas y no-híperból leas; la segunda, por la forma que toman las

soluciones de algunas ecuaciones diferenciales I ineales, en dlspersivas y no-disperslvas.

1. 1.- Ondas Hiperbólicas.

Las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden de tipo hiperbólico se encuentran con 

mayor frecuencia en ·1os problemas flsicos relacionados con procesos oscilatorios. Una ecuación 

diferencial de 2do. orden con 2 variables independientes, de la forma 

a,, Uxx + 2 812 Ux1 + 822 U11 + F(x,t,U,Ux,U1)=0 ............................. ( 1.1) 

a,,, a12, 822 son funciones de x y t; se 1 !amará de tipo hiperbólico en el punto M(x,t) 

si en en éste punto: a122 - 811'822 > o .

. 1'1 U11, Uxx, Ux1 etc. como es usual Indican derivadas parciales. 
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1.2.· Ondas no-hiperbólicas.

Estas ecuaciones no toman la forma seftalada anteriormente, pero surgen en el estudio de proce­

.sos oscilatorios. Ejemplos: 

U1 • Uxx = O 

U t + 6 U Ux + Ux � x · = O 

1 U1 t i 3a ¡u¡ 2 Ux + B Uxx + lo Uxxx + 6 ¡u¡ 2u = O .........•....... (1.21 

a, �. a y 6 son constantes. 

2. 1.� La segunda clasiflcaclón no puede ser caracterizado fácilmente, pero desde que estas na­

cen de ondas dispersivas en problemas lineales, podemos referirnos a todas el las como disper­

sivas y paulatinamente construir un completo panorama. 

El prototipo para ondas dlsperslvas está basado en el tipo de solución antes que en el tipo de 

ecuación. Un sistema I ineal dlspersivo es algún sistema que admite soluciones de la forma 

U(x;t) = a.cos(kx-Wtl, con W"(kl + O ..................................... (1.3) 

Donde la frecuencia es una función real definida del número de onda k y W!kl es determinado 

por el sistema particular. La velocidad de fase es entonces W!kl/k y las ondas son usualmente 

1 !amadas 'dispersivas' si esta velocidad de fase no es una constante. Una solución más general 

consistirá de la superposición de muchos modos iguales a (1.3) con diferente k (en el caso 

general una Integral de Fourler es desarrollado de (1.3)). Si la velocidad de fase no es la 

misma para todo k, esto es, W + ck, donde c = const., los modos con diferente k se propagarán 

a velocidades diferentes; ellos se dispersarán. Ejemplos: 

U t + 2 Ux + Uxx x = O

Ux x · U t t = U 

Hay algún traslape en que cierto movimiento ondulatorio exhibe dos tipos de comportamiento. 

Observamos que (1.31 es solución de la ecuación hiperbólica IJ.xi:.uJ:0-,1: con W = ck)ero 
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estos casos estln exclufdos de la clasfffcaclón dlsperslva por la tondlclón W''lkl + O. Sfn 

embargo no es dificil ·hallar casos de traslape genuino en que las écuaclones hlperbólf{as dan 

soluciones de la forma (1.31 con la relacfón W = W(kl no trfvfal. 

Uno de tales ejemplos es la ecuación de Kleln-Gordon 

Uu -Utt =U - ; ........... : ............... _ .................................. ( 1.4) 

·Esta es hiperbólica, sin embargo (1.31 es una solución de (1.41 con W1 = k 1 +1. Este dual

comportamfento es I ímltado relativamente a pocos casos.

2.2.-0ndas no-disperslvas.

En este conjunto tene�os toda la variedad de ecuacfones no-lineales. Tambfén, tenemos en este

conjunto las ecuaciones I fneales que no admiten (1.31 como solución. Ejemplos:

Ut + 6 U Ux t Uxxx = O 

Un • Uxx = O 

U, t Uu • Utxx : o

, 8=const. 

Antes de entrar al estudio de algunas ecuacfones, veamos prfmero· el aparato conceptual 

que nos servlrA para estudiar fenómenos ondulatorios en el presente trabajo. 

Definimos un campo flsfco f: R3•1 ---> R ; este campo por su generalidad nos permite repre-

sentar el comportamiento de una onda; podemos dar algunas definiciones de trabajo y luego 

particular Izar para U : R 1•1 ---> R ; U en adelante serA solución de una ecuación diferencial. 

f[k] ={ (X,Y,Z,t) / f(X,Y,Z,t) = k}; .............................................. (1.5) 

flkl ---> equfpotenclal flsfco o frente de onda. 

- -

sea f,(rl = f ¡r ,ti ; f1 : R3 ---> R 

Luego: 

ft(kJ = { (X,Y,Z) / f(X,Y,Z,t) = k] ...................... : ......................... (1.6)

v, .... fia. i 
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--------,----,ti 

k 1 k2 ks 
1 1 1 

1 1 

l l l 
,1 1 1 
1 1 1 .  

1 1 1 
1 l 1 

1 1 

( 12}t 11 

Figs.1 Frentes de onda que se deforman en el tiempo. 

k4 
1 
1 

l 

1 

1 

1 

Estudiemos el.caso particular de U= f(x-at) ................... : ....................... (1.71 

U: R 1 •1 ---> R 

Frentes de onda: 

· U1[kl = { x/f(x-at) = k } ; como tiemplo est�dlemos el pulso mostrado en las Figs. 2 y 3, para

cada k hay dos valores de x-at: x,,2 = at + c,,2; es decir tenemos el frente de onda que en

este caso se reduce a 2 puntos, a saber, (x1,k1) y (x2,k1) con x,(tl = at+c1 y

x2(tl = at+c2. Llamamos fase de la onda al argumento (x - atJ.

A U(x,-to) A u (X I t 11 

8 

'---___._ ______,.___) 
X t (to) X2(to) X Xl(t1) X2(t1) 

Fig.2 Fig.3 

Velocidad de un frente de onda Ut[k,I: 

X1(to) =ato + c1 
X1(t1) - Xt(to) 

-----) a : -----
x,1t,1 = at, + c, t, - to 

X 

Podemos hacer esto para cada k y sus correspondientes c obteniendo la misma velocidad. La velo­
cidad de propagación del pulso mostrado es precisamente la velocidad con la que se mueven 

los puntos de fase constante; es decir: x -at = c derivando · con respecto al tiempo 

esta relación 
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dx 
= a ......................................................................... ! 1.8) 

dt 

En este caso tenemos un pulso de perfil rlgido (para los puntos A y 8 del pulso: 

xe(tl - XA(tl = const. para cualquier tl avanzando de izquierda a derecha con velocidad a. 

ECUACION DE LAS OSCILACIONES PEQUEÑAS DE UNA CUERDA 

To 
< 

To 
) 

To»f>P 
(P = peso de la cuerda) 
To··-->Tension de la cuerda. 

Flg.4 Fuerza f actuando sobre un hil-0 flexible. 

- Asumimos que la cuerda es un hllo elástico flexible (las tensiones que surgen en la

cuerda estén dirigidas siempre por la tangente a su perfil instantáneo).

· Suponemos que la cuerda puede ser deformado a partir de su posición de equilibrio (eje

x) por fuerzas transversales pequefias (fl con respecto a To (estas fuerzas pueden actuar

permanentemente o haber sido usadas para dar un desplazamiento inicial l. ve� F•''J· 4

Entonces 
óy 

1-1
1 

« 1 ' (*) 
ÓX 

- Suponemos que los desplazamlentos horlzontales son despreciables comparados con los
desplazamientos verticales, SV.fOSICic/., J"�\,.da Pl.Y7- lo� eléi,,c.•,.'\os Je 12- c-.er.lz.., 

y A 

T( X, t) 

a::.;___ ____ __,,._) 

0 Xt X2 L X A' 8' 

Fig.5 Fig.6 

l*JEn adelante, salvo expl lcita indicación en contra, también se usara ólóx como simbo lo de la 
derivada parcial, ésto lo hacemos por motivos tlpograficos del procesador de texto usado. 



-6-

De estas condiciones razonables deducimos 

a) Los _elementos de la cuerda pueden tener sólo desplazamlentos transversales.

b) La fuerza tangencial en la cue1,rda es constante en todo tiempo y en todo punto constante

(con gran aproximación) e Igual a To.

b�1.- Veamos que T(x,t) = T(xl 

Alargamiento de un segmento de la cuerda 

X2 

s' : J (1+ (Ux) 2
) 112 dx : X2 - Xt : s; (vér F[g.5) 

X t 

En la aproximación que hemos convenido, en el proceso oscllatorlo de la cuerda el alarga­

miento de los segmentos de la cuerda es despreciable, de aqul y en base a la ley de Hooke, se 

deduce que la magnttud de la tensión T(x,tl no varia con el tiempo, esto es T(x,t) = T (XI. 

b.2.-Podemos escribir para un trozo de cuerda AB !Flg.6) en cualquier tiempo t:

T, cosa = T2 cos B ; pero cosa=--------- = 1 - (1/21 tg 2a: 1 
1 t + tg ia¡ 112 

Igualmente cos B = 1 

Luego: T, = T2 ; podemos escribir esto para cualquier par de puntos A y B; 

luego T, = T2 = To. 

Estudiemos el movimiento de una pequeña sección óx de la cuerda, Sean: 

u-> masa por unidad de longitud en la posición de equilibrio. 

m-> masa del trozo de cuerda '6x' (m = u 6x) 

Despreciando la fuerza de la gravedad se hace el diagrama de fuerzas: 
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aceleración ax = O, F1x = F2x .= To 

A 

<---------'------.> 
X x+6x 

To = tensión de la cuerda. 

F,x • F2x no cambian ·con el despla­
zamiento de la cuerda. 

Fig.7 Diagrama de fuerzas sobre un �rozo de cuerda 6x. 

Las pendientes: 

6y 
= 1-1 

6x 

F2, 6y 
, - = 1-1 

F2x 6x 
X + h 

6y 
F2, - F1, = To { [-1 

6x 

6y 
- [-1 } 

6x 

i(m 

X +h 

según la 2da ley de newton : 

61y 
Frot = u6x -

6t 1

---> (aceleración transversal) 

adem�s. F2, - F1, = F101 luego 

6y 6y 
(-)x+ix ·(-)x 

6x 6x U 6 1y 
{----}•-

6x --->O 6x To 6t 1
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.• 1 • 1 1 •• 1 •• 1 1 •••••••••• 1 •••• 1 • 1 •• ' ••. � 1 ••• 1 •• 1 •• 1 1 1 •• � ,· •• ( ·1 . 9 ).

óx
1 To . ót

1

la función y(x,t) = f(x-at) + g(x+at) .. : .................................... (1.10) 

T º 112 

satisface (1.9), ·con a= 1-l en efecto: 
u 

Ytt = a' (f
1 + g•¡ ; Yxx = w + g•¡ 

u 

Yxx - --- Ytt = O 
a' 

Yxx · ··· Ytt = O 

To 

como describimos en (1.7)-(1.8) 'a' es la velocidad de la onda, donde f(x-at) representa 

un pulso viajando hacia la derecha y g(x+at) en sentido contrario. Señalamos que f y g satis­

facen (1.9) separadamente; U= f + g también es solución de (1.9), por consiguiente esta 

ecuacón sera llamada ecuación I ineal. 

En las ecuaciones no lineales no ocurre lo mismo, como mostramos a contfnuaclón. Sea la 

ecuación diferencial no-1 ineal -

(U + 8).(U11 - Uu) - (U11 - Ux 1 ): o .............. · ..................................... (1.11)

8 = const. 

puede agruparse para dar lugar a 

ó
z 

[ln(U + 8)] - [ln(U + 8)1 = o
ót

1

óx
1

sea V= Ln(U + 8) :::) V,1-Vxx = O 

· ésta Ollima ecuación tiene la forma de la ecuación (1.9) que tiene como solución general [23]

V(x,t) = F(x-t) + G(x+t) 

Una expreslon de U: 

U_(x,t) + 8 = exp[F(x-t) + G(x+t)! ........................................... (1.12) 
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(1.12) es una solucfón de (1.11).

Sean F(x,t) = Ln[b f(x-t) t el y G(x,t) = L�[d g(x+tl ·+ el 

Luego 

U(x,t) + 8= b·d·f(x-t)·g(x+t) + b·e·f(x-t) + c·d·g(x+tl t c·e 

hacfendo: a= b.e, B = c.d, t, b.d y e= e.e tenemos 

U(x,t) = t f(x-t).g(x+t) + a f(x-t) + B g(x+t) .................................... (1.13)

(1.13) es una solución de (1.11) con e= (a.BJ/t y representa la interaccfón no-lfneal de 

dos ondas que vfajan con sentidos opuestos, ambas con la mfsma rapidez. 

En general podemos asumir que las funcfones f(E1) y g(e2J con E1 = x- t+ 61 y E2 = x+t+62 

(61, h son los desfasajes) son pulsos que fnfcfalmente están muy separados de tal form� que 

la interaccfón entre ellos no deforma el perfil del pulso ( el término t f(E1) Q(E2) de 

(1.13) se anula o se convierte en f ó g cuando el valor aslntótfco de uno de el los es 

constante); supongamos que Inicialmente f(x-t) está local izado (el pulso está en una reglon 

finita del espacio) en E1 ---> -M y g(x+tl en E2 ---> +M (Mes un n6mero posftlvo suffcfen-

. temente grande) y de esta configuración fnicfal ambos pulsos se mueven uno al encuentro del 

otro; nos interesa estudfar el efecto de la interaccfón en la forma de los pulsos orfgfnales y 

ver la posfbil !dad de alguna interacción que preserve las caracterlstfcas (ancho, altura, 

velocfdad) de los pulsos orfgfnales. 

a) DEFORMACION DE UN PULSO.

Como f Y g son funciones arbftrarlas, podemos tomar por comodfdad las sfgufentes formas expl !­

citas para pulsos: 

E 1 E2 
f (E1) = • -- ; Q(E2) = ---

E1 1 t! (e2 1 + ¡¡112 

·ANTES DE LA INTERACCION: Usaremos la forma que toma U en x ---> -M y x ---> +M,

para esto hallamos los valores asintóticos de f y g: l lm f (E1 l = o
E1 ···}!1t 

llm Q(E2) = ! 1 
E2 ---) !ID 
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u= t fg+ af+Bg 

e 2 - - -> -M y E 1 = N = = = > U = - t. f + a. f - B = ( a-t l • f - B

Et ---) +M Y E2 � N = ==}·U: Bg. (N « Ml 

graffquemos asígnando los valores 

a=2·t=1 ª=1 
. ' ' " 

A u 

t t, •• 11 •• 11 ••••••• ·: •• ••.••••••• 

<-·-------�----J----> 

! 
f ( E 1 )-1 

-1
.¡,

Fi g. 8 

DESPUES DE LA INTERACCION 

E2 ---> +M y E1 = N � ==>U= t.f + a.f + B = (a+t).f + B 

El ---) -M Y E2 : N :::)U: B.g 

Et, 2 

---+-------l---------> 

E.1, 2 

---� ........... -� 1111111111111111 •.• 111 1 •• 111111 11111 t t I t 11t11 t t t t •• 

-1

Ffg.9 
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Observamos que el pulso f fnfcfal, después de la Interacción, d�viene en 3f; mientras que g 

se mant�vo igual, adem�s ambos pulsos .conservan sus velocfdades. 

:b) PULSOS QUE NO SE DEFORMAN EN LA INTERACCION 

a b 

Sean f(Er)= -- ; g(E2)= -- ,los valores asintoticos de f y g en t 1 es igual a O. 

ANTES· 

·1Hr 1 1H2 1 

€2 ···> ·M y Et = N =�=>U: a.f

e, ---> +M y E2 = N ===>U� B.g, asumimos a<b; 

af 

Ff g .10 

DESPUES 

E2 ---> +M y Et = N ===>U= a.f

e, ···> -M y E2 = N ===>U: �-9 

af 

Fig .11 

Observamos que los pulsos de este tfpo conservan sus caracterlstfcas después de la fnteraccfón 

no-1 fneal gobernada por la ecuacfón ( 1.11). Este tipo de soluciones seran de fmportancla en 
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los cap)tulos 11, 111 y IV del presente trabajo. 

2 .FEtoEtm 00 LINEALES: COO SE GENERA UN SOL ITON? 

2. 1. Influencia de la no-linealidad en ·el comportamiento de una onda

comparando 2 ecuaciones. 

Vt + c Vx = O ecuación lineal ..... ; .............•.•............. ( 1.14) 

U t+ c U x + U U x = O ecuación no lineal .................................... (1.15) 

U,V: R� ···> R - U =  U(x,t) V= V(x,t) ; c = cte. 

solución general de (1.14): V(x,t) = f(x-ct) ................................... (1.16) 

f: R --->R ; f---> función arbitraria. V --·> describe un pulso de onda desplazandose con velo­

cidad c(cte) y sin deformarse. Llamamos onda lineal porque su comportamiento viene gobernando 

por una ecuación lineal: La I ineal idad de (1.14) se demuestra; sean V1 y V2 soluciones de 

(1.14), entonces 

6 6 6 6 6 6 

(···+e---) (a V1+B V2l =a(---+ c ---) V1 + 8 (---+ e ---l V2 = o
ót 6x 6t ÓX ót ÓX 

es-decir a.V 1 + B.V2 es también una solución (a, 8 = consts.) de (1. 14). 

PERFIL DE UNA ONDA LINEAL 

A V 
A V 

t=O t=t2 ) t1 

Figs. 12 

Veamos ahora el comportamiento de un pulso solucibn de (1. 15); escribiendo (1. 151 en la forma 

U t + ( c + U l U x = O 

admite soluciones de la forma 

U(x,t) = f[x · (C + U).tj ....... : ............................................... (1.17) 
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( 1+tf'ltO 

U(x,t).en (1.17) esU definida en forma impllcita; verifiquemos que es solucion de ( Ll5) 

U 1 = -[(U te) t t.Ud. f' .. -.................................. ; ................ (1.18) 

f' se evalOa en (x - (U+ c).tl 

Ux = (1· Ux.t) f' 

(et U)Ux = [(c t U) - (c t U).Ux.t]f' ......................................... (1.19) 

sumando (1.18) y (1.19): 

(U1 + c Ux + U Ux) (1 + t.f'l =O---> U1 + (c+U) Ux = O ((1.17) es solucion de (1.15)) 

La e�uaclón (1.15) sugiere la forma m�s geJeral 

6U 6lfoU) 
-t -- = O ........ ·•·············•·········· ...•.............•........ (1.20) 
6t 6x 

sea g(Ul = f'(Ul 

6U 6U 
-+g(Ul- = O  ........••..•...............•.............................. (1.21) 

6t 6x 

admite solución de la forma 

U(x,t) = f{x - g[U(x,t)].t} ................................................ (1.22) 

con la restricción g' .f' .t t O, verifiquemos esto en (1.20) 

U1 = f' (-g - t.g' .Ut) .......................................................... (1.23)

Ux = !1 - t.g' .Ux) ............................................................. (1.24) 

(1.23) y (1.24) en (1.20) 

f' [-g • t.g'.U1 + g(1 • t.g'.Uxll = O 

f' [-g - t.g' .U 1 t g - g.t.g' .Ux ] = O 

f'.g'.t(U1 +g.Ux) =O 

6U 6U 

U1 + g.Ux =O ó - + g(U) - = O , que es la ecuación (1.21) 
6t 6x 
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Notamos que la ecuación (1.20) tiene la forma de las ecuaciones de la dinámica de fluidos en 

su forma •ecuaciones �e conservación'. 

Esta ecuacibn seré motivo de estudio més adelante cuando apliquemos el método de las diferen­

cias finitas para resolver numtricamente ecuaciones· diferenciales parciales haciendo uso de 

un programa de Pascal en u_n microcomputador personal . 

. Volviendo a (1.17) y (1.22); elegida una función particular f hay que despejar la función 

solución U correspondiente; hay que decir que esto no es fácil si la función f toma una 

forma tal qoe la ecuación para U es complicada. La ecuación (1.17) Indica que un pulso cuya 

ordenada es U viaja con una velocid_ád (c+U), es decir, los de mayor ordenada avanzan con mayor 

velocidad. Una solución particular se muestra en las Figs. 13. 

A u 

t=0 

X 

A u 

t '>0 

Flg. 13.2 La onda para t'>0 

Flg.13. 1 'La denominamos onda no-1 lneal por que su 
comportamiento está gobernado por una ecua­
clbn d iferencial no-lineal'. 

X 

A u t>t'

X 

Fig. 13.3 Comportamiento usual de una ONDA NO 
LINEAL(breakingJ gobernado por (1.15). 

La comparación de las figuras (121 y (13) sugiere lo siguiente: 

'La presencia de un término no-1 lneal en la ecuación diferencial da lugar a que la onda solu­

_clón correspondiente se vaya rompiendo a medida que se propaga. La onda de las Flgs. 13 no man­

tiene un perfil rlgido'. 
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2.2.- ONDAS 00-LINEALES DE PERFIL RIGIOO 

EstOdiemos la ecuación de KdV IKorteweg y de Vries-18951 

U1 - 6 u Ux + Unit = o """"""."" .. " " .. " " ..... "" """ "". ( 1.25) 

_Zabqsky y Kruskal 11965) mgdiante simulación en un computador de soluciones numéricas de 

-11,251, encontraron ondas no-1 ineaies que se .propagan l lbremente sin deformarse y que al

interactuar co,n otra.onda recuperaban el mismo perfil que presentaban previa a la interacclon.

Casi todas ras carac.ter'lstlcas de la onda: velocidad, ancho; y altura eran las mismas antes y

-�espués de la inJera�clon. La ünlca 'huella' de la Interacción era un desfasafe entre la posi­

ción que ocupaban y aquella que hubieran ocupado¡¡ no hublesen interactuado; el los acunaron el

término 'solltón' para designar estos pulsos extraordinarios, Este comportamiento parece con�

tradecir las Flgs. 8-9 y 13; asemejándose.más al comportamiento mostrado en las Figs. 10 y 11.

Estudiemos los términos l lneales y no-1 lneales de 11.251

PRlt.ERO: Sea 

· U, + c Ux + Uxxx = O ................................................... 11.26) 

c = cte, sea U(x-,01 = f (Xl la condición inlclal. 

U(x,0) 

Flg.14.1 

U(x, t l 

t} t '·

X 

U(x, t' l 
t=t'>O 

X X 

FI g, 14.2 

Flg.14.3 Comportamiento de una onda en un medio 
dispersivo. 
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f(xl = suma de funciones armónicas 

U(x,0J = f(xl = ¡•• A1 (k} exp(lkx) dk -• 
exp(ikx), k-ésima �nda armónica. 

Una. solución U(x,t)_está dada por: 

U( X, t) = I 
+• 

A1(kl exp{i [k.x - w(k).t]} dk .................................... (1.27) 
-• 

W(k) = Ck • k 3 ; 

esto se obtiene reemplazando U(x,t) = a cos(k x - w tl en (1.26). U(x,t) es el resultado de 

sumar Infinitas ondas. En (1.27) cada onda componente viaja con diferente velocidad, 

(velocidad de fase w(k)/k) el perfil 'suma' se va dispersando a medida que transcurre el 

tiempo. 

CONCLUSION: 'La presencia del término Uxxx en la ecuación (1.26) ha dado lugar a que la onda 

solución corresphndiente se vaya dispersando a medida que transcurre el tiempo•. 

SEGJtllO: 

Ut + c Ux + U Ux t Uxxx = O c = c te ................. .-...................... ( 1 . 28 l 

1 L> término disperslvo

L_> término no-lineal.

Se presenta la •competencia' entre los dos términos; tal competencia podrla dar lugar a una 

onda cuyo perfil permanezca rlgldo. El lo ocurre en efecto! planteando una solución de la forma 

U(x,tJ = 91x-at) con a = cte.La ecuación (1.28) nos conduce.a una ecuación que debe ser sa­

tisfecha por la función g(z): 

z=x-at; 

g"' + 19 - a + e) .g' = o (se dara una soluclbn particular en el capl tul o 11 ),-por ahora 
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tomamos e I resu I tado 

'ª 
U(x,t) = -e+ 3a sech 1 

[ - (x-at)] 
. 2 

a= cualquier valor real 

Verifiquemos estas soluciones en (1.28). 

Sea U+ c = V,luego (1.28) queda 

V 1 + V V X + V X X X : o ..... : ................. ; .....•....................... ( 1 • 29 )

Vlx,t) = « sech 1 !Bx -r tl, « =3a, B = (·Jla, r = (a312J/2. 
2 

Usand� (tanh(Yll' =· sech 1 (y),

1-tanh1(y) = sech1 (y) con y= Bx-rt

tenemos: 

V1 = 2 « r tanh y - 2 « r tanh3y, V=«·« tanh 1y, 

V Vx = -2 « 1 B tanh y+ « 1 B tanh3y -2 « 1 B tanh5y. 

Vm = 16 « 83 tanh y - 40 « B� .tanh3y_ + 24 ll B3 tanh5y 

Reemplazando: V1, VVx y Vxxx en (1.29) 

24 (t - « B + 8 B3l tanh y + 2 « (·t + 2 ll B_ - 20 83) tanh3 y+ 2 « B (12 B' - «) [tanh5y] = O, 

los coeficientes de las funciones hfperbll feas se anulan para todo valor de a, satisfaciendo 

la ecuación (1.29). 

Gráficas de U con e = O: 

A U t : O 

-�=----
-
_

I
,___

· -
�--

->
X 

A u t»O 

Figs. 15 Perfil de onda con velocidad 'a' que avanza sin deformarse a pesar de estar 

gobernando por una ecuación diferencial no-1 ineal. 

X 
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A u 
A u 

¡ velocidad=a, ¡ velocldad=a2 

ancho 

-""-----'--------=---> - )

Figs. 16 Dos pulsos de onda con amplitudes diferentes; 
(amplitud= 3 velocidad). Estas magnitudes se relacionan: 
ampl ltud 1 >amplitud 2 ====> velocidad 1 > velocidad 2. 

CONCLUSION:.- La competencia entre un comportamiento no-1 ineál (tendencia a deformar el perfil 

de la onda) y un comportamiento dispersivo ha dado como resultado una onda no-1 ineal de 

perf II r lgido. 

2.3. EL SOLITON 

Para hacernos la Idea de una onda sol itón, primero debemos dar ciertas definiciones de trabajo. 

DEFINICION l. 

Llamaremos onda viafera u. onda de pérfil estable aquel la que viaja a través del tiempo sin 

sufrir deformación y cuya función de onda se define solo a través de z = x ! at. Asl 

U(x,t) = f(x-at), a =  const. representa una onda viajera. 

DEFINICION 2. 

Llamaremos onda solitarla a toda onda viajera Us1(zl cuya transición de su estado aslntbtlco 

(estado asintótico de Us1(x,t): el valor de Usr(Z) en z ---> t m) constante cuando z = -m a · 

otro posible estado asintótico constante cuando z = +m lo realiza en forma apreclable en una, 

reglón finita del espacio. . 1 

A u A u 

--�-__¡_-�-> 

Flgs.17 Ejemplo de ondas solitarias. 
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OEFINICION 3. 

Un sol¡tin es una onda s�I ftar¡a, soluc¡ón de una ecuacfón d¡fer�ncial en· derivadas parcfa­

l1s no-1 rneal; la caracterlstfca más Importante de ·1os sor !tones parece ser la s!gu¡ente: 

cuando dos sol !tones col isfonan, el los emergen con las mismas caracterfst!cas que tenlan antes 

del choque: SENTIDO, FORMA .Y VELOCIDAD pero es posible un carnb¡o de fase. 

SI la soluc!ón U(x,t) formado solamente de ondas solitarias cuando t--->-1: 

N 

U(x,t) : I Usr(Z¡);

. j: 1 
z1 = x - a¡.t • 6r, 61 = const. 

despues de sus ¡nteracc!ones mutuas emergen solamente con un cambio de fase y vuelven a formar 

U(x,t), esto es, 

N -
U(x,t) : I Usr(Z¡l; 

i=1 

- -

z1 = x - a¡.t t ó¡, ó¡=const. 

cuando t---> tm ,entonces estos pulsos son I lamados 'sol ¡tones '. 

Las ondas sol!tar!as aparecen corno un balance entre dos efectos b¡en diferenciados: por un lado 

el efecto no-l!neal solamente ocasionarla un 'breaking• (rompimiento de ola) y de otro lado 

un 'break!ng-up (efecto d!spers!voJ ocas¡onarla una dispersión o separación de la onda en sus 

componentes naturales de frecuencia. Anotemos aqul que solucfones sol !ton!cas se han encon­

trado también para ecuaciones en diferencias, que veremos en .el Capitulo 11. 

2.4. APLICACIONES. 

LOS SOL! TONES APARECEN EN LAS SIGUI ENTES AREAS DE LA F IS I CA NO-LINEAL. 

a. Dinámica de fluidos (ondas de agua superficiales; la ecuación de KdV aparece en el

estudio de ondas de agua poco profundas).

b. Flsica de crfstales no-1 ineales: cristales anarmónicos (Ecuac!bn de Toda).

c. Teorla de partlculas elementales (sol !tones en Teorla de Campos: por ejemplo, el

sol !ton de 't Hooft-Polyakov como un rnonopolo magnet!co)

Además en la bibllografla encontramos apl lcac¡ón en: 

a. Teorla de plasmas y la interacción de radiación con plasmas.
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b. Teorla de Junturas de Josephson.

c. Optica no-1 ineal resonante y no-resonante.

d. La fase-A del He3 liquido a 2.6 mK donde las ondas de espín pue.den propagarse como

sol !tones, asl como en la fase B.

é. Ferromagnetismo: Movimiento de la pared de BLOCH. 

f. Flsica de cristales no-lineales: Teorla de dislocaciones, fenómenos de recurrencia en

transporte térmico .

Las ecuaciones de onda ·no-1 lneales más importantes, que muestran soluciones tipo SOLITON son: 

a. Ecuación de Korteweg-de Vrles (EKdVI :

Ut + 6 U Ux + Uxxx = O 

b. Ecuación No-Lineal de Schr0dinger(ESNL):

iU, +2u¡u¡ 1 +Uxx =O 

c. Ecuación de Sine - Gordon(ESG)

Uxx - U11 = sen (U) 

d. Ecuación de Toda (ET}

. .

R. = 2 exp(-R,) - exp(-R,-1) - exp(-R,.i), 

con Rn = Q,-Q •. 1 y 
. ' 

R. = -­
dt l 



CAPITULO 11 

OBTENCION DE ALGUNAS ECUACIONES 

NO-LINEALES: 

ECUACION DE KdV (en Hidrodin�mica>� 

ECUACION DE SINE-GORDON (en Mec�nica) y 

LA ECUACION DE TODA (en Electromagnetismo). 
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CAP. ITULO 11 

Para poder �btener la ecuación que gobierna el movimiento de ondas en .I lquidos es necesario 

desairollar primero la hidrodinámica y �inámlca de fluidos. 

HIDROOINAMICA Y DINAMICA DE FLUIDOO. 

- -

Para caracterizar el movimiento de un fluido, se utilizan las funciones u(r,t), í(r,t), p(r,t) 

y F(r,tl que son respectivamente el vector velocidad, la dens"idad, la presión y la densidad 

de las fuerzas externas (si estas existen) respectivamente, todas el las en el punto r y en el 

momento t. 

Considerando un I lquldo viscoso es necesario estudiar el comportamiento de las fuerzas super­

ficiales que actüan sobre un elemento de v•lumen del fluido. 

PRINCIPIO DE TENSION DE CAUCHY:EL VECTOR TENSION 

Xs f ---) 

6f 

b ---) 

V---> 

6f---) 

X2 6s---> 
6m---> 

Fig. t Fuerzas actuando sobre un elemento de volumen del fluido. 

H 

6s 
---->fuerza media por unidad de area 

n ···> vector unitario perpendicular a 6s en P. 

fuerzas 
superficiales. 

peso 

volumen 

incremento de la fuerza resul-
tante ejercida a través de 6s 
en la materia interior a V por 
la materia exterior a V. 

incremento de superficie. 
incremento de masa. 
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El principio de tensión de Cauchy: 

- -

6f df 
- ----) - Y· 6m----->0 ................................................. (2.1) 
6s ds 
6s--->O 

df 
t( 1) - -

ds 
l lm
68--)0 

68'---) o 

. 6f 
¡,;,: vector tensión aplicado 

6s 
en ds cuya normal es n 

por la tercera ley de Newton : -tl•I := t1· 1 1

En la superflci� 6s· hay un vector tl•I para cada n� 

Flg.2 

Se puede especificar tl•I en cada uno de tres planos perpendiculares entre si que se cortan en 

P. Ento�ces las ecuaciones de transforma�ión de coordenadas sirven para relacionar las compo­

nentes del vector tensión en un plano dado y cualquier otro íuego de planos que se cortan en P. 

Fig.03 

Ll'''�-3 ----,

I . ,.· 

I 

X 1 

I 

I 

. e2-

/ 

I 

e, / 

I 

, ___ _,.___.

-
t I t 1 1 

t I e 21

) X2 
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Por comodidad �bfcaremos en un vértice de �n cubo el punto P, como se muestra en la Flg.03. 

Expresamos el vector tensión de cada cara adyacente al punto P en función de la base normal. 

El vector tensión apl !cado em la cara normal a e,: 

- - - - - - -

t (elJ: t,(elJ e1 t t2felJ e2 t t3(el) e3 

podemos general izar según la fórmula: t j { e 11 : O i i

[011 
O: 02i 

031 

012 o, 3
] 022 023 

032 033 

o= tensor de tensión 

( e i J 
t 1 . - a 1 ¡ t .  1 .  1 ••• • • •  ' • • •• 1 • • •  ' • • ••• 1 • • • • • • • • • • • ' 1 • • • • t •• • •  1 .  1 (2,2) 

01¡ tensión en la cara I y dirección¡ .................................... (2.3) 

o¡¡ tensión normal a la cara /. 

01 J si I t / es la tensión cortante. 

RELACION ENffiE EL VECTOO TENSION Y EL TENSCJI TENSION. 

Obtenemos la relación entre los 01¡ en P y el t(ñl en un plano arbitrarlo que pasa por P. 

• otf•2) 

x, / 

:x3 
1 

1 

ob 

• 0 t ( e 1 ) 

• 0t(e3) 

Flg. 04 Muestra un tetraedro Infinitesimal con vértice P. 

X2 

En el equil lbrlo para el fluido en forma de tetraedro tenemos 
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,tr"i"¡ ds - ,t(tl) ds1 - otft2) ds2 - ,tlt3) dS3 - rob dV: o ......................... (2.4) 

si hacemos que las dimensiones del tetraedro se reduzcan en la misma proporción tenemos que 

·dV ---> o mAs rApido que ds,

0 t(ej) ••• ) tltJJ 

,tf•I ---) t(•l , 

La componente r-ésima del .vector ds es dsr = ds.er = ds Ir tomando el I Imite y sustituyendo las 

relaciones Oltlmas en (2.41 tenemos (escribiendo la componente i-ésima). 

Indices repetidos en un término Indican sumatoria sobre el mismo Indice, 

t¡fil : 0¡1 n¡. 

[ ] [Ott 012 013
]t1l•l, t2t 1 1·, t3l•l = (n1,n2,n3) 021 022 023 

031 032 '033 
...............................•.• (2 .5) 

EWILIBAIO DE FUERZAS Y t.oENTOS: SltiETRIA DEL TENSOO DE TENSION. 

n 

XI 

tf•l = tensión en la _ 
superficie normal a n 

n = normal a cierta 
superficie ds. 

P = punto pertene­
ciente a ds. 

b = peso 

r = densidad de masa. 

dV = diferencia! de 

volumen V. 
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Equilibrio de fuerzas: 

O; tomamos la componente 1-ésima. 

J 01¡ n1 ds + Jr bi dV = O .•.••••.•••..••.•.••••.••••.••••••••.••••...•••••••.....• (2 .6) 
s V 

. aplicando el teorema de la divergencia al primer término de(2.6l 

r 
J I a 1 1 , 1 +r b I l dV = o ; 

3 -aª¡ 1
a i ¡, i = I 

j=I oX¡

Esta ·integral es cierta para cualquier V arbitrario del fluido; entonces la función dentro de 

la Integral debe ser cero. 

0;1,1+ rb1 =O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (2.7) 

Equilibrio de momentos. 

f i . tr•1 ds + Ji. r ¡ dV = o,
s V 

rEiikA¡Bk; 
j,k 

Escribiendo la componente i-ésima 

A, B 

por definición de 

vectores y E1 ik slmbolo de 

Levi Civi ta. 

r ¡ J 
jk s 

El lk X¡ td•I dS + f E1 jk x; r bk dV ¡ =o 
V 

r [ I E i i k Xi a, k n r d s + f E i j k X i r b k dV I = o
Jk s V 

Í [ f � ( E 1 ¡ k X¡ a, k ) dV + J E¡ ¡ k X ¡ r b k dV j = O , 
Jk V hr V 

hemos apl lcado el teórema de la divergencia, ahora real icemos la derivación en el primer 
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f [ E I J k Ó r ¡ O r k + E¡ ¡ t Xi O r k , r ] dV + J E I i k X J r b k dV = 0 ..
V V 

f €1 il O¡k dV + J Ei ik (OH, 1 + r bk l x1 dV = o aplicando (2.7) .
V V 

E11t Oik = O conmutando k y j: Ei¡t = -E1t¡ 

·EiikOk¡ = O 

Eiik (O¡k · Ot¡) = 0 ---} O¡k = Ok¡ .................................................. (2.8) 

él ténsor de tenslon·es slm�trico. 

Tenemos para fluidos en reposo : 

t¡l•I = Oii n1 

= - Po n1 , Po ---> presibn hidrost!tlca 

Oi¡ = ·Po Ói¡ ó11--->delta de Kronecker,(-l Indica 

una tensfon de compresion para un valor positivo de Po.

Tenemos para un fluido en movimiento 

o¡ ¡ = -p ó ¡ ¡ + /¡ ¡ ....................................................... ( 2. 9 l 

L L> tensor de tension viscoso
> presion 

Un fluldo perfecto es aquel que cumple con /1¡ = o aun en movimiento, es decir se denomina 

f luldo perfecto o Ideal el fluldo sin rozamiento Interno. En adelante usaremos p1 ¡ en lugar 

de a 11. 

LA ECUACI<* �NERAL DE tD/IMIENTO DE UN t.EDIO CONTINUO. 

Un elemento de masa contenido en algOn dV es rdv, donde res la densidad di masa. Si la 

velocidad de este elemento es Ü, entonces segOn la segunda ley de Newton: 

du _ 
- r dV = dF ..............•.................................................... (2.10! 
dt

(con respecto a un sistema de referencia lnercfal I lgado a· la tierra) 
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Integrando sobre un volumen fln[to 

J 
du 

r dV : JdF · ................................................................ (2.11)
V dt V 

. -
La fuerza comprende dos componente,. Primero, su peso con densfdad í.g; 

segundo, las fuerzas superficiales que son descr[tas con un tensor p1¡ 

f dUi 
según esto - r dV J í g1 dV t J P1t dst ; ................................ (2.12) 

V dt V s 

Hemos escrito la [-éslma componente de (2.11}; dst es la componente k-ésima del vector normal 

· a la superficie que encierra el volumen V.

Usando el teorema de Gauss

J p t ¡ ds t = J 
s V 

ópu 

ÓXk 
dV ..................................................... (2.13)

como la expresión está s[endo integrado para un volumen arb[trar[o el [ntegrando es [gual a 

du1 
Í­

dt 

ópu 
= -· - + r g,

ÓXk 

......•..................................... (2.14) 

Las cantidades desconocidas son la Ü (tres componentes), la densidad(íl, y seis componentes 

(pu es slmétr[co) del tensor de tens[ón(pti), un total de 10 cant[dades para tres ecuac[ones. 

En el caso más general, consecuentemente, una soluc[ón del problema requiere 7 ecuaciones más 

especificando las prop[edades del fluido. 

La masa se conserva (a velocidades no-relativ[stas) y la correspond[ente ecuacfón de conserva­

ción es: 

J(r _u).d-s = _ _ 
óm __

_ 
6 J J J óí 

. r dV===> v. ¡rüi dV = - _. ctv
ót ót V V ·v ót 



- -
V. (r U) +

ór 

ót 

-28-

o .......................•........................ (2 .15) 

LIQUIDO Y GAS IDEALES. 

fn mecénlca de fluidos, un I lquido o gas es I lamado Ideal si todas las componentes no diagona­

les del tensor de tensión son cero. Esta propiedad es invariante con respecto a la rotación de 

coordenadas sólo si todas las·componentes de la diagonal son Iguales, esto es cuando el tensor 

de tensión viene a ser un escalar. Un I iquido Ideal aün en movimiento cumple con (Ley de 

Pascal) 

p11 = -p611 (61 ¡ del ta de Kronecker). .. ...................................... (2.16) 

Esto reduce el nümeo de cantidades desconocidas p1¡ a 1. 

Ahora (2.14) toma una forma distinta para I lquidos Ideales; para esto hacemos 

du - 6u dx 6u dy 6u dz 6u 6u 
=-+--+--+--

dt 6t dt ÓX dt 6y dt 61 ót 

de (2.14), (2.16) y (2.17) 

6u 

+ (U. V) U •....••...•..........•..•....... (2.17) 

r 1 - + 1 ü. v I ü 1 = - v. p +r e ........................................... 12. 1 s 1
ót 

(2.18) es la ecuación de movimiento de un l lquldo Ideal ( la ecuación de Euler) 

se ti ene 

- -

V[(1/2)U] 
- - - - - -
(U. V I u + u x V x u ..................................... (2.19) 

Asumiendo el comportamiento lrrotacional del l lquido en todos los puntos: 
- - -

V X U = 0 

(2.19) en (2.18) 
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1 _ _ 2 6u 
- V p 9 • V [(1/2) U ] -
r 6t 

1 _ _ _2 . 6u 
- V p = V { 9. r) - V [( 1/2) U J -
r 6t 

6í 

--- + V.(Í U) = 0 
6t 

considerando un liquido Incompresible { í=const =====> V.u =O l 

í- - 7 - -
e I rrotaclonal : 1 v x u = O 1----> u = v,

L _J 

_ _ _ _ _ _2 6u 

- VP = V (g.r)- V ((1/2) U ) - ............................................ (2.20) 
r 6t 

V • U = O ......•...................................... (2 .21 l 

ecuaciones para un l lquldo Ideal e Incompresible en movimiento lrrotacional. 

Antlderlvando (2.201 y teniendo en cuenta u = o y que g tiene .la dirección del eje y: 

P - Po

r 

= B{t) - -1- (1/2)( V -1 1 
- Q(Y·Yol ; - =f(r, t)

V 1 • = O ; B(t), Yo,Po arbitrarlos. 

si definimos ,·1x,t) = f{x,t) - J B{tl dt
to 

·queda

P·Po 

=- f1 - (1/2) (Vl) 1 - Q(Y·Yo) ............................................. (2.22) 
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U = V - ............................................................ : ..... (2.23) 

estas ecuaciones se usar�n en· la obtención de la EKdV. 

t.OOTENCION DE LA ECUACION DE KdV.

Obtendremos una ecuación que gobierna el movimiento de ondas en la superficie del agua en un 

canal poco profundo. 

ji = VI = (lx,1,.0, ===> ji =(u,v) velocidad en dos dimensiones : 

�saremos (2.22) l ademés 11 ecuación v 11 =O 

y A aire
presión 
atmosférica 

l 
Po 

h [ - _(_: __ ; :.; p_ - - - - - - - - -
_____ agua _ __ _____ _ 

Fig.6 Pulso de onda en la 
superficie del l lquldo 
con velocidad (u,v). 

X 

-:potencial de velocidad 
g:aceleración de la gra­

vedad 
u:velocidad en la direc­

ción x 
v:velocldad en la direc­

ción y 
x,y:coordenadas espaciales 

t:tiempo 
r:densidad del l lquido 
p:presión del l lquido en el 

I Imite aire-agua 
N:onda superficial 
a:altura del pulso 
r:ancho del pulso 
· h:al tura del l lquido en el

canal

La profundidad es constante,ademés asumimos que la forma de la onda no cambia a lo largo del 
eje z. 

CONDICIONES DE CONTORNO 

a) AIRE-AGUA;un punto de la superficie del pulso tiene ordenada 'y'

h + N(X,t) - Y= O ........................ : .................................. (2.24) 

derivando (2.24) y considerando x(tl e y(tl 

Ni+ Nx lx = f, ............................................................... (2.25) 

asumiendo p=po(més adelante damos la justificación) y· haciendo 
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Yo = h en (2.22) tenemos ,1 + (1/2) (Vl) 1 + gN = O ............................ (2.26) 

b) SUELO·AGUA

y = O ············.···························································:···(2.27) 

derivando ...• · ....•...•...................................... {2 .28) 

Justificación de la aproximación p, p,

En la superficie I Imite entre el ·aire y el agua se forma una pellcula elástica con una tensión 

supeificlal cuyo coeficiente se define como : 

w 

r = ••• 

óA 

w = trabajo para desplazar óx una pellcula ; 

óA = pequeña área desplazada 

w F óx F 
L 

F 
) !=- = - = - ••••••••••••••••••••••••••••••• (2.29) 

··>h<·· 

PARA UNA SUPERFICIE ESFERICA 

···········�

•·• • • • • • • • • • · 
1 tr 1 

-------------

(P·P' )dA 

�(P·P'l dA cos, 
1 1 

óA L 6x L 

F=t(2n) .... (* l 

cos0=r IR 

!ntegrando:(p·p')tr 1 
. . . . .. .. .  (**) 

area proyectada 
Fig.7 
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2T 
de (*lY (**l : t 121 rJ cose= (P - p') 1 r 1 ---> (P - p') = --- ................ (2.30)

En la condición_ de contorno AIRE-AGUA del problema pusimos: p=po; esto estaré justificado si 

(coeficiente de tensión superficial - del agua: 0.073N/m) aproximadamente la relación 
. . 

2t/R = O. 15/R (N/mJ, R en m.; para R >> O. 15m podemos tomar 2t/R = O con gran aproximación, 

luego (p = p. ) . En este caso R representa los 'radios de curvatura' de la (s) onda (s) que se 

generan en la superficie del I lquldo. Continuamos con el procedimiento haciendo un resumen 

1° RESUMEN: 

.................•...•............. (2 .31 l 
,,. (1/2) (Vf) 1 t gN = O

} y•h+N 

,, : o y : o 

O< y< h tN 

Hacemos el siguiente cambio de variables (las nuevas variables serén adimensionalesJ 

gar 
x=rx' ; , = - ,, ; c. = \/ g h (Co tiene dimensión de velocidad) 

Co 

y= h y'; · N = a N' ; a =  a/h ; B = (h/r) 1 
; t = (rico) t' tenemos

Nt + Nx lx = ,, 

6 Co 6 
-- ---> --- --
6t r 6t' 

6 6 

-- --�} ---

6x 6x' 

ac, 6N' (gar) 6'' a 6N' gar 61' 
--- --- t ---- --- -- --- : -·· --- .

r 6t' Cor 6X' r 6x' Coh 6y' 

ag gr' 
N't• t ·•• fx• N'x• =

Co 1 Co 1h

6f 
--- .......... , ............ ( 2. 32) 
6y' 

escribiremos por comodidad las variables y funciones sin prima 

N1 ta Nx fx = --- f, en y = ltaN ............... : .............................. (2.33) 
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tenemos en f1+ - [(lxl'+(f,l']+gN = O 
2 

gar Co 6f' gar 1 6'1' . 1 6 1 f' . 
--- -- --- t (1/2) (----)'(-- --- t --- --- l t g a N' = O 
Co r 6t' Co r'- 6X' 1 h' 6y' 1 

_f'1•+ (1/2) [a ('' x· l'_ + a!B (l',·l' l t N' = O , 

.escribiendo sin prima: 

l1t(112l [ a llxl'+ alB 1,,1 1 I t N = o ........................................... (2.341 

además ·f ,. = o --�> ,, = o ..................................................... 12.35) 

gar gar 
• X X t • YJ : o -_._) --- - f X 'X ' t --- - f J I y ' : 0 

B fx•x•+ fy'y' = O 

escribiendo sin prima 

Co r' C� h' . 

en O< h y'< ht aN' 

O < y' < 1 t aN' 

en O <y< 1 t aN ...................................... (2.36) 

2 ° RESUMEN 
1 

A) Ni ta Nx fx = --- .,

y = 1 t a N 

C) 1, = O y=O 

Dl B fxx t f,, = O O< y< 1 t aN 

Debemos resolver la ecuación DJ bajo las condiciones Al y B) en la superficie del 1 !guido y la 

condición C) en el limite agua-suelo. 

Se busca una solución de la forma 

+• 
11 X, Y, t) = r y• 01 (X, t) , • , •.• , , , , , •.. , • , •...•...•. , •...... , , ...•.•.•....•. ( 2. 37) 

m=O 
derivando con respecto ax e y tenemos 

+• 

,, : r m y•·l O,(X,t)
m= l 

sabemos que ''I =O ---> 011x,t) = O
y=O 
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+• +• 

-11= r y• a.1;(x,t);
m=O 

,,, = r m(m-1) a.1x,tl y•- 2

m=2 

+• 

r1m+2l!m+ll a.,2(x,tl y• 
m=O 

Reemplazando en Dl 
+• 

r [O O,x1 +(m+2J(m+IJ a.,2 f y•= O 
m =O 

como las potencias de y 

en la sumatoria son linealmente independientes, tenemos 

B B 
0112= - --------- 0111 ---) Q,,4: - --------- 011•2J11· 

(m+I )(m+2J (m+3)(�+4l 

notación 

- B -B
a.,4 = [ --------![-----------! a,1111 

(m+l)(m+2) (m+3J(m+4) 

01 X •• , 1 : 01 ( 1 J 

'r'veces 

Hl1 !-Bl 1

a ••• : --------- 01(4J; 0,,6 : ---------- º••2(4) 
(m+4l ! (m+Bl ! 

m! tm+2J ! 

!-B l 
1

!-B l 
ª••6 = -------- --------- 01(6) 

(m+6)! (m+l)(mt2l 

(m+2l ! 

Generalizando estas relaciones 
1-Blt

º••2k = --------

Para m = o tenemos: 

02t = 

para m=I tenemos 

(m+2k) ! 

m! 

1-Blt

(2k)! 

!-Blt d2k o.

Q,(2kl : -------- ----

d2k 
ªº

dx2k

(mt2k)! dx2k

m! 

para k = 1,2,3, ... 
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HJk d2k 01 
02k t 1 � ••••• : o '

(2k) ! dx2t 

!O 1 = O l k = t , 2, 3, .. 

f(X,Y,t) = Oo · (1/2) O y' Ooxx + (1/24) O' y4 Ooxm t 0(83) ......................... (2.38) 

_buscaremos soluclones parl los cuales J = (h /rJ' << t (el ancho de las ondas mucho mayor que 

. la profund[dad del I lquldo), para conocer la velocidad neces[tamos conocer su potencial, por 

tanto buscamos Oo que forma,; pero para esto necesitamos conocer detalladamente las condi­

ciones de cdntorno coriespondientes a y = 1+ aN, pero en estas condiciones de contorno aparece 

la incógnita (Nl; es�eramos que al reemplazar (2.38) en las ecuaciones (2.33), (2.34) y (2.35) 

pueda despefarse una ecuación para N. 

Oer lvando (2.38): 

.x : Oox · (1/2) O Y' Ooxxx + (1/24) O' y4 Ooxxxxx + Ox(83 ), 

010 3) contiene térm[nos con potenc[as de B mayores o iguales que la cúbica . 

• , : · O Y Ooxx + (1/6) B' y3 Ooxxxx + 0,(0 3 ) 

reemp I azando' en (2 .33)

Ni t a  Nx !Oox · (1/2) O y' Ooxxx + (1/24) O' y4 Ooxxxxx +0(83) J - (1/8)! 

·8 Y Ooxx +(1/6) B 1 y3 Ooxxxx + O,(B3 Jj : O 

«B 1 
Nila Nx Oox +y Ooxx · ·· Nx y' Ooxxx · ··· O y3 Ooxxxx t0(8'l = O 

2 6 

usando y =  1 + a N en la última expresión 

Nt +[(1+ aN) OoxL· o[(l/6)(1+aN)3 Ooxxxx+(l/2)« (1+aN) 1 Oom] t 0(8') :O 

................................. (2.39) 
y usando y = 1 + a N en (2.34) 

N+Oor·(l/2) 8(l+aN) 10oxx1+4/2!(0ox) 1·8Y 10ox Ooxxx]+ ··· !BY Ooxx) 1+0(8')=0
28 

N+Oor + a/2 (Oox)' · W2l8(1taN)1 [ooxxt + a Oox Ooxxx·«(Ooxx)1]+o(B'J = o

................................... (2.40) 
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con las aproximaciones 

- (( 1 y 
h 2 

(-) (( 1 ==-==> aB = o 

Con esto (2.39) y (2.40) quedan: 

r 7 

Nt + 111 + aNJ Ooxl - (1/6) 8 Ooxxxx + O(aB,B'l =. 0 ................................. (2.41) 
L _¡X 

N+Oot+ (1/2) a(Ooxl'· (1/2) 8 Ooxxr + O(aB,B'l = O .... : .......................... (2.42) 

sea w = Oox en i2.41J: 

r , . . Nt+l(l + aN) WJ -(1/6)8 Wm + O(aB,8 1 ) = 0 ....................................... , .. (2.43)

derivando (2.42) con respecto a 'x' 

Nx + Wt+ a w Wx - (1/2) B Wxxt + O(a8,B'l = O ....................................... (2.44) 

si a, 8 = O (caso I Imite): 

N, + Wx + O(a,B)= O 
] 

este sistema tiene como solución 

Nx + w, + O(a,BJ= O 
. 

w = N , luego N y w satisfacen las ecuaciones: 

N, + Nx = -O(a,B) y Wt + Wx = -O(a,8) ........................................... (2.45) 

la solución de la ecuación homogénea de este tipo es una onda viajera N = f(X-tl, como vimos en 

el Cap.f. Ahora buscamos una solución de la forma: 

w = N + a A + 8 8 .............................................. · ..................... ( 2. 46 l 

A =  A(x,t); 8 = B(X,t) 

esto en (2.43) 

N,+ Wx+ a Nx w + a N Wx -(1/6)B(Nxxx + a Axxx + B Bxxx) + O(aB, 8 1
) = O 

N,+ Nx + a (Ax + 2N Nx)+ 8 !Bx - (1/6) Nxxx) + O(a',8',a8) = O ...................... (2.47) 

Usando (2.46)en (2.44) 

Nx + N,+ a A,+ 8 B,+ a(N+ aA + BBJ(Nx + aAx+ BBx)-(1/2) 8 (Nxx1+ a Axx,+ 8 Bxxr) + O(a8,8'1 = O 
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adem�s usando (2.45) _en la ultima expresión 

Ni t Nx t(Ad NNx)+B[Bd(1/2J Nm)+ O!aB,B',a'J = O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (2.48) 

comparando (2.47) y (2.48) 

.ll Ax-Ai = ·N Nx ===>A= ·(1/4) N'; luego Ax=-(1/21 Nx N y Ai=·(1/2JN Ni 

estas expresiones satisfacen la parte homogénea de la correspondiente 

ecuación (2.45) para w. 

ii) B,- Bx +· 2/3 Nxxx =O====> B = 1/3 Nxx; luego Bi = 1/3 N111 y

Bx : 1/3 Nxxx, 
igualmente estas expresi .. ones satisfacen (2.45). 

·con il y iil hemos comprobado que w = N + aA + BB satisface (2.45)

luego w = N- 1/4 a N' + 1/3 B Nxx (W=Oox) .............................. (2.49) 

reemplazando en (2.48): 

Ni+ Nx+ a(- (1/2) N Ni+ N Nxl+B(1/3 Nxxt+ (1/2) Nxxx)+ O(a',�',aB) =O 

con Ni = ·Nx - O(a,Bl ; para aB, a', B' : O 

N, + Nxt 3/2 a N Nx + 1/6 B Nxxx = O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (2.50) 

haciendo la siguiente transformación 
1/2 1/2 

t+ 3/2 a N(X,tl = U(x',t'l ; x' = x/(B l , t' = t/(6 B 1· 

agrupando N, +[ 1 t (3/21 a NI Nx +( t/61 B Nxxx = O

6 112 6 

··· ···> [IIIB 11···
6x 6x' 
6 6 

..• ···> [1/(68 11)··· 
6t 61' 

112 2a 112 2a 
[t/(6B ll(··)Ui•+ U[l/!B 11 1---lUx·t 

3 3 

B 2a 
+(···)[1/(8312 1) (···) Ux'x'x' =O 

6 3 

Simplificando y escribiendo las variables sin prima 

u 1 + suu X + u XX X : 0 ......................................................... (2. 51) 

(2.51) es la ecuación de KdV; describe el movimiento de ondas superficiales en un canal de 
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agua poco profundo. Nosotros buscaremos soluciones del tipo de las ondas viajeras. 

1 
Haciendo U= -V en (2.51) tenemos 

V1+VVx+Vux=O .......... · ............................................. (2. 52) 

Buscamos una solución_ de la forma: 

V(x,t) = f(x-ct) ---> 

e > O 

Reemplazando en t2.52J 

V1 = -cf' 

Vx = f' 

- e f' + f f' + f' '' =o---> (-e f � - f2 + f''l' = o
2 

SI asumimos: 
V, Vx, V1-·------>0 .......................................... (2.53) 
txt ---> +• 

1 
Antlderivando: -e f + - f 1 + f" = o 

2 

1 
Multfpllcando por f': -e f f' + - f' f 1 + f' f'' = o 

2 

(·C f 1
/2 + 1/6 f3 + 1/2 f'')' = 0

Asumiendo nuevamente (2.53) y antiderivando; además multiplicando por 6 

-3 e f' + f3 + 3 f'' =o----> f' 1 = 1/3 f 1 (3c -fl

Sea: s = x - et y f = 3 e sen 1e ; f' = 6 e sene cose e· 

reemplazando en J3 f' = f V 3c-f ===> e• = Jc/2 sene 
===> esca e· = Jc/2 ............. (*! 

!+cose 
sabemos (Ln -- )'= -esca e· 

sene 

Je 

1 uego ( *) queda 

Je 
I+ cose= A exp(--sJ sene 

2 
; sea k=A exp(--s) ,tenemos 

2 
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1 + \/ t-sen 18 
ctg(9/2)=k ,pero ctg(9/2J = ----; luego 

sena 

1 + \{ t-f/(3C) 
-----= k, elevando al cuadrado y desarrollando 

! f/ ! 3c l l 112

. f [( Hk I l I f - 12 e k 11 = o = = = > f = o ó f = 
( 12cJk 1

( l+k 1) 1 

f = o === >V= O satisface (2.52) (solucfón trivial) 

· Ak A 1

f=l2c -- = 12c ll+A'kl'

� �t A' e.�J 
Tomamos A=I en última ecuación para tener una función hiperbólica conocida 

Je 

Flg.8 

f = 3 e sech 1
[ - (x-ctJ] 

2 

X 

Volviendo a las variables originales sucesivamente 

V = f = 6U 
1 1 

U= c/2 sech1
[ - /c(x-ct)I --> U (x' ,t'l = c/2sech 1[-/c(x' -ct'll 

2 2 

N(x,tl = (2/3) «· 1 [U(x',t'l - 11 

t 
= (2/3) «· 1 {[c/2 sech 1 

( - Je (X'· ct'l 1 - 1} 
2 

1 X et 
= (2/31 «· 1 {c/2 sech1 

[- Je ! - - - l 1 - n
2 ID J6 
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volviendo nuevamente ----->N'(x' ,t'l 

1 X' C t' 
N'(x' ,t'l = (2/3) a·' {c/2 sech 1

[- e(- - - l 1 -1}
2 JB J6 

1 X CCo 
N = aN' = a (2/3) a· 1 {c/2sech 1 [ - e(- - -t l I - 11 

i r U J6 

1 JC CCo 
N = (2/3)a a· 1 {c/2 sech 1 [- - (x- - tJ] - 1}

2 r JB 6 

Aqul podemos relacionar la amplitud y la velocldad de la onda con los parámetros del pulso 

e c 

(ancho y altura) y la altura h, velocldad: u=----\/ gh, amplftud: a= ---h, con c = parámetro 
6 3 

f,ETOOO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS 

Antes de resolver la ecuación de KdV apl leeremos el método a la ecuación (1.20) : 

U= U(X, t), 

óU óF(x,tJ 
--- + ------- = O .........•.....•.................... (2.54) 
ó t óx 

Notamos que para F = 1/2 1a+U) 1 se obtiene los primeros términos de la ecuación de KdV. 

6U óU 
--- + (a t U) ---= O 
6t ót 

Abordaremos la ecuación (2.54): 

t 

í+I 

jk ............. .. 

j-1

ih 
Flg. 9 

U(X,t): U(Xi,t¡): Ui,i 
(aproximación y notación) 
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Usaremos (omitimos escribir ll las siguientes aproximaciones de los operadores de derivada en 

diferencias finitas 

U i - U i · I LJ¡, 1 - L
J

¡ 
u_ - -------·- u. : ---------

LJ¡ .r - LJ¡ - 1 
Uo = ------------

x' 1 2h 

1 

X, Í h 

(A F1)1 : A Fx1 t AxFx : - ((AFx)i•l/2 - (AFx)i-1/2 ]= 
h 

1 
: --- [Ai•l/2 (fi+I - f¡)- Ai-l/2(f¡ - F1-1)] 

h2
A111 t A1 

con Ai1112 = ----------
2 

En el presente trabajo no nos ocuparemos de la estabilidad de los cálculos, optaremos por com­

parar las soluciones anal ltlcas conocidas con la correspondiente soluclón aproximada por meto­

dos numéricos. 

Para I fijo, desarrollando U en torno de ij: 

óU 1 ó óU 
U1. ¡,, = U1 ¡ + k [----]¡; + - k 1 ---[ ----]1,; + ••• y teniendo 

ót 2 ót ót 

y teniendo en cuenta (2.54) 

6F 1 ó 6F 
= LJ¡¡ - k [---]¡,¡ - - k' ---[---]¡,; + ... 

ÓX 2 ót ÓX 

Asumimos que: 

ó óF ó óF ó óF óU ó óF óF 
--- [ ---] : ---[ --- ]: --- [ --- --- ]= - --- [--� --- 1 
ót ÓX ÓX ót ÓX óU ót ÓX óU ÓX
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6F 1 6 6F 
Ui,J•l : Ui ,j - k [---)¡,¡ t - k 1 

--- [A(U) ---)¡ ,¡ 
ÓX 2 · ÓX ÓX 

k Fi+1,¡ - F1-1,¡ 1 k 1 

U1, ¡ +, = U1 ¡ - --- --------------- t - --- { A1•112, ¡ [ 
h 2 2 h 1 

F , + 1 , ¡ - F 1 , ¡ 1- A ¡ · 11 2 , ¡ [F 1 , ¡ - F 1 • 1 , ¡ I }

k F1+1,1 - F1-1,¡ .K 
U1,J•l : Ui ¡ - --- --------------- +·112 (---) 1 { 

h 2 h 

A, 1,, ¡ t A1 ¡ A1. 1, 1 + A1 ¡
------------[F1•1, ¡ - F1 ,¡ 1- ------------ [F1, ¡ - Fi -1,¡]} 

2 2 

F1 • 1, ¡ - F ¡ -1, 1 1 
LJ¡ ,J•l : Ui j - p [ ---------------] + - P 1 

{ 

2 2 

F 1. 1, 1 } , ........ , ..... , ........... , ... , ... , .... , ...... , ............. (2.55) 

donde p=k/h 

.. () 

r, 
t=j*k 

l--------1--�---> 

X 

h= 6x 
k= 61 

Fig. 15 Dada una forma de U en i=O, se muestra U para i > o.

(2.55) nos servir� para hacer un programa y ver la progreslon de la onda dada cierta condicion 
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Inicial. Como funclbn Ujx,O) escogemos por comodidad un trapecio; se dan como datos los valores 

de Xt, Xb, Xc, Xd y las alturas s y r (vease la Fig. 16) 

A U(X,0) 

t=O 

m, > o, m2 < O 

X, Xb 

En general para 

Ut + (a+U)Ux = O. 

X 

Flg. 16 Se muestra el 

perfil Inicial del 

pulso de onda Uo 

· U(x,t) =V{x-(a+U(x,t)lt} ...................................................... -...... (2.56)

Uo = V(x,O), la ecuaclbn (2.56) define lmpllcltamente la funclbn U(x,tl, como ejemplo estudie­

mos el siguiente caso;sean Uoi (1=1,2,3) los lados del trapecio Inicial y Ui los lados del mis­

mo para t>O; ademas se tienen las siguientes relaciones 

s-n, r-n2 s-no r-no

X, : · ·•· , Xb = ••• , Xc = •·• , Xb = ••• , Xc = ••• , Xd = • ••• 
m I m I m2 mo mo m2 

(n, < O, s > n1, s > no, r > n2 y n2 > O) 

m1 : S/(Xb·X,), mo = (r-s)/(Xc·Xb) , m2 = · r/(Xd·Xc) 

en la configuraclbn t>O 

� U( X, t) 

Flg. 17 

t>O

X. Xc Xd 
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Xi = Xl t at 

Xb = Xb t (m1Xb t ·a + n, l t 
-.......................................... (2.571 

X e : X e t ( fflo X e t a + no ) t 

Xd = Xdt8t 

Estudi.emos el dominio de cada una de la.s rectas Ui cuando se tiene t>O 

recta Ul(x,t) 

recta U2(x,t1 

X a S X SXb 

x, t a t S x s Xb t (m1 Xb + a + n 11 t 

Xb S X S Xc 

Xb t (fflr Xb t a t nr) t S X S Xc t (fflo Xc t a t no) t 

pero fflr Xb t nr : mo Xb + no 

Xb t (ffl, Xb +a+ no) t S X S Xc + (fflo Xc +a+ no) t 
1 

t( --- si fflo ( o y cualquier t si mo} o
¡mo 1

recta Us(x, ti 

Xc + (mo Xb + a t no) t S X S X, + (ffl2 X,+ a t n2) t 

1 1 

t< --- ;esto quiere decir que para t= --- la recta U3 se hace 
¡m21 ¡m, 1 

vertical dejando de ser funclbn. Lo mismo pasa con U2 si mo<O. Esta soluclbn explicita U(x,t) 

se compara con la solucibn numerica, mediante un programa de Pascal para ver la validez del 

metodo numerfco apl !cado a la ecuación (2.54). 
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t.ET(I)() DE LAS DIFEREOCIAS FINITAS APLICADO A LA EKdV 

Se tien e la ecuacion 

U1 + B (U+a) Ux + Uxxx· = O ·escrfbimos en la forma 

U1 + [F(U) + Uxxlx =O d'onde F(UJ= 3(UtaJ 1 
, se a 

óF 
A(UJ = ---- = B(U+a) 

óU 
Usare mos las siguientes aproximac ion es de las derivadas 

Ui - U¡., U 1,, - U 1 
Ux, i = -------�- ,- Ux, i = ----------

h h 

º _ U1,1 - Ui-1 
Ux,i = - (Ux,i + Ux,i) = -----------

2 2h 

_ Ux,I - Ux, i Ui•I -2U1 + Ui-1 
Uxx : Uxx, i = ------------- = -----------------

h h ! 

_ U1,2 - Ui Ui•I -U1-1 U1 -U1-2 
Uxxx : Uxxx,I = 1/h'[----------- -2(-----------) + ---------!

2h 2h 2h 

= --- [U1,2 -2 Ui>t t2 Ui-1 -U¡.2) 
2h 3

_,_ 1 U¡,2-2U1>1+U1 
Uxxxx : Uxxxx, i = ---[ (---------------------) -

h
1 

h 
I 

U1,1-2Ui +U1-1 Ui -2U;-1+Ui-2 
-2(---------------------1 + (--------------------)]

h 1 h 1 

= --- [U1-2 - 4 U1-1 +6 U1- 4U1,1 + U;,2] 
h4 

u IX X IX X : u IX X IX l I i : - - - [ u 1 - 3- 6U i . 2 + 15U 1 . 1 -20U i + 15U i • 1 -BU i • 2 +U i • 3 1 
h º

Desarrollando U(x,t) en serie de Taylor alrededor de ij: 

óU 1 ó óU 
U1 ,¡,1 = U11 + k [----J¡ ¡ + - k 1 ---[ --- ]¡ ,¡ + •.. 

ót 2 ót ót 
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ó 1 ó ó 
Ui, j•I = Ui, 1 • k[ ··•iF+Uxx)li ,i · · k 1 {··· [··· (F+Uxx)]}¡ ,¡+,,,, ,. ,,. , ,,. ,. ,, ,. ,.,,,(2.58)

asumimos 

ÓX 2 ót ÓX 

ó ó ó ó ó óF óU ó 2 óU 
---1---(F+Uxx)I = --· _[---(F+Uxx)] = ---[--- --- • --- (···l I
'ót ÓX ÓX ót ÓX óU ót ÓX 1 ót 

ó óF ó ó3 

: ---[� --- ---(f+Uxx) - --- (F(U)+ Uxx)I 
ÓX óU ÓX ó� 3 

ó óF ó3F 
= • •·• [··· (Fx+Uxxxl + ··· + Uxxxxx 

óx óU óx3 

ó óF 
= • ••• [A(U) ··· + A(U) Uxxx + Fxxx + Uxxxxx J ......... , ....................... (2.59)

6x óx 

ademAs Fx = 6(U+a)Ux fxx = 6(8 +U)Uxx +( Ux) 1

= 6[(U+a) Uxxx t 3 Ux Uxx] 

= 6(U+a) Uxxx +18 Ux Uxx 

= A Uxxx + 18 Ux Uxx 

reemplazando estas expresiones en (2.59) 

ó 6 6 
···[···(F+Uxx)I = • ···[ AFx +A Uxxx +A Uxxx + 18 Ux Uxx + Uxxxxx]
ót ÓX ÓX 

6 ó 6 
= ·[···(AFx) +2··-(A Uxxx) + 18-··(Ux Uxx) +Uxxxxxxl

ÓX ÓX ÓX 

aproximando la ecuaclon (2.60) 

............................... (2.60) 

{ 
1 2 U1 •2·2U1, 1+U1 

= - ---[A1,1,2(F1 .,. F1)- A1 - 112(F1-F1- ,)]+ --- {A1 .,,2[------------- -
h l 

h 1 . h 1 
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U, • 1 -2U 1 +U, . 1 U 1 • 1 -2U, +U 1 - t U 1 -2U 1 · 1 +U 1 · 2 
------------- 1 - A1-112 {---------------- - ------------- }+

h I h I h 1 

18 U1,112,1- U¡.112-1 U1,2-U1 U,,1�U,-1
---- [(-------------------)(-------. ---------) -
h 1 

. 2h 2h 2h

U, - 112. 1-U 1. 112-1 U 1, 1 +U 1 -1 U 1 -U,. 2 1 
1----------------1 (········· - ········) l + ---[U1-3·6U1-2+

2h 2h 2h h 6 

15U1- i - 20U, t15Uit 1-6U1 ,�+U, •31} .............................................. (2.61)

volviendo a (2.58)(se·omite escribir el Indice j de U en el segundo miembro por comodidad) 
1 

Ui,jtl = u, - k (Fx)¡ -k(Um)i + - k 1 [(AFxlx + 2 (AUxxx)x + t8(UxUxx)x+
2 

t Uxxxxxx) i 

: U, • k (Fx)I + • k 1 [(AFx)xl1 -k (Uxxx)i+
2 

t • k 1 (2 (AUxxx)x + l8{U1Uxx)x+ Uxxxxxx)I
2 

Los tres primeros t�rminos aproximan a la ecuacion U, + (a+UJ Ux = O; reemplazando (2.611 y los

t�rminos conocidos para (2.55) tenemos 

k F1t1 - F1-1 1 k 
U1p1 = U11 • --- ••••••••••·• + - (-·-)'l[(A1,1 +A1)F1,1 - (A1-1 tA1)F1-

h 2 4 h 

k · k 1 2 
• --- (U1,2-2U1t1+2U1-1-U1-2)t --- { ·"·[(A1+A1+1l{U1,2-3U1t1t

2h3 2 2h4 

18 
3U1-U1-1) - (A1+A1-1)(U1+1-3U1t3U1-1-U1-2II t ----[(U1+2tU1,1-

8h4 

• U1-U1-11 (U, ,2-U1 +1-U1-U1-11 -(U1. 1tU1-U1 - 1-U1-2l (U,. 1-U,. 1-
1 . l • U I tU 1 - 2 l l t --• [U, . 3 • 6U 1 -2 t t 5U 1 . 1-20U 1 + t 5U 1 , 1 -6U, , 2 +U 1 , s l �
h6 J 

sean $ 1 : Ai t 1 + A, 1 S2 : A,· 1 t A, p : k/h
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Observacion: Las aproximaciones usadas para las derivadas asegura que todas el las tienden a un 

valor finito cuando h--->0, asumiendo funciones U(x,tJ suaves; por ejemplo 

Uxu: 

_ o 1 
Um ' Uxu : --- [U1 •2 - 2 U1 ., +2 Ui -1 -U1-2l 

2h3

-Finalmente escribimos tn la forma

p I pi p 1 

U1,¡t1 = U1¡ + (- p/2 + --- S1) F1+1 +(p/2+···S2)F1-i+ (S1+S2)(; ---)F1 · 

9p' 

4 4 4 
p pi

- --- (U1•2 - 2 U1+1 +2 U1-1 -U1-2l +--- [A1(U1+2-4U1,1+6U1-
2h 1 

• 
2h 1 , 

--• [ 1 U 1 , 2 +U 1 • 1-U 1 -U 1 - 1 ll U 1 • 2-U 1 • 1 -U 1 +U 1 -1 l-( U 1 • 1 +U 1 -U 1 - 1 -U 1 . 2 l ( U 1 ., -
8h 1

p 1 

-u i . 1-U i +U i . 2) l + ---[ u i . 3-6U i . 2 + 15U i. 1-2ou 1 +15U i • 1 -su i • 2 +U i • 31
2h� 

........................................ (2 .62) 

(2.62) se usa en el programa ecuaKdV.Pas. 

Una soluclon expl lclta de U1 + 6UUx + Uxxx=O es 

U(x,tJ = c/2 sech'[t/2 1c (x-ctJI 

si U····> (U'+a) tenemos U1 + 6(U + a) Ux + U,x,=0 .... (*) 

luego U = U - a = c/2 sech'[I le (x-ct)] - a es solucion de (*l 

escribiendo U1 + 6(U + a) Ux + Uxxx=0 

una solucion particular es 

U(x,t) = c/2 sech 1 [1/2 le (x-ct)J-a donde a,c = constantes 

esta ultima expreslbn para t= O es U(x,0J = c/2 sech'[t/2 1c xJ-a y se usara para dar con-
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dicibn infciaf (t=Ol a la solucfbn por metodos numericos y comparar con la solucfbn anal ltica a 

medfda que el pulso de onda viaja en el espacfo-tltmpo; esto se real Iza en el ·programa 

ecuaclbn KdV. Pas. 

2.ECUACIOO DE SINE-WllOO EN tiECANICA

Tal vez la mejor manera de describir una ecuacibn de onda (bidimensional) con soluciones de 

tfpo sol itbn ·se da en la ecuaclbn_de Sine:Gordon 

........... · ...•............................. ; ........... (2 .63) 

Esta ecuacibn es invariante bajo la transformacibn de Lorentz siendo por lo tanto apropiado 
para describir partlculas elementales en un espacio tiempo bidfmenslonal. Esta ecuacion puede. 

ser usada para describfr fenomenos flsicos como por ejemplo: propagacion de dislocamiento en 

cristales, movimiento de paredes de Bloch en cristales magnetlcos, teorla de partlculas elemen­

tales, etc. La ecuacion de Sine-Gordon 1parecjo en 1882 en un articulo de BAcktund sobre Geome­

trla Dlferenclal, el obtuvo una solucion pafa multlsoliton 'sumando' dfversas solucfones de ti­

po solltbn. 

Una gran clase de fenbmenos no-1 lneales y dlspersfvos pueden ser ilustrados por el comporta­

miento de un arreglo de )endulos acoplados con grades oscilacfones. Este ejem�lo nos conduce al 

tipo de ecuacion de Sine-Gordon que permite describir fenomenos no-1 �neales en diversas ramas 

de la flslca. Un arreglo de. pendulos como en la figura 19 es un buen ejemplo de un movimiento 

de ondas no-lfneales. 

tf flr - rlflr-
l l l Jl . 1 

lJ l l 11 'Jj J1 

Fig. 18 lnteracclbn de dos ondas tipo 

sol itbn en un sistema de 

muchos pendulos acoplados. 
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Fig. 19 Arreglo de pendulos acoplados 

con grandes oscilaciones. 

Ejemplo de un movimientt de 

ondas no-1 ineales. 

Fig.20 Arreglo de pendulos acoplados 

real Izando pequeñas osclla­

ciones.Ejemplo de propagaclon 

de una onda lineal. 

Obtenclbn de la ecuacibn de Sfne-Gordon en el caso 
particular de p�ndulos acoplados 

Tenemos un arreglo de muchos pendulos de longitud lo con masas iguales localizadas solamente en 

sus extremos; en sus extremos superiores estan unidos a un cilindro el�stlco con modulo de ri­

gidez G, de tal forma que el arreglo de pendulos puede real izar movimientos solamente de tor­

sion. 

<-------------------- L -------------------> 

fo 
1 

1 
1 

X x+dX 

v 
V 
V 
V 
I/ 
/ 

/ 

m 000000000000 

Fig.21 Tubo cll lndrlco homogeneo 
con modulo de rigidez G. 

mgn 
definimos u= --- = constante. 

n--->numero de pendulos. 

u--->peso por unidad de longitud 
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' 

' 

\ 

1 

1 

F[g.22 Cil[ndro inflnites[mal de 
long[tud 6x. 

1113 

1 . . 
• ••I•• •••••••••••••••••••• •

.
•••••••• •••••• •• 

1 

/- :._ =--{� - .- ... __ .,..;_�-::
-'

·---·-/ ._I 

X x+6x 

x+h 

r 

a 
---

Fig.23 Se muestra una secc[bn 
del cilindro. 

Fig.24 Se muestra el desplazamiento 
transversal de un solo pendulo 
en la pos[cibn x. 

Escribimos la ley de Hooke 

T = G a 

l lLangulo de desplazam[ento transversal
> modulo de rigidez

> tensibn

Primero hal !amos la relaciOn entre a y lx: 

de la Fig. 22 podemos aproximar y escribir 6x a= r 61
dF 

de la Flg. 23 T = --- F(r ,1) ---->fuerza superficial aplicado en una 
dA secciOn del cillndro. 

usando la ley de Hooke 

6F 
--- = G a 
6A 

61 
= Gr -- - , 

6x 
multiplicando por r e  integrando para toda la 
superficie circuí lar se tiene 
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I 6-Fr =[ r 2dAI G --- sean J= J r 1dA =constante
6x 

6
-

M,=JG --- , Mr =Fr 
6x 

M,--->momento de las fuerzas de tensiOn . 

. Calculemos el momento debido a la acriiOn del p�ndulo 

=(R+lo)U 6x senf 

donde 6w= u 6x 

61 
y '6M, = JG 6(---l 

6x 

Para el mivimiento giratorio de un cuerpo solido álrededor del efe inmOvil tenemos 

M---> momento total 

1--->momento de inercia 
61 

K 6x ,11 = JG 6(---) - (R+lo) u 6x sen, 
6x 

donde K---->momento de inercia 
por unidad de longitud 

llevando al l lmi te esta fil tima relaciOn 
JG (R+I,) 

111 : --- fxx - ------usen, 
K K 

K 111 = JG fxx - U(R+lo) sen, 

Haciendo la siguiente transformaciOn 

/ GJ 
X = / ----·-··· X' 

1/ (R+I º lU 

/ K 

t= I •••··•••• t' 
1/ (R+lo)U 

f(X,t) = $(X', t') 

$x x - $t t = sen$ 

Escribiendo las variables sin prima obtenemos la ecuaciOn de Sine-Gordon usual 

t,,-tu =sent ............................................. (2.64) 

lo que buscamos ahora es una soluciOn del tipo 

$(x,t) = O(zl , 
,, ,, 

con z = x - ut 

tenemos $xx = Q , $11 = u 2Q reemplazando en (2.64) obtenemos 
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O· - u 1 o = seno , ·,,, ·,,,., · • ..........•............•............... (2.65) 

,, seno 
o : ----- · ·, ·,,, • • ·.,, ·. · ... , .. ,: .......................•......... (2. 66) 

mul tlpl icando (2.66) por O' 

.O'senO O'senO 
O'O' '= -·------ ----> O'Q' '· ------ =O 

1- u 1 1-u 1

·, . 

[-��� + -���� ]· = O asumiendo u 1+ 1 -��� + ���� = c, 
2 1-u' 2 1-u 1

/0'/---->0 cuando /z/---->t• (condiciones de contorno) 

sabemos que /cosO/ < 1 

para obtener una soluciOn que tome la forma de ina funclOn conocida hacemos 
1 

e, = ----­
l-u1 

0'2 coso dQ 12 I t-cosO 
--- + ---- : ----- ---) --- : t ------------

2 1-u 1 1-u 1 dz 

J -��--- = t --��------ Jdz 
( 1-cosO) 112 (1-u 1 1112 

12 
I 

· /2(X·Ut)
12 log tg(0/4) = t ---------- dz ---> 12 log tg($/4) = t --------

( t-u z 11 (1-u l)f/2 

(X-Ut) 
log tg($/4) = ! --··------ + C2//2

( 1-u i 1112

(X·Ut) 
tg($/4) =C exp[ t -------1 

1 l-u, 1 1, 2 

tenemos dos soluclones 
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b) 
$u1i1ol i th 

21! 

Podemos expresar la velocidad en funcion de parémetros conocidos,sabemos que 

/ GJ / K 
X= / ••••• : ••• X t= / ........ . 

\l (R+lo)U 1/ . (R+lo)U 

sean 

/ J I K 
a = I ···------ B = I ---------

\ I (A+ 1 o )U . \/ (R+lo)U 

(X'-ut') 
$(X' ,t'l = 4 arctan{exp[ ! ----··-··!} 

11-u z l t, 2

X Ut

a y B constantes 

•tx,tl = 4 arctan{exp[ ! ----- - ·---)} donde v = 11-u 1 ¡112
nJG Bv 

podemos escribir en la forma: 

1 
l(X,tl = 4 arctan{exp[ ! ·----Jx-ct)!) 

vaJG 

a 
donde e = -·-uJG 

B 

K = K1+K2 = momento de inercia/unidad de longitud 

K, = J r 2dV ; k2 = ��- ����:�: = -�· (R+I º ¡2 · · 

R 21í 

J= J J r 1 (rdfdrJ 
a o 

g 6x g 

1! 
····> J = ·--(R4.a4 J

2 



R 21r L 

K, = -�-f J r 1f rd-drdz
L a O O 

K, = ---D(RLa4J
2 
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/ JG / G 

D = densidad del cilindro 

c= u / ----- =
t -----------------------------

\/ Ku \/ uD+[2U/(19)l[(R+lo) 1/(R4-a4)!

c---> velocidad de la onda tipo 1-solitbn

u---> parametro 

Las condiciones de contorno usuales para la ecuación 

$xx - $11 : sen• son las siguientes

a) cuando los extremos es tan fijos rlgidamente

$(0,t) = $(L,t) = O 

$(x,0) = f(X), 

para todo t

$1(X,O) : Q(X) donde X E (0,L) 

a. 1) si L--->+m podemos hacer tender /xi---> +m

llm $(x,tJ = c, 
X---}-ID 

$(X,0) = f(X), 

bJextremos I ibres 

$x(O,t) = $x(L,t) : O 

y l]m $(X,t) = C2

X---)+ID 

$1(X,O) : Q(X) para todo X ( R 

cJextremos del cilindro elastlcamente fijados 

$x(O,t) - E $(0,t) = O ; $x(O,t) t E $(0,t) = O ; E = constante.

tltodo de les diferencias finitas aplicado a la ecuacibn de Sine-Gordon 

sean los incrementos Xi•l"Xi =h, t¡,1-t ¡ =k y la aproxlmacion: 

$(X,t): $(X ¡ ,t¡): $ ¡ ,¡ 
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usamos las siguientes aproximaciones de las derivadas 

$x : $x, i • --------

h 

_ $x,i·$x,i. $¡H·2$¡+$1-1 

h 

$_u :· $11, 1 = .---------- = -0----------·· . . . . . . . . . . . . . -. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.67)

h h' 

Desarrollandl $en serie de Taylor en torno a i: 

hl h3 h4 

$¡i1: $¡ ! h $1 1
t ··· $¡"!··- $¡"'+·· - $¡(IV) + Q(h4) ......................... (2.68)

2 6 24 
- -

O(h4 l denota los terminos que tienden a o mas rapldo que h4 cuando h--->0 
- h'

$11 - $" : ---$1 IV) + O(h4)
12 

-
es decir $x, aproxima a$'' con segundo orden 

$¡ .. ' ¡-2$¡ 'í +$¡ · 1 'j 

-
$1 ti, j - -------------------

k 1 

reemplazando en (2.64) 

$i•I, ¡-2$1, ¡+$1-1, j $¡, jH-2$¡, ¡+$-1, j-1
------------------- - ------------------ = sen $1,¡ 

k' 

sea p = k/h 

$1,¡,1 = p'($i•1,1-2$1,¡+$¡-1,¡J- $i,¡-1+ 2$¡,¡-k 1 sen$i,l ............................ (2.69)

usando la condiclon de contorno a.ti tenemos 

$(X,0) = Q(X) ----) $¡,º = g(Xo+hi) ..................................................... (2.70)

X : Xo + hí 

tomamos x º = o , t º = o , x 1 = L y t r = T ; 
L debe ser muy grande. 
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t = lo + kj 

111(0,t) .= O, i!l(L,t) = O , ill1(X,O) = F(ll 1=1,2,3, ....... N 

----------- = F{X) 

i=O 

illi.l � l!li,O = kF(Xo+hi) .... ; ............................................................ (2.71)

Las ecuaciones (2.69), 12.70), (2.71) usaremos en ti programa Slngor.pas; en �ste programa se 

compara la solucibn num�rlca con una solucfbn analltica obtenida por nosotros; se ve que el 

error es mlnimo; se hace pregresar ambas soluclon�s en el tiempo y no se aprecia gran diferen­

cia entre el las para t grandes. 

3.ECUACION DE TCDA

Es la primera ecuacibn no-1 ineal en diferencias que dib como soluciones ondas de tipo sol itbn 

! 11, ! 11 I.

REDES NO-LINEALES 

M. Toda [11] propuso un potencial exponencial de interacclbn entre partlculas adyacentes de la

red: 
-r

V( r) = (e - r) 

se esperaba que tal sistema tuviera una relaclbn con un sistema flsico y admitiese soluciones a 

la ecuacfbn de movimiento que no fueran sumamente complejas. 

Con este potencial las ecuaciones de movimiento son de la forma: 

. .

�. = - V'(Q,-Q,.,) + V'(Q .. ,-Q,)

6V 

V' (Q,-Q. - 1 l = ----

6Q. 
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Q. ------> desplazamfento de la n-esfma partlcula.

V(r.)----> potencfal de lnteracclbn entre partlculas adyacentes. 

a -br. 
con r, = Q,-Q •. ,; V(Q.) = --- e f a.r, t const. 

a,b = constantes. 

Toda dfce en uno de sus artlculos: 

'No hubo una estrategfa especial (para hallar el potencfal-nota del traductor), excepto la e­

norme esperaiza por logra�lo,.por.medfo del procedimiento de ensayo y error, hal 1� un potencial 

de interaccfbn y sus �olucfones al mfsmo tfempo•. 

ESTUDIO DE UNA RED LC NO-LINEAL 

Usando una red LC no-1 fneal se estudfarAn las propfedades fundamentales de los sol !tones fni­

ciados por Zabusky y Kruskal, donde: 

1.-Un pulso fnfclal (perturbacion) se convierte (rómpe) en muchos solltones y una 'cola' oscf-
1 a tor ¡a. 

2.-Un sol !ton de gran amplitud viaja mAs rapido que uno de menor amplitud. 

3.-Los sol !tones �reservan sus identidades despues de Interactuar nolinealmente con otros. 

Algunas de las propiedades fundamentales de los sol [tones son explicados flsicamente en termf­

nos de propiedades de las redes LC no-1 ineales, y son demostrados matematicamente estableciendo 
. t e R�.1 expresiones anallticas para sol ltones en una red particular. L "a. �,u,11"2..�e .... t: 1

� e.
"' 

V 

Le '/ b ... R�d �,,_:a_,,.,...;n.,,.._ s� d� ... � l2. f2.'). \Of, 

INTROOUCCION 

M.Toda obtuvo satisfactoriamente soluciones anal ltlcas de la ecualbn de movimiento en una red

unidimensional anarmbnica y hal lb la exf stencia de 'solltones de red' (sol¡ tones en una red no-

1 ineal J. El tambfen descubrfb que los solitones de red interactuan con otros sin perder sus 

ldentfdades. 

Se estudiara un circuito LC no-1 ineal que es un sistema equivalente a una red unfdfmensional 

no-lineal; consiste de un circuito LC en forma de escalera conteniendo inductancias constantes 

y condensadores dependientes del vol taje. 
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PROPIEDADES GENERALES DE LAS REDES LC NO-LINEALES 

Consideramos las propiedades generales de una cascada de 4 terminales LC no-lineales.· 

11. 2 1 1. 1 1. 11 >I 

- � ---t

o 

input V,-2 v •. , Va v .. , output 

o 

Flg.26 Mal la no-1 lne�I equlvalente a una red un!dlmenslonal anarmbn!ca. 

Las ecuaciones de propagac!bn de las mallas son: 

---[Ll,(t)) = V,(t)-V,,1(1) .................................................... (2.72) 
6 t 

6 

· · - ! Q, ! t l I = 1. - , ¡ t l-1 • ¡ t l .................................................... ! 2 . 73 l 
6t 

con Q,(tl = C[V,(tllV,(tl .......................................... ; ............ (2.74) 

Q,(tl ----->carga el�ctrlca en el n-�slmo condensador 

V,(tl ---->Voltaje presente en el n-�simo condensador con capacidad 

C[V. ( t l 1 

1,(t) ----->Corriente que pasa a trav�s·del n-�simo Inductor con 
Inductancia constante. 

L = const. 

der lvando (2.74) 

6 óC 

· · -[ Q. ( ti I = CV. ' ( t l t V. ( t l V. 1 

ót óV, 

óC 
= [C[V.(tl t V,(t) ---) V,' 

6V. 

tomamos: 

CoVo 

C(V,) = ··-- log(1tV,/Vo) 
v. 

¡v.,vo¡ i 1



Luego 

. -6F 

e A 

' Co 

C; 1 n2 

----..L..----------> 

Vn 

Fig.27 Se muestra la dependencia de C con respecto de V, 

6Q,(I) 

61 

CoVo 
1-----JV.' 
Vo+v. 

LEYES DE CONSERVACION 

Para un pulso de onda definida por la condlclon que V,(ll y 1,(1) y sus m-�slmas derivadas 

v.1111•1 y l,(tJl•l, con m = entero; tienden a cero cuando !ti--->+• y !ni----> +•, obtenemos

las siguientes leyes de conservacion por integracion de (2.72) y (2.73) 

+• 

J L -��: dt: I l�1(t)-V,.,(t)l dt 
-• 6t -• 

Lln(tl 
-·

+• 

+• +• . 

J V.(t)dt - I V .. l(t) dt
-· -·

J V.(tldt = constante independiente de n .............................. (2.751 
-·

Por otra parte 



+• 
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+• +• 

J -��:
(t

�t : J [1.-1(t)-l1(t) dt
-· ót -·

J la(t l dt = constante independiente de n ................................ (2.76)
-·

Sumando desde n = -• hasta n = +• las ecuaciones (2.72) y (2.73) respectivamente tenemos 

p 61.(t) p 
I L I (V.-V •• 1) = V,-v. , haciendo p, m ---> +• 

�=-m 6t n=-m 

+• 

luego 

I l.(t) = constante independiente de t ................................... (2.77) 
-·

slmi larmente 

p 6Q. ( t l p 

I L I (l.-1-I.) = lp•1-l-1 , haciendo p, m ---> +• 
n=-m 6t n=-m 

l lrn e�. 1 {�· 111 [] : o luego
m,p--->+•�t 

+• 
I Q.(t l = constante independiente de t ...................................... (2.78) 
-·

Fig.28 

LEY DE CONSERVACION DE LA ENERGIA 

11 -1 1. 1 • .i

-----} -----} ------}

tv,., V, v,., 
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Podemos escrfbfr la ener�la ellctrfca almacenada en el n.lsfmo condensador y la energla magnl­

tfca almacenada en la lnductancla(vlase la Ffg.281 

Q. 

w,(t)= J V,(Q.")dQ,' + � Ll, 1
(t) = E,()+ M.(tl ................................ (2.79) 

O 2 

Q. 
4Wn ( t) 

= -·�� J V,(Q,")dQ.' + 
61 .( t l 

Ll,(t) ----
6t o 61 

Q. 
6 I 6Q. 

= --- V,(Q,'JdQa' ---- + l,(V,-V,,1) 
6Q. O 6t 

= V,(l,-1-l,l t l.(V.-V .. I) 

: v. 1,-1 - v •• , 1, 
6w. ( t) 
----- = P,-Pa,1 (2 80) ................................................. . 

6t 

donde P,= V.1 •. , 

Integrando (2.80) tenemos 

+• +• +• 
J 6w,(t) I I ------ dt = P,(t)dt - . P,,1(t)dt =O 
-· 6t -• -• 

+• 

J P,(t)dt = constante Independiente de n ................... : ......... (2.81) 
-• 

sumando (2.80) 

+• 6W, +• 
! ----- ! (P.-P .. ,) = O
-• 61 -• 
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ó +• +• 
--- I w,(tl =o�--> I w,(tl = con&tante independiente de t ..................... (2.82) 
ót -· -• 

OBSERVACION: Porque L es constante? 

df 
se sabe E =  - --­

dt 

di di d 1 
= - L ---

di dt dt 

di 
L =--­

di 

E--->fem 

'L no depende de I debido 

L=cons·t. 

a la I inealidad de los me­
dios magnéticos asociados 
con la· ionfiguracibn del 
circuito•. 

,--->flujo de campo mag­
nético 

1-··>lntensidad de co­
rriente de una 
esp Ir a 

UN PULSO DE ONDA EN UN 'ESTADO ESTABLE 1 :'SOLITON' 

· SI un pulso de onda se propaga a través de una malla sin cambiar su forma y velocidad:

v. 1 ti = V(wt-pn) ....•..................................................... (2.831 

l.(tl = l(wt-pn) .......................................................... (2.84) 

Obtenemos las siguientes relaciones de (2.721 
ó 

---!Ll,(tll = V1(tl - Va+t(tl 
ót 

= V(wt-pn) - V!wt-p(n+1ll, sea x = wt - pn 

ó 
---!Ll,(tll = V(x) - V(x-p) 
ót 

t 

pZ 

= V(X) - [V(X) · pV'(X) + ··· V''(X) -... ] 
2 

dV p' d 1V 
=p --- - --- ---- + •.. 

dx 2 dx 1 

r ó r P óv 1 P ó , v
J ---!Ll,(t)jdt= J [--- --- - - (---) 1

--- + ... Jdt
-• ót -· w ót 2 w ót 1

P 1 p óV, 1 p ó'V, · 
Ll,(t)= --- V,(tl - -(---)' ---- +--- (---Is· ___ ....

w 2 w ót 3! w ót 1
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� � � � 

f 
- J t P J óV • 1 p J ó IV,

wJ Ll,(t)dt =· p V,(t)dt • ·W(---) 1 ---�dt + --- w (···)3 ••• dt···i· 
-• -· -2 w -• ó t 3 ! w -• ó t 1 

+• +• 

J Ll,ttJdt = P Jv,ttldt .......................................................... 12.85!
-· -·

de (2 .73) 

óQ� ( t l 
----- = l,-,(t)-1,(t) 
ót 

+• +• 

= l[wt - p(n-1)1 -l(wt-pn), sea x = wt-pn 

= l(x+p) • l(X)

pi
=p I ' (X)+ • • • 1 " (X)+ ... 

2 

p ó I p I ó 11 
=··· --- t --- ---- + .•. 

w ót 2 ót 1 

usamos ó 1 ó
--- : 

óx w ót

wJ Q, ( t) d t : P JI R ( t ) d t , • • , • , , . , • , • , , , • , , , , , • , , , • , , , , , , , , , , , , , , • • , ; , , , , , , , , , , , , , , , • , , , , ( 2, 86)
-· -·

de (2.80) 
ów. ( t l 

: P,(t) "P .. 1(t): l1-1(t)V,(t) • ln(t!Vn.i(t) 
ót 

sea x = wt-pn 

=I [wt-p(n-1 l JV(wt-pn)-1 (wt-pnJV[wt-p(n+1) 1 

=P(wt-pn)- P[wt-p(n+tl] 

=P(x)-P(x-p) 
P dP 1 p d 1P 

=--- --- + -(---)1 ___ - .... 

w dt 2 w dt 1
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t t t 

J.��:�� 1d1 = -�-I -��di + �1-�- 1 ,J -�:�t- ...
-· 6t w -· jt 2 w -• 6t 1 

+• fl 

wfw,(t)dt = p ÍP.(t)dt ............................................................ (2.87) 
-· -• 

donde 

w

V, = �-- •••• ; •· •••••••••••••.••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (2.88) 

p 

t, = 1/( JLC ¡· ................................................................ (2.89) 

C, = C(V,l en v. = o ................................................ · .... (2.90) 

(2.85),(2.86) y (2.87) son las leyes de conservacion para un pulso tipo soliton. 

Una soluclbn analltíca de Toda y su verfffcacfon

Sea la ecuacion 

v. (T)

62 V, V,,1+V,-1-2V, 
LC, ---log(l+ ---) = --------------- .................................... (2.91) 

61
1 

Vo Vo 

una soluciOn analltica de (2.91)1'1 

---- = w 1sech 1 (wT-pn) 
V, 

w 
con T = t/(JLC,) , w = senh(p), Vo = ---

P 

(*l Esta ecuaclon ser� motivo de estudio en el capitulo 3 y se hallar� 

precisamente esta soluclon expllclta. 

, V,(T) 
si Vn(T) = ---- = w 1sech 1 (wT-pn) ,podemos escribir 

'2 
V, 

6 f 1 1 , 

---log(t+ V,)= V.,,+ V1-1 - 2 V. 
6P 

escribiendo sin primas 

62 
---log(1+ V,)= V,,1 + V,-1 - 2 V, ...................................... (2.92! 
6Jl 
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para verfffcar que la soluclbn planteada satfsface la ecuacfbn (2.921 usaremos las siguientes 

expresiones 

1) ch'x =ltsh'x
3) l-th 1x=sech 1x

thxtthy 
51 th(xtyJ=--------

1-thx thy

· 2) (sechx)'=-(sechx thx)
4) ! thXl '= sech'x

; th(·X) : · th(X) 

6) sech'(xty)=(I+ th'x th'y - th'x -th'y J/(ltthx thyJ'

7) sh(2p)= 2shp chp

ch(2pJ= sh�p + ch'p

._ sec� 1(x-p)=(sech 1x sech'p J/[l+th 1x th'p-2thx thp) 

sech 1(x+pJ=(sech 1x sech 1pJ/(l+th 1x th1p+2thx thp) 

necesf tamos las siguientes derivadas 

1 óV.

ó log[t+V,J = ---- ----

óT 

2 

ó log(ltV�) 

óP 

óV. 

1 +v. óT 

óV, 
(- --- ) ' 

óT 
: - --------- t 

! l+V,)'

ó'V, 

óP 

ltV. 

--- = -2w'sech'(wT-pnJ th(wT-pnJ 

óT 

ó'V. 
----- = 4 w4 sech'(wT-pn) th'(wT-pn) - 2w4 sech4(wT-pnJ
óT' 

óV,(TJ 2 a 
! -----�)'= 4 w'V. - 4V.

óT

ó'V, 2

---- = 4w'V.- 6V.
óT'

luego
2 

ólog(l+V,J 

óT' 

2 3 

4 w'V, - 4V, 4w'V,- 6V, 
------------- t -----------

! l+V,)' ltV, 
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2 

2w 1
- 3Yn -Vn

= 2v. r-------------1 l*l . . . . . . . . . 1 .  

(l+Yd 1

sea x= wt-pn 

y.,, +V,-,-2Y, = w 1[sech 1(x-p) + sech 1(x+p) - 2 sechxl 

usando las relaciones Indicadas arriba llegamos a la siguiente expresibn 
2 

2w 1
- 3Vn -Vn 

Y,,, +v •. ,-2v. = 2Y.f-------------1. 
( l+Y, l i 

.............. (**)' 

se obserya que (*l y (**) son iguales;es decir 

Y. (T)
---- = w 1sech'(wT-pn) es solucibn de (2.91) 
Yo 

w 
con T = t/(JLCo) , w = senh(p), Yo=--­

P 

MUodo de las diferencias finitas aplicado 
a la ecuaclbn de Toda 

Sea la ecuacibn 

6i Y,,1+Y 1 -1-2V, 
LCo -- F(Y,l = --------------- donde F(V,l = log(l+V,/Yo) 

6t 1 Yo 

Aproximando el primer miembro 

F1,jt1·2F,,1+F1,j·I Y .. 1,¡-2V1,j +Yn-1,j 
------------------- = -------------------- • • • • • • • • • • • • • • • • •  : • • • • . • • • • • . • • • • . • .  (2.93) 

h' LCoYo 

Y.' j 
con F,,¡ = log(1+ ----l--->Y,, ¡ =[exp(F,, ¡J-11 Yo 

Yo 
de (2.93) tenemos 

F,,¡,r = P (Y1t1,¡-2V1,j +V1-1,¡) +2F1,¡-Fa,j·I ................................ (2.94) 

h' 
donde p = ------

LCoVo 

La relación (2.941 se usar� en el programa Toda.pes 



PROGRAM ECUAY.dl/:fgraf ,ca la soluc. de la ecuac. de KdV: Ut+6'!UlaJ'Ux• 1J'1 xx =O o 
ut+Fx+Uxxx =ú. oara F =3*!a+Ul A2 :aoemas graf 1ca la sol. de : 
Ut+a*Ux+Uxxx=O ó !Ut+Fx+Uxxi =O.con F:a*U.AA =all 
Uses Graoh.Crt.Pr1nter; 
Const xi = -tO:xf =tO:Nx =lOO:t1 =ú:tf = l{l}:Nt= IOOO:a=O:cc= I: 

loara estos va1ores no se oetorma el sol itón: 
x 1 = • 1 O : :( f = 1 O ; N:< = 100 : t í = O : t f = 1 : N t = 1000 : a =O . O 1 : e e = 1 : l 

foara UOO traoezoide Nx =tOO Nt=100000000} 
Const xa =0.1:xb=0.2::<c=0.3:xd =0.5:s=0.02:r=0.02:fva, idos oara dar funcion 
1nic1a1 un traoezoide} 
Tyoe real=extended: 
VAR 
�rch :Text: 
u . uo : ar r a y ! o .. Nx l o f re a 1 : 
, , ! . Gd, Gm. xx. vy .Ax .Ay. un. uv : in tege r: 
x . n x . h t , o . s 1 . s 2 . s 3 . s 4 , s-5 . s 6 . s 7 , s 8 . s 9 . f 1 . f 2 , f 3 : re a 1 : 
t .el .c2.c3.c4.ss0.ss1 ,ss2.ss3,ss4 :real: 
m1 .mO,m2.n1.nO,n2.gl.g2.g3 :real: 

:char: 
F UNCT ION F I X : re a 11 : re a 1 : 
oeg1n F: =3*sor1a+x1fF:=a*xlfF:=2*!x*x*xl) : end: 
FUNCT ION AA I X : re a I l : re a 1 : 
beg1n(AA:=6'ia+x1l!AA: =al AA:=6*sorlx+al: end:!AA es la oerivada de Fl 
funct1on U001x:rea11 :real: 

i*BEG!Nfl} IF IX(X8l or IX>Xdl then UOO: =O ELSE 
beQ1n{ll 11 lx<xol tnen UOO: =mf*x+n1 else 
beg1n{2} lf IX<xcl then UOO: =mO*xi-no e!se 
uuo: =m2*x+n2 :enó{2}:end( 1}: 
END: ( 1 }' l 

oea,n uou: =0.1*sarr211exorx1+e1p1-x11 l 
1�c 1sar1211exo11sortlcc1*x/2l l+exo11-sort!ccl*x/21 l I J/2-al : end: 
BEGl t-! 111 e I rSc r :Wr I te In 1 'ONDASOL I TON ONDASOL I TON J l:
hY: = !Xf·(I )/Nx:ht:=! tf·tl l/Nt:o: =nt/hx: 
11 xb=xa then ml:=O else mf :=s/!xb-xal : 
11 xc = xD then mO: =O else mO: = rr-sl/lxc-xDl: 
lf xo:xc then m2:=m0 e1se m2:=-r/!xd-xcl: 
1f xo =xa tnen nl: =O else nl: =-s*xa11xb-xa1: 
11 ac = xb then nO: =s-r else nO: = !s*xc-xo*r1/1xc-xbl: 
lf xd=xc then n2:=0 else n2: =r*xd/!xd-xcl: 
i'lFor 1::0 to Nx do be01n x: =xi+1;nx:UOfíl:=U001x1:Uf1l: =O:e�d: 
/For 1: =0 to Nx do beg1n Wr1te1n1'UOil=',UOf!J:I0:6l eno:1 
('}i: =O: WHIU: ¡•=Nt DO beg1n{1} 
t : : t 1 ¡. J * h t : 
Wr1te1n1 ·1111 = '.1.'11 t = ',t:!5:101: 
\ * lUO[Ol: :UOO!:(I) :uor f 1: =UOOIX 1 +�Xl :U0[2]: =UOO(x i t2'h�. l: 

UO[Nx-21 : =UOOIYl·2*hxl:UO[Nx-1 j :=UOO!xf-hxl: UOfNxl :=U001x11: 
U[Ol: =UOO( X 1) :Uf 11: =UOO!'d +hxl :Llf2l: =UOO!X I r2*hxl: 
UfNx-21: =U01:i1n-21 nx1:UINx-li: =UOO!d-hxl: Uf�Yl:=UOO!Yfl: 

/*lFor 1:=3 to Nx-3 do oegin/11 



si :=AA(UO[i+I] )+AA(UO[i ]l ;{Wr1 teln(s1) ;} 
�2::AA(UO[i-l]tAA(UO[i])); 
el :=-p/2+sqr(p)*s1/4; 
c2:=-sqr(p)*(slts2)/4; 
c3::p/2+sqr(p)*s2/4; 
c4:=UO[it2]-2*(UO[i+I] )+2*(UO[i-1])-UO[i-2]; 
s3: =UO [ i t2] -3 *UO [ i + 1 ] t3 * UO [ i ] -UO [ í -1] ; 
s 4: ,uo [ i t 1 ] -3 * uo [ i ] t 3* uo [ i -1 ] -uo [ i -2] ; 
s5: =UO [ 1 t2 i +UO [ i t 1] -UO [ i ] -UO [ í -1 ] ; 
s6:=UO[ it2]-UO[ í+l]-UO[i ]+UO[i-1]; 
s7: =UO[ í ti ]+UO[ i ]-UO[ i-1 ]-UO[ i-2]; 
s8:=UO[ it1 ]-UO[ i-1]-UO[i ]+UO[i-2]; 
s9:=UO[ i-3]-6*UO[i-2]+!5*UO[i-1]-20*UO[i]+15*UO[i+l]-6*UO[i+2l+UO[i+3]; 
g 1: =AA(UO[ i I l ;g2: :AA(UO[ i +111 ;g3: =AA(UO[ i-111; 
f 1: ,F(UO[í +111 ;12:=F(UO[ i ]l ;13: =F(UO[i-1 ]l; 
S SÜ : = ( -p / ( 2 * h X* h X ) ) * C4; 
ss!:=(p*p/(2*hx*hx) l*(gl*(s3-s4)+g2*s3-g3*s4); 
ss2: =( (9*p*p)/(8*hx*hx)J*(s5*s6-s7*s8); 
ss3:=( (p*p)/(2*hx*hx*hx*hx))*s9; 
(W r I te I n ( ' s s O ' , s s O : 10 : 6 , ' s s 1 ' , s s 1 : 1 O : 6 , ' s s 2 ' , s s 2 : 10 : 6 , ' s s 3 ' , s s 3 : 1 O : 6 J ; } 
ss4: =c3*f3+ssO+ssl+ss2; 
U [ i i : = UO [ i 1 + e 1 * f 1 + e 2 * f 2 ts s4+ ss 3; 
(For i:=O to Nx do begin Writeln('UO=' ,UO[i]:10:6,' U=' ,U[i]:10:6) end;} 
end(1}; 
lf ¡>9 then begin 
REPEAT (Graf icación} 

Gd : = Detect;lnitGraph(Gd, Gm, 'O:ITP7\8GI ');Write(Gd:2); 
lf GraphResult o grOk then Wriíe('Error ***');SetBkColor(O); 

OutTextxy( 175,0,' ¿ Valores de xx, Ax, yy, Ay?' );Readln(xx,Ax,yy,Ay); 
FOR i: =O to Nx 00 
begin uh: =xx+Ax*i ;x:=xi+i*nx; 

uv:=yy-(trunc(Ay*U[i])); 
(U:} Putpixel(uh,uv,15); {4=rojo} 

end; 
Repeat unt11 Keypressed;c:=UpCase(ReadKey); 

UNTiL c = 'C'; (*}end; 
[*}For i: =O to Nx do UO[i]: =U[i]; 
(*}J :;J+I ;end(j};Wr1 teln; 
END. {I} 
(cuando se da UOO igual a la solución analítica (1-solitón) de la ecuación de 
KdV se ob�erva que la onda inicial no se deforma cuando transcurre el tiempo} 
;¡;;;;;;*****) 



PROGRAM SI NC-OR ; {gr a f i e a i as so I u e . de I a e e u a e . de S : r;� - SOF.DC:.;,t, .< ,, - ,. : , .-e ,-1 ( v l • 
por metodos numericos y una solucion expli�ita(Hi�nl 
Uses Graph,Crt,Printer; 
Const xi:0.1;xf=5;Nx =500;t1=0;tf=IOO:Nt=1000;cc =0.1;a=l .9;[a:1} 
Type real=extended; 
1/AR 
U, UO ,U 1 ,U2 
i , j , Gd , Gm, x x , 1 y , Ax , Ay , uh , u v , uw 
x,z,t,hx,ht,p,sl,s2 :rea:; 
e 

FUNCTION g(x:real) 

:array[O .. Nx] of real; 
:integer; 

: char; 

beg1n g:= (4*arctan(exp(a*x) )} 
4*arctan(( {-sqrt(a*a-1)/a)* 

: rea 1; 

({exp(a*x)-exp(-a*x))/2 l / ((exp(-sqrt(a*a-l)*t)texp(sqrt(a*a-1J*t))/2) ) ) ; end; 
FUNCTION F(x:real l :real; 
begin F: ={(4*sqrt(a*a-l)*(exp(a*xJ))/(1+exp(2*a*x)J} 

(-4)�((a*a-1)/a)*l1/(sqr{2/(exp(a*x)-exp(-a*x))Jtl-1/(ata)Jl ;end; 
BEGiN {I} ClrScr;Wri téln{ 'ONDASOLITON ONDASOLITON'); 
h � : , 1 x f -x i l / Nx ; h t : : ! t f -t i J / N t ; p : = h t / h x ; 

l: :Q; 
For 1: =0 to Nx 
For i: =O to Nx 

j : = 1 ; 

do begin x:=xiti*hx;UO[i] :=g(x);U[i]: =O;end; 
do begin x:=xiti*hx;U[í]:=UO[í]; 

U2[i]:=g(x);end; 

For i ::0 to Nx do begin x: =xíti*hx;Ul[i]: =ht*F(x)tU[i ];U[i ]:=O;end; 
(For 1: =0 to Nx do beg1n x:=xiti*hx;U[i]:=U1[i];end;} 
{ t)j:=O; Wh1le i<=Nt DO begin{j} 

t : : ti t j * h t ; 
Writein( '111i=',í.'11 t= ',t:15:!0i; 
U[O]: =g(xi l; U[Nx] : =g(xi l; U2[0] :=O; U2[Nx] :=O; 
{*)For i : = t to Nx-1 do begin{i) 
1 f J=O then U[i l : =UO[í 1 ;x::xiti*hx;U2[ i] :=g(x); 
1: J•I then U[ 1] : =Ul[ i] ;z:=x+(sqrt(a*a-l)/aJ*t;U2[i] :=g(z); 
1 f p I then 
x:=x1+hx1i ;z:=x+{sqrt(a 1a-lJ/a)*t; 

G1:=p;p�(U1[1-1]-2*U1[1]tUl[itl]); 
s2: = -UO[ i ]+2*Ul[i l-(ht*htJ*(s1n(Ul[i ]ll; 
ü[11 : = slts2;U2[i] :=g(z); 
end{i); 
[ *} 1 f j>3 

then begin 
REPEAT [Graf1cación} 

Gd : = Oetect;lnitGraph(Gd, Gm, 'D:ITP7\BGl'J;Write(Gd:2); 
lf GraphResult o grOk then Write('Error w•¡;SetBkColor(Ol: 

OutTextxy(l75,0,' l Valores de xx, Ax, yy, Ay ?'J;Read!n(xx,Ax,yy,Ay); 
FOR i : =O to Nx DO 
beg1n uh:=xxtAx*i;x:=xiti*hx; 

uv: =yy-trunc(Ay*U[ i ]l; 
uw: =yy-trunc(Ay*U2[i]); 

(U: } Putpixel(Llh ,uv, 15); {4=rojo} 
Putpixei (uh,uw,4); 

end; 
Repeat until KeypreGsed;c: =UpCase(ReadKey); 
UNTit. c = 'C'; (*)end; 

For i : =O to Nx do beg1n x:=xi+i•hx;UO[i ]:=Ul[i ];end; 
For i : =O to Nx do begin x: =x.+i*hx;Ul[i]:=U[i];end; 

( *} J : = i t 1 : e nd { 1); END. {I} 



PROGRAM TODA;[grafica la soluc.numer.dela ecuac. de TODA:(L 1C*V0)[f(Vn)]tt=(Vnr1+Vn-1-2Vn)/V0; 
y la compara con la sol.analítica Un =Vn} 
t$N+} 
U�e� Graph,Crt,Printer; 
Const x1=-300;Nx =900;ti=0;tf=10;Nt=1000;L=0. 1;Cl= 10;V0•I; 

a =0.09;e:+1;j0=19;(xi=-150,Nx=300,ht=0. 1,a =0.025,j0=29,20 3 300 30;1000 estable} 
{ 

1
,

1 ,ht=0.1,a =0.015,i0=99,20 2 300 100 k 1000 estable) 

Type real=extended; 
VAR 
Ar ch 
U , U0 , U 1 , F , FO , F 1 , V 
1 ,l ,Gd,Gm,xx,yy,Ax,Ay,uh,uv,uw 
x, t, z, hx, h t, p, s 1, s2 :-rea 1 ; 

( 1 ,U ,ht=0. t,a=0.02,i0=49,20 3 300 90000 estable)
{a=0.09,J0=19,e=1,Nt=I0000,xi=-50,Nx=120, 20 1 300 5000) 
(s1 Nt=I000 en el caso a=.09 ya para j0=19 se aprecia} 
{una gran diferencia} 

: Tex t; 
· :array[0 .. Nxl of real;
:integer;

:char;
HNCTION g(x:real) :real; 
oeg10 {1f x<I00 then g: =I else g:=0) 

g: =sqr((exp(a)-exp(-a))/2)*(4/sqr(exp(a'Y.)texp(-a*x))) 
(g:=1/(exp(0.5*x)+exp(-0.5*xJ)} 
{g:=l/(sqr(a)*x*x+1));end; 

FUNCTION gl(x:real) :real; 
oeg1n (g1:=0} 

gl: =(-IJ*sqr(exp(a)-exp(-a))*(exp(a)-exp(-a)l 
i(t-exp(2*a ix))*(1/(sqr(exp(-(2/3)*a*xJ+exp((4/3)*a•x))*(exp(-(2/3)*a*x)+exp((4/3).a'x)¡)l 
[gt: = -(exp(0.5 1x)-exp(-0.5*x))/sqr(exp(0.5*x)+exp(-0.5'Xlll 
(-(2*�qr (a)*x )/sqr (sqr (a)*x*Xt1 J} ;end; 

aEGIN [I} ClrScr;Writeln('ONDASOLITON ONDASOL!TON'); 
hc: = I ;nt : =(tf-ti )/Nt;p: =ht/hx; 
J. ,o;

For 1 : =O to Nx do begin x:=xi+i'hx;U0[i ]:=g(xl ;U[i]: =0; 
FO [ i ] : = 1 n ( 1 rU0 [ i ] / V0) ; 
end; 

rü' 1: =0 to Nx do begin x: =xi+i*hx;U[i]:=U0[i];eno; 
J:: 1; 

�or 1 .=O to Nx do begin x:=xiti*hx;Ul[i]:=ht*g1(x)+U[i ]; 
F1[i J: =F0[i J;end; 

{ • } J : = O ; Wh 1 1 e J < = N t DO be g i n (j}
l: ;\ Ít ¡*ht;

Wr1teln( '111i=',i,'11 t = ',t:15:10); 
U[0]: =0; U[Nx]: =0; V[0]: =0; V[Nx]:=0; {*** extremos!! H*****} 
(*}Far 1: =t to Nx-1 do begin{i} 
lt i=0 then U[1]:=U0[iJ;x:=xi+i*hx;V[il: =g(x); 
1 f J'1 then U[i l : =Ut[ i] ;x: =xiti*nx;V[i] :=g(x-e*(((exp(a)-exp(-a))/2)/a)'r l; 
1 f ¡ > t t he n 

x: =x1 +hx* i ;z: =x-e*I ((exp(a)-exp(-a))/2)/a)*t; 
s1: =pt (U1[1-1]-2*Ut[iJrU1[itlj); 
�2: =2*rl[ 1 ]-F0[i]; 
F[ij:,slrs2; 
U [ 1 ] : ' ( e X P ( F [ 1 ] ) - 1 ) / V0 ; 
V [ 1 ] : =g ( z) ; 
eno{i}; 

['} 1 f ¡ > j O
tnen beg In



(�}lf j)jO 
then begin 

REPEAT (Graficación} 
Gd : = Detect;lnitGraph(Gd, Gm, 'D:ITP7\BGl');Write(Gd:2); 
lf GraphResult o grOk then Write('Error ***');SetBkColor(O); 
OutTextxy(175,0,' l Valores de xx, Ax, yy, Ay ?');Readln(xx,Ax,yy,Ay); 
FOR i : =O to Nx DO 
begin uh:=trunc(xx+(Ax*i)J;x: =xi+i; 

end: 

uv:=yy-trunc(Ay*U[i!); 
uw: =yy-trunc(Ay*V[i]); 
Putpixel (uh,uv, 15); 
PU t p i X e 1 ( Uh , UW, 4) ; 

Repeat until Keypressed;c:=UpCase(ReadKey); 
UNTIL c='C'; {*}end; 

For i :=O to Nx do begin x: =xi+i*hx;UO[il: =Ul[i];. 
FO[i] : =Fl[l l ;end; 

For i :=O to Nx do begin x: =xi+i*hx;Ul[i]: =U[il; 
F 1[ i l : =F [ i l ; e nd; 

(*}i ::jtl;end{j}; 
END. (I} 



CAPITULO III 

LA TRANSFORMACION DE B�CKLUND 

DE LA RED DE TODA 
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CAPITULO 111 

TRANS�CION DE BACKLUNO DE LA RED DE TOOA 

En la teor�a de las.Ecuaciones Dfferenciéles Parciales, la transformación de B&cklund puede ser 

definido ·como sigue: Una transformación de B&cklund de una ecuación diferencial en derivadas 

· parc!ales de segundo orden en dos variables indipendientes es un par de ecuac!ones

diferenciales parciales de primer orden que relaciona las var!ables de la pr!mera ecuación con

otras variables que sat!sfacen la misma ecuación (u otra) _diferencial parcial de segundo orden.

Desde que Lamb (51 aplica la transformación de Backlund a la ecuación de Sine-Gordon se han

desarrollado sucesivas apl lcaclones a las ecuaclone·s no-1 lneales en derivadas parciales.

.En el presente capitulo se vera una transformaclon canónica para la red de Toda [81 y luego

usando esta transformación hal !aremos soluciones anal ltlcas de la ecuación de Toda. Esta

transformación canónica -da la relación entre dos soluc!ones de una Red exponenc!al (red de

Toda); usando esta transformación puede obtenerse una nueva solución a partir de ·una solución

conocida; esto viene ha ser asl una versión discreta de la transformación de Backlund

(71, [91, [11].

1. RED oo�LINEAL UNIDlfENSIONAL

Matematlcamente y flslcamente, el estudio de los sol !tones puede ser dividido en dos catego­

rlas, cont!nuos y discretos (redes). El solitón en s!stemas d!scretos es a veces 1 !amado 

'latt!ce-sol iton'. 

1.1. DINAMICA DE UNA RED 00-LINEAL.

Consideramos una red unidimensional, que consiste de N particulas de masa m conectadas por 

resortes. Si la energla potencial es denotado por V (rl, el Hami ltoniano para el sistema esta 

dado por: 

1 N 2 N 

H = ---- í P, + í V(Q,-Q •. ,), .................. : ....................... (3.1) 
2m • , , , , 1 



-75-

donde Qa ---> desplazamiento de la n-ésfma partlcula de su �oslclón·de equf l [brío. 

P. ---> momento conjugado .(momento general izado) con Q,

M. Toda propuso (1967) un potencial de la forma .

a -br
V( r) = --- e · 

b 
+ ar + const. ab > o 

V(rl ---> pritencfal de Interacción entre 2 partlculas adyacentes. 

Tenemos los siguientes casos, para M suficientemente grande: 

s 1 · a > o ,

a -br 
r ---> -M ======> V(rl : --- e 

b 
s r a < o, 

a -br 
r ---> +M ======> V(rl : --- e 

b 

r---> +M ======> V(rl : ar 

r ---> -M ======> V(rl = ar 

(3.2) 

Estudiamos las oscilaciones no-1 lneales del sistema de N partlculas iguales de masa 

'm' acopladas, en el que cada partlcula interactúa mediante el potencial de tipo expo­

nencial, 

-br 
V(r) = --- e 

b 

a 
+ ar - --­

b 
V (r =O)=O 

Nos proponemos estudiar las oscilaciones longitudinales de las partlculas alrededor de 

sus posiciones de equilibrio. Consideremos primero los desplazamientos de Qn-1, Q., 

Q •• 1 de las masas numeradas n-1, n, n+1 Indicadas en la figura 3. 

Este potencial tiene amplia apl icacion porque variando a y b podemos obtener 

potenciales desde el I Imite armónico (ab se mantiene finito cuando a---> m y b --> O) 

hasta el I Imite del potencial de una 'esfera• infinitamente pequeña e impenetrable 
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(ab se mantfene ·ffnf to cuando a--> o y b --> m ).

Llmf te armónico: 

ab ab 1 ab3

V( r) = r 1 
- ----� r3 + ----- r• -

2! 3 ! 4! 

ab fin¡ to a--) m y b --) o luego V( r l = 

Limite de 'esferal fmpenetrable (hard sphere) : 

r � o 

r < o 

La funcf ón V( r) 

V( r) A 

aslntota V= r 

--+-----+--+---+--1-------> 

O 1 3 4 

L,. 
Flg. 1. Gr�fica del potencfal 

ab 
rz 

re se deffne como 

dV( r) 
fe : - ------

d r 

r i re 

r ) re 

r : re 

fe --> máxfma tensión del 

'resorte'. 

En este sistema el potencfal es funcfón únfcamente de las coordenadas espacfales por 

tanto el campo de fuerzas es conservativo. Además el si�tema no Interactúa con fuerzas 



externas. 

Semejante red es un modelo para· estudiar sistemas de partlculas que t!enen Interac­

ciones internas; por ejemplo en las oscilaciones anarmón!cas de un cristal unidimen-

s i ona 1 

. Emplearemos las ecuaciones canónicas del movimiento para el estudio de nuestro sistema 

por tanto revisaremos la formulación hamiltonlana de la mecánica. 

El hamiltoniano se considera siempre función de {Q,, P,, t}, mientras que la lagran-

giana es fun_clón de {Q,, Q,, t} ; 

sea: 
L : RHI ----) R L(Q,V,t) 

6L _ _ _ 
definimos: p = --_ (q,v,t) = V( q, v, ti ................. (il 

ÓV 
suponiendo inversibilidad de ¡ i ¡: 

V =  V(q,p,t) 

definimos: 
H(q,p,t) = p.V(q,p,t) - L(q,V,t) 

- - - -
sean q = r(tl , v = r(tl luego r(tl= L(r(t),r(tl,tl Usaremos la notación: 

d r 
--- = r 

_2 _ dt 

usualmente tomamos: L(q,v,t) = (1/2) m v - U(q,t) 

sea g : R---->R• ; con esto definimos una funcional de la forma: 

12 

J(g)= J L(i(tl,ilt),t) dt para los g,, J(g,) toma un valor extrema! 
(Principio de Hamilton) ti 

91111 =91 , 91121 = 92 ; g, y 92 constantes. 

para tales trayectorias tenemos la ecuación : 
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d 
[ l_ - ---- l_ ll = o Ecuaciónes ·de Euler-Lagrange, 

dt V q:g(t)

aqu I tenemos n ecuaciones de 

v=gltJ segundo orden. 

Nuestro objetivo es deducir las ecuaciones canónicas del movimiento de un sistema 

mecénico, para esto apl lcaremos el prfncipio dé Hamllton modificado. a la funcional 

que se formaré en 1os siguientes pasos, sea 

L'(q,p,v,tl= p.v - H(q,p,t) ................... (**) 

t2 

J'(g,f) = J L'(g(t),f(t),g(tl,t) �t; las funciones que hacen que la funcional 
ti 

sea un extrema! deben satisfacer las siguientes ecuaciones : 

il [ L_ - --- L_ I = o 
dt ' 

d -
ti) [l_ - -�-( o ll 

di 

l_ = V - H_ 

de i l - H_ = p 

q: 9 ( t) ¡ p: f ( t) 

': g ( t) ; 

: o 

q:g(t); p:f(t) 

V: 9 ( l) j teniendo en cuenta que: 

l_ = - H_ y l_ = p ............. 1 ** * l 

de i i l V - . H_ = O 
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luego tenemos las ecuaciones canónicas del movimiento 

f ( tJ = -H_ 

q ' 9 ( 1) 

p : 1 ( t l 

g ( t l = H_ ............. (1) 

q : 9 ( t I

p : 1 ( t) 

Sea hit)= H[g(t),f(t),tl ,derivando con respecto al tiempo 

· relacionemos h y H1

dh 
--- = H_ 
dt 

g ( t l + H_ 

q : 9 1 t l 

p : 1 1 t l 

f(t) + H1 ; usando las ecuaciones 
canónicas tenemos: 

q : 91 t 1 

P , f I t 1

dh 
--- = Ht .............. ( 11 l 
dt 

En la formulación hamiltonlana los momentos también son variables Independientes similares a 

las coordenadas generalizadas. Por consiguiente el concepto de transformación de coordenadas 

debe ser ·extendido para incluir simultáneamente las coordenadas independientes y momentos, Qi

p¡ a un nuevo juego de Q¡ , Pi según alguna ecuación de transformación. 

En la mecánica hamiltoniana tienen interés las transfromaclones para los cuales Q, P son 

coordenadas canónicas (una condición Indispensable para obtener l�s ecuaciones canónicas es que 

Q y P sean independientes). Esto se cumple si existe K(Q,P,t) tal que 

F I t l = -K_ 
o 

O : GI t l 

p : f ( t l 

G( t l = K_ .......... (#) 

O : G( ti 

P , F I t 1 

las transformaciones para los cuales son vál Idas las relaciones (#) son llamadas canónicas. 

K es el hamiltoniano en las nuevas coordenadas. Q¡ y Pi por ser canónicas deben satisfacer el 

Principio Modificado de Hamllton: 
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t 2 

ó I [ F(t).G(t) - K(G,F,t)I dt =O ............................... (##)
. ti 

12 

al mismo tiempo q1 ,p1 satlfacen: 

ó I [ f(t).g!t) - H(g,f,t)¡" dt : o ................................ (###)
ti 

La simultanea validez de las ecuaciones (##) y (###); significa que los integrandos pueden 

diferenciarse a lo mas en una derivada total con respecto al tiempo de una función arbitra­

ria.W(tl ya que la variación de 

12 

J 
dW 

---- dt = F(2J-F(1l es cero para cualquier función W; desde 
11 dt que óF(2l= óF(1J=O. 

W debe ser función de {q,p,Q,P,t} donde solo 2n de estas 4n variables son independientes, por­

que se tiene 2n ecuaciones de transformación; en nuestro estudio usaremos la función generatriz 

del tipo· W(q,Q,tJ. 

Luego 

- - - - - - - - ··- -
f(t) .g(tl - H(g(tl ,f(t),tl = F(t).G(tl - K(G(t) ,F(tl ,ti + W(g(tl ,G(tl ,tl

W(tl =W ___ .g(tl +W_ .G(tl +W1 
q q:g( t) Q q:g( t) 

Q:G ( t) 

[ f ! tJ - W __ _ 
q q: g ( t) 

Q: G( t) 

Q: G( t) 

- - - - - - -
].g(t) - [F(tl t W_ J. G(tl t{K!G(tl,F(tl,t) - H[g(t),f(tl,tl - Wt} = O

Q q: 9 ( t l 

Q:G( t) ........................ (####) 

Como las antiguas coordenadas y las nuevas q, y Q, son consideradas como independientes, 

- -
(#### l puede ser una identidad sólo si los coeficientes de g(tl y G(tl se anulan 
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separadamente, luego 
-

- - - -

f(tl = W __ _ F( tl = - W_ , K[G(t),F!tl,tl = H[g(t),f(tl,tl + W1 
q q:g( ti 

Q: G( t) 

finalmente 

P = W_ 
q 

Q q = 9 ( t) 

Q: G( t) 

P = - w_
Q

y K(Q,P,tl = H(q,p,t) • W1(Q,q,t) 

En adelante usaremos 
- -

. .

Q =(Q1,Q2, ... Q1,, .. ,QN); y: (Q1,Q2, ... Q1, ... ,QN) 

p=(P1,P2, ... P., ... ,P11) 

m m m m 

1--\/\/\/1/- o - /\/\/1/- o - ..•••... - o ./\/\/\/- o -l\l\l\l-1 
Ó 1 2 N-1 N 

Fig. 2 Red unidimensional con extremos fijos. 

Posición de equi I ibrio: 

-l/1/\/1/- o - /\/\/\/- o -/\/1/\/- o -/\/1/1/-

oscilando: 

n-1 n n+1 

<-d-> <�-> 

--\/1/1/ ¡_ o - /1 1/1/- o 

Q •. , 
'------> 

Q. 

/1/1/1/- o -/1/\/1/ 

Fig. 3 Q. , Q •. , , Q.,, los desplazamientos de las partlculas respecto a sus posi­

ciones de equi I ibrio. Longitud normal de cada 'resorte' = d . 



N 

T = - í m X,
2 1: 1
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N • 1 

V = í V (X. , X. - , l 
D: ( 

T ---> energla cinética·total 

I • • •  • • • • •  1 1 1  • • • • •  1 • • • •  1 I I I 1 • •

X, -·> Vector posi c'ión de la pa·rt I cul a n-ésíma con respecto a O de la Fig. 2 

V --> energla potencial total. 

(3.3) 

Pero- Xn = X. í = ( Xoa + Q. l i donde Xo a ---> coordenada de la posición de 
equilibrio de la n-ésima 
partlcula. 

i ----> vector unitario 

X, = Q, i 

- - -
(X, - X1 -1) = (Q, - Q •. ,J + d , V= V (X, - X,-1 - d l 

el potencial depende de la elongación del resorte respecto de su longitud 

normal. 

luego: 

T = 

N • 2

r m Q, 
2 1: 1

obtenemos la lagrangeana 

N • 1 

V= í V (Q, - Q,-1) 
• : 1

L = T - V y de aqul el momentum generalizado: Pn 

p 1 : mQ, 

N•I 

aqui Qo = QN,, 

ól ff 
----- - -----

o 

N 2 

T = (1/2)1 P. V= í V(Q, - Q,-1) .................................. · .... (3.4)
1: 1 a: 1 



Q. ----->coordenadas general !zadas.

P. ----->momentum general !zados.

constru!mos el lagrang!ano del s!stema: 

1 N • 2 N t 1 

.L: T-V: -m I Qf - I V(Q, ._ Q,-1) {Qo : QNtl : Q-N- 1 : O) 
2 1: 1 1: 1 

luego obtenemos el ham!ltoniano 

. . 

H(Q,,P,,t) = I P, Q,: - L(Q,,Q,,tl .......................... (al 

óL 1 N • 2 N • 

pero P,=---- = mQ. ----> T= --- m I Q, =---m I P, Q, 
rn. 2 • = , 2 • = ,

N • 
I P, Q, = 2T ...... (81
1: 1 

1 N 2 Ntl 
reemplazando IBl en (al :H = T+V = --- I Pn • I V(Q, - Q,-1) ..................... (3.5) 

2m ,,, .,, 

H es la energla total del sistema, esto es consecuencia del potencial dependiente solamente de 

las coordenadfas espac!ales y consecuenc!a de que las ecuaciones d� transformac!On entre los X, 

y los Q, no contienen expl lc!tamente el tiempo, con lo cual la energla cinet!ca (T) sera una 

funac!On homogenea de segundo grado de los Q •. 

Esto es asi porque il X, = Xa!Qn) ---->independ!ente del tiempo expllc!tamente. 

í!) V =  V(X.) ---->independ!ente de Xn. 

N 2 Ntl -b(Q, - Qi-1)

H = (1/2m)I P. • I [(a/b)e +a(Q, - Q,-111
1: 1 a:· No 

N- 2 N•I -b(Q, - Q,-1)
: (1/2m)I P • •  I [(a/b) e • a (QN•I � O-No· 1)1

1 = 1 1 =·No 
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N 2 · Nt1 -blQ1 - Qi-1)
= 1112m1r P, + r (a/b Je ...................................... _ ..... 13 .si 

a:1 a:·No 

De al 11 obtenemos las ecuaciones canOnlcas 

• 6H
Q. = ---- ----) a •. : m· 1P. . ................................................... 13.7)

6Pa 

sea v = V,g. con g = glQ1 - Q1 -1l 

• 6H . 6 Nt1 
P. =-·--------> P. = - {--- r v(Q1,Q1 -1) }

6P. 6Q, ¡,1 

tenemos 

=- ---[ ... + v1Q1 , Q1-'1 + v1Q1•1, Q1)+ ... I 
6Q. 
6 6 

=- [--- v1Q. 'Q,-1)+--- v(Qat1 'a.11
6Q. 6Q. 

N•1 ·b(Q1 · Q,-1)
v1Q. , Q,-1!= r [(a/ble - +a¡Q. - Q •. ,11

1:0 

Nt1 -b(Qi•I · Q,)

V(Q,.1 , Q,)= r [(a/b)e +a(Q,•1 - Qa)J
a:·No 

. -b(Q, - Q •. ,) -blQ,.1 - Q,)
P. =-a e +a +a e -a

-blQ, - Q,.,) -b(Q,tl - Q.)
P. = ae -a e ............................................ (3.81 

haciendo una transformaclOn de variables 
' ' 

Q, = a Q, , P. = B P. , t'= tt ; 

hal !aremos las constantes a,� y t de tal manera que las ecuaciones (3.71 y (3.81 se escriban en 

fúnción de variables adimensionales. Derivando Q, y P. y usando la regla de la cadena de la 

derivaclOn 
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--- : --- --- : --- --- ................. (r1) 

dt dt' dt a dt' 

' 
dP. t dP. 
--- : ---

dt B dt' 
. ................ ( r 2 l 

reemplazando las relaciones (r1) y (r2J en (3.7) y (3.8) tenemos 

1 f ' J J ' 

t . dQ. ' t dP, -(b/a)(Q. - Q •. ,¡ -(b/a)(Q .. 1 - Qd
--- = --- P. -·- --- =e -e

B d t' Bm aB dt' 

t t 
1 uego · a = b , --- ; --- y --- = 1, de estas relaciones obtenemos una para B 

aB 

b 
--- = aB 
Bm 

............................• ( r 3 l 

finalmente 
/ b / ab 

a = b, B= 11 ---- , t = 11 ----
am m 

............ (r4) 

observemos que los parametros a y b del potencial V tienen las dimensiones flsicas de fuerza e 

inversa de longitud respectivamente, por lo que las relaciones (r4) dan para a., By t la inver­

sa de longitud, momentum y tiempo respectivamente. 

' ' , ' , ' 

dQ. , dP. -(Q. - Q •. ,) -(Q,., - Q.) 
--- =P. --- = e - e
dt' dt' 

por comodidad en la notacibn escribimos las variables sin primas: 

dQ. 
--- =P. . ......................................................................... (3.9) 
dt 

dP. -(Q, - Q,-1) -(Q .. , - Q.) 
-�- = e - e ........................................................ (3.10) 
dt 

de (3.9) y (3.101 



d 1 . dP. dP. -1 
---(Q,-Q •. 1) --- - ----

dt 1 dt dt 
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-(Qa • a·i-1) �(Q .. , - Q,) -(Qn-1 - Q,-2) -(Qn · Q,:1) 
=e -e· -[e - e

·(Q, - Q,.t) -(Q1+I - Qn) -(Q1-I - Qi-2)
= 2 e - e -· e

sea r ª = Q, -Q. -1 

d
1
r. -r. -r,-1 -r •• 1

· ---- = 2 e - e - e · (ECUACION DE TOOA) ....................................... (3.11)
dt

1

La ecuaclbn de movimiento de la red de Toda (3.11) 1stA escrita en t�rmlnos deJ desplazamiento

.rela1lvo de partlculas adyacentes.
1 1 

El hamlltonlano en funclbn de Q,, P. y t' es

N 2 N+I 1 N 1
2 N+ 1 

H=(1/2m)I P, + I V(Q, - Q,-1) = ---- I P. + I
•• , ,,1 2mB 1 .,o ,,o 

1 1 

N 1 2 N • 1 • ( Q, • Q, · 1 ) 1 1 

H=(a/b)[I P. + I e +(QN+I - Q-No-1)1 
1 =I 1: 1 

' 1 

-(b/a)(Qn - Q •. ,) ' ' 
[(a/b)e +(a/a)(Q, -Q,-1)} 

si las partlculas son enumeradas de -No a N y escribiendo las variables sin primas tenemos 

N 2 N•I ·(Q1 • Q,-1)
H=(a/bl[I P, t I e l 

••·No 1•-No 

1.2 ESTUDIO DE UN TIPO DE TRANSFCJNACION �ICA 

En adelante apl lcaremos la teorla de las transformaciones canónicas a una red no-1 lneal unl­

dlmenslonal en la forma de red exponencial segun la ecuación (3. 11). 

El objetivo del presente capitulo es primero la Introducción de una transformación canónica que 

1 leve de un sistema de variables dinámicas a otras ecuaciones canónicas de la red exponencial 
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y nos permita obtener nuevas soluciones de la ecuación de movimiento a partir de ciertas solu­

ciones sencillas, ya conocidas. 

Para muchas ecuaciones de onda .no-lineales, en derivadas parciales se conocen las transforma-
, 

clones de Backlund que permiten hallar nuevas soluciones a partir de otras ya conocidas. 

Particularmente la transformacion canónica descrita aqul puede considerarse como una versión 

discreta de la transformación. de Backlund. 

Sea la siguiente transformación canónica: 

. F(Q. l F(Q�. 1 l 
P, = -------- t ----------

F(Q,, l F(Q, l 

F(Qal F(Q,) 
P. = ----, t

. F(Q, l

N ,2 N F(Q •. , ) N F(Q,) F(Q,) 
la expresión {(1/2JI P, t I --------- } =(1/2) I { 1�-------1 1 t 2 --------- t

-No ·No F(Q'.) a=-No F(Q'.) F(Qi •I) 

' ' 

F(Qn) N F(Qa•I) 

(3.12) 

1---------1 1
} t { I , } ........................... (3.13) 

F(Qi•I) 1•·No F(Q,) 

Agrupando con la primera sumatoria la segunda y apartando en una sumatoria independiente el 2do 

término de la lera sumatoria : 

' 1 

N F(Q,) F(Q,-1) F(Q. ) N F(Q,) 
=(1/2)I {(---------1 1 t 2 ------, t [--------!'} t { I ------} ............. (3. 14)

a=·No F(Q'.) F(Q,) F(Q .. 1) ••·No F(Qa tl)
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N F(Qn ) 
esto último se obtiene intercambiando en (3. 13) r -------- con 

1: - No F ( Q .. 1 l

·N
r 

·1 = -No 

N 

r 
-Nó

' 

F(Q,-1 ) 
' 

F(Q, l 

' 

F(Q, l 
(-------- ¡ z 

F(Q., 1 l 

ademas (·3.141 aparece en la primera parte 

J I t t 

N•I F(Qa -1 ) H F(Q,.j ) F(QN) F(Q-No-1 ) 
r 1:--·-----i 1 = r 1---------) 1 + 1--------i 1 - 1-----------l 1 

·Na•I · F(Q1 ) ·No F(Q,) F(QN•I) F(Q-No) 

' ' 

N 2 F(Q,¡- F(Q,., ) F(Q,-1 l 
ademas r P, = r { !----- ) 1

t 2 ------- t (---------1 1 } 
F(Q.J 

Es decir: 

-No • : F(Q" 1 ) F(Q' 1) 

' ' 

N , 2 N F ( Q, · 1 ) N F(Q,) F(Q,., ) 
(1/2JI P. t r --------- =(f/2)I { (-------) 1 

t 2 --------- t

-No ·No
' 

F(Q, l 

·No
' ' 

F(Q.J F(Q.¡ 

' 

F(Q,) N F(Q,) 
1-------- 1 1 } + r --------

F1a,,,1 -No F(Q •• ,¡

' 

N F(Qa) F(Q,-1) 
=(1/2JI { !-------) 1 t 2 --------- t

·No F(Q' n ) F(Q",) 

l. , • 

F(Qi-1) F(QN) F(Q-No-1) N F(Qn) 
1--------1 1 } + --------- - -------- + r

F(Q1 ) F(QN,1) F(Q-No) -No F(Q,,1)

1 uego en (3. 131 y (3.14) : 

' 

N ,2 N F(Q,., ) N 2 N F(Q,) 1 F(Q'H) 1 F(Q'-No-1) 
{11121r P. + r --------- } =11121 r

-No ·No F(Q',) -No
P, t I ------- t - (-------) 1- _ (-------) 1

·No F(Q1 ,1) 2 F(QN,1) 2 F(Q-No)

, ..... , ............ (3. 15 l 
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N 2 N F(QR) 
H' = H t const. ; con H =(1/2) I P. t I 

6H' . ' 

--- = - P. 
óQ'. 

6H' ., 

- - - ' - Q.

·No ·No f(Q,,1)
..................... ( 3. 16) 

Si tomamos una transformación canónica de la forma (3. 121 puede transformar el hamiltoniano H 

en si mismo excepto por una constante, cuando imponemos condiciones de contorno apropiadas. 

Una transformación mucho más general es : 

p n :

' 

P, =

' 

F(Q,J F(Q,-1) 
' 

t -------- - a 
F(Q,) F(Q, 1 

' 

F(Q. l F(Q,) 
----, t 

F(Q, l 

· · · .. ·. · · ......................................... (3.17) 

a=cons t. 

tenemos las siguientes relaciones: 
1 ' , , 

N , N f(Q,-1) 'F(Q,) f(Q-No-1) f(QN) 
I (P,-P.) = I [------ - -------] = -------- - ------- =const . .............. (3.18)
·No ·No f(Q,) F(Q11I) f(Q-No) f(QN•I) 

Efectuando la siguiente diferencia: 

' 

N , N F(Q,-1) N N F(Q,) 
{(1/2)I (P,ta) 1 t I ----, } -{1/21 I (P,ta) 1t I ------ }=

·No ·No f(Q,) -No ·No F(Qi+I) 

' 

N I N f ( Q. · 1 ) 
{(1/2)L (P,) 1 t I 

·No ·No F(Q,) 

N N F(Qa) N ' 
} -{(t/2)L (Pn) 1 t I ------ } -a L (Pn·P,) ............ (3.19) 

·No ·No F(Qn•I) ·No

Usando la relación (3. 15) en el segundo miembro de la relación (3. 19) y además teniendo en 

cuenta la igualdad 
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í (P,-P, l = const. 
·No

en la relación (3.15) haciendo los cambios 
1 1 

P.-�-->P.+n . y Pn···-->P,+n : 

1 

N , N F(Qn-1) 
(1/2)í (P,+n) 1 tí , 

-No. ·No F(Q,)· 

N N F(Q,) 
=(1/21 í (P,+n) 1t í ------ t const. 

·No ·No F(Q,,1) 

1 1 

esto puede obtenerse ya �ue en (3.17) si P,--->P,-n y P,·-->Pa-n , se obtienen las relacio-

nes (3. 12); luego usando la relación (3.19) se obtiene nuevamente: 

1 

N , N F(Q,-1) N . N F(Q,) 
(112) í (P.) 1 tí ----, = {(1/2) í (P.) 1 tí ------ + const.

-No ·No F(Q,) -No ·No F(Qa•I) 

H' = H + const. 
1 

Q. ' Qn-1 
F(Qa) e F(Q. - 1 l e 

sean --.-- =A--, y : --
' 

F(Q,) Q. F(Q, 1 A Q. 
e e 

1 

luego Q. . Q,-1 Q. 
e e

1 
e 

P, =A -- , + - a y Pa = A ---, + --

además se sabe: 

áW 

e 
Q, A 

e 
Q. Q, A 

e 

' 

Q. 
e 

- a
Qnl 

e 

P, = ...................................... • .................... (3 .20) 
óQ, 

1 óW 
P, = - ---, ....................................................... (3.21) 

óQ, 
' 

de (3.20) Q, Q •. , 
óW e e 
--- = A -- , + - a
óQn Q. A Q,

e e

- _, 
W = W(Q,Q , ti 



sea 

podemos escribir 

luego 

usando (3. 21) : 

Q. 
e 

A -- , t 
Q, 

e 

w. =

Q, 
e 

A -- , t 
Q. 

e 

Q. 
e 
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A 

W,= I--�-[A -- , - . 
m Q, Q. 

e 

Q. 
e 

con R. = A -- , -
Q. 

e 

- _, 
6W(Q,Q,tJ 6 

1 

Q •. 1
e 

- a

Q. 
e 

1 

Q •. , 
e 

- a Q.J
A Q.

e 
1 

Q •. 1 
e 

- a Q ..
A Q. 

e 

: I --- R. 

m Q. 

__ 

, _, 
I ---(R.) 

6Q, m 6Q, 
=====> W(Q,Q ,tJ= IR. t S(Q ,tl 

m 

A 

1 1 

Q, Q. Q •. ,
e e 1 e 

- a= -{ I-[A ---, 6., - --- ---
Q,., m Q. A Q.

e e e
1 

Q. Q. 
e e 

6S 
611-1+ ---,1}

6Q. 

_, 1 

= A -- ' + 1 :::} S!Q ,tl= ar Q, +Et 
n Q, A Q .. 1 

e e 
6Q. 

luego la función generatriz W = W(Q,Q',tl 

Q. 
e 

W(Q,Q' ,tl= I {A---, -
n Q. 

e 
A 

1 

Q •. , 
e 

t a¡ Q, -Q, l} +Et ....................... ; .......... (3.22) 

Q. 
e 

dé (3.20),(3.21) y (3.22) y ademas sabiendo 

P,=Q, 
1 ., 

, P, = Q, (ecuaciones canbnicas) , tenemos 
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e 
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a •. 1 

----=A---, t - ------ - a ................................................ · ... ( 3. 23 l 
dt Q. A

e 

' . a. 

dQ. e 

Q. 
e 

' 

Q • 
e 

--� = A---, + - ___ .., __ - a .................................................... (3.24)
dt Qi A 

e 

a partír de ambas relacíones tenemos 

d , e 
Q. 

-�-¡Q, -Q,-1) = A{---,
dt Q. 

e 

Q. · 1
e 

- ----, }
Q,-1 

e 
' 1 

Q, Q •. 1 
d , 1 e e 

---1a. -a,-,i = - t---- - ------- 1
dt A Q .. 1 Q, 

e e 

..... • .................................. (3.25) 

TRANSFRCIMCIONES DE BACKLUND 

DE LA RED EXPONENCIAL DE TOOA 

•••••••.••••..•.•••••••.••••.•••..•... (3 .26) 

Las relaclones 13.25) y 13.26) son 1 !amadas transformaciones de Bdcklund de la ecuacibn (3.11) 

d rr, -r. -r,-1 -r •• 1

--- = 2 e - e - e

dt
2

donde r. : a.- Q,-1 

Obtenemos las relaciones equ!valentes a 13.25) y (3.26) Imponiendo las condiciones de contorno: 

¡a.¡ y ¡a.¡ ---->constantes cuando /n/--->tm;por otro lado necesitamos

. , e 
Q •. 1 

Q. - 1 = A - - - , + -
Q.-1 A 

e 

. Q,-1 
e 

Q,-1=A---,H -
Q,-1 A 

e 

de 13.23) y (rs) 

a •. , 

e 
------ - a 

Q. 
e 

Q. -2
e

------ - a 

Q,-1 
e 

........... (rs) 

........... !fe) 



Q. 
e 1 
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Q •. , Q.-1 
e e 

' 

Q, ·2 
e 

Q. - A---, - - = Q.-1- A---, + - ------ .......................... (3.27) 
Q. A. 

e 
Q. Q •. 1 A
e e

Q,-1 
. e 

en (3.27) si repetimos la igualdad hasta n--->-1 y IQ.t = constante. 

tenemos 

., 
Q. =

Q. 
e 

' 

Q •. 1 
e t 

lnt--->+(J¡ 

Q., 
e 

Q. -, A --- ' - - = o - AC - --- donde C= ---, =const.
Q. A · Q,. AC Q., 

e 

Q. 
e 

e

1 e 

e 
' 

Q,-1 
1 

Q. = A[---, - C] +
Q. 

- [-----
A Q. 

e 

- - ) .................................. · ....... ( 3. 28) 
e 

e 

de (3.24) y (rsl 

., 
Q. -

Q. 
e 

A --- ' -
Q. 

e 

' 

Q. · 1 Q •. 1 
e . , e 

- ------ = Q, - 1 - A ---, - -
A Q, tt Q. - 1 A 

e e 

' 

Qa-2 

e 

Q. 
e 

' 

nuevamente tomando en cuenta que si n----> -'1l /Q./ y /Q./ = constantes. 

Q. 
e 

A[---, - CJ + 
Q. 

e 

' 

Q. 
1 e 
- [-----
A Q •• , 

e 

1 
- - J •••••••••.••••••••.•••.•••••.•••.•••••••. ( 3. 29 l

e 

Ahora efectuamos un cambio de variables en las ecuaciones (3.28) y (3.29); nos interesa hacer 
' 

una transformacibn de las variables primadas Q. a otra funcibn mas sencilla de n y t, luego 

usar el hec ho de que la ecuacibn (3.11) admite la solucion trivial r. =O con IQ.t = v (v =const.) 

para todo n que sera usado mas adelante. 

Haciendo la transformacíbn 



' 

Q •. , 
e •·
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---, = 2 --- ...................................................................... ·. •.• (3.30) 
Q., -.. , 

.e Q.' 
e -w

donde fn = f(n,t) , 2= A---, = E e con /21<1 y E = ti ........................ (3.31) 
Q., 

. e 

luego 2 = AC ....................................... (3.32) 

1 

Q •. , Q-m I•
· (3.30) toma la forma e · A e

Asumimos las formas asintoticas de ;n : I• ----> B(tl 2• y ,. ----> G(tl 2·• 
n---)-m n---)+m 

Usaremos Q, = v = const. para todo n, denominada como la soluclon trivial de (3.11) 
dQ, Q. 

es decir --- = O para todo n o equivalentemente e = const. para todo n; 
di 

de (3.9) tenemos P, = o para todo n. 

Reemplazando (3.30) en (3.28) 
' ' 

Q, Q., Q •. , Q., 
dQ. e e e e 
--- =A---, -A---, + -

dt Qn Q., A Q. A Q., 
e e e e 

' 

Q. Q., Q., Q .• 
e •••2 e e -· e 

: --- . A---, t ---

Q., ; .. , Q., Q. ; .. 1 A Q.,
e e e e

En el segundo miembro aparecen 2 y 1/2 ,en el segundo y cuarto términos respectivamente. 

f •• , Q. = a. ; .. 2 - (2 + 1/Z) fn1 + [1/a(n)I f• ................................ (3.33) 

Q. 
e 

donde a. =--­
Q., 

e 

; a. =1 para todo n porque Q. = v para todo n, pues Q, =v es una solucion 
trivial de (3.11) 
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de (3.33) considerando Q. = O y n--->n-1 

-•• , + f,-1 = (Z + 1/Zl I• ....................................... (3.34) 

' ' 
Q. Q., , •• , Q, ., Q., , •• ,- •• 2- ••• ,, •• 2 

de (3.30) e =A e ----> e . Q. = A e [-------------------! 

' ' 
multiplicando (3.29) por exp(Q,J y reemplazando C= exp(Q-,)/exp(Q-,) 

Q., 
Q •• , Q. e .

e Q. = A e - A ----

' 
Q., 

e 

Usando 

' 

' 
Q. 

e 

Q. - 1 Q., ,. 
e = A e 

+ -
A

, .. ,

Q., fn•I -1•2 - l••I -••2 
A e [-�----·----------------! 

2 

, .. ,

----------------------- -

e 

e 

' 
2Q, 

2 
Q .. , 

Q. e

' 
Q., ' 

e Q. 
... ---- e 

Q., 
e 

Q., ' 
Q. 

A e - A---- e . -
A ' 

Q., 
e 

' 
Q. Q.,
e e 

a. - • -----------

' 
Q., Q .. 1-Q. 1 

e 

e 

' 
2Q. 

a .. , 
2 

' 
Q .• 

e 

Q., 
e A2 e A2 e 

' 
2Q, 

e 
=1 - Z + -----------

' 
2Q-. 

22 e 

reemplazando (3.30) en la fil tima ecuacion 

' 
Q. 

e 

' 
Q. 1 

22 e 

1 

Q., ' 
e Q. 

e 

Q., 
e 

' 
Q. 

e 

Q., 
e 
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2 
fa•I f1•2 - ,,,1 ,,,2 fa•I ,.,1 '••I 
---------------------- - 1- Z + ----- - -

;.,1 ; •• , 
=1 - (Z + 1/Zl ---- +[----1 2

-··2 fn>2

usando (3.341 en el segundo miembro de la �!tima ecuaciin 

f1•I f1•2 - •r•I f1•2 f1,2+f1 -a•I 
-----.---------------- - 1 - ------- +[---- ¡ 2 

2 ; .. 1 fn f,,2 f.,1 
;.,1 ;.,2 - •• ,1 •• ,2 : ;,,1 - -· ,.,2 ---} ---- + ----= ---- + ---­

fi•I ,,,1 f1•2 •••2 

cambiendo Indices n--->n-2 

f1 ; •. 1 f1-I -··2 
--- + ---- = ---- + ---- = a(t) ............................ (3.35) 
;. •• f•·I , •. ,

usaremos las relaciones (3.34) y (3.35) para resolver y dar la expreslbn de;. = f(n, t) 

usando las condiciones IQ.I y /Q,/ ---->const. y las formas asintbticas dadas por (3.30), 
I ni--->+ai 

(3.35) nos dice que la forma asintótica f• ----> B(t)Z• es 
n---->-ai 

consistente con la ecuacibn (3.30) ( B(tl--->funcibn arbitraria del tiempo). 

f •. 1 B( t l 
Las formas asintbtícas las reemplazaremos en (3.35); esto es---- --->---

;. - 1 B( t l 

De (3.35) escribimos 

••·2

; ---- ---) -

•• • 1 2 

;. = - ;.-1+ a( ti ;. . ................................................... (3.36) 

8( t l 1 
para a(t)= ---- + - ; tomaremos a= (1/21 (Z + 1/Zl entonces a = E cosh w 

B( t l Z 
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con eilo y usando (3.34) tenemos: 

-· =1/2 -··' - 1/2 ,,-, ................................... (3.37) 

En el ANEXO A desarrollamos un procedimiento para a= a(tl en general, hallaremos una solucion 

de tipo sol it6n acompafiado con otras func1onel. En el caso a= E cosh w obtenemos solitones 

puros. 

La ecuacion (3.34) 

La forma asintbtica 

1,�, + -·-, = (Z + 1/Zl ,. , tiene como_ solucibn 

-, = 8 ! t) Z • + G ( t l z · • ............................................ : ! 3. 38 l 

f• ----> 8(t)Z• , exige que /Z/ <1
n----}-ID 

verificamos la solucibn 

8 z .. , + G z-•- 1 + 0 z•- 1 + G z-•· 1 =!Z + 1121¡0 z•+ G z-i¡

=8 z 1• 1 + G z · 1• 1 + 8 Z •. 1 + G z · .. 1

que satisface para 8 y G en general. 

8(t) -w E/2(Z - 1/Zlt E(-senh W)t 
---- =(1/2l(Z - 1/Zl ademas Z = E e ---> B(tl =80 e = 80 e 
8( t) 

. . 

(3.38] en (3.37) : 8 zn + G z·• = (1/2)[8 Z 1• 1 +_G z-,-,_ 8 z•- 1 -G z-•• 1 1 

• 1 • 
[8- - (Z-1/Z)B I Z• + [G - (1/2)(2-1/Zl G) z·• =O; esta relacion debe ser val ida también cuando 

2 

n---> +m; en este caso Z• --->O puesto que /Z/<1 , pero z·a --->m 
n---}-ID 

entonces se exige que el coeficiente de este término sea cero. 

E(senh w) t 
G + (1/2J(Z-1/Zl G =O ---> G(t)= G, e 
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la solucibn general de [3.34) 

-e[senh wJt +E[senh wJt
f•= ,1n,t) = Bo Z• e t Go z·• e. .. ................................ :.(3.39) 

-w
usando Z = E e 

-[�w+esenh wit [nW+senh w]t 
fin, ti = Bo e · t Go e. . ................................... (3.40) 

DEDUCCION DE LA RELACION 

e 

' ' 

-(Q,-Qn-1) d
i 

1 + ----Ln ,.,, .................................. (3.411 
d t I 

(3.41J nos da una relacibn para la 1 elongacibn1 relativa del n-6simo y (n-1)-�simo resortes en 
' 

las coordenadas Q •. 

de (3.34) haciendo n--->n+t 

i) ,,.2 t I• = (Z + 1/Z) , •• , 

de (3. 37) 
. 1 

111 ln1 = - f,•2 - -•• ===> f.,, =·I• + - (Z + t/Z)-1•1 ................. (3.421 
2 2 2 

de I i l y i 1: . t 

f,., =, .. 2 - - (Z + t/Z)fn1 ........................... (3.431 
2 

derivando 11): .. 1 . 

derivando i): 

- •• 1 : - 1. 2 - - ( z + t /2) -1 • 1 .......................................... ( 3. 44)
2 

. . . 

1••2 + -· : (Z + t/Z)fi•I 

. . 

despejando ,,.2 y reemplazando la expreslbn ,,., 

• 1 • 
•••2 : (Z +t/Z) [, •• 2- - (Z+ 1/Z)fi•II - -· 

2 

de (3.43) obtenemos•· , luego 
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en (3.44) reemplazamos la ·ültlma expresibn de -··2 y-ª''

'' 

l••I =(2+1/2)[f,,2- 1/2(2+1/2)1,,1]-[;,,1-1/2(2+1/2);,J-1/2(2+1/2)[f,,2-1/2(2+1/2),,,,¡ 

=(2+1/2Jf,,2 - 1/2(2+1/2) 1;.;,.,.,,+ 1/2(2+1/2),. -1/2(2+1/2) [�1,2·1/2(2+1/2)-1•1! 

agrupando 
. .

f .. 1 =11/2(2+1/2) ,,,2 - (1/4)(2+1/2) 1
; •• , - ; •• , + 1/2(2t1/2J;. 

usando (3.34) 
'' 

;,.,= 1/2(2+1/ZJ[(2+1/2J; •• ,-;,¡ -(1/4)(2+1/2) 1;,,1 - f,,1 _+ 1/2(2+1/2)-• 

. .

; 1 ' 1 ;: --.. 1 + ( 1/ 4 )( 2 + 1 /2) t - 1 • 1 ' ' . ' ' . ' . " ' ' " ' .. ' ' ' ' " ' ' " ' " " " ' ' " ' . ' ; ' " ' ' . " " . ' . ' ' ( 3 '45) 

de (3.30) tenemos 

e 

e 

1 

-Qn
1 1 

, = exp[-(Qn-Qn-1)1
-Qn-1

: - - - - - - -
••• 1 ••••••••••••• 1 • 1 •••••• 1 1 •••• ( 3 1 46) 

[-1>11 2 

(3.42) y (3.43) en (3.46) : 

' ' 

1 , [-fi•I t 1/2(2 t 1/2);1,1![-1•1 t 1/2(2 t 1/2)11•1 j
exp[-(Qn-Qn-1)1 = --------------------------------------�--------­

[fnd 1

2 , 2 

(1/4)(2 + 1/2) 1
; •• ,- ; •• , 

- ------------------------- , usando (3.45) tenemos

'2 

1 1 -··' ¡; •• ,+ -•• ,)- -"' ; .. , f .. , - ••• , , .. , 
exp[-(Qn-Qn-1)1 = ------------------------ = 1 t _______________ , ____ _ 

1; .. i1 1 ¡; •• ¡J' 

d , .. , 

: 1 + ---[-----! 
dt ; .. , 

d d 

= 1 + ---1---Ln(;,,,)! 
dt dt 
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' ' d ! 

exp[-(Qn-Qn-1)1 = t + --- Ln( ... 1) ......................... : ............. (3.47) 
dt 1

Es la relacion que anticipamos. 

' ' ' 

Como r. = Q�-Q.-1 es el desplazamiento relativo d� partlculas adyacentes, es fAcil 

hallar r. de (3.47), conociendo previamente , •. 

Volviendo a la .relacibn (3.40) 

·Caso 1) si BoGo > O

/ Bo -lnw+et senh wJ / Go [nw+et senh wl 
f(n,t) = 1/BoG, [\/---- e t 1/ --- e 1 

Go Bo 

61 / Bo w -w
sean Do= 1/BoGo ; e \/ ---- = e y 21 = Ee 

Go 

-(n,t) = 2Do cosh [(n-1) w + Et senh w + 61] ........................................... (3.48) 

Caso 21 si BoGo < O 

/·Bo -[nW+Et senh wJ / -Go [nw+Et senh wj 
l(n,t) = 1/-BoGo [\/---- e - 1/ --- e 1 

Go Bo 

, 62 /-Bo w -w
sean D,= 1/-8,Go ; e \/ ---- = e y 22 = Ee

Go 

,1n,t) = 2D, senh [(n-1) w + Et senh w + 62} ........................................... (3.49) 

A partir de ahora distinguiremos 61 y 62; w y w para los casos t y 2 respectivamente. 

Usando la relacibn (3.47) tenemos para el caso (ll 

' ' d
2 

exp[-(Qn-Qn-11] = t + --- Ln{2D, cosh In w + Et senh w + 61!} 
dt 1

= t+ senh 1w sech 1 [n w t Et senh w + 6.iJ ......................... (3.50) 
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senh w 
= 1+ senh 1w·sech 1 Iw(nt Et ------! t ó,J, ........................ (3.51)

para el caso 2 tenemos: 

J J d
1 

J 

exp[-(Qn-Qn-1)] = 1 t --· Ln(2Do �enh [n w t Et senh w t ó2]} 
dt i

= 1- senh 1 w csch 1[n w t Et senh. W t ó2] ............•. ·: ......... (3.52)

senh w 
= 1- senh 1w csch 1 Iw(n+ Et ------) + ó2] ......................... (3.53)

J J 

w 

La soluc[bn regular (3.50). exp[-(Qn-Qn-1)] = 1+ senh 1w sech 1 [n w t et senh w + ó1], es 1 !amada

1-solit�n. pulso de onda v!ajando hac!a la derecha o hac[a la [zqu[erda segfin sea �I s[gno (-J

b ¡+¡ de e respect[vamente. La soluc[bn s[ngular (3.52) 

, ' .. , 

exp[-(Qn-Qn-1)]= 1- senh 1w csch 1 [n w + et senh w + ó2], 

es llamada 1-antisol itón y es una soluc!ón fls[camente no aceptable, por la divergencia de 

csch(Ul en u= O; s[n embargo juega un rol muy importante en la teorla de la transformac[ón 

de BAcklund, como se verá más adelante. 

sean u= nw + Et senh w t ó1 y u= nw + Et senh w + ó2 

A 

1-SOLITON 1-ANT I SOL I TON

. . . . . .. . .  O • • •  I I 1 1  I t t • •  1 • • •  O I O • • •  I 1 • •  1 O 

<------+----=---> <-------+------

F!g. 4 Gráf[cas de 1-sol [tón 
y 1-antisol[tón 

" 

V 
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de (3.51) y (3.53) podemos deducir que las velocidades son 

V, 

senh w 

w 
y 

senh w 
respectivamente (aunque para 

w 1-antisol itón no es posible de­

finir una velocidad) 

be la Fig. 4 se observa la inconsistencia de la función (1 - senh 1 w csch 1 ul con 

1 ,-

exp.{ - (Q. -Q •. ,¡ } > O en el .dominio u=< -w, w >. 

Para representar la transformación de BQcklund es conveniente usar un diagrama, que Indique la 

transformación de las coordenadas Q. a Q, con los parámetros A y Z. 

Esta clase de diagrama es frecuentemente 1 !amado el diagrama de Lamb para una transformación de 

BQcklund, desde que él aplicó esta transformación para resolver la ecuación de Sine-Gordon. 

A,Z 
Q. ---->Qn

Fig. 5 Diagrama de Lamb mostrando la transformación de BBcklund de Q, 

a Q, con parametros A y Z. 
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ANEXO A 

Oesarrol !aremos un procedfmfento general en el que obtendremos una solucfón para 1 = 1(tJ, que 

nos _dara por resultado funcfones solftónicas acompañadas de otras funcfones. 

· de (3.35)
f• + ; •. , = lrltl ;. , Z es un parémetro de 1 ................. (A.1) 

usando (3.38) 

;. = B(tl Z• + Gltl z·• que es la solución general de (3.34) ...... (A.2) 

reemplazando (A.2) en (A. 1)

B 

. B • G

( 8 + ---- 8 1) z• + ( G t --- - G 1) z·• 0 
z z 

para ¡n¡ ---> • : ----- t --- 1 (t,Z) , ---- t Z = 1 (t,Zl 
G 

aqul 1 = 1 (t,Zl , 
B Z 

(en adelante omitiremos escribir E l 

-t/Z

Bit) = B, Jltl e , G(tl 

t 

-Zt
G, 11 t l e 

con Jltl = exp [ J 1(t
1

ldt
1

1 
o 

, elig[endo convenientemente 1(tl se obtiene una forma 

1 -(senhw)t 
simple de B(tl y G(tl ;por ejemplo 1(tl =(1/2)(2 t - ) con lo que B(tl = B, e 

z 

. 1 legando a la relacfón (3.39) del procedimiento anterfor. 

En general· tenemos 

-t!Z -Zt
; 11' t) Bo f(tl e Z• t Go l(tl e z-, 

y G( t l = G, e 
(senhw)t 

(A.3) 
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t 

y a1t1 = exp rI a1t'1 dt
1

1 
o 

multiplicando y diviendo por exp [(1/2) (Z + - ll la relación (A.3): 
z 

,1n,l) = f(tl exp [-t cosh w] $(.,ti .................... :..................... (A.4) 

-[nw + t senh w] [nw + t senh wl 
·donde$(n,t)= 80 e +Go e

lfo (t·to) 
sí S!tl = e 

ªº t 
,1 ti = e 

[lo . cosh w]t 
,(n,t) = e $(,,ti 

con 4 = 1, Y to 

ªº = cons t. 

o 

[-nw - t (senh w + cosh w - lo)! [nw + t (senh w · cosh w + lo)I 

(A.5) 

f(,, tl = 80 e t Go e (A.6) 

W ·W

l -nw - t ! e - lo l 1 [ nw - t ( e + lo ll
= 80 e t Go e 

w -w

e - lo e t lo 

(A.7) 

Se ve que las ondas viajan con velocidades ---------- y ---------- respectivamente. 
w w 

Nosotros tratamos de encontrar ondas viajeras, luego ver si son ondas solitarias para finalmen­

te verificar si tienen las propiedades de un sol itón; según nuestra definición de trabajo 

(Capitulo IJ. (A.6) exige que lo = cosh w para que f(n,t) sea una onda viajera. 

' ' 

Una forma mucho más general es posible para la relación entre exp { - (Q, -Q •. rl } y , •• , , 
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1 1 

en el procedímíento que conduce a (3.41) se tomó: a(tl = - (Z t -)- , porque sólo asl se tenla 
2 Z 

ONDA VIAJERA (que es una coridícíón prevía para ser una onda solitaria y luego eventualmente 

. tener I as prop í edades de un so I í tón l 

Ahora supondremos 1 = t(tl . en general, sólo con la condición de que a(tl exista y sea conti­

nua. 

Usaremos (3.34). y (3.35): 

1) . ,.,2 t -· 

2) 

r f• con 

Derivando (A. 101 con respecto a t: f,,1 

1 
r = Z t -

z 

(A.81 

(A.9) 

(A.101 

Igualmente derivando (A.BJ: f,,2 t f• reemplazando (A. 101 en ésta expresión: 

rf,,2 t (1r - r1 
- 11 f,,, - (1 - r) f• 

(A.10) y (A.121 en (A.11 l 

usando (A.8): 1,,2 = r 1,,1 - •· Y •· = f .. 1-af .. 1 

•··' = -(k t 11 , •• , - 121 - r) , •• , t 11.,,
. •.• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

(A.12) 

(A.13) 
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donde k=1r - 3 11 

Sabemos de 13.49) que 
1 1 

exp { · (Q. ·Qa-1) } 

de (A.91 tenemos _, = 1 , •• , - , .. , 

de ·¡A.10) tenemos f,,2 = f,,, - (1 · r) , •• , 

reemplazando estas expresiones en (A.14) y efectuando: 

2 .2 

2 

, .. ,

· 1 (1 · r) ••• , - , .. , + (21 · r) , •• , , •• ,

2 

- 1.' 

2 

, .. ,

, .. , , .. ,
- 1 1 + 1 r + 121 - r) ----- - (------) 1 

, .. , ••• 1 

(A.14) 

(A.15) 

• 2

Usando (A. 13) ; multiplicando por 1,,1 en ambos miembro y luego restando-··' en ambos 

miembros: 

• 2 • 2 2 

, .. , ... , • , .. , = ·-atl · (21 · r) , .. , , .. , + (l · k · 1) ••• ,

2 

dividiendo entre f,,, 

di 
· -· · - [ Ln -.. ,

dt 1

- 1' 1

... , , .. , . 

- (------) 1 - (21 - r) ----- + (1 · k - 1)

- 1" 

. reemplazando (------) 1 de (A.16) en (A.15): 
f,,, 

. -· f,,2 , .. , d2 
, •• , , 

---------- = - 11 + 1r + (21 - r) ---- + ---- Ln f.,, + (21 - r) ---- -11 - k -1)
2 , .. , dt 1 

, .. , 

, .. ,

reemplazando k=ar - 3a 1

(A.16) 
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= 2a(r-2a)+ 2 (21 - rl D1 Ln , •• , + D1 Ln _,,, - D1 1(tl + 1 ........ (A.17) 

(A.17) es la expresión general que para 1(tl = r/2 se convertirá en la relación (3.47) , 

qut no, da sol ltones puros; reordenando tenemos: 

1 1 

-(Q.�Q,-1) 2 

e = [1 +D1Ln 1,,1] - D1 l(tl + 2 [21(tl - r] D1 Ln ,.,,+2a(t)[r-2a(tJ] ..... (A.181 

Observación: (A.18) muestra que en general, si tomamos la relaclón (A.4) como: 

l(n,t) = •(tl exp [-t cosh w] t(.,t). y la empleamos en (A.18), 

1 ' 

-(Q.-Q. - 1) 

e no resulta una onda viajera con argumento p = (nw + E t senh wJ 

debido a la dependencia arbitraria de 1111. Pero está presente la expresión 
2 

1 + D1 Ln , •• , que es una función solltónica, para 1= const. 

En el capitulo 11, desarrollamos la ecuacion de Toda por el método de las diferencias 

finitas, usando este metodo podemos graficar una soluclon de la forma que muestra la Fig.6. 

Dado un pulso lnlclal en t =ose observa en t > o, varios pulsos (pulsos 'sol ltonlcos' mas una 

'cola oscllatorla). 

-rn

e - 1

t = o 

L----4------> 

p 

Fíg. 6. 

Gráfica de la solución de la Ecua­

ción de Toda con una condición 

ini.clal dada. 
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-rn

e - 1 A 

t } o 

EqufvalencJa entre la red LC y la red no-1 lneal de resortes. 

2 v. 
LC DI Ln ( 1 + ---: l 

Vo 

V, • , + V •. , - 2V. 

v. 

2 -r, -r •• , -r •. ,

D1 r, = 2 e - e - e

con 
v. -r.

1 + ---- = e 
Vo 

y LC = 1 

En la Ffg. 6 se aprecfan 2 sol itones y una. 'cola' oscilatoria correspondiente a los terminos 

que generan a(t), D1 ll(tl y D1Ln 1,,, en (A.18). 



CAPITULO IV 

OBTENCION DE SOLUCIONES DE TIPO N-SOLITON 

MEDIANTE LA TRANSFORMACION DE BACKLUND 
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CAPITULO IV 

t. t.ETOOO PARA CONSTRUIR SOLUCIONES DE TIPO N-SOLITON

1. t RESUMEN DEL PROCEDIMIENTO SEGUIDO PARA OBTENER 2-SOLITON

Hemos seguido los siguientes pasos_: 

.1.- Obtención de la ECUACION DE TODA (3.11). 
( 11 

2.- Transformaciones de·sacklund (TB) (3.25) y (3.26): a. --->Q, _ 

11) 
3.- Imponiendo condiciones de contorno IOnl ----->const; y ¡a. 1 ----->const. en el paso 2 

¡n¡-->+.m 

- obtenemos las ecuaciones (3.28) y (3.29).

( 1) I 1) 

¡n¡-->+m 

4.- Haciendo la transformación exp[Qn-1 - Q., 1 = 2 ,., •• ,1 en 3 y usando la solución 

trivial Q, = const. para todo n, obtenemos dos ecuaciones diferenciales para f.; la 

primera en diferencias (3.34) y la segunda diferencial (3.36). 

Asumiendo a =(1/2)(2+ ---) en (3.36); resolvemos ambas ecuaciones obteniendo 
2 

11 (n, tl en (3.48) y f l(n, tl en (3.49). 

( 1 l 11 I 12 l ( 2 l
4.1.- Las expresiones exp[Q, - Q,-1 1 y exp[Qn - Q •. 1 1 

obtenidas en (3.46) usando ,1 y f1 respectivamente son 1-sol itón y t-antisol itón. 

5.-En forma similar al paso 2 tenemos: r 11 A 2 

, ,, ( 12) •

Q, ---------) Q, 

l f ,, 

121 A 2 ,, 
Q, ---------) ªª

6.-Exigimos que Q. = Q, = Q, ; lo cual se cumple si A'= A2 , 2'= 22 

A" = A1 , Z" = 21 
como podrá apreciarse en e[ próximo diagrama. 

7.-Sigulendo la idea del cap[tulo t y la ecuación (1.11) ysu solución (1.13) buscamos una 
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stlución que exprese la interacción de dos pulsos� en este caso obtenemos 2-solitón 

( , 2 l 

haciendo uso de las coordenadas Q. que generan un anti sol itón en el paso 4. 1; por 

ejemplo en [51 se usa un anti_solitón para obtener 2-solitón aplicando la T.B. a la 

ecuación de Sine-Gordon. 

Podemos obtener infinitas solbciones de típo ondas sol ltarias para la red de Toda, esto en las 
.A 

ecuaciones (3.51) y (3.53) tomando w y w para 1-sol itón y 1-antisol itón respectivamente, por o-

tro lado, vimos en (1.11) (Cap. 1) ciertas ecuaciones no-lineales-poseen soluciones en los cua­

les tenemos dos pulsos de onda solitaria Interactuando no-1 inealmente. 

En el Cáp.1 obtuvimos la solución (1. 13) en el cual dos pulsos (cada uno de los cuales también 

es solución de (1.11)) interactúan y excepcionalmente observamos que ciertos pulsos emergen 

de la interacción sin perder sus caracterlsticas (Figs. 10, 11). 

Justamente este tipo de soluciones buscaremos en este capitulo. Para esto relacionamos 4 Juegos 

de coordenadas 'Q' usando la transformación de B!cklund. 

En esta sección obtendremos una fórmula algebraica para construir sistemáticamente una cadena 

de solucio�es [7]. Para este propósito, consideramos una secuencia de la transformación de 

Backlund como se muestra en el siguiente diagrama 

( 1) ( 2) (O) ( 12) ( 1) ( 2)

donde Q, y Q, se relacionan con Qn ' y Q. con Q. y Q. 

DIAGRAMA DE LAMB. 

PARA OBTENER 

UNA SOLUCION 

2-SOLITON

(1) (1) (2) (2) (!) (12) (2) (12) 

[A12, Z,2 I y [A12,' Z12 I parámetros de las transformaciones Q,--->Q, y Q,--->Q.



respectivamente. 

( 1) ( 2)
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Las relaciones A12 = A2 y A12 =A1 son las condiciones que se impondrAn_ a las transformaciones 

(4.1) -(4.4); usamos reiteradamen�e la ecuación (3.25) de la transformación· de Backlund (TBJ 

d (O) 

--- (Q, 
dt 

d (o) 

--- . (Q. 
dt 

d ( 1) 
--- (Qn

dt 

-

( 1) 
Q�-1 ) 

( 2) 
Q,-1 l 

( 12) 
Q,-1 ) 

d ( 2) ( 12)
--- (Q. - Q,-1 l
dt 

: 

tra condición de contorno: 

(o) 

Q .• 
(o) 

V 

( 11 
Q., 

A1 

A2 

A2 

(o) 
Q. 

e 

[ --------

[ 

[ 

( 1) 
Q, 

e 

! o 1
Q, 
e 

-------

( 2) 
Q. 
e 

( 1) 
Q, 
e 

-------

( 12) 
Q. 
e 

( 2) 
Q. 

e 

A1 [ -------
1 121 

Q, 
e 

( 11 
V 

( O I ( 11 ( 21 ( 121 
Y , V V y V 

-

( 21 
Q., 

(o) 
Q,-1 
e 

-----·- I 
( 1) 

Q,-1 
e 

(o) 
Q •. 1 
e 

-------

( 21 
Q,-1 
e 

( 1) 
Q,- 1 
e 

-------

( 121 
Q •. 1 
e 

( 2) 
Q •. 1 

e 

I 

I 

( 4.1) 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  1 1 1 1 1  - (4.21

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (4.31 

I ........ .... .... .... .. ... !4.4J 
( 12) 

Q,. 1 
e. 

( 2) 
V 

( 12) 
Q .• 

( 12) 
V 

constantes. 
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2da condición de contorno: 

(01 1121 111 12,I 101 1121 111 (21 
. Q-1 t Q., = Q., t Q-, ==�=) V t V V t V 

Sean: 

C1 = 
e 

( o i
Q., 

111 
Q., 
e 

111 
Q., 

11, e 

C12 = ------- · 
1121 

Q-, 
e 

C2 = 

lo 1 
Q., 
e 

121 
Q., 
e 

( 21 
Q-, 

121 e 

C12 = 
( 121 

Q., 
e 

Usando la 2da condición: 
121 111 

C1 = C12 y C2 = C12 

luego: 

11) ( 11 111
212= A12 C12 = A2 C2 = 22

( 21 
212 = 21 ,como se muestra en el

diagrama de Lamb. 

de (4.1) , (4.2 ),(4.3 l y (4.4 l el fminaremos las derivadas temporales ; 

restando (4.11 de (4.2 ): 

1 o 1 
d 111 121 Q. 

--- (Q,., - Q •. , l = e

dt 

reemplazando (ni por (n+1l 

d 111 121 
--- ia. - a. 
dt 

(o) 
Q.' 1 

l = e

restando (4.31 - (4.4): 

A2 A1 

121 111 
Q. Q. 

e e 

121 ( 11 
a .. , a •• , 

e e 

1 o 1 
Q •. 1 

- e

- e

1 o 1 
a. 

. A2 A1 

121 1 11 
Q. · 1 Q. · 1

e e 

121 111 
a. a.

e e

.. .(4.5) 
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( 1) ( 21 ( 1) ( 21 

[ A, e Q. Q,] [ Q, 1 Qa-1 
d ( 1) ( 21 1 A1 e

--- (Q. - Q. ) : 
A1 e 

_ --�--
A2 e 

dt 1121 ( 121 
Q. Q,-1 

e e 

igualando los 2dos mfembros de (4.5) y (4.6) y trasponiendo térmfnos: 

e 

( 1) [AH Q, 
A1 e

( 12 l
Q. 

( 11 [ A, e Q, · 1 
- A1 e

( 121 
Q.-1 
e 

( 1 l ( 2 l
A2 C12 - A1 C12 

. . 

( 2) 
Q. 

]-
! o 1 

Q,. 1 
e 

( 21 
Q.-1 ! o 1 

Q, 
e 

- (A2 C2 -

-------- - ------- --

A, A
, l( 21 . ( 11 

Q,.1 · Q111 
e e 

A, A, ] 
-------- - ---------

( 21 ( 11 
Q. Q. 
e e 

A1 C1 l (Z2 - Z1l - (Z2 - Z1l 

= o ; hemos bajado el sublndfce n hasta n --> - • 

( 12 l ( O l ( 12 I ( O l 

despejando exp (Q. + Q •• 1 - v - v l de la últfma expresfón,y usando

A1 = Z1/C1 y A2 = Z2/ C2 

Z2 

C2 
e 

( 1) 
Q, Z1 Q. 

---- e 
C1 

( 21 

e 

( O l ( 12 l
(Q .. 1 + Q. ) 

( 11 ( 2 I 

( 11 ( 2 l 

[ 

Q .. 1 Q .. 1

] Z2C1 e - Z1C2 e 
------------------------

( 1 l ( 2 I 
Q .. 1 t Q, • 1 

C1C2 e 

( 21 
Q, 

( ll 

Q, (Q .. 1 + Q •• !)
e 

1 O 1 ( 121 
(Z 1C2 e - Z2C1 e 
---------------------------------------- -

( 21 
Q," 

Z1C2 e -

( ll 
Q .. , 

Z2C1 e

(Q,. 1 + Q. )
e 

.... (4.6) 



1 O l 1 12 l 
(Q .. 1 t Q,) 
e 

12 l 
(Q. 

Z1 e 
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12 l ( 1 l 
-Q.,) (Q. 

- Z2 e

11) 
-Q.,)

( 2 l ( 2 l 1 1 l I 1 l 
(Q .. 1 - Q

i

.,) (Q,.i -Q.,) 
Z1 e � Z2 e

1 1 l 12 l 
(Q .. 1 + Q., 1) 
e 

Hemos usado C1 y C2, ahora usaremos 

e 

( 1 l 12 l 112 l ( O l 
Q.. + Q.. : Q.. + Q.. y 

esto de la 2da condición de contorno 

I I l 12 l 
V + V

(2) ( 2 l

( 12 l I O l 
V t V 

11) 
( 12) ( 12) (O) (O) (Q1 - V )

11) 
(Q. - V ) 1 1 l 1 1 l 12 l 12 l 

[Q. - V t Q,,1 - V ] Z1 e - Z2 e

----------------------------------- e 

12 l 12 l 11 l 11 l 
(Q., 1 - V ) (Q,, 1 - V 

Z1 e - Z2 e

(Q., 1 - V +Q, • 1 - V )

(4.7) 

usaremos las siguientes transformaciones: 

e 

11) 
Q. 

----- : Z1

11) 
Q., 

e 

( 12) 

a. 
e 

112 l 
Q., 
e 

f 11 .. 1 l 

f1 (at2) 

f. 
Z12 -------

f .. 1 

( 2) 

Q. 
e f21 .. 11 
----- = Z2 ---------

e 

12 l 
Q., 

con 

y 

f21 at2) 

( 1) 11)
Q., : V 

( 12) 112)
Q., = V

y 

( 2) ( 2)
Q., V 

encontramos Z12 en función de Z1 y Z2 y f. = f. 1 f1 , f2 l 
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[Q. . -
e [ 

(12) 
V + Qn1 - Y J

(12)

] 

f1(n+t) f2(n+l) 

f1(n+2) f2(n+2) f2(n+2) f1(n+2) 
--------------------------------- Z1 Z2 

f1(n+21 f2(n+21. 12(n+3) f1(n+3J 

f1(n+3J f2(n+3J 

11 (n+l) l2(n+2¡ - l2(n+1J 11 (n+2J 
= Z1 Z2 -- --------------------- --- --------

11 (n+2) 12 (n+3) - '2(n+2) ldn+3) 
• • • • •  , • • •  1 .- •. • • • • • • • • • • • • • • • • • • •

1oi .. -r. -r •. 1 -rn+1

(4.8) 

(o) 

con Q. v = const. solución trivial de r. = 2 e - e - e nos da 

( 12) 
una (elación para Q. en función de 11 y 12; 

( 12) ( 12)
-(Q. - V ) f 1 (n+l l h(n+2l- h(n+t) ; 11 n+2) 

e Z1 Z2 1 O • • • •  I I • • •  I I • •  I I (4.9) 
l1(n+21 ;21n+3l- f2(n+2¡ f 1 (n+3) 

encontramos Z 12 = Z I Z2 ; de (4.9) obtenemos 

( 12} ( 12)
-(Q. - Q •. 1) f.• 1 f 1 • 1 

= ----------- ( 2- sol itón) ..................... · ......... (4.10) 
( 2) 

f. 

con fn= l2(n+1J l1(n+2J - f1(n+1) l2(n+2) 

De la ecuación (3.43) del capl tul o 111: 

.................................. (4. t t) 
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-nw1 -Et shw1 +nw1 +Et shw1
f1 (nl = 81 e + C1 e B1,C1E.A 

81 C1 > o ( en adelante 9mitiremos escribir E )· 

( E , es el coeficiente de shw1 que toma los valores t ll 

f1 (nl conduela a la solución t-sol ltón. 

-nw2 - t shw2 nw2 t t sh w2 
h = 82 e t C2 e (aqul hemos omitido escribir E = t ll 

82 C2 < O . 

h conduela a la solución t-antisol itón. 

Se usa 11 y •2 para construir 2-sol itón [91, esto est� de acuerdo con el procedimiento usado· 

en el caso de la ecuación de Sine-Gordon en el que se usa el t-antisol !tón (t-antikink) para 

obtener la solución N-sol itón usando la transformación de Backlund para aquella ecuación [5]. 

· -nw2 - t shw2 - w2
Desarrollando f. = [02 e 

-nw1 - t shw1 - 2w1
81 e 

- [ B1 e
-nw1 - t shw1 - w 1

-nw2 - t shw2 - 2w2
B2 e 

(usaremos: senhw = shw 

nw2 + t sh w2 t w2 
] [ + C2 e 

nw,, , t sbw, , 2w,J
-

+ C1 e

nw2 + t shw2 + w1 

] [ + C1 e 

nw2 , t shw, , 2w, ]
+ C2 e

coshw = chw) 

-n(w1+w2) - t(shw2+shw1) -(w2t2w1) n(wi+w2) + t(shw1+shw2) 1w2+2w1) 
= B1 82 e e + C1 C2 e e 

-n(w1+w2) - t(shw1+shw2) -(w1+2w2) n(w1+w2) + t(shw1+shw2J .(w1+2w2) 
- 81 82 e e - C1 C2 e e 



n(w1-w2) t t(shw,-shw2)
t 82 e I e 

n(w1-w2) + t(shw1-shw2J
. 82 e, e 
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1-w2+2w,1 -n(w1-w2) - t(shw1-shw2) (w2-2w1)
e + C2.81 e e 

(W1·2W2) -n(W1·W2)- t(shw1-SW2)

-e - 81 C2 e
(-W1 +2W2)
e 

· . Í-1w2+2w,1 -1w1t2w2�-n(w1+w2) - t(shw1+shw2) 
[
w2+2w1 w,+2w2

] 
n(w1+w2)+t(shw1+shw2) 

=81 82� - e Je + C1C2 e - e e 

Sean: s. = n (W1 + w2) + t(shw, + shw2) 

S- = n (w, - w2) + t(shw, - shw2) 

agrupando tenemos: 

3 (W1·W2) 
- - (W1tW2) - -------

2 2 

= 8182 e e 

W1-W2 
- -------

2 

e 

s. 

CON El Y E2 serla : 

3 

+ - (W!+W2)

3 

-S, 2

e + C1C2 e

(W1+W2) 

- (W1-W2)
2 

W1+W2 
- -------

2 
e e e + B2C1 e e . e 

3 

- - (W1·W2)
2 

+ C281 e e 

(W1+W2) 
- -------

2 
e 

w1+w2 

2 -S-
e 

s. 

e 

__J 



l - ; (W1tW2) 
= A, e 

-s.

e 

3 

- - (W1-W2)
2 

t A2 e 

-S-
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3 (W1tW2) 
- -------

. 2 

3 (W1-W2) 
- -------

2 

W1-W2 
sh (-------) t 

2 

WitW2 
t �, e e· t A• e 

.sJ 
sh (-------)

De las condiciones B1C1 > o y B2C2 <o· tenemos 

Luego A1A2 > O y AsA• < O 

/ w, -w2 

sean O, = 1/ A1A2 sh (-------) 
2 

/ W1tW2 
02 = 1/ A3A4 sh (-------) 

2 

con esto queda: 

6 1 
e 

62 
e 

/ A2 
= 1/ ----

A, 

/ A• 
= 1/ ----

As 

f. = 201, Ch (S.+61) t 202 Ch ( S-+62) 

escribiendo nuevamente E1 , E2 

2 

e 

con : u. : n (W1+W2) tt(E1ShW1 t E2ShW2) t ó, u. : s. t ó,

3 

- (W1tW2)
2 

3 

- (W1-W2)
2 

U- = n (W1-W2) +t(E1ShW1 - E2ShW2) t 62 U- = S- t 62

queda: 

(4.12) 

f.= 201 ch u. + 202 ch U- ............................................... (4.13) 

2 w,-w2 

01 = -48182 C1C2 sh 1 (-------) 
2 

e = ------ e 



-119-

2 W1+W2 

02 = -48182 C1C2 sh 1 (-------) 
2 

demostraremos la siguiente relación [31 

2 .. • 2

e = ------ e 

fn+1 fn+1 fn + fn fn - fn • •  O . ,  • • •  t I • • • • • • • • • • • • • • • • •  I 1 • • • • • • • • • .• • • • • •

entonces tenemos e 

e 

( 12) 

- (Q.

112) 

Q,-1 

1121 l 12)

- (Qa - Q,-1 )

2 d 1 

donde 01 log fn = t log fnl 
d t ! 

• • .2
f n fn - fn

: 1 + ---------------

fn 

fn+1 fn-1 

2 
fn 

Asumimos que se cumple la siguiente relación en general 

I 12) 112) 
2 I 12 l I 12 l

2 
1 + DI Ln fn ; 

(4.14) 

- (Q. - Q •. 1)

e 1 + 01 Ln fn ; donde Q. y Q.-1 son las coordenadas usadas en la 

112) 
- r. 2 

transformaclón de 8acklund para 
10) (1) (2) 112)

a. , a. , Q. Y Q. 

e 1 + 01 log fn ................................................ : ......... (4.15! 

11) 
Esta relación (4.15) es equivalente a la relación (3.47) para f,,1 y r •. Demostremos esto 

112 l
para fn y r, 

1 12 l 
.. 1121 -r.

r. = 2 e

112 l 
- r. - 1

- e

I 12 l 
- r., 1

e .................................... (4.16) 
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( 121 ( 121 ( 121 
r. = Q, - Q,. 1 

además consíderando las sfguíentes �ondfciones: 

( 12) 
1) r, = O cuando ¡n¡ �--> •• y

-nw -nw
2) fn----->F(t)e tG(t)e ;w = w1 tw2 .............................. (4.17) 

n--->-• 

w=w1-w2 ( tomamos w1 >w2 l 

· En (4. 13) vemos que la forma asíntótíca de fn cuando n---->-• es consístente con la relacíón

(4.9); vemos que fn 
n(2W2) 

F(tl t G(t)e W (W1+W2) 
Llm - = Llm --------- = e = e 
n--->-• fntf n--->-• 

·W -W n(2W2) 
F(t)e • G(tl e e 

= 1/(Z1Z2) ; esto está de acuerdo con (4.9). 

Ha 11 amos 

Llm log fn = Llm 
n--->-• dt' n--->-• 

. .  

fn fn - fn 
--- ;asumiendo: 

-wn . -nw
fn ll fn---->Flt)e •Glt)e 

n-->-• 

.. .. -wn .. -nw 
2)fn---->F(t)e +G(t)e

n-->·•

-nw • 1 -nw -nw -nw -nw • -nw

Llm 01 log fn= Llm 
n-->-• n-->-• 

[ w I F I t l e + w G I t ) e 1( F I t l e +G I t l e 1- [ wF I t l e + wG ( t l e I

., 

-nw -nw
[F(t)e +Gltle 1 1

F [ t l G[ t l 
Llm Di log fn=Llm (w'•w l --------------------- =O .............................. (4.18) 
n-->·• n-->-• 

-nw -nw
(F[t)e +G(t)e ]' 
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(4.18) y la condición 1) satisfacen la ecuación (4.15). 

Necesitamos 
nw nw 

fn [F(tle +G(tJe ¡ z

Llm ----------- =Llm ------- -----------------------------------
n--->-• fn-1 fn+I n-->-•

nw+w nw+w nw-w nw-w 
[F( t.Je +G( t)e l[F( t)e + G( t)e 

=Llm ·---------------------------------------------

n-->-• 
2F( t)G( ti [cosh(2w2 J l-1 

1+-----------------------. ·_ 

nw2 -nw2 
[F(tJe +G(t)e 1 1 

fn 
Llm ------------ = 1. ............................................................. (4.191 
n-->-• ,n-1 ,n+1 

reemplazando (4. 15) en (4. 16) 

d' 

dt 2 

fog ( 1 + --- log fn ¡ = ---- ( 2 logfn - logf. - logf,-1 l
d2 l d2 

dt 2 dt 2 

d2 (12) d2

----- r, = ----

dt 2 dt 2 

2 

f 1 

( ---------- 1 
f 1 + 1 f 1 · 1

l ·· ....................................... (4.201 

Integrando (4.20) dos veces con respecto al tiempo 

1121 f n 1 
r, = log ------------ + a +  bt ................................................... (4.21)

f 1. 1 f 1. 1 

a,b se determinan de las condiciones de contorno : 

l 12)
ll r, ----> O 

1 n \--->+ • 
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fn 
11) Llm log 

1 n 1-->t• 
1 ----------- l = o ===> a = o y b = o

fn-1 fn+I 

r f n , 1121 fn 
puesto que l�l-->+•l -f:��-f:��- J 

1 ;luego r. = log -------.................. (4.22)
fn-1/n+ 1 

volv.íendo a (4.15) y (4.22) 

( 12) d 1 
r. = - Log 1 1 t --- Log fnl 

dt 1 

usando: 

Luego : 

1121 fn 
r. Ln ( -----------

r .. 1 f 1· I 

d 1 fn 1
- Ln ( t t ---- Ln r. l = Ln ·¡ ------------- 1 

dt 1 
Í1H f1-I 

d
1 f1+I fa-1 

1 + ---- Ln fn - ------------
dt 1 fn 1 

es decir : f1+1 f1-1 

( 12) ( 121
-(Q. - Qi-1 )

2 .. .2
fn + fn fn - fn

e = 1 t D1 1 Ln fn ; hemos usado (4. 15) que relaciona 

( 12) ( 12) 112) 11) 

r. =Q. - Q.-1 

tenlamos : 

y fn; analogamente tenlamos una relación entre r. y f.,, 

11) 111 I 1 I
-(Q. -Q.-1) 2 -r, 2 

e = 1 t Dt �.,1=====>e = 1tDr f.,1 

1 I] 1 I] 11] 

con r. =Q. - Qn-1 
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ESTUDIO DE LA SOLUCIOO 2-SOLITOO 

1121 1121 f,.1 f,-1· [2D1ch(U.+P1)+2D2ch(U-+P2)] [2D1ch(U.-P1)t2D2ch(U--P2)] 
exp {-(Q, -Q,-1) }- ------------ - ---�-- ------------· -------------------------------------

2 [2D,chU,t2D2chU- ] 1 

. con P 1 = W1 +Vfa 

recordando que : shW, 

W1 

f. 

-------> Velocidad de 1-sol itón 

-------> 'Velocidad' de 1-antisolitón. 

Desarrollando en el numerador : 

. .................. (4.23) 

D� (ch 2U,ch 1P1-sh 1U,sh 1P1) + D2
2 

(ch 1U-ch 1P2-sh 1U-sh 1P2) + 2 D1D2�hP1chP2chS,chS--
7

-shP1shP2shU,shU-J

Agrupando términos el numerador queda : 

( D1 chP1 chU, + D2 chP2 chU-) 2
- (D1 shP1 thU, t D2 shP2 shU-) 1 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  (*I 

Ahora haremos el siguiente cambio de variables : 

ó I t 62 
U, =a + b; a=nw 1+E1t sh w1 + --------

2 

61 • 62
U- = a - b; b=nw2 + E2t sh w2 + -------

2 

.......................................... (4.24) 
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Usando el numerador dado én (*l y (4.24), la expresión (4.23) queda : 

[ D1 chP1(cha chb+sha shb) t D2. chP2(cha chb - sha shbl J 1 - [ (D1 shP1 tD2 shP2) sha chb +
-------------------------------------------------------------------------------------------

[ (D1+D2l cha chb t (D1-D2l sh a sh b J 1

+[(D1shP1 - D2shP2) sh b ch a ¡ 1

Desarrollando ·1os binomios al cuadrado en el numerador : 

Dividiendo el numerador y el denominador entre ch'a ch'b y luego agrupando términos en el 

numerador : 

2 2 

2 (Dt - D2 l tha thb + 1 D, chP1 + D2 chP2 l' + (D1 chP2 - D2 chP2 l I th'a th'b - ( D, shP, + 

El denominador queda : 

[ (D1 + 02) + (Dt - 02) tha thb ] 1

Nuestra intención es hallar una expresión del tipo : 

-r.

e = 1 + Vn ; Vn --->función de Ui; u¡= n Wi+ Ei t senh Wi + 6i ;i=1,2 
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En el numerador sumando y restando la expresión: 

(D, t D2) 1 + (D1 - D2) 1 th 1a th'b y agrupando términos luego de usar th.1a = 1-csch'a y 

= [ (D + D2) + (D1 - D2) tha thb 1 2 + [(D1 chP1 + D2 chP2) 1 -(D1shP1 + D2 sh P2) 1 - (D1shP1 -

- (D chP1 - D2 chP2) 1 + (D1 shP, - D2 sh P2) 1 l 

Agrupando términos constantes en el numerador : 

2 2 2 2 

= 2D1 (ch 1P1 - sh 1P1) + 2D2 (ch 1P2 - sh 1P2J-2 (D1-D2) + 2 D1D2 sech 1a [ ch(P1+P2)-11 + 

+ (D1-D2) sech 1b [ ch (P, - P2) -1 1 + [ (D,chP, - D2chP2) 1 - (D1-D2) 1 ! sech 1a sech'b + 

t [ (D1+D2) + !D1-D2) tha thb l' 

la expresión total queda : 

2 D1D2 sech 1a [ ch!P1+P2)-I 1 + 2D1D2 sech 1b [ ch (P1-P2)-l l+[ (D1chP1 - D2chP2) 1
-

=1+ ----------------------------------------------------------------------------------------

[ (D1+D2) + (D1-D2) tha thb l' 

- (D1-D2) 1 ] (sech 1a sechbl

Volviendo a las variables originales : 
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P, t P2 = 2w, a = nw, + E, t s h w, + 6 , 

sabemos: 

ch (2W1) - 1 = 2 sh 1w1 Ch (2W2) -1 = 2 sh 1W2 

Reemplazando estas exprésiones y dividiendo el numerador y denominador entre 4 D1D2 

sh 1w, sech 1 (nw, + E1 tsh w1 + 61) + sh 1w2 sech 1 (nw2 + E2 tshw2 + 62) + Sosech 1 ( 
- 1+ -----------------· --------------------------------------------------------------- ..... . 

[ S, + S2 th (nw1 + E1tshw1 ·+ 61) �h (nw2 + E2tshw2 + 62)] 1

(nw, + E1 tsh w, + 6, ¡ sech 1 1nw2 + E2 tshw2 + 62) 
----------------------------------------------------------- ................ .... (4.25)

con So = [ (D1 chP1 - D2 chP2) 1 - (D1-D2) 1 ]/ (4 D1 D2) 

S1 = (01 t D2) / (4 D1D2)112 P, = w, t w2 

S2 = (D1 - 02) / (4 D1D2 l 112

Se ve que : 

6J y 62 estan dados en (4.20) 

P2 = w, - W2 

------> S1=ch (P/2 l P = P(w, ,W2) 

ó t 62 Ó 1 • Ó 2 

con 61 = ------- 62 : -------

2 2 
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Esta expresión ( 4.25 l ya es conocida para nosostros ya que verificamos en el capitulo 11 como 

solucion de la ecuacion de Toda de una red LC no-lineal. 

2. F<IWtS AS I NTOTI CAS DE LA SOLUC 10N

DE TIPO 2-SOLITON 

Veamos las formas asintóticas de la solución t2. 1•2 =. 2-SOLITON l 

. sh 1w, sech 1 u, t sh 1w2 sech 1 u2 t �. sech 1 u2 sech 1u2 
•2 - 1 t ------------------------------------------------------

( Sr t S2 th u, thu2 l 1 

u, : w, (ntE1 V1t)t61 

senh Wi 
Vi =---------- i = 1,2 

Wt 

Con Vi la velocidad de propagación de la señal i-ésíma. 

Las fases totales u, y uz nos indican la existencia de 2 pulsos interactuando entre el los,noso­

tros queremos ver •2 cuando la interacción entre el los es despreciable; para esto asumimos 

las siguientes condlciónes: 

shw, shw2 
il w, > w2 ===> ---- > ---- t V, > V2, la primera onda es más veloz que la segunda ).

Wt W2 

E1 = E2 = -1 (las ondas avanzan de izquierda a derecha , en el plano •2,u i ) .. 
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iil u, -----> -• manteniendo u2 ---> finito ===> sech 1 u1 ---> o

(la onda 1 está en -m) 

th u, ---) -1 

entonces �2 queda 

Sh W2 sh 1w2 sech 1u2 
•2 = t + ---------------�­

( S1 - S2 th U2) 1 
= 1 +(----------------�------- 1 1

ch o/2 chu2 - sho/2 shu2 

de (4.25) tenemos : 

S 1 = ch a 12 

s, , sh 112, -;- , ch {

1 uego : 

t2 = 1 + sh 1w2 sech'! u2-a/2J

WI W2 

sh ! 
2
-J_ch !

2
-J

] 
W1-W2 Wt+W2 

sh ! -----) sh ! -----1 
2 2 

Fig. 1.-En este caso las ondas 

practicamente no int�ractfian 

o 

En las regiones próximas al punto u = o.tenemos los siguientes perfiles: 

Fig.2 Se muestra la onda 1 
próxima a la onda 2. 

<.---""'==--------===-----=:::...J....---------> 

o u 



Flg.3.-lnteracción de 
las 2 ondas. 
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Á<------=-'----'--�-----------> 
o 

F!g.4.-La- onda 1 ·se aleja después 
de la interacción más rápido 
que la onda 2. 

(---"-'-----=----=,�------=-------=�--> 
o 

iiil u, ----->•• manteniendose. u2 ---> finito ====> sech 1 u, ---> o -

(la onda 1 esta en tm) 
th u, ---) ti 

t2 queda 

sh 1w2 sech
1 

U
1

t2 = 1 + ------------------- ; tomando S, y S2 en función 
! SI t S2 t h U2 ) 1 de 0'2.

tenemos : 
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$2 = 1 + sh 1 w2 sech 1 (p2 + --- l 
2 

.. Vemos en la Fig. 4 que 1a forma del 2do pulso se mantuvo invariable después de la colisión con 

.el pulso t. Excepto que se produjo un cambio total in su fase igual a o, que está relacio­

nado con w 1 y w2 según: 

DIAGRAMA DE LAMB PARA 

OPTENER 3-SOLITON. · 

Solución 1-solitón 

3. SOLUCION TIPO 3-SOLITON

( 12) 

A,z'/
Q,

2-solitón

/ ( 1) I 3 l 
Q. Qn 

1 1 31
/2 21 

Q¡ 

2-solitón

3-sol itón

Usando la relación (4.7): 

(3) (3) (1) ( 1 ) (1 3) (13) (12) ( 1 2) 
( Q, - V + Qn 1 - Y ( Q, - V ( Q, - Y ) 1 12 1 1 1 2 Í 1 1 31 1 1 3 1 

e 21 e -22 e (Q •• 1 -v + Q •• 1- v l 

Haciendo las transformaciones: 

------------------------------- e 

( 1 3 l 1 1 3) ( 1 21 ( 121 
(Qn 1 - y ) (Q1 .¡ - V ) ......... . 

Z I e - 22 e
.................................... ( 4.26) 



1 121 1 121 
Q, - V . f 1 

. e = Z 1 · __ _ 
f1+I 

-t3i-

1131 1 131 
Qn - V f 1 

e = Z2 ----

Reemplazando las últimas relaciones en (4.26) 

I 3) 13 l
Q, - v fn fn+I - fn fn+I 

a - --------------- ----------

fn+I fn+2 - 'fn+I fn+2

" .. 

Z1 Z2 ... 3 
1-----l 

Z , .. 2 

si hacemos g, =( fn fn+I - fn fnn l/fnt2 

tenernos 13 l ( 3) 
Q. -V Z1 Z2 g. 

( 1) ( 1)

Q, - V • 
at 1 

e z ---
- .. 2

( 31 13 J ( 31 
e - ----- como r. = Q, - Q,. 1 

tenemos 

z Qatl 

( 31 
-r. g •. ig .. 1

e - -----------
2 

g. 

(3-SOLITON) .................................. (4.27) 

La obtención de las funciones g. es muy laboriosa, por la dependencia de f,,f. y'ª' cuyas 

exp1esiones vemos en (4.12) para f. y fa y (3.48)-(3.49) para-·· En (4.11) vemos que 

fn= fn[f1(nl,l2(nll; de acuerdo al diagrama de Lamb para 3-SOLITON tenemos fn =fn(f1(n),-3(nl] 

fn y fn tienen una función l1(n) común, [f1(nl da lugar a 1-solitónJ. 

SI w1 es la frecuencia de f1(nl, observamos que w, debe aparecer tanto en fn como en fn; lue-
13 J 

go, exp[-(r, ll tiene tres frecuencias (w1, w2 y W3) que corresponden a la interacción de tres 

pulsos con sus frecuencias respectivas, en ¡u11 ---> +m tenemos 

(31 3 
•3 = exp(-(r, 11 = r �3(Ui l ; u¡ =n w1tE1 t senh w1 + 61

i = 1 

�3(Uil ---> representa a cada una de las ondas solitarias que forman 
3-sol itón

Anotamos que -1(nl puede ser (3.48) que forma 1-sol itón o (3.49) que forma 1-antisol í tón, mas 

adelante aclaramos este aspecto. 
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RESUJ.EN DEL PROCEDIMIENTO PARA OBTENER SOLUCIONES DE TIPO N-SOLITON DE LA RED DE TOOA 

Hasta ahora hemos usado variables aslgn,ndoles Indices y sub-Indices segOn la necesidad sin te­

nei en cuenta· su uso sucesivo hasta obtener la solución de tipo N-sol itón, ahora re­

formuJaremos nutstras notaciones para evitar confusiones, partimos de ·1a ecuación: 

-r. -r •• 1 -r,-1
r. = Q, - Q, - 1 r. = 2e - e - e ................ ! 8. 1) 

Con la condición de contorno : 1 Qa 1 = constante para todo n. 

1 n 1 ------> rm

Notamos que { Q. } = constante es una solución de (8.t) , a esta solución 1 !amaremos la 

solución trivial de (8.1) . 

La idea es partir de esta solución para obtener otras soluciones mediante una transformación 

canónica previamente obtenida. 

d 

d, 

d 

d, 

...:_ ' 

( 1) 

[ 

( 11 · . ( 1) 

] 
(Q, -Q,-1 =A1 exp ! -(Q, �-Q,JI - e

_
xp [-(Q,-1 -Q,-1)} ...... (8.2) 

(Q. -Q.) = A1 exp ! -(Q .. 1 -Q,JI - exp [ -(Q. -Q,-1)! ....... (8.3) 
( 1 I -1 [ ( 11 ( I) ] 

11) 11) I 11 

Donde A1 es una constante arbitrarla; se verificó que r. = Q, -Q •. , y r. = Q. -Q,-1 

satisfacen (8. 1). Las expresiones (8.2) -(8.3) son llamadas la T.8 para la red exponencial de 
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Toda cuya ecuación de movimiento es (8.1). Es conveniente introducir la fun.ción auxiliar fn: 

e 

( 1) ( I} 

(Q, · 1 - Q. 1)

Q .• 
A e 

2 = -----------

e 

( 1) 
Q .• 

;. 
: z ------ ; 

... ,

Z es un parámetro. 

Y buscanios soluciones dé•· usando (8.2) y (8.3) y además la solución trivial; 

• 1 • 1 

-(n,t) = 8(tl 2 t C(t) Z 811¡ y C11J funciones de t por determinar. 

-E tshw
8 ( t) = 80 e 

E tshw 
C1 1 ¡ = Co e 

-w
con: Z=E e w>O ; E = t 1; j 2 1 < 1

-nw -E tshw nw + E tshw 
; ( n, t) = Bo e t Co e 

De acuerdo al signo de Bo Co tenemos 2 clases de soluciones, una solución regular y otra 

solución singular. 

El signo de E determina en que dirección se propaga la onda. 

además : e 

11) 11)
[Q. - Q •. il 



Bo Co > O 

1-SOLITON: $1

( 1) 

-r. 1 1 , 1 1 1 1 1 1 
tf(n,tJ=e ;r. =Q, 2 Q,-1 
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f1 (n,t)=2Do ch[(n-l)W1+Et sh w1+61] 

2 61 / Co wt 
Do = Bo Co, e = / --- e 

\/ Bo 

,11n1 �1(n+2) 
tf (n,t) = --------------- ( sol itón l 

2 

-1 ! n+ 1 l

tf(n,t) =t +sh 1w1 sech 1(nw1+E1 tsh w1+61) 
(solit6n) 

Bo Co < O 

1-ANTISOLITON : t1

. 11) ( 1) ( 1) 

,21n,t)=2Do sh[(n-1)w +Etsh w +6 I 

1 1 1 f 
•

1 1 1 

·2 - 6 I -Co w 
Do = -Bo Co, e = / --- e 

\ I 

Bo 

-l(n) ,11n+21
•t (n,t) = --------------- ! antisolitón l

·2

;1 (n+tl 

(11 (1) ( 11 11 I
tt (n,t) = 1-sh 1w csch 1 (nw +Etsh w +6 l 

(antisol itónl 

Nota : Para determinar ,1 ó f1 se necesitan tres parAmetros para cada uno : 

( 1) 

(Bo Coy 61) y (Bo Coy 6 ) respectivamente. 
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Método para construir una solución de TIPO 2-SOLITON 

Para esto partimos del diagrama de Lamb para: 

(o) 

Q. ---·---> Solución trivial.

( 1) 
Q. -------> Solución 1-solitón.

Los tres primeros (solucion trivial, 1-
sol itón y 1-antisolitón) son conocidos, 
nos proponemos usar una secuencia de la 
T.B.según el siguiente diagrama : 

- ( 1 ) 

Q. -------> Solución 1-antisol'itón.

f 21 

Q. -------> Solución 2-solitón.

Diagrama de Lamb 
para 2-sol i tón. 

f IJ 

1/Q.�
-1-

Zt 

f O I f 21 

Q,

��

Q. 

At - Zt 
21 At 

"11) 
Q. 

d f O l ·, 1 l f 1) f O J f I J f O J -d1-- (Q, - Q,-1) = At [ exp { -(Qn - Q. 1} - exp 1 -(Q,-1 - �,-11!] ........... (8.41

d (0) -fil •, · "fil (OJ "fil (O) -d1-- (Q, - Q,.,¡ = A1 ·[ �xp { -(Q, - Q, l} - exp 1 -(Q,., - Q,.,11] : .......... (8.51

. d fil (2) • 

[ 
(2) fil (2) (11 1 -d1-- (Q. - Q,-1) = A2 exp { -(Q, - Q, I} - exp [ -(Q,., - Q,-1llj ........... 18.61
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d ·111 (21 

[ 

121 ·111 121 ·111 7 
-----(Q, -Q,-1l = A1 exp {-(Q, -a. l}- exp.[-¡Q,-1- Q,-1lll ........... (8.7) 
dt J 

Imponiendo las condiciones de contorno : 

IOJ 10) 111· 111 12) 12) "111 ·111 
11 Q., = v = const. Q., = v . = const. Q., = v = const. Q., = v = const. 

1 O 1 121 111 . 1 11
21 a-, + a., = a:, + a., 

con : 

(01 lll "111 121 (O) "111 
21 : A1 exp ( V -. V l : A1 exp ( V - V ); 22 : A1 exp ( V - V ) 

111 12 l 
A 1 exp (V - v l 

(21 121
-(Q, - Q.,) ,2(nl 

e = 21 21 -------- , 22 = 21 2, 

121 12 l 

-2(n+1l 

-(Q, - Q.,¡ •2(n+1l f2(n-11 
---------------

• • • •  1 • • • •  t • • • • •  1 .  1 • • • • • • .. . . 1 .  1 1 • •  1 1 1 .  1 • • •  1 • • • •  1 (8.8) 

12) 1 O) 11) . 11 J 
Hemos despejado una relación para Q, en función de Q, , Q. yªª a partir de las 

relaciones (8.4), (8.5), (8.6) y (8.7) con: 

,2(nl = ,1(nt1l l1(n+2l - l1(n+1¡ �1(rt+2l 

f1, f1 ya son conoc1dos 

sea 121 121
-(Q. - Q-,)

$2= e 

usaremos 
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( 1) ( 1) ' ( 1) ( 1 l '
12(nl=2D1 ch[n(w1+w )+Et(shw1+shw )+611+2D2 ch[n(w1-w )+Et(shw1-shw )+621 

sabiendo que 

•2(n+lll2(n-11
$2 = --------------- ... , .......... 2-sol itbn 

!hlnll 1

, 

( 1) 

sh 1(wl)sech 1Q1+ sh 1(w ) sech 1Q2 + So sech 1Q1 sech 1Q2 
$=!+---:--------------------------------------------------- (2-sol !tbn) 

[S1 + S2 1h01 th02J 1

con 

(1) ( 1) ' 

02 = nw + et shw + 62

61 + 6 2 
62 =-------

2 

261 Co Co 
e 

" 

80 80 

( 1) 

O 1 = W1 + W 

( 1) 

02 = WI - W 

61 - 62

62 =-------
2 

( 1) 
3(W1+W ) 262 

e e 

80 Co 3(W1-W 
e 

� 

80 Co 

( 1) 
) 

(JI 

WI - W 

( 11 
w, + w

D1 = - 480 80 Co Co sh'[--------1 
2 

D2 = - 480 80 Co Co sh'[--------1 
2 
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6 1 + 62 

62 2 4 / C,' (3/2)w, / Co (3/2)W1 
e = e I / [e 1 = 1/ ,--- e 

B,' Bo 

ó 1 - 62 
( 1 I I • ( 11 

62 2 4 / Co' (3/2)W /- Co (3/2)W 

e = e = I / [e 1 = 1/ ---- e 
8,

1 

Bo 

NOTA: Para determinar f2(n) se necesitan 6 parametros (Bo,Co,62,80,Co y 62), hay 

2 velocidades : 

111 

sh w, sh w 
y , correspondoentes a las soluciones 1-sol itbn y 

w, 11) 

w 

1-antisolltbn respectivamente que nos han servido para hallar la solucibn 2-solitbn.

Tomando condiciones de contorno adecuadas obtuvimos a partir de la TB una ecuacibn que 

relaciona 4 juegos de coordenadas, que slmbol izaremos cada juego como 

1N1 ---> orden del sol iton. 
Ql(n, ti 
1 �--> funclbn de n y t.

> k-esima solucion obtenida.

El diagrama de Lamb para 2-soliton es: 

Diagrama de Lamb 
para 2-so I i tón. 

111 --->1-sol iton 

1/
Q

'�z, 
IO) 

� 
(2) 

Q,1n, t

�) 

Q,1n, 1 1 

• 1 1 l

Q2(n,tJ --->1-antisol it0n 
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podemos extender para 3-sol iton (obviando escribir la dependencia de n y tl 

111
Q ¡ 

Z1/�Z2 

101/ � (21 
Q1. 

Y

Q¡ .

. . z2· Zt , Z3 
�·111 �UI 

· 
1/

2 
Q
,�13 . y º ' 

(0) � (2) 
Q2

.�z3
. 

z2/
Q2 

�z4 
�(11/ �(31 

· Q3 . ·Q2 . 

· 13/ �14 · V
(o)/·.·· � 12) 

Q, ""'-14 
1/

3 
Q
a 

�-111
Q4

Diagrama de Lamb para obtener 
2 soluciones de tipo 3-solitbn 

-Se han usado 4 parámetros 21,22,
23 y 2• (Y sus correspondientes
A1,A2,A3 y A4)

-Para obtener una solucion de tipo
3-soliton es necesario te�er pre­
viamente por lo menos 2 solucio­
nes de tipo 2-soliton.

Diagrama de 4-soliton. 

Usamos la siguiente notacion por simplicidad 

En la ecuacion (3.33) usamos la notacion anterior 

(11 ( 11 
Qt(nl Qk(n+ll 

e e 

= Zk 

11) 111
Qk(-m) Qk(nt2) 
e e 

y de la ecuacion (4.9) 

k= 1 ,2,3,4 ................................ (8.9) 

• ( 1 1 • ( 1 1 
para k=2,4 serán Q2(nl y Q•(nl 



e 

e 

12 l 
Q1 (nl 12 l

• , ( n l 
= P1 -------

12 l t 2 l 
Qil-m) ,1(n+1)
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i = 1,2 1 3 P1 =Z1 Z1,1 ........................ (8.10)

12 l 11 l 11 l 11 l ( 1 l 
con f1(nl = f1(n+1) 11,1(n+2) - fl(n+2l f1,1(n+1l

11 l 12 l 12 l 13 l 
Usando la ecuaclon (4.7) para relacionar f1•1 ,f¡, 1,,1 y •1 segun el diagrama de Lamb

anterior

131 (31 (11 111 121 121 (21 121 
(Q1(n)- vi + Q1,1(n+1l- v1,1l (Q1,1(n)- v1,1l (Q¡(n) - vil 121 121 121 121

e -

Z¡e Z¡,2 e (Q¡,1(n+t)-v1,i+ Q¡(n+1Hil 
- -------------------------------- e 

121 121 121 121
(Q¡,1(n+ll - v1,1l (Q1(n+1l - v,l 

Z1e - Z1 ,2 e ................. .. 
.......•....................•...•........... (8.11 l

j = 1,2

Usando (B.8)-(8.9) y agrupando

e 

131 
Q¡ (n)

13 l
y i 

luego

13 l 
·, f ilnl 

= Z1, 1 ------- ; con
13 l 

11 ( n+ 1)

12 l 12 l 12 l I 2 l 
131 f¡,,(nl ,¡(n+ll - l1(n) -1t1(n+ll

•1(nl --------------------------------------
111 

_1,1(nt2)

13 l 13 l 13 l ( 31 
-[Q¡(n)-Q¡(n-lll f1(n-1) f1(n+11

e . ----------------

131 
]

2
[• llnl 

3-SOLITON .................... (B.121

Es decir hemos escrito 3-sollton en la forma (8.8). Igualmente podemos escribir (B.ffl
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(N) (N·I) (N·I) (N-2) 

.para f¡, ,i , •¡,, y f¡,1 y llegar a la expresion de la forma (B.12),pero esta vez 

para N-solitbn 

con 

( N) ( N 1 ( N) (NI 

-[Q¡(n)-Qj(n-lJI f,¡(n-11 •¡(ntll
e - ------.--------- ............................... (N-solitbn) 

(NI 2 

[f¡(nl J 

( N · 1 I ( N · 1) 1N·11 IN· 1) 
!NJ ·1¡,1(nl f¡(n+1) - f¡(n) f¡,1(nH) 

f¡(nl - --------------------· ----------------
1 N • 2) 

f¡,1(nt2) 



CAPITULO V 

LA TRANSFORMACION DE B�CKLUND Y LAS LEYES 

DE CONSERVACION DE LA RED INFINITA DE TODA 
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CAPITULO V 

LA TRANSFCRMCION DE BACKLUND Y LAS LEYES DE CONSERVACION 

-DE LA RED INFINITA DE TOOA

Además en esta sección presentamos un procedimiento sistemático para construir leyes de 

conservación a partir de la Transformación de Backlund asumiendo la condición de contorno: 

J 

Q. y Q. ---> constantes cuando ¡n¡ -·--> t•

. -(Qi-Qn •I) 

Considerando la función e derivable y con.tinua de Z podemos desarrollar en serie de 

potencias enteras de Z, convergente en ¡z¡ < 1. 

- (Q.-Q •• 1)
e 

t• ( •l

c r z• f. 
m = o 

(. l ( •l

n : 0, t1, t2,... ft E fa 

Z = AC, en secciones pasadas trabajamos con 

1 

-(Q,-1-Q-•) 
e 

,. e 
Q-• 

Z ---- , donde Z =A------
,.• I ' 

Q-• 
e 

Estos mismos parámetros A y C serán usados aqul en (5. 1) 

Considerando la condición de contorno señalada obtuvimos una relación a partir de la 

Transformación de BBcklund, esta relación es: 

' ' 
dQ. -(Q. -Qn) -(Q.-Q. l 
--- = A e - AC t - e
dt A AC 

derivando k veces la expresión (5. ll tenemos: 

(5 .1) 

(5.2) 



(k) dk -(Q.-Q.,1)
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e f. = --- 1 e 11 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  t .• • . ' . ( 5. 3 l 
dZt Z = O 

1 k l 

hemos evaluado_ en Z = O para anular los térmfnos de potencia mayores que k, para obteneJ f. 

usaremos P, = Q. (momentum de la partfcula n-ésima de masa unidad) 

Convengamos que: 
( • 1) ( • 2)

f1·l : Q , fn·I : 0 (5.4) 

sustituyendo la ecuación (5.11 en la ecuacfón (5.21 e fgualando. los términos con igual potencia 

( 11

de Z, obtendremos una fórmula de recursión para los f.

' ' ' 

· (Q. · 1 -Q.) • (Q.-Q.) -(Q, · 1 -Q.)
P, e = A e e - AC

-(Q •. ¡-Q,) 
e + • .

A AC 

' ' 

·(Q,·Q,) ·(Q,-Q,,¡) ·(Qn11·Q1)
buscando otra expresión para e = - e e 

-(Q.-Q •. ¡)/2 
sean a. = - e 

2 
==> 8111 = - e 

4 

·(Qa-1·Q1)
e .... (5.51 

...•.•...•.........• ( *) 

luego la expresión queda : 

1 1 

-(Q,-Q.) 2 -(Q.-Q.,1) 
e 4 a .. 1 e 

2 +• 1 k 1 

= 48,,1 e r zt f. 
k:O 

( 5. 6 l 
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- usando [5.6) y (5.5) la relación (5.5) queda:

+• l•l 2 +• - ( k) +•
Zk f, í 

11) ti
- P. e - 1 z• f. - 1 AC 1 ( 4a .. 1 l í z 1 ¡ •. ¡ - AC 1 1 z•

1:0 k: o 1: O 

1 +• l•l 

+ -- - -- (Cl í Z• f •. , 
AC AC •= 0

slmpl ificando 'C' e introduciendo Z = AC tenemos 

e (1) 2 te lkl +• (1) +•
P, }:· z• f1-I : 4 a .. 1 í Zktl ¡. í 21 f,-1 - z 1

1:0 
k: o 1 :O 

+• (•) 
+ - í Z• f •. , 
z z 1:0 

1:0 

1:0 

1.) 
Z• /, -1

- (.)

¡. · 1

multiplicando por Z y agrupando en una sola sumatoria las potencias de Z del producto de 

sumatorias con Indices independientes k y 1 

+• l•l +• 
P,í z••1f,-1=4 a,.1 í

1:0 k, 1 :O, 1, .. 

1 k l 1 1 l +• 1 • l t• 1 • l 

Zk•1•2 /, /,., - í z••2 f,-1+1-í Z• /,-1 .. (5.71
1:0 1:0 

2 te (k) ( 1)
- el término del 2· miembro 4 a,tt í Zk• 1 •2 f. fn-1

k, 1 

1 k l 1 1 l 

f I f.· 1 
a:2 k,I: 0,1, ... 

ktl : •·2 

- reemplazando el término f del 2· miembro por I Z• 6.,o y reordenando (5.71
m 



- poniendo todas las sumatorias de Z•

tenemos

+• 111 +• 

r z• J •. 1 =r z• 6., º - P. r 
•=O 

•=O 
•=1 

+• 1 k l 111 
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1•·11 2 +•

Z•J,-1 r4 a,,, r Z•[ 
•=2 

+• 1 • ·21 
r 

. f, f, · 1 1 - I Z• f,-1 • • • • • • • • • • •  1 • • • • • • • • • • • • • •  

k 1 1 : o 1 1 -. :2
k. 1 : 11. 2

(5.8) es válido para n = O, ± 1, !2, ... 

igualando los coeficientes de las potencias iguales de Z: 

1 o l 111 1 O l 
f.-1 1, J,-1 = -P, f,-1, 

1 k l 
reemplazando sucesivamente los f,-1 

1 o 1 
/, • 1 

111 
f 1 · 1 - p 1 

(21 2 2 

J,-1 + P, - 1 + 4 a,,1

(31 3 2 

121 111 2 1 O 1 1 O 1 
f,-1 = - P, f.-1 + 4a,11 J, f1-1 

f,. 1 = - P, + 2Pn - 4 a .. 1 1 P,. 1 + 2P, l 

1 o 1 
, •• 1 

(5.8) 

(41 4 2 2 2 2 2 2 2 

f,-1 + P, - 3P, + 1 + 4 a,11 (P,,1+3P,t 2P,,1 P,-3) +16(a,12 t a,,1) a,,1

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  I 1 1  • • • •  O 1 • •  1 1  • • • •  I • • • • •  I • • •  1 I I t i  1 1  • •  1 1  • • • • • • • •  1 • • • • • • • • • • • •  I I I 
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Es decir hemos hallado una _fórmula de recurrencia para los coeficientes de Z• en el desarrollo 

(5.11; que podemos expresar: 

1 

- (Q.-Q .. 1) 2 2 3 2 

e : e ( 1 - P. z t (P.-1 t 4a •• ,) Z' t 1-P, t 2P.- 4a.,, (P1• 1 +2P.]) Z3 ••••••• }

·-· ••....••.•.•...•• (5. 9) 

Las expresiones anteriores podemos resumir en una fórmula de recurrencia 

l•l (1· l 1 (1-2) 2 ( k 1 1 1 1 

f,-1 = 6.,o - P, f,-1 - f,-1 • 4a,., r f. f,., para m=2,3, ............ (5.101 
k, 1, O, 1 

k+I =1+2 

dfa 
Veamos la forma que toma ---- ; nuestro deseo es obtener cantidades de la forma de f, que se 

dt 

conservan es decir, la suma de alguna variable dinémica de todas las partlculas sea constante. 

(. 1 

los f. 

1 •I 

11) 

f (P,, a.); dependen de los P. y de los Q, a través de a •. 

Es decir los f, son funciones con variables dinémlcas del sistema. 

Para esto derivamos con respecto al tiempo la relación (5.11 y luego usamos otra de las trans­

formaciones de BQcklund, esto es 

1 

d
1 -(Qn-Q,) 

- ---- (Q,- Q,-1) = A [e
dt

1 

- (Q •. 1-Q •. 1)
e 1 (5 .11 l 



Der ívando (5.1 l 

' 
., -[Q1-Qa11) 

¡Q .. 1- Q.¡ e 

. ., 
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+• l•I 

e r z• f. 
1:0 

( k) +• ( r) 

(Q, 11- Q. 1 f, ) = e r zr f. 
r: O 

(5 .12) 

Ademés le daremos una forma distinta.al segundo miembro de 15.11), lo pondremos en función de 

l•I 2 -(Q,,1-Q,) 
l-0s an1 y los f, haciendo uso nuevamente de (5.1) y de a .. ,= (1/4) e

tenemos 

d ' 
---- (Q,- Q,. 1)
dt 

., 

' 
2 - ! Q, -Q .. 1 1

A [ 4aa II e 

' 
2 -(Q,-1-Q,) 

4a, e 1 

2 +• l•I 2 +• l•I 

= 42 [ a n, 1 r Z• fa - a, r Z• f. - 1
1:0 1=0 

2 +• 1 • 1 +• 1 • 1 

: 4 [ 81+1 Í 2111 f, - a, L za•I fa-1 
a:O .,o 

+• ( r · 1) 2 ( r • 1) 

usando Z = AC 

Q,- Q,-1 = 4 í ( a,,1 f. - a. f,., ) zr .................... (5.13) 
r=I 

reemplazando esta última relación en (5.12) 

+• 2 ( r • I) 2 ( r -1 J r 

4 ! r ! 8112 f,,1 - a,,1 f. 1 z
r=I 

+• 
1 1 r zt 

k=O 

( r) 
(k) +• df,. 

f. ) = r zr -----
r :0 dt 
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desarrollando en el 1er miembro: 

1 O I ti 2 1 r • 1 ) 2 1 r • I ) ti 2 

4 f, [I (a .. 2 f,,1- a .. 1 f. l zr ]t4 I z,¡ a .. 2 

P · 1 ( r • 1 ) ( p • r) 

I f .. 1 f, 
r=I p: 2, 3, . r=I 

1 r) 
2 p. 1 I r·I) 1 p • r) t• dfn 

- a1•l I f. f. 1 : I zr ---�- .............................. (5.14) 
r: 1 

r: O dt 

igualando los coeficientes de las potencias iguales de Z. 

( p 1 

d I o l I o l 

--- f. O---> f, = const 
dt 

d 11) 10) 2 (O) 2 (O) 

--· f1 : f. [an,2 f,,1 - a .. 1 f, 1 ............................... (5.15) 
dt 

df • 2 ( p • 1 1 2 ( p • 1 ) 1 O) p • 1 2 1 r • 1 ) 2 1 r • 1 ) 1 p • r 1 
----= 4 {· [a,,2 f,,1- a.,1 f. 1 f. t I (a,,2 f.,1- a.,1 f. f. }
d t r: 1 

para p = 2,3, ... · ... 

sumando para todas las partlculas en ambos miembros de la última expresión: 

1 P 1 
t• df, 
I ---- : 

a: ·1 dt 

d +• 1 p 1 +• 2 ( p • 1 1 2 1 p • 1 1 1 O 1 

(I f. 1 = 4 I { [a,,2 f.,1- a,,1 f, f. t
dt •=·, •=·, 

p • 1 2 1 r · 1 1 2 1 r • 1 ) 1 P • r)

+ I (a.,2 f,,1 - ªª" f. 1 f. } ............. (5.161 
r = 1 

De la primera relacion (5.151 tenemos 



+• df 1 

l O 1 

r = o 

I: .• dt 
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De la segunda relacibn (5. 151 

d ti 111

-- 1r ¡. 1 
d t n=-• 

+• 2 (01 2 (01 (01 

r (81•2 f •• ,- a •• , f. ) fn 
n=-• 

+• 
en las sumator las .del t lpo r (Y .. ,-Yn) = Llm 

1•·1 r,1-->+1 a:-r 

= Llm I r Y. - r Y. 1 
r,1·>+1 1•-r•I 

-r 

= Llm ( Y,.,-Y-r l 
1, 1 ·) +• 

+• 
r (Y .. ,-Y.) = y., - Y-• ........................ (5.17) 

a: ·1 

l 11 1 O 1 

Usando (5.17) en la relación para f. teniendo en cuenta además que f. = const. tenemos 

d +• l 1 ) 2 1 O l 2 I O I 

--- 1 r f. l = a.• f•• - a-• f-• 
dt -· 

2 

Pero a.,

2 

a-•

4 

4 

.................................................... (5. 18 l 

por las condiciones Q,, a. --> const. cuando ¡n¡-->t• 



d +• l 1)
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+• l 1 I 

luego: --- 1 r f. 1 = o ===> í f. = const.; es decir nos confirma que 
dt -· 1 = -• el momentum total se conserva 

La expres!on (5. 16) nos da la relacion para 

l P 1

df, 

dt 
p>l , no todas las sumatorias son del tipo: 

+e 

í (Y,.i-Y,l 
•=-• 

que nos perm!tir!a eventualmente obtener cero en el 2do miembro de [5.16); por tanto los 

+• l P 1

r f. · [p>I) no son cantidades que se conservan.
• = -·

Buscaremos estas cantidades en la relación [5. 13); 

Desarrollando (Qn- Q,-1) en serie de potencias enteras de Z 

[Q.- Q,-1) : 

1 k I d k , 
D,-1 = ----- (Q,- Q,-tll 

l k) 

D,-1 

dZt Z = O 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  1 • • • • • • • • • • •  

Usando [5.19) en [5.13) 

d +e k ( k ) t• 2 ( m • 1 ) 2 ( 1 · 1 ) 

r z o. - , 1 = 4 ( r ¡ a •• , f. - a. f. - , l z• }
dt 1: 1 

por la propiedad de la derivada : 

(5. 19 l 
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t1 k d (k) t1 2 (•·1) 2 (1-I) 

r Z Dn -1 = 4 { r [(a •• , f. - a. f,-1 l Z•] } 
dt I' 1 

• ( o l

Igualando los términos de igual potencia de Z: i) o •. 1 =O, para k=O 

d (k) 2 (k-1) 2 

iil --- Dn-1 =4a .. , f. -4a, 
dt 

( k · 1 ) 
fa· 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.20) 

k = 1, 2, 3, ... 
(5.20) tiene la forma de una ley .de conservación con la aproximación en diferencias de la 

derivada parcial de la expresibn : 

2 ( k · 1 ) 
a(ilf(xl cuando se toma x •• , = x. ti 

( k) ( •l 

Una relación entre los o •. 1 y los f •. 1 obtenemos de (5.19) y (5.1): 

1 t• 1 (1) 

de (5.11 (Q .. 1- Qa ) = log ( e r Z f. l luego comparando con (5.19)

t• • l•I 
log ( C L Z ¡ •. , 

•'º 

.,o 

t• k (k) 
r Z D.- 1 
kcO 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , . . . . .  . (5.21) 

( k l (.) 

Esta relación sirve para hallar los D1-1 conociendo f. a partir de la relación

t• (k) 
de recurrencia (5. 10) 

DE�STRACION DE I Da-1 = const. ; k = 0,1,2, ... 
,,., 

En la relación (5.20) sumando en ambos miembros de n = - • hasta n = t • :

t• d ( k ) t• 2 ( k · 1 l 2 ( k • 1 ) 
r O •. 1 = r 4 ( a •• 1 f. - a • f. -1 l ; es ta es un a s urna to r i a de I t í p o

1'-1 dt 1'-1 

k= l,2 , ... 
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+• 

r (Y .. 1-Y.) que segun (5.17) es igual a (Y+• - Y-•l ; usaremos esta suma en la 
-·

2 ( k- 1 I 

última expresión ; con Y. = ªª f,-1 

Además usando la propiedad de ia derivada tenemos, 

d +• ( k ) 2 ( k - 1 ) 2 ( k - 1 l 

--- (í D,-1)= 4 [ a., f•• - a-• f-• I ...................... (al 
dt 1 '-1 

2 

de (5. 18) tenemos at• 
. 1 2 

= --- ' a-• : ---

4 

y de la relación (5.31 tenemos: 

/ 

1 

(kl dk -(Qn-Qn1) 
e f. --- ( e l 1

dZk Z = O 

(O) e 

1 

-(Q-• - Q-•) 

cuando ¡n¡ -->+• ===> Q, = const. Q. const. luego /1• = ----­
e 

; sabemos que 

para 

k 1,2, ... 

Q-• 
6 (O) 

e= --- , ====> f,• 
Q-• 

e 

( k l 

e f-• 

1 k l 

c f•• 

dk
= (Cl 

dZk 

dk 
(C* l 

dZk

(5.22) 

• t O O •  t O O & t t t t .. . 1 1 1 1 t I O (5.23) 

( k) 

o . :::::::) f,• o 
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. Usando las relaciones (5.22) y (5.23) en (a): 

. d +• (k} 

--- 1 r 0,-11 = o 
dt f: -·

. •• ( k} 

======>· I On 
•

= 
.• 

const............................. (5.24) 

Estas sumatorias son constantes del movimiento para k = o, 1,2, ........ 

( k} 

De la relación (5.21) hal !amos las expresiones para los D. ;

1 1 

para esto asumimos que (Q •• 1 - Q.) i Ln 2 • (Q-• - Q-•l =====> 

(Q .. 1 - Q.) 
1 1 

o i ----------- i 2 -----> O i exp [(Q .. 1 - Q.) - (Q-• - Q-,l I i 2

e 

(Q .. , - Q.)
e 

1 

(Q-• - Q-•l 

exp (Q .. 1 • a.) 
- 1 l --------- • 1 i 1 ---} ------------------ - 1 

de 15 .1) 

· (Qa-Qnt 1)
e ·• t•I 

- 1 = r z• f. 
., 1 

1 .. .. .. (5.25) 
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ta l•l e 

(Q .. 1 - Qn) 

sea x = r Z• f. ; por la condición impuesta en (5.25) ¡x¡= ¡------ - t I i t
m= t e 

(usaremos el siguiente desarroi lo en serie: 

x I x3 x• 11, x • 
log (ltx) = x - -- t -- - -- t ... t(-l -- ± ••• con - t < x i t l 

2 3 4 n 

en et primer miembro de (5.21) tenemos 

t• • l•l t• • l•l 
log ¡ r z f •. ,J=lo9¡1+r z f •. , )tlogC 

.,o 

desarrollando los 4 primeros términos de la serie: 

u • l•l t• •
1 og ¡ 1 t r z f •. , J = r z 

., 1 ., 1 

1 •l 1 

f,-1 - ---
2 

t• • 
r z 
1: 1 

1.) 
¡.., 

+• p 

r z 
p: 1 

1 P 1 

¡. · 1 t 

1 t• • 1 • ¡ 
- r z f •. ,
3 ., 1

t• p (p) t• q (q) 1 t• • l•l ti p ( p ) t• q ( q I t• r ( r 1

r z f,., r z ¡ .. , - - r z ¡ .. , Í Z /a-1 Í Z ¡ •. 1 Í Z fn-1 
p: 1 q: 1 4 • , 1 p: 1 

q: 1 

Obtengamos los primeros términos con potencias de Z (Z, Z', Z3 y z•¡ 

r=I 

(1) (2) (3) 141 1 (1) (2) (31 (1) (21 (31 
=(Zf,-1+Z'f1-1+ Z3 f •. , t z• f,-1) - - (Z f,-1+ Z 1f,-1t Z3 f,-1)(Z J,.,t Z 1 J,.,t Z3 J,-1)

2 

f 1 1 l ( 2 l ( 1 1 121 ! 11 121 f { 1 l 1 1 1 I 1 1 ! 1 1
t - (Z , •. ,+ Z'fn -l)(Z f,.,t Z'f •. ,)(Z f,.,t Z 1 f1-I) - - (Z f1-1)(Z J,.,)(Z , •. ,)(Z 11-1) 

3 4 
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111 (21 1 (1) (3) (1) (2)- 1 (11 141 1 (11 
= Zf.-1+ Z 1 [ /1-1· - (f.-1) 1 ! + Z3 [ /1-1· /1-1/n-1+ - lf1-1) 3 1 + Z4 [/a-1- - lfn-1) 4 

2 

2 3 4 

12 l ( 21 ( 1 l ( 1 l ( 31 
(/1-1)1 + /1-I (/1-1)1. f,-1 f1-I t ......... 

comparando el ultimo desarrollo con el 2do miembro de (5.21) 

( o l
01-I log e 

11) 
01 · 1 

1 2 l 
o. -1

( 31 
01-I

= 

(- p.¡ 

1 11) 

- lf 1 -1

13 l 
f 1 · 1 

(4) 

( 2) 
) 1 t f 1 · 1 

1 (1) 11) 12 l
+ - (/1-1)ª . f 1 · 1 f 1 · 1

1 11) ( 1) ( 31 ( 1) 12 l 1 ( 21 ( 4) 

O, - , f.-1 - - (/1. 1 ) 4 • f 1 · 1 f 1 · 1 + (f.-1) 1 
f, · 1 - - (f.-1) 1 

( k) 
Usando las funciones [1-1 

11) 
01-1 - P.

4 

tenemos. 

1 2 l 1 2 2 

0.-1 - P, + 4 a1•1 - 1

2 

2 - (Q1•t·O1)
con a,.i = - e 

4 

2 
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131 1 3 2 

Da-! P. - � P. - 4 a .. 1 (PPI t P,l,

(4) 1 4 2 2 2 1 2 2 2 2 
D,-1 - P. - P •. t - t 1s·a •• 2(a,.,t --a.,1Jt 4a,.1(P,.1t2P. t P,., P,- 2l

2 2 2 

Son las 4 primeras cantidades que se conservan. 

•• 

La primera es el momentumtotal r P. = const 
a:-,

La segunda es la energla total de la Red 

•• 1 2 

Energla cinética total í - P. 
n: ·1 2

(sistema con m=1) 

Vimos en la sección anterior que la energla potencial total es 

•• 2 t• -(Q,.1-Q,) 
r 4a.,1 : í e 

1: .• 
a= ·1 

•• ( 21 •• 

(5.26) 

En la suma í D,-1 surge la sumatoria í (1) que diverge; este inconveniente se 
a:-, 

I' -. 

supera si desplazamos el nivel de referencia de la energla potencial de cada una de las partl­

culas; haciendo 

' Q •• 1 - Q. 
v •• ,,. = e -1

2 Q .. , - Q, 
luego 4 b.,1= e -1



con esto: 

2 2 
a .. ,= b,., + 

2 2 
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4 

( 2) 

D, -1 P1 + 4 bn•I 
2 

•• 1 2 , 

E101,1 = í { - P. +v •• , .• }= const.
r: ·, 2 

( s 1 ( 41 2 

todo esto conduce a 

Da-1 Y . Da-1 en función de bn•I son: 

( 31 . t 3 2 
D. - 1 = -P .. 1 - - - - P. - 4 b .. 1 (P.• 1 + Pal

3 

(4) 4 2 2 2 2 2 

O 1 - 1 = - - • P 1 + P 1 • 1 P 1 + P 1 • 1 +4 b n 2 + 8 b 1 • 1 ( 2 b .. 2 + b 1 .. ) +
2 

2 2 2 
T 4 b 1. 1 (p .. 1 + p 1 +-P 1. 1 p 1) 

( 31 ( 41 

Para las constantes D, , o . ... no han sido hallados interpretaciones flsicas sencillas. 

Como se ve, hemos encontrado un número infinito de leyes de conservación puesto que 

K =t,2,3, ... 

Sí nosotros pudíeramos ser capaces de invertir las relaciones (5.26) de tal forma que tuvié-
1•1 

semos {Q,} y {P.} en función de los {D, } entonces habriamos resuelto el sistema de ecua-

ciones que da las ecuaciones canónicas del movimiento. 

Por supuesto que esto no es posfble, pero una vez que hemos hallado estas constantes, (en 

número que corresponde al número de grados de I ibertad del sistema) por lo dicho, esto nos dá 

una_pista para pensar que estas ecuaciones canónicas se podran integrar completamente; 

es decir se podrán expresar las coordenadas y las impulsiones en función del tiempo y el 

movimiento del sistema quedará determinado cuando se dan las condiciones iniciales. 

La existencia de un número infinito de cantidades que se conservan nos da la idea que el síste-
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ma de las ecuaciones canónfcas tfene una solucfón expl lcfta. 

En el caso de la ecuacfón de KdV; la exfstencfa de un número inffnito de leyes de conservación 

.. fncentfvó la busqueda de solucfones explicitas de tal ecuación (11. 



CAPITULO VI 

LAS INTEGRALES DE HE NON DE LA 

RED PERIODICA DE TODA 
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CAPITULO VI 

6. l. INTEGRALES DE LA RED DE TOOA

Ahora consideramos que la red de toda es un sistema de N masas unitarias conectadas por 

resortes no-1 ineales, gobernados por fuerzas de restitución exponenciales. 

· Esta es una red unidimensional no-1 lneal.

Las ecuaciones de movimiento son obtenidas usando el Hamiltoníano:

.H - -
N 2 N ·(Q, · Q,-1)
I P. t I ( e t ( Qn - Qn - 1 l }
.,, 1: 1 

Q, : desplazamiento de la n-ésima partlcula de su posición de equilibrio 

P. : momentum conjugado con Qa

Pa 

Q. = Pa

·(Qa · Qa-1) -(Qi+I · Qi) 
e - e

Si hacemos r. = Q. - Q,-1 y ponemos el �omentum en función de la velocidad u. 

correspondiente a la cordenada Q, tenemos: 

-r. -r .. ,

(6. 1) 

Q. : u. U, = e - e ...................................... (6.2) 

Son '2N' ecuaciones 

· Leyes de conservación de la Energla y el Momentum

Hacemos notar primero que las N coordenadas general izadas son independientes. Las solu­

ciones de las ecuaciones (6.1) para las N coordenadas. generalizadas y sus respectivas
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veiocidades, se pueden representar de la forma siguiente. 

Qi = Q. ( t , C t, C2, ...... C2N) 

n = t ,2, ... N; tenemos 2N constantes arbitrarias 

U1 = U1 (t, Ct, C2, .... -... C2N) 

Cjda juego de los c. dt una diferente función del tfempo para los Q. y U, y por tanto una 

ecuación de un movimiento particular. 

De estas 2N ecuacfones se puede excluir el .tiempo-y obtener funcfones de las coordenadas 

general izadas Q, y de las velocidades generalizadas U,, que permanecen constantes durante 

el movimfento. Estas funciones se llaman integrales Q!L movimiento. 

El problema fundamental de la mec�nica es hallar las fntegrales del movimiento; entre 

éstos la primera integral de movimiento de cualquier sistema cerrado es su energia total. 

Esta ley se deduce de la uniformidad del tiempo, es decir, de que las leyes del movimiento 

de un sistema son independientes del origen de los tiempos que se elija. En nuestro caso 

particular de sistema conservativo, de la uniformidad del tiempo se deduce la ley de la 

conservación de la energla mecanica total Q!L sistema. 

En efecto, en virtud de la uniformidad del tiempo la función de La¡range L, que define la 

ley del movimiento del sistema conservativo que estudfamos, no depende expl lcitamente del 

tiempo. 

Primero: 

demostraremos que 
óH ól 

ót ót 
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. . 

(*) H (Q,P,tl P, Q, !Q,P,t) - L (Q,Q(Q,P,t), ti 

L = L (Q,Q, t l 

ól 
(**) de Pa = ---- obtenemos Qa = Qa(Q,P,t) 

6Qa 

En (**l hemos usado el teorema siguiente: 

sea Pa = fa (Q,Q, t) donde Q = {Q1, Q2, ... QN} 

a= 1,2, ... ,N· 

Puede ser invertido para producir 

ófa 
Qa = ga (Q,P-,tl sólo si det( ----- l :j: o 

óQB 

ó 1l 
esto es si det( -------- l :j: o .

. . 

óQa óQB 

tenemos derivando !*l 

óH óQ, 
---- = P, 
ó t ót 

ól 

ót 

óL rn, 

rn, 6 t 
( ***) 

el primer y tercer términos de (***) se cancelan de acuerdo con (**) 

entonces 

6H ól 

Segundo : Demostraremos que 

• • •  O O O  • • • • • • • • • • • •  I • •  1 • • • •  O 1 1  O O I O I I I I O • • •  t O t o  t • • •  O O O 

dh óH 
----- = a partir de h(t)= H (Q!tl,P(t),tl 

d t &t 

(6. 3) 
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d h 6H 6H . 6H 
----- - Q, t ---- P, t ····· (*l
d t 6Q, 6P, 6t 

Usando las ecuaciones canónicas : P, = -

La expresión (*l queda : 

Q, = -

dh 6H 

d t 6t 

6H 

6H 

6P, 

(6.4) 

de las propiedades (6.3) y (6.4) vemos que si L no depende explícitamente del tiempo, 

tampoco H dependera expl lcitamente y que Hes entonces una constante de movimiento. 

Tercero: Consideramos el Lagrangiano del sistema L = T - V 

6L 

H = Q, P, - L => H = Q, ---- - L 

6Q, 

6T 

Q, ---- - L 
6Q, 

= Q, P, - IT-V) (aquí usamos la relación (*l de la nota(1)) 

= 2T - IT-Vl 

H = T t V 

En este caso H =E= const. 

Es decir que la energía total es una constante del movimiento del sistema. 

1 • 2 - r.

L = --- mí Q, -í (e t r,) 
2 
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donde: 

V= V (Ql -: la energia potencial del sistema que es independiente de los Q, 

T = T (Ql : la energla cinética que es cuadratico homogenea en los Q, 

N , 2 

T = í -- m Q. 
a = 1 2 

óL 
de L obtenemos: P. = --. = mQ, 

6Q, 

1 N 

luego: T = --- í Qn P, 
2 n: 1 

2T = 
N ' 

í Q. Pn (*l 
a, 1 

Integral del movimiento de un sistema cerrado es también el vector impulsión (o cantidad 

de movimiento) de dicho sistema. La ley de la conservación de la impulsión se deduce de la 

uniformidad del espacio. La uniformidad del espacio significa, que en él la trasla­

ción paralela de un sistema mecanico cerrado, como un todo �nico, no varia las 

propiedades mecanicas del mismo, es decir, que durante esta traslación su función de La-

grange permanece invariable. 

La función de Lagrange del sistema : 

1 • 2 -r.
L = - í Q. - í (e 

2 
+ r,l; estamos tomando m = 1

para todas las particulas. 

tomamos una variación de la función de Lagrange cuando el sistema se desplaza paralela­

mente una distancia infinitesimal, definida por el vector traslación óg = 6g i entonces 

todas las Q, se sustituyen por Q. t 6g 

===> r, = (Q, t óGJ - (Qa-1 t 69) 

r 1 : a. - a. - 1

r. queda invariable, es decir:

r. (Q, ,Q •. 1 ,69) r a (Q. ,Qa- 1) 
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. . 
6L = L (Q,, + 6g, Q, + 6g, t l - L (Q. ,Q,, t l 

1 • . - r. ( 6 g l 
= { � r (Q, + 6g l 1 

- r1 e + r. 16g l l } -
2 

1 . 2 -r.
{--- r a. - r (e + r,l

2 

6L = O 
d 

ten¡endo en cuenta ----· (6g) = o, puesto que 6g = const. 
dt 

6L 
adem�s 6L =· r --- 6g 

6L 

69 r usando la ecuación de Lagrange. 

tenemos 

e 6Q, 

d 6L 6L 
--- (---. ) - o 

dt 6Q. 6Q. 

d 6L 
6L = 69 { r ---- ( --.)} 

1 d t 6Q. 

d 6L 
6L = 6g ---- ( r ---- l 

dt 1 6Q. 

1 6Q. 

usando 6L = O d 6L 
====> ---- 1 r --. 1 = o 

dt 1 6Q. 

d 
---- ( 1 P, l = O ===> P = r Pa = const. 
dt • · a 
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como es una red unidimensional se entiende que si elegimos el eje x como la direc­

ción de movimiento todos los Pn estaran en el eje x 

6.2. INTEGlALES DE HEOON 

Volviendo a las ecuaciones (6.2) 

-r. -r .. ,

Q. = U, U, = e - e 

Trataremos de hallar mas integrales del movimiento. 

Para esto definimos:· 

- 1 Q •• 1 - Q. l - r .. 1 

Xa = e X, = e 

Las ecuaciones de movimiento vienen a ser: 

con rn,1 Q, t 1 - Q, 

x. : (U, - U111) x. ; u. : X1-I - x ......................... (6.5) 

Consideramos el caso de una red perlodica: 

Q,,N = Q, , (N es el número de partlculas) ésta es una condición de 
contorno 

El sistema sera definido por un periodo completo, por ejemplo por las partlculas del 1 al 

N. Probaremos que las siguientes expresiones son N integrales independientes del movi­

miento: 

l. =í Ui1 Ui2 ... Uik !-Xi1l !-Xi2) ... (-Xirl ; m=1,2, ... ,N(6.6l 

donde la sumatoria se extiende a todos los términos que satisfacen las siguientes 

condiciones: 

.- Los Indices i1, i2, ... , ik, j1tl, ... , ir, irtl, que aparacen en cada término, 

(en cualquier caso: expllcitamente o impllcitamente a través del factor Xi) son 
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todos diferentes (con módulo N). Debe notarse que a través del factor Xlr se deter­

mina 2 Indices de 101 Q, a saber: 

( Qjr Y Qlr+1 ) 

11. El número de estos Indices es m;- satisfaciendo esta relación:

k • 2 r = m ( un Indice Ir ya determina el siguiente Jr+l l 

Sí dos términos difieren sólo en el orden.de los factores no son considerados dife­

rentes, y por consiguiente solamente uno de aquel los términos aparecera en la suma. 

Escribamos esta expresiones para los primeros valores de N = 1, 2, 3 y 4 

Para N = t; primero determinamos los valores de k y r: k • 2r = m; para m = 1 

es decir un Indice i, y ningun Indice i (ya que r = 01 

el Indice i1 tiene el único valor 1 (debe ser i1 i N) por la condic. (11 

en def ini t!va queda 11 = U, como integral única de movimiento de la 

forma dada en (6.61 11 es el momentum para una particula de masa unidad. 

Para N = 2; los valores de m seran 1 y 2, tendremos 11 y 12, ahora obtenemos valores 

de k y r para esos valores de m según la relación conocida entre 

aquel los, 

k • 2r = m 

o 

2 

o para m = 1: k = 1 y r = O, es decir un Indice i y

ningún indice í, 

es decir 

í1 = 1,2, ---> 11 = t Ui1 
i 1 

l 1 = U, + U2
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para m = 2: 

( * l k = O y r = 1, es to es, ningún Indice

í y un Indice í 

í 1 ; 1,2 . 

, tenemos la suma 

í 1 - Xí I l 
j 1 

(**) k = 2 y r= O, esto es, 2 Indices 

i (i1, i2l y ningún 

Indice j. 

con i1, i2 =· 1,2, tenemos la suma 

de (*l y (**l queda: 

.í Ui1 Ui2 
¡ 1 1 

i 2 

12 : r (-Xj1) t r Ui1 Ui2 
j I Í 1 , i 2 

en la segunda sumatoria hemos considerado 

la condición (lll 

Para N = 2 hemos obtenido 2 integrales 11 y 12, 

· 11 ----> es el momentum total que se conserva.

1 2 ----> un significado flslco simple no tiene esta integral, pero se ve 

que está relacionado con la energla total E. 
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2 2 

1 2 1 2 U1 U2 
12 = - --- U1 t --- U2 + U1, U2 - (--- t --- t X1 t X2) 

2 2 2 2 

�-- (U1 +U2) 1 - ( T +V l 
2 

12 --� 11 - E 
2 

1 2 , 1 2 
hemos tomado T = --- U, t --- U2 y V= X1 + X2 en la a�terior 

demostración. 2 2 

expl ícaremos esto : 1) U, y U2 son las cantidades de movimiento de las 

partículas de masa Unidad t y 2 respectivamente. 

entonces la energfa cinética del sistema queda: 

1 2 2 
T = --- U, t --- U2 

2 2 

21 la energf a potencial total 

V = VI t V2 

-(Q1-Qo) -(Q2-Q1) 
= {e t (Q1-Qo) } + { e t (Q2-Q1)} 

Pero por la condición de una red periodica: 

en esta caso N = 2 

n = 0,1,2, ... 
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con esto Qo = Q2 y Q, = Qa 

-(Q3-Q2) -(Q2-Q1) 

y V= e + e t (Q1-Qo) t (Q2-Q1) 

X2 

V= X2 t X, 

1 2 
entonces 1� =, --- 11 - E , 

2 
E---> energla total 

1,--->, momentum total 

conclusión: para N = 2 hemos obtenido 2 integrales de movimiento (1, y 12). 

Para N = 3 Los valores de m = 1, 2, 3; tenemos 11, 12 y la 

para m = 1 ; k + 2r = m 

o 

Indices í : i, , ningun índice r 

1 ¡ = r U í 1 = U 1 + U2 + Ua 
í 1 = 1,2,3 

otra vez 1, representa el momentum total. 

para m = 2 ; k + 2r = m 

o 

}2 o 

!*l es decir k = O (ningún indice íl 

r = 1 (un Indice il j, =1,2,3 

entonces tenemos la si�uíente sumato­

ria para esta combinación de Indices. 

(**) k =2; i1, Í2, = 1,2,3 

níngun índice i !r=Ol 
í !Uí, Uí2l 

Í 1, Í 2 



de (*l y (**) tenemos: 

-170-

lz I (U[1 U[z) t I (-Xj1) 
[ 1 1 Í 2 j 1 

= U, Uz t U, Ua t Uz Ua - X, - Xz - Xa

al efectuar la priinera sumatoria hemos cons[derado las condiciones (1 l y 

(IIJ que prohibe los siguientes términos: 

U1.U1, Uz.Uz, Ua.Ua; por tener Indices que se rep[ten 

Uz U,, Ua U1 , Ua Uz ; térm[nos que se diferenc[an con los ya escritos 

solamente en el orden de sus factores. 

Nuevamente: 

1 1 2 1 2 1 2 
lz = --- (U1tU2tUaJ 1

- (--- U,t --- Uz+ --- Ua t X1 t Xz t Xal
2 2 2 2 

E= Energla total. 

1 2 2 2 
con T = --- (U, t Uz t Ua) , 

2 
energla cinética (considerando masas 
unitarias) 

V = X1 + Xz ¡. Xa , energla potenc[al 

N ·(Q1·Q1-1)
verificamos V= I { e ¡. (Q.-Q.-1)} 

D: 1 

en general para N = cualquiera y considerando Q.,N = Q, (red perlodica) 

·(Q 1-Qo) -(Qz-Q 1) -(QN- l·QN-2) ·(QN-QN- 1)
V= e t(Q1-Qo)te t(Q2-Q1)t ... te t(QN-1·QN-2)te t (QN-QN-1) 
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-(Q¡ -Qo) -(Q2-Q1) -(QN- 1-QN-2) -(QN-QN-1) 
= e t e  t ... te te t (Q1-Qo) t (Q2-Q1)t(Qs-Q2)+ ... 

t (QN-1-QN-2)t(QN�QN-1) 

-(QN•I-QN) -(Q2-Q1) -(QH-1-QN-2) -(QN-QN-1) 
= e + e + ... + e te + ( Qo -Qw l 

para m = 3 

luego 
13 

V = Xw t X 1 + .. .. + Xw - 2 t XN - 1

es decir V = r (Xi I l energla potencial total .. .. .. (6.7) 

k + 2r = m 

j 1: 1 

tendremos dos tipos de sumatorias 

(*) k = 3 ==> {i1,i2,ia,} y ningún Indice í 

1 Ui1Ui2Uia 
i I i 2 i 3

(**) K: 1 ::) ÍI: 1,2,3 Y í=l, j1: 1,2,3 

1 Ui 1 !-Xi I l 
i IÍ 1 

1 Ui1Ui2Uia +2 
i I i 2 j 3

Uí 1 (-Xi I l 
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En la primera sumatoria se tuvo en cuenta la condición (ll; es decir, no 

aparecen los términos U1 U 1 Ua, U2 U2 Ua, .... en los que se repiten· los 

1 nd ices de I as ·u. 

Tampoco apare_cen los términos U2 U1 Ua, U1 Ua U2, Ua U1 U2 , U2 Ua U1, 

Ua U2 ·U 1 , q�e d[fieren del término U1 U2 Ua, ya escrito, solamente en el 

orden de sus factores. 

En ra segunda sumatoria se tuvo en cuenta la condición (1 ll que es fAcil 

de tener en cuenta y la condición (ll que deja de lado los términos 

U1X3, U2X 1 , UaX2, ... puesto que a través de X,, X2 , Xa, estén los 

Indices [ 1 = 2, 3, t, que repetirlAn los sublndices de U2 Us y U1 respec­

tivamente, a saber:· 

-(Q2-Q1) -(Q3-Q2) -(Q�-Q,) 
X 1 = e , X2 = e y Xa = e 

en X 1 ya aparece el sublndice 2 de Q2 que repefiria el sublndice de U2

en el producto U2X1, la misma explicación sirve para LJ3X2 y U,Xa. 

Si queremos desarrollar para N mayores, habra que fijarnos en los lm 

anteriores y hacer un cuadro 
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N ····> 2 3 4 

11 

12 

13 

14 

U1 U1+U2 U1+U2+Ua U1+U2+Ua+U4 

U1U2·X1-X2 U1U2+U1Ua+U2Ua·X1·X2·Xa U1U2+U1Ua+U1U•+U2Ua+UaU4+U2U4· 

X1·X2�Xa·X• 

U1U2Ua-U1X2-UaX1-U2Xa -U1X2-U1Xs-U2Xs-U2Xa-U2X4-

-UaX1-UaX•·U4X1 · LI•X2 +

+U1U2UatU1U2U•+U2UsU4tU1UsU4

U1U2UaU•·U1U2Xa·U1U4X2 · 

-U2UsX•·UsU•X1+X1Xs+X2X4

Fig. Integrales de movimiento para sistemas con N = t, 2, 3 y 4 partlculas 

sucesivamente con condiciones de contorno perlodicas. 

Se aprecia en el cuadro que los 11 son los momentum totales en cada caso y los 12 

2 

están relacionados con 11 y la Energla por : 12 = t/2 11 - E. 

Para probar que l. = o, es conveniente hacer el siguiente convenio de 

notación: 

Sean simbólicamente Un = In], (-Xn) = In, n+t] 

las relaciones (6.5) vienen a ser: 
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d 

Xa = (U. � U.,,1 X. ----> --- [n, n+II = ([nl-[n+111 [n,n+II,

u. : x. · 1 - x.

Escribamos nuevamente 1. : 

dt 

----> --- [ni = -[n-1,nl + [n,n+11 
dt 

l. = 1 Ui1 Ui2 ... Uit (-Xítl (-Xhl .. (-Xjr) 

(m = 1,2,3, .. Nl 

(6.8) 

Por consiguiente lm es una suma de términos de la misma forma como los 

términos originales excepto que un indice eventualmente puede aparecer 2 

veces. 
d . • 

Observemos la derivada de un término de lm: --(ABC .. GJ=ABC ... G+ABC ... G+ ... +ABC ... G 
dt 

Consideremos todos los casos. 

al Un término derivado no tiene Indice doble: 

La no repetición de un Indice en un término derivado puede ocurrir solamente 

después de la derivación de un factor [ni; observamos que esto es asl por la 

forma que toma esta derivada en (6.8); es decir aparecen los Indices n-1 y n+1 

que podrlan diferenciarse de los indices de los otros factores que eventualmen­

te no han usado estos Indices (n-1) y (n+ll respectivamente. 

Un término nuevo tendrá indices no repetidos si por ejemplo 1n+1• no ha sido 

usado por los otros factores de este término en cuestión, entonces el término 

resultante que contiene [n,n+11 no tiene Indice doble. Además existe otro 

término original donde [ni es reemplazado por [n+ll, quedando los otros 

factores con sus mismos indices correspondientes, es decir estos términos se 
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diferencian sólo por los factores [ni y [n+1J; por la condición (ll un Indice 

ik toma los valores 1,2,3, ... N. 

Este término una vez derivado el factor [n+tl produce dos terminas 
d 
-- [n+11 = 
dt 

- [n, n+1] + [n+1,nt2J uno de ellos, el que contiene a -[n,n+11 como factor,

anula el término anterior. 

Asl todos los términos derivados de esta manera se anulan. 

En la tabla anterior podemos ver términos de este tipo en N = 4, m = 3 

-U1X3 y -U2X3, -U2X4 y -U3X4, -U3X1 y -U•X1 (sabemos que Us = U4,1 = U,
para red periodica). 

d 
por ejemplo: - --- (U1)X3 = -(Xo - X1l X3 

dt 

d 
y - --- (U2)X3 = -(X1 - X2) X3 

dt 

se ve que los términos deriva­
dos t X, Xa y - X1 X3 se can­
celan. 

b) Un término derivado tiene un Indice doble n, común a un factor [nj Y a un

factor [n,n+1I. 

Esto puede resultar de la derivación de un término original que contenía 

[n,n+11 ó [n![n+tl 

d 
(despues de la derivación de [ntl] : --- [n+11 = - [n, n+tl + [n+1,n+2ll 

dt 

d 

En el primer caso : ---[n,n+tl = ([n!-[n+tll [n, n+1!, el término : 
dt 

[ni [n,n+tl tiene signo (t) 

d 

En el segundo caso : -- {[n][n+t]} = [nl(-[n,n+1l+[n+1,n+2ll 
dt 

+!-[n-1,n]+[n,n+tJJ[n+II 
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Los otros términos de esta derivación no nos interesan por el momento. El 

término que contiene a [n][n,n+tl tiene signo (-); para algún término que 

contiene [n,nt1], existe otro término donde éste es reemplazado por [nl[nt11, y 

viceversa, como está demostrado por la regla de formación usando la condición 

(ll donde los Indices en cada término son todos diferentes y menores que N. 

En la tabla- vemos los siguiente términos de este tipo correspondiente 

a N = 3, m = 3; 

Is = U, -U2 Us - U1X2 - UsX1 - U2Xs; en nuestra notación: 

Is = [1][21[31 t [1][2,3] t [31[1,2] t [2][3,11 

derivación: Is = [11'[21[31 t [1][21'[3] • [11[21[31'+ [11'[21[31• 

[1][2,3]'t [31'[1,21 t [31[1,21'• [21'[3,11 t [21[3,11' 

donde los factores primados signfican 

derivadas con respecto al tiempo : ····[11 = [11' 
dt 

En este caso están los términos: [1][2,3l'Y [ 1][2][31', [3][1,21 y [1][21'[31 

[2][3,11' y [1]'[21[31 

Por ejemplo en el primer juego 

[11[2,31' = [11([21·[31) [2,31 = t[11[21[2,31 · [1][3][2,31 

y 

[1l[21[31'= [ 11[21(-[2,3lt[3, 11)= -[1][21[2,31 t [1][2l[3, 11 

Es decir los términos subrayados se anulan 

c) El caso de un Indice doble n común a un factor [n- 1,n] y a un factor [ni

Este caso similar al anterior resulta de la derivación de [n-1,n] ó [n][n-11
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d 
(como resultado de la derivación de !n-11: --- !n-11 = -!n-2 , n-11+ l!!..:1,_nl l 

dt 

en el primer caso : 

d 
--- [n-t,n] • (!n-t]-[nll [n-1,n] = !n-1]!n-1,nl - [n][n-t.nJ ... (*l 
dt 

en el segundo caso : 

d 
--- (!nl[n -t]l = [n i [n -t]' + !n]'[n-t] 
dt 

= [n i (-[n-2,n-tl t [n-1,n]l + [nl'[n-tl 

- [nl[n-2, n-t] + [nj[n-t.n! ............ (ºl

los términos subrayados de (*l y (**) son terminos que tienen el I ndice común

[n]. Además, se anulan por tener signos distintos. 

1 2 = !1]'[2]+[1][2]'+ [2]'[3]+[2][3]'+ [3]'[1] 

+ [31[1]'+ [1,21'+ [2,31'+ [3,1!'

Vemos que en este caso están : [1]'[21 y [t,21' ,[2]'[31 y [2 ,3I' ,[31'[1] 

y [3, t I' 

en el primer juego: [1]'[21 = (-[3,t] + [t,21) [21 = - [3,1] [21 + 11,2! 12] 

y 

[t,2]'= ([t]-[2]) [1,2I) = [t] [1,2] · illlLll 

los terminos subrayados tiene el I ndice comun [21. además se cancelan

mutuamente. 
d) Un término derivado tiene un I ndice doble n común a un factor [n-1,nl y a un

factor [n,n+tl.

Esto resulta de la derivación de un término original que contiene [n-1l[n, n+l l
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6 [n-1,nl [n+11, (despues de derivar [n-11 y [n+11 respectivamente) 

en el primer caso 

d 

--- ([n-1l[n,n+11 = [n-1]'[n,n+11 + [n-1][n,n+11' 
dt 

= (-[n-2,n-l]+[n-1 ,nl)[n,n+11+[n-1l[n,n+11' 

=-[n-2,n-1l[n,n+1l+ln-1,n1!n,n+11+[n-11[n,n+11' 

en el segundo caso : 

d 

--- ([n-1,nl[n+lll= [n-1,nl'[n+ll + [n-1,n][n+ll' 
di 

= [n-1,nl'[n+ll + [n-1,nl (-[n,n+11+[n+1,n+2ll 

= [n-1,n]'(n+11-[n-1,nI[n,n+1I+[n-1,nl[n+1,n+21 

Los términos subrayados contienen el Indice común n , y ademas se cancelan. 

Tomando la de N = 3 del cuadro : la = U1 U2 Ua - U1X2 - U2Xa - UaX,; 

la= --- ([11[2][3]) + (11'[2,3) + [11[2,3]' + [2]'(3,1] + (21[3,1]' 
dt 

+ [31'(1,21 + (31(1,21'

tenemos: 

[1]'(2,3], [3]'[1,21,[11'[2,31=(-[3,1]+[1 ,21)(2,31=[3,11[2,3) + [1,2)[2,31 . ,(*) 

y 

[2]'(3,1] [3]'[1 ,2]=(-[2,3]+[3,11)(1,21=-[2,3][1 ,2)+[3,1][1 ,21 ...... (**) 

y 

[21'[3,1] =(-[1,2]+[2,31)[3,1]=-[1,2][3,1]+[2,31(3,1) ......... (***) 

Los términos subrayados con (--l de (*l y (**l y los terminas subrayados con 

(==) de (*l y (***l se cancelan entre el los. 
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UEXO C 

APROXl�CION CONTINUA DE LA RED DE TOOA: LA ECUACION DE KdV. 

.Hacemos notar que la ecuación de KdV es una aproximación continua de la Red �e Toda. 

Mostramos la última afirmación a partir de la siguiente ecuación: 

. -(Q,-Q.-1) 
P. = e

-(Q,,1-Q,) 
- e ; estamos trabajando con un 

sistema de partlculas con 
masas unidad. 

.Subdfvlendo cada partlcula en M 'Subpartlculas' de masa 1/M y distribuyendo aquel las unlfor-

memente a lo largo de los 'resortes' nosotros local izamos cada partlcula mediante su posición 

· Q(x) en lugar de Q(n). Esto es, Q(x) es el desplazamiento de la sub-partlcula de su posi-

ción de equil ibrlo, sea h = a/M la separación entre las sub-partlculas, 'a' es la separación

entre n y n+I, n y n-1, etc.

El número total de partlculas es muy grande (N ---> +•) 

sean X= ih, i = O, t 1., t 2, .... el Indice que localiza las sub-partículas. 

La ecuación queda 

siendo Q¡ : Q (xi 

y 

Pt X 1

. -(Q¡-Q¡. 1) 
P ¡ = e 

-(Q¡. 1-Q¡) 
- e

· [Q(xl · Q¡x-•,I · [Q¡xdl · Q¡x,I
e - e ................ (*) 

usaremos los siguientes desarrollos en serie: 

h 1 (21 h 3 (31 h 4 (41 

Otx••I = Q¡x¡thQl11(Xl t --- Q(x) ! --- Q¡x) t --- Q1x1+ ... , hemos omitido escribir

2 6 24 la dependencia temporal de 
1 OS Q:Q( X, t) 
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_del último desarrollo obtenemos Q1x•�1 - Q 1x1 y Q1x-hl - Q1x1 luego los reemplazamos hasta 
4 

términos con h en la ecuación (*J ; además P1x1 = Q1x1 

(1) h 1 (21 h3 (3) h4 (41 (1) h 1 (21 h3 (3) h4 
(4) 

-(hQ 1xl - -- Q(x) + -- 0 1xl - --- Q¡x) .. ) -(hQ1x1 + -- Q1x1 + -- Q1x) + --- Q 1x1+ ... ) 
2 6 24 2 6 24 

Q( X) : e - e

considerando ondas suficientemente 'suaves• y tomando el desarrollo de los exponenciales hasta 

una aproximación de 260 orden: 

.. �1 11 h 1 (2) ·h3 131 h4 
141] 1 [ (11 h 1 121 h3 131 h4 (4)

]
2 

Q ¡x) Q - ·- Q + .-- Q · --· Q + - · hQ · - Q + -- Q - -- Q
2 6 24 (x) 2 2 6 24 (xi 

[ 111 h 1 121 h3 131 h4 141] 1 [ (11 h 1 (21 h3 131 h4 (4)]2 
+ hQ + -- Q + -- Q + -- Q - - hQ + -- Q +-- Q + -- Q

2 6 24 (xi 2 2 6 24 (xi 

agrupando términos y simplificando tenemos 

h4 141 (2) 3 (1) (2) 
Q (x)= ·--Q ¡x) + h 1Q(x) - h Q¡x) Q(x) 

12 

h4 3 
Q11 = ·- Qxxxx + h'Qxx · h Qx Oxx 

12 
( *)

; escribiendo las derivadas parciales como corres­
ponde puesto que Q es una función de x y t. Esto 
es, para cada posición de equilibrio x el 
desplazam1ento es función de t. 

Hac_lendo la siguiente transformación Qx = a V + e ; Q, = OV ; a, O, e, const. y V = V(x, tl 

reemplazando en la ecuación (*l 

O a h2

-- V, = [1-h !9+ a V ll a Vx + ---- Vxxx 
h 1 12 
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En la aproximación que se ha usado M es muy grande, de tal manera que los términos de la serie 

con factores. h 1 para r > 4 pueden despreciarse. 

h3a2 ah4

a (1-h l Vx t V1t ---- VVx - --· Vxxx = O ; 
B 120 

determinemos los parámetros 

a 1 h4 a 
1 - h9 = o, h3 

---- = -6 ; ------ =-1 --> a = lf(2h),. B = -h3 124 y 9 = 1th 
8 128. 

Vt · 6V Vx t Vxxx = O Ecuación de Korteweg-de Vr!es. 



CAPITULO VII 

LAS INTEGRALES DE HENON 

Y LA UN I C l DAD DEL POTENC 1 AL DE TODA 
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CAPITULO V 11 

LAS INTEGRALES DE HEOON Y LA UNICIDAD DEL POTENCIAL DE TOOA 

Bajo las condiciones de contorno periódicas hallamos en el Cap.VI las integrales de Hénon que 

usaremos en esta. sección para 'recobrar' el potencial de Toda.De esto nosotros podemos obtener 

la condición de integrabi I idad , .asumiendo que las integrales de la red de Toda son del tipo 

de las integrales de Hénon y el potencial de interacción actua s_ólo entre las particulas 

adyacentes (vecinos mas cercanos) entonces es posible solamente el potencial exponencial de la 

RED DE TODA [131. 

·sajo estas condiciones este es un problema de interacción de muchos cuerpos que tiene solución

analltica.

Asumimos el potencial de interaccion entre los primeros vecinos mas cercanos con condiciones de 

contorno periódicas : QN+• = Q. ; PN+, = P. 

Asi tomamos �orno el Hamiltoniano del sistema: 

H(Q, ,P. l 
N 2 

r P, + -
2 •= 1 2 

N 

r { V(Q,-Q •. 1 l t V(Q .. 1-Q.) } ......... (7 .1) 
1: 1 

En seguida justificamos la forma que toma la energla potencial en (7. 1); debido a que podemos 

escribir el potencial del. sistema de dos maneras 

N N 
r { V(Q,-Q,-1) ó r { V(Q,+1-Q,l tomando QN = Qo 
I' 1 1: 1 

en (7.11 hemos puesto el promedio de estas expresiones. 

Además consideramos que la fuerza que actúa sobre la partlcula n debido a la partlcula n+1 

es igual en intensidad, pero de sentido opuesto a la fuerza que actúa sobre n+1 debido a 
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n (asumiendo que es válida la tercera ley de Newton) 

n-t_ n n+1 
-O-\ I \/ \ I\ I\ /-0-1 / 1 /1 / 1 /1--0-1 /1 

f11+I : • Í1•l1 

- 6V(Q,-Q a,1l 6V(Q,,1-Q,l 1 1 
- - ---- - ----> V(Q,-Q,,1) = - V(Q111-Q,) .................... (7.2) 

óQ. 6Q. + 1

Para incluir el potencial de Toda en nuestro análisis, no asumiremos que 

V (Q,,Q.,1) = V (IQ,,1-Qa!); V11-1 = V (Q,-Q,q) 

sea A una función de ([Q.}, [P,}l definimos r un operador que actúa sobre A de la siguiente 

manera: 

[H,A} 

[A,H} 

r A 1 H es el hamiltoniano del sistema. 

{,} es el corchete de Polsson usual 

6A óH 6A 6H 
... + .... ---- donde los Indices repetidos en 

6Q. 6P, 6P, 6Q. 
sumatoria de� = 1 hasta N 

6 1 ó 1 6 1 6 1 

un término indican 

{H,A} = [ r P. --- • (1/2)1 [V1,1+I --- - v •.••• --- + Vn, 1 -1
6Q, 6P, óPa,1 

--- "V,,1-I 

óP, -
]} A 

6Pa -1 

1 1 1 Ó

.......... (7 .3) 

En adelante v.,.,1 = V(Q.-Q,,1), V1 1t1= V(Q.,Q .. 1) , etc. y v ... , = --- V(Q,-Q,,1l, 
6Q. 
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1 1 

de (7.21 tenemos V(Q,,Q,.,¡ = - V(Q,.,,Q,) ..................................... (7.4)

trabajando con los términos negativos de la 2da sumatoria de (7.31 

ó 

- r v ... , ---­
óP,., 

1 Ó N • 1 1 

I v .... 1 = -I V,- 1 , 
óP,-1 i: 2 

Ó N • 1 1 

I V,t1, 
óP, a:0 óP, 

Ntl 1 Ó N·I 1 Ó 

I V,,-r· --- + I V,,., 

óP, ,,o 

hemos usado la igualdad (7.41 

Llevando esta ultima expresión al segundo miembro de (7.31 

ó 1 1 Ó J Ntl 1 Ó 1 Ntl 1 

{H,Al = r P, --- - - r[v ••• , --- + v.,., --- 1- -- I V,,., --- - -- r V,.,1 
óP, 2 1' 2 óP, 2 • = 0óQ, 2 • = 1 óP, 

1 1 

por la condición de contorno perlodlca tenemos Vo, 1 VNN•1 

1 1 

V1,o VN•IN 

.Luego podemos agrupar en un solo sumatorio los términos: 

1 Ó N • 1 1 Ó 

11 r v .. t1 y r v ... , 
óP, 1 'º óP, 

óP, 

6 

óPn 
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1 ó N 11 1 ó 
ii) I V11-1 y I V11-I 

óP, ,,2 óP, 

Lue.go: 

ó 1 6 1 

{H,A} = {I P, --- - I [V,111 --- • V,,-1 ----1 } A ...•............................ (7. 5)

6Q, 6P, 6P, 

Derivando A 

M 6A . 6A 6A 

---- = ---- Q, • ---- P, • A es una función de {Q,} y {P.} y del tiempo t. 
dt óQ, 6P, 6t 

6H 
Usando las ecuaciones canónicas P, = - --­

óQ, 

dA óA óH 6A óH óA 
---- : ---- - ----- ----. -----

dt óQ, óP, óP, óQ, ót 

dA óA 
---- = {H,A} t 
dt ót 

dA 

Q, = 
óH 

óP, 

Asl nosotros conocemos inmediatamente como ----- depende de las coordenadas en el espacio de 
dt 

dA 
fase, o cómo A varia a lo largo del movimiento. Por supuesto para calcular --- como función 

dt 

. del tiempo, necesitamos conocer las coordenadas como funciones del tiempo. 

Pero para un caso especial A es util sin esta información adicional, a saber, si A es una 

dA 
constante del movimiento. En este caso ---- = O , luego A es una constante del movimiento 

dt 
óA 

si y solo si {H,A} t --- = o 

ót 

Si A no depende expl lcitamente de t: 
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6A 

A = A(Q. , P.) ====> --- = O luego {H,A} = O ................................... 17 .6) 
6t 

como de la relación (7.51 {H,A} = r A con : 

6 1 ó 1 6 

r = r P1 --- - r { V •• ,1 --- + V1,-1 �--- } 

6Q, 6P. 6Pa 

=====> si A es una constante del movimiento tenemos: 

í A= O ........ ; .............................................................. (7.7)· 

sea A= 1 ==> íl = o ......................................... ; .................. (7.8) 

con I una integral del movimiento. Como vimos las integrales de Hénon son de la forma 

l. =r Ui1 Ui2 ... Uik ( -Xi1 l ( -Xl2 l ... ( -Xir l

con U. = Q. 
-(Q111 · Q.) 

y x. = e 

es decir P. = u. si m = 1 (masas unitarias) 

l. = r Pi1 Pi2 ... Pi k ( -Xj1 l ... ( -Xir l ........................... (7.9) 

como facilmente podemos ver en !7.91 la única posibl idad en la forma de la integral cuyo prin­

cipal término es el producto de todos los P1 es dado por 

-6/2 N N 6 2 

IN = e I P. ; con 6: r (V11+1+V1,11)(--------l 
1•t 1•1 óP16P,,1 

6 es un operador que debe •seleccionar• los P que deben aparecer en cada término de una 

sumatoria del tipo de la relación (7.9) y este mismo operador. debe eventualmente multiplicar 
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cada término por los l-X.) correspondientes, en los términos diferentes del principal 1P.

Buscaremos la condición para el potencial de tal forma que IN sea verdaderamente una integral. 

Los Indices de (7.9) satisfacen: k + 2r = N 

Un término de (7.9) será 1 P ( k � N y r = O l 
1:1 

Buscamos una expresión para flN y luego usando la igualdad (7.8) en que asumimos que IN 

es una integral, podemos determinar la condición que debe cumplir el potencial 

V,,-1 = V(Q.- Q.-1) 

Estudiemos la integral IN usando la teorla desarrollada para los integrales de Hénon: 

IN = I Pi1 ... Pik l - Xj1 ) ... ( - X]r ) k y r cumplen k + 2r = N

los valores k=N y r=0 satisfacen 

plenamente ==> tenemos el término 

1 P. que sera el término principal de IN 
1: 1 

En efecto, la expresión asumida 

-612 N 

IN = e I P 
1:1 

{
1 

63 N N 6 N 6
1 

N 

11-612 + ---· - ----- + ..• ) 1 P. =1 P,- ---( 1 P,) + ---- ( 1 P,)- ...
2121 2s31 ,,1 .,1 2 ,,1 2121 ,,1

tiene también un término 1P,. En el ANEXO C obtenemos los IN para 1 = 1, 2, 3 y 4; ademas 

una fórmula general para obtener cualquier IN. 

Al asumir la forma del operador ó hemos pensado también en que no deben aparecer indices repe-
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tidos en cada término, se vé que por ejemplo para el 2do término de la serie 

Ó N 1 Ó 2 N 

1 P. = -- I ( V,,., + v •• �,l -------- 1 -P. 
2 .,, 2 1 6P,6P1•I •= 1 

I ( v ... , f v .. 11) 
2 1: 1 

I ( Vu1I + V,11, l
2 • : 1 

N 

1 P. 
., 1 

·=1=·
·=1=· 11

N 

1 (a,ntl)

r :1 
P r 

1 t•, .. 11 P r indica el producto de los P excepto P, y Pn11 

Nuestro propósito es obtener una expresión_ para flN ; para esto desarrollemos 

612 -612

e r e sea A= 6/2 

Pongamos una sumatoria para cada exponencial de A y -A: 

A -A •• Ai •• Ar

e re = I ---- r I (-I r ----
i=0 i! r =0 r! 

sea k=i+r 

•• Ai r Ar
r 1- 1 i ---------

¡ , r =O l ! r !

•• k Ar r Ak·r 
I I (-Jk·r ---------- ,pongamos en la 

k=0 r=0 r ! (k-rJ ! 

siguiente forma que nos serviré més adelante: 

•• (-l k 

I --­
k=0 k!

Observamos que: 

•• 

I (-l. r
r =0 

e, = [í,Al = r A - Ar 

k 

( l Ar r Ak·r ........ (*) 

donde k k! 
( l - ---------

(k-r) ! r !
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C2 : [ ¡r' Al, Al : r A 1
- 2 Ar A + A 1 r

Ca = [ [ [ r , Al, Al, Al = r A3 - 3 A r A 1 + 3A I r A + A3 r 

general izando tenemos . 

k k 

Ct = I !-Ji I l Ai r Ak·i ; asumiendo (-J i =(-J·i
i=O 1

podemos poner es te res u I tado en (*l. 1 uego 

. A -A · •, (-)k 
e re = I ----- Ck 

k=O k ! 
.....••...••......• ( * *) 

i /2 _, ,2 1 1 1 
e re = r - ---- rr,11 + ---- ¡ rr ,11,6 1 - --- l ¡ rr,, 1,, 1. 11 } + ....••.

2. 1! 2
12! 23 3! 

Podemos escribir mediante una sumatoria 

6/2 -i/2 +• (-)k

e re I [ ... [ [ r,, 1, , 1, ... , 1 ....................... (7 .10) 

w 
't' veces 

efectuemos [f,61 , [[r,il,il Y [[[f,61,61, il sucesivamente 

6 N 1 6 1 6 6
1 

¡r,,1 = {I P. ---- - I ¡v ••• , ---- + v ••. , ---- } { I ¡v ••• , + v •• ,.1-------- 1 -
6Q, 1 = 1 6P, 6P, � 6P. 6P.,1

-[ I 
6 2 6 1

(V •• ,1 t V.,,. )------- } [ IP, ---- - I (V,,,,1

6P. 6P.,1 • 6Q. • 

Ó 1 

---- t V,,a-1 
6P. 

6 ó 2 ó 2 

-----)} 
6P, 

I P, ---- ( ... + (V •. ,. t V ••. ,¡ -------- t (V •• ,, + V.,,. l -------- + ... l 
óQ, óP.-16P. óP.6P.,1 
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62 ó 2 

-[ ... t (V.-1. + V u-1) ---------+(V .. ,, t V.,1.) --------+ ... J 
6P.-16P. 6P. 6P.,1 

I P, --
6Q, 

los otros términos se cancelar mutuamente. 

1 1 O 

Considerando v .. = - v.. , v .. = --- · V (Q,- Q.) ; usaremos la delta de Kronecker: 

61k { 

1 : k 

o I f k

óQ. 

t t ¿2 ó 3 

: I {P. ¡v •• ,1(6 •• - ,.,,.) + v •• ,. (6 •• ,1 -6 •• )J -------+ P. (V •• ,,·+ v.,,.) -------- -
.· 1,1 6P. 6P 1 +I óQ. óP. óP.,1 

ó 3 

-(V .. ,1 + V,,1,l (6.,,. ------- + , •• --------- + 

óP. óQ. óP.,1 óQ, 
P. -----------

óP. óQ. óP.,,

1 ó2 1 ó 2 

I { V., •. , (P, - P 1-1l --------+ V,,.,1 (P. - P,,1) ----------} - I [(V,.,1+ V,,1,l 
óP,óP,-1 6P, 6P,,1 

62 t5 2 . ó 3

-------l t (V,,-1+ V,-1,l ---------!+ I P, (V •• ,1 t V,,11) --------------- -
óP. 6Q,,1 6P,6Q •. , 1, 1 óQ, óP. 6P.,1 

ó 3 

- I Pn (V11•I t v.,,.¡ ------------
ª ,• 6P. 6Q, 6P., 1 

Los dos últimos términos se anulan; si se consideran funciones continuas se pueden intercambiar 

el orden de las variables Q,, P., respecto de los cuales se toman las derivadas. 

1 uego: 
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ó2 1 
-------- t (V11-I (P,- P,-t 
óP, óP .. 1

ó2 42 

--------·- } -

óP, óP,- 1 

- I { tV, .. , .+ V,,11 l -------- t (V .. -1 + V,-1,,l } ...................... (7.111 
óP, 6Q,., óP, 6Q,-1 

Calculemos [[r,11, 61 : 

1 62 1 ó 2 ó 2 

[[r,6],6]= I { V111t (P.-P •• ,) -------- • v ••• 1 (P.-P,-1) -------- - ·¡v,.,t+ V,,11) ---------
•·• óPa 6P,•t óP1 óPi-1 6P, óQn•I 

62 ó 2 

-(V,,-1+ V,-1,l --------- } [(V •• ,1+ v •• 1.) ------- l-
6P, óQ,-1 6P. óP11I 

6 2 1 ó 2 1 ó2 

- I{(V .. ,1+ v •• 1.) --------}{ v ... , (P,-P .. ,) -------- + V .. -1 (P,-P,-1) -�------
ªª óP. óP11I óP. 6P,11 óP, óP,-1 

42 
(V,,,1+ V,.1,l --------­

óP, óQ,. 1 

ó 2 

[V11·I t V,-11) -------- } 
óP, óQ, - t

1 Ó 4 1 
I { V,1 11(P,-P .. 1) (V .. ,1+ V.,1.J ------------------ + Vaa-t!P,-P,-1) (V .. ,1+ V,,11) ( 

1 • 1 óP, óP,,1 6P. óP.,1 

6 4 1 1 Ó 3 

--------------) -(V,,.1+V,,1.){[V •• ,,(6.,,,-6.,1,,1)+V •• ,. (6.,1,,1-6,,,1)] ------------- +
óP,óP,-16P.óP.,1 óP, óP. óP,,1 
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6 4 1 1 

+(V ... 1+V,.11I ----------------}- (V11-1+V,-11 I {[V ... 1 (6 .. -1-6 .. 1,-l)+V,.1. (61+1,-1-6u-1ll! 
6P, 6Q. • 1 6P1 6P •• 1 

43 
------------1 + 1v1 •• 1 + v •• 1.1 
6P1 6P. 6P.,1 

ó4 
�-------�-------! } -

6P1 óQ1-1 óP. 6P,,1 

1 ó 3 63 

� I{(V .. 11 t V,.,.1 V, .. 1 ((6 ... 1-6 .. 11•11 ----------- t (6 .. - la,111 ------------ t
1, 1. 

64 1 óª

(P.-P .. 11 ---------------] t (V111•I t V1t11I Vu-1 [ (6 ... 1 - 'ft·11•11
6P. óQ •• 1 6P1 óP1,1 

----------- t 

ó3 ó4 

óP. óP, óP1-1 

t(in-61-11)---------------+ (P1-P1-1) ------------------1-(V ... 1 + v •• 11) (V11•1 t v .. 11 )( 
óP1•I óP, 6P1-1 6P. 601•1 6P, 6P,-1 

6 4 ó 4 

-----------------1-1v1,•1 + v.,1.i1v, •. 1 + v,-1,1 -----------------1 
6P1 601•1 6P, 601•1 óP, 6Q.,, 6P, óQ1-1 

simplificando y usando 

1 ó3 t 

=- 12{(V1 .. 1 t V1•1.J v ... 1 (i ... 1-6,.1 .. 11 ------------1 t (V11-1 + V1-1,)(V .. ,1)( 
1 ,1 6P1 . 6P, 6P1•1 

63 

(611-1-61,11-11 --------- --- ¼) -

óP1 6P, 6P1t1 

N 1 

-1{(V1-11 + V1,-1) V11•1
1 =1

(V1 .. 1 t V .. 1.) V, .. , 

ó 3 1 
-¼¼ ___ ¼ _____ ¼ 1V11•1+ V1•11l V,1•1 
óP,-1 óP1 6P .. , 

ó 3 
1 

___ ¼ _____ ¼ __ - 1V1•1,.2+ v •• 2,.,1 v ••• 1
óP .. I óP I óP D t 1 

____ ¼ _______ t 

óP, óP, 6P1•1 

ó3

------------ t 

óP,.2 óP, óP .. , 
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(V1-l1 f Vu-1) Vu-1 

1 

(Vu,, + V,".¡ V .. -1 
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ó3 1 

------------ - (V1-21-1+ V,-1,-2) V, •. , 
óP,-1 óP1 óP.-1 

6 3 1 
-------------- - (V1-t1+ V11-I) v ••. ,
óP,>1 óPi óP1-, 

ó ª

------------ + 
óP.-2 óP. óP1-I 

ó3 

------------ + 
óP, óP, óP,-1 

ó3 N Ó 3 1 

= -2I{(V11•I + V,,11) V11l 1•2 ------------) - (V11•I + V,,11)V11•I
,,1 óP, óP1,1 óP.,2 

------------ + 

óP, óP, óP,,, 

1 ó3 1 ó3 

1v,1-1 + V1-1,1 V1-1, ------------! - 1V11-, + V1�,.1V1-2,-1 
óP, óP1-1 óP, 

------------ + 
óP1 óP,-2 óP,-1 

N I Ó 3 1 
- I{(V1-l1 + V11-I) V11•I ------------) - (V11•I + V,,11)V1n1t 

ó3 

------------ + 
1'1 óP1-1 óP, óP,,, óP, óP, óP,,, 

ó ª

V1,,1+ V,,11) Va1•1 ------------) +
óP 1, 1 óP n óP .. 1 

N • 1 1 Ó 3 

I (V11•I f V1,11) V1-l 1 ------------) 
1•2 óP1-I óPn óP1•I 

N 1 ó3 1 ó 3 

------------ + (V,1,1 + V1,11)V11· 1 ------------ -

óP a-1 óP a óP1•t óP1-I óPn óP1•I 

-I{!V,-11 + V1,-tl V11-1
1: 1 

1 
-(V1-l1 + Vu-1) V11-I 

ó3 N·I I ó3

------------ + I (Va-11 + V11-1) V1,11 ------------) 
óP1 óP1-I óP1-I 1 'º óP1-I óP1 óP1>1 

Agrupando terminos y usando V11 •1 =-V a,11 , etc y ademas usando las condiciones perlodicas: 

N-1 1 Ó 3 

Por e j emp I o I ( V 1 - 11 + V .. -1 l V 1 , 1 1 ------------
,,o óP1 -1 óP1 óP1,1 

puesto que 

N I Ó 3 

I (V1-t1 + V11-1l V1,11 ------------
1'1 óP1-1 óP1 óP111 
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1 1 

V-1,o=VN-IN ,V1,o = VN•IN 

N 1 6ª

------------ t-2I (V,-11 t V,,-1) V, •• 1 
I' 1 6P1-1 6P1 6Pni 1 

N 1 63 
+2I (V1•1• t V11•I) V1-l1 ------------ +

6P.-1 6P1 6P1t1 1•1 

N 1 ó 3

-2I IV n -11 t V .. - 1 l V u t1 ------------ + 

. 6P 1 -1 6P 1 6P 1, 1 1: 1 

N 1 

+2I (V,•11 t V .. ,I) V,-11 ------------ + ,
6P1-1 6P. 6P1•1 1=1 

N 1 63

-2I(V11-1 t V,-11) V11•1 ------------ t
6P. 6P1 6P1-1 PI 

N 1 ó 3 

+2I !Vuit + v.,111 v ... , ------------ -

6P. 6P. 6P, .1 a:1

N 1 ó 3

·2I !V,-11 + V11-1) V, •. 1 ------------ + 

6P1-I 6P1-I 6P1 • : 1

N 1 6 3 

-2I (V11•1 + v •• 1.) V11•1 --------------- +
1:I 6P.,1 6P1•I 6P. 

Agrupando t�rminos tenemos finalmente 
N 1 63 

,[ ¡r,4 ],6]: -4 I (V1-l1 + V11-I) v ... 1 ------------ t 
1•l 6P1-I 6P. 6P1•I 

1 63 

1v •• 1. • v.1.11 v,1-1 ------------ +
6P1-I 6P. 6P .. 1 

N 1 63 

-2 r 1v ••• , • v •• ,.1 V1,,1 1------------ -
., 1 6P. 6P. t1 6P 1, 1 

1 63

(V11-I t V1-l1) Vu-1 (-------------- -
6P, 6P,-1 6P, - 1 

6 3 

------------)
6P, 6P, 6P.,1 

6ª

--·---------) ........... (7 .12) 
6P. 6P, 6P,-1 
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·Ademas

· [[[í,il,41, il = o ; se ve ctaramente que los operadores en derivadas parclalés de los
momentum de (7. 12) no afectan a las funciones V¡¡ = V(Q¡-Q¡) del 
operador.,, por sus dependencias solamente de los Q1. · 

luego, 

[[ ... [í,41,41, il = o para k=3,4,5, ... 

'k' veces 

la serle (7.10) queda 

4/2 -i/2

e r e 

1 1 

r - - 1r,,1 + ---11r.,1,,1
2 8 

6 , 6 , 6 

= I Pa --- - I ( V,,., --- + V,,-1 --- l 
6Q, • 6P, 6P. 

1 1 6 2 ' 6 2 

- --- I[Vutl(P,-P •• ,)------- t Vu-t(P,-P,-1)------- ]
2 6Pa 6P .. , 6Pa 6P,-1 

62 62 
+--- I[(V,,.,+V,,,.)------- + (V,.-1+V,-1,)------- +

2 6P, 6Q,,1 6P, 6Q,., 

1 ó3

- --- I[!V,,,1+V,,1,l V,,., !---------------
4 6Pa óP,,, óP,., 

1 63 

v ... , (--------------­

óP, óP,-, 6P •. , 

63 

- ---------------! I
6P, 6P,-1 6P,-1

1 6 3 

6 3 

- ------------) +(V,,-1+V,-1,l!
6Pa 6P. 6Patl

- --- I[(V,-1,+V,1-1) V, •• , !------------------) + (V,,1,+V,,,1)!
2 • 6P, 6P,,1 6P,-1

1 6 3 

v ••. , (--------------- ) 

6P. 6P .. , 6P,-1 

M 

Multlpl ícando por I P, en ambos miembros de la última expresión. 
1: 1 
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i/2 -4/2 N 1 1 N 

e r e I P1 = - r {!V1 .. , 1- v ... ,1 11 1 1 P1 -
1: 1 .,, 

1 1 1 1 

- [ - r {(V,-1 1 + Vu-1) v ... , + --- r (V .. ,.+ v ... , l V 1 1-1 1l•·1, 1 , 1 •11p -
2 1 2

1 
r { V11t1 ( P. - p., 1 ¡ 1,., .. ,1 p, ¡.

2 

1 
V11-1 ( Pa - P,-1 l 11 1 , 1 · 11 Pn}

6 

sabemos que v. - 11 : Vu-1 ' V,t1, = V1u1 y ---- ( v .. ,. v ... , ) 

luego 

e 
6/2 

r 

Va-1, v ... , + v •. 11 

1 
v ... , v ... , + v. -11 

-1/2 1 1 
e 1 P1 = - r (V1 .. 1 + Vu-1) 

1 1 

6Q. 

v ... , 

1 
v ... , 

¡( 1) p -

r { v ... , (P.· P .. ,) ¡(i, PI ) P f Vu-1 (P,-P1-1) ¡(1, 1 ·!) P} -
2 • 

r { 2 --- 1v,.,1 v1 .. 1l ,1,- 1,., .. ,1 P } ............................. 11.,si
2 1 6Q1 

Donde 11 11 P , 11 1 , 11 P y 11 1, 1,Pl P son los productos de todos los P excepto P . , ( P ,, P.) Y 
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6/2 

· (P1 ,P1, P,J respectivamente. Puesto que e es un operador no-slngular, lá necesaria y

-6/2

suficiente condición para que IK definido por IN = e I P sea una integral de (7.7-7.8) 

es que (7.13) sea identicamente nulo. 

Buscamos una ecuación diferencia! m�s senctlla para V; se ve que la segunda sumatoria es 

2 

1 1 

í { V11t1 (P1 . P1,1) 111,1•11 P + V11 -1 (P1-Pa-1) 111, 1 ·11 P} = 

1 1 1 1 
- - - L { v ... , ¡(1111 p - v ... , ¡(11 p + v ... , ¡(1·11 p - v ... , ¡(1) p}

2 1 

1 1 1 1 1 
= - - r { v1 .. , 111•11 P + v ... 1 11•·11 P l + -- r {1v ... 1 + v._.,i 111 1 P l

2 2 1: 1 

N t l I K · 1 
r V1 -1. 1111 P - --- r 

2 1=2 2 ,,o 

N 1 1 N 
L Vu-1 1!11 p t --- L 

2 a:1 2 1:I 

1 

Vu11 ¡l•I P t 

Vu,1 ¡(11 p + 

1 1 

r { (Vu•I + V11-I) ¡l•I p} 
2 1: 1 

1 1 

r { 1v ... , + v ... ,111 1
1 p l

2 a:I 

.••••..•...•.•...... (7 .14) 

hemos usado V ... 1 = - v •. 1. v ... , V,1-1 y las condiciones de contorno periódi-

cas en que: 

K • 1 1 N I N 1 1 
Í v •. ,. ¡(i) P = Í V,-11 ¡(•) P + v ... , ¡(K•I) P = Í V1-l1 ¡(•) P t Vo,I P 1

1 P 
1: 2 1: 2 1=2
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N 1 

= 1 Va - , , 11 • 1 P
.,, 

N 1 
= - L V11-t ¡!ni P 

1: 1 

lo mismo para el segundo término de (7.14) 

luego (7.14) queda 

N 1 1 

r (V11 -1 + v ... ,) 11 1 1 P ; es decir la segunda sumatoria cancela la primera en la
a:I 

relación (7 .131, luego tenemos 

6/2 -6/2 N 6 

e r e I P. : - 1 { ---- [V(Q •. ,-Q n) V(Q.-Qp1)] t!•· l , n , atl ) p} 
1: 1 6Q, 

...... (7 .15) 

los productos ,, •. ,,., n ,1 P que aparecen en cada término de la expresión última son lineal­

mente independientes entre si por lo tanto, para que sea identicamente nula la expresión debe­

mos igualar a cero los coeficientes de estos productos. 

---- { V(Q,.,-Q.) V(Q.-Q .. ,)} = O .............................................. (7.16) 
6Qn 

1 1 

de (7.16): - v •. ,. v ••• , t V,-,. v ••• , = o

v •. 11 v.111
= ----- = B 

v .. ,. v ... , 

B = const. 

V .. ,, -BV .. ,1 =O , haciendoQ. - Q,,, =Z, 
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1 
V(Z.) - B V(Z,) = O ............. (*) 

(*l es una ecuación diferencial ord.lnaria de primer orden equivalente a (7.16) y tiene una so­

lución Onica (ver por ejemplo Haaser t.21 · 

B Z, 

V(Z,) :, A e que satisface V(Zo) = Vo; 

La solución de la ecuación (7.16) es entonces 

B (Q,-Q •• 1 l 
V(Q,-Q .. 1) = A e ....................................................... (7.171 

En efecto 
B (Q,. 1-Q, l B (Q,-Q,.,l 

{V(Q •. 1-Q.) V(Q,-Q, • il} A e A e 

B ! Q, - 1 -Q, • 1 l 
A' e 

6 6 B (Q,. 1-Qp I l 
luego { V(Q, - 1-Q, l V(Q,-Q .. 1 l} = A' --- e 

6Q. 

Asl el potencial de Toda V(Q.-Q •. 1) 

-6/2

6Q. 

o 

B (Qn- 1-Q, l 
A e es la Onica posible que tiene 

la integral e 1 P que es del tipo de las integrales de Hénon. 

Otras Integrales de este tipo serán deducidas en los pasos siguientes. 

Notamos que 
. 6 62 6 

11 li, r --- 1 = r r1v ... , + v •• ,.¡ ----------! 1---1 -
6Q. n,m óP. 6P,., 6Q. 
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- I (-----l[(V •• ,1 + V,,1al
n,m óQ.

62 
--------! 

óP. óP.,1 

efectuando obtenemos lo siguiente 

ó 

[ 6, I ---- 1 = O ............................................................. (7.18) 
6Q. 

Ó 1 6 Ó Ó Ó Ó 1 

21 1 I ----, r 1 = I { -·-- }{P. ----} - I --- {V •• ,1

óP, a,• óP1 óQa a, a óP. 
---+Vu·1 
óP, 

--- } 
óP. 

Definimos 

Tenemos 

1 N· 1 

Ó Ó 1 Ó I Ó Ó 

- I P. ---- (----) + I {V,.,1 ---+ V.,.1 ---- }
•,• óQ, 6P. •,• óP, óP, óP. 

N 

= l I 

I ................................................... (7 .191 
1 óQ, 

ó N 6 -6/2
----1' 1 N (I ---1' e 1 p ............... (5.201 

1: 1 6Pa 1: 1 óP, 

ó 
Í IN· 1 = r ( I ----1' 1 N usando (5.191 tenemos: 

1: 1 óP. 

N Ó 
{ I ----lí ( I 

1' 1 óP, 

6 6 

----1•· 1 IN - 1 r ----l ( I ---1•· 1 IN

óP, • óQ. • óP,

ahora usando la definición (7.20) en el primer término de la última expresión e intercambiando 

el orden de los operadores y 
óQ. 6P, 
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ó ó ó 
r 1 •. ª = 1 r ----l r IN-ntl - 1 r �---i•- 1 1 r ---)IN 

s•I óP, óP, 1 óQ, 

-6/2

en el Olt!mo térm!no de la expres!ón final tenemos; pon!endo IN = e I P y usando (7.18) 

re!teradamente: 1 I 

luego: 

r I N · 1 

ó 

----ia· 1 1 I 
óP, • 

ó 

ó 

_----l e 
óQ. 

-6/2

1 P = 1 I 
8: 1

6 

----)•·' ( I 
6P, • 

6 ¡z '3 

ó 

----) 

6Q. 

1 - --- t --- - --- t ... ) 1 P 
2 2 12! 233! 

ó 4 ó l 2 ó 
(I -----) 1• 1 1I ---- - --- I ----- t --- I ----- - ... l I P 

óQ. 2 • óQ. 2 12 l • óQ.1'1 óP, · • 

ó -6/2 ó 
¡ I ----) 1•1 e (I ----l I P 

1' 1 óP, • óQ.

o 

! I
ó 

····J r I N · P 1 ................. ., ........................ , (5.21)

óP, 

.en el segundo m!embro de la Olt!ma expres!ón aumentando suces!vamente el �ublnd!ce 

de I hasta obtener r IN , tenemos 

ó 6 

r IN-• 1 r ----l r Ir ----1•· 1 IN

1 I 

óP, óP, 

ó 

----1 1 r ! I 
óP, 

6 6 6 

----)'·2 I N - ( I . ----) ( I ----1•· 2 IN 

óP, • óQ, óP, 
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El último término de la expresión final se anula como antes. 

luego usando el argumento de lnduecion tenemos. 

r IN-, 

luego r IN-1

( i - - - - ) 1 ' r .1 N , . pe r O r IN
óP, 

o n = O, 1, 2, ........ , N- 1 

Asl los· IN-·, son las constantes del movimiento. 

o 
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Obtención de los IN a partir ·de la relación 

-6/2 N 

IN = e I P 
1=1 

D�sarrol lando en serie_el expónenfial y aplJcindo al producto.de todos los P tenemos: 

N=1 Tenemos el caso_ trivial de una- sola partlcula con su respectivo 

'resorte' 

6 2 

, = (V12 t V21 l -�------- , pero P2= P1 ,1= P1 , el periodo es N=1 y

luego 

6Pl6P2

6 2 

' 

4 1 

6 =2 V1 1 ---> 1 1= 11- --- t ----- - ... ) P1
6P 1 1 2 2 12 ! 

ó 2 

=(1- V11 ----l P1 = P1
6P1 1

N=2 Sistema con dos partlculas 

62 62 

6 = (V12 t V21 l --------- t (V2a t Va2 l --------- , por las condiciones _de contorno perlodicas 
6P 1 6P2 6P2 6Ps 

(el perlódo es N=2 l ; sea X1=V12 , X2=V21
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. ó2
12= [1-(V12 + V21) --------1 P1P2 = P1P2 - !V12 + V21) 

óP 1 6P2

· N=3 Sistema con tres partlculas

ó2 ó2 ó2
ó = (V12 + V21) -�-------+ (V2a +' Va2) ---------+ (Va4 + V4a)--------. 

óP I óP2 óP2 óPa óPa óP • 

l uego

V12 r V21

la= [1- ---------
2 

62 V2a + Va2 ·. 

6P2 óPa 2 

ó2 

------- ¡p,p2pa 
óPa óP• 

sabemos: V12 + V21 V2a + Va2

P•=Pa•t' = P, y VH = Va, sea X 1= --------- , X2= ---�-----
2 2 

Va, + V1a 
Xa= -------�-

2 

N=4 Sistema con cuatro partlcu�as 

p 62 62 ó2
6=(V12 + V21) --------+ (V23 + V32) -•-------+ (Va• + V•sl --------+ (VH + Vs•l------

óP, óP2 óP2 óPa óP s óP• óP• óPs 

62 62 ó2 ó2 1 4 ó2
1•= {1 - X 1 ------- - X2 -------- - Xa -------- - X•-------+ -[I(V11•t+V1•t1)------l 1 }P1P2PaP• 

óP1 6P2 6P2 6Pa 6Pa 6Pt 6P4 óPs 8 •=1 óP, óP,•1 

I•= 1 P. -X1PaP4 - X2 P.P, - Xa P1P2 7 X• P2Pa +X1Xa + X2X• 
••• 

Podemos comparar estos resu ltados con aquel los ya obten idos en el capitu lo 6, cuando usamos el 

procedimiento de Hénon. 
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AIEXO E 

Una expresión general se obtiene para IN 

1 

Usaremos [ í a¡ 
i = 1 

k ! j I j 2 j N 

í ----------- a1 a2 ... aN
j1,j2 .. jN=0,1 .. jJ!j2! ... jN! 

1 62 1 

Sea 2A= 4 = í(V,.,1 +V.,1,J·········· = í Y. ; ademas 
• = I 6P 1 6Pn1 • = l

·A '1 Ar (-) 1 1 1 ( ·) 1 · 

e = í (-) 1 ••• = í ----·( - í Y. J 1 = í 
. .r = O r! r! 2 •=1 r! 

r! Í I Í2 ÍN 
2· 1 

Í

j I, j 2,, j N=O I t., 
--------------- Y1 Y2 YN ) . . . .

• 1 • 1 • 1I!. 12 .... JN. 

¡. ¡, 62i,

Sea W,= V .. ,1 tV,>11 

-(V2) N -A N
e 1 P, =e 1 P,=

n= t N= t 

2j 1 
6 

--------

¡, ¡, 
6P, 6P2 

además Y. =(V11t1 +V .. 1.J --------

+• 
Í 2· 1 ( ·) 1 í e W1 

r=O j1tj2t .. tjN=r. 

2j2 2jN 
6 6 

-------- •..•.. -······ 1 

i2 j2 ÍN ÍN 

Í 1 J2 

¡ 1 i 1 

6P, 6P.,1 

ÍN 
W2 ... WN [ 

N 
1 P, ; (PN,1=P1) 

n=1 
6P2 6Pa 6PN 6PM. 1 

cuando se derive la expresión 1P se anulan todos los términos 

escep to cuando ¡,, Í2, ... , i" = o ó 1 1 u ego, 
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e - ----------·------ = 1 

• 1 ' 1 . 1 • 1]1. ]2, ]3 .... ]N, 

[N/2] . ¡, j2 IN 
r 1-1 1 r w, w2 ... WN 
r=O ¡ 1+j2+ .. +JN= r 

2(j1+j2t .. ,tjN) 
6 

---'---------------------------]; 

j¡tjK j1tj2 j2+j3 jN-1+jN 
óP 1 6P2 6P3 ..... 6PN 

se usó PN•t =P1 

Para construir los otros 1. (m=l,2, ... Nl usarlamos la ecuación (5.20). 



DISCUSIO\l, CO\lCLUSIO\lES Y SUGERENCIAS 

Hasta donde conocemos, las caracterlsticas de una ecuación de 

onda necesarias y suficientes que aseguren la interacción no 

destructiva de sus ondas solitarias, son desconocidas. Un 

procedimiento seguro para ver si una onda es o no un sol itón, 

sigue siendo el uso de métodos numéricos. 

Soluciones de tipo sol itón han sido halladas en el pre­

sente trabajo, en tres areas de la Flsica (Hidrodinamica, Me­

canica y Electromagnetismo), ésto sugiere que el concepto de 

sol itón tiene mucha importancia en Flsica Aplicada. Por otra 

parte, el entendimiento de éste fenómeno puede contribuir a 

la mejor comprensión de algunos problemas fundamentales en 

Flsica Teórica. 

En las publicaciones especial izadas de los últimos años 

se encuentra abundante información relacionada a la Teorla de 

Campos de Toda (continuo y discreto), Clasico y Cuantico; és­

to es interesante porque se introduce la nueva area de estu­

dio, La Teorla de Campos Integrables; en particular, es inte­

resante el Sistema Perlodico de Toda y su perturbación en ba­

se a los Algebras de Lle; este último tema serla de interés 

en un estudio posterior, como continuación del presente 

trabajo. 
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