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Abstract.

An introduction to nonlinear phenomena, starting with a sim-
ple generallzation of the string wave equation |Is presen-
ted; following by a review of three remarkable nonlinear wave
equations (Korteweg-de Vries, Sine-Gordon and Toda equa-
tions). In Chapters | and |l we present the numerlical solu-
tion for each equation

The followlng Chapters are devoted to the Toda La-
ttice. A canonical transformatlon is presented, whilch gives
the relation between two solutions of an exponential latti-
ce. Using this relatlon a new solution can be obtained
from a known solutlon. It Is thus a dlscrete version of the
Bédcklund transformation. Recursive applicatlon of the trans-
formation provides an algebraic recursion formula for the so-
lutlon. Using the recurslon formula, two soliton solutlon is
obtained (Chapter |Ill); moreover, a method of approach to ob-
taln N-sollton solutions is also presented (Chapter 1V).

Chapter V shows the conservation laws from Bicklund
transformation, assumling the boundary condltion
Qn----> const. as |n|--->+o

- An expllcit set of n Integrals Is given for a latti-
ce of n particles with periodic boundary conditlons, these
are known as Hénon’s type Integrals (Chapter VI).

‘ In the last part (Chapter VIIl), using integrals of
Hénon's type, it |Is shown that the Toda’s potential is the
only possible one to make the system integrable, provlided
the assumption of the nearest nelghbour Interactlon.
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Resumen.

En el Cap.| se presenta una Introducciéon a los fenémenos no-
|l ineales, empezando con una simple generalizacién de la ecuacién
de la cuerda, siguiendo (Cap. I11) con el estudio de tres ecuacio-
nes diferenciales importantes (las ecuaciones de Korteweg-de
Vries, Sine-Gordon y de Toda). También presentamos soluciones nu-
mer icas de cada ecuacion.

En los siguientes capftulos estudiamos I|a Red de
Toda. Se presenta una transformacion candnica, que proporciona una
relacién entre dos soluciones de la Red Exponencial. Usando esta
relacién, puede hallarse una nueva solucidén a partir de una solu-
cion conocida. Esta transformacidén es asf una version discreta de
la transformacién de Bé&cklund. Una aplicaclén recursiva de dicha
transformacién da una relacién algebraica y recursiva para las so-
luciones. Usando la relacién recursiva se obtiene una solucidén 2-
solitén (Cap. I11). Ademas, se presenta un método para obtener
una solucién de tipo N-solitén (Cap. V).

En el caplitulo V se obtienen las leyes de conserva-
cién del sistema a partir de las Transformaclones de B&cklund,
asumiendo las condiciones de contorno:

Qn----> const. cuando |n|--->+o®

Por otra parte, se presenta un conjunto de n Inte-
grales expllcitas para una red de n partficulas con condiciones de
contorno perlodicas, eéstas son conocidas como las Integrales de
Hénon. (Cap. VI).

En la Galtima parte (Cap. VIIl), usando las integrales
de Heénon mostramos que el potencial de Toda, asumiendo que las
particulas interactuan solamente con sus vecinas mas préximas, es
el Unico que permite que el sistema sea integrable.



PROLOGO

En las dos décadas pasadas se desarrolld una Ilnea de investigacion en la fislca que puede ser
clasificada bajo la denominacion general de flsica no-lineal. Una extraordinaria manifestacion
de la naturaleza es la excitacion completamente no intuitiva |lamada el soliton * , una for-
ma de onda solitaria o reglon de transicion,
El presente ‘trabajo consta de tres partes bien definidas; en la primera parte, revisamos el
concepto de onda y damos algunas definiciones de trabajo (capltulo 1) que nos servirdn en el
tratamiento general de ondas de tipo solitdn, luego en el capltulo || hacemos una vision gene-
ral de las principales ecuaciones no-lineales que exhiben soluciones de tipo solitdn, ademas
estudiamos el contexto en que surgen (La ecuacion de Korteweg y de Vrles en hidrodindmica
(EKdeV), la ecuacion de Sine-Gordon en mecAnica (ESG) y la ecuacion de Toda en electromagne-
tismo y en una red anarménica (ET)).
Tenemos informacion de hasta tres metodos anallticos para resolver ecuaciones diferenciales no-
lineales en diferencias (el Mtodo Inverso a Ia Dispersion (MID) [16], (5], la transformacion
de Backlund [15], (5] y la transformacion de variable dependiente [19], [3]) que exhiben solu-
ciones de tipo soliton.
La transformacion de Backlund es el tema de una parte de nuestro trabajo (capltulo [11), lo
aplicamos para resolver la ecuacion de Toda y hallar soluciones de tipo multisolitdn (capltulo
IV). La ecuacidn de Toda, fue la primera ecuacidn de su clase (ecuacion diferencial en dife-
rencias) que exhibit soluciones anallticas solitdnicas; esta ecuacldn es un excelente modelo
para estudiar el movimiento de una red unidimensional anarménica. En el capltulo V usamos
la transformacion de Backlund para obtener sistemdticamente las leyes de conservacion de una
red infinita de Toda. En [a Ultima parte de nuestro trabajo, hallamos N integrales de Hénon de
-una red perlodica de Toda (capltulo Vi) y seguidamente demostramos la unicidad del potencial
de Toda (capltulo VII) asumiendo integrales de Henon para -la red perlodica de Toda.

" Hemos desarrollado el método de las diferencias finitas para las tres ecuaciones antes mencio-



nadas y los correspondientes programas en Pascal se dan al final del capltulo [,

Estos programas fueron ejecutados en el centro de computo del grupo de FIslca Tedrlca de la UNI
y finalmente en el centro de computo de la Facultad de Ingenleria Civil de la Universidad de
Ancash (UNASAM) a quienes agradezco su buena dlsposicion.
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en articulos y [1bros sobre el tema que me concedid y sus acertadas orlentaciones y criticas
hicieron posible el desarrollo del presente trabajo. Mi gratitud a los profesores A. Bernul y
H. Sanchez, quienes en sus sucesivos viajes trajeron artliculos que en nuestro medio no dispone-
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INTRODUCCION

Haremos una breve descripcion cualitativa y una vista retrospectiva al surgimiento del concep-
to del soliton a traves de los ultimos 150 afios de la flsica, y ver por qué algunos cientlf[-
cos hoy dla venen la flsica no-lineal la mds (mportante frontera en la investigacién de
las leyes fundamentales de la naturaleza [18]. Antes de revisar la historia de la no-
|inealidad, veamos donde radica la dificultad de ésto. En problemas flsicos, donde trabajamos
- con ondas, estamos acostumbrados a la asuncion de que si nosotros doblamos la intensidad de
la fuente, tendremos [a misma clase de respuestas simplemente doblando en cantidad los re-
sultados anteriores, es decir tenemos una relacion Iineal. Estamos familiarizados con sis-
temas de audio en el que la distorsién de las sefiales son debidos a la sobrecarga. Qué esta
sucediendo ? , pues, como la Intensidad de la fuente viene a ser mas grande, el resultado de
la emision de ondas no estd constituido solamente de suma de respuestas sino de sumas y pro-
ductos de sumas, asi por el estilo, hasta el infinito. Asl no-llnealmente. Es sabido que el
0ldo humano tiene una respuesta alineal de modo que cuando se producen 2 tonos a la vez, se
perciben estos 2 tonos originales Junto con otros adicionales originados por la alinealidad
de dicho 6rgano. Estos son los |lamados tonos de combinacién y resultan de [a intermodula-
cién de los tonos aplicados, por ejemplo si W! y W2 son las frecuencias originales tendre-
mos, Wi ¢ W2, 2W1, W1, W2, etc, como respuesta. Transformada de Fourier, superposicion de
modos de oscilacion, andllsis espectral; ninguna de las mas apreciadas herramientas de tra-
bajo tradicionales sirvieron para el estudio adecuado de estos fendmenos.

La observacldon de ondas solitarias se remonta al menos hasta 1838, cuando J. Scott Russel
observé primero en un estrecho canal de lancha ‘'una abultada elevacién solitaria, suave y
bien definido montdn de agua que prosegula su curso a lo largo del canal, aparentemente sin
cambiar de forma o disminuir de velocidad® ([19]. Extraordinariamente, esta hermosa onda cohe-
rente se formaba fuera de toda la turbulencia como resultado de la frenada y parada de un

bote de canal; Russel persigulo esta onda solitaria montado en su caballo por una o dos mi-



Ilas, eventualmente perdiéndose la onda en un canal sinuoso. EI derivé una expresion para
la velocidad de una onda solitaria en un canal de profundidad uniforme y propuso que la on-
da no se destruye bajo condiciones ideales. En contraste, la autoridad en hidrodindmica
en aquel tiempo, George B. Airy, Insistia en que no existlan ondas solitarlias, Esta contro-
versia sobrevivio hasta 1835, cuando D. J. Korteweg y G. de Vries derivaron, a partir de las
ecuaciones de Euler de - la hldrodinamica (ecuaciones no-lineales), ondas de gran estabilidad;
ondas que son, en efecto, permanentes, que se mueven con velocidades proporcionales a sus am-
~plitudes, en concordancia con las observaciones.

Esto esta , asl en contra de la intulcion y el sentido comin, nosotros esperamos que estas
ondas de agua se desarrolien y recorran alguna distancia corta y finalmente se destruyan; que
una coherente elevacién o protuberancia pueda formarse fuera de la turbulencia y tener una
estabilidad para mantenerse por algunas millas, es una cosa no menos asombrosa. En efecto, los
solitones y sus "primos" las ondas solitarias estdn presentes en muchas 4reas de la flsica
hoy en dla. Dos factores han atraido nuestra atencidn a esta antigua pero nuevo campo hoy
dla de la flsica no-lineal: Primero, muchas decadas atrds tenemos atacando sistemas flsicos
complicados y mas complicados dentro del comportamiento |ineal. Segundo, métodos de simulacidn
en modernas computadoras nos han dado herramientas para exhibir los fenbmenos especialmente
coherentes, facil y rapidamente en un trabajo que podrla tomar centurias con actuales pruebas
experimentales.

Estos factores han permitido desarrollar métodos anallticos para resolver ecuaciones diferen-
ciales no-lineales, uno de los cuales aplicaremos a la ecuacion de Toda en el presente

trabajo.



CAPITULS 1

FENOMENOS ONDULATORIOS



CAPITULO |

1. FENOMENOS ONDULATORI0S

El concepto de onda es parte esencial de la flsica contempordnea, incluyendo la electrodindmi-
ca, la optica y la teorfa cudntica [1].
Qué es exactamente una onda? No es posible dar una Unica y precisa definicion.
Muchas definiciones restrictivas pueden darse; abarcar todos los fendmenos ondulatorios en bus-
ca de una definicion breve y univoca para la onda serla inutil. En el mejor de los casos, seme-
-jante definicion refleja una o varias peculiaridades, rasgos y cualidades de la onda, mds o me-
nos Importantes; parece preferible guiarse, por la vision Intuitiva de que una onda es alguna
'sefial’ reconocible que es transferida de una parte de una region del espacio a otra con una
definida velocidad de propagacion.
Esta 'sefial’ puede ser alguna caracteristica de la perturbacion, por ejemplo, un maximo o un
cambio abrupto en una magnitud que pueda proveer un claro reconocimiento y su ubicacion en un
tiempo determinado.
Esto puede parecer un poco vago pero es adecuado y algun fntento de precisar mejor aparece como
muy restrictivo; diferentes caracteristicas son importantes en diferentes tipos de onda.
No obstante uno puede realizar las siguientes clasificaciones: |a primera por la forma de la
ecuacion de onda, en hiperbolicas y no-hiperbdlicas; la segunda, por la forma que toman las
soluciones de algunas ecuaciones diferenciales lineales, en dispersivas y no-dispersivas.
1.1.- Ondas Hiperbédlicas.
Las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden de tipo hiperbdlico se encuentran con
mayor frecuencia en los problemas flsicos relacionados con procesos oscilatorios. Una ecuacién
diferencial de 2do. orden con 2 variables independientes, de Ia forma
arn Uee # 2 812 Uxe + 822 Uee # FOGEULUGU0 e, (1.1)
ar1, a1z, 822 son funciones de x y t; se Ilamard de tipo hiperbdlico en el punto M(x,t)
si en en éste punto: a12% - ari-a22 ) 0.

A" Ure, Uex, Uer etc. como es usual Indican derivadas parciales.



1.2.- Ondas no-hiperbdlicas.
Estas ecuaciones no toman la forma sedalada anteriormente, pero surgen en el estudio de proce-
80 oscilatorios. Ejemplos:
Ut - Use = 0
Ue + 6 U Uc # Uuxe =0
Ut 030 U2 Uxt B U b 00 D # 8 (U020 iiinininnin, (1.2)

g, , 0y § son constantes.

2.1.- La segunda clasificacion no puede ser caracterizado fécilmente, pero desde que estas na-
cen de ondas dispersivas en problemas lineales, podemos referirnos a todas ellas como disper-
sivas y paulatinamente construir un completo panorama.

El prototipo para ondas dispersivas estd basado en el tipo de solucién antes que en el tipo de

ecuacion. Un sistema lineal dispersivo es algin sistema que admite soluciones de la forma
Ulx,t) = a.cos(kx-Wt), con W'(K) £ 0 coviiiiiiiiiiiii, (1.3)

Donde Ia frecuencia es una funcidn real definida del nimero de onda k y W(k) es determinado
por el sistema particular. La velocidad de fase es entonces W(k)/k y las ondas son usuaimente
|1amadas “dispersivas’ si esta velocidad de fase no es una constante. Una solucion mds general
consistird de la superposicion de muchos modos iguales a (1.3) con diferente k (en el caso
general una Integral de Fourier es desarrollado de (1.3)). Si la velocidad de fase no es la
misma para todo k, esto es, W4 ck, donde ¢ = const., los modos con diferente k se propagardn

a velocidades diferentes; ellos se dispersardn. Ejemplos:

Ue # 2 Us # Uexx = 0
Uxx'Utt = |

Hay algin traslape en que cierto movimiento ondulatorio exhibe dos tipos de comportamiento.

Observamos que (1.3) es solucién de la ecuacion hiperbélica Wyx~u,/= 0 ,i: con W= ck pero
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estos casos estdn excluidos de la clasificacion dispersiva por I& condicion W''(k) 4 0. Sin
embargo no es dificll hallar casos de traslape genuino en que |as ecuaciones hiperbolicas dan
soluclones de 1a forma (1.3) con ia relacién W = W(k) no trivial.
Uno de tales ejemplos es la ecugcion de Klein-Gordon

Uxe = Uee = U e et (1.4)
Esta es hiperbdlica, sin embargo (t.3) es una solucién de (1.4) con W' = k'+1. Este dual
comportamiento es limitado relativamente a pocos casos.
2.2.-Ondas no-dispersivas.
En este conjunto tenemos toda I8 variedad de ecuaciones no-lineales. También, tenemos en este

conjunto las ecuaciones lineales que no admiten (1.3) como solucién. Ejemplos:

, B=const.
Ut # 6 UUc # Usxx =0
Uee = Uex 2 0
Ut + Usx ¢ Ueex 20

Antes de entrar al estudio de algunas ecuaciones, veamos primero el aparato conceptual

que nos servird para estudiar fenémenos ondulatorios en el presente trabajo.

Definimos un campo flsico ¢: R3*! ---> R ; este campo por su generalldad nos permite repre-
sentar el comportamiento de una onda; podemos dar algunas definicfones de trabajo y luego

particularizar para U : Rt*' ---> R ; U en adelante serd solucion de una ecuaclidn diferencial.
O O I 8 I A T I 20 4 N G F (1.5)
(k] ---) equipotenclal fisico o frente de onda.

sed §e(f) =4 (1,1) ; #¢: R ---) R
Luego:

NUERETARINE AR ATIER I e e (1.6)
Vev Fiy.
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Figs.1 Frentes de onda que se deforman en el tiempo.

Estudiemos el.caso particular 8 U = fUX=BE) vvvuuurrrrnruessrnneersnneeessneneesnnnnes (1.7)

U: R+ ---> R
Frentes de onda:

Uelk] = { x/f(x-at) =k } ; como ejemplo estudiemos el pulso mostrado en las Figs. 2 y 3, para
cada k hay dos valores de x-at: xi,2 = at + ¢1,2; €S decir tenemos el frente de onda que en
este caso se reduce a 2 puntos, a saber, (xi,ki) y (x2,ki) con Xxi(t) = atscr y

X2(t) = attce. Llamamos fase de la onda al argumento (x - at).

A U(x, to) MU(x,t)
B
. ) )
Xt(te) X2(te) X Xe(tr)  xe(tr) X
Fig.2 Fig.3

Velocidad de un frente de onda Uc[ke]:

X1(to) = ato + C1
X1(t1) - X1({to)

X1(th) = ath + ¢t ty - to

Podemos hacer esto para cada k y sus correspondientes ¢ obteniendo Ia misma velocidad. La velo-
cidad de propagacién del pulso mostrado es precisamente la velocidad con la que se mueven

los puntos de fase constante; es decir: x -at = ¢ derivando ~con respecto al tiempo

esta relacién



dt
En este caso tenemos un pulso de perfil rlgido (para los puntos A y B del pulso:

xo(t) - xa(t) = const, para cualquier t) avanzando de izquierda a derecha con velocidad a.

ECUACION DE LAS OSCILACIONES PEQUENAS DE UNA CUERDA

To f To
{ >
Te D f)P
. (P = peso de la cuerda)
To----)Tension de Ia cuerda.

Fig.4 Fuerza f actuando sobre un hilo flexible.
- Asumimos que la cuerda es un hilo eldstico flexible (las tensiones que surgen en la
cuerda estdn dirigidas siempre por la tangente a su perfil instantdneo).
- Suponemos que la cuerda puede ser deformado a partir de su posicion de equilibrio (eje
x) por fuerzas transversales pequeiias (f) con respecto a To (estas fuerzas pueden actuar
permanentemente o haber sido usadas para dar un desplazamiento inicial), Ve Fa-4
Entonces
by
|—]* ¢« (*)
fx '

- Suponemos que los desplazamientos horizontales son despreciables comparados con los
desplazamientos verticales, suposicién valtda pava los elemedtos de lo cuerda,

yA
T{x,t)
il
o )
0 X1 X2 L« A B’
Fig.5 Fig.6

(*)En adelante, salvo expllcita indicacién en contra, también se usard &/dx como simbolo de Ia
derivada parcial, ésto lo hacemos por motivos tipograficos del procesador de texto usado.
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De estas condiciones razonables deducimos
a) Los elementos de la cuerda pueden tener sélo desplazamientos transversales.
b) La fuerza tangencial en la cuerda es constante en todo tiempo y en todo punto constante

(com gran aproximacion) e igual 8 To.

b.1.- Veamos que T(x,t) = T(x)

Alargamiento de un segmento de |a cuerda

X2
§' =) (1+ (U)")M2 dx = x2 - x1 = §; (ver Flg.5)
1
En la aproximacion que hemos convenido, en el proceso oscilatorio de la cuerda el alarga-
miento de los segmentos de la cuerda es despreciable, de aqul y en base a la ley de Hooke, se

deduce que |a magnitud de !a tension T(x,t) no varia con el tiempo, esto es T(x,t) =T (X).

b.2.-Podemos escribir para un trozo de cuerda AB (Flg.6) en cualquier tiempo t:

Trcos e =Tz2c08 f ; perocosas=--------- s - (12) tg'a = 1
(1 + tgla)tie

igualmente cos f = !

Luego: Tt = T2 ; podemos escribir esto para cualquier par de puntos A y B;

luego Tv = T2 = Ts.,

Estudiemos el movimiento de una pequefia seccidn dx de la cuerda, Sean:
I—) masa por unidad de longitud en la posicion de equilibrio.

m—> masa del trozo de cuerda 'éx’ (m = p 6x)

Despreciando la fuerza de la gravedad se hace el diagrama de fuerzas:



aceleracion ax = 0, Fix = Fax = To

To = tensidn de la cuerda.

F

—_—

« = Fax no cambian con el despla-
zamiento de la cuerda.

X X+6x
Fig.7 Diagrama de fuerzas sobre un trozo de cuerda fx.

Las pendientes:

§y Fay §y
2=l — =[]
§x Fay §x
X ¢ 8x
iy iy
Foy ~Fry = To { (=] - [—I|}
§x §x
x+bx

segin la 2da ley de newton :

%y
Frov = MX—
it?

) (aceleracion transversal)

ademas, Fay - Fiy = Fror luego
§y fy

(—)eedx «(—)x

I §x §x uoogy

) —
fx -=-)0 dx To 6t



....................................................... (1.9).
bx? To  6t?
[a funcion y(x,t) = F(X-8E) + QIXFAE) o ivuereiriiieriiieriieeenerennseennns (1.10)
Te 112
satisface (1.9), con a = (—) en efecto:
I

yeo =gt (fPHg") sy (' HQY)

Yax = === Yo o= 0 Yex - '¥' yuo = 0
8l To
como describimos en (1.7)-(1.8) 'a’ es la velocidad de |a onda, donde f(x-at) representa
un pulso viajando hacia la derecha y g(x+at) en sentido contrario. Sefialamos que f y g satis-
facen (1.9) separadamente; U = f + g también es solucién de (1.9), por consiguiente esta
ecuacon serd |lamada ecuacion lineal.

En las ecuaciones no Iineales no ocurre lo mismo, como mostramos a continuaclidn. Sea la

gcuacion diferencial no-lineal

(U‘l'e).(UH 'Uxx) - (Utz'le] L | e teestieeseiaaess et testanaaaes (I”)
8 = const.
puede agruparse para dar lugar a

62

(Ln(U + 8)] - (Ln(U +8)] =0

it §x
sea V=1Ln(l+6) 222)  Vie = Vew = 0

g¢sta Gltima ecuacion tiene |a forma de la ecuacidn (1.9) que tiene como solucion general (23]
Vix,t) = F(x-t) + G(x+t)

Una expresion de U:

Ut) +0 2 eXpIRIX-t) F GIXFE)] eiieene ettt eeeeneans (1.12)



(1.12) es una solucién de (1.11).
Sean F(x,t) = Ln[b f(x-t) + ¢] 'y  G(x,t) = Ln[d g(x+t) + e]
Luego
Ulx,t) + 8= bed-f(x-t)-g(xtt) + bre-f(x-t) + c-d-g(xtt) + c-e
haciendo: a = b.e, p =¢.d, T=b.dyO =c.e tenemos
Ulx,t) = T F(x-t).g0xet) + @ FOX-t) + B gUXEt)oeeeeeiiii i e, (1.13)
(1.13) es una solucién de (1.11) con O = (a.f)/T y representa la interaccién no-lineal de
dos ondas que viajan con sentidos opuestos, ambas con la misma rapidez.
En general podemos asumir que las funciones f(€1) y g(€2) con €1 = x- t+ 61 y €2 = X+ttfe
(61, 62 son los desfasajes) son pulsos que inlcialmente estan muy separados de tal forma que
la interaccion entre ellos no deforma el perfil del pulso ( el término T f(€1) g(c2) de
(1.13) se anula o se convierte en f ¢ g cuando el valor asintdtico de uno de ellos es
constante); supongamos que [nicialmente f(x-t) estd localizado (el pulso estd en una reglon
finita del espacio) en €1 ---> -My g(x+t) en €2 ---) +M (M es un nimero positivo suficien-
- temente grande) y de esta configuracion inicial ambos pulsos se mueven uno al encuentro del
otro; nos interesa estudiar el efecto de la interaccidn en la forma de los pulsos originales y
ver la posibilidad de alguna interaccidn que preserve las caracteristicas (ancho, altura,

velocidad) de los pulsos originales.

a) DEFORMACION DE UN PULSQ.

Como f y g son funciones arbitrarfas, podemos tomar por comodidad las siguientes formas expll-
citas para pulsos:
€1 €2

fler) = - voalee) P ——
E174t (2 + 1)112

ANTES DE LA INTERACCION: Usaremos la forma que toma U en x ---) -M 'y X --=) M,

para esto hallamos los valores asintéticos de f y g: IIm f(er) =0
€1 --=) t o

[Im g(e2) = ¢ 1

€2 ---) to



U=t fot af+fg
g2 --) My er=N==>U:-1ftaf-p=(e1).f-8

g1 ---> My €2 =N===) Uz fg. (N (C M)
grafiquemos asignando los valores
t=2,71=1, =1
MU
| T
( — - )
fles)-1 £1,2
j'
Fig. 8
DESPUES DE LA INTERACCION
g2 =) My er = Nz==d U T.f +a.f+f=(at1).f+§
€1 -==> My ez =Nz===)U:f.9
)
€1,2

-----------
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Observamos que el pulso f inicial, después de la interaccidn, deviene en 3f; mientras que ¢
se mantuvo igual, ademds ambos pulsos .conservan sus velocidades.,
'b) PULSOS QUE NO SE DEFORMAN EN LA INTERACCION

a b

y gle2)=
ter? l+g2?

Sean  f(€1)=

,10s valores asintbticos de f y g en to es igual a 0.

ANTES
g2 =) M y €1 =N==)U: o.f

g1 ---> tM y €2 =N===)> U<z f.g, asumimos a<b;

af

DESPUES
g2 -==> M y €1 = Nz===)U s o.f

g1 =) My ez =Nzl fg

ef

Fig. 11
Observamos que los pulsos de este tipo conservan sus caracterlsticas despuds de la interaccidn

no-lineal gobernada por |a ecuacion (1.11). Este tipo de soluciones seran de importancia en
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los capltulos 11, 111 y IV del presente trabajo.

2.FENGMENOS NO LINEALES: COMO SE GENERA UN SOLITON?
2.1. Influencia de la no-linealidad en el comportamiento de una onda
comparando 2 ecuaciones.
Vet eV = 0 gouacion limeal ..o (1.14)
Utk ¢ Us + U Uc =0 ecuacion no Timeal ....ovvvvvvvnniiiniiiniiiiiinens (1.15)
UV: RE--->R U= U(x,t) V=V(x,t) ;¢ =cte.
solucion general de (1.14): VIX,t) = F(X-Ct) vevrriviriiiiiiiiii i eiiineenns (1.18)
fr R ---)R; f---> funciOn arbitraria. V ---) describe un pulso de onda desplazandose con velo-
cidad c(cte) y sin deformarse. Llamamos onda |ineal porque su comportamiento viene gobernando
por una ecuacion lineal: La linealidad de (1.14) se demuestra; sean Vi y V2 soluciones de
(1.14), entonces

§ § § § § §
(<== # € --<) (@ Vith Vo) = a(-=-+C-=-) Vit B (---tC---)V2z=0
it fx it ix it fx

es-decir a.Vi + §.V2 es también una solucion (e, p = consts,) de (1.14).
PERFIL DE UNA ONDA LINEAL

by by
t=0 t=t2 ) t

Figs. 12
Veamos ahora el comportamiento de un pulso solucion de (1.15); escribiendo (1.15) en la forma
Ue # (¢ +U) U =0
admite soluciones de la forma

Ux,t) = flx - (¢ + U).t]........ S (1.17)



f:R--->R con  (1T#tf')40
Ulx,t).en (1.17) estd definida en forma impllcita; verifiquemos que es solucidn de ( 1.15)

U = =[HU#e) # tUe] B oo (1.18)
f' se evalia en (x - (Ut ¢).t)

Ue = (1- Uet) 7

(¢ + UUe = [(c+U) - (c+U).Ue.t]f
sumando (1.18) y (1.19):

(Ue # ¢ U # U Uc) (1 #EF") =0 -==>Ue # (ctU) U = 0 ((1.17) es solucion de (1.15))

La ecuaclon (1.15) sogiere la forma mds general

§U §(fol)

—t | (1.20)
it bx

sea q(U) = f(U)
§U fu

B | (1.21)
ft §x

admite solucién de la forma
Uat) = Flx - glUOGE Tt e e, (1.22)
con la restriccion g'.f".t 40, verifiquemos esto en (1.20)
O R T R O (1.23)
Ue = (1 - t.g".Ux)
(1.23) y (1.24) en (1.20)
(-0 - tg" Ut gl - tg".Us)] = 0
Frlg-tgletg-0.tg U =0
fr.g".t(Ue ¢ g.Us) =0
8 ]

Ur +g.Ues0 6 — +g(U) — =0, que es la ecuacion (1.21)
6t bx
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Notamos que la ecuacién (1.20) tiene la forma de las ecuaciones de la dindmica de fluidos en
su forma “ecuaciones de conservacion®.

Esta ecuacidn serd motivo de estudio mas adelante cuando apliquemos el método de las diferen-
cias finitas para resolver numericamente ecuaciones -diferenciales parciales haciendo uso de
un programa de Pascal en un microcomputador personal.

Volviendo a (1.17) y (1.22); elegida una funcidn particular f hay que despejar [a funcidn
solucion U correspondiente; hay que decir que esto no es facil si la funcidn f toma una
forma tal que la ecuacion para U es complicada. La ecuacién (1.17) indica que un pulso cuya
ordenada es U viaja con una velocidad (c+U), es decir, los de mayor ordenada avanzan con mayor

velocidad. Una solucién particular se muestra en las Figs. 13.

| Fig.13.1 "La denominamos onda no-lineal por que su
comportamiento estd gobernado por una ecua-
t=0 cidn diferencial no-lineal*,
X
| Ay tt’
t"0
X X
Flg.13.2 La onda para t")0 Fig.13.3 Comportamiento usual de una ONDA NO

LINEAL(breaking) gobernado por (1.15).
La comparacion de las figuras (12) y (13) sugiere lo siguiente:
'La presencia de un término no-lineal en la ecuacidén diferencial da lugar a que la onda solu-
cfdn correspondiente se vaya rompiendo a medida que se propaga. La onda de las Figs.13 no man-

tiene un perfil rlgido".



-15-

2.2.- ONDAS NO-LINEALES DE PERFIL RIGIDO

Estudiemos la ecuacion de KdV (Korteweg y de Vries-1895)

Ur =B U Uct Uexx =0
Zabusky y Kruskal (1965) mediante simulacion en un computador de soluciones numericas de
(1.25), encontraron ondas no-lineaies que se .propagan Iibremente sin deformarse y que al
interactuar con otra onda recuperaban el mismo perfil que presentaban previa a la interaccion.
Casi todas fas caracteristicas de la onda: velocidad, ancho, y altura eran las mismas antes y
~después de la interacclon. La Unica "huella’ de Ia interaccion era un desfasaje entre la posi-
cion que ocupaban y aquella que hubieran ocupado si no hubiesen interactuado; ellos acufiaron el
término ’solitdn’ para designar estos pulsos extraordinarios. Este comportamiento parece con-
tradecir las Figs. 8-9 y 13; asemejandose m4s al comportamiento mostrado en las Figs.10 y 11,
Estudiemos los términos lineales y no-lineales de (1.25)
PRIMERD: Sea
Ut £ 0 Ux # Uexx 30 oiiiniiieiniiiiicsiriiiinineeaee s seninnnnns (1.26)

¢ = cte, sea U(x,0) = f(x) la condicidn inicial.

U(x,0) Ux,t")

Fig.14.1 Fig.14.2

Ulx,t)
bt

Fig.14.3 Comportamiento de una onda en un medio
dispersivo.,



.]6.
f(x) = suma de funciones arminicas

IM
U(x,0) = f(x) = At (k) exp(ikx) dk
-0

exp(ikx), k-ésima onda arménica.

Una solucién U(x,t) estd dada por:

te

Uix,t) = J Ar(k) expli [kox = WIK) . tTE Ak orvriii it ceees (1.27)
-0

wik) = ck - k®;

esto se obtiene reemplazando U(x,t) = a cos(k x - w t) en (1.26). U(x,t) es el resultado de
sumar infinitas ondas. En (1.27) cada onda componente viaja con diferente velocidad,
(velocidad de fase w(k)/k) el perfil ‘suma’ se va dispersando a medida que transcurre el
tiempo.

CONCLUSION: *La presencia del término Uxcxx en la ecuacion (1.26) ha dado lugar 4 que la onda

solucion correspondiente se vaya dispersando 4 medida que transcurre el tiempo".

SEGUNDO:
UrtcUs #UUs t Usex = 0 (LT (P (1.28)

[____> término dispersivo

) término no-lineal.

Se presenta la 'competencia' entre los dos términos; tal competencia podria dar lugar & una
onda cuyo perfil permanezca rigido. Ello ocurre en efecto! planteando una solucion de |a forma

U(x,t) = g(x-at) con a = cte.La ecuacién (1.28) nos conduce a una ecuacion que debe ser sa-
tisfecha por la funcidn g(z):
1:=x-at:

9"t (g-a+c).9’ =0 (sedard una soluclon particular en el capltulo 11), por ahora



tomamos el resultado
L
U(x,t) = -c + 3a sech’ [ — (x-at)]
-2
a = cualquier valor real
Verifiquemos estas soluciones en (1.28).
Sea U tc=V,luego (1.28) queda
TR A T | PP (1.29)
Vix,t) = asech’ (fx -t t), ¢ =3a, = (-){a, T = (a%/2)/2,
Usando (tanh(y))’ = sech(y), 2
1-tanh?(y) = sech’(y) con y = px-tt
tenemos:
Ve =2aTtanhy-2aTt tanhdy, V = a-a tanh'y,
VVez-20?ptanhy+a®p tanhdy -2 a* § tanhdy.
Vaxx = 16 ¢ §% tanh y - 40 a §° tanhdy + 24 o B° tanhSy
Reemplazando: Ve, Wx ¥ Vixx en (1.29)
20(t-af+BB) tanhy+2a(-T+20af-20p% tanhSy +2ap (12§ - ¢) [tanhdy] = 0,
los coeficientes de 1as funciones hiperbdlicas se anulan para todo valor de a, satisfaciendo
la ecuacion (1.29).

Graficas de U con ¢ = 0;

AU t=0 ol 0

Figs.15 Perfil de onda con velocidad 'a’ que avanza sin deformarse a pesar de estar

gobernando por una ecuacion diferencial no-lineal.
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" "
| velocidad=an velocldad=a2

ancho

Figs.16 Dos pulsos de onda con amplitudes diferentes;

(amplitud= 3 velocidad). Estas magnitudes se relacionan:

amplitud 1 > amplitud 2 ====) velocidad ! > velocidad 2.
CONCLUSION: .- La competencia entre un comportamiento no-linedl (tendencia a deformar el perfil
de Ia onda) y un comportamiento dispersivo ha dado como resultado una onda no-lineal de
perfil rlgido.
2.3. EL SOLITON
Para hacernos la idea de una onda soliton, primero debemos dar ciertas definiciones de trabajo.
DEFINICION 1.
Llamaremos onda viajera u onda de perfil estable aquella que viaja a través del tiempo sin
sufrir deformacion y cuya funcién de onda se define solo a través de z = x ¢ at. Asl
Ulx,t) = f(x-at), a = const. representa una onda viajera.
DEFINICION 2.
Llamaremos onda solitarfa a toda onda viajera Usr(z) cuya transicion de su estado asintdtlco
(estado asintético de Ust(x,t): el valor de Usr(z) en z ---) t o) constante cuando z = -o @
otro posible estado asintético constante cuando z = +o lo realiza en forma apreciable en una

region finita del espacio. o

AU AU

= ] . )

Figs.17 Ejemplo de ondas solitarias.



DEFINICION 3.
Un solitdn es una onda solitaria, solucién de una ecuacion diferencial en derivadas parcis-
les no-lineal; la caracteristica mds importante de los solitones parece ser la siguiente:
cuando dos solitones colisionan, ellos emergen con |as mismas caracteristicas que tenlan antes
del choque: SENTIDO, FORMA y VELOCIDAD pero es posible un cambio de fase.
Si la solucion U(x,t) formado solamente de ondas solitarias cuando t---)-o:
N

Ux,t) : jE1UST(Zi): 1) = x - aj.t + 85, & = const.
despues de sus interacciones mutuas emergen solamente con un cambio de fase y vuelven a formar
U(x,t), esto es,

N - -

U(x,t) = j§1Usr(zj): 1y = x - ai.t + 6, fj=const.
cuando  t---) +o entonces estos pulsos son |lamados 'solitones ’.
Las ondas solitarias aparecen como un balance entre dos efectos bien diferenciados: por un lado
el efecto no-lineal solamente ocasionaria un ‘"breaking® (rompimiento de ola) y de otro lado
un ‘breaking-up (efecto dispersivo) ocasionaria una dispersién o separacion de la onda en sus
componentes naturales de frecuencia. Anotemos aqul que soluciones solitoénicas se han encon-
trado tambien para ecuaciones en diferencias, que veremos en el Capitulo I,
2.4. APLICACIONES.

LOS SOLITONES APARECEN EN LAS SIGUIENTES AREAS DE LA FISICA NO-LINEAL.

a. Dindmica de fluidos (ondas de agua superficiales; la ecuacién de KaV aparece en el

estudio de ondas de agua poco profundas).
b. FIsica de cristales no-lineales: cristales anarménicos (Ecuacion de Toda).
¢. Teorla de particulas elementales (solitones en Teorla de Campos: por ejemplo, el
soliton de "t Hooft-Polyakov como un monopolo magnético)

Ademas en |a bibliograflia encontramos aplicacion en:

a. Teorla de plasmas y la interaccién de radiacion con plasmas.
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b. Teorla de junturas de Josephson,

¢. Optica no-lineal resonante y no-resonante.

d. La fase-A del He® liquido & 2.6 mK donde Ias ondas de espin pueden propagarse como
solitones, asl como en la fase 8.

e, Ferromagnetismo: Movimiento de la pared de BLOCH.

f. Flsica de cristales no-lineales: Teorla de dislocaciones, fendmenos de recurrencia en
transporte térmico .

Las ecuaciones de onda no-lineales mds importantes, que muestran soluciones tipo SOLITON son:

a. Ecuacion de Korteweg-de Vries (EKdV) :
Ul*SUUx*Uxxx = (

b. Ecuacion No-Lineal de Schrddinger(ESNL):
e + 20 U+ Uex =0

¢. Ecuacion de Sine - Gordon(ESG)
Uex - Uee = sen (U)

d. Ecuacidn de Toda (ET)

é; = 2 exp(-Ra) - exp(<Ra-1) - exp(-Ru+1),

. d47Rs
con R = Qu-Qu-1 ¥ Ro 2= ——
dt?



CAPITULO I1

OBTENCION DE ALGUNAS ECUACIONES
NO—LINEALES:
ECUACION DE KdV ¢(en Hidrodinamica),

ECUACION DE SINE~GORDON <(en Mecanica) y
LA ECUACION DE TODA (en Electromagnetismo).
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CAPITULO 11

Para poder obtener la ecuacion que gobierna el movimiento de ondas en.Ilquidos es necesario

desarrollar primero Ia hidrodindmica y dindmlca de fluidos.
HIDRODINAMICA Y DINAMICA DE FLUIDOS.

Para caracterizar el movimiento de un fluido, se utilizan las funciones u(r,t), F(r,t), p(r,t)
y F(r,t) que son respectivamente el vector velocidad, la densidad, la presién y la densidad
de las fuerzas externas (si estas existen) respectivamente, todas ellas en el punto r y en el
momento t.

Considerando un llquldo viscoso es necesario estudiar el comportamiento de las fuerzas super-

ficiales que actdan sobre un elemento de volumen del fluido.

PRINCIPIO DE TENSION DE CAUCHY:EL VECTOR TENSION

X3 f---) fuerzas
of superficiales.
b ---) peso
Y ---> volumen

§f---> incremento de la fuerza resul-
tante ejercida a través de 4s
en |a materia interior a V por
la materia exterior a V.

X2 fs---> incremento de superficie.
ém---) incremento de masa.

Fig.1 Fuerzas actuando sobre un elemento de volumen del fluido.

§f

; ----)fuerza media por unidad de area
S

n---> vector unitario perpendicular a s en P.
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El principio de tensién de Cauchy:

if df
—_ ) — y fm----- ) 0 it (2.1)
§s as
§s--->0 fs---> 0
df §f -
tlo) — - |lIm tled: vector tension aplicado
ds  ds-->0 §s

en ds cuya normal es n
por la tercera ley de Newton : -t(e) .= t(-u)

En la superflcie 6s-hay un vector t(») para cada n:

Flg.2

Se puede especificar ti®) en cada uno de tres planos perpendiculares entre si que se cortan en

P. Entonces las ecuaciones de transformacidn de coordenadas sirven para relacionar |as compo-

nentes del vector tensién en un plano dado y cualquier otro juego de planos que se cortan en P,

tle2)

. 82 ) Xe

g1 /

X1 ten

Fig.03
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Por comodidad ubicaremos en un vértice de un cubo el punto P, como se muestra en la Flg.03.

Expresamos el vector tensidn de cada cara adyacente al punto P en funcidén de la base normal.
El vector tens(dn aplfcado en la cara normal a er:

Eleth 2 Tlen) gy ¢ tolel) gg + tale!) g
podemos generallzar segdn la formula: bilet) = g
Grr 612 (13

6 = 62i 022 023 ¢ = tensor de tension
631 @32 (33

(ei)
ty e (2.2)
0ij tension en la cara Iy direccion j .ovvevrriiiiernvrererinnnninnnonn, (2.3)
0j tens(én normal a la cara |.

0ip si T4 ] esla tensidn cortante.
RELACION ENTRE EL VECTOR TENSION Y EL TENSOR TENSION.

Obtenemos Ia relacion entre 1o oij en Py el t(n) en un plano arbltrarlo que pasa por P.

X3
| Catten)

- 0“&2)

X2

- °t(a3l
X1/ ob

Flg. 04 Muestra un tetraedro infinftesimal con vértice P.

En el equilibrio para el fluido en forma de tetraedro tenemos



D00 g8 - otleT) dgy - otle2) dsp - ot1e8) dss T o 0V 2 0 covuivniivnrrnneinnnnne, (2.4)
si hacemos que las dimensiones del tetraedro se reduzcan en |a misma proporcion tenemos que

vV ---) 0 mas rdpido que ds,
otlei) ooy tled)

8l ey o)

La componente r-ésima del vector ds es ds, = ds.er = ds n. tomando el [Imite y sustituyendo las

relaciones d4ltimas en (2.4) tenemos (escribiendo la componente i-ésima).

(ndices repetidos en un término [ndican sumatoria sobre el mismo Indice,

tile) =055 05,

I—OH G2 013
b, tot, ta"']= (M,02,18) | 021 022 028 | evvrvrrereeenennereeenensnenns (2.5)
Lo:n 032 033

EQUILIBAIO DE FUERZAS Y MOMENTOS: SIMETRIA DEL TENSOR DE TENSION.

tlel = tensidn en la _
n superficie normal a n

n =normal a cierta
superficie ds.

P = punto pertene-
ciente a ds.

b = peso

[ = densidad de masa.

dv = diferencial de

volumen V.

X1
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Equilibrio de fuerzas:

0; tomamos la componente I-ésima.
[ [
JOii N0+ dT D1 AV 2 0 ettt it i i et i e (2.8)
8 v
aplicando el teorema de la divergencia al primer término de(2.6)
f 3 A0
Jo(6e,5 #Mbi)dV=0; Giij =L —m
v : j=1 X
Esta integral es cierta para cualquier V arbitrario del fluido; entonces |a funcion dentro de

la Integral debe ser cero.
(TR N T | (2.7)

Equilibrio de momentos.

h  tle) ds 4 hxrb v =0,  por definicion de
$ v

Y ciju AjBx; A, B vectores y €ijk simbolo de
.k
Levi Civita,
Escribiendo la componente i-ésima

)| J Eijr Xj tele) g8 + I Eijk Xi T b dv ] =0
jk s V

1 I Eijk Xj Or Ne dS + I Eijk Xj F b dvV]=0
ks v

f [
I I —(€ije Xj o) AV +J €ije Xy M b dV =0,
Jk Vbxs v

hemos apllicado el tedrema de |a divergencia, ahora realicemos la derivacién en el primer



término

I[Ei]k Gej O ¢ Eij Xj Ork,e] AV + J Cije XM bedv=0
v v

Ie|;n Gix AV ¢+ I Eijk (Gra,0 + 7 bx ) xj dV = 0 aplicando (2.7)
V v
€ijk Ojk = 0 conmutando k y j: €ijk = -€ixj
= Eijk Okj = 0
Eidk [0k = Okj) 0 ===) 01K 2 0Kj vevrennnnnnnneeeeereennnnnnnsnnnnnnnssnsessessens (2.8)
el tensor de tensidn es simétrico.
Tenemos para fluidos en reposo :
bilsl = gij o
= - Po i, Po --=> presion hidrostatica
0ij = -po 8ij dij--->delta de Kronecker,(-) indica
una tensidn de compresion para un valor positivo de po.
Tenemos para un fluido en movimiento
FE | T N (O (2.9)

|
L) tensor de tensidn viscoso
) presiodn

Un fluldo perfecto es aquel que cumple con fij = 0 aun en movimiento, es decir se denomina
fluldo perfecto o [deal el fluldo sin rozamiento interno. En adelante usaremos pi; en lugar
de oiy.

LA ECUACION GENERAL DE MOVIMIENTO DE UN MEDIO CONTINLO.

Un elemento de masa contenido en algdn dV es 'dV, donde [ es la densidad de masa. Si la

velocidad de este elemento es u, entonces segdn la segunda ley de Newton:
du _

— TV 2 R (2.10)
dt

(con respecto a un sistema de referencia Inercial |lgado a la tierra)



La fue{za comprende dos componentes. Primero, su peso con densidad F.E;
segundo, las fuerzas superficiales que son descritas con un tensor pij
[ du r r
seginesto J — T dV U @i dVEJ Bin 05Kt e (2.12)
V odt v 8
Hemos escrito la i-ésima componente de (2.11); dsx es la componente k-ésima del vector normal
a la superficie que encierra el volumen V.

Usando el teorema de Gauss

J‘ J‘ fpi
Pri dSx = 1 (2.13)
8 v [

como la expresion estd siendo integrado para un volumen arbitrario ¢l integrando es igual 4

dui 0pi
r : 2 T P (2.14)
dt %

Las cantidades desconocidas son la u (tres componentes), la densidad(l), y seis componentes
(pki es simétrico) del tensor de tensidn(pxi), un total de 10 cantidades para tres ecuaciones.
En el caso mds general, consecuentemente, una solucion del problema requiere 7 ecuaciones mas
especificando las propiedades del fluido.
La masa se conserva (a velocidades no-relativistas) y la correspondiente ecuacién de conserva-
cién es:

§m § ir

I(rﬁ).d§=- _— II‘dV===> I'v'.(ri) dv=-,I_- v
it 6tV v Vgt
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_ _ ir
V. (Tu)+ 1 (2.15)
it

LIQUIDO Y GAS IDEALES.
En mecénlica de fluidos, un |lquido o gas es |lamado ideal si todas las componentes no dfagona-
les del tensor de tensidn son cero. Esta propiedad es invariante con respecto a la rotacion de
coordenadas sélo si todas las componentes de |a diagonal son iguales, esto es cuando el tensor
de tension viene a ser un escalar. Un liquido ideal aun en movimiento cumple con (Ley de

Pascal)
Pip = -phij (Gij delta de KIOmBCKBr).  vevnrinreneernererrneennsenseneennsonsas (2.16)

Esto reduce el numeo de cantidades desconocidas pij a 1.

Ahora (2.14) toma una forma distinta para |lquidos ideales; para esto hacemos

du  fu dx 6u dy fu dz fu fu

b — bt — L T (2.17)
at &t ot dx ot fy dt 6t it
de (2.14), (2.16) y (2.17)
fu _ _
Fl—=t(0T)u] =-0.pH g [ covriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii [2.18)
it
(2.18) es la ecuacion de movimiento de un |lquldo ideal (la ecuacidn de Euler)
se tiene
TUUD U T (0 T ) UFUxT 50 eeeeeneeeeeeseie oo seirennins (2.19)

Asumiendo el comportamiento Irrotacional del [lquido en todos los puntos:

7 XU =0

(2.19) en (2.18)
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B _2 fu
—vp  g- v [(UYu ] -
r it

1 _ _ 2 fu ir
—9p =v(g.0)-9((U)u |- -t 9 (ruy =0
r it §it

considerando un Ilquido [ncompresible ( M=zconst ====2) T.u <0 )

, : - -
e irrotacional @ | V.U =0 [----) U =7f
L .

u

. - 2
— P =0 (G.0)=- 0 [[H2) U ) = (2.20)

gcuaciones para un Ilquido fdeal e incompresible en movimiento frrotacional.

Ant(derivando (2.20) y teniendo en cuenta u = ¢¢ y que g tiene la direccién del eje y:

p-po
= B(t) - g (H2)[ 7 0)F - aly-Ye) ;@ =Blr, t)

v =0 ; B(t), Yo,po  8rbitrarios.

si definimos ¢9'(x,t) = g(x,t) - I B(t) dt
to

queda

p-po
e T T I T ) R 11 R 1



estas ecuaciones se usaran en la obtencién de la EKdV.

L.OBTENCION DE LA ECUACION DE KdV.

Obtendremos una ecuacion que gobierna el movimiento de ondas en |a superficie del agua en un

canal poco profundo.

I =99 = (fx,By,0) ==2)  =(u,v) velocidad en dos dimensiones <
usaremos (2.22) y ademds la ecuacién v'¢ =0

y ! aire g:potencial de velocidad
presion g:aceleracion de la gra-
atmosférica vedad

u:velocidad en |a direc-
‘/;7 cion x
v:velocldad en la direc-
Ro ciony
- .- X,y:coordenadas espaciales
h CETEN SER R I o t:tiempo
agua l:densidad del Ilquido
p:presion del Ilquido en el
X [Imite aire-agua
N:onda superficial

Fig.6 Pulso de onda en la a:altura del pulso

superficie del 1lquido r:ancho del pulso

con velocidad (u,v). “h:altura del Ilquido en el
canal

—

La profundidad es constante,ademds asumimos que la forma de la onda no cambia 4 lo largo del
eje 2.

CONDICIONES DE CONTORNO
a) AIRE-AGUA;un punto de la superficie del pulso tiene ordenada 'y’

I T | (2.24)

derivando (2.24) y considerando x(t) e y(t)

N ¢ Ny T (2.25)

asumiendo p=p.(mds adelante damos la justificacion) y haciendo
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o = hen (2.22) tenemos ¢ + (1/2) (V9) + gN =0

b) SUELO-AGUA

derivando et e

Justificacion de la aproximacién p = p.

En la superficie |imite entre el aire y el agua se forma una pellcula eldstica con una tensidn

superficial cuyo coeficiente se define como :

W

§A

W = trabajo para desplazar 6x una pellcula ;

6A = pequefia 4rea desplazada

=) x4--

PARA UNA SUPERFICIE ESFERICA

(p-p")dA

A

(p-p’)ldA cosoJ integrando:(p-p’)ar?

area proyectada
Fig.7

Fzt(21r)....(%)

c0s8=r/R



de (*)y () :r(r)cos®=(p-p)urt -->(p-p'): 2I ................ (2.30)
En la condicién de contorno AIRE-AGUA del problema pusimos: p=po; esto estard justificado si
(coeficiente de tension superficial del agua: 0.073N/m) aproximadamente la relacion
21/R = 0.15/R (N/m), R en m.; para R )) 0.15m podemos tomar 2T/R = O con gran aproximacion,
luego (p = po ). En este caso R representa los 'radios de curvatura’ de la (s) onda (S) que se
generan en la superficie del Ilquido. Continuamos con el procedimiento haciendo un resumen

1o RESUMEN:

Pt (1/2) (99) + gN =0 _J

by = 0 y=0
0Cy Ch#N

Hacemos el siguiente cambio de variables (las nuevas variables serdn adimensionales)

gar
=’ = —— 9" ;6= gh (Co tiene dimensién de velocidad)
Co
y=hy'; N=aN ; a=alh; §=(hr)"; t=(rlco) t’ tenemos
No o+ Ne gx = gy
aco ON' (gar) d¢' a N gar Gg’
§ o | e - N LI T NN
R R ro8t e X"t 6x" coh fy’
it rogt’
ag gr? i’
§ § Ner b --- g7 N'yr = e i, (2.32)
wroes) -e- Co Co’h §y’
§x fx’

escribiremos por comodidad las variables y funclones sin prima

Ne +a Ny fo = --- Py en y-:= 1R (2.33)



-33-

§ 14
ademds  --- ---d--- --- tenemos en Pt - [(@x)7+(gy) [+gN = 0
fy h by’ 2
gar co f¢’ gar 1 4t §¢
mee e e b (1Y) (een )M eee b eee e ) HgAN =0
(PR 18 Co Pt bt gy
Bt (12) [a (9" ) valf (9 ) TN =0,
escribiendo sin prima :
Der(1/2) [ (0) /B (By)t ]+ N = 0 i e (2.34)
Q08MAS P 52 2 0 m==) By T 0 i e e e e e eeaas (2.35)
gar gar
P TR R A N N R F R R
Co ! o W
ﬂ ﬂ,x‘x'+ o,y'y' = en 0 Ch y,( ht aN’

0¢y ¢1+aN

gscriblendo sin prima

en DYy CTHaN (2.36)
2> RESUMEN
A) No +aNege s -I- by
y=1+aN
C) =0 y=0
D) B fex tgyy =0 0¢Cy <1 +aN

Debemos resolver la ecuacidn D) bajo las condiciones A) y B) en la superficie del Ilquido y la
condicidn C) en el limite agua-suelo.
Se busca una solucién de la forma

te
pX,Y,t) =L ym Qa(x,t)
m=0
derivando con respecto a x e y tenemos

e
fy =T my* ' Oa(x,t) sabemos que §y| =0 ---y Qi(x,t)= 0
m=1 y=0
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te {0
ez Iy* Quux(X,t);  Byy = 2 m(m-1) Qu(x,t) y2-2
m=0 m=2
te
I(m2)(mt1) Qaez(X,t) yo
m=0
Reemplazando en D)
te
L [f Quex #(mt2)(mt1) Qne2] Yy = 0 como |as potencias de y
m=0

en la sumatoria son linealmente independientes, tenemos

b b

Qasaz = --o--o--- Qaxx ===) Quedz = ceemeeen Q(n+2)xx
(mt1) (mt2) (mt3) (mt4)

- 8

-B
Qned = [ """"" ][ """""" ] Quxxxx
(mt1)(me2) (mt3)(me4)

notacidn Ons...x 2 Qagr)

"t'veces
(-9)? (-§)?
Qneg 2 -mmemmmes Qa(4); Queg = ==-------- Qne2(4)
(m+4)! (mt6) !
m! (m+2)!
(-§)* (-§)
Y Qa(6)
(me6)!  (m1)(m+2)
(m#2)!
Generalizando estas relaciones
(-B)¢ (-§)* 2t Qs
QltZl -------- B(2k) 2 mememees e--
(mt2k)! (me2k)!  dx2t
m! m!
Para m = 0 tenemos:
(-B)* a2k Qo
Q2x = para k = 1,2,3,...
(2k)! dx2k

para m=1 tenemos
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(-p)x  d2k Qy
Qoket = -=--- =0, (Q1 =0) k=1,2,3,..
(k) dx2k
Luego
#0%,Y,t) = Qo - (1/2) § y* Qoxx + (1/24) B7 ¥* Qoxxax + O(f°)
_buscaremos soluciones para los cuales B = (h /r)* <C 1 (el ancho de as ondas mucho mayor que
la profundidad del 1lquido), para conocer la velocidad necesitamos conocer su potencial, por
tanto buscamos Qo que forma ¢; pero para esto necesitamos conocer detalladamente las condi-
ciones de contorno correspondientes a y = 1+ N, pero en estas condiciones de contorno aparece
la incognita (N); esperamos que al reemplazar (2.38) en las ecuaciones (2.33), (2.34) y (2.35)
pueda despejarse una ecuacion para N.
Derlvando (2.38):
P = Qox - (1/2) B y? Qoxxx + (1/24) % ¥ Qoxxxxx + Ox(f3),
0(f3) contiene terminos con potencias de § mayores o iguales que la cdbica.
By = - B Y Qoax + (1/8) B* Y% Qoxxxx + Qy(f°)
reemplazando en (2.33)
Ne + @ Ne [Qox - (172) B y? Qoxxx + (1/24) B y* Qoxxaxx +0(B%) ] - (1)
-fy Qoxx +(1/6) B* ¥® Qoxxxx + Oy(B3)] = 0
up 1
Neta N Qox +y Qoxx - é- Nx ¥? Qoxxx - -é- B y3 Qoxxxx +0(2) = 0

usando 'y =1 +a N enla (ltima expresion

N +[(1+ ) Qox] . s[(usnmmﬁ Qoxsext(112)0 (142N)? oo“,] +0(8?) =0
X

yusando y = 1+ a N en (2.34)

N+QOt"(”2) B(H(IN)IQO”H‘UN(QO:)z'ﬁyzQOx QOxxx]"‘ .- (By QOxx)I*‘O(Bz):o
2

Nt+Qo: + /2 (QO:)! - (”2)3(“&’”1[001“ t ¢ Qox QOxxx'ﬂ(QOxx)l {'0(81) =
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con las aproximaciones

Sy () === gf s 0

Con esto (2.39) y (2.40) quedan:

Ne b {10+ 0N) Qox] = (1/6) B Qoaxax # O2B,B') = 0eovereeenrernsneneceeeeaaa, (2.41)
L y
N#Qoet (1/2) a(Qox)?- (1/2) B Qoxxe + O(af,f?) =0 ..... S (2.42)
sea W = Qox en (2.41);
r 1 .
N!*l(l t ﬂN) WJ '(1/8)B Wexx ¢ O(Gﬂ,B,) : 0..........................................(2.43)

derivando (2.42) con respecto a 'x’

Ne t Wet @ W We = (172) B Wexr $0(RB,B7) 20 eennneiiiii (2.44)
si g, =0 (caso IImite):

Ne + we + 0(2,f)= 0 .1 este sistema tiene como solucion

Nx +we + 0(2,f)= 0 _j w=N, luego Nywsatisfacen Ias ecuaciones:

Net Neo= -0(2,B) ¥ We t We = -0(0,8) oernnen (2.45)
la solucion de la ecuaci6én homogénea de este tipo es una onda viajera N = f(x-t), como vimos en
el Cap.1. Ahora buscamos una solucion de la forma:

Woe N A BB (2.46)
A= A(x,t) 5 B = B(x,t)
esto en (2.43)

Net wet @ New ¢ 2 N we '(1[6)9(Nxxx + 0 Acxx t ﬂ Bexx) + O(QB, Bl) = (

Nt Ne + @ (Ax t 2N Ni)t B (Bx - (116) Nxxx) t O(GI,BI,GB] 20 e, (2.47)
Usando (2.46)en (2.44)

Ne + Net @ Aet B Bt N+ A + §B)(Nx + €Act FBx)-(1/2) B (Nxxet @ Acxet B Bxxe) + O(af,p?) = 0
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ademds usando (2.45) en la ultima expresion

Ne + Nx #(Act NNo)#BIBet(1/2) Nexx ]t OfaB,B2,8%) =0 ovuvrivrninerinnnerenns

comparando (2.47) y (2.48)

§) Ax-Av =N Ny ==2) A = -(1/4) N*; luego Ax=-(1/2) Nx N Y Ae=-(1/2)N Nt
estas expresiones satisfacen |a parte homogénea de |a correspondiente
ecuacion  (2.45) para w.

ii) Br- Bx + 2/3 Nuxx = 0 2=22) B = 1/3 Nxx; luego Be = 1/3 Nuxe Y

By = 1/3 Nxxx,
iguaimente estas expresiones satisfacen (2.45).

‘Con i) y ii) hemos comprobado que w = N + ¢A + BB satisface (2.45)

luego W=N- 174 a N+ 1/3 § Nux (W00x) e iiiernernneen,

reemplazando en (2.48):

Net Not tf- (1/2) NNt N Nx)+B('/3 Nexet (112) Nxxx)+ O(GI,ﬂl,ﬂﬂ) =0

con Ne = -Nx - O(a,B) ; para af, a*, f* = 0

Ni ¢ Net 3/2 0 NNx ¢+ 1/8 B Nesx 2 0 vvrvnieiiineiienreernsenensenees

haciendo Ia siguiente transformacion

12 12
1312 a NG t) = Ut x = xd(p ), t=tlBf )

agrupando Ne #[1 + (3/2) @ N] Nx #(1/6) B Nexx = 0

§ 12§ 12 2 12
------ > (18 )]--- (17068 )1(==)Ucr# ULII(B )] (--=)Uxt
§x fx’ 3 3

§ § B 2t

----- > [11(6f*)]--- H===) [1(B312)] (===} Uxrarxr 2 0

it fit’ 8 3

Simplificando y escribiendo las variables sin prima

U £ 8UUx # Uxx = 0 e e

(2.51) es la ecuacion de KdV; describe el movimiento de ondas superficiales en un canal de
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agua poco profundo. Nosotros buscaremos soluciones del tipo de las ondas viajeras.

1
Haciendo U =-V en (2.51)  tenemos

Vt FWe  Vexx 20 et it iiaiie e i ecsisainesioisaresnninsionins (2.52)

Buscamos una solucidn de la forma:
Vix,t) = f(x-ct) ---> Vi = -cf’
¢ 0 Ve = f°

Reemplazando en (2.52)

e P HE R P a0 (o fh- 2 ) 0

2
Si asumimos:
V, Vx, Vi-eeovveo 1
X[ ---) to
1
Antiderivando; -¢ f ¢+ - f* + f'7 =0
2

1
Multiplicando por f': -c f f' ¢ - f" f*+f f'' =0
2
(¢ fH/2 ¢ 116 3+ 172 f'1) =0
Asumiendo nuevamente (2.53) y antiderivando; ademds multiplicando por 6
Jefref3e3frr=0----> f'r=1/3f (3¢ -f)

Sea:s=x-¢t y f=3csend®; ' =8¢ sendcosdl’

reemplazando en {3 f' = f \[ 3¢-f =z2) 9’ = {c/2 send
z2z) 688’ = e/ ..., (*)
1+c0s60
sabemos (Ln )'= -csc 6 luego (*) queda
send
Je {c
1+ €0s8= A exp(- — ) sen®  ; sea k=A exp(- — §) ,tenemos

2 2
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1 +1/ 1-sen'd
ctg(6/2)=k  ,pero ctg(6/2) = —— — luego
send

1+ 11 1-f1(3¢)
— =k, elevando al cuadrado y desarrollando

(f/(3c))'2
) (12¢)k?
fr(1ek®)? f-12¢ck*]=0z===f=0 ¢ f:=
(1+k?)?
f=0 ===)V=0 satisface (2.52) (solucion trivial)
- Ak A?
f=12¢ = 120
(1+A%k)? Jc [
—8 - —$
2 2

g tA'e ;J

Tomamos A=1 en Gltima ecuacién para tener una funcidn hiperbdlica conocida

{c
f=3csech!l — (x-ct)]
2

Fig.8
Volviendo a las variables originales sucesivamente

V=f=:6l
1 |
U=c/2sech’[ - Je(x-ct)] --> U (x’,t") = c/2sech?[-Jc(x’ -ct’)]
2 2
Nix,t) = (2/3) ¢! [U(x’,t") - 1]

1
= (2/3) ¢ ([c/2 sech® [ - J¢ (x'- ¢ct’) | - 1}
2
f X ot
= (213) ¢ (c/2 sech? [-{¢c(—-— ) ]-1]

2 # {6
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volviendo nuevamente ----- N (x7, 1)

T x et
N'(x",t") = (2/3) ¢-' {c/2 sech’[- ¢(— - — ) ] -1}
2 {p ({6
| X CCo
N=aN =a (2/3) ¢! {c/2sech?[ - ¢(— - —t ) ] - 1]
2 1jp {6
1 e CCo
N=1(2/3)a a' {c/2 sech?[- — (x- t)] - 1}
2 1 6

Aqul podemos relacionar la amplitud y la velocidad de la onda con los pardmetros del pulso

¢ ¢
(ancho y altura) y la altura h, velocidad: u = --- \/ gh, amp|ltud: a = ---h, con ¢ = pardmetro
) 3

METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS
Antes de resolver la ecuacién de KAV aplicaremos el método a Ia ecuacion (1.20) :
U F(x,t)
U= U(x,t).
Notamos que para F = 1/2 (atU)* se obtiene los primeros términos de la ecuacion de KdV.

iU iU
-t (gt l) --- 20
it it

Abordaremos la ecuacion (2.54):

t
j+1

R TR Ui, e U, ti) = Ui
-1 (aproximacion y notacion)
l-
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Usaremos (omitimos escribir j) las siguientes aproximaciones de los operadores de derivada en

diferencias finitas

UI UI 1 Uiv! U|
U e U = oemeeeees
X, 0 h £, 0 h
Uist = Vi1
Uo = -emmmmemeeme
%, 0 2h

(A Fx)x 2 A Fax # AuFe 2 - [(AFx)iOIIZ - (AFx)l-lIZ ]=
h
1
2 eee [Aivrrz (Fier = fi)- Ai-rnafFi - Fi-1)]
h2
Aivt + A
00N Aistiz = mmeeveeens

En el presente trabajo no nos ocuparemos de la estabilidad de los célculos, optaremos por com-
parar las soluciones anallticas conocldas con la correspondiente solucidn aproximada por méto-
dos numéricos.
Para § fijo, desarrollando U en torno de ij :

6U 1 § 68U

Uit = Uig # I [eemsig 420 =< e=eisg b,y teniendo
it 2 it 4t

y teniendo en cuenta (2.54)

§F 1 § oF
T O o I A S 19
dx 2 it ox

Asumimos que:

§ F & 6 8 §F 68U § F fF
e () [ R Lol (O FRey R
it bx fx  §t fx U 6t fx U 6x
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Sea A(U) =
iF 1 § §F
Uivier = Uiy = K [==-Ti,i - kF === [AQU) ---]i.;
6x 2 - x §x
kK Fieryj - Fioryg 1K
Ui, ot 2 Uij = =mn memmmemmeeeeees b A, [

h 2 2 0
Fien,g - Fii ]- Ai-veyi [Fivi - Fieril }

kK Fiet,3 - Fionyj K
Uijer 2 Ui = o eommmeeeemeeees 2 (=) |
h 2 h
Aivr,i + Aij Ri-1,i +Aij
------------ (Fier,i - Fi,j ] ===-m-m=em= [Fii - Fi-r,ill
2 2

T T L (2.55)
donde p=k/h

Fig. 15 Dada una forma de U en j=0, se muestra U para j > 0.

(2.55) nos servird para hacer un programa y ver la progresibn de la onda dada cierta condicion
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inicial. Como funcidn U(x,0) escogemos por comodidad un trapecio; se dan como datos los valores

de X, Xb, Xe, X¢ Yy 188 alturas s y r (vease la Fig. 16)

A U(x,0)
Fig. 16 Se muestra el
m >0, m (0
perfll inicial del
t=0
pulso de onda Us
Xa Xb X

En general para
Ur + (atlU)Us = 0
UG VLU ) Tt e e e (2.56)
Us = V(x,0), Ia ecuacidn (2.56) define impllcitamente la funcion U(x,t), como ejemplo estudie-
mos el siguiente caso;sean Usi (1=1,2,3) los lados del trapecio inicial y Ui los fados del mis-
mo para t)0; ademas se tienen las siguientes relaciones
§-1 r-n2 $-No r-Re
'CRCICICITENS (SCIRTTINNS (S IRTTINE (SLICTENN (AL ICEURNES TRLICIERS
m m M2 Mo Mo M2

(M €0, >N, )N, r)N2Yynz)0)

M= S/{Xe=Xa), Mo = (F-8)/(Xe-Xb) , M2 = - r/(Xe-Xe)

en la configuracion t)0

AU, t)
£)0

Fig.17

s Xe X4
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Xo = X t 8t

o 5 Xp + (Mixe +@ + M)t

Xe = Xe + (MoXe + 8+ No) t

Xe + 2t

X4

Estudiemos el dominio de cada una de las rectas Ui cuando se tiene t)0

recta Ur(x,t)

{X»

[N
><

Xa
Xo tat S x Cxp  (mxp + 8+ M)t

recta U2(x,t)

€D

06X € Xe
Kot (Mexp tatm)t CX CXet (Mo Xe 8¢+ No)t
pero m Xe + N1 3 Mo Xo + No
Xo (Mo Xo @+ No) b X CXe k(Mo Xe 8+ No) t
1
bC--- sime <O ycualquier t sim >0
Ly
recta Us(x,t)
Xe # (Mo Xp + @+ M) t € X & Xa b (M2 Xa # 8¢+ N2)
1 1
t¢ --- :esto quiere decir que para t= --- |a recta Us se hace
|m2 | |Mo |
vertical dejando de ser funclon. Lo mismo pasa con U2 si me<0. Esta solucion explicita U(x,t)

se compara con la solucibn numérica, mediante un programa de Pascal para ver la validez del

método numérico aplicado a la ecuacidn (2.54).
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METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS APLICADO A LA EKdV
Se tiene la ecuacion
Ue + 6(Uta) Ux + Usxx = 0 escribimosen la forma
Ur + [F(U) + Uxx]e =0 donde F(U)= 3(U+a)* , sea
iF
A(U) = ---- = B(U+a)

§U
Usaremos las slguientes aproximaciones de |as derivadas

Ui - Ui Uier - Ui
U i = ==-mmmn-- i Ur,i = ===-=onn-n-
h h
0 1 Uier = Uiea
Ue,i = - (Ux.i t Ux.i) S "===css=ss
2 2h
_ Ui = Uy, Uier - 2Ui + Ui-a
Urx 2 Uxx, i = smmmmmommmeen 2 ciceoeeeee
h h?
e Uivz - Ui Uier -Ui-1 Ui -Ui-2
Uexx 2 Uxxx, 1= 1R [-ommmennees = - ) b meeeeee-- ]
2h 2h 2h
1
2o [Uiv2 - 2 Uit +2Ui-1 -Ui-2]
2h3
_o_ 1 Uis2 = 2 Uier + Ui
Urnx ¢ Uxxxx,i e -"[( --------------------- ) -
h? h?
Uiev - 20U ¢ Ui Ui - 2Ui-1 ¢ Ui-2
e == == ===~ )+ (emmmmeemeeei e )]
h? h?
|
s eec [Ui-2 - 4 Ui-1 #6 Ui- dUivr + Uie2]
b4
1

Urxxxsx # Uxxxxxx,i 0000 [Ui-ﬁ'ﬁUi-Z +15Ui-1'20Ui+15Uit1'6U302+Ui‘3]

hﬁ
Desarrollando U(x,t) en serie de Taylor alrededor de ij:
fu 1 § &

Uivier = Uig Kk [--=-]i # - kY === ==-Ti,j t...
it 2 it 4t
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i 1 i
Uivier = Uiy = K[ === (FtUxx) Lini = = k3= (=== (FtUex)JHiteenneiininniiiiineenss (2.58)
fx 2 it 6x
asumimos
i i ¢ §oF 4§ it U
ceefom ()] 2 moe [oom (FHa)] = oee[oem oe b eee (onn) ]
it dx fx 6t fx U 4t fx* 4t
§ . 6F ¢ g3
: "'[‘ --- "'(F+Uxx) - === (F(U)+ Uxx)]
fx U ox fx3
i OF §3F
o eee [--- (FetUsxx) t+ === ¢+ Usxxxx
fx 46U 63
§ iF
S - e [A(U) --- t A(U) Usxx + Faxx ¢ Uxxxxx ] ................................. (2.59)
0x fx

ademds Fx = 6(U+a)U: Fex = 6(8 tU)Uxx +( Ux)?

z 6[(”*8) Usxx + 3 Uk Uxx]
: 8(U+ﬁ) Uxxx +18 Ux Uxx
= A Usxx + 18 Ux Uxx

reemplazando estas expresiones en (2.59)

§ §
"'["'(F*Uxx)] s - "‘[ AFx +A Uxxx +A Uxx: t 18 U: U:x t Uxxxxx]
it ox §x
§ § §
s '["'(AF:) +2"'(A Uxxx) + ‘8"'(”: Uxx) +Uxxxxxx]
§x §x §x
............................... (2.60)
aproximando la ecuacion (2.60)
f 2 Uiv2-20i o1 4U;
: - {---[Aioxlz(Fiol- Fi)- Ai-vra(Fi-Fi-n)]4 === {Aiviig[ememmmmmmnnen -
h* h? h?
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Uier-2Ui Ui -1 Uier-2UstUi-1 Ui-2Ui-a4li-2

18 Uivnizer= Bienizer Uiv2-Ui Uier-Uia

R ey I ) -
h 2h 2h 2h
Ui-tizer=Ui-niz-r Uinitli-r Ui-Ui-2 1
R J (remmmmmen o eemees ) ]+ ---{Ui-3-6Ui-2t
20 2n 2h he
(5005 - 200 nsui.,-sui.ﬁui.a]} .............................................. (2.61)
volviendo a (2.58)(se omite escribir el Indice [ de U en el segundo miembro por comodidad)
!
Ui.iil s Ui - k (Fx)i 'k(Uxu)i t - k' [(AFxlx ‘|'2 (AUxxx)x t Is(Uxex)x+
2

t Uxxxxxx]i

= Ui -k (Fa)i # - k" [(AFe)x]i -k (Uxxx)it
2

t - kl [2 (AUxxx)x t ‘8(Uxex)x+ Uxxxnx]i
2
Los tres primeros términos aproximan a Ia ecuacion Ue + (a+U) Ux = 0; reemplazando (2.61) y los
términos conocidos para (2.55) tenemos

kK Fier -Ficr 1k

U”;] ] Uil - ees wecsemccoo-o- t - (-"),”(Aiol ‘|'Ai)Fifl - (Ai’l +Ai)Fi'
h 2 4 h
( 4 !
= o= (Uiv2-2Uiert2Ui-a-Ui-2) b --- 1 - [(AitAier) (Uiv2-3Uisrt
23 2 Lo2nt
18
3Ui=Ui-1) - (AitAi-1)(Uier-3Uit3Ui-1-Ui-2)] # -=--[(Vis2tUiv1-
8h¢

= Ui-Ui-a)(Uiv2-Uisr-Ui-Ui-1) =(Uiertli-Ui-1-Ui-2)(Uier-Ui-a-
1

Uitli-2)] + --;[Ui?a-GUi-2+15Ui-|-20Ui+15Uio|~8Ui»2+Uio3]}
h

sean S1 = Aier A, S2= A v A p kN
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Observacibn: Las aproximaciones usadas para las derivadas asegura que todas ellas tienden a un
valor finito cuando h--->0, asumiendo funciones U(x,t) suaves; por ejemplo
Uses:

_o |

Usxr 8 Usxx 2 === [Uie2z = 2 Uivr #2 Ui-1 -Ui-2)
2h3
‘Finalmente escribimos en la forma
p! p! p!

Uiyivr = Ui # (- pl2 ¢ --- 81) Fivr #(pl2+---S2)Fi-1+ (S1482)(- ---)Fi -
4 4 4

]

p
= eee (Uivz = 2 Uivr #2 Uit -Ui-2) #--- [Ai(Uie2-4Uiv1#6Ui-
n? 2ht

9p?
<=~ [(Uiv2tUisr=Ui-Ui-t){Uiv2=Uicr-UitUi-1)=(UiertUi-Ui-1-Ui-2) (Uier-
gh?
pl
Ui-1-UitUs-2)] + =--=[Ui-3-6Ui-2415U3-1-20U1 #1501 +1-6Ui +24U1+3]
2h¢

(2.62) se usa en el programa ecuakdv.Pas.
Una soluclon expllclta de Ue + 6UUx + Usxxz0 e
Ulx,t) = c/2 sech?[1/2 ¢ (x-ct)]
8i U ----) (U’+a) tenemos Ut + (U + @) Ux + Uexxz0 ....(*)
luego U =U-a=¢/2 sech’[} Jc (x-ct)] - a es solucion de (*)
escribiendo  Uc + 6(U + a) Ux + Uxxx=0
una solucibn particular es

U(x,t) = c/2 sech?[1/2 Jc (x-ct)]-a donde a,c = constantes

esta Oltima expresion para t= 0 es U(x,0) = c/2 sech®[1/2 Jc x]-a 'y se usard para dar con-



dicion infcial (t=0) a la soluclion por métodos numéricos y comparar con la solucidn analltica a
medida que el pulso de onda viaja en el espacio-tliempo; esto se realiza en el programa

ecuacion Kdv. Pas.

2.ECUACION DE SINE-GORDON EN MECANICA

Tal vez la mejor manera de describir una ecuacion de onda (bidimensional) con soluciones de

tipo solitdon se da en la ecuaclon de Sine-Gordon

Esta ecuacidn es invariante bajo la transformacion de Lorentz siendo por lo tanto apropiado
para describir particulas elementales en un espacio tlempo bidimensional. Esta ecuacion puede.

ser usada para describir fendmenos flsicos como por ejemplo: propagacion de dislocamiento en
cristales, movimiento de paredes de Bloch en cristales magneticos, teoria de particulas elemen-
tales, etc. La ecuacion de Sine-Gordon aparecit en 1882 en un articulo de Bicklund sobre Geome-
tria Diferenclal, &I obtuvo una solucidn para multisolitdn 'sumando’ diversas soluciones de ti-
po solitdn,

Una gran clase de fendmenos no-Iineales y dispersivos pueden ser ilustrados por el comporta-
miento de un arreglo de péndulos acoplados con grades oscilaciones. Este ejemplo nos conduce al
tipo de ecuacidn de Sine-Gordon que permite describir fendmenos no-lineales en diversas ramas
de Ia flslca. Un arreglo de péndulos como en la figura 19 es un buen ejemplo de un movimiento

de ondas no-lineales,

Fig.18 Interaccidn de dos ondas tipo
IH]—I LIML TU”FMWH solitdn en un sistema de

muchos pendulos acoplados.



Fig.19 Arreglo de péndulos acoplados
con grandes oscilaciones.
Ejemplo de un movimiento de

ondas no-lineales.

Fig.20 Arreglo de péndulos acoplados
realizando pequefias osclla-
ciones.Ejemplo de propagacldn

de una onda lineal.

Obtencidn de Ia ecuacidn de Sine-Gordon en el caso
particular de péndulos acoplados
Tenemos un arreglo de muchos péndulos de longitud Is con masas igquales localizadas solamente en
Sus extremos: en sus extremos superiores estan unidos a un cilindro eladstico con mddulo de ri-

gidez G, de tal forma que el arreglo de pendulos puede realizar movimientos solamente de tor-

sion.
(semmememmmenneeeees L -meemmmeemeeeeeee )
X Xtdx
) Fig.21 Tubo cliindrico homogéneo
- con mbdulo de rigidez G.
e
-
g
- mgn
f definimos g = --- = constante,
0
; n---)numero de péndulos.

M oooo00000000 j--->peso por unidad de longitud



Fig.22 Cilindro infinitesimal de
\ longitud 6x.
)
serfer e s et s st sttt e ettt et e e
l' N e —————
l‘A.-:— .TOZ - =
X X+6x
X+ix
r
[
m3
Fig.23 Se muestra una seccion Fig.24 Se muestra el desplazamiento
del cilindro.

transversal de un solo péndulo
en la posicion X.
Escribimos la ley de Hooke

T:6
|

i
l- yangulo de desplazamiento transversal
> mddulo de rigidez

> tension

Primero hallamos la relacion entre ¢y fx:

de la Fig. 22 podemos aproximar y escribir d&x a= r &9
dF
de laFlg. 23 T = ---

F(r,8) ---->fuerza superficial aplicado en una
dA seccidn del cilindro.

usando la ley de Hooke

§F
- =G

A

iy

= Gr ---,

multiplicando por r e integrando para toda la
8x superficie circuilar se tiene
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[ ]
Fr =(Jr'dA] G --- sean J=J r'dA =constante
§x
i
MizG --- , Mi=Fr
8x

Mi--->momento de las fuerzas de tensidn.
Calculemos el momento debide a la accion del péndulo
donde dw= p dx

]
=(Relo ) 6x seng Yy Mi= JG §(---)
§x

Para el mivimiento giratorio de un cuerpo s6lido alrededor del eje inmdvil tenemos
M---) momento total

I---)momento de inercia
i
K 6x @ee = JG 6(---) - (R+le) p 6x senp
6x
donde K----)momento de inercia
por unidad de longitud

[levando al |Imite esta Gltima relacion
JG (R+ls)

“es fux - mmeee- I send

K K

fee =

K T JG fex - U(H+|o) seng

Haciendo la siguiente transformacion

I GJ I K pix,t) = o(x',t")

\/ (Relo)pt \/ (Relo )
Ox x - ot t = send

Escribiendo las variables sin prima obtenemos la ecuacion de Sine-Gordon usual
Gux - Ore 2 SBM0 L
lo que buscamos ahora es una solucidn del tipo
o(x,t) = 0(2) , con 2 =x-ut

tenemos  Oxx = Q , Our = u’Q" reemplazando en (2.64) obtenemos
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multiplicando (2.66) por Q’

.0’senQ 0’senQ
[ . )y 0°Q"' --eeen 2
-0t 1-u?
Q'? c0sQ 0’2 ¢osQ
I | =0 asumiendo g1 ---- b e--- =g
2 {-y! 2 1-

1Q'1----)0 cuando /z/---->to  (condiciones de contorno)

sabemos que  /cosQ/ ¢ 1

para obtener una solucidn que tome la forma de una funclbdn conocida hacemos

(1-cosQ) /2 - (1-ut)rie

L I : 2(x-ut)
{2109 19(Q14) = # --ooe-ee 02 ---) {2 10g tg(0/4) = ¢ ---nrn-n
(1-u%)? (1-y?)112
(X-ut)
log tg(®/4) = t --eeeemene b c2l{?
(1-y?)1i2
(X-ut)
tg(0/4) =C exp[ t ------- ]
('-UZ)IIZ

tenemos dos soluclones



-bp-
b)
¢tntieolitb|

21

Podemos expresar la velocidad en funcion de pardmetros conocidos,sabemos que

I GJ I K
I PIRRER te [ emeeeeee-
\/ (Rtlo)p \f (Rtlo)n
sean
i J I K
B | ER ECEPPEEP ey § constantes
¥ (Relo)p \ (Relo )
(x'-ut')
00X’ t") = 4 arctan{exp( t --v--e--- ]}
{1-u2) 112
X ut
p(x,t) = 4 arctan{exp[ ¢ ----- - ---- 1} donde v = (1-u*)t'2
aviG  fv

podemos escribir en 1a forma:

1 t
#(x,t) = 4 arctan{exp( t ----- (x-ct)1}  donde ¢ = ---uG
veJG b

K = KitK2 = momento de inercfa/unidad de longitud

I fw (Rtlo)2 4
K= 0r2dV 5 Kooz eee meeeeen = oo (Rt]4)2°
g ix q

R 21
1
Jz I I F(rdgdr) ----) J = ---(R*-a%)
a0 9



R 2t L
s
Kz --- il rdgdrdz D = densidad del cilindro
La 0 0
Ki = ---D(R*-a4)
2
I JG / G
ez U/ ----- I B SRR LI L LRI L LT L

K - Vo uD+{2u/ () 1L(R+Lo) / (R%-%)]
¢---> velocidad de Ia onda tipo 1-solitdn
U---) parametro

Las condiciones de contorno usuales para la ecuacion
Ocx - 010 = sen® son las siguientes
a) cuando los extremos estdn fijos rigidamente

0(0,t) = O(L,t) =0 para todo t
0(x,0) = f(x), 0:(x,0) = g(x) donde x ¢ (0,L)

a.1) si L--->to podemos hacer tender /x/---) te

[im o(x,t) = &1 y [Im  o(x,t) = c2
£---)-a K---)t0
0(x,0) = f(x), 0e(x,0) = g(x) para todo x ¢R

bjextremos libres
¢x(0.t) = ¢x“.,t) = 0
cextremos del cilindro eldsticamente fijados

0x(0,t) - € 0(0,t) =0 ; 0«(0,t) +¢€6(0,t) =0 ¢ =constante.

Mbtodo de las diferencias finitas aplicado a la ecuacion de Sine-Gordon

sean los incrementos Xier-Xi =h, tier-ti =k y la aproximacion :

O(x,t) = O(xi,ty) = 0i,;



usamos |as siguientes aproximaciones de las derivadas

Oy ¢ 0:,i T omememee-

_ Ox,i-0x,i _ Oier-20i40i-1
Oxe 2 0::,1 S mememeeeee kL T R I ) [2.67)
h h?

Desarrollando ¢ en serie de Taylor en torno 8 i:

h? h3 h*
Oiot = 00 £ h 0"t -o- 00" 4o 0" - 0V O(R4) L (2.68)
2 6 24

O(h*) denota los términos que tienden a 0 mas rdpldo que h* cuando h--->0
. h!
Oxx - 0" = --- OLIV) £ Q(h4)
12

es decir Ox « aproxima a ¢’ ' con segundo orden

Oivr,j-20i,it0i-1, i

reemplazando en (2.64)

Oiet, =201, 140i-1,; i, ie1-20i, 401,51

-------- i;--------- 0 --------&;-------- = sen i,
sea p = kih
O, iet = DO e, =201, 4001, )= 00 jonk 200, -KPSeA0i f Lo (2.89)
usando |a condicldn de contorno a.t) tenemos
01,00 = GIX) ====> Bivo = QUXathi)oeee it (2.70)

Xz Xe # NI
tomamos  Xo = 0, to =0, Xs =L y te=T;
L debe ser muy grande.



t = to+ki
0(0,t) =0, O(L,t)=0, &:t(x,0) =F(x) i=1,2,3,....... N
""""""" = F(x)
k
I=0
Git = 05,0 = KF(XatRi) vornteet it i neenns e (2.71)

Las ecuaciones (2.69), (2.70), (2.71) usaremos en el programa Singor.pas; en &ste programa se
compara |a solucion numérica con una solucibn analltica obtenida por nosotros; se ve que el
grror es minimo; se hace pregresar ambas sofuciones en el tiempo y no se aprecia gran diferen-

cia entre ellas para t grandes.

3.ECUACION DE TODA

Es |a primera ecuacibn no-lineal en diferencias que did como soluciones ondas de tipo solitdn

(11,1l
REDES NO-LINEALES

M. Toda (11] propuso un potencial exponencial de interaccibn entre particulas adyacentes de [a
red:
-
Vir) = (e - 1)
se esperaba que tal sistema tuviera una relacidn con un sistema flsico y admitiese soluciones a
[a ecuacion de movimiento que no fueran sumamente complejas.

Con este potencial las ecuaciones de movimiento son de la forma:

m; s - V'(Q.-Q.-l] t V'(Qlil'Ql)

v
ViQ-Qu-1) 2 ----
Qs
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Qu ------ > desplazamiento de la n-ésima particula.
V(rs)----> potencial de Interaccion entre particulas adyacentes.
a -br.
con  rez Qu-Qi-1y V(Qe) = -6- &  F4&.r +const,
a,b = constantes.
Toda dice en uno de sus artlculos:
'No hubo una estrategia especial (para hallar el potencial-nota del traductor), excepto la e-
norme esperanza por lograrlo, por medio del procedimiento de ensayo y error, halle un potencial
de interaccion y sus soluciones al mismo tiempo®.
ESTUDIO DE UNA RED LC NO-LINEAL
Usando una red LC no-lineal se estudiaran las propiedades fundamentales de los solitones ini-
ciados por Zabusky y Kruskal, donde:
1.-Un pulso iniclal (perturbacion) se convierte (rompe) en muchos solitones y una ‘cola’ osei-
2.-$:tg;:?ibn de gran amplitud viaja mas rapido que uno de menor amplitud.
3.-Los solitones preservan sus identidades despues de interactuar nolinealmente con otros.
Algunas de las propiedades fundamentales de los solitones son explicados flsicamente en termi-
nos de propiedades de las redes LC no-lineales, y son demostrados matematicamente estableciendo
expresiones anallticas para solitones en una red particular, La equivalenti2 ewtre Red
Lc y la Red amarmonics se dz en |2 P’y . 108,
INTRODUCCION
M.Toda obtuvo satisfactoriamente soluciones anallticas de la ecualon de movimiento en una red
unidimensional anarmonica y halld Ia existencia de *solitones de red" (solitones en una red no-
lineal). EI tambien descubrit que los solitones de red interactban con otros sin perder sus
Identidades.
Se estudiara un circuito LC no-lineal que es un sistema equivalente a una red unidimensional
no-lineal; consiste de un circuito LC en forma de escalera conteniendo inductancias constantes

y condensadores dependientes del voltaje.
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PROP IEDADES GENERALES DE LAS REDES LC NO-LINEALES

Consideramos las propiedades generales de una cascada de 4 terminales LC no-lineales.

l--z lu-l n |nfl
—_— _ _
° |
input Va-2 V-t Vs Vert ‘ output
0

Flg.26 Malla no-lIneal equlvalente a una red unidimenslonal anarmdnica.

Las ecuaciones de propagacion de las mallas son:

S [LIa )] = Valt) Vel ) e el [2.72)
it
§
e (O B 3 R Y 1 (2.73)
it

con Ql(t) s CIVI(t]]VI(t) ....................................................... [2.74)

Qu(t) ----- yearga eléctrica en el n-8simo condensador
Va(t) ----)Voltaje presente en el n-2simo condensador con capacidad
ClVa(t)]

la(t) =---- YCorrlente que pasa a través del n-&simo inductor con
Inductancia constante.

L = const.

derlvando (2.74)

§ §C

"’[Ql(t)] = CVll(t) t Vl(t) Ve’

it Vs
§C

: [C[Vl(t) t Vl(t) "'] V'
Vs
tomamos:
CoVe
C(VI) S vee- |09(1+V|IVO) IVIIVO' ¢
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CA

Celn2

b)
Va

Fig.27 Se muestra la dependencia de C con respecto de Ve

§Qa(t) CoVo
Luego [+==-- Vo'
it VotV,

LEYES DE CONSERVACION
Para un pulso de onda definida por la condiclon que Vu(t) y la(t) y SuS m-esimas derivadas
Va(t)(ady [a(t)=), con m = entero; tienden a cero cuando /t/--->te y [n/----) +o, obtenemos
las sigulentes leyes de conservacibn por integracidn de (2.72) y (2.73)
to

R
Lo-ee=dt = ) [Va(t)-Vaur(t)] dt

-8t -0

te te .

Lin(t) f Va(t)dt - I Vier(t) dt

Va(t)dt = constante independiente de N ......ovvvevriiinieirennnniens (2.75)

Por otra parte
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te te
§Qu(t) I

I ---- (t = “n-l(t)'ln(t) dt

-8t -8

te

j l+(t) dt = constante independiente de M ......ceovvnviiiiiiiiiiiiiiinnn,
-0

Sumando desde n = - hasta n = +e |as ecuaciones (2.72) y (2.73) respectivamente tenemos

p o blalt) p
It T (Va-Vaer) = Vo-Ya , haciendo p, m ---) te
n=-m Gt n=-m
|uego
te
I la(t) = constante independiente de t.....oovvriiiiniiniiiiriiiiinineenns (2.77)
-0
similarmente
p §Qu(t) p
Il I (la-1-la) = Iper-l-a , haciendo p, m ---) te
n=-m 4t n=-m
p
IIm § [ Qa(t)]
“=-  N=-M =0 luego
m,p---)teL gt
te
T Qu(t) = constante independiente 8 t.....ovvverrerrrnniieesesseeeenennnns (2.78)
-0

LEY DE CONSERVACION DE LA ENERGIA

%Vl-l -Vl -VuI

Fig.28
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Podemos escribir la energla eléctrica almacenada en el n-8simo condensador y la energla magné-
tica almacenada en Ia Inductancla(vease la Fig.28)
Qs
1

Wa(t)= I VI(QI,)dQI' t- Llat(t) = El()+ Ml(t) ................................ (2.79)
0 2

Q
Wat) 8 la(t)
e I VAQ)HQ) # LE(t) -
it 0 it

Qs
§ I 6Q
3 e-- VI(QI,)dQn' ---- ¢ ||(V|'V|bl)
Q. 0 it
= VI(II'I'II) t ||(VH'V|0|)
Vo laer - Vet
6Wu(t)
""" s PI'PHG] .................................................(2.80)
it
donde Paz Va la-1

integrando (2.80) tenemos
te te te
-8 {t -0 -0

te

I Pa(t)dt = constante independiente de N ......vvvnvrrerrnrrnrennseens (2.81)
-0

sumando (2.80)

te (W, te
2 “““ Z (PI‘PIFI) = (
-o §t -0
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i te te
“-- I Waelt) =0 ---> L Wa(t) = constante independiente de t.........oovvvurunss. (2.82)

ft -» -»

OBSERVACION: Porqué L es constante ?

d¢ dp  dl dl
se sabe E = - --- 2.l ---
dt di dt dt
E---)fem
d
L =---= L no depende de | debido g--->flujo de campo mag-
dl a la linealidad de los me- netico
dios magneticos asociados I---)intensidad de co-
L=const. con la configuracion del rriente de una
circuito®. esplra

UN PULSO DE ONDA EN UN *ESTADQ ESTABLE":’SOLITON’

Si un pulso de onda se propaga a través de una malla sin cambiar su forma y velocidad:

R I AT T (2.83)
PR I N (T ) T (2.84)
Obtenemos las sigulentes relaciones de (2.72)
§
"'[Lll(t)] s Vl(t) - Vnol(t)
it
= V(wt-pn) - V[wt-p(n+1)], sea x = wt - pn
§
—<[LLa(t)] = V(x) - Vix-p)
it
pl
=V(x) - V) - pVX) 4 - V() -]
2
av p' q
/S
& 2 dx?
t
[ [ p & 1 p W
L P D L A C e O LR R L
-0 {t -+ 4 6t 2 w
p 1 p Vo 1 p 6V, -

(S E {4 IR (R Ly i | R
W 2 W ft 31wt



te te te te
: 1 §Va 1 p §:Va
WI Lla(t)dt = pIV.(t)dt - -W(---)* J caeeft b --- W (---)J --- dt-...
-» -0 2 W -eft 3! Woo-e ft?
te te
I Lla(t)dt = p IVu(t)dt .......................................................... (2.85)
-9 -9
de (2.73)
6Qs (1)
----- = la-t(t)-1a(t)
§it

= |[wt - p(n-1)] -f(wt-pn), sea X = wt-pn

= | (x+p) - 1(X)
pl
pl ()4 --- 177 (X)+... ysamos 6 14
? cew 2
fx Wit
Pl pt 6
....... PR
W ot 2t
ie te
wIQ.(t)dt = Il.(t)dt ................................................................
-9 -9
de (2.80)
fwal(t)
i = Pl(t) - Pl’l(t) =z |l-l(t)V|(t) - |n(t)Vntl(t)
t
=|[wt-p(n-1)[V(wt-pn)-1(wt-pn)Viwt-p(nt1)]
=P(wt-pn)- Plwt-p(n+1)]
sea x = wt-pn
P(x)-P(x-p)
p dP 1 p d*P
ZTevn wee boofem)t-- -iLl

w o dt 2 w dt
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t t t
fwalt) p [ 6P 1 p §'p
I‘ ----- dt I --dt + -(---)'I -dt.,
-0 {t W -e §t 2 W -e ft?
e ia
WIWI(t)dt =P IP-(t)dt ............................................................ (2.87)
-@ -0
donde
W
L T (2.88)
p
LT 1 (2.89)
Co = C(Va) ]| T (2.90)

(2.85),(2.86) y (2.87) son las leyes de conservacidn para un pulso tipo soliton.
Una solucidn analltica de Toda y su verificacion
Sea la ecuacion

§ Voo VeertVaor-2Vs

v = w'sech’(wT-pn)  con T = t/(JLCo) , W = Senh(p), Vo = ---
0 p

(*) Esta ecuacion serd motivo de estudio en el caplitulo 3 y se hallard

precisamente esta solucldn expllcita.

[ V'(T)
$i Vn(T) = ---- = w'sech*(wT-pn) ,podemos escribir
° Vo
§
---log(1+ Va) = Vaer # Ve-r -2V,
§1?

escribiendo sin primas

62
-3i109(1+ Vo) = Vet b Vet = 2 Vs i e (2.92)
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para verificar que la solucion planteada satisface la ecuacion (2.92) usaremos las siguientes

expresiones
1) chx =1+shx 2) (sechx)’=-(sechx thx)
3) 1-th*x=sech’x 4) (thx)’= sechx
thxtthy
5) th(xty)z-------- v thi-x) = - th(x)
1-thx thy

6) sech?(xty)=(1+ th'x thy - th®x -th'y )/(1tthx thy)?
7) sh(2p)= 2shp chp
ch(2p)= sh®p + chip
sech’(x-p)=(sech*x sech’p )/(1+th*x th*p-2thx thp)
sech’(x+p)=(sech’x sech’p)/(1+th'x thip+2thx thp)

necesitamos las siquientes derivadas

| §Va
§ log(1tVa) = woem -ve-
1tVe T
T
Vs §:Va
5 (===-)*
§ log(14Vy) T §T?
T e emeecenee b
fT? (14V4)? 14V,
Vs
—e- = <Qwsech?(wT-pn) th(wT-pn)
iT
§2Va
----- = 4wt sech?(wT-pn) th*(wT-pn) - 20* sech*(wT-pn)
fT?
6V|(T) 2 3
((=mee-- )= 4 WiV, - 4V,
T
6!V| 2
=== 3 4W'V|' 6V,
fT?
luego
2 2 3
6|UQ(I+VI) 4wV, - 4V, 4wVa- 6V,
............. b oeeemceeeee-

iT? (1#Va)? 14V,
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2
2w*- 3Vn -Vn

sea Xx= wt-pn
Varr #Va-1-2Va = wi[sech®(x-p) + sech?(xtp) - 2 sechx]

usando las relaciones Indicadas arriba Ilegamos a la siguiente expresion
2
2w*- 3Vn -Vn
VI*I +V,-1-2V. : 2V|[ """"""" ] .............. (**)'

se observa que  (*) y (**) son iguales;es decir

---- = W'sech®(wT-pn) es solucion de (2.91)

Vo
W

con T =t/(JLCs) , w = senh(p), Vo=---
p

Metodo de las diferencias finitas aplicado
a2 la ecuacidn de Toda

Sea la ecuacion

62 Var1#Va-1-2V,
LCo -- F(Va) = =--mmccvmcmmnnn donde F(Va) = log(1+VelVs)

---------------------------------------------------------------------------- (2.93)
h? LCoVe
Vn,j
con Fao,j = log(1# ----)--->Va,j =[exp(Fa,i)-1] Vo
Vo
de (2.93) tenemos
Fo,ivtz p (Vn*l.i'2V|.i Va-1,i) +2F|,§‘Fn,j-l ................................ (2.94)
nl
donde p = ------
LCoVo

La relacién (2.94) se usard en el programa Toda.pas



PROGRAM ECUAK.dY :farafica 1a soluc. de a ecuac. de kdv: Utsg*(U+a) tUn+exs=0 0
Ut+Fx+Uxxx=0. para F=3*(a+U}*2 :a0emds arafica ta sol. de :
Utra*UntUxxx=0 0 (Ut+FatUxxa=0.con F=a*U.AA=a)}
Uses Graph,Crt.Printer:
gonst xi=-10:xf=10:Nx=100:tt=:tf=1{1}:Nt=1000;a=0:cc=1:
{para estos vatores no se aetorma el solitdn:
Xre=1000f=10;Ne=100ti=0:tf=1:Nt=1000:4=0.01:cc=1:}
{para U0 trapezoide Nx=100 Nt=100000000}
ponst xa=0.1:xb=0.2:%¢=0.3:xd=0.5:5=0.02:r=0,02:{validos para dar fuacion
iniIctal un trapezoide}
Type real=extended:

YAR
Arch Text:
U.ue .array 10..Nx) of real:
I, 1.Gd,Gm.xx. vy AxGAY L ub LUy vinteqer:
X.NX.Nt,D.81.82.83.94,85.56.87,968.89.f1.2,f3  :real:
t.c1.¢2.03.04.580.581,582.583,954 ireal:
mi.m0,m2.n1.n0,n2.91.42.43 ireal:

schar;
FUNCTION Fix:real) ireal:
bearn F:=3*sar(atxifFo=a*xHF:=2*x*x*)} @ end:
FUNCTION AA(x:reat) real:
beqin{AA:=6*(a+x1H{AA:=a} AA:=6*sar(x+a): end:fAA es (a oerivada de F}
Functron U0O(x:real) real:

[*BEGINTIY F (x<xa) or {x)xd) then U00:=0 ELSE
bearn{ft It (x<xb) tnen UOQ:=mf*x+n! else
beain{2} f (x¢xc)  then U00:=m0*¥+n0 e!se
U00:=m2*y+n2 :end{2}:endi!}:

END:(1}"}

beatn UDU:=0,1*sar(2/(expixi+texp(-x11)

focsari2/(exottsarticci*x/2)1+exni(-sarticci*x/21)111/2-a} : end:

BEGHH (MY ClrScr:Writeint "ONDASOLITON ONDASOLITON'):

Nrc=zixf- VNGt =it E-t N D =nt /by

It xb=xa then ml:=0 else mf:=g/{xb-xa) :

[f xc=xb then m0:=0 else mO:=(r-s)/{xc-xp):

It x0=xc then m2:=m0 efse m2:=-1/(xd-xc):

If «b=ya then n1:=0 else nl:=-s*vafixb-xa):

It ag=xb then nf:=s-1 else nd:={s*xc-xd*ri/ixc-xb):

[f xd=xc then n2:=0 else n2:=r*xd/(«d-xc):

{7001 1:20 to Ny do bearn x:=xier nx:UOLTT:=U001x):UT11:=0;580d:

{For =0 to Nx do bearn Writeint'UOTT="u0f1:10:6) eno:t

{*}i:=0: WHILE 1<=Nt DO beain{|}

tr=tid)*ht:

Weiternd "w o0 t="0 00t 10160100

PAAUCTOT =000 e b U0 1T:=U001x+hy);U072] :=U00 X +2*hx ) :
UOTNX-21:20001¥t-2*hx 1 :UOTX-11:=0000xf-hx): UOINx T =udnixfl:
UTOT:=U00tx11:UTtT:=0000%i+hx1:f21:=U001x1+2*hy):
UFNx=21:=0000yt-2*nx ) :UTNx- 1120000« f-hx1: UINyT:=UD0(¥f):

{*}or 1:=3 to Nx-3 do beain{it



sTo=AAUOLi+1])+AACUOLI]) ;(Writetn(st):)
52:=AA(UO (T -T]+AACUOLT]));
cli=-pl2+sar(p)*si/é4;
£2:=-8qr(p)*(s!+s2)/4;
03:=p/2¢sqr(p)*s2/4;
od:=U0[i+2]-2*(UO[i+1])+2* (UOLi-1])-Yo[i-2];
$3:=U0[i+2]-3*00[i+1])+3*U0(i]-U0Li-1];
s4:-U0[i+1]-3*V0[i]+3*U0i-1]-U0(i-2];
s5:=U0[1+2]+U0 i+ 1]-U0(i]-U0Li-1];
$6:=U0(i+2]-U0(i+1]-U0(i]+UO(i-1];
s7:=U0(i+1]+U0(i]-U0(i-1]-U0(i-2];
s8:=U0(i+1]-U0(i-1]-U0[i]+U0(i-2];
§9:=00(7-3]-6*U0[i-2]+15*U0[i-1]-20*U0[i]+15*UO[i+1]-6*U0[i+2]+U0[i+3];
g1 =AA(UOLi]) ;92: =AA(UOT i #1]):93:=AA(UOLi-1]);
floFUOLT+1]);f2:=F(UQLT]);F3:=F(UO(I-1]);
$0:=(-p/(2*Nx*hx))*cd;
ssli=(p*p/(2*hx*hx) ) (g1 (53-54)+g2%s3-g3%s4);
$82:=((9*p*p) /(B*hx*hx))*(s5*s6-57*s8);
§83:=((p*p)/{2*hx*hx*hx*hx))*s9,
(Writeln(’ss0’,550:10:6,” ss1”,881:10:6," ss2',852:10:6," $83’,583:10:6);}
554::03*f3+550+58 14552,
ULtT:=U0]i[rct1*frec2tf2rss4+883;
{(For i:=0 to Nx do begin Writeln(’U0=",U0(i]:10:6," U=",U[i]:10:6) end;}
end{1};
i g then begin
REPEAT (Graficacion}

Gd ;= Detect;lnitGraph(Gd, Gm, *D:\TP7\8GI");Write(Gd:2);

(f GraphResult ¢ grQk then Write('Error ***'):SetBkColor(0);
QueTextxy(175,0," & Valores de xx, Ax, yy, Ay ?');Readln(xx,Ax,yy,Ay);

FOR ::0 to Nx DO

begin uh=xxtAXtix:=xititax;

Uv:=yy-(trunc(Ay*ULid});

{u: } Putpixel(uh,uy,15); (4=rojo}

end;

Repeat until Keypressed;c:=UpCase(ReadKey);
UNTiL ¢='C’; {*}end,;
(*JFor i:=0 to Nx do UO[il:=U(i];
(*1po=petend(j} Writeln:

END. (Jj
{cuando se da U0O igual a la solucion analitica (f-solitdn) de la ecuacion de
KAV se observa que la onda inicial no se deforma cuando transcurre el tiempo)

Mxnnntxxt)



PROGRAM SINGOR, {grafica ias soiuc. de la ecudc. de &'NT-ZORDCH G & oo €049,
por metodos numericos y una solucion explicita(f-kink)]

Uses Graph,Crt Printer;

const xt=0.1;xf=5:Nx=500;t1=0;tf=100;Nt=1000:cc=0.1;a=1.5;{a 1}

Type real=extended;

YAR

U,do,U1,02 arrayfo. Nx] of reai;
i,1,Gd,Gm, xX, vy, A4, Ay, uh, Uy, uw integer;

X,z t,h,ht,p,st,s2  real;

¢ schar;

FUNCTION g(x:real) real;

pegin q:= (4*arctan(exp(a*x))}
4*arctan(( (-sqrt{a*a-1)/a)*
((expla*x)-exp(-a*x))/2 ) | ((exp(-sqrt{a*a-1)*t)+exp(sqrt(a*a-1)*t))/2) ) ); end;
FUNCTION F(x:real) real;
begin F:={(4*sqrt(a*a-1)*(exp(a*x)))/(1+exp(2*a*))}
(-4)*((a*a-1)/a)*(1/(sqr(2/(exp(a*x)-exp(-a*x)))+!-1/(a*a)));end;

BEGIN [||} ClrScr;WritéIn( ONDASOLITON ONDASOLITON');
e (f-Xi)INGRE=(tf-ti)INt;pz=ht/hx;

050,
for 1::0 to Nx do begin x:=xi+i*h;U0(i]:=q(x);U[i]:=0;end;
For i:20 to Nx do begin x:=xiti*hx;U[i]:=U0[i];

U2(i]:=g(x);end;

jo=ly
For 1::0 to Nx do begin x:=xiti*hx;Ut[i]:=ht*F(x)+U(i];U[i]:=0:end;
(For 1:=0 to Nx do begin x:=xiti*hx;U[i]:=U1[i];end;}
{7}j:=0; While j<=Nt DO begin{j)

tr=titj*ht;

Writein( "wuw [=",0, 00 t=",t:15:105;
ULO]:=g(xi); UINx]:=g(xi); U2(0]:=0; U2[Nx]:=0;
{*}For i:=1 to Nx-1 do begin{i}
[ =0 then ULi):=U0(i];x:=xitithe;U2(i]:=g(x);
oopst then USr]o=Ut0i ]z =xe(sart(a*a-1)/a)*t;U2(1]:=q(2);
[f )1 then

XozXrEhxt g zoxe(sqrt(ata-1)/a)tt;
slo=p*p{UIe-1]-22Ut [ JeUI [T +E]);
s2:=-U0(T [+#2*Ur(i |- (ht*nt)*(sin(UT[i]))
Ul =stes2; U200 ] =q(2),
end{i);
(*JIf 23

then begin

REPEAT (Graficacion)

Gd := Detect;InitGraph(Gd, Gm, 'D:\TP7\BGI");Write(Gd:2);

If GraphResult ¢ grOk then Write('Error ****);SetBkColor(0};
QutTextxy(175,0," ¢ Valores de xx, Ax, yy, Ay ?");Read!n(xx,Ax,yy,Ay);

FOR i:<0 to Nx DO

begin  uh:=xxtAX*i;x:=xiti*hx;

uv:=yy-trunc(Ay*U(il);
Uw:=yy-trunc(Ay*U2(i]);
v:) Putpixelwh,uv,15);  {4=rojo}
Putpixet(uh,uw,4);

end;
Repeat unti| Keypressed:c:=UpCase(ReadKey);
UNTiL ¢='C": (*}end;

For i:=0 to Nx do begin x:=xi+i*hx;U0(i]:=Ut{i];end;
For i:=0 to Nx do beqin x:=x.+i*hc:Ut{i]:=U{i] end:
(hespetiend (s} END. ()



PROGRAM TODA: {grafica la soluc.numer.dela ecuac. de TODA:(L*C*VO)[f(Vn)itt=(Vnrt+Vn-1-2Vn)/VO;
y la compara con fa sol.analivica Un=Vn}

9Nt}

Uses Graph,Crt,Printer;

Const x1=-300;Nx=900;ti=0;tf=10;Nt=1000;L=0.1;C1=10;V0=1;
a=0.09;e=+1;]0=19; (xi=-150,Nx=300,ht=0.1,2=0.025,;0=29,20 3 309 30*1000 estable}
{ *,',ht=0.1,4:0.015,70=99,20 2 300 100*1000 estable}
{", ", ht=0.1,2=0.02,j0=49,20 3 300 90000 estable}
{a=0.09,0-19,e=1,Nt=10000,%i=-50,Nx=120, 20 1 300 5000}
{5t Nt=1000 en el caso a=.09 ya para j0=19 se agrecia}
{una gran diferencial
Type real=extended;
VAR
Arch Text;
J,u0,U1,F,FOF1,V :array(0..Nx] of real;
[,1,Gd,Gm, xx,yy,Ax Ay, uh,uv, uw integer;
X,t,2,hx,ht,p,s1,82 :real;
.char;
FONCTION g(x:real; real:

oegin {+f £¢100 then g:=1 else g:=0}
g:=sr((exp(a)-exp(-a))/2)*(4/sqf (exp(a’y)texp(-a*x)))
{9:=1/(exp(0.5*x) +exp(-0.5*x])}
{g:=1/(sar(a)*x*x+1)};end;
FUNCTION gt(x:reat) creal;
pegin (g1::0}
gla=(-1)*sqr(exp(a)-exp(-a))*(exp(a)-exp(-a))
Y-exp(2ratx) ) (1/(sar(exp(-(2/3) atx)+exp((4/3)*a X)) (exp(-(2/3)*a%x)texp((4/3) 8" xj)})
{g1:=-(exp(0.5*x)-exp(-0.5%x))/sqr(exp(0.5*x)+exp(-0.5"%))}
(-(2*sqr(a)*x)/sar(sqr(a)*x*x+1)};end;
oEGIN ([ ClrScr;Writeln(’ONDASOLITON ONDASOLITON")
hcstont=(tE-ti)INt;po=ht/hx;
170,
For 1:=0 to Nx do begin x:=xi+i®hx;U0[1]:=g(x);U[i]:=0;
FO[i]:=In(1+U0(i]/VO);
end;
Far 10=0 to Nx do begin x:=xiti*hx;U[i]:=U0(i];end;
1ieT
For .20 to Nx do begin x:=xi+i*hx;UI[i]:=ht*gt(x)+Ui];
FI{i]:=FO[i];end;
("};:=0; While j¢=Nt DO begin{(j}
Lot *ht;
Wreteln( "ww o j=" 0, 00 t=7,4015:10);
U[O]:=0; UCNx]:=0; V[0]:=0; VNx]:=0; {*** extremogt! — rrrxaxs}
(*}For 1:=1 to Nx-1 do begin{i}
[tj=0 then ULr]:=U0(i ] xe=xiti*hx;V{i]:=g(x);
PEp=tthen UCE]e=Ut[i]yxo=xiti®n; Vi) =glx-e*(((exp(a)-exp(-a))/2)/a) 1),
Ff 1 then
xokethict e ziax-et(((expla)-exp(-a))/2)/a)tt;
SEept (UILe-1]-220t (i JsUt et ])
s2:= 20 101 ]-FO(1);
Fli]:=qt4s2;
Ulr]:=texp(F{i))-1)/V0;
Vii]:=q(2);
ena{il;
CHE 0
then begin



(*HE Do
then begin
REPEAT (Graficacidn}
Gd := Detect;InitGraph(Gd, Gm, 'D:\TP7\BGI");Write(Gd:2);
If GraphResult <> grOk then Write('Error ***’);SetBkColor(0);
QutTextxy(175,0," & Valores de xx, Ax, yy, Ay ?');Readin(xx,Ax,yy,Ay);
FOR i:=0 to Nx DO
begin Uhs=trunc(xxs (AX*i) ) xe=xiti;
uy:=yy-trunc(Ay*U(i]):
uw:=yy-trunc(Ay*VEil);
Putpixel(uh,uy,15);
Putpixel (uh,uw,4);

end;
Repeat until Keypressed;c:=UpCase(ReadKey);
UNTIL ¢=C’; {*}end;

For i:=0 to Nx do begin xz=xi+i*hx;U0[i]:=U1[i]:
’ FO[i]:=F1[i];end;
For i:=0 to Nx do begin x:=xi+i*hx;Ut{i]:=U(i};

FI{i]:=F(i];end;
(*}i:=jrisend(]};
END. (Jp



CAPITULO IIX1

LA TRANSFORMACION DE BACKLUND

DE LA RED DE TODA
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CAPITULO 11

TRANSFORMACION DE BACKLUND DE LA RED DE TODA

En la teorka de las Ecuaciones Diferenciales Parciales, la transformacién de Bécklund puede ser
definido como sigue: Una transformacion de Bicklund de una ecuacion diferencial en derivadas
-parciales de segundo orden en dos variables independientes es un par de ecuaciones

diferenciales parciales de primer orden que relaciona las variables de la primera ecuacién con
otras variables que satisfacen |a misma ecuacién (u otra) diferencial parcial de segundo orden.
Desde que Lamb [5] aplica la transformacion de Backlund a la ecuacién de  Sine-Gordon se han
desarrollado sucesivas aplicaciones a las ecuaciones no-llneales en derivadas parciales.

En el presente capitulo se verd una transformacion canénica para la red de Toda [8] y luego
usando esta transformacién hallaremos soluciones anallticas de la ecuacion de Toda. Esta
transformacion canénica da la relacion entre dos soluciones de una Red exponencial (red de
Toda); usando esta transformacién puede obtenerse una nueva solucién a partir de una solucidn
conocida; esto viene ha ser asl una versién discreta de la transformacién de Bicklund

[71,191,[11].

1. RED NO-LINEAL UNIDIMENSIONAL

Matematicamente y flsicamente, el estudio de los solitones puede ser dividido en dos catego-
rlas, continuos y discretos (redes). EI solitén en sistemas discretos es a veces |lamado
"lattice-soliton".

1.1, DINAMICA DE UNA RED NO-LINEAL.

Consideramos una red unidimensional, que consiste de N particulas de masa m conectadas por
resortes. Si la energla potencial es denotado por V (r), el Hamiltoniano para el sistema esta
dado por:

N
Heooee TP+  V(Q-Qu-1) oot e (3.1)
2m n:l [
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donde Qs ---) desplazamiento de |a n-ésima particula de su posicion de equilibrio.
Ps ---) momento conjugado (momento generalizado) con Qo
M. Toda propuso (1967) un potencial de la forma .

a -br
Vir) = --- e +ar + const. b ) 0 asseessssnassemeses s (3.2)
b

V(r) ---)> potencial de interaccion entre 2 particulas adyacentes.

Tenemos los siguientes casos, para M suficientemente grande:

si-a)o,
a  -br
[ --=) -M ==:::2) Vir) = ---e ; [---) tM =====2) V(r) = ar
b
si a0,
a  -br
[ ---) +M szsz:zz) V(r) y --- @ : r =) -M 855858)) V([) :ar

Estudiamos las oscilaciones no-llneales del sistema de N particulas iguales de masa
'm' acopladas, en el que cada particula interact(a mediante el potencial de tipo expo-
nencial,
a -br a
Vir)y = --- ¢ tar - --- o V(r=0)=0
b b
Nos proponemos estudiar Ias oscilaciones longitudinales de las particulas alrededor de

sus posiciones de equilibrio. Consideremos primero los desplazamientos de Qa-1, Qa,

Qa1 de las masas numeradas n-1, n, n#l  indicadas en la figura 3.

Este potencial tiene amplia aplicacion porque variando a y b podemos obtener
potenciales desde el IImite arménico (ab se mantiene finito cuando a ---) o y b --> 0)

hasta el |Imite del potencial de una ‘esfera® infinitamente pequeda e impenetrable
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(ab se mantiene finito cuando a --> 0 yb --> o),

Limite armonico:

ab ab? ab3
Vir) = [T [3 4 ----- 4 -
2l 3t 41
ab
ab  finito a-->o y b-->0  luego V(r) = 1

Limite de "esfera® impenetrable (hard sphere) :

r2o
r¢o
La funcién V(r)
Vir) *#
I <re
[
asintota V=1
e se define como
av(r)
———— ) fe = - -me---
0 1 3 4 dr I=fe
| .
L__ fe --) mdxima tenslién del
)
‘resorte’.

Fig. 1. Gréfica del potencial
En este sistema el potencial es funcidn Gnicamente de |as coordenadas espaciales por

tanto el campo de fuerzas es conservativo. Ademds el sistema no (nteractia con fuerzas



externas.

Semejante red es un modelo para - estudiar sistemas de partlculas que tienen interac-
ciones internas; por ejemplo en las oscilaciones anarménicas de un cristal unidimen-
sional

- Emplearemos las ecuaciones canénicas del movimiento para el estudio de nuestro sistema

por tanto revisaremos la formulacion hamiltoniana de la mecanica.

El hamiltoniano se considera siempre furcion de {Qs, P, t}, mientras que la lagran-

giana es funcién de  {Qs, Qi, t};

sea:
L :Rett ----) R L(g,v,t)
iL o
defimimos: p = --_ (q,v,t) = V(Q, V, t) ceeriiiiiiiinnnn. (*)
by

suponiendo inversibilidad de (*):
V= V(q,p,t)
definimos:
H(q,p,t) = p.V(a,p,t) - L(a,V,t)

sean Q= r(t), v =r(t) luego T(t)=L(r(t),r(t),t) Usaremos la notacién:

dr

=z T

2 _ dt
usualmente tomamos: L(q,v,t) = (1/2) my - U(q,t)
sea g : R----R*; con esto definimos una funcional de Ia forma:

t2

J(g): I L(g(t),alt),t) dt para 108 gs, J(go) toma un valor extremal
t (Principio de Hamilton)

geer) =@, Qre2) = g2, Qry g2 constantes.

para tales trayectorias tenemos |a ecuacion :



[L.- ----L )] =0  Ecuaciones de Euler-Lagrange,
at v g:g(t)
aqul tenemos n ecuaciones de

vig(t) segundo orden.
Nuestro objetivo es deducir |as ecuaciones candnicas del movimiento de un sistema
mecdnico, para esto aplicaremos el principio de Hamilton modificado a la funcional

que se formara en los siguientes pasos, sea

L*(a,p,v,t)= v = HIG,B,E) oo (**)

t2

J'(g,f) = J L*(g(t),f(t),9(t),t) dt: las funciones que hacen que la funcional

tl

sea un extremal deben satisfacer las siguientes ecuaciones :

iy (L- =L =0
at v
g=g(t); p=f(t)
vag(t);
d _
i) (L. - ===(0)] =0
dt
g=g(t); p=f(t)
vaglt); teniendo en cuenta que:
Lo=v-H LL=-H §y L=p.eiinnn.. (***)

de i) -H =p de if) v- . H =0



[uego tenemos las ecuaciones candnicas del movimiento

f(t) = -H_ at) = Ho | (1)

9 gft]) g = gft)

pox ot s E(E)
Sea  h(t)= Hlg(t),f(t),t] ,derivando con respecto al tiempo
relacionemos h y He

dh

---=H_| g(t)+ H| f(t) #He ; usando las ecuaciones

dt canénicas tenemos:
g og(t) 9 = g(t)

po: ot o = F(t)

dh

L | [, (1)

dt
En a formulaci6n hamiltoniana los momentos también son variables independientes similares a
[as coordenadas generalizadas. Por consiguiente el concepto de transformacion de coordenadas
debe ser extendido para incluir simultdneamente [as coordenadas independientes y momentos, qi
pi @ un nuevo juego de Qi , Py segln alguna ecuacion de transformacion.
En la mecdnica hamiltoniana tienen interés las transfromaciones para los cuales Q , P son

coordenadas canénicas (una condicion indispensable para obtener |as ecuaciones candnicas es que

Qy P sean independientes). Esto se cumple si existe K(Q,P,t)tal que

F(t) = -K_ G(t) = K| (#)
Q
Q= 6(1) Q= 6(t)

Pz Flt) Pz F{t)

Las transformaciones para los cuales son validas las relaciones {#) son |lamadas candnicas.
K es el hamiltoniano en las nuevas coordenadas. Qi y Pi por ser canénicas deben satisfacer el

Principio Modificado de Hamilton :
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12
6.[ [FE(H.G0) = KIGF, 0] 0t 20 ooeneeeiee e, (#)
o
al mismo tiempo qi,pi satifacen:
t2
a] [F.000) = HEE DT Bt 20 oerneei e eeaienn (#4)
t1

La simultanea validez de las ecuaciones (##) y (###); significa que los integrandos pueden
diferenciarse a lo mds en una derivada total con respecto al tiempo de una funcién arbitra-
ria W(t) ya que la variacion de

t2

aw
I ---- dt = F(2)-F(1) es cero para cualquier funcion W; desde
thgt que §F(2)= 6F(1)=0.

W debe ser funcién de (q,p,Q,P,t} donde solo 2n de estas 4n variables son independientes, por-

que se tiene 2n ecuaciones de transformaci6n; en nuestro estudio usaremos Ia funcibn generatriz

del tipo W(q,Q,t).

Luego
FLU.g00) - Kt Fit), b = FOeGe) - KIG,Fit), b + Wittt
Wit) = W__ _  .g(t) + W Gt) + W
0 azg(t) Q q:9(0)
Q:6(t) Q:6(t)
[F(t) - W~ 1.git) - [Fit) + W 1. Git) +KIG(t),F(t),t) - HIg(t),ft),t] - W} =0
Q q:g(1) Q g:9t1t)
0:6{t) T T T (#£%#)

Como las antiguas coordenadas y las nuevas qs y Q. son consideradas como independientes,

(#### ) puede ser una identidad s6lo si los coeficientes de g(t) y G(t) se anulan



separadamente, luego

ity =W F(t) = - W , KIG(t),F(t),t] = Hg(t),frt),t) + W,
0 g:e(t) Qla:ate
Q:6(t) Q:6(1)
finalmente
p=W
q
Pe-W Y KIQP,t) = Hia,p,t) + We(Q,q,t)
Q

En adelante usaremos

501,000 Qre s Qu): V5 (@102, 0000, Q)
2:(P1,P2, .. Pa, ... Px)

m m m m
A——-\I\I\I\I- (R AV AV A R R AVAVAVEN I AVAVAVERS
1 2 N-1 N

Fig. 2 Red unidimensional con extremos fijos.
Posicidn de equilibrio:

—\NIN =0 = IVVN- 0 =1VVIV -0 -IVVIN—
n-1 n N+l

oscilando:

—\NN—0 — NN [\[{[— 0 NN — o —\IVN

)

QI-I Ql

Fig. 3 Qo , Qu-1, Qustr los desplazamientos de las particulas respecto a sus posi-

ciones de equilibrio. Longitud normal de cada ’resorte’ = d .
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N Nel
T= - L nk Vel VX, Xeot) v (3.3)
2 n:=1 n:l

T ---) energla cinética total

X« --) Vector posicidn de la particula n-&sima con respecto a O de la Fig. 2

V --) energla potencial total.

Pero- Xs = Xa i =( Xoa +Qu ) i donde Xou ---) coordenada de Ia posicidn de
equilibrio de la n-ésima
particula,

i ----) vector unitario

Xe = Qo i
(Xn'Xn-I)’ (6!'6»!-1)*5, V= V(Xu'Xu-l 'd]

el potencial depende de la elongacidn del resorte respecto de su longitud

normal.
luego:

N .2 N+l
T:= L nQ VI V(Q - Q-1) aqQui Qo = Quer 0

2 e:t (]

obtenemos |a lagrangeana

L )
L=T-V ydeaqul el momentum generalizado: FPn  ----- RIEETEE
Py = mQ.
N 2 Nt 4
T= (”2)2 Pa V=1 V(Ql - Ql-l) ...... et s e e e s (3.4)

a:l n=1



Qv ----- Yeoordenadas generalizadas.
Py ----- ymomentum generalizados.
construimos el lagrangigno del sistema:
I x .2 W
L=TV=-mL Q-I V(@Q-Q-1) (Q =Quer =Qun-120)

2 [N [ ]

luego obtenemos el hamiltoniano

H(QuPort) = EPo Qo = LIQ0sQust) voreresnnnnneeessrinnn, (1)
6L y { oo | N
pero Puz---- =mQe ----) Tz ---m I Q¢ =---m L Pi
60! 2 [ER| 2 [ 8]
N 5
TPaQ =27 ...... (B)
(B8]
{ N2 Nel
reemplazando (f) en (a) :H=T#V=--- T Po + I V(Qu-Q-1)everniiiiiiiniennnnns (3.5)
i M st Rzl

Hes la energla total del sistema, &sto es consecuencia del potencial dependiente solamente de
las coordenadfas espaciales y consecuencia de que las ecuaciones de transformacidn entre los Xa
y 108 Qs no contienen expllcitamente el tiempo, con o cual Ia energla cindtica (T) serd una
funacion homogénea de segundo grado de los d..

Esto es asi porque i) X = Y.(Qn) ----)independiente del tiempo expllcitamente.

i) V=V(Xa) ----Yindependiente de X».

N 2 Nel 'b(Qn - QI-I)
H=(1/2mI P. + I [(alb)e ta(Q - Qu-1)]
(RN 1:-No
N2 ' -b(Qu - Qu-1)
= (1/2mL P. + I [(alb)e ta (Quet = Q-no-1)]
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N2 N -b(Qs - Qu-1)
S(1/2mX Po + I (alb)e

De alll obtenemos las ecuaciones candnicas

. fH
Qu = ~--- ---- ) Qo = m Py
§Pa

sea v = Vog cong = g(Qi - Qi-1)

. 6H . 6 N+l
R Y Paz-f--- I v(QiQi-1) )
6Pl 6Qn izl
§
2o eme[o b V(Qi, Qi #V(Qier, Qi)
§Qu
§ §
2o [eee ¥V(Qu , Qu-1)t==- V(Quer , Qo)
GQI 6Qn

tenemos

Nel 'b(Ql = Ql'l)
V(Q, Qu-1)= X [(alb)e - 4a(Qu - Qu-1)]

5:0

Nel 'b(Qurl - QI)

V(lel s Ql)= I [(a/b)e +a(lel - Qn)]
5:-No
'b(Qa - Qn-l) -b(in - Ql)
Paz-ae t tae -4

'b(Ql 'Ql-l) 'b(Ql*l 'Ql)
Py = e -ae

haciendo una transformacion de variables

Q:0Q,PezpPu,t's1t:

hallaremos |as constantes a,p y T de tal manera que las ecuaciones (3.7) y (3.8) se escriban en

funcion de variables adimensionales. Derivando Qu y P y usando la regla de la cadena de la

derivaclon
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@ 4 o' T dQs

T (r)
IO TR Y

® 1 o

cew fomme EEEL e (r2)
ot p g

reemplazando |as relaciones (r1) y (rz) en (3.7) y (3.8) tenemos

1]

T 1, T P -(ba)(Q - Q] -(b/2)(Qurt - Qi)

cem =es 3 o= Py i )
foodt’  pm ap dt’
1 f 1
luego - @ =b, ---=--- y ---=1, deestas relaciones obtenemos una para p
af
b
-1 (rs)
fm
finalmente
I'b I ab
t=b, P\, TN - (re)
an m

observemos que los parametros a y b del potencial V tienen [as dimensiones flsicas de fuerza e
inversa de longitud respectivamente, por lo que Ias relaciones (r«) dan para @, f y t la inver-

sa de longitud, momentum y tiempo respectivamente.

0 ., P (@ - Q) -(Qeer - Q)
Py s ez -
it’ it

por comodidad en Ia notacidn escribimos las variables sin primas:

dQu

e T TP (3.9)
dt

Fo -(Qe - Qu-1) -(Quer - Q)

== 38 2 (3.10)

dt
de (3.9) y (3.10)
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@ P dPo-s
B )
dt? at  dt
-(Qn - Q‘n-l) ;(Qlfl = Q) -(Qu-r - Qu-2) =(Q - Qu-1)
= e - ¢ -[e -e
‘(QI - Ql-l) '(Q|+I - Qn) '(Ql-l - Qn~2)
=2¢ -8 -e
sed o= Qu-Qu
dirs “fs  -Te-1  ~Taed
Ceee- =28 -8 - e “(ECUACION DE TODA) ...\ veieeieieiiiiiii it ieeeieeeenns (3.11)
dat’

La ecuacion de movimiento de la red de Toda (3.11) estd escrita en tdrminos del desplazamiento
relativo de particulas adyacentes.
EIl hamiltoniano en funcion de Q:, F: yt'oes

Nel v ,2 an '(blu“Q;'Q;-l) y

N 3
H=(t/2mI Po + I V(Qu - Qu-1) = ---- X Pa +1 [(alb)e t(ale)(Qe -Qu-1))
0zl B Zmﬂl 2:0 2:0

N,2 0 Nl -(6--(,)-4] , )
H=(alb)[I Pa +I e HQuet - Q-wo-1)]
g: | [N
si las particulas son enumeradas de -No a Ny escribiendo las variables sin primas tenemos
(] 2 Nel '(QI - Ql-l)
H=(a/b)[L P +1 e ]

5:-No n:-No

1.2 ESTUDIO DE UN TIPO DE TRANSFORMACION CANONICA

En adelante apllcaremos la teorla de las transformaciones candnicas a una red no-lineal uni-

dimensional en la forma de red exponencial segun la ecuacidn (3.11).

El objetivo del presente capltulo es primero la introduccién de una transformacién canénica que

[leve de un sistema de variables dindmicas a otras ecuaciones canénicas de |a red exponencial
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y nos permita obtener nuevas soluciones de la ecuacidn de movimiento a partir de ciertas solu-

ciones sencillas, ya conocidas.

Para muchas ecuaciones de onda‘no-lineales, en derivadas parciales se conocen las transforma-
clones de Bdcklund que permiten Hhallar nuevas soluciones a partir de otras ya conocidas.
Particularmente la transformacion candnica descrita aqul puede considerarse como una versién
discreta de la transformacion de Bicklund.

Sea la siguiente transformacion canénica:

FQ) Rl -
F@') i)

.............................................. (3.12)
FQ) R
Py = cees, § mmememees
© F(Qi) F{Qoe1) -
N2 N F(Q:-I) N F(Qx) F(Qs)
la expresién ((1/2) Ps + I ---eee--- }b=(12) L { (-------- P2 eeeeeeen- t
" -No -No F(Q'l) 1:-No F(Q’u) F(Q:tl)
F(Qu) v F(Qe)
(ceeemenes BN R b (3.13)
F(Qnil) 1:-No F(Ql)

Agrupando con la primera sumatoria la segunda y apartando en una sumatoria independiente el 2do
término de la lera sumatoria :
v FQ) FQe-1) Q) R

)L {(--------- )P b2 - N R b L -eeee- ) PR (3.14)
1:-Ho F(Q'I) F(Ql) F(Qltl) 1:-Ho F(anl)



N F(Qn)
esto Ultimo se obtiene intercambiando en (3.13) I  -------- con
v:-No F(Qu*l)

0 FlQer )
v , ademds (3.14) aparece en 1a primera parte
SR
v FQ ) i FQa ) v F(Qer) Flau) FlQno-1 |
I e ) N e R O S EEEEEES J1e (mmmmmmenees ) ¢
Mo F(Ql!l) Noel F(Qn) -Ho F(Qn) F(QN'I) F(Q-No)
N2 F(Qu) F(Q:-I ) F(Q;-I)
ademds I Pa=I [ (----- I B 1"}
-He " F(Q ) F(Q's) F(Qs)
Es decir:
e FlQer) v F(Qe) FlQe-1 )
(1)L Pa + I -oeeeeee- (2L { (-=-mee- ) H D meeeees t
-No -No , -No , ,
F(Qi ) F(Qu) F(Qs)
F(Qu) v FlQ)
(-rmeaes R SEEES
F[Qnol] -Ho F(QnOI)
v F(Q) FlQa-1 )
T e '
-Ho F(Q,n) F(Q,n)
F(Qu-1) FlQ) FQwe-1) v F(Q)
R D T T S bl
F(Qn) F(QN*I) F(Q-No) -No F(Qnol)

luego en (3.13) 'y (3.14) :

K2 N F(Qe-r ) N 2 o F(Qu) 1 F(Q'w) 1 F(Q -wo-1)
() Pe + I --omeeee- b=y Po v I ----ee- R Jro — {-emeee- !
“Ho -No F(Q'4) -Ko Mo F(Qeer) 2 FlQuer) 2 F(Q-wo)

................... (3.13)
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es decir
N2 8 F(Qw)
H = H+const. ;conH=(1/2) T Pat I i (3.16)
=No ~No F(anl)
§H’ . o' .,
pues --- = - Pa N
0Q’»

Si tomamos una transformacidn candnica de fa forma (3.12) puede transformar el hamiltoniano H

en si mismo excepto por una constante, cuando imponemos condiciones de contorno apropiadas.

Una transformacion mucho mds general es :

F(Q) FQu-1)
Py = , tomemeeees -t
F(Q) F(Q)

.................................................. (3.17)
O OFQ) R
Po = ----) ¢ a=const.
F(Qu)
tenemos [as siguientes refaciones:
v, FQen) F@) F@ue) FlQ
L (Pa-Pa) =% [-----c = --eeees ] = aeeemee - meeee- S]] SO (3.18)
-Ho “No F(Ql) F(Qnrl) F(Q-No) F(QN#I)
Efectuando la siguiente diferencia:
N, N F(,Qn-l) N N F(Qi)
(H2)T (Pata)* + T ----, }-(12) L (Puta)™+ L ------ }=
-No “No F(Qn) -No “No F(Qutl)
N, NF('Qn-I) N N F(Qs) N,
((112)L (Pa)* + L P-(12)L (Pa)t + L ------ b-a X (Pa-Pa) ooiiiiiinn (3.19)
“No “No F(Qn) -No “No F(anl) “No

Usando la relacion (3.15) en el sequndo miembro de la relacidn (3.19) y ademds teniendo en

cuenta fa iqualdad



N
L (P«-Ps) = const. en la relacion (3.15) haciendo los cambios

“No
N, N F(Q;-I)
(12)L (Pata)? + I ==,
-No. “No F(Ql)

-90-

P:----)P;+a y Pa----- WPatt

N N F(QI)
=(1/2) T (Pota)?+ L ------ t const.
-No =Ko F(Qu.l)

esto puede obtenerse ya que en (3.17) si P:---)P:-u y Pa---)Pa-2, se obtienen las relacio-

nes (3.12), luego usando la relacidn (3.19) se obtiene nuevamente:

N, N F(Q:-l)
(112) T (Pa)? + I =~-=-, = {{
-No “No F(Ql)

H' = H + const.

Qs
F(Qn) e
seah ----, = A .-, y
F(Qu) Q
e
| uego Q 'Q:-
e 1 e
PazA -- , + == ---
Qn A Q
e g
ademds se sabe:
W
Paz =m--
§Qa
, ]
Paz = ---,
§Qa
de (3.20) Q
W e 1
--.:A--’{» -
Qn Qs A

" N F(Qu)
12) L (Pe)? # 2 ------ t const.
-No “No F(lel)
, Q;-I
F(Ql-l) { e
F(Qn) A Qn
e
| Qn
, e
4 y Poz A ---,
Q
e

----------------------------------------------------------
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Ql QI |
e | e
sea Woz A--,t+ -~ --- -t
Ql A QI
e e
podemos escribir Qa Qa-1
e 1 e
W, Z""'[A s=hy s EELESE t Ql
m Qu Qa A Qo
e e
Ql Qn {
e 1 ¢
con Haz A--, - == === -t
Qn A Qu
e e
iW(Q,Q,t) §
fuego  eeeee- L ---{Ra) 23322
6Q| m 6Q|
usando (3.21):
Ql QI Ql
e 1 e e |
A-- b =e =e- -tz -{2-[A---, fan - --
Ql A Qul m Qn A
e e e
Ql Ql
e | e
N I e
QI A Qn (3]
e e

luego la funcidn generatriz W = W(Q,Q’,t)

Qn Qn-l
_ e e :
WQ,Q,t)= X (A---, - = --- ba(Qe-Qu) JHEt Ll
N Qa A Qa
e e

de (3.20),(3.21) y (3.22) y ademds sabiendo

PazQe P: : d: (ecuaciones canonicas) ,tenemos

Y WG,Q.1): IR #8(Q,1)

m
Qu-1
g _ §S
=== fae-tt ---,] )}
Qa §Qa
g
iS " ,
---, =:8) S(Q,t)= 2L Qn +Et
§Qa N
.............................. (3.22)
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Qn Qn-l
Qs e e
eeme 2 pee- it R (3.23)
dt G A Qo
e e
, Qs Qs
Qs e e
Y T TR ettt ettt et a it e a e et e e (3.24)
dt G A
e
a partir de ambas relaciones tenemos
Qn Qn-l
d . e e
cee Qi -Qu-1) 2 A{oe-, - e (3.25)
dt [ Ql-l
e e TRANSFROMACIONES DE BACKLUND
, . DE LA RED EXPONENCIAL DE TODA
Ql Qn-l
d , 1 e e
~e(Qu -Qa-t) = - (-0 - eeee- ) (3.26)
dt A anl Ql
e e

Las relacfones (3.25) y (3.26) son |lamadas transformaciones de Bdcklund de la ecuacidn (3.11)

d*r.
-—-z2¢
dt?

=l
-8

“fe-1  -Tiny

-8 donde 1o = Qu- Qa-1

Obtenemos las relaciones equivalentes a (3.25) y (3.26) imponiendo las condiciones de contorno:

|Qa| ¥ |Q| ---->constantes cuando /n/---)+o;por otro lado necesitamos

Qn-l Qn-l
. e e
Q-1 = Ao+ o eeeens S SN (Ts)
Qa-l A Qn
e e
. Ql-l Qn-2
e e
Quet =A==, b - e a0 L (r8)
Ql'l A Ql'l
e e

de (3.23) 'y (rs)
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Ql Qn-l Ql-l Qn 2
e | e e | e
Q- A-my o o e 3 Quem A b s e e (3.27)
Ql A Ql Qn-l A Qu {
e e e e

en (3.27) si repetimos la igualdad hasta n--->-e y /Qu/ = constante.

inf---)to
tenemos
Q Q-1 Qe
e I e 1 ]
Qn - A see e = wEEwws 2 0-AC---- donde C-= ---, =coNst.
Q A Qs AC Q-
e e e
Ql Q:I
] 1 ] 1 .
Qi s Al-=-, = Clt = [emmme o o ] (3.28)
Q A Q C
e e
de (3.24) y (rs)
Q Q:-x Q-1 Q;-z
o ] I e o ] 1 e
Q- A---y o o e 2 Qs Al - e
QI A Qntl QI" A QI
e e e e
nuevamente tomando en cuenta que Si n----> - [Qu/ y IQ:I = constantes.
Qs Q:
. ] 1 g |
(T | T K I B P (3.29)
Ql A Qu! C
e e

Ahora efectuamos un cambio de variables en las ecuaciones (3.28) y (3.29); nos interesa hacer
una transformacion de las variables primadas Q: a otra funcion mas sencilla de n yt, luego
usar el hecho de que la ecuacion (3.11) admite la solucion trivial rs=0 con /Qs/ = v (v=const.)
para todo n que serd usado mas adelante.

Haciendo la transformacidn
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Qu |
e s
R A (3.30)
Q-l ¢n|
e Q-»
e -
donde 4n = g(n,t) , Z=A---, =€e CONJZICT Y €3 4] i (3.31)
Q-»
:
U8B0 Z 2 AC it e (3.32)
Gt Q0 b
(3.30) toma Ia forma e ‘Ae

Asumimos las formas asintbticas de on : ga ----> B(t) Z* 'y ¢u ----) G(t) Z°*
i---)-8 i---)+0

Usaremos Qu = v = const. para todo n, denominada como la solucibn trivial de (3.11)
Qs Qe

es decir --- =0 para todo n o equivalentemente e = const. para todo n;
dt
de (3.9) tenemos P» = 0 para todo n.

Reemplazando (3.30) en (3.28)

Qn Q-i Qu-l Q-n
dQu e e e e
o= 3z A ---, -A ---, + -
dt Qs Qe A Q@ A Qo
e e e g
Q Q-o Q- Q-
] a2 e ] s e
2 --- - A ST JETS
Q- Par Q-» Qi fors A Q-
e g e g

En el segundo miembro aparecen Z'y 1/Z ,en el sequndo y cuarto términos respectlivamente.

Paet Qo= 0u vz = (24 1/Z) Bavr # [HOMI] B vevnieenieiiiiiie i (3.33)
Q
e

donde s =--- ; oa =1 para todo n porque Q. = v para todo n, pues Qu=v es una solucibn
Q- trivial de (3.11)

e
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de (3.33) considerando Qs = 0 y n--->n-1

Puet + fa-1 = (Z t 112) T TS (3.34)
Q: Q-o ’ul Q: 'y Q~0 ¢u|¢u2- ﬂnlﬂuz
de (3.30) ¢ =Ae —ed e Qs Ae [eeeeeeeeeeeeeeeees ]

multiplicando (3.29) por exp(Q:) y reemplazando C: exp(Q--)/exp(Qf.)

Q-| y 2Ql Q" [
Q ., Qs e - Qe e e Qs
e Q =Ae -A---- ¢ t - === e
, A 2
Q- in Q ]
e e e
Usando
QI | Q-I On
e A e
’ui ) f
Qe Qs Q- ,
Q-0 fuvt Par2 - Part Par2 Qe e Qe e e Qe
I el ] Ae -A---- ¢ +- g
2 , A 2
‘nfl Q (] in Q []
e e e
Qs Q. Q- Qe
e e e e
""""""""""""""" = 0r - t oememeeemaee
Q-l Qul'Q-l Q! Ql
e Az ¢ A2 ¢ e
2Q Qu
e e
1 -1 LRl
2Q-» Q-
te te

reemplazando (3.30) en la Gltima ecuacion
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. 2
Bart fur2 = furi fae2 ‘T fari ITRY
---------------------- T E e .
2
fi*?
ﬂnol ﬂnfl
- (24 L) ---- #[--=-]2
$n¢2 ﬁnf2

usando (3.34) en el segundo miembro de Ia Gltima ecuacion

fart vz - furt fur2 fuzths  fan
SO ORIk S f e eenes Honn
2 ia»z ﬂ|r2

]2

" 2 éuyl ¢n é.ez gnﬂ
ﬁnrl vn’Z - ¢|0| ¢|02 e ¢|01 - ﬂn ¢»02 R A IR SLECLERC TR BEPT
Onrl ¢|0I ¢|r2 ﬁntz

cambiendo Indices n--->n-2

usaremos las relaciones (3.34) y (3.35) para resolver y dar la expreslon de ¢« = ¢(n,t)
usando las condiciones /Qa/ y !Q;/ ----)const. y las formas asintdticas dadas por (3.30),
(3.35) nos dice que Ia fozgé-;;?;:btica P ----; B(t)Z* es
fl===-)-0

consistente con la ecuacion (3.30) ( B(t)--->funcidn arbitraria del tiempo).

é.-l é(t) Po-2 f

R TTR
De (3.35) escribimos

Pr = = Pa-tt B(E) o o e e (3.36)

Bt)
para a(t)s ---- + -, tomaremos a= (1/2) (Z + 1/Z) entonces a = € cosh W
B(t) 2
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con esto y usando (3.34) tenemos:

on =112 ¢10| - 112 ¢|-I ................................... (3.37)

En el ANEXO A desarrollamos un procedimiento para a = a(t) en general, hallaremos una solucion
de tipo soliton acompaiiado con otras funciones. En el caso a = ¢ cosh w obtenemos solitones
puros.

La ecuacion (3.34)
fart t §o-1 = (2 4+ 1/Z) 9o, tiene como solucidn

fa = BIEIZY H GIE) 200 e (3.38)

La forma asintdtica
go ---=> B(t)Z®* , exige que /Z/ <1
N----)-0
verificamos Ia solucion
BZet' 4 GZ vV + B2V G2 (2 11)B2+ GZ ]
B2+ QT+ B2 G
que satisface para B y G en general.

B(t) W el2(Z - 1)t e(-senh w)t
=== =(12)(Z - 1/Z) ademds Z=¢¢e ---) B(t) =Bo e =B e

(3.98) en (3.37) 1 BZv # GZ-0 = (1/2)(B Z** 14 G 201~ B 201G Z-0+1]
o .
(B- - (Z-112)B ] Z* + (G - (1/2)(Z-1/Z) G] Z-* =0; esta relacion debe ser valida también cuando
2
n---) to; en este ¢aso Z* ---)0 puesto que /Z/<1 , pero Z°® ---)o

f---)-0

entonces se exige que el coeficiente de este término sea cero.

g(senh w)t
G+ (HU2)(Z2-112) G=0 ---)> G(t)=Go &
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la solucion general de (3.34)

-¢[senh W]t te[senh wjt
gaz #(n,t) = AN FGo 70 B i s (3.39)
-W
usando Z = ¢ e
-[nwtesenh wit [nwtsenh w]t
g(n,t) = Bs & P (3.40)

DEDUCCION DE LA RELACION

'(Q:'Q;-I) d’

e 1+ ----Ln X I (3.41)

(3.41) nos da una relacion para la "elongacion® relativa del n-&simo y (n-1)-&simo resortes en
las coordenadas Q:.
de (3.34) haciendo n--->n+

i) Puez t g = (2t 1Z) fanr

de (3.37)
1 | . !
[[) Onrl LG ¢|&2 - - ﬂl 2::3) ¢|l| ="| t - (Z t 1IZ)¢nv| ................. (3.42)
2 2 2
de 1i) y i): . !
faet fue2 - - (24 U fart oo (3.43)
2
derivando 11): .. ! .
Par) = fae2 - é (24 D)1 e e e (3.44)

derivando i):

é|'2 t 61 s (Z + 'IZ)énfl

despejando i-‘z y reemplazando fa expresion ﬁ..u
. | .
fas2 = (2 +112) [Pae2- - (L4 1/2)’ntl] - f
2

de (3.43) obtenemos #a , luego
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en (3.44) reemplazamos la-0ltima expresion de fav2 Y fari

fuot =(ZHID) [forze UAZHIT a1 ast=12THITI - 12ATHIT) us2-12ATHIT) o]
S(ZHID a2 - H2ZHIZ) $aer-ferrt H2AZHIT)e ~1AZHIT) [fara-12(ZHIZ)fur]
agrupando
Buot 1I2THIZ) faz - (1A (ZHIZ) Havt - fror + 1UATHITI,
usando (3.34)
Buor= H2AZHIZYUZHIZ uri-ps] (14N (ZHIZ) Bart - fant + UR(ZHIT)0

Barts <uet + LAV ZHIZI 00t oo e (3.45)

de (3.30) tenemos

-Qn

, ® exp[-(Qﬁ-Qﬁ-1)] et e (3.46)
-Qn-1 (9241]2
g

e

(3.42) y (3.43) en (3.48) :

o [gaet + V22 + UD)aetl[$aer + 12Z + 1Z)gart ]
eXP(-(QN-Qn-1)] = ==-mmmmmmemmem oo cn e e

T ommmsmmssmmesssessesoeoes , usando (3.45) tenemos

.2
Baet (fartt Paet)- Pavt Bact Baet - fart fant

214 e [-=-Ln{far1)]
dat dt
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1] ] dz
eXpl-(QN-Q-1)] = 14 === LR(Baet) |Loeeiinnnieiit i i (3.47)
dt?

Es la relacion que anticipamos.

Como r: : Q:-Q:-a es el desplazamiento relativo de partlculas adyacentes, es facil
hallar ro de (3.47), conociendo previamente f..
Volviendo a la.relacion (3.40)

-Caso 1) si BoGo » 0

| Bo -[nwtet senh w) | Go  [nwtet senh w]

g(n,t) = 1/B0Go [\I““ e t1--- ¢ ]
Go Bo
6 1 Bo W W
sean Do= 1/BoGo ; & )/ ---- =8¢ yZi=¢e
Go
p(n,t) = 200 cOSh [(N-1) W + €t SEAN W + 61 ].uveerneeeniiiiiii it (3.48)

Caso 2) si BoGo ¢ 0

[-Bo -[nwtct senh W] | -Go [nwtct senh w]

p(n,t) = \/-BoGo [\/----¢ -\ --- e ]
GO Bo
, 62 /-Be W -W
sean Doz \/-BoGo ; & \/ ----=¢ yZo:=¢e
Go
p(n,t) = 200 Senh [(M-1) W + €8 SBAN W + 620 e eeerirtereeeet it eerereennreneenneees (3.49)

A partir de ahora distinguiremos &1y 62; wy w para los casos 1y 2 respectivamente.
Usando la relacion (3.47) tenemos para el caso (1)

H ) dz
exp(-(Qn-Qn-1)] = 1 + --- Ln{20o cosh [nw + €t Senh w + §1]}
dt’
= 1+ senh'w sech®(nw + €t Senhw + da].oevvneeeniriiniinnnnnns (3.50)
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senh w

= 1+ senh'w sech’[w(nt €t ------ R N} P (3.51)

para el caso 2 tenemos:
) L] dl ]
exp-(Qn-Qn-1)] = 1 + --- Ln{20s senh [nw + €t senh w + §2]}
dt?

= 1- senh'w csch®[nw + ¢t senhw + f2]............... v (3.52)
senh w

= - senh’w csch[w(n+ €t ------ IR 7 P (3.583)

W

La solucidn regular (3.50), exp[~(Qﬁ-Qﬂ-l)] = 1+ senh?w sech®[n w + ¢t senh w + 1], es |lamada
1-solitdn, pulso de onda viajando hacia la derecha o hacia la izquierda seqn sea el signo (-)

0 (+) de ¢ respectivamente. La solucidn singular (3.52)

eXp[-(Qﬁ-Qﬁ-I]]= - senhiw csch®(n w + €t senh w + 2],
es |lamada 1-antisolitén y es una solucidén fisicamente no aceptable, por la divergencia de
esch(u) en g = 0; sin embargo juega un rol muy importante en la teorfa de la transformacion
de Backlund, como se verd mas adelante.

sean g =nw+etsenhw+ by y pg= onw+etsenhwt b2

A

1-S0L I TON 1-ANTISOL I TON

-------------------------------------

Fig. 4 Gréaficas de 1-solitén
y f-antisolitén
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de (3.51) y (3.53) podemos deducir que las velocidades son

senh w senh w
Vi | respectivamente (aunque para
W
W 1-antisolitén no es posible de-

finir una velocidad)
De la Fig. 4 se observa la inconsistencia de la funcion (1 - senh® w c¢Sch® p) con
expo{ - (Q: -Q:‘n) } > 0 enel dominio J=C -w, W),

Para representar la transformacién de Bicklund es conveniente usar un diagrama, que indique Ia

transformacion de las coordenadas Q« a Q. con los pardmetros Ay Z.

Esta clase de diagrama es frecuentemente |lamado el diagrama de Lamb para una transformacion de

Backlund, desde que €l aplicé esta transformacién para resolver la ecuacidn de Sine-Gordon.

Az
Ql [ Qn

Fig. 5 Diagrama de Lamb mostrando la transformacion de Backlund de Q.

a  Qu con parémetros A y Z.
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ANEXO A
Desarrollaremos un procedimiento general en el que obtendremos una solucién para ¢ = a(t), que
nos dara por resultado funciones soliténicas acompafiadas de otras funciones.

de (3.35)
fa + 9o-t = Qz(t) ¢» , Zes unopardmetrode @ ..........een.... (A.1)

usando (3.38)
po = B(t) Zo + G (t)Z-* que es la solucion general de (3.34) ...... (A.2)
reemplazando (A.2) en (A.1)

. B .G
(Bt+----Be)Z* ¢+ (Gt----Ga)2Z° 0
Z

para (| ---> e 1 ----- b (bZ), -t 2= e (tZ) aqul oe=a(t,Z),
B2 G

(en adelante omitiremos escribir ¢ )

-tiZ -1t
B(t) = Bo B(t) e , G(t) Go B(t) e
t
con B(t) = exp [ I a(t') dt'] , eligiendo convenientemente a(t) se obtiene una forma
0
1 -(senh w)t
simple de B(t) y G(t) ;por ejemplo a(t) =(1/2)(Z+ - ) con lo que B(t) =B &
z
(senh w)t
Y G(t) =G. e

- 1legando a la relacion (3.39) del procedimiento anterior.

En general tenemos

-t/Z -1t
P(s,t) Bs B(t) e Z' +Go B(t) e I (A.3)
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t

conBo, Go €A Y B(t)=exp{f u(t’)dt']
0

multiplicando y diviendo por exp [(1/2) (Z + - )] la relacion (A.3):
Z

PN, t) = BLE)  exp [-t COSh Wl Olu,t) vorrnnn e eee s (A.4)
-[nw + t senh w] [nw + t senh W]
- donde ®(n,t) = B, e tGo e (A.5)
Qo (t-to)
si B(t) =e cong=8 Y to 0
2, = const.
g t
fit) =e

(@0 - cosh w]t

g(nt) = ¢ 0(,t)
[-nw - t (senh W + cosh w - Qo)] [nw + t (senh w - cosh w + @)]
f(s,t) = Boe tGooe (A.6)
W -W
[-mw-t(e - a)] (nw-t( e + @]
= Bo e tGoe (A.?)
W -W
e - Qo e t Qo
Se ve que las ondas viajan con velocidades ---------- y e respectivamente.
W W

Nosotros tratamos de encontrar ondas viajeras, luego ver si son ondas solitarias para finalmen-
te verificar si tienen las propiedades de un solitén; segun nuestra definicién de trabajo

(Capitulo I). (A.6) exige que @o = cosh w  para que é(n,t) sea wuna onda viajera.

Una forma mucho mds general es posible para la relacion entre exp { - IQ! :Q.-:) Y e,
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1 1

en el procedimiento que conduce a (3.41) se tomd: a(t) =- (Z+ -)-, porque sélo asi se tenla
2 Z

ONDA VIAJERA (que es una condicion previa para ser una onda solitaria y luego eventuaimente

tener las propiedades de un solitdn)

Ahora supondremos @ = a(t) en general, sélo con la condicion de que a(t) exista y sea conti-

nua.

Usaremos (3.34). y (3.35):

') ¢|02 t ﬂl (A.8)
1
[ $ con r=2+4-
Z
2) (A.9)
(A.10)

Derivando (A.10) con respecto a t: faet

Igualmente derivando (A.8): fav2 + ¢ reemplazando (A.10) en ésta expresion:

a2 + (QI - (V- 1) vt = (R-T) P (A.12)

(A.10) 'y (A.12) en (A.11)

usando (A.8): far2 = T far1 - fe Y fe oz faer - @ Paet

fart = '(k t1) Paer - (2e - 1) foet + & fart et sseree sttt (A.13)
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donde k=ar - 3 a?

Sabemos de (3.49) que exp { - (Q: -Q:—nl } (A.14)
’nl

de (A.9) tenemos fo = @ faet - Par

de (A.10) tenemos fPo+2 = faet - (@ - ) Par1
reemplazando estas expresiones en (A.14) y efectuando:

2 W2
=0 (@) faer - Part £ (20 - 1) Paer Pue

2 2

0'*’ ’nl

ettt (20 ) -eee- - reees)? (A.15)

W2
Usando (A.13) ; multiplicando por fa+s €n ambos miembro y luego restando ¢s+1 en ambos

miembros:

2 2 2

Part faet - anl = 'én*l (20 -1) parr par t (2 -k - 1) foer

2
dividiendo entre e+

¢ ¢|tl ’Hl .
----- [ Ln gaes s (eeeee)t -2 - 1) - (R -k -1) (A.18)
dat? ﬂul
¢n|
_reemplazando (------ ) de (A.16) en (A.15):
ﬁu!
"u ¢n2 Onl d? OVI
seeeeeseee 2o @t b QrF (20 - 1) cmem b eme= LN faer (20 -1) ---- -(R - k 1)
2 anl gt? ‘ul
’nl

reemplazando  k=ar - 3a’
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=20(r-20)+ 2 (2¢ - 1) De Ln paer # D¢ L0 guer - Dem(t) + 1 ........ (A.17)

(A.17) es la expresion general que para a(t) = r/2 se convertird en la relacién (3.47) ,
que nos da solitones puros; reordenando tenemos:

(Qu-Qs-1] )
g = [1 +Deln poer] - Do a(t) + 2 [2a(t) - 1] De Ln gaert2a(t)[r-2a(t)]..... (A.18)

Observacion: (A.18) muestra que en general, si tomamos la relacién (A.4) como:
g(n,t) = B(t) exp [-t cosh w] ®(.,t) y la empleamos en (A.18) ,

(Qe-Qu-1)
e no resulta una onda viajera con argumento I = (nw+¢€tsenhw)

debido a la dependencia arbitraria de a(t). Pero esta presente la expresién

1t Df Ln ga+1 que es una funcion soliténica, para a= const.
En el capitulo (1, desarrollamos la ecuacidn de Toda por el método de las diferencias
finitas, usando &ste metodo podemos graficar una solucion de la forma que muestra la Fig.6.
Dado un pulso inicial ent = 0 se observa en t > 0, varios pulsos (pulsos 'solitdnicos’ mas una
"cola oscilatoria).

-1
e -1

Fig. 6.

1 Gréafica de la solucion de la Ecua-
cién de Toda con una condicion

inicial dada.
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-Ih

Equivalencia entre la red LC y la red no-ilneal de resortes.

2 Vs Vaer + Vi1 - 2V0
LC DeLn (14 ---7)
Ve Ve
2 -l “faet  =la-1
Drrn=2e¢ -e -e
con
Vs -fs
14 ---- =g y LC =1
Ve

En la Fig. 6 se aprecian 2 solitones y una ’cola’ oscilatorfa correspondiente a los términos

que generan a(t), De @(t) y Deln ¢ov1 en (A.18).



CAPITULO 1V

OBTENCION DE SOLUCIONES DE TIPOG N—SOLITON

MEDIANTE LA TRANSFORMACION DE BACKLUND
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CAPITULO IV
1. METODO PARA CONSTRUIR SOLUCIONES DE TIPQ N-SOLITON

1.1 RESUMEN DEL PROCEDIMIENTO SEGUIDO PARA OBTENER 2-SOLITON
Hemos sequido los siguientes pasos. :
.- Obtencién de Ia ECUACION DE TODA (3.11).
2.- Transformaciones de Bécklund (TB) (3.25) y (3.28): Qu ---)Qii)

(n
3.- Imponiendo condiciones de contorno |Qu| ----- reonst. y |Qu | ----- yeonst. en el paso 2

|n]--)to [n|--)to
obtenemos las ecuaciones (3.28) y (3.29).

(o
4.- Haciendo la transformacion exp(Qa-1 - Q- ] = Z faffuer &n 3 y usando la solucién

trivial Qi = const. para todo n, obtenemos dos ecuaciones diferenciales para ¢a; la
primera en diferencias (3.34) y la sequnda diferencial (3.38).
|
Asumiendo & =(1/2)(Z+ ---) en (3.36); resolvemos ambas ecuaciones obteniendo
Z
Br(n,t] en (3.48) y ¢1(n,t) en (3.49).

1y (1 (2) (2)
4.1.- Las expresiones exp[Qe - Qu-1 ]y exp(Qs - Qu-1 |

obtenidas en (3.46) usando ¢1 31 respectivamente son f-solitén y 1-antisolitén.
5.-En forma similar al paso 2 tenemos: 1) A Z ‘
QI """"" ) QI
2) A '

' ) (1) Py
6.-Exigimos que Qs = Qs =Qi ; lo cual se cumple si A'= A2, 2'= 22

A=A, 27 = 1y
como podrd apreciarse en el préximo diagrama.

7.-Siguiendo la idea del capltulo 1y la ecuacién (1.11) y su solucién (1.13) buscamos una
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solucidn que exprese la interaccion de dos pulsos; en este caso obtenemos 2-solitdn

(:2)
haciendo uso de las coordenadas Q. que generan un antisoliton en el paso 4.1; por

ejemplo en [5] se usa un antisolitén para obtener 2-solitén aplicando la T.B. a Ia
ecuacién de Sine-Gordon.
Podemos obtener infinitas soluciones deatipo ondas solitarias para la red de Toda, esto en |as
ecuaciones (3.51) y (3.53) tomando w y w para 1-solitdn y f-antisoliton respectivamente, por o-
tro lado, vimos en (1.11) (Cap. 1) ciertas ecuaciones no-lineales-poseen soluciones en los cua-
les tenemos dos pulsos de onda solitaria interactuando no-linealmente.
En el Cap.1 obtuvimos la solucidn (1.13) en el cual dos pulsos (cada uno de los cuales también
es solucion de (1.11)) interactian y excepcionalmente observamos que ciertos pulsos emergen
de la interaccion sin perder sus caracteristicas (Figs. 10, 11).
Justamente este tipo de soluciones buscaremos en este capitulo. Para esto relacionamos 4 juegos

de coordenadas 'Q’ usando la transformacion de Bécklund.

En esta seccidn obtendremos una fdrmula algebraica para construir sistemdticamente una cadena
de soluciones [7]. Para este propdsito, consideramos una secuencia de la transformacion de

Bicklund como se muestra en el siguiente diagrama

() (2) (0) (12) (1) (2)
donde Q« y Qu se relacionan con QG , §y Q con  Qa y Qs

DIAGRAMA DE LAMS.
PARA OBTENER

UNA SOLUCION
2-SOLITON

()t (2) (2) (1 (12) (2)  (12)
(A2, Zi2 ]y [A12, 212 | pardmetros de las transformaciones Qa--->Qa Y Qe---)Qs
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respectivamente.

(n (2)
Las relaciones Av2 = A2y Asz =Ar son las condiciones que se impondrdn a las transformaciones

(4.1) -(4.4); usamos reiteradamente la ecuacion (3.25) de la transformacién de Bdcklund (TB)

(0) (0)
Ql Qn-l
d (0 (n e e
- (Qu Qu-1 ) Ar [ memmeee eeeeees ] (4.1)
dt (1) ()
Ql er
e e
(0) (0)
Ql Ql-l
d {0 (2) e e
=== (Qa - Q1) = A2 [ | " (4.2)
dt (2) (2)
Ql Ql-l
e e
(1 (1
Qu Ql'l
d (12) e e
=== Qo Qu-1) I B | (4.3)
dt (12) (12)
QI Qn-l
e e
(2) (2)
Qu Qu-l
d 2 (12) e e
- Q- Quer) A [ -eee--- (4.4)
dt {12} {12}
Ql Qn-!
e es
fra condicidn de contorno:
(0) {0) (1 (1 (2) (2) (12) (12)
Q-e v Q- v Q- v Q-s v

(0) tn (2} (12}
Yy, Y y v constantes.
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)
=z=z)

(o)
Q-

(2)

Q-

(2)
Q-e
) e

Ci2 =

(12)

Q-

(o) (12) (1) (2
Qs + Q-0 Qo ¢ Q-
Sean:
(0)
Q-
e
C = C2 =
(1
Q-
e
(1)
Q-
(m e (2
Crz = -=vnee-
(12)
Q-
e

(0)

+

(12) (1

v ot

(2)

v

Usando la 2da condicidn:

(2)
Ci=Ciz y

luego:

(1 (1)
2122 A1z Ci2

(2)
112

("
C2 = C12

(1)
= A2 C2 =

)

12

= Z1 ,como se muestra en el

diagrama de Lamb.

de (4.1) , (4.2 ),(4.3 )y (4.4) eliminaremos las derivadas temporales ;

restando (4.1) de (4.2 ):

(0)
d (2 Qu
wo- (Quet - Qe ) =8

dt

reemplazando (n) por (n+f)

(0)
(2) Qo+

d
- - Q. )= @

== (Qa
dt

restando (4.3) - (4.4):

A2

(2)
Qo

(2)

anl

A1

(1)
Q

(1)
Ql*l

(0)
Qo1 A2 Ay
e
(2) (1)
Q-1 Qu-1
e e
(0)
Q
e ...(4.5)
(2) (1)
Q Qn
e e




(1 (2) (n (2)

Qn QI Ql ] Qn-l
d (2) 1 |:A2e Ave :| { Az e Ave

e Qe - Q) s
dt (12)

fgualando los 2dos miembros dg (4.5) y (4.6} y trasponiendo términos:

(1) (2)
Ql Ql {0)
A2 e A e Qi+ A2 As
- e ---------------- -
(12) (2) (1)
Qn QNI anl
e e e
(1} (2)
Qi1 Q-1 (0)
A e Ave Q A2 A
e ..................
(12) (2) (1
Q|-1 QI QI
e e e
(1) (2)

A2 Ciz - A1 Ciz - (A2C2 - A Ci) (Z2 - 1) - (L2 - 1)

= 0 ; hemos bajado el sublndice n hasta n --> - @

(12) (o) (12) (o)
despejando  exp (Qu  # Quer -y -y ) dela dltima expresidn,y usando

Av=210Ce y A2 =72/ C2

tn (2)

(1) (2) (o)  (12) Quer Quet
J2) Qs L1 Qu [Quer + Qo) [:Zz(h e -2iC2 e :|

e --—--p B | eemeememeeeeeeeieeeas
Ce Ci (1 (2)
Qu'l + in

CiC2 e

(2) (1 (n (2)

Q Qs (Quer + Qeer) () (12)
(2iC2 e - Z:61 e ] (Quer + Qu )
---------------------------------------- - e
(2) (1
in in

Z1ICze - ZCie

....(4.6)
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(2)  [(2) (- (n
(0)  (12) (Q - Qo) (Q - Q) (1 (2)
(Quer + Qu) 1 e - Lo (Qeer + Quer)
] e
(2) (2) (o
(Ql*l - Q’-l) (in - Q-i)
L1 e -2 e
Hemos usado Ci y Cz, ahora usaremos
(1 (2) (12) (0) (1 (2) (12) (0)
Qs +Q = Q- + Q- y v ty v ty
esto de la 2da condicion de contorno
12} (2) ()
(12) (12)  (0) (0) (Q -v ) (Qu Yol o ()
[Q - tQuet - v ] e l2 e (Quer - v Qa1
8 e ]
(2) (2) (- (n
(in Vo) (QHI ]
L e l2 e
usaremos |as siguientes transformaciones:
(1) (2)
Qs Qs
e Priner) e $2(n+1)
----- 0 LN/ SETTEECCT TR |
(1 fi1{ae2) (2) P2(1:2)
Q- Q-
] e
(12)
Q
e fs (o (1) (2) (2)
12 ===---- con Qe =y Q- [}
(12) faer
Q-
e (12) (12)
y Qe =
encontramos Zi2 en funcion de Zr yZe yfo =fu [ H1, $2)

(2)
-V )

(4.7)



(12) (12) {0) {12)
Qe - ¥ FQuer - v ] _]
° |
fr(ntt) f2(nt1)
#1(042) §2(n42) #2(n+2) ¢1(n+2)
--------------------------------- A4
1(n+2) 2(n42) 92(6+3)  ¢1(n+3)
#1(nt3) f2(nt3)
gr(ntl) g2(nt2) - ¢2(n+t) gr(nt2)
I I & B Tt (4.8)
$1(nt2) g2(nt3) - ¢2(n+2) ¢1(n+3)
{0) (0) .. -la “Ta-1 =Tael
con Qs v = const. soluciOn trivial de ra=2¢e - -e nos da
(12)
una relacion para Qu  en funcién de ¢+ y ¢2;
(12y  (12)
Q- v ) printl) g2(n+2)- g2(nt1) §1(n+2)
e Lrla e (4.9)
pr(nt2) g2(nt3)- P2(nt2) ¢1(nt3)
encontramos Zi2 = Zy Z2 ; de  (4.9) obtenemos
[12) [12)
'[Qu - Ql-l) ful fn-l
LR EEP R (2-solitbn) ..oovvevvi i (4.10)
(2)
fa
Con £z g2(nt1) Pr(nt2) - rnt1) B2(M42) o (4.11)

De 1a ecuacion (3.43) del capltulo (II:
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<MW1 -€t Shw w1 +Et Shws
fi1(n) = Br e t Cre Bi, Ci ¢R
Bi Cr >0 ( enadelante omitiremos escribir ¢ )
(€, es el coeficiente de shwi que toma los valores ¢ 1)
g1(n) conducla a la solucién 1-solitén.
-Mw2 - t shwe nw2 +t Sh w2
f2 = B2 e t Coe (aqul hemos omitido escribir € = ¢ 1)
B2C2 ¢ 0

2 conducla a la solucién 1-antisolitén.

Se usa ¢1 y ¢2 para construir 2-solitdn (8], esto estd de acuerdo con el procedimiento usado
en el caso de la ecuacién de Sine-Gordon en el que se usa el 1-antisolltén (!-antikink) para

obtener la solucién N-solitén usando la transformacién de Bdcklund para aquella ecuacion [5].

: -MWz2 -t Shw2 - w2 MWz +t Shwz ¢+ W
Desarrollando  fa = |:B2 e t Cz2e ] |:

- -t oshwr - 2w MW, +t shwy + 2w | -
Bi e t Cre

- -t shwr - W
- [ Bi e t Cre

nw2 +t shw2 + w ] [

-2 -t Shwz - 2w2 nw2 #t shwz + 22
B2 e t Coe }
(usaremos: senhw = Shw coshw = chw)
-D(Witwz) - t(Shwatshwi) - (W2+2w1) N(Witw2) + t(Shwitshwz) (W2+2w1)
=B B2e e +CiCoe e
-N(Witwz) - t(ShwitShwz) - (Wi1+2w2) N(Witwz) + t(ShwitShwz) (W1+2w2)

-BiB2e e -CiCoe e
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N(Wi-w2) + t(Shwi-Shwz)  (-W2+2w1) -N(Wi-W2) - t(Shwi-Shw2)  (W2-2w1)
tB2Ci e e t+C2Bi e e

N(Wi-wz2) + t{shwi-shwz) (W1-2w2) -N{Wi-W2)- t{Shwi-Sw2)  (-Wit2w2)
-B2Cie X -BiCze e

-(W2t2W1) - {Wit2wW2)|-n{witw2) - t(Shwitshwz) W2t2W1  Wit2W24 N(Witwz)+t(Shwi+shwz)
=B B2|e -8 e t CICZ[C -8 ]e

CON €1 Y €2 serla:

Sean: S = n (Wit W2) + t(Shwi + Shwz)

ow
"
n

N (W1 - Wz2) + t(Shwr - shwz)

agrupando tenemos:

3 (Wi-W2) 3
- - (WitW2) - -e-ee-- t - (Withe)
2 2 S, )
= BiB2 e e e e + CiCz2 ¢
Wi-We 3 (Witwe) Withe
- eeeeee- - (Wi-W2) SIEETLELE
) S, 2 2
e e ] t+ B2Cr e e -8
3 (Witw2) W1tW2
- - (Wi-W2) - meee---

2 2 2 -S
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3 (WitW2)
- - (Witw2) - e
{_ 2 -8+ 2 Wi-W2
| Are e tAe Sh («=-=--- ) +
L_ 2
3 3 (Wi-W2)
- - (Wi-w2) - e
2 S 2 S W1 tW2
t | Ase e thAie e Sh (------- )

De las condiciones BiCi > 0 y B2C2 ¢ 0 - tenemos

Luego  AA2) 0 y AsAd (0

- (Witwe)
/ Wi-W2 61 | A2 2
sean  Di = \/ AvA2  sh (------- ) e =\/---- @
2 A
3
- (Wi-W2)
/ Wi tW2 b2 | A4 2
D2 = \/ AsA+ sh (------- ) e =\l ----
2 As
con esto queda:
fa = 1, Ch (Setbs) + 202 Ch ( S-+f2) (4.12)
gscribiendo nuevamente €1 , €2
con:  Ue =1 (Witwz) +t(€iShwr + €28hwz2) + & Ue = S+ ¢+ 6
U- = n (Wi-w2) +t(E18hwr - €28hwz) + 62 U. = S+ 62
queda:
fl 200 Ch Ue #2002 Ch Ue et e e e e, (4.13)

2
D1 = -4BiB2 CiC2 Sh* (------- ) L e
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2 With2
D2 = -481B2 CiC2 sh* (------- ) B = eeeee e
2
demostraremos la siguiente relacién {3]
2 o , 2
o+t fotit T 4 N £ T | T (4.14)
(12) (12) . .2
- (Qa Qs-1 fn f" - fﬂ
entonces tenemos e S R
fn
(12} (12)
- Q- Quer ) fott fn-1 2
e 1 +D0cLnfn;
2
fn
2 d?
donde Dt log fn (log fn)
dt?
Asumimos que se cumple |a siguiente relacion en general
(12) (12)
- (Qu - Qu-1) 2 (12) (12)
e 1 +D¢ Lnfn;donde Qo y Qu-1 son las coordenadas usadas en la
transformacion de Bicklund para
(0) (2 (12)
Qs y Qs y Qr y Qs
(12)
=T 2
e L) 1T 1 (4.15)

Esta relacion (4.15) es equivalente a la relacion (3.47) para g

(12)
para fny e
{12) (12) {12)
L (12) =l =Ta-1 “furt
fa = 2 @ -8 e

.......

(1
y Ty .Demostremos esto

-----------------------------
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(12) (12) (12)
s Q- Qe

ademds considerando las siguientes condiciones:

(12)
) re= 0cuando |0} ---) +o

L] -Nw
2)  fn----- YE(E)E  F GIE)E W 2 W W2 oeereeeriieeenneernnnnns (4.17)
n---)-e
W=Wi-W2  (tomamos Wi dWz2 )

En (4.13) vemos que la forma asintdtica de fn cuando n----)-e es consistente con la relacion

n(2wz2)
(4.9); vemos que fn F(t) + G(t)e W (Witwe)
Lim = Lim =g=zg
N---)-o fntt p---)-o
W W n(2w2)
F(t)e +0G(t)e e
= [ (2il2) ; esto estd de acuerdo con (4.9).
Hallamos .
fn fn - fn
Lim log fn = Lim ;asumiendo:
n---)-» (t? N---)-o W0 . -nw
fn 1) fn----)F(t)e  +G(t)e
N--)-e
.. .o cWh .. MW
2)fn----)F(t)e  +G(t)e
N--)-e

-IW < -W -W -nW - - -W
(W'F(t)e +wG(t)e J[F(t)e +G(t)e )-(wF(t)e +wG(t)e |
LIm D¢ log fn= Lim

f--)-o fi--)-o9
-Nw -Nw
(F(t)e +G(t)e ]!
"1 F(t) G(t)
LIm D log fozLIm (W W ) |-----=-momcmcmmeoen-- | (4.18)
fi--)-o fi--)-o
-W -nW
(F(t)e +G(t)e ]
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(4.18) y la condicion 1) satisfacen la ecuacion (4.15).

Necesitamos
nw nw

fn [F(t)e +G(t)e ]?
Lim -meeeeeee- BLIM mmeemee e
N---)-o  fn-1 fot! n--)-e
NWHW NWHW nw-W NW-W
(F(t)e +G(t)e  [[F(t)e  +G(t)e

S [ ERGEETTTTTTEERITT T
N--)-e
2F(t)G(t) [cosh(2w2)]-1
[ S -
w2 -Nw2
(F(t)e tG(t)e [?
fn
Lim  --eeemeeeee- L (4.19)
N--)-8 ¢n-1 fntt
reemplazando (4.15) en (4.16)
¢! d2 d2
[gg (1t --- |og fn) | =---- (2 |ngﬂ - |Ugf| - |09f|-| )
dt? dt? dt?
2
2 2y @2 fa
----- [y % === I I P 3|
dtZ dtz fuel fl-l

Integrando (4.20) dos veces con respecto al tiempo
(12) fn?
e = J0g ----=emmmenn L T S
flOI fl-l

a,b se determinan de las condiciones de contorno :

(12)
[) fe ==-=> 0

EIESIE
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fn
) Lim log [ -=-e=-eennn- ) = 0 === az0y b=
[n|--)te fn-1 fntd
¢ fn . (12) fn
puesto que Lim l ----------- | 1 ;1uego o = 109 === iiirriirriinnn, (4.22)
[n]--2+ol oot fo-r ] fn-1fn+1

volviendo a (4.15) y (4.22)

(12) d?
le = -Llog(1¢+--- Log fn)
dt?
usando: 112} fn
M R e it
fl'l fn t
q? fn?
ol LU B AEEECR U [ N I (. )
dt? fart fu-u
d2 faer fu-l
UL U [ | TR EERORES
dt? fn?

2 ‘e .
es decir : faer fa-a fn ¢ fn fn - fn

Luego :
(12) (12)
'(Qu - Ql‘l )
] = 1+ D¢t Ln fn ; hemos usado (4.15) que relaciona
(12) (12)  (12) {1
v Qe - Qo y fn; analogamente teniamos una relacion entre ra Yy foet
() (n
tenlamos : Qe -Qa-1) 2 -f

2
e =1+ Dy fae1=2222)e = 14D a1

(1) (1) (1)
con e =Qs - Qu-1
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ESTUDIO DE LA SOLUCION 2-SOLITON

(12y 12y faer fa-re [2D0ch(Us#P1)+2D2¢h(U-4P2)] [2D1ch(Ue-P1)+2D2¢h(U--P2)]
exp (-(Q Q1) Jro-memeeeees Toemmms mmmsmemesmselesoeooeneosiesooenoooeoooeoeeoees

con P = WitWo

recordando que : shi
------- > Velocidad de 1-solitén
Wi

------- > "Velocidad" de 1-antisolitén.

Desarrollando en el numerador :
4 2
Dr (ch®Uech?Pr-sh2Ussh?P1) + D2 (ch?U-chP2-sh?U-sh?P2) + 2 DuDz[EhPucthchS.chS--
|
-shPusthshU.shU._J

Agrupando términos el numerador queda :
( D1 chP1 chUs + D2 chP2 chU-)? - (D1 ShPy shUe + D2 ShP2 ShU-) .euviiiivniinnnnnns. (*)

Ahora haremos el siguiente cambio de variables :

Uv =8 +b; aznw rtert shwy 4 <-emeeee

U- =8 - b; benwz + cot Sh wo + =------
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Usando el numerador dado en (*) y (4.24), la expresion (4.23) queda :

[ Di chPi(cha chbtsha shb) + Dz chP2(cha chb - sha shb) J* - [ (Di1 shPi +D2 $hP2) sha chb ¢+

...........................................................................................

[ (D1+D2) cha chb + (Di-D2) sh a sh b ]?

+((D18hPt - D2shP2) sh b ch a |?

Desarrollando tos binomios al cuadrado en el numerador :

Dividiendo el numerador y el denominador entre ch?a ch®d y luego agrupando términos en el

numerador :

2 2
2 (D1 - D2) tha thb + ( Dy chPr + D2 chP2 )* + (D1 chP2 - D2 chP2)® th?a th*d - ( D1 ShPy +

El denominador queda :

[ (Dy + D2) + (D1 - D2) tha thb J?
Nuestra intencién es hallar una expresion del tipo :

o
e =1 +Vn;Vn--->funcion de pi; i nwit i tosenh wi + 60 gist2
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En el numerador sumando y restando la expresidn:

(Dy # D2)* + (D1 - D2)* th*a thb y agrupando términos luego de usar th'a = f-cschta y

= [ (D +D2) ¢+ (D1 - D2) tha thb ]* + [(D1 chP1 + D2 chP2)? -(DiShPy + D2 sh P2)? - (DishPy -

- (D chP1 - D2 chP2)? + (D1 shPy - D2 sh P2)? ]

Agrupando términos constantes en el numerador :
2 2 2 2
= 201 (Ch?P1 - sh*Py) + 202 (ch®P2 - sh*P2)-2 (Dt-D2) + 2 DiD2 secha [ ch(Pi#P2)-1] ¢+

t (Di-D2) sech® [ ¢h (Pr - P2) -1 ] # [ (DichPy - D2chP2)? - (D1-D2)?] secha sech?b +

+ [ (D14D2) + (D1-D2) tha thb ])?

la expresidn total queda :

2 D1D2 secha [ ch(Pi+P2)-1 ] + 2D1D2 sech?d [ ch (P1-P2)-1 J#[ (DichP1 - D2chP2)? -
[ (D14#D2) + (D1-D2) tha thb |?

- (Di-D2)?] (sech?a sechb)

Volviendo a las variables originales :
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Pi ¢+ P2 = 2wy a =MW+ &1 tshw + 6
sabemos:
ch (2w1) - 1 =2 shw ch (202) -1 = 2 shiw:

Reemplazando estas expresiones y dividiendo el numerador y denominador entre 4 D1D2

shiwr sech® (nwi + €1 tsh wi + 61) + Sh’wz sech® (nw2 + €2 tShwa + 62) + Sesech?(

[ S1+S2 th (W + €rtshir + 1) th (nW2 + catshwe + 62)]°

(nwi + €1 tsh wi + §1) sech® (nwz2 + €2 tshwa + 62)

con So = [ (D1 ¢hPy - D2 chP2)? - (D1-D2)?]/ (4 D1 D2)

St = (Dr #D2) 1 (4D1D2)"2  Pro=wi t w2

Pa = W1 - W2

S2 = (D1 - D2) 1 (4 DiD2)"12

Se ve que :

------ ) Si=ch (PI2) P = P(wi,We)

§1+ y &2 estan dados en (4.20)
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Esta expresion ( 4.25 ) ya es conocida para nosostros ya que verificamos en el capitulo I como

solucidn de la ecuacidn de Toda de una red LC no-lineal.

2. FORMAS ASINTOTICAS DE LA SOLUCION

DE TIPO 2-SOLITON

Veamos las formas asintdticas de la solucion ¢2. (92 = 2-SOLITON )

shiwi sech’pn + shiwz sech’pz + So sech’yz sech®pe

( Sy + S2 th i thpz )?

Bz Wi (n#€r Vit)+ds

senh wi

Con Vi la velocidad de propagacion de la seiial i-dsima.
Las fases totales u1 y g2 nos indican la existencia de 2 pulsos interactuando entre ellos,noso-
tros queremos ver 62 cuando la interaccion entre ellos es despreciable; para esto asumimos
las siguientes condlcidnes :

shwi  Shwe

i) Wi ) W2 ==2) -=-= ) --== (V1) Vo, |a primera onda es mds veloz que Ia sequnda ).
Wi We

€1 = €2 = -1 (las ondas avanzan de izquierda a derecha , en el plano 62,4%).
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i) mo----- > -e manteniendo g2 ---> finito ===) sech? y1 ---> 0

(1a onda 1 estd en -o)

th iy ---> -1
entonces 92 queda
shiwa sechipz sh w2
02 =1t --mmmeeeeemeeaes R I O R et LI )
{ S1 - S2 th p2)? ¢h 6/2 chuz - sho/2 shyz
de (4.25) tenemos :
St =cho/2
Wi W2
p Sh(--)ch (=) -
0 | 2 2 |
S2 = sh ¢/2, --- = ¢h
2 Wi-We WitH2 —J
Losh( ----- ) Sh ( ==--- )
2

[uego :

02 = 1 + sh'wa sech?( p2-0/2)

Fig.1.-En este caso las ondas

practicamente no interacttan

0

En las regiones préximas al punto p = 0.tenemos los siguientes perfiles:

Fig.2 Se muestra Ia onda !
proxima a la onda 2.
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Fig.3.-Interaccion de
las 2 ondas.

( ' - - )

0

Fig.4.-La-onda 1 se aleja después
de la interaccién mas rdpido
que la onda 2.

fif) g o=---- yta manteniendose. g2 ---) finito ====) sech® g1 ---) 0

(la onda 1 esta en to)
th m ---) +1

« tomando S1 y Sz en funcion
( S1+S2 thpz ) de ofa.

tenemos :
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02 = 1 +sh? w2 sech? (g2 + --- )
2

Yemos en la Fig. 4 que 1a forma del 2do pulso se mantuvo invariable después de Ia colision con
el pulso 1. Excepto que se produjo un cambio total en su fase igual a @, que estd relacio-

nado con Wiy w2 segin:

3. SOLUCION TIPQ 3-SOLITON

(12) 2-s0litén
Q
DIAGRAMA DE LAMB PARA 2
OPTENER 3-SOLITON. A
(1) (1) 3-so0litén
Q Qs
Solucion 1-solitén /z|
(13) A
Qs
2-s0litén
Usando la relacién (4.7):
(3 (3 () (1) (13)  (13) (12) (12)
(Q -V +Quer - ¥ (Q -V (Qa =¥ ) 12y 12y (13) (13)
e Zi e -2 ¢ (Quet =¥+ Quer- v )
............................... e

(13) (13) (12) (12)
(Qul - Y ) (Qser - v |
AN - 12

Haciendo las transformaciones:
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(rz) 12y (18)  (13) (1 ()
Q -V fa Q- v fu Q -V §asr
e VAR g 2y ---- 8 Z---
fnl ﬁuz

Reemplazando las ultimas relaciones en (4.26)

L] L

(3) 13)
Qe - v fn fnél - fn o fntl L1 12 $ie3

) " Z 0”2
faet fnt2 - fntl fn42

N L

si hacemos ga=( fn fntl - fn fntt )/gas2

tenemos (3)  (8)
QG -y XA T (3) (3} (3)
e . e---- como fo = Qo - Qo-1
Z Qe
tenemos (3)
=M Qe- 1041
B 7 mmeemeeeee- (3-SOLITON) ©vvvrerretis i ireiannennens (4.27)
2
Os

La obtencidn de las funciones g es muy laboriosa, por la dependencia de f«,fs y fs, CUYES

expresiones vemos en (4.12) para fay fo y (3.48)-(3.49) para ¢«. En (4.11) vemos que
fn= fnlgr(n),p2(n)]; de acuerdo al diagrama de Lamb para 3-SOLITON tenemos fn =fn{g1(n),pa(n)]

fny fn tienen una funcién ¢i(n) comin, [¢i(n) da lugar a 1-solitén].
S{wies la frecuencia de g1(n), observamos que wi debe aparecer tanto en fn como en fn; lue-
g0, exp[-(r:a;] tiene tres frecuencias (wr, w2 y ws) que corresponden a la interaccion de tres
pulsos con sus frecuencias respectivas, en |mi| ---> +o tenemos
(3) 3
03 = exp{-(rs )] ziE1 Os(i) ; mi=n witci t senh wi + 65

Ba(pi) ---> representa a cada una de las ondas solitarias que forman
3-solitdn

Anotamos que ¢i(n) puede ser (3.48) que forma 1-solitén o (3.49) que forma 1-antisolitén, mis

adelante aclaramos este aspecto.



-132-

RESUMEN DEL PROCEDIMIENTO PARA OBTENER SOLUCIONES DE TIPO N-SOLITON DE LA RED DE TODA

Hasta ahora hemos usado variables asigndndoles Indices y sub-Indices segin la necesidad sin te-
ner en cuenta Su USO sucesivo hasta obtener la solucion de tipo N-solitén, ahora re-
formularemos nuestras notaciones para evitar confusfones, partimos de la ecuacion:

S F I P XY -Ta-1

[a = QI - Ql-l faz28 -8 ST (B”

Con la condicion de contorno : | Qi | = constante para todo n.

Notamos que { Qs } = constante es una solucidn de (B.1), a esta solucion [lamaremos Ia

solucién trivial de (B.1).

La idea es partir de esta solucion para obtener otras soluciones mediante una transformacion

candnica previamente obtenida.

d () (1 - (1)

; (Qe - Qu-1 = At [EXD [ -(Qo-Qu)] -exp [ -(Qa-t - Qa-1) }} .o..(B.2)
t .

d i -1 (n (n

i (Qu - Qo) = Ay [EXD [ -(Quer - Ql” - exp [ -(Qr - Qu-1) l] ... .(B.3)

(ot (N
Donde Ar es una constante arbitrarfa; se verificd que ra = Qu - Qu-v Yy 1o =Qu - Qs

satisfacen (B.1) . Las expresiones (B.2)-(B.3) son |lamadas la T.B para |a red exponencial de
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Toda cuya ecuacion de movimiento es (B.1). Es conveniente introducir la funcién auxiliar ¢ :

(1 tn

(Qn-i - Ql) ai
e 3] eeees ;
olfl

Q-

Ae
Lz memeeeenas Z es un pardmetro.

(1)

Q-
8

Y buscamos soluciones de ¢» usando (B.2) y (B.3) y ademds la solucion trivial:

g(n,t) =B(t)Z + C(t) Z- Bivy y Ciey funciones de t por determinar.
-¢ tshw £ tshw
B(t) = Bo e City=Coe
-W
con: Z=¢ e Wi, e=t1; | 2]t
-nwW -€ tShw W+ € tShw
p(n,t) = Bo e tCoe

De acuerdo al signo de Bo Co tenemos 2 clases de soluciones, una solucién reqular y otra

solucién singular.

El signo de ¢ determina en que direccion se propaga la onda.

(1) (1
[QI - Ql-i]
ademds : e
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BoCo )0
1-SOLITON : ¢
(1}

=l (o ()
@'(n,t)=e sIa Qs - Qs

g1 (n,t)=200 ch{(n-1)%1tet sh witdi]

2 §1 [ Co wi
Do =BoCo, & = [ ---¢
\/ Bo

gr(n) 1(n+2)
01 (n,t) = ==m-mmemmmmees ( solitén )

2
1 (nt1)

o1(n,t) =t +shiw: sech®(nwites tsh witdr)
(solitdn)

Bo Co ¢ 0
1-ANTISOLITON : o1

o (1 (1
p2(n,t)=200 Sh[(n-1)w +ctshw +§ ]

Do =-BoCo, & =/ --- ¢

gr(n) 91(n+2)
61 (n,t) = ==-----mmmeeee- | antisolitén )

-2
g1 (nt1)
)] (1 (ry (n

o1 (n,t) = 1-sh*w csch? (nw +ctshw +6 )
(antisolitén)

Nota : Para determinar p+ 6 91 Se necesitan tres pardmetros para cada uno :

()

(BoCoy d1) y (BoCoyd ) respectivamente.



-135-

Método para construir una solucién de TIPO 2-SOLITON

Para esto partimos del diagrama de Lamb para:

Q ---e-e- > Solucion trivial.
Los tres primeros (solucion trivial, 1-
(1 solitén y 1-antisolitén) son conocidos
Q ------- > Solucién 1-soliton, nos proponemos usar una secuencia de la
T.B.segln el siguiente diagrama :
(1)
Qe ------- > Solucidn 1-antisoliton.
(2)
Q ------- > Solucidon 2-solitdn.
(1
Diagrama de Lamb G -
para 2-soliton. 0 A -
A L
(0) (2)
QI Ql
Ar - i
4 A
"tn)
Qs
i o (o) (1 (0
'(‘1'“ Qe - Qu-1) = Ay [eXp {-(Q -Q )}-exp [ -(Qu-y - Ql-1”] -----------
t
d oy (o (1) (0) 1 (0)
""" Qe - Qu-1) = A [exp {-(Q -Q )}-exp [ -(Qu-1 - in)]]
dt
S0 o (2) (1 (2) (4} 4
'a'" (Q - Qu-t) = A2 [EXD { -(Q - Q )} - exp [ -(Qu-1 - Qll]]J ...........
t
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d -t (2 (2) -(1) (2)  “(1)
-&--- (Q - Q-1) = A [ exp {-(Q -Q )} -exp [ =(Quet = Qu-o)]] onnnnnnn, (B.7)

t 1
Imponiendo |as condicienes de contorno :

{0y (o) (1 (1) (2) (2 (1)t
1) Qe =v =const. Qe =v . =const. Qo =v =const. Q-o = v = const.
(0)  (2) (1) (1)
2) Qo +Qo Qs +Q
con :
(o) 1) (1) (2) (o) (1)
Zv=Ahexp(v -v )J=Arexp(y -v );Ze=Aexply -v )
(n (2
Mexp(v - v )
(2) (2)

-(Q - Q) f2(n)

e AN ARETEEEE , L2 o
g2(n+1)
(2) (2)
-(Qe - Q) p2(nt1) d2(n-1)
.............................................................. (B.8)
(2) (0) 1y “(n

Hemos despejado una relacién para Qu en funcion de Qu , Qv y Qo a partir de las

relaciones (B.4), (B.5), (B.6) y (B.7) con:

g2(n) = gr(n+1) p1(nt2) - gr(nt1) ¢1(n+2)

fr, 1

sed

(2)
-(Qu
02= ¢

ysaremos

ya son conocidos

(2)

- Qo)
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(n (1) * (1 (n
82(n)=201 chin(witw )tct(Shwitshw )+61]+2D2 ch{n(wi-w )+et(Shwi-shw )+d2]

sabiendo que

pa(ntl)g2(n-1)
02 = cmemmmeeeeeee e 2-s0/itn
(g2(n)]*

("
shi(wt)sech?Qi+ sh*(w ) sech?Q2 + So sech’Q: sech?Q2
02 e mr e m oo (2-solitdn)
[S1 + S2 thQr thQ2)?

(n (n -+
Q2 =nw + et shw + 02

(1]
1 =W t W
{1
62 = W1 - W
1t §2 §1 - §2
f2 z-nnnne- f2 zemmm---
2 2
con (1 (1
Co Co J(witw ) 262 Bs Co I(wi-w )
e e e
B Bo Bs Co
(1) (n
Wi - W Wit W
Di = - 480 Bo Co Co Shz[ """" ] D2 = - 4Bo Bo Co Co Shl[ """" I
2 2
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i1t 62
b2 2 4 | Co! (3/2)w1 ! Co (3/2)w1
g =g | (e ] = \f -~ @
B.? Bo
1 - &2
{n [ - (n
b2 2 4] Co! (3/2)w /- Co (3/2)w
e =g = |/ (e ] = W ---- @
B!
Bo

NOTA: Para determinar ¢2(n) se necesitan 6 parametros (Bo,Co,62,B0,Co y 82), hay
2 velocidades :

(1)
sh Wi sh W
y , correspondoentes a las soluciones 1-soliton y
Wi (1)
W

f-antisol|tdn respectivamente que nos han servido para hallar la solucidn 2-solitdn.
Tomando condiciones de contorno adecuadas obtuvimos a partir de la TB una ecuacidn que
relaciona 4 juegos de coordenadas, que simbolizaremos cada juego como

(N) ) orden del soliton.

Qx(n,t)
——) funcién de n y t.
) k-tsima solucibn obtenida.

El diagrama de Lamb para 2-solitdn es:

—)1-soliton

(1
Diagrama de Lamb Qi(n,t)
para 2-soliton. 11 -
JA

(0) (2)
Qi(n,t) Qi(n,t)

L

(1)
Qz2(n,t) ————)1-antisolitdn
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podemos extender para 3-solitdn (obviando escribir |a dependencia de ny t)

(n

Qi
lol,/’//////)ﬂ \\\\\\\\\\\Es (2)
\\\\\\\\s /////////;’ \\\\\\Ei\ug
'(1) 13)
Qs
22 A Diagrama de Lamb para obtener
‘//,////;7 2 soluciones de tipo 3-solitdn
(o) (2)
-Se han usado 4 parédmetros 1,22,
24 23 Y 24 (Y Sus correspondientes
(n (3) Ar,A2,A3 ¥y Ad)
Qs Qe -Para obtener una solucidn de tipo
3-solitbn es necesario temer pre-
/////,z”// 22 viamente por lo menos 2 solucio-
12) nes de tipo 2-soliton.
Qs
\ (1)/

Diagrama de 4-soliton.

Usamos la siguiente notacion por simplicidad
En la ecuacibn (3.33) usamos la notacibn anterior

() ()

Qe(n) Qx(n+1)

g g

: Ik K= 0,2,3,4 i (8.9)

() (1

Qx(-9) Qi (n+2) “(1) “(1)

g g para k=2,4 serdn Qz(n) y Qi(n)
y de la ecuacibn (4.9)
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(2)
Qi(n) (2)
e pi(n)
| meeee- i=1,2,3 PizZi Zivd i (B.10)
) (2)
Qi {-0) pr(ntl)
e
(2) (n (n (] (1

con gi(n) = gi(ntt) gier(nt2) - Pi(nt2) Givr(ntt)

(n(2) (2 (3)
Usando la ecuaclon (4.7) para relacionar gyvr 85 , #ier Yy ¢; seqln el diagrama de Lamb

anterior
(3)  (3) (1) () (2) (2) (2) (2)
(Qi(n)= vy + Quen(ntt)= vyer) (Qper(n)- vior)  (Qi(n) - vi) (2) (2) (20 (2)
Zie Ziv2 @ (Qpev(nel)-viert Qi(nt1)-vy)
e - e eeesmessmevmcmemeesenmmase—emee e
(2) (2) (2) (2)
(Qjer(nel) = Vjer) (Qy(ntt) - vy)
Zie [ -
............................................ (B.11)
j=1,2

Usando (B.8)-(B.9) y agrupando

(3)
Qj(n) (3) (2) (2) (2)  (2)
¢ o pidn) (31 gier(n) gilntl) - giln) Bivi(ntl)
VAT RCIEEEE p G0N Bi(N) mmmmemmmmmm e
(3) (3) (1
Vi pilnt) fivi(ne2)
luego
(3)  (3) (3) (3)
[Qi(m)-Qi(n-1)]  gi(n-1) ¢i(ne1)
e RICTEETEEPPEER T 3-SOLITON vvvvvievevinnnnn (B.12)

(3) —2
piln) :]

Es decir hemos escrito 3-solitdn en la forma (B.8). Igualmente podemos escribir (B.11)
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(N) (N-1) (N-1)  (N-2)
para 65 , #i , Biet y Py y Ilegar a |a expresion de la forma (B.12),pero esta vez
para N-solitdn

(N} (N} {N) (N)

-(Qi(m)-Qi(n-1)]  ¢i(n-1) pi(ns1)
e e e e (N-soliton)
(N =2
mn)]
con

(N-1)  (N-1) (N-1) (N-1)
(N pier(n) gi(ntl) - gi(n) fivr(nt1)
L I

(N-2)

‘jol(ﬂ*?)
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LA TRANSFORMACION DE BACKLUND Y LAS LEYES

DE CONSERVACION DE LA RED INFINITA DE TODA



-142-

CAPITULO V
LA TRANSFORMACION DE BACKLUND Y LAS LEYES DE CONSERVACION

.DE LA RED INFINITA DE TODA

Ademds en esta seccidn presentamos un procedimiento sistemdtico para construir leyes de

conservacion a partir de la Transformacién de Bicklund asumiendo Ia condicién de contorno:

Qe y Qu ---> constantes cuando N === te

- (Qu-Que1)
Considerando la funcién e derivable y continua de Z podemos desarrollar en serie de

potencias enteras de Z, convergente en |Z| ¢ 1.

-(Qs-Qos+1) to (2]
e CL Inf (5.1)
m=0

(n) (w)
n=0,¢1,142,... fu zfa

Z = AC, en secciones pasadas trabajamos con

' Qe
-(Qa-1-Q-w) s e
g Z----, donde Z=A------
’IO' )
Q-e
:

Estos mismos pardmetros Ay C serdn usados aqul en (5.1)
Considerando la condicidn de contorno seiialada obtuvimos una relacion a partir de la

Transformacién de Bcklund, esta relacidn es:

Qs -(Qu-Qu) -(Qe-Qs)
---zA ¢ -ACt - e (5.2)
dt A AC

derivando k veces la expresién (5.1) tenemos:
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(t) ¢ ~(Qu-Qu+r)
Ch = (e 1| e (5.3)
(YAS 2+:0

(k)
hemos evaluado en Z = 0 para anular los términos de potencia mayores que k, para obtener f.
usaremos Py = Qu (momentum de la particula n-ésima de masa unidad)
Convengamos que:
(-1) {-2)
fo-or =0, fa-r =0 (5.4)
sustituyendo Ia ecuacion (5.1) en la ecuacion (5.2) e igualando los términos con igual potencia

(n)
de Z, obtendremos una férmula de recursién para los f

-(Q:-l-Q-) -(Q:-Q-) -(Q;-l-Q-) -(Qu-1-Qu) “(Qu-1-Qn)
Py ¢ =Ae e -AC e o - e vl (95.5)
A AC
-(Q:-Qﬂ -(Q:-in) -(Que1-Qu)
buscando otra expresion para e -8 e
'(QI'QI'I)IZ
sean @, = - ¢ 22) Qael = - 8
2 4
.................... (*)
(QQ) 2 -(QeQuer)
luego la expresion queda . e 4 a1 @

2 te (k)

= 4aaey ()  fa (5.6)
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-usando (5.6) y (5.5) la relacidn (5.5) queda:

o (n) 2 te (k) te {1 to ()
PaC I 22 fa-r AC4Aner) T Z8fe I 7 fe-i AT LI fan
a:0 k:0 1:0 0:0
! te (n)
- - .- (C) 1 L fl-l
AC AC a:0

simplificando *C* e introduciendo Z = AC tenemos

e (») 2 1o (k) teo (1) te ()
Pe 2 22fa-t:daunt I 20 fo I 2 fe-r-21 2 fu-i
s k:0 10 a:0
te ()
t - L ® fa-
Z 7 o0

multiplicando por Z y agrupando en una sola sumatoria las potencias de Z del producto de
sumatorias con fndices independientes k y |

te (n) te (k) (1) te (v) tO@ ()
Pe L Z2**" foot = 4 Q4er 1 kit fy fep - L M2 fptl- L 20 faer LL(5.7)
n:0 n:0 n:0

k,1:0,1,..

2 te (k) (1)
- ¢l término del 2" miembro 4 awer I Z¢M2 i fa-d
k!

(k) (1)
fu fl-l

- reemplazando el término 1 del 2° miembro por £ Z* §a,0 y reordenando (5.7)
m
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- poniendo todas las sumatorias de Z®

tenemos

L] () te (a-1) 2t
I 2% faer 2L [%6a,0-PsXl  Z2°fo-r tdaer I 29
a:0 n:

2:0 LER 2

te (k) (1 te (a-2)

i ) fn fl-! ] - 2 Z' fl-! Mhessissrteraestaerasnsane

k,1:0,1 n:?
k#lz=n-2

(5.8) es valido para n =0, ¢1, 82, ...

igualando los coeficientes de las potencias iguales de Z:

(0} (1) (0) (2) (1 2 (0) (0)
fu-l 1 , fl-l = Py fl-l, fn-! = - Py fl-l t 4201 fu fu-l

(k)
reemplazando sucesivamente los  fa-1

(0)

}I'l

(1)
fl-l - Pl

(2) 2 2
fa-1 tPa- 144 80n

(3) 3 2
fl-l s =Pyt 2P0 - 4 Quer (Paer + 2Py)

(4) 4 2 2 2 2

2
fl-l FPe-3Pa bt 1t 4 a0nn (Plv|+3P|+ 2Pan P.-S) +|6(an02 t 31#!) dutl

2

(o)
fn-l

2

------------------------------------------------------------------------------------
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Es decir hemos hallado una fdrmula de recurrencia para los coeficientes de Z» en el desarrollo

(5.1); que podemos expresar:

'(Q:'in) 2 2 3 2
e sC {1 -PoZt (Pa-1t4aae1) 2% 4 [-Pat 2Pu- 4ausr (Prt142Pa]) 23 ¢ ...... }
................... (5.9)
Las expresiones anteriores podemos resumir en una fdrmula de recurrencia
(n) (e-1)  (n-2) 2 (k) (1)
fl-l‘ 6..0 - Pa fl-l - fl'l t 4aa1 ) fn fl-l para m=2,3, ............ (5.10)
k,1:=0,1
ktl=ny2
dfa
Veamos la forma que toma  ---- ; nuestro deseo es obtener cantidades de la forma de f. que se
dt

conservan es decir, la suma de alguna variable dindmica de todas las particulas sea constante.

(n) (n)
los  f» f (P, ai); dependen de fos Ps y de los Qo a través de a..

(»)
Es decir los  fa son funciones con variables dindmicas del sistema.

Para esto derivamos con respecto al tiempo la refacion (5.1) y luego usamos otra de las trans-

formaciones de Bicklund, esto es

d ' '(Q:‘Ql) ‘(Q:-I'Qn-l)
‘&“ (Qu- Qu-1) = A [e e ] (5.11)
t
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Derivando (5.1)

" -(Q:-Qn*t) te (a)
(Qnrl' Qu) g = 0L 7 fu
n:0
. vy (k) te (r)
(Qlfl' Qn) fl ) = C 2-0 lr fl ......................... (5.12)

Ademds le daremos una forma distinta al segundo miembro de (5.11), lo pondremos en funcidn de

(n) 2 '(lel‘Ql)
los aner y los fa  haciendo uso nuevamente de (5.1) y de aser = (1/4) & :

tenemos

d . 2 -(Q;-Qm) 2 -(Q:-I-Q-)
=== (Qs- Qu-1) = A [ 48uer @ - 4a, @ Je usando Z = AC
dt
2 e (n) 2 te (n)
= 4 [ dn+l I 10 fn S TR} " fu-l I
n:0 n:=0
2 te {s) 2 to {»)
=4 [ qeer XL 2"V fy - an X FALAES PRI
a:0 n:0
. te 2 {r-1) 2 {r-1)
Qa- Qu-1 =4 Y | et fn - do fl-l ) L (5.13)
r=1

reemplazando esta dltima relacion en (5.12)

te 2 (e-1) 2 (r-1) ¢ te (k) ts dfs
4L ( 8ue2 foer ~@uer fo V2 JIL Y Fe )X ZF -----
r=1 k=0 r:0
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desarrollando en el fer miembro:

(0) t9 2 (ee1) 2 (1-1) to 2 e (een)
4 fa [Z (@av2 fari- duer fa ) l* |44 T Z2¢[ aue2 T fanr fl
r=1 p=2,3,. r=1
(r)
2 PN oeen) (eer) te dfa
st L fo fa T N A
r=l rz0 dt

igualando los coeficientes de las potencias iguales de Z.

d (o) (0)
<=~ fu 0 ---> fa = const
dt
d (1 (0 2 @ 2 (0
mee fn s fu [anoz flvl - Qs fl ] ...............................
dt
()
dfa 2 ety 2 (p-1) (0) pet 2 {re1) 2 (e-1) (p-r)
R { [a..z f.ol' Al fu ] fl L) (8ae2 fl'l' daet fl f' }
dt r=1

para p = 2,3, ......

sumando para todas las partlculas en ambos miembros de la ¢ltima expresidn:

(p)
to  df, i o to {p-1) 2 (p-1) (0)
cmee = (Z f. ) = 4 3 [ [a.oz fnfl' datt fl fn t
e dt gt v =

p-1 2 (e-1) 2 (e-1)  (p-r)

t L (Qee2 faer - &t fo ) o}

r=1

De la primera relacion (5.15) tenemos
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De Ia sequnda relacion (5.15)

d to (1 2 (o) 2 (o) (0)
- (L fv) I (8er2 faer= Bael fo ) fa

at n=-e n=-e
e
en las sumatorlas del tlpo X (Yaer-Ya) = Lim
n:-g r,0--)4g 0:-7
= Lim ( ) Yo -1 Ya )
r,8-24g n:-rtl r
= le ( YIII'Y-I )
1.8 )}0
te
)3 (YIOI'YI) CE R (TR (5.17)
L}
(n {0)

Usando (5.17) en la relacion para fa  teniendo en cuenta ademds que fa = const. tenemos

d 4o (13 2 (0 2 (o)
- (I fi)=amfim -a-0f.0
it -e

2
Pero a.e
4
.................................................... (5.18)
2
a-e por las condiciones Qs, Qu --) const. cuando |n|--)+e
4
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i 4 (1 o (1)
luego: - (L fe)=0 === I fa =const.; es decir nos confirma que

it -e LR | el momentum total se conserva

La expresion (5.16) nos da la relacidn para

(p)
dfe
p>1, no todas las sumatorias son del tipo:
dt

Z (Ynl'Yn)

que nos permitirla eventualmente obtener cero en el 2do miembro de (5.16): por tanto los

2 (y)
I fa “(p>1) no son cantidades que se conservan.
ﬁ:

Buscaremos estas cantidades en la relacién (5.13);

Desarrollando  (Qs- Qu-1) en serie de potencias enteras de Z

(Ql' Ql-l) 2 Du-l .................................... (5.19)
(k) gt ,
Dnl‘ """ (Qa'in)l
4zt Z:0

Usando (5.19) en (5.13)

d v (k) t 2 (a-1) 2 (a-1)
I 1 DI") 4{ Z[am fu -8 fac1 ] Z'}
n:1

dt

por la propiedad de la derivada :
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o« 4 (k) te 2 (a-1) 2 (a-1)
I Z === De-1 =4 (I[(art fo -a0 fa-1) 201}
k=0 dt n:1

.{0)

Igualando los tdrminos de iqual potencia de Z: i) Di-t =0, para k=0

A (x 2 (k-1) 2 (k-1
i) === De-t =4t fo -4 for L (5.20)
dt
k=1,2,3, ..

(5.20) tiene la forma de una ley de conservacién con la aproximacién en diferencias de la

derivada parcial de la expresion :

2 (k-1)
a(x)f(x) cuando se toma Xeer = Xa #1

(k) {n)
Una relacion entre los  Da-t1y los  fo-t obtenemos de (5.19) y (5.1):

. te  » [a)
de (5.1) (Qser- Q) = log (C X Z fu ) [luego comparando con (5.19)
m:0

to 5 (») &« (k)
100 (C L Z fa-r) = I 2 Dict i e (5.21)
=0 k=0

(k) (8)
Esta relacion sirve para hallar los  Ds-1+ conociendo  fa @ partir de la relacion

de recurrencia (5.10)
o ()
DEMOSTRACION DE L Dn-1 = const. ; k=0,1,2,...
LR ]
En la relacion (5.20) sumando en ambos miembros de n = - » hastan=+e :

o 4 (i) te 2 (k-1) 2 (k-1)
Y o--- Deer = X 4 (auer fo - @0 fa-r ) esta es una sumatoria del tipo
i gt 1:.9

k=1,2 ,...
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ta
T (Yaer-Ya)  que segun (5.17) es igual a (Y+e - Y-e) ; usaremos esta suma en la

2 (k-1)
dltima expresion ; con Yo = 8a fa-1

Ademds usando la propiedad de la derivada tenemos,

d 1o (k) 2 (k-1) 2 {k-1)
--- (L Di-1)= 4 [ a0 foo -8 fm ] (a)
dt *-e
2 | 2
de (5.18) tenemos a:e@ = --- , 3.8 = ---
4
y de la relacidn (5.3) tenemos:
(k) dk '(Q;'Qul)
¢ fa -~ (e )|
dzk 2:=0
Qs - Qo)
{0) 8
cuando |n| --)te ==2) Qy = const. Qa const. luego fe@ = ----- ; sabemos que
¢
Q-»
e (0)
C LR =z::2) f,. (522)
Q-
e
para
k 1,2,... (x) g
¢cfeo = (C)
dzk
...................... (5.23)
(k) d* (k)
) f,. (C*) 0 S =zzzzzz) f,. 0

dzt
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Usando las relaciones (5.22) y (5.23) en (2):

a ¢+
- (1
gt e

k)

DI-I) = 0

Estas sumatorias son constantes del movimiento para k = 0,1,2, ........

(k}

De la relacidn (5.21) hallamos las expresiones para los Da

para esto asumimos que (Quer - Q:) ¢ n2t(Qoe- Qo) ==m:0)
(QHI - Ql)
0§ --cmommcens (9 —meee > 0 ¢exp [(Quer - Q) - (Qo- Q) ] €2
Q-o - Qio)
e
(in - Q)
g exp (Quer - Qu)

1 { cmmannn O LTS T T s f | (5.25)
‘(QPQMI)
g o (s)

de (5.1) -1 =1 I"fa
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te (n)

seax = Y Z" fa ; por la condicién impuesta en (5.25) |X|= |------
C

M=

(usaremos el siguiente desarroilo en serie:

xtooxd ¢ il X8
[0g (14X) = X = ==+ == = == 4, 4(-) == t...
2 3 4 n
en el primer miembro de (5.21) tenemos
te (n) to  a (m)
log (L Z fo-r )=1log (1+X Z fa-1)+1logC
n:0
desarrollando los 4 primeros términos de la serie:
s & (s) te a  (n) | to 4 (&) to
log (#2 2 fo-r )= L 2 far---- L 2 far 1
.l B 2 a:l pel

f0 aa) 0 , (5 t0 ¢ (q) | 0 a4 (a) 8, () to 4

- Z Z fu-l Z

3 u:l [

I fo-r L L Fa-v-- Y7 far L L fanr
= p=1

1 91 4 w:l

Obtengamos los primeros términos con potencias de Z (Z, 2, 28 ¥

(n (2) (3) (4) f (" (2) (3)

2

T (2) (1 (2) () (2) 1 (n

(QIH
con -1 (x ¢
» [p)
Z fu-l t
(q) o

f

(r

Y2 fo-r L7 for

I4)

{1

(1

r=1

(2)
=(an-l+zlfn-l+ 23 fn-l t Z‘ fl-l) - - (Z fn-|+ Zlfl'|+ 23 f.-x)(Z fu-l+ Zl fn-l+ Z3 f

(1

(3
.-

(1}

)
1)

(2 Fart a2 fa-rt Zfn- (2 fa-tk 22fa-n) = - (2 Fa- N2 Fa- 02 Fa-a)(Z fa-1)
3

4



-155-

(1 (2) 1 (n (3 (121 W
AT T VAN TRSCICIN § TR AN IR VAR S PRI PRNY PRN L IO 6 PRND AN VAN F PRI TIC § PR b
2 3 4
(2) (21 (N (1) (3)
(Fa-0)' 4 faer (fa-t)t - fer Faer
)

comparando el Gltimo desarrollo con el 2do miembro de (5.21)

(0)
Di-1 log C
)
Dl'| (' Pl)
12) 1 (2)
Da-1 = < (foer )t fa
(3) (3) 1 (m (2
Dn-l fl-l t - (fl-l)a hd f|-| fl-l
4 (4) m (3 K (2) I 2
Dl-I fl-l - - (fu-l )4 - fl-l fl-l + (fn~|)2 ,fl-l - - (fu-l)l
4 2
()
Usando las funciones  fa-1 tenemos.
(1
Di-1 - Pa 2 - (QIH'Ql)
CON Qaet = - @
4
12) 1 2 )
Da-1 -Pe t4 801 -1

2
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{3) 1 3 )
Da-1 Po - = Pa - 4 au1 (Part t Py),
(4) 14 2 22 12 2 2 2
Da-1 < Pa - Pyt -4 16 2ur2(8artt ~-3nel )t danr1(Par1#2Ps + Part Pu- 2)
2 2 2
(5.26)
Son las 4 primeras cantidades que se conservan.
+8
La primera es el momentumtotal L P. = const
i:-g

La segunda es la energla total de |a Red

@ 2
Energla cinética total L - Pa (sistema con m=1)
n:-g 2
Vimos en la seccién anterior que la energla potencial total es
82 ts -(Qul'Qn)
D ITI e
1:-g t:-g
+0 (2) +0
En [a suma Y Da-r surge la sumatoria X (1) que diverge; este inconveniente se
1:-g t:-g

supera si desplazamos el nivel de referencia de la energla potencial de cada una de las partl-

culas; haciendo

’ in ‘QI 2 in ‘Ql
Vartaos @ -1 luego 4 bar=e -1
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2 2
daets Davt
4
(2) 2 2
con esto:  Da-1 Pot 4 buet todo esto conduce a
2
‘e 1 2,
Erotar = X { - Pat Vlf!.n} = const.
1=-g 2
(8) (4) 2

De-1 Y Dia-1 en funcidn de bavr soN:

(3) 13 2
Di-1 = Purt - - Pl -4 byt (Plfl t Pl)
3
(4) 4 2 2 2 2 2
Ds-1 = -« Po # Puet Po # Paer #4 baez + 8 bavt (2 bav2t bavr) +
2
2 2 2

t 4 baet (Puvr + Pa #PaeiPs)
(31 (4)
Para las constantes Du , s ... no han sido hallados interpretaciones flsicas sencillas.
Como se v&, hemos encontrado un nimero infinito de feyes de conservacién puesto que
K=1,23,...
Si nosotros pudieramos ser capaces de invertir las relaciones (5.26) de tal forma que tuvié-
(r)

semos {Qu} y (Pa) en funcién de los {Ds« } entonces habriamos resuelto el sistema de ecua-

ciones que da las ecuaciones candnicas del movimiento.

Por supuesto que esto no es posible, pero una vez que hemos hallado estas constantes, (en

nimero que corresponde al numero de grados de libertad del sistema) por lo dicho, esto nos da
una pista para pensar que estas ecuaciones candnicas se podran integrar completamente;

es decir se podrdn expresar |as coordenadas y las impulsiones en funcién del tiempo y el

movimiento del sistema quedard determinado cuando se dan las condiciones iniciales.

La existencia de un nimero infinito de cantidades que se conservan nos da la idea que el siste-
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ma de las ecuaciones candnicas tiene una solucidn expllcita.
En el caso de la ecuacion de KdV; la existencia de un nimero infinito de leyes de conservacion

incentivé 1a busqueda de soluciones expllicitas de tal ecuacidn [1].



CAPITULO VI

LAS INTEGRALES DE HENON DE LA

RED PERIOCDICA DE TODA
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CAPITULO VI
6.1. INTEGRALES DE LA RED DE TODA

Ahora consideramos que la red de toda es un Sistema de N masas wunitarias conectadas por

resortes no-lineales, gobernados por fuerzas de restitucién exponenciales.

Esta es una red unidimensional no-iineal.

Las ecuaciones de movimiento son obtenidas usando el Hamiltoniano;

2 N -(Qe - Qu-1)
{e t(Qn - Qu-1)}

x
1]
[
= P =
"
o
=
-
= ™M

Qs : desplazamiento de la n-&sima particula de su posicidn de equilibrio

Pe : momentum conjugado con Qa

'(Qn ‘Qn-l) '(in ‘Qn)
P g -8 (6.1)

Si hacemos ra = Qu - Qu-1 'y ponemos el momentum en funcion de la velocidad ua

correspondiente a la cordenada Q. tenemos:

=T =Tl

Q= Us U = 8 D (6.2)
Son '2N' ecuaciones

Leyes de conservacién de ia Energia y el Momentum

Hacemos notar primero que Ias N coordenadas generalizadas son independientes. Las solu-

ciones de las ecuaciones (6.1) para las N coordenadas.generalizadas y sus respectivas
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velocidades, se pueden representar de la forma siguiente.

Qe = Qo (t, Cr, C2,y .o, Can)

Us

Us (t, C1, C2, +u..... C2u)

Cada juego de los co da una diferente funcion del tiempo para 1os Qs y Us Yy por tanto una

gcuacion de un movimiento particular.

De estas 2N ecuaciones se puede excluir el tiempo'y obtener funciones de las coordenadas
generalizadas Q. y de las velocidades generalizadas Ui, que permanecen constantes durante

el movimiento. Estas funciones se |laman inteqrales del movimiento.

El problema fundamental de |a mecdnica es hallar las integrales del movimiento; entre

gstos la primera integral de movimiento de cualquier sistema cerrado es su emergia total.

Esta ley se deduce de la uniformidad del tiempo, es decir, de que las leyes del movimiento
de un sistema son independientes del origen de los tiempos que se elija. En nuestro caso
particular de sistema conservativo, de la wuniformidad del tiempo se deduce la ley de la

conservacion de la enerqla mecanica total del sistema.

En efecto, en virtud de la uniformidad del tiempo la funcién de Lagrange L, que define |a
ley del movimiento del sistema conservativo que estudiamos, no depende explicitamente del

tiempo.

Primero:

iH iL
demostraremos que
it it



-161-

Usaremos:

() H(@QP)  PeQ QP - L (QQQPL, 1)

L=L1(QQt)
iL
(**) de Pa = ---- obtenemos Qu = Qu(Q,P,t)
§Qa

En (**) hemos usado el teorema siguiente:
sea Pa = fa (Q,Q,t) donde Q= {Qi, Qz, ... Qu}
t:= 1,2, ..., N

Puede ser invertido para producir

§fa
Qu = ge (Q,P,t) sblo si det( ----- )40
§Qp
'L
gsto es si det( -------- ) # 0.
6da 660
tenemos derivando (*)
iH §Qe iL iL §Qy
mmme- = P‘ |*H'
it it it iQ 6t

el primer y tercer términos de (***) se cancelan de acuerdo con (**)
entonces

iH iL

....................................................

dh i
----- : apartir de h(t)= H (Q(t),P(t),1)
dt it
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dh iH H . iH
----- - Qe t ---- Po ¢t (*)
dt iQ iPe it

iH

Usando las ecuaciones canbnicas : Pe = -

i
Qe = -
iP«

La expresion (*) queda :
dh 6H
(6.4)
dat it
de las propiedades (6.3) y (6.4) vemos que Si L no depende explicitamente del tiempo,

tampoco H dependera expllcitamente y que H es entonces una constante de movimiento.
Tercero: Consideramos el Lagrangiano del sistema L = T-V

6L 0T
H:QIFI'L=)H:Ql""'L Ql""'l.
Qe §Q«

= Q¢ Pe - (T-V) (aqui usamos la relacion (*) de la nota(1))

=21 - (T-V)
H=T+V
En este caso H = E = const.

Es decir que la energia total es una constante del movimiento del sistema.

{ .2 ~Ta
L=---mIQ -X(e +Tn)
2
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donde:
Y =V (Q) : la energia potencial del sistema que es independiente de l0S Qs

T=T71(Q) : laenergla cinética que es cuadratico homogenea en los Qs

N 2
T= 1 =-m Q
n:i 2
iL
de L obtenemos: Pu = --. =mQe
§Qe
| N N,
luego:  T=--- I QuPs W= I QubPs (%)
2 p=l n=1

[ntegral del movimiento de un sistema cerrado es también el vector impulsién (o cantidad
de movimiento) de dicho sistema. La ley de |a conservacion de la impulsién se deduce de la
uniformidad del espacio. La uniformidad del espacio significa, que en €l la trasla-
cién paralela de un sistema mecdnico cerrado, como un todo dnico, no varia las
propiedades mecanicas del mismo, es decir, que durante esta traslacion su funcidn de La-
grange permanece invariable.

La funcidn de Lagrange del sistema :

.2 -l

TQ - I(e t ra); estamos tomando m = |
para todas las particulas.

L =

N (=

tomamos una variacion de |a funcién de Lagrange cuando el sistema se desplaza paralela-
mente una distancia infinitesimal, definida por el vector traslacion 6g = ég i entonces

todas las Q. se sustituyen por Qo + §g

z2z) g = (Q + 0G) - (Qu-1 + 6Q)
o = QI - Qi1
f« queda invariable, es decir:

[a (QI,QI-I ,69) o (Ql,Qu-l)
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BL= L (Qe, + 09, Qu # 69, t) - L (Q0,Qu, 1)

1 . . =T (69]
={- I(Q+dg)"-Xe bl (89)) ) -
2
| .2 -Ta
{"" YQe- L(e t 1)
2
L=0
(.
teniendo en cuenta  ---- (69) = 0, puesto que 69 = const.
dt
iL iL
ademds 6L = ¥ --- 0g fg L usando la ecuacion de Lagrange.
¢« §Q ¢ Qe
i oL fL
s e ) - 0
it 6Qe §Qe
tenemos
d iL
L= 6g(Z----1(--.1}
¢t §Qe
d iL
R R
dt ¢ 6Qe
usando 6L = 0 d fL
zz:z3) cana ( Z -, ) = 0
it ¢ Qe
d

see- (IPe) =0 === P =Y Pz = const.
dt ' '
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como es una red unidimensional se entiende que Si elegimos el eje x como la direc-

cién de movimiento todos los Pa estaran en el eje x

6.2. INTEGRALES DE HENON

Yolviendo a las ecuaciones (6.2)

Qs = Uy Us = 8 - e
Trataremos de hallar mas integrales del movimiento.
Para esto definimos:
-(Qaer - Qn) ~Tavt

Xo =@ o =@ COn Tl Quer - Qu
Las ecuaciones de movimiento vienen a ser:

Xo = (Un - Ulfl) Xs ' T P T (T (65)
Consideramos el caso de una red perlodica:

Qeen = Qu, (N es el nimero de particulas) ésta es una condicién de

contorno

El sistema serd definido por un perfodo completo, por ejemplo por las particulas del 1 al

N. Probaremos que las siguientes expresiones son N integrales independientes del movi-

miento:

la =2 Ui Uiz ... Ui (= Xjr ) (-Xj2) ..o (-Xje ) 5 m=1,2,...,N(6.6)

donde la sumatoria se extiende a todos los términos que satisfacen las siguientes

condiciones:

.- Los Indices i1, iz, ..., ix, jutl, ..., jr, jet1, que aparacen en cada término,

(en cualquier caso: expllcitamente o fimpllcitamente a través del factor Xj) son
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todos diferentes (con médulo N). Debe notarse que a través del factor Xjr se deter-

mina 2 (ndices de los Q, a saber:

( Qje Yy Qjetl)

. El nimero de estos Indices es m; satisfaciendo esta relacion:

k+2r=m (unindice jr ya determina el siguiente je+1 )

Si dos términos difieren sélo en el orden de los factores no son considerados dife-

rentes, y por consiguiente solamente uno de aquellos términos aparecerd en la suma.

Escribamos esta expresiones para los primeros valores de N=1,2, 3y 4

Para N = 1; primero determinamos los valores de k y r: k +2r =m; param= 1
es decir un Indice iry ningun Indice [ (ya que r = 0)
el Indice i+ tiene el Gnico valor 1 (debe ser i+ ¢ N) por la condic. (I)
en definitiva queda Iy = Ui como integral Gnica de movimiento de la
forma dada en (6.6) 11 es el momentum para una particula de masa unidad.
Para N = 2; los valores de m serdn 1y 2, tendremos Iy y Iz, ahora obtenemos valores

de k y r para esos valores de m segun |a relacién conocida entre

aquellos,
k+2r = m
0 param=1: k=1yr=0,esdecir un indice iy
ningin indice j,
0 es decir
2

=12, - hh =L Ui
i

[y = Uy ¢ U2
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para m = 2:
(*) k=0yr=1, estoes, ningin Indice
[y un (ndice |
j1r=1.2
- tenemos la suma
L (-Xjr)

i

(**) k = 2yr=0, estoes, 2 Indices

i (i1, i2) y ningln

(ndice j.

con ir, i2 = 1,2, tenemos la suma

X Uin o Uiz

i, i2

de (*) y (**) queda:

lz = ¥ (-Xj1) + ¥ Uir Ui

i i, iz

en |a segunda sumatoria hemos considerado

la condicidn (I1)

Para N = 2 hemos obtenido 2 integrales vy Iz,

[y ----) es el momentum total que se conserva.
l2 ----) un significado flsico simple no tiene esta integral, pero se ve

que estd relacionado con la energla total E.
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2 2
1 2 1 2 Ur U2

l2 = ===Up +---U2#Us, Uz - (== +--- +XitXe)
2 2 2 2

- (Ut l2)t - (T HV)

2
2 -1 - E
2
1 2 1
hemos tomado T =--- Ui ¢ --- Uz 'y V=Xi+Xz en laanterior
2 2 demostracion.

explicaremos esto : 1) Uy y Uz son las cantidades de movimiento de las
particulas de masa Unidad 1y 2 respectivamente.

entonces |a energfa cindtica del sistema queda:

Tzt - U2

2) la energla potencial total

V=Vt Ve

-(Qr-Qo) -(Q2-Qu)
= e t(Q-Qo) (e t (Q2-Q1)}

Pero por la condici6én de una red perlodica:
en esta caso N = 2

no= 0,1,2, ...
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conesto Qo = Q2 y Qi = Qs

~(Qs-Q2)  -(Q-Qi)
y V=e te t{Q-Qo) + (Q2-Qi)

X2

Ve Xo t Xi

entonces 2= --- [1- E, E ---) energla total

[t---) momentum total

conclusidn: para N = 2 hemos obtenido 2 integrales de movimiento ([v y l2).

Para N =3 Los valores dem=1, 2, 3 ; tenemos l1, l2 y I3

param=1; k+2r = m Indices i : i1, ningun indice r
0
li = X Uit = Ut + Uz + Us
i1:1,2,3

otra vez I+ representa el momentum total,

param=2; k+2r = m (*) es decir k = 0 (ningln indice i)
0 r=1(un Indice j) jr =1,2,3

2 0
entonces tenemos la siguiente sumato-

ria para esta combinacidn de Indices.

(**) k=201, i2, = 1,2,3

ningun indice j (r=0)
I (Uiv Ui2)

it,i2
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tenemos:

2 T (Uir Ui2) ¢ T (-Xj1)

i, iz ji

= Uy Uz + Ui Us+tU2Us -Xi-Xe-Xs

al efectuar la primera sumatoria hemos considerado las condiciones (1) y
(L1) que prohibe los siguientes términos:
Ur.Ur, U2.U2, Us.Us; por tener indices que se repiten
Uz U, Us Ur, Us Uz ; t&rminos que se diferencian con los ya escritos
solamente en el orden de sus factores.
Nuevamente:
1 2 1 2 1 2

l2 = --- (UrtU2tUs)? - (-=- Urt === U2t --- Us + X1 + X2 + X3)
2 2 2 2

E = Energla total.

| 2 2 2
con T =---(Usr #U2#Us), energla cinttica (considerando masas
2 unitarias)

V=X +X2+Xs ,energla potencial

N '(Ql'Ql-l)
yerificams V= L (e b (Qu-Qa-1) }
n=l

en general para N = cualquiera y considerando Qeen = Qs (red perlodica)

(Q1-Qo) -(Q2-Q1) ~(Qu-1-Qu-2) -(Qu-Qu-1)
+(Qi-Qo)te +HQ2-Qi)t.. . te +(Qu-1-Qu-2) e bo(Qu-Qu-1)
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(@) ~(QeQe) (G 1-Qe2) - (QueQue)
: g te t...0e te t (Qi-Qo) + (Q2-Qi)#(Qs-Q2)t...
t(Qu-1-Qu-2) +(Qu-Qu-1)

~(Quer-Qu) - (Q2-Q1) -(Qu-1-Qu-2) -(Qu-Qu-1)
: e te t.. .48 te +(Qo-Qu)

Usando:
VXt Xot oot Xn-2 t Xnea

es decir V= I (Xji) energfa potencial total ...... (6.7)
jr=t

param=3
k+2r=m

tendremos dos tipos de sumatorias

(*) k =3 ==) {i1,i2,is,} y ningin Indice j

Y Ui Uiz Uis
i1z is

() k== 01 =1,2,3 yr=l, jir=123

)3 Uiv (-X]1)

ik

lU&gO
I3 Y Uiv Uiz Uis + X Uiv (-Xj1)
i1iz is
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En |a primera sumatoria se tuvo en cuenta la condicién (I); es decir, no
aparecen los términos Uy Us Us, Uz Uz Us, .... en los que se repiten los

(ndices de las U.

Tampoco aparecen los términos Uz Us Us, U: Us Uz, Us Uy Uz, U2 Us Uy,
Us U2-Ur, que difieren del término Us Uz Us, ya escrito, solamente en el

orden de sus factores.

En la segunda sumatoria se tuvo en cuenta la condicion (I1) que es facil
de tener en cuenta y la condicion (1) que deja de lado fos términos
UiXs, U2Xy, UsXe, ... puesto que a través de Xi, Xz, X3, estdn los
indices 1 =2, 3, 1, que repetirlan los subindices de Uz Us y U respec-

tivamente, a saber:’

-(Q2-Qy) -(Qa-Q2) -(Qs-Q1)
X1 = ¢ , X2 = @ y Xs= @

en Xi ya aparece el sublndice 2 de Q2 que repetiria el sublndice de U

en el producto Uz2Xy, la misma explicacion sirve para UsXz y UiXs.

Si queremos desarrollar para N mayores, habra que fijarnos en los Im

anteriores y hacer un cuadro
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v {Ur | Uitle Ui+U2+Us Ur#U24U3 U4

|2 UrU2-X1-X2 | UsU2+U1UstU2U3-X1-X2-Xa| UrU2+UsUstUUstU2Us+UsUstU204-
X1-X2-X3-X4

I3 UiU2Us-U1X2-UsX1-U2Xs  |-U1X2-U1X3-U2X3-U2X3-U2X4-
-UsXi-UsXe-UsX1 - UsX2 +
tU1Uz2U3+U1U2U4+U2U3U4+U1U3U4

|4 UiU2UsUs-UrU2X3-UrUaX2 -
-U2U3X4-UslaX1+X1X3+X2X4

Fig. Integrales de movimiento para sistemas con N =1, 2, 3 y 4 particulas

sucesivamente con condiciones de contorno perlodicas.

Se aprecia en el cuadro que los |+ son los momentum totales en cada caso y los |2

2
estdn relacionados con Ivy la Energla por : I2 = 142 [y - E.

Para probar que I» = 0, es conveniente hacer el siguiente convenio de

notacion:

Sean simbdlicamente Un = [n], (-Xn) = [n, n+1]

las relaciones (6.5) vienen a ser:
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d
Xo = (Us - Uset) Xa ===y === [0, n#1] = ((n]-[nt1]) [n,ne1],
it
(6.8)
d
Us = Xe-1 - Xa eee) === [n] = -[n-1,n] + [ﬂ,ﬂ”]
it

Escribamos nuevamente la :
la =X Uiv Uiz ... Ui (<Xj1) (-Xj2)..(-Xjr)
(m=1,2,3,..N)

Por consiguiente Im es una suma de términos de la misma forma como los
términos originales excepto que un indice eventualmente puede aparecer 2

veces.
d . .
Observemos la derivada de un término de Im: --(ABC..G)=ABC...G+ABC...G+...+ABC...G
dt
Consideremos todos los casos.

a) Un término derivado no tiene Indice doble:

La no repeticion de un [ndice en un término derivado puede ocurrir solamente
después de la derivacion de un factor [n]; observamos que esto es asl por la
forma que toma esta derivada en (6.8); es decir aparecen los Indices n-1y n+
que podrian diferenciarse de los indices de los otros factores que eventualmen-

te no han usado estos [ndices (n-1) y (n+1) respectivamente.

Un término nuevo tendrd indices no repetidos si por ejemplo "n+i" no ha sido
usado por los otros factores de este término en cuestion, entonces el término

resultante que contiene [n,n+1] no tiene (ndice doble. Ademis existe otro

término original donde ([n] es reemplazado por ([n+!], quedando los otros

factores con sus mismos indices correspondientes, es decir estos terminos se
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diferencian sélo por los factores (n] y (n+1]; por la condicion (I) un Indice
ix toma los valores 1,2,3, ...N.

d
Este término una vez derivado el factor [n+1] produce dos terminos -- [n+l] =
- [(n, ntt] + [n+1,n+2] uno de ellos, el que contiene a -[n,n+1] comod;actor,

anula el término anterior.

Asl todos los términos derivados de esta manera se anulan.

En la tabla anterior podemos ver términos de este tipo en N=4, m=3

-UiXs y -Ua2Xs, -U2Xe y -UsXe, -UsX: y -UsX1 (sabemos que Us = User = Us
para red periodica).

d
por ejemplo: - --- (Ur)Xs
dt

-(Xo - X1) Xs

se ve que los términos deriva-
d dos + X1 Xa y - X1 X3 se can-
y - -~ (U2)Xs = (X1 - X2) Xs celan.
dt

Un término derivado tiene un Indice doble n, comin & un factor [n] y & un

factor [n,n+f].

Esto puede resultar de la derivacion de un término original que contenia

(n,nt1] 0 [n](n+1]

d
(despues de la derivacion de [nt1] : --- [n#1] = - [n, n#1] + [n#1,n42])
dt
d
En el primer caso : ---(n,n#1] = ([n]-(n+1]) [n, n+t], el término :
dat

(n] (n,n#1] tiene signo (+)

d
En el segundo caso : -- {(n]{n+1]} = (n](-(n,net]¢(n+1,n42])
dt

H-(n-1,n]4n,n41]) [n41]
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Los otros términos de esta derivacion no nos interesan por el momento. El
término que contiene a [n][n,n+t] tiene signo (-); para algin término que
contiene [n,nt+1], existe otro término donde éste es reemplazado por (n](nt!], y
viceversa, como estd demostrado por la regla de formacién usando la condicidn

(1) donde los Indices en cada término son todos diferentes y menores que N.

En la tabla vemos los siguiente términos de este tipo correspondiente

aN=3 m=3;

[3 = UrU2 Us - UsX2 - UsXs - U2X3; en nuestra notacion:

ls = [1](21(3] + (1](2,3] + [31(1,2] + [2](3,1]

derivacion: 3 = [1]°[2)(3] + [1]02)°(3] + (tD(2)(3]"+ [1]'(2](3]¢+
(1102,3]"+ [3)°(1,2] + [3](1,2]"+ [2]°(3,1] + [2](3,1)’
donde los factores primados signfican
d

derivadas con respecto al tiempo e [1] = 1)
dt

En este caso estdn los términos : [1](2,3]'y [11[2](3]", [3](1,2) y [1](2]"(3]
(2](3,1)" ¥ [1]'(2](3]
Por ejemplo en el primer juego

(1102,3]" = [11({2)-(3]) (2,3] = +[1][2][2,3] - [11(3](2,3]

(1102103]1°= [1{2)(-[2,31+(3,1])= -[1][2](2,8] + [t](2](3,1]

Es decir los términos subrayados se anulan

¢) El caso de un Indice doble n comin a un factor [n-1,n] y a un factor [n]

Este caso similar al anterior resulta de la derivacién de [n-1,n] 0 [n][n-1]
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d
(como resultado de la derivacion de [n-1]: -~- [n-1] = -[n-2,n-1]+ [n-1.0] )
dt
en el primer caso :
d
--= [n-1,n] = ([n-1]-[n]) [n-1,n] = [n-11[n-1,n] - [n]{n-1.n] ... (*)
dt
en el sequndo caso :
d
=== ([n](n-11) = [n] [n-1]" + [n]’[n-1]
dt
= [n] (-[n-2,n-1] # [n-1,n]) + [n]’[n-1]

- (n]ln-2, n-1] ¢ [nln-1,0] ............ (**)

los terminos subrayados de (*) y (**) son terminos que tienen el indice comun

(n]. Adems, se anulan por tener signos distintos.

L= 121+ 000(2)°+ (20" (31+(21(3]1°+ (3]'([1]
FBIOE (1,200 [2,3]' (3,11

Vemos que en este caso estan : [1]'[21y [1,21",(2]"(3] y [2,3]",(3]"("]
y (3,11
en el primer juego: [11°(2] = (-(3,1] + (1,2]) [2] = - (3,1) (2] + [1.2] [2]

y

[1,21'= ((11-12D) (1,2 = (1] (0,2] - [2] [1.2]

los terminos subrayados tiene el indice comun (2], ademds se cancelan
mutuamente.
d) Un término derivado tiene un [ndice doble n comin a un factor [n-1,n] y a un

factor [n.nt1].

Esto resulta de la derivacién de un término original que contiene [n-1][n,n+1]
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0 (n-1,n] [n+1], (despues de derivar [n-1] y [n+1] respectivamente)
en el primer caso
d
-a; ((n-11(n,ntt] = [n-1]"(n,nt1] + [n-1](n,nt1]"
= (~(n-2,n-11+[n-1,n]) [n,n¢ 14 {n-1](n,n¢1]"
==[n-2,n-1](n,nt 1]+ [n-1 1 n nt 1]+ [n-1]n,ne1]"
en el sequndo caso :
d
-a; ((n-1,n1(nt1])= [n-1,n]"(nt1] + [n-1,n](nt1]"
= [n-1,n]"(n#1] + [n-1,n] (-[n,ne1]¢[n+1,n42])
= [n-1,n]" [n+1]-In-1,n]Ln.nt1]#[n-1,0][nt1,n42]

Los términos subrayados contienen el [ndice comin n , y ademas se cancelan.

Tomando |s de N = 3 del cuadro : Is = Ui U2 Us - UiXz - U2Xs - UsXt;

ls = -~ ([11(21031) + [11°(2,3] + [11(2,3]" + (21"(3,1] + [21(3,1]"

dt
£ (311,20 + [3101,2]
tenemos :
(11°(2,31, (31" (1,21, 0017 (2,31=(- (3, 11#(1,210(2,31=[3,11(2,3] + [1.2][2,3] ..(*)
y

(2]'(3,1] (31°(1,21=(-12,31+(3,11)[1,2]=- [2,3][1,2]+(3,11(1,2]...... (*)

(21"(3,11 =(-(1,21+(2,31) (3, 11=-[1,21(3,1]+[2,3][3,1] ......... (**%)

Los términos subrayados con (--) de (*) y (**) y los terminos subrayados con

(==) de (*) y (***) se cancelan entre ellos.
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ANEXO C

APROXIMACION CONTINUA DE LA RED DE TODA: LA ECUACION DE Kav.

.Hacemos notar que |a ecuacion de KdV es una aproximacion continua de la Red de Toda.
Mostramos Ia Gltima afirmacion a partir de la siguiente ecuacion:
'(QI'QD") '(QHI'Qn)

Paze -8 ; estamos trabajando con un
sistema de particulas con
masas unidad.

Subdlviendo cada particula en M "Subparticulas® de masa /M y distribuyendo aquellas unifor-
memente a lo largo de los "resortes® nosotros localizamos cada particula mediante su posicion
Q(x) en lugar de Q(n). Esto es, Q(x) es el desplazamiento de la sub-particula de su posi-

cion de equilibrio, sea h = a/M la separacién entre [as sub-particulas, ‘a’ es |a separacion

entre ny n+!, ny n-1, etc.

El nimero total de particulas es muy grande (N ---) te)
sean X = ih, i=0,¢ 1., ¢2, ....el Indice que localiza las sub-particulas.

. -(Qi-Qi-1) -(Qi+1-Qi)
La ecuacion queda Pi = e - e

siendo Qi = Q (x)

Y
- [Qrey - Qe-n] - [Qeeny - Qo
Pix) e B e, (*)

usaremos los siquientes desarrollos en serie:

(AT IT LT YR LY
Qexeny = QreptQUMI{X) # === Qixy & === Qqxy + --- Qreyt..., hemos omitido escribir
2 B 24 |a dependencia temporal de
Jos Q=Q«, 1)
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del dltimo desarrollo obtenemos Qux+s) - Qrx) ¥ Qux-») - Quxy  luego los reemplazamos hasta
4
términos con h en la ecuacion (*) ; ademds Prx) = Qux)

(b o M (b o2 R oy Mo
-(MQre) = == Quey + == Qe = === Quey.n) =(hQuey + == Quey + == Qe + === Qrata.)
2 6 24 2 6 24
Qe =8 - e

considerando ondas suficientemente "suaves' y tomando el desarrollo de los exponenciales hasta

una aproximacion de 2¢° orden:

iy (1 b2 b s Mo ! (M b s g |2
Q) hQ---Q+--Q----Q t - (M- -Q+--Q ---Q
2 6 24 tx}b 2 2 6 24 tx)
(1) b 2) B s b 1 (1) M g2y B8 sy b ey )2
£{MQ+--Q +--Q +--Q - - | hQ+--Q +-Q+--Q
2 6 24 () 2 2 6 24 (2]

agrupando términos y simplificando tenemos

h () (2) 3 (1 (2
Qo= ---Qea) + h'Qpey - 0 Quey Quey ; escribiendo las derivadas parciales como corres-
12 ponde puesto que Q es una funcién de x y t. Esto
es, para cada posicion de equilibrio x el
desplazamiento es funcion de t.
h 3
Qtl s -- Qxxxx t thxx - h Qx Qxx (*)
12

Haciendo la siguiente transformacién Qe = a V +0 ; Qe = BV ; ¢, §, 6, const. y V = V(x,t)
reemplazando en |a ecuacion (*)
§ ah?

-- Vtz[l'h BraV)]aVet ---- Vigx
h? 12
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En (a aproximacién que se ha usado M es muy grande, de tal manera que los términos de [a serie

con factores h* para r > 4 pueden despreciarse.

h3a? h?
q [1'h ) Vet Vb === Wy - =« Vixe = 0 )
§ 12§

determinemos los pardmetros

1-h0 =0, NS -==c 2 -6 === =0 =) = 1/(2h), B=-h324 y 0= 1IN

Vo - 8V Ve # Viexx 20 Ecuacion de Korteweg-de Vries.



CAPITULO VY1IIX

LAS INTEGRALES DE HENON

Y LA UNICIDAD DEL POTENCIAL DE TODA
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CAPITULO V11

LAS INTEGRALES DE HENON Y LA UNICIDAD DEL POTENCIAL DE TODA

Bajo las condiciones de contorno periddicas hallamos en el Cap.VI las integrales de Hénon que
usaremos en esta seccién para 'recobrar’ el potencial de Toda.De esto nosotros podemos obtener
la condiciOn de integrabilidad , asumiendo que las integrales de la red de Toda son del tipo
de las integrales de Hénon y el potencial de interaccion actua sélo entre las particulas

adyacentes (vecinos mas cercanos) entonces es posible solamente el potencial exponencial de la

RED DE TODA [13].

Bajo estas condiciones este es un problema de interaccion de muchos cuerpos que tiene Solucion

analltica.

Asumimos el potencial de interaccion entre los primeros vecinos mas cercanos con condiciones de

contorno perfddicas : Quen = Qi ; Paes = Pa

Asi tomamos como el Hamiltoniano del sistema:

1 2 1 N
H(QI,PI) e I Pl t.- I {V(QI'QI-I) +V(Qul'Q|) } ......... (7”
2 ezl 2 n:1

En seguida justificamos |a forma que toma |a energla potencial en (7.1); debido a que podemos
escribir el potencial del sistema de dos maneras

)3 ( V(Ql'Ql-l) 6 )3 { V(in‘Qn) tomando Qu = Qo

izl (B!
en (7.1) hemos puesto el promedio de estas expresiones.

Ademds consideramos que la fuerza que actda sobre la particula n debido a la particula n+i

es igual en intensidad, pero de sentido opuesto a la fuerza que actia sobre n+! debido a
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n (asumiendo que es vdlida la tercera ley de Newton)

n-1 ] Nt
—— 00—\ NN —0— NV ——0——1 )

fanet = - Favra
A 6v(Ql‘Quol) 6V(QIOl'QI} 1 1
- = === R V(Qu'Qlfl) s - V(anI‘Ql) .................... (7.2)
60- 6Q|o|

Para incluir el potencial de Toda en nuestro andlisis, no asumiremos que
V (ngQI0') = V (lQl"'in); V||-| = V (Ql'Ql*!)

sea A una funcion de ({Qi}, {Pa}) definimos I un operador que actda sobre A de la siguiente

manera:
{H,A}) A, H esel hamiltoniano del sistema.
{,} es el corchete de Polsson usual

A GH  6A GH

boamen wnan donde los Indices repetidos en un término indican

(A,H)
Qe 8P 6Pe 0Qe

sumatoria de ¢ = 1 hasta N

§ 1 § 1 § 1 6 1
{H,A} = { LPy--- - (1/2)2 (Va,aet === - V|,|+| --- ¢ Vn,l-l S [ ]} A
6Ql 6P| 6Pnf1 6PI . 6Pn-l

1 1 1 §
En adelante VI,I'l H V(QI'QI&I), Vieriz V(Qu,Qnol) , etc. y Viert = === V(Qu-Qu+1)

6Qu
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1 |
de (7.2) tememos  V(Qu,Qu-1) = - V(Qu-1,Qu) oo

trabajando con los términos negativos de la 2da sumatoria de (7.3)

§ 1 § et 1 § o101
-1 Vanrt === I Vauod ) VI~I| )} v-oll
6P|'I 6Pn-l 0:2 6P| n:0 6P|
TSI § N-1 1
I Vieer ' ==+ I Vo
Py 2e0

hemos usado la igualdad (7.4)

Llevando esta Ultima expresidn al sequndo miembro de (7.3)

f 1 | § IR § 1 Ner
{H,A} =1 Pu e == {[anrl -t Yau-t === l' -1 V||-l === = =- I Vourt
§Qu 2 oot 6P+ fPo 2 u:2 Py 2 2:0
1 |
por la condicidn de contorno perlodlica tenemos Vo.1 (T

1 1
Vi,o Vnetn

Luego podemos agrupar en un solo sumatorio los términos:

1 § Net §
i) I Vae y I Vo
Py 070 6P+

§Pa

§

§Ps



-185--

| § Nel §
i) I Vier ===y T Vet ---
c 6P 822 iPa
Luego:
§ 1 § ] §
{H,A} = {Z Py --- - 1 [Vllfl SOOI ; V!.-| ----] } | (7.5)
¥ 6Q| . 6FI 6P|
Derivando A
dA A . A . §A
-ee 2 eese Qo b ---- Pot -5 Aes una funcion de (Qu} y {Pa} y del tiempo t.
dt §Qa 6P it
. 6H . §H
Usando Ias ecuaciones canénicas Pa = - --- Q= ----
§Qu iP,

dA A ¢H A G iA

aen I wme= ceeee ecee } ccuae

dt QP P 8Q G

dA §A
e s (AL b e
dt it
dA
Asl nosotros conocemos inmediatamente como ----- depende de las coordenadas en el espacio de
dt
dA
fase, o como A varla a lo largo del movimiento. Por supuesto para calcular --- como funcidn
dt

del tiempo, necesitamos conocer las coordenadas como funciones del tiempo.

Pero para un caso especial A es dtil sin esta informacion adicional, a saber, si A es una

dA
constante del movimiento. En este caso ---- =0, luego A es una constante del movimiento

dt
§A
si ysolosi (HA} ¢+ ---=0
it

Si A no depende expllcitamente de t:



A
AzAQe, Pa) =220 == =0 Juegd  (HA} =0 ovrrriiiriiiiiiiiin i, (7.6)
it

como de la relacion (7.5) (H,A} = T Acon:

§ ! § i §
NE Py ---- 1 [ Vagst === ¢ Vag-1 <--- }
60! 6Pg 6PB

sea L T T I | S (7.8)

con | una integral del movimiento. Como vimos las integrales de Hénon son de la forma

la =X Ulv Uiz ..o Ui (X0 ) (-Xl2 ) oo (- Xje )

'(in - QI)
conlUe=Qe §y Xo =

es decir Pa=Us si m=1 (masas unitarias)

le =X Piv Piz oo Pie (= Xin ) oo (= Xjr ) v (7.9)

como fdcilmente podemos ver en (7.9) la Gnica posiblidad en la forma de la integral cuyo prin-

cipal término es el producto de todos los Pa es dado por

-§12 w N
Iv = e T Po;con d:=1

w:l

(VIl0l+VIO|l’l """" )
! 6P16Pltl

§ es un operador que debe 'seleccionar' los P que deben aparecer en cada término de una

sumatoria del tipo de la relacion (7.9) y este mismo operador debe eventualmente multiplicar
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cada término por los (-Xa) correspondientes, en los términos diferentes del principal P

Buscaremos la condicidn para el potencial de tal forma que Is sea verdaderamente una integral.

Los Indices de (7.9) satisfacen: k +2r = N

Un término de (7.9) serd TP (k=Nyr=0)

0zl

Buscamos una expresion para [Ix y luego usando |a igualdad (7.8) en que asumimos que |w

es una integral, podemos determinar la condicidn que debe cumplir el potencial

VIl'l = V(Qn' QI-I)

Estudiemos Ia integral I usando la teorla desarrollada para los integrales de Hénon:

v =X Piv ...Pix (-Xjr ) oo (-Xje ) kyrcumlenk+2r=N
los valores k=N y r=0 satisfacen

plenamente ==) tenemos el término

TPy que serd el término principal de Iw

'R}
En efecto, |a expresién asumida
-6/2 i 1§ N " i
¥ =¢ 1 P (1-8/2 + <==n = ----- t o) T PastPas - TPa) #---- (T Pi)-...
a:t 212! 233! 1= 1=l 2 =1 212! [ BB

tiene también un término xPs. En el ANEXO C obtenemos los Iw para | =1, 2, 3y 4; ademds

una férmula general para obtener cualquier Iw.

Al asumir |a forma del operador § hemos pensado también en que no deben aparecer indices repe-
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tidos en cada término, se vé que por ejemplo para el 2do término de la serie

{ N 1 §2 N
I Paz--1 ( Vieri *ann) """" I Pa
2 n:l 2 0PsfPasr  met
N
I Vener + Voera) I Pa
2n=l n:l
:’i'::i:'”
N
I Vaans +VHI|) p (vott) P,
2a=l r=1

rleer1) P indica el producto de los P excepto Pa y Paer

Nuestro prop6sito es obtener una expresioén para 'l ; para esto desarrollemos

§12  -4/2
e e sea A = /2

Pongamos una sumatoria para cada exponencial de A y -A:
A -A ‘e AP ‘e Ar ‘e Ai [ A

efe =% ----TL()F---- I ) I REEERTELES
i=0 il r=0 rl i,r=0 il

sea  k=itr
I L ()b eeemeees ,pongamos en la
k=0 r=0 r(k-r)!
siguiente forma que nos servird mds adelante:
‘e (<)t ‘e K

Lo L(-)r () AMTACT L, (*)
k=0 k! r=0

Observamos que:

Co=[[,Al=TA-A
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Co= [ [[,Al,Al =T A" -2AT A+ AT
Co=[ [ [T ,AlLALAL=TA-3ATA +3ATA+MT
generalizando tenemos
k K
Cxk =i§0 (=) ( i) AT Ak-i .« asumiendo (-)F =(-)°i

podemos poner este resultado en (*),luego

A A e (o)t
g fe =1 ----- Ck e (**)
k=0 k!
§12 -2 { 1 {
e e = [--oc [[ B4 ([T, 8,6)----0[L(r,6],8]),8}¢
2.11 2121 233!

Podemos escribir mediante una sumatoria

§12 -§12  to  (-)K
e e 1 (o[ (NE1 80, 8

v’ yeces

efectuemos (I,8] , ((F,6),8) Y [[(l,6],6], 8] sucesivamente

§ § I § i

N |
(T = (TPy wee = T (Vawer oo # Veuer ==== ] (T (Vawet # Varpa)ommeeees ) -
n:l n

GQI 6Pn 6Pn 6Pl 6Plr|

§? § 1 § 1
(L (Vawer t Variw )---e--- POy === =L (Va, 001 === Vo,
6Pl 6Pn‘1 ' 6Q| " 6P|

A Pa- 1P PPalPar:

LA )
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'[... t (Va-ln {'v"-l) """"" t (Vuﬂ +VI’|I) """" f...] I Fu .-

6Pn-|6Pn 6Pn 6Pn0| 6Qn

los otros términos se cancelan mutuamente.

g

| 1
Considerando  Vea =-Vax , Van = --- V (Qu- Qa) ; usaremos la delta de Kronecker:
§Qs
[] k
§ak {
0 |:i:k
( [ §2 A §3
=1 [Fl [le(&.n- ‘ubh) t Vatla (6ur| -6")] ------- t P, (V“.| fV,,|.) -------- -
LN 6Pu 6Fnbl 6Q| 6Pn 6Pnr|
63
= (Vanet + Vartn) (Bneta --ceee- t fow =-eee-e-- Py e

§Pa 6Qs §Part 6Qa §Pa §Qs 6Pae

1 §2 1 §2
Z[Vn.u-l (Pn'Fn-I) """" i’Vu.uI (Pl'Pnl) """"" }'Z[(Vlnl‘f ann)
6P|6P|-I 6Pu 6PNI
§2 JZ 53
"""" )+ (Vaw-tt Vaorg) ===-=--=- [+ T Pa (Vanet #+ Vmrta) =moeomoomeneee -
6P| 6Q|0| 6P16Q|-l "o 6Q| 6Pn 6P|0|
63
=L Pa (Vanet + Varta) =--ecommeeee
ne 6Pl 6Q| GPNI

Los dos Gltimos términos se anulan; si se consideran funciones contlinuas se pueden intercambiar

el orden de las variables Qu, Pa, respecto de los cuales se toman las derivadas.

luego:
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§? I
[F.&] X [ (V""' (Fl' Past  eees t (Vll-l (P" TS IR - }
6P| 6F|01 6P| 6P|-l
§2 2
- I ( lVll#l .t VIO|I ) """" t (Vn--l t VI-I,l) } ...................... (7.11)
6P| 6Q|r| 6P| 60!"
Calculemos [Il,4], 8] :
1 §2 | iz §2
[[rtallll:E(VI." (FI'FIH) """" {'VII*I (P.'PI-I) """" - (V||tl+ VI*II) ---------
n,a 6Pn 6P|0| 6Pn 6Pn-| 6P| 6Qn0|
§? §2
-(V||~1+ V.-l-) """"" } [(Vnn0|+ vl'll) """" ]'
6P| 6Q|-l 6P| 6Fn'(
§2 I §? 1 §2
- Z[(V--o|+ v-bll) """" }[ VII'I (FI'PI'I) """" t V||-I (PI'PI'l) """"
o 6Pn 6P|01 6P| 6P|0| 6P| 6F|-I
§2 §?
(Viwert Varrg) woemeeeee (Vea-1 # Vaora) =-mceeee }
6P| 60..| 6P| 6Q|-l
1 §4 1
T { Vauet(Pa-Part) (Vane1t Varta) -oommcmmmmemaennas t Vao-1(Pa-Pa-1) (Vane1t Varra) |
'.e 6P| 6Pl‘| 6P| 6P|tl
64 1 ! g3
"""""""" ) =(Veae ttVaera)([Vanet (Baner-Barraer)tVarta (Baviaet-fansy)] ---mmoommemnn

§PaPa-18PadPac §Pa 6Pu 6Par1
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§4 I I
(Vane1+Varin) =---mmmcmmnmnnn- }- (V||-|+VI~I|] {[VII0l (6nn-1-Baet1a-1)+Var1a (6.*1.-1-6..-1)](
6Pn 6Q|bl 6Pn 6Pntl

§? 64
"""""" ) ¢t (VII'l t anll) f"""""""'] } -
§Ps §Pa §Pari §Ps §Qu-1 6Pa 6Pues
1 §3 §3
- Z{(Vllll t Vnol-) VII'l [(‘ll'l"l"lfl) """""" t (Gnl' 6nf|n) """""" t
§4 I 63
(Pa-Paer) =--ocemomcenee- [ + (Vanet # Va:ia) Vaz-t [ (Baner - fr-taet) e t
§Pa §Qae1 GPu GPaes §Pa §Pa GPa-1
§3 §4
+(6|l'6l-|l) """""""" t (Pl'Pl-l) """"""""" ]'(Vlltl t VI"I)(VII'l t VI'll)(
6Plfl 6P| 6P|-I 6P| 60-*! 6Pn 6Pl-|
§4 §4
""""""""" )'(Vlnfl t v-fll)(VIn-l t V.-t.) """"""""'}
§Pa §Quer 6Py §Qaes §Pa §Qur1 6Pa 6Qu-1
simplificando y usando
] g3 1
- I2{(Vlnrl t Viera) Vaner (Baset-Burtaer) =--o-mmeeen- )+ (Vau-1 Vo-10) (Vanet) |
e §Ps 6Pu 6Puet
§3
(6.""6l0ll'l) ------------- } -
6P| 6P| 6P|0|
N i §3 I
'Z{(VI~|I t Vau-1) Vawer =-eemmeeeees = (Vauert V|0||) Vierr  meemmeeeeee- t
0zl Pa-1 6P 6Pass 6Py 6Py 6Pass
63 I §3
(Vaurr ¢ Vorta) Vauey =-memmceen-- - (Varrarat Vu»2|ol) Vaner  meemmeeeeee- t

6P|OI 6P| 6Pu6| 6F|02 6P| 6P|ol
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1 §3 1 §3
(Va-ta + Vau-1) Vauog =ommmeoenees - (Va-2a- 14 Vaora-2) Viwot mmmemmeeenes t
6P|-| 6P| 6P|-| 6Pu-2 6P| 6Pn-l

] §3 ] §3
(Vaser + Vaera) Vaney ommmommmnenns - (Va-1at Via-t) Vigot  mmmmmeeeeaes t
§Pacr 6Py GPa-1 §Pa 6Pa 6P|-|

§3 | §3
22{(V||0| FVaria) Vartarg ommmeemmeees ) = (Vawer # Varra)Vausr =oceceemnens t
6P| 6P|bl 6P|r2 6P| 6P| 6P|01

1 i3 1 i3
(Voo Vaora) Vaong =mmemmeenees ) = (Vau-t # Vet Va-2aeg -mmmemennes t
§Ps 6Pa-1 GPa §Ps 6Pu-2 6Pu-1

§2 1 i3
E{(V- TRA T Vn-ol ----------- ) = (Vauet + Varra)Vanet =ocmecmnnnns t
6P| | 6P| 6P|0| 6P| 6P| 6P|01

§3 ' §3
Vit v"'l) Vaert oo )+ L (Vaaer # V..n.) v. fg =-mmmee---e- )
6P|0| 6Pu 6P|t| 1:2 6P|-I 6Pn 6P|0|
N 1 g3 §3
'2{(VI'|I t VII'I) Vag-t meemmeeee- t (Vaarr # V.,|.)V., | secmmecnnea-
'l 6Pn-| dPn 6Pn0l 6P| 1 6Pn 6P|0!

| N-1 1
“(Va-1a + Vau-1) Vaoy memmmeneees b (Va-ra # Vauer) Vavrg oemmeeeiens )
6P 6P|-I 6P|-I =0 6Pa-1 8Pa GPasi

Agrupando términos y usando Vaaer =-Vasra , etc y ademads usando las condiciones perlodicas:
N-1 1

Por ejemplo I (Va-ta + Vau-t) Varra =occeceeeee-
0:=0

N 1
L (Vo-to t Vau-t) Varng mommocmmeee-
o Pa-1 GPa GPars

puesto que
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1 1
Voo = -, Vio = Ve

] 1 i3
28 (Vo-10 + Vaa-1) Vaner mmemmemenae- ¢
01 6P| 1 6P| 6Pn¢l
N 1 8
2L (Vl*ll t Vlltl) Vi-ta eomceccennes +
! BPa-1 Py Puey
N i 63
0L (Va-1a + Vau-1) Vauer =omcocceenee +
= 6P| 1 6P| 6Pnr|
N 1
2L (Vaerw + Vauer) Vang memememmeees .
e 6P| | 6F| 6P|f|
N 1 63
-2 (Vll-l t V|-l|) Viger cmecmemeenas +
! §Pa 6Py 6Py
N 1 63
+2Z (VIlfl +Vn||) V.uo] ------------
wel Py 6P, 6P..l
N 1 63
'22 (VI'll t VII-I) V|l-] ------------ +
el 6P|-I 6P|-I 6P|
N ' §2
) (VII*I t VIfll) Vigsl =-emmmemcccaeas +
0"l 6P|0| 6P|f| 6P|

Agrupando términos tenemos finalmente

N 1 3
‘[ [r,ﬁ ]!6 ] = '4 z (VI'Il t V||-|) V..ol ------------ +
= 6P| | 6P| 6P|6l
1 §3
(Vaers ¢ V||f|) P +
§Pa-1 6Pu §Puss
3

2 z (VIl'l + VIO||) V||y| ( ------------
6Pl 6P|01 6P|o|

§3
(Vau-1 + Va-14) Vu | (emmmmmmnannes
6P| 6P| 1 6P|

6Pa 6Pa 6Pui

§Pa 6Ps 6Pa-1
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Ademas

“[Lr,8),68], 8] =0 ; seve claramente que los operadores en derivadas parciales de los
momentum de (7.12) no afectan a las funciones Vij = VIQi-Q;) del
operador 4, por sus dependencias solamente de los Qi.

luego,

((...[r,8],8], §] =0 para k=3,4,5,...

'k* veces

la serie (7.10) queda

§2 -8 { 1
e e - - [T,8]+---(IF,6],6]
2 8
§ | § 1 §
=Y Py --- - ( Vieer ===+ Vag-y =-- )
§Q ® §Ps §Ps
1 1 §2 1 §?
= oe- I[VNﬂ‘l(PI'PID‘) """" t anAl(Pu'Pl-l) ''''' ]
2 6Pn 6P|f| 6Pn 6P|-l
§2 §?
t--- I[(VIIH{'VIHI) """" t (V||-|+Vn-||) """" +
2 Py Qae Py 6Qu-1
1 §3 §3
- .- Z[(Vlltl+v|b||} Vine) (-mmememmcecanes . seccmcreeseo ) +(vll'|+VI'|l)(
4 6Pn 6P|0| 6P|0| 6Pn 6P| 6Pnrl
| g g
Vnn-l ( """""""" S Ssesssssecccce- ) l
6P| 6P|-| 6P|-1 6P| 6Pl'| 6Pl-|
1 §3
--- Z[(VI-II+V||-I) Vinrr (omeemceccocncnnnes )+ (VaeratVauer)|
2 0 6P| 6Pnb| 6P|-|
i §3
V||-l ( """"""""

)
§Pa §Pavr Pu-y

N
Multiplicando por T Pa en ambos miembros de Ia Gltima expresion.
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§2 -412 N

| | N
e [ e TPy =L ((Vawer ¢t Vie-1) P, -
[ 1l
1 1 1 !
- [ - Z {(Vn-ll t Vun-l) VII*l t -~ 2 (Vlbll t Vunil ) VIl-I l("""'°'|)P -
2 2

1 1
) { Ve ( Pa - Puer ) | (CRLERD I R ( Pr - Pa-1 ) glee-1) Py }

2
§
sabemos que Vo-ts = Vit ) Vaern = Vanrt ¥y ceme [ Voot Vaaer )
§Qa
Va-te Vaeer + Vacte Vaoeg
1 1
Vie-1 Vinrr 4 Vn-ln VII'l
|uego
§/2 -§12 1 1
g [ oe TPy ==L (Vaurt + Vag-1) 101 P
| |
L{ Vaner (Pa - Plfl)  (LFLARRIN I PP (Pe-Pa-1) glon-11 P} -
2 ]
T {2 --- (Viern Vauer) gle-timanen) N (7.13)
2 . §Qa

Donde x(*) P, ql=.®) Py gts.ap) P son l0s productos de todos los P excepto Pu, (Pa,Pa) y
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812
(Pa,Ps, Py) respectivamente. Puesto que e es un operador no-singular, |8 necesaria y

-§/2
suficiente condicidn para que Ix definido por In = e 1P sea una integral de (7.7-7.8)

es que (7.13) sea identicamente nulo.

Buscamos una ecuacion diferencial mas sencilla para V; se ve que la segunda sumatoria es

1 1
L{Vearr (Po - Purr) otoemt Py Voo (Pa-Pa-y) almen-1) P} s
2

1 1 | |
<= = I{ Vaunr P - Veger 1090 P4 Vouor gt P o Voo 1l0) P }
2

1 1 1 1 1
2o o T { Veurr 10t Pt Vo PP}t -o I ((Vawer # Vag-1) 1000 P}
2 2 szl

Nel 1 N-1 { 1
I Vicro )P ---e k Vaero qlel Py 1 { (Vaner + Vll-l) 1) P}
2 0= 2 n:0 2 szl
N 1 [ 1 1
T Vouer T PH--- 1 Vourt 000 Pt I { (Vewrr # Vagr) 200 P}
2 (R 2 (Kl 2 n:l
.................... (7.14)
{
hemos usado  Vas-1 = - Va-14 Viart Vae-t ¥ las condiciones de contorno periddi-
cas en que:

Ned ) N | N | 1
Y Veero 119 P =% Voorw TP # Vot TN P =3 Vg 10} Py Vo,l P 1t P

0:2 1:2 az?
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N 1
=1 Vi-n T p
w:l
N 1
== Veaer xlel P
p:

lo mismo para el segundo término de (7.14)
[uego (7.14) queda

N | |
I (Vaa-1 + Vauer) iob P oyoes decir la segunda sumatoria cancela [a primera en la

relacidn (7.13), luego tenemos

812 -§12 N §
e e 1P =L [ ---- (V(Qe-1-Qu) V(Qu-Quer)] mla-tumiarn)p ]
(B 6Qn

los productos wlr-tumuntll P que aparecen en cada término de la expresion Gltima son lineal-
mente independientes entre si por lo tanto, para que sea identicamente nula la expresidn debe-

mos igualar a cero los coeficientes de estos productos.

Eh b [ V(QI-I‘QI) V(QI'QI'l) } | (7.'6]
§Qn

! |
de (7.16): = Va-ra Vawer + Vaera Vaurr = 0

Vl-lu Vln»l
2 --me- 2B B = const.
VI‘II Vlnll

Vaner -B Vane1 =0 , haciendo Qu - Qlﬁl : Ly
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|
V(Zl) -B V(ZI) =0
(*) es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden equivalente a (7.16) y tiene una so-
[ucion dnica (ver por ejemplo Haaser t.2)
B Zx
Vi(Zo) =-Ae que satisface V(Zs) = Vo,

La solucién de la ecuacién (7.16) es entonces

B (Qu-Qu+1)
v(Ql'lel) I T (7.17)
En efecto
B (QI-I'QI] B (Ql'Qli‘)
(V(Qs-1-Qs)  V(Qu-Qu+1)} A e A e
B (Ql-!'Qlfl)
A e
§ § B (Qu-1-Quer)
luego { V(Qe-1-Qu) V(Qu-Quer)} = A* ---¢
§Qa §Qa
0
B (Qn-l'Ql)
As! el potencial de Toda V(Qs-Qe-1) A e es la Unica posible que tiene
-812
la integral e TP queesdel tipo de las integrales de Hénon.

Otras integrales de este tipo serdn deducidas en los pasos siguientes.

Notamos que
§ §2 §

1 [8, L--= 1= [(Vaner + Vaura) -o-cee-ee- | (==-) -
§Qu n,m §Pa 6Psst  8Qa



-200-

62
-1 (----- J[(Vaaer + Varta)  ----eee- ]
n,m §Qs 6Pa GPaet
efectuando obtenemos lo siguiente
§
TR T [ | (7.18)
Qs
§ § § i § 1 §
2) [L----,T ]z L (=== HPa ----}- I --- (Vantt ===t Vau-1 --- }
6P, LEL I |8 §Qa LRI |8 Pa Pa
§ § 1 § 1 § §
D N TRy PR D IRl T R A (T H R
AL §Qs  GPa v, P P iPa
L s (7.19)
" Qe
Definimos
"I | N § 8/2
IN- = (X ----)" In (X LA IP (5.20)
LRI |9 LR |
Tenemos §
[ Iw-a =T (T =) | usando (H.19) tenemos:
LA | A
"I § §
(I === (I =)V (L =) (I ===)v !
sl P, Pe n Qe ¢ P

ahora usando la definicidn (7.20) en el primer término de |a ultima expresidn e intercambiando

§ §
el orden de los operadores y
6Q| 6P!
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§ § §
[lhew 2 (L ===} T lnewer = (T ====) P (D -=-)
s:1 6P §Ps Qe

-612
en el Gltimo término de la expresién final tenemos; poniendo In = ¢ ¥ Py usando (7.18)

§ § -§/2 i §
reiteradamente: (X  ----)» ' (I ----) e AP (I -t --en)
6Ps . §Qn =1 P, » 6Qa
§ gt
{ = e oee ===t ) IP
2 2121 2331
§ § ] § i §
(I —--e- Pl - T -eee- TP ST -..) 1P

U 2% 0 220 4

§ -812 §

{ il L (I J TP

s:l Ps 8 6Qa
0
luego:
§
F |H-u ( Z "") F |N-n+l ............................................ (5.21)

6Ps

.en el segundo miembro de la Ultima expresién aumentando sucesivamente el sublndice

de | hasta obtener I In , tenemos

§ §
T [P b S L I"
6P| 6P‘
§ § § §

(I ==)'T (I == (T -] (I =)t 2
P, iP f i
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El Gltimo término de la expresidn final se anula como antes.

luego usando el argumento de Induccion tenemos.

§
[ In-» = (X ----)[TAw , pero Ty = 0
8 6P=

luego [ k- = 0 n=0,1,2, ........ , Nt

Asl los " In-» Son las constantes del movimiento.
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Obtencion de los In a partir de la relacion

-612 w

In =¢
01

Desarrollando en serie el exponencial y aplicando al producto de todos los P tenemos:

N=1 Tenemos el caso trivial de una sola partfcula con su respectivo

"resorte’
62
§=(Viz t Vau) -<-om-me- , pero P2=P1+1=Py | el periodo es N=1y
§Pv §P2
luego
§2 § §’
§ =2 Vi I NN B EEEEENE SEEE L - )P
§P1? 2 2t
62
H(1- Vg -===) Pr = Py
§P?
N=2 Sistema con dos partlculas
§2 §2
6= (Viz + Vou) --------- t (V23 + Va2) -=--oee- , por las condiciones de contorno perlodicas
§P1 P2 §P2 6Ps

(el perlddo es N=2 ) ; sea Xi=Viz2 , X2=Vau
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l2z [1-(Vi2 + VZI)- -------- ] PiP2 = PiP2 - (Vi2 ¢ Va1)
§P1 6P2

N=3 Sistema con tres particulas

§2 §2 §2
§2 (Viz t Voy) =-eeeeeee t (Vos + Va2) --o-oeeen t (Ve t Vag)-mmommo-
§P1 6P2 §P2 6P3 §P3 P4
luego
Viz + Vo §2 Vo3 + Va2 - §2
la= (1= =meoeceee e 1P1P2Ps
2 6P2 6Ps 2 §Ps 6P4
sabemos: Viz t Vi Vas + Va2
PazPaui= Py Vas = Vo sed Xiz -woemeeme , Koz =eemeenne
2 2
Vai + Vig
gz --eesene-
2
N=4 Sistema con cuatro particulas
§2 §2 §2 §2
6=(Viz + Vo) ---e---- t (Vo3 + Va2) -=-e----- t (Va4 + Vag) -------- t (Vas + Vsq)------
§P1 6Pz §P2 (P3 §P3 6P4 §P+ §Ps
§2 §? §2 §2 |4 §2
laz{t - X4 =------ - Xg =ee---e- - X3 -------- - X4 mmenee- t=[Z(Vane1#Vaera)------ 12 1P1P2P3P4
§P1 6Pz P2 6P3 §P3 6P« 6P¢ Ps 8 =t §Pu 6Por1

laz T Py -XiP3Ps - X2 PaP1 - X3 PiP2 - X4 P2P3 +X1X3 + XoX4

a:t

Podemos comparar estos resultados con aquellos ya obtenidos en el capltulo 6,cuando usamos el

procedimiento de Hénon.
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ANEXO E

Una expresidén general se obtiene para In

" k! iv e in
Usaremos [ I ai I e a1 42 ... &
=1 Pryizc n=0,1.. iljal.. . jw!
N 62 N
Sea  2A= 8 = I(Vauer tVasra)-omeeee--- : I Y. ; ademss
=l §Ps 8Pury 2=t
-A ‘e At (<) 1 W ()
g =L (-)f === =L ----- (-LYa)r= 1
Rl rl o2 e rl
r! jr 2 in
L T Yio Yoo W ]

Pdangw=0,1., b jal.. al

jl I §2iy
ademds Yo =(Vawer tVarra)  -----e--
jo
6P| 6P|0I
Sea Woz Viurr Var1a
-(6/2) N -AN te v J2
8 TPaze TPz L2 ()0 I C W W, W [
n=1 N=1 r=0 jrtjat. )Nl
21 2j2 2jn
§ § § N
----------------------------- | 1Py ; (Puer=P1)

jt gt jz2 |2 v inn=t
6Py P2 GP2 6Ps 6P GPxi:

cuando se derive la expresién 1P se anulan todos los términos

escepto cuando jr,j2,..., ju =06 1 luego,
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E— g -
jrlje! jsl... jw!

[N/2] Jrode w
L () ¥ Wi W ..M
r=0 jrejot, 4juzr

2(jrtjet. . tjN)
Jrejn jitja jetjs  jN-tt]
6P P2 Ps ..... §Px

se usd Puet=Py

Para construir los otros le (m=1,2,...N) usariamos la ecuacién (5.20).



DISCUSION, CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

Hasta donde conocemos, las caracteristicas de una ecuacidén de
onda necesarias y suficientes que aseguren la interaccién no
destructiva de sus ondas solitarias, son desconocidas. Un
procedimiento seguro para ver si una onda es o no un solitén,
sigue siendo el uso de métodos numericos.

Soluciones de tipo solitdén han sido halladas en el pre-
sente trabajo, en tres areas de la Flisica (Hidrodinamica, Me-
canica y Electromagnetismo), ésto sugiere que el concepto de
soliton tiene mucha importancia en Fisica Aplicada. Por otra
parte, el entendimiento de eéste fendmeno puede contribuir a
la mejor comprension de algunos problemas fundamentales en
Flsica Tedrica.

En las publicaciones especializadas de los ultimos afios
se encuentra abundante informacion relacionada a |la Teorla de
Campos de Toda (contfinuo y discreto), Clasico y Cuantico; es-
to es interesante porque se introduce la nueva area de estu-
dio, La Teorla de Campos Integrables; en particular, es inte-
resante el Sistema Perlodico de Toda y su perturbacién en ba-
se a los Algebras de Lie; este ultimo tema serla de interes
en un estudio posterior, como continuacién del presente

trabajo.
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