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Resumen

En el presente trabajo hacemos un estudio al modelamiento del problema
de despacho de Mercados Eléctricos; comenzando con un corto repaso a la
teoria de mercados eléctricos que son las bases en las que se desarrolla el
modelamiento del problema de optimizacién a estudiar. Hacemos el estu-
dio del modelo de despacho en especial para el caso en el que las funciones
de costo de generacién son lineales a trozos, primero para un caso binodal,
en donde se resuelve por completo este problema, y luego se resuelve el

caso general. Estos resultados estan dados por B. Heymann y A. Jofré.

Un estudio a las medidas de riesgo es desarrollado con el fin de analizar su
implementacion en los problemas de optimizacion. En especial estudiamos
a las medidas de riesgo VaR y CVaR que usamos para introducir riesgo

en el problema de despacho.

Finalmente, hacemos el modelamiento del problema de despacho con fun-
ciones lineales a trozos e introducimos una medida de riesgo a este modelo
que proviene de forma natural por considerar generadores de energia con
capacidades maximas de generacion aleatorias, estos generadores inducen
a tener un riesgo de desabastecimiento de energia que es considerado en el
problema de despacho. Hacemos un estudio a este modelo para dos casos
uno en el cual consideramos capacidades maximas de generacién deter-
ministas en las restricciones y el otro en el cual consideramos que estas
son varibles aleatorias, damos también ejemplos para casos binodales y

examinamos su comportamiento.



Capitulo 1

Introduccion

Los mercados eléctricos han venido tomando un gran impulso desde los anos 80’s.
En un principio estos mercados funcionaban de forma monopolizada, pero esto ha
ido cambiando para dar paso a los mercados eléctricos competitivos, que permiten
un equilibrio de mercado y buscar un mejor beneficio social. Los mercados eléctricos
estan compuestos principalmente por: consumidores y productores de energia; ademas
un agente importante que encontramos es al coordinador de mercado, también llama-
do agente principal o ISO (Independent System Operator), quien es el encargado de

coordinar todas las operaciones del mercado.

Una de las funciones importantes del ISO es calcular las cantidades de produccion
optimales que los agentes generadores deben de producir y el precio al cual se les
debe de pagar por la energia producida, teniendo en cuenta varias restricciones que
se encuentran en este mercado y ademas buscando el beneficio social. Por este tltimo
motivo y otros més (como por ejemplo, que toda la informacién llegue a cada uno de

los productores), el agente principal es una entidad independiente.

El mercado eléctrico se enfrenta a varios problemas como: la energia no puede
ser almacenada asi que la energia que se produce debe ser igual a la energia deman-
dada, pero la demanda es por lo general incierta; también tenemos que la energia
debe de ser transportada de los generadores hacia los consumidores, pero estas lineas
de transmision tienen capacidad méxima y también encontramos una pérdida en la

transmision de energia.



Hoy en dia un hecho importante es combatir el cambio climatico, es por eso que
se estan tomando muchas medidas para disminuir la contaminacién que cada sector
produce. En el caso de los mercados eléctricos, se han venido implementando gene-
radores de energia renovable no convencional al mercado que principalmente tiene
dos beneficios, la reduccién de la contaminacién y su bajo costo de produccién. El
problema de la energia renovable es que su produccién es aleatoria, ya que depende
principalmente de fuerzas naturales que no podemos controlar. El ISO al considerar
estos generadores de energia renovable debe de tener en cuenta en su modelo la alea-

toridad de la capacidad méaxima de produccién y el riesgo que conlleva ello.

Actualmente en el Perti menos del 3% del total de energia consumida proviene de
plantas de energia renovable no convencional, este porcentaje es muy bajo comparado
con otros paises (por ejemplo, Chile 17 % y México 28,31 %) teniendo en cuenta el gran
potencial que tiene el Peri para su implementacién, asi que sabemos que esto debe de
ir aumentando en el tiempo. Por lo tanto, el estudio de los modelos eléctricos, en donde
se consideran generadores de energia renovable no convencional, y la implementacién
de resultados son de gran importancia por el impacto positivo que tendra al ser

implementados en los modelos ajustados a la realidad peruana.



Capitulo 2

Mercados Eléctricos

Los mercados eléctricos tienen sus inicios a fines del siglo XIX, y este nombre
se usa para englobar las diferentes formas de la produccién y de la comercializacion
de energia eléctrica. En un principio los mercados eléctricos fueron monopolios verti-
calmente integrados, pero en la actualidad se ha optado por tener competencia en el
mercado eléctrico; aunque en muchos lugares atn existe un monopolio que es debido a
las caracteristicas del mercado, por lo general cuando se encuentra un sistema aislado
o rural. Asi que, el modelo verticalmente integrado hoy en dia ha sido desplazado
por Modelos Competitivos, estos modelos tienen muchos beneficios como por ejemplo
preveer un fuerte incentivo para minimizar el costo de generacién y la tendencia de

los precios de eléctricidad hacia su minimo.

Daremos a continuacién las nociones necesarias, sobre los mercados eléctricos, pa-

ra la comprencion de este trabajo, para mas detalles de esta parte ver las referencias
1]y [2].

2.1. Modelos de Mercados de Eléctricidad

2.1.1. Modelo Verticalmente Integrado

Este modelo integra las tres componentes de la industria del mercado eléctrico:
generacion, transmision y distribucién de la eléctricidad, que es gestionada por una

misma entidad, ver la Figura 2.1.

Uno de los inconvenientes de este modelo es referente al costo, ya que este se

calcula en funcion de los costos de operaciéon y mantenimiento, agregando también



GENERACION

TRANSMISION

DISTRIBUCION

Figura 2.1: Mercado Verticalmente Integrado.

todo lo que las normativas vigentes le permitiesen a la empresa, esto hace que los

costos sean muy elevados en muchos casos.

2.1.2. Modelo Pool

Este modelo encarga las coordinaciones del mercado a un organismo denominado
Pool, el cual determina como seria el despacho econémico en funcién de la oferta y
demanda que recibe. Tenemos dos partes que examinar aqui, la de los generadores
y la de los compradores. Los generadores compiten en este mercado para proveer de
energia a la red general, es por ello que deben de ofertar la energia a un bajo precio,
ya que vendiendo a un precio elevado pueden quedarse sin dar energia a la red. Los
compradores por su parte compiten por comprar energia y no pueden ofrecer un pre-
cio muy bajo porque pueden quedarse sin comprar energia.

Los compradores y vendedores envian su demanda y oferta de energia, respectivamen-
te, al pool para que se lleven acabo las transacciones del mercado. El ISO tiene aqui
un papel importante ya que se encarga del despacho econémico y fija un precio de la

energia, y asi los participantes pueden tomar decisiones sobre el consumo e inversion.

2.1.3. Modelo Bilateral

En este modelo la compra y venta de energia se hace de forma directa entre
comprador y vendedor, o por un intermediario, en donde se ponen de acuerdo el precio
y las condiciones (fijacién del precio, determinacién del tiempo, ademas del contrato

de servicios auxiliares, entre otros) en las cuales se llevard acabo la compra - venta



de energia. Los términos y condiciones del contrato que se hacen son independientes
del ISO. Este modelo es muy flexible, ya que permite hacer contratos solamente con
las decisiones de los dos participantes, pero a la misma vez es algo desventajoso, ya

que se puede tener un alto costo de negociacion.

2.2. Independent System Operator (ISO)

En un mercado competitivo es necesario un coordinador independiente que admi-
nistre las operaciones, este coordinador es al que denominamos ISO (muchas veces
llamado también coordinador de mercado, agente principal o simplemente el princi-

pal). Damos a continuacion algunas de las caracteristicas que tiene el ISO.

- E1TSO es un agente independiente de todos los demads participantes: generadores

y compradores de energfa (ver Figura 2.2).

- Garantiza que se envie toda la informacion adecuada a cada uno de los partici-

pantes del mercado eléctrico.

- Se encarga de calcular las cantidades de produccién de los agentes generadores

y en la determinacion del precio de la eléctricidad.

- Administra las tarifas de transmisién, mantiene la seguridad del sistema, coor-

dina las programaciones y tiene un rol en el planeamiento a largo plazo.

- Puede asumir la autoridad para manejar el mercado de servicios auxiliares y

manejar una red de transmision, entre otras mas.

Hogar(1) Generador(1)

Hogar(2) Generador(2)

ISO

\V4
/!

Hogar(k) Generador(n)

Figura 2.2: ISO.
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En el capitulo 3, introducimos uno de los problemas principales que tiene el ISO
con respecto a la determinacion de las cantidades de generacién de los agentes pro-
ductores y del precio, este modelo es llamado “Problema de Despacho”. Este trabajo
se centra en el estudio de este problema, con algunas caracteristicas particulares sobre

las funciones de costo de los productores, que se desarrollaran en los capitulos 5 y 6.

En el Per, el agente coordinador del mercado eléctrico es el Comité de Operacion
Econdémica del Sistema (COES) quien se encarga de administrar el Sistema Eléctrico
Interconectado Nacional (SEIN) y planificar la transmisién eléctrica del sistema. Ver
Fig. 2.3.

2.3. Poder de Mercado

El poder de mercado se puede definir de forma simple como la capacidad de que
un agente (o varios agentes) pueda influir sobre el precio de la elétricidad o la disponi-
bilidad de ella, para incrementar su beneficio propio. Un ejemplo claro del ejercicio de
poder de mercado lo encontramos en los mercados verticalmente integrado, en donde

los generadores pueden manejar generalmente el precio, ya que se tiene un monopolio.

El ISO es consciente de que los agentes generadores pueden ejercer un poder de
mercado, asi que debe de ser cuidadoso y tratar de mitigar este problema ya que es

el responsable de todas las operaciones del mercado.

Por este motivo el ISO también maneja un problema llamado “El problema del
diseno del mecanismo optimal”; este problema revierte el rol del agente principal
(ISO) con el de los agentes, esto es, el ISO construye su funcién de respuesta (las
posibles funciones de costo de generacién de cada productor) conociendo que los
agentes quieren maximizar su beneficio. Con esta informacion el ISO puede evitar

que algun agente pueda ejercer el poder de mercado.
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Capitulo 3

Problema de Despacho del ISO

En este capitulo hablaremos sobre el problema de despacho del ISO, comenzando
con un marco general en donde se trabajan los modelos, introduciendo el problema

de despacho del ISO y haciendo un estudio de este modelo.

3.1. Marco general de los modelos eléctricos

Una red (o grafo) eléctrica, contiene nodos y aristas. En cada nodo podemos
encontrar solo generadores o solo consumidores (o ambos), asi cada nodo posee una
cantidad de produccién y/o una demanda de energia eléctrica. Una arista es una
linea por la cual se puede enviar energia. Esta linea por lo general esta sujeta a res-
tricciones fisicas como la capacidad maxima de flujo que puede pasar por ella y una

perdida cuadrética de energia. (Figura 3.1)

Cada agente productor provee al ISO una funcién de costo de produccion, esta

funcion depende de la cantidad de energia producida y otros costos que tiene cada

d

1,3
71,2

dQ d4

Figura 3.1: Red eléctrica.



agente. La funcién de costo es una funciéon no decreciente y convexa, y en muchos
casos lineales a trozos. Una vez que el ISO obtiene las funciones de costo de produc-
cién de todos los agentes y conociendo una realizacién de la demanda, minimiza el
costo total de produccién sujeto a balances nodales, restricciones de transmision y de
generacién (estas restricciones las detalleremos mas adelante), con el fin de calcular

las cantidades de produccion y los precios optimales.

Generacion a Corto Plazo: El ISO debe afrontar diariamente el siguiente pro-

blema:

» Hoy: Los generadores hacen una estimacion de la demanda del dia de manana,
con esta informacién calculan su funcién de costo de produccién y todos simul-

taneamente envian su funcién al ISO.

= Manana: El ISO conociendo una realizacion de la demanda, usa la informacion
que le enviaron lo generadores (funciones de costo) y minimiza la suma total
de costo de produccién, satisfaciendo la demanda en cada nodo y considerando

todas las restricciones de transmision y generacion.
= Manana: El ISO envia a los generadores las cantidades y precios optimales.

Del marco descrito notamos que tenemos un juego entre todos los participantes
del mercado, i.e. el ISO desea minimizar el costo de produccién total de energia, y
cada productor desea suministrar de energia a la red maximizando su beneficio (o
beneficio esperado) individual, de esto resulta una competencia entre todos los gene-
radores. Consideraremos que tenemos un juego no cooperativo, i.e. un juego en donde

todos los productores compiten entre ellos.

Observacion: Las funciones de costo de produccion que envian los productores al
ISO pueden no ser las verdaderas, ya que el productor desea maximizar sus ganancias,
asi que si es mas conveniente para el productor mentir sobre su verdadero costo de

produccién entonces lo hara.

Observaciéon: La demanda que consideramos en nuestro trabajo es ineléstica, i.e.

que no depende del precio.
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3.2. Modelo del Problema de Despacho

Consideremos una red compuesta por los nodos {1,..., N} y un conjunto de aris-
tas{1,..., B} C{1,..., N} x{1,...,N}. Denotemos con G C {1,..., N} al conjunto
de nodos productores de eléctricidad.

Un plan de produccion es un vector (f,q) € R¥ x RY, significando que el pro-
ductor en el nodo n, produce ¢, y que el flujo a lo largo de la arista e (linea e) es
fe. Consideramos un agente central (ISO) que puede establecer planes de produccién

respetando algunas restricciones de la red.

Los generadores envian simultaneamente sus funciones de costo ¢,, que son con-
vexas, no decreciente y de valuacién real, y conoce una realizacién de la deman-
da d = (d,))_,, donde d,, > 0. El ISO después de observar los vectores de oferta
¢ = (¢p)neg y demanda d, resuelve el problema de minimizar el costo total sujeto a
las restricciones de red; luego envia las cantidades ¢; y precios a cada generador ¢, y
los generadores producen segun lo acordado y se les paga los costos marginales de la
eléctricidad en sus nodos.

El Agente principal (ISO) minimiza el costo total de produccién,

> nlan)

neG

sujeto a restricciones fisicas y tecnoldgicas que detallamos a continuacion.

= Balances Nodales: En cada nodo, la energia disponible debe satisfacer la
demanda, pero ademéas debemos de tener en cuenta que hay una pérdida de
energia debido a consideraciones térmicas, esta pérdida estd bien aproximada
por una funcién cuadratica de flujo, es decir, si el flujo sobre la arista e € E es
fe, la pérdida esta dada por r.f2 , donde r, > 0 es la resistencia de la linea. Se
asume que las pérdidas son divididas entre los nodos asociados a cada linea y

consideramos los siguientes balances nodales,

Z %ff—i—dn <gn+ Z fesgn(e,n), neG (3.1)
ecKn e€eKnp
Z %ff +d, < Z fesgn(e,n), n¢dG (3.2)
ecKy, e€Kp

donde K, es el conjunto de lineas de transmisién que conectan al nodo n y

sgn(e,n) esigual a 1 o —1 dependiendo de la orientacién del grafo y si e = (n,m)

11



entonces sgn(e,n) = —sgn(e,m). Denotaremos con K a la unién de todos los
conjuntos de lineas de transmisién de los generadores, es decir K = U,cqK,.
La explicacién de la restriccién (3.1) es que la suma de la mitad de todas las
pérdidas asociadas al nodo n y la demanda d debe ser menor que la cantidad de
energia generada en el nodo n mas la energia que llega al nodo n por los nodos
asociados a este. La restriccién (3.2) es similar a (3.1), pero para los nodos
n ¢ G en donde no hay un productor local, asi que la demanda local debe ser

satisfecha con la produccién externa.

Restricciones de Generacion: Cada generador tiene una cantidad maxima de
produccién, que denotamos con ¢, > 0. Entonces las cantidades de producciéon
de cada generador son:

an € 10,G,], Vn € Q@q. (3.3)

Restricciones de Transmisidén: Cada linea de transmision e € E tiene una

capacidad maxima:
f <fe<fe (3.4)
donde ie <0< f. .

Observacion: El conjunto de restricciones de transmision, se puede considerar de

forma general como un conjunto £ C R¥ convexo, compacto y no vacio, (f € F). En

el pre
(3.4).
[14].

sente trabajo nos enfocamos en el modelamiento con las restricciones del tipo

El lector interesado en el modelamiento con f € F', puede seguir la referencia

Asi el Problema de Despacho del ISO, esta dado por

3.3.

min cn(qn)
(fa) =2 .
s.t. Z Eeff +dn < GntDoeek, fesgn(e,n)  ned
e€Kn (35)
ZeeKn %efez +d, < ZeeKn f659n(67 n) n ¢ G
@ € [0,Gn)
f S fe S fe

Le

Equilibrio

Dado un vector de demanda d = (d,,)"_,, definimos

n=1»

Q(d) = {(f,q) € RE x RY : (f, q) satisface (3.1), (3.2), (3.3) v (3.4)}

12



Proposicion 3.3.1 El conjunto Q(d) es un conjunto convexo y compacto.

Prueba: Ver referencia [14].

Luego el problema de despacho del ISO se escribe de la siguiente forma

min {Z enlan) = (f,q) € Q(d)} (3.6)
neG
Denotaremos con OPT(c, d) a su valor optimal, y definimos Q(c, d) como el conjunto

de cantidades optimales,
Q(c,d) = {g € RE : 3f € R (f,¢) es una solucién de (3.6)}

El precio en cada nodo esta dado por la variable dual asociada a la restriccién del
balance nodal de cada nodo. La Teoria de dualidad nos dice que que si el conjunto
de variables duales es un singleton, entonces este es el costo del sistema de servir una
unidad de demanda adicional. Denotamos al conjunto de variables duales asociadas
al balance nodal (3.1)-(3.2), como

Ae,d) = {A € RY : 3x € RM\E (X, \) variable dual asociadas a (3.1)-(3.2) de (3.6)}

Observacion: Asumiremos que los conjuntos Q(c,d) y A(c, d) son no vacios. Las
condiciones para que estos conjuntos sean no vacios no la desarrollamos aqui, solo

asumiremos que lo son. Para mas detalles sobre este tema puede seguir la referencia
[14].

Como ya lo mencionamos antes, cada agente generador desea maximizar su bene-
ficio individual, es por ello que compiten entre ellos para que suministren de energia

a la red. Detallamos formalmente esto a continuacion.

Supongamos que el agente productor n produce ¢, y es pagado al precio p, por
cada unidad producida. Sea u, : R*> — R (continua) la funcién de utilidad del

productor n, esta dada por

un(pn7 Qn) = DPnQn — én(Qn>7

donde ¢, es la funcion de costo real del productor n.
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Para p, g € RISl definimos al vector de utilidad u como,

u(p,q) = (ui(p1, q1), - - -, we(piar qa))-

Como mencionamos en la seccion 3.2, las empresas generadoras envian sus fun-
ciones de costo de produccién ¢, (n € G) simultaneamente al ISO; ademés debemos
resaltar que los generadores no conocen la demanda d, pero si conocen su funcion
de distribucion de probabilidad que denotamos con P,y usan estd informacién para
calcular sus funciones de costo ¢,; luego consideramos que cada productor n € G
tiene un conjunto de estrategias que denotamos con S, (¢, € S,). Consideraremos
que el conjunto S,, solo posee funciones ¢, convexas, con valores en los reales, no

decrecientes y ¢, (0) = 0.

Definicion 3.3.1 (Soporte de una variable aleatoria) Dada una variable alea-
toria X sobre (R, B(R),P). El soporte de X, denotado con D C R, es el subconjunto
cerrado mas pequeno en R tal que P(X € D) = 1.

Denotamos con I a la construccién del modelo descrito en las secciones 3.2 y 3.3.

Definicion 3.3.2 (Equilibrio) Un equilibrio no cooperativo (o equilibrio) del

guego T' es una 3-tupla (q, A, (My)neq) tal que
i) q es una seleccion de Q(-,-), asi una solucion del problema de despacho.

ii) A es una seleccion de A(-,-), asi un multiplicador de Lagrange del problema de

despacho.

iii) m = (My)nec €s un Equilibrio de Nash de estrategia mixta no trivial
del juego en forma normal entre productores T'(\, q¢) = (Sn, Vi )neg, donde cada
productor escoge una estrategia c, en Sy, y obtiene un pago dado por el beneficio

esperado,
Via(cn,c—n) = Elu,(An(c, ), qulc, )] = /un(An(c, d),qn(c,d))dP(d), c€S.

En la definicién previa, decimos que las selecciones A\ y ¢ soportan la medida m,

como un equilibrio de Nash de primera etapa.

A continuacién se muestra un ejemplo dado en [14], de un juego entre generadores
en el cual no importa como las cantidades ¢ y A son seleccionadas, no existe un

equilibrio de estrategia pura.
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Ejemplo 3.3.1 Consideremos una red de 3 nodos, en donde tenemos solo genera-
dores en el nodo 1 y nodo 3, con capacidades mdzimas de produccion iquales a § en
ambos nodos. En el nodo 2 solo encontramos una demanda dada por d con funcion
de distribucion F. Consideremos ademds que no tenemos pérdida de transmision, es
decir r =119 = r32 = 0. Supondremos que siempre es posible satisfacer la demanda,
esto es 2q > d, para todo d € D, (D es soporte de d); y que la probabilidad que solo
un generador despache y que ambos generadores despachen energia, son estrictamente
positivas, esto es
P(d < q) € (0,1).

Asumiremos que los costos de produccion de cada generador n es igual a 0, entonces
la funcion de beneficio del generador n es u,(qn) = Pudn. Ademds cada generador estd
permitido a ofertar un unico precio p, € [0,p*], donde p* es el precio tope. Esto es
que cada generador tiene funcion de oferta lineal. Luego el conjunto de funciones de

costo del generador n esta dado por
Sp={cn, : R— R, : ¢, eslineal, c,(0)=0 y ¢, (0)€][0,p]}. (3.7)

El problema de despacho de este modelo descrito es el siguiente. Dados los precios

p1,p3 € [0,p*] y la demanda d, tenemos
min{piqi +psqs : @ +q>d . ¢ €[0.q, i=13} (3.8)

Consideremos las selecciones q(p,d) € Q(p,d) y A(p,d) € A(p,d). Se muestra que

el juego no tiene un equilibrio de estrategia pura. En efecto,

Supongamos por contradiccion que existe un equilibrio de estrategia pura py,ps €

[0, p*]. Tenemos los 2 siguientes casos.

Caso 1: S1 p1 < p3. En este caso los generadores pueden incrementar su bene-
ficio mediante un ligero aumento de su oferta, pues eso no afectard al momento de
astgnar las cantidades de produccion. Esto contradice el hecho de que py y ps sean un

equilibrio de estrategia pura.

Caso 2: St p1 = p3.

i) Sip; = p3 =0, entonces cada empresa puede incrementar su beneficio, ofertan-

do el precio tope p*, luego no son un equilibrio de estrategia pura.
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ii) Sip; = pe >0, entonces cualquiera que sea la seleccion q(p,d), hay un genera-

dor, digamos que sea del nodo 1, tal que su beneficio es al menos

piE[d]
3.9
= (39)
En efecto, de la restriccion en (3.8) tomando esperanza tenemos
2q1 = q1 + g3 > El[d]
ast,
Eld
ui(q) = prgn = b 2[ ]
Pero el generador 1, ofertando p; — € obtendria un pago iqual a
q
pa(l = Fl@) + (o~ o) [ wdF(v) (310)
0

Y notemos que

2q > sup{d | d € D} > f fF((;f) — fi %dp{?((g) (3.11)

/q ydF(y) < Eld) = / " dF @) + / " pdF ()
/ pdP () - / " pdr () < / " pdP ()

/ YdF () - / GdF() < sup{d | d € D} / 4F (1)
0 q
luego como P(d < q) € (0,1) entonces 1 — F(q) =P(d > q) € (0,1), asi

[l vdPw) [T ydR()
1-F(@  1-F(@
Por lo tanto de (3.11) tenemos,

i1 - F@) + 3 [ varw) > 3 [ warw

pues,

<sup{d | d € D} <2q

sumando el factor 1 foq WdF (¢) a ambos lados, se tiene

+ [Mvarw) > 5 [ war

Luego para € > 0 suficientemente pequeno, tenemos que

pa(l = F() + (p1 — € / WdF () plE”

asi concluimos que es mucho mas rentable ofertar py — € que py, y por lo tanto

p1 Y p3 no forman un equilibrio de estrategia pura.
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Asi hemos demostrado que este juego no tiene un equilibrio de estragia pura.

Sin embargo se pueden dar condiciones para que exista un equilibrio no coopera-

tivo en I', y las damos a continuacién.

Hipotesis.

(H1) Para todo ¢, € S, y g, € R, la derivada a derecha

+ — cn(Gn +h) — cn(gn)
) = i, h

es menor o igual a p*.
(H2) Para todo d € D, existe 6, > 0 tal que
vd € B(d, 64), Q(d) # 0.
En particular, el problema (3.6) es factible.
(H3) Una de las dos siguientes hipétesis se cumple:

(i) P no tiene dtomos, i.e. para todo conjunto medible A con P(A) > 0, existe
un subconjunto B C A talque P(B) > 0.

(i) Para todos los conjuntos compactos convexos M, N C RY el conjunto

u(M x N) C RY es convexo.
(H4) Para todo n € G, S, es cerrado bajo convergencia puntual.

Observacion: El soporte de d (D) es un conjunto compacto. En efecto, de la
definicién de soporte tenemos que D es cerrado. Veamos que D también es acotado,

sea d € D, entonces

N
0<) d <> dn
n=1

neG

pues, de (3.1) tenemos,

dot Y Zf S qut Y fesgnlen), neG
eeKy, ecK,
luego, sumando en n € G

Zdn + Z %ff < an + Z Z fesgn(e,n) (3.12)

neG e€UpcaKn neG neG eeKy,
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Por otro lado de (3.2) tenemos,

Te o
Z §fe +d, < Z fesgn(e,n), n¢G
ecKp ecKp
sumando en n ¢ G
Te .o
Zdn + Z Efe < Z Z fesgn(e,m) (3.13)

ngG e€UpgcKn n¢G e€Kn
sumando (3.12) y (3.13), se tiene
N N
; do + NZK S < qu + ; ZK Fesgn(e, n) (3.14)

luego como UN_K,, = E'y 25:1 > ek, fesgn(e,n) = 0, pues se estan sumando y

restando todos los flujos de las lineas, tenemos de (3.14) que,

N
;dnJrZ%ff <>

ecE neG

Observaciéon: Existe 0 > 0, tal que para todo d € D, se tiene
vd € B(d,6),Q(d) # 0
En efecto, de la observacién anterior tenemos que D es compacto y

D c | JB(d,d)

deD

es un cubrimiento abierto de D, luego existe § > 0 (numero de Lebesgue) talque para

cualquier d € D hay un abierto del cubrimiento conteniendo a B(d, ¢), esto es
B(d,d) C B(d, dq)
luego Vd € B(d, d) de (H2) tenemos que
Q(d) # 0.

Con las hipotesis dadas anteriormente, tenemos el siguiente resultado de existencia

de equilibrio.

Teorema 3.3.1 Bajo las condiciones (H1)-(H4). El juego I' tiene un equilibrio no
cooperativo (q, \,m = (my,),), donde m,, es una medida reqular sobre el o-dlgebra de

Borel puntual sobre S,,.

18



Demostracién: Para los detalles de la demostracién puede revisar la referencia [14].

En los articulos de A. Jofré y J. Escobar [14] y [17], se puede encontrar mds
resultados sobre equilibrio no cooperativo y equilibrio Walrasiano para el modelo de
despacho, en donde se dan algunas hipétesis, como (H1)-(H4), para garantizar la exis-
tencia de estos equilibrios, los resultados estan basados en el uso de multifunciones y
epiconvergencia, que no estudiamos en este trabajo, sin embargo el lector interesado

en estos temas puede seguir estas referencias.
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Capitulo 4

Medidas de Riesgo

Este capitulo esta dedicado a las Medidas de Riesgo, daremos algunos resultados
importantes asi como su enfoque en la optimizacién y dedicaremos una seccién para
las Medidas de Riesgo VaR y CVaR que son medidas que usamos para el modelamiento
del Problema de Despacho en el capitulo 6, para més detalles sobre este tema puede
ver las siguientes referencias [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11] y [12].

4.1. Riesgo

Las Medidas de Riesgo dan informacién cuantitativa de las variables aleatorias,
variables que pueden representar costos o pérdidas, para poder administrar y contro-

lar los problemas en que nos podria llevar la incertidumbre.

Matematicamente, una Medida de Riesgo R es una aplicacion definida sobre
el espacio de variables aleatorias, que denotaremos con A, hacia R ( o RU {+o0} ),
ie. R: A—R.

Ejemplo 4.1.1 Sea X wuna variable aleatoria, tenemos las siguientes medidas de

T1eS8g0
(1) R(X) =u(X)=E(X) la esperanza de X.
(ii) R(X) = u(X) + Ao(X), donde o denota la desviacion estdandar.
(111) R(X) = q3(X) = VaRp(X) el cuantil izquierdo en el nivel (3.
(i) R(X) = Sup(X)

() R(X) = CVaRs(X).
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Hay muchas medidas de riesgo, entre ellas algunas son muy bien vistas por la in-
formacion que nos pueden brindar, pero muchas veces estas son de dificil manejo sobre
todo al momento de tener estas medidas en problemas de optimizacion; en particular
encontramos un grupo de medidas de riesgo que al introducirlas a un modelo de op-
timizacion nos permiten un facil manejo, estas medidas son llamadas “Coherentes”

y a continuacién daremos su definicién en el sentido de Artzner et al. [13].

Definicion 4.1.1 Decimos que una medida de riesgo es coherente si,

i) Es convezxa, i.e. si X1 y Xo son dos variables aleatorias y A € [0, 1],

ROAXL + (1= M) Xs) < AR(X1) + (1 — MR(Xa). (4.1)

ii) Es mondtona, i.e. si X1 y Xy son dos variables aleatorias tal que X; < Xo

con probabilidad 1, entonces

R(X,) < R(X). (4.2)

ii1) Es positivamente homogénea, i.e.
R(cX) = cR(X), (4.3)
sic> 0.
i) Es equivariante por translacion, i.c.
R(X +¢)=R(X) +¢, (4.4)
para cualquier ¢ € R.
Damos a continuacion algunas deficiones adicionales sobre medidas de riesgo.

Definicion 4.1.2 Sea X una variable aleatoria. Decimos que una medida de riesgo
R es cerrada si, para todo C' € R, el conjunto {X : R(X) < C} es cerrado.

Definicion 4.1.3 Sea X una variable aleatoria. Decimos que una medida de riesgo
R es subaditiva si, para X, y Xo dos variables aleatorias, R(X; + Xo) < R(X;) +
R(Xs).

Definicion 4.1.4 Sea X una variable aleatoria. Decimos que una medida de riesgo
R : A — (—o0,00] es regular si es conveza, cerrada, R(C) = C para constantes C
y R(X) > E[X] para X no constante.
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Ejemplo 4.1.2 Sea X una variable aleatoria, tenemos
(1) R(X) = u(X)+ Ao (X) es reqular y no coherente.
(1)) R(X) = q3(X) = VaRg(X) no es convera.

(11i) R(X) = Sup(X) es reqular y coherente.

() R(X) = CVaRg(X) es reqular y coherente.

4.1.1. Riesgo y Optimizacién

Consideremos el siguiente problema deterministico, i.e. sin incertidumbre, donde

x = (x1,...,2,) es el vector de decisién
(P) min — folz) (45)
st. file) <0 Vi=1,...,m.

Este tipo de problema de minimizacion usualmente puede ser resuelto con técnicas
ya conocidas. ;Pero que pasarfa si ahora las funciones f;(x) son variables aleatorias?
Veamos:

Supongamos que tomando una desicion x tenemos las variables aleatorias

Xo(x) = f(2), Xa(x) = [, (2), ..., Xm(z) = [ (2)

e . <m

Entonces el problema, con estas funciones, se convierte en un problema de optimi-
zacion estocastica que no es evidente como debemos tratarla, pero este problema se
puede pasar a un problema determinista haciendo uso de las medidas de Riesgo, de
la siguiente forma

(Pymin  Fol) = Rol /()

st. fi(z) = Ri(f, () <0 Vi=1,....m.

Teniendo este problema ahora nos surge una pregunta sobre ;Cémo deberiamos esco-

(4.6)

ger las medidas de riesgo R; de forma tal que podamos preservar propiedades impor-
tantes como la convexidad para asegurar la solubilidad del problema? Para responder
esta pregunta enunciamos sin demostracion el siguiente teorema, para mas detalles y

demostracién puede revisar [5].

Teorema 4.1.1 (Teorema de Convexidad) En el Problema (P), la converidad
de f;(x) con respecto a v es asequrada si L(x) es lineal en x y R; es una medida
de riesgo regular, o st L(m) es convero en x y R; es ademds una medidad de riesgo

mondtona.
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4.2. Value-at-Risk y Conditional Value-at-Risk

Esta seccién esta dedicada a las medidas de Riesgo Value-at-Risk (VaR) y Con-
ditional Value-at-Risk (CVaR), para mas detalles puede ver la referencia [12].

4.2.1. Value-at-Risk

Sea X una variable aleatoria. Denotemos con F'x a la funcién de distribucién de
X, esto es
Fx(t) =P(X <t)

y sea [y ! su inversa continua a izquierda,
Fi'(u) = min{t : Fx(t) > u}. (4.7)

Definicion 4.2.1 Sean X wuna variable aleatoria y 5 € (0,1). Definimos Value-at-
Risk, denotado con VaR, como el -cuantil izquierdo de la funcion de distribucion

acumulada Fy, i.e.
VaRs(X) = Fg'(8). (4.8)

De ahora en adelante denotaremos con F' a la funcion de distribucion asociada a

X, esto es ' = Fx, cuando no tenemos problemas de confusion.
Proposicion 4.2.1 VaRg posee las siguientes propiedades:
i) VaRg es positivamente homogenea, es decir
VaRg(cX) = cVaRp(X), (4.9)
sic > 0.
ii) VaRg es equivariante por translacion, es decir
VaRg(X + ¢) = VaRg(X) + ¢, (4.10)
para cualquier ¢ € R.

iii) VaRgz es mondtona, es decir, si X1 y Xy son dos variables aleatorias tal que

X1 < Xy con probabilidad 1, entonces

VaRs(X1) < VaRs(Xa). (4.11)
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iv) VaRg cumple que,
V(lRﬂ(X) = —VaRl_g(—X). (4.12)

cuando X es una variable aleatoria continua.

Demostracidn: i) Sea ¢ > 0, de la definicién de VaR tenemos

VaRg(cX) =min{t: F.x(t) > 5}

= cVaRg(X).
ii) Sea ¢ € R, de la definicién de VaR tenemos
VaRg(X) + ¢ =min{u : Fx(u) > S} +c
=min{u+c: Fx(u) > 5}
=min{v: Fx(v—c) > 8}

= min{v : Fxi.(v) > §}
— VCLRﬁ(X + C)-

iii) Tenemos que X; < X, con probabilidad, para u € R tenemos
{Xe <u} C{X; <u}

Lixo<uy < Tixi<uy
Ellix,<u] < E[l{x,<uy
P(X,; <u) <P(X; <u)

Fx,(u) < Fx, (u)

sea 3 € (0,1), entonces
{u: Fx,(u) 2 B} € {u: Fx,(u) = f}

min{wu : Fx, (u) > 8} <{u: Fx,(u) > (}

Por lo tanto,
VCLRﬁ(Xl) S VCLRB(XQ)
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iv) De la definicién de VaR tenemos

VaRy_g(—X) =min{u: F_x(u) >1— g}
=min{u:1— Fx(—u) >1- 8}
=min{u: > Fx(—u)}
= —max{—u: > Fx(—u)}
= —max{u: 8> Fx(u)}
= —min{u : Fx(u) > G}

— _VaRy(X),

donde la pentltima igualdad se da porque X es una variable aleatoria continua.

Observacién: Debemos resaltar que la medida de riesgo VaR no es convexa, sin
embargo si es una medida comondtona aditiva esto es, si X; y X5 son variables

aleatorias comondtonas, entonces

VCLRﬁ(Xl + XQ) = VCLRﬂ(Xl) + VGRB(XQ). (413)

Para més detalles puede seguir la referencia [12].

4.2.2. Conditional Value-at-Risk
Definicion 4.2.2 Sean X una variable aleatoria y 5 € (0,1), Conditional Value-at-

Risk, denotado con CVaR, esta definido como

CVaRg(X) =inf{a+ ﬁE[X —a]t 1 a e R}, (4.14)

donde [z]T = max{x; 0}.

Por Rockafellar y Uryasev (ref.[8]), tenemos que CVaR se puede expresar de forma

equivalente como una esperanza condicional de la siguiente forma,
CVaRp(X) =E[X|X > VaRg(X)]. (4.15)

Muchas veces se suele dar esta tltima igualdad como deficién principal de C'ValRg;
si X es una variable de costo aleatoria entonces una interpretacién de la expresion

anterior es que CVaRg(X) es el promedio de los costos de X mas alla del valor

V(le (X) .
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Observacién: Debemos notar que el problema en (4.14) tiene siempre solucién y
una de ellas es VaRg, es decir VaRg es un minimizador de (4.14), para més detalles

puede seguir la referencia [12].
Proposicion 4.2.2 CVaRg posee las siguientes propiedades:
i) CVaRgs es positivamente homogenea, es decir
CVaRg(cX) = c.CVaRs(X), (4.16)
sic > 0.
ii) CVaRgs es equivariante por translacion, es decir
CVaRg(X 4 ¢) = CVaRz(X) + ¢, (4.17)
para cualquier ¢ € R.

iii) CVaRgz es mondtona, es decir, si X1 y Xo son dos variables aleatorias tal que

X1 < Xy con probabilidad 1, entonces

CVaRs(X1) < CVaRs(Xs). (4.18)

w) Si X tiene densidad, entonces

E(X) = (1 - B)CVaRs(X) — BCVaR_s(—X). (4.19)

v) CVaR es convexa, es decir, sean X1 y Xo dos variables aleatorias y A € [0, 1],

CVaRs(AX1 + (1 — N X2) < ACVaRs(X1) + (1 — NCVaRs(X,).  (4.20)

Demostracidn: i) Sea ¢ > 0, de la definicién de CVaRg y de la Proposicién 4.2.1

item (i), tenemos que

CVaRg(cX) =E[eX|cX > VaRg(cX)]
= E[cX|cX > cVaRs(X))
= cE[X|X > VaRs(X)]
= c.CVaRs(X).
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ii) Sea ¢ € R, de la Proposicién 4.2.1 item (ii) tenemos

CVaRg(X +c¢) =E[X + | X + ¢ > VaRz(X + ¢)]
(X + X +c>c+ VaRg(X)]

(X +¢|X > VaRz(X)]

(XX > VaRs(X)|+ ¢

= CVaRp(X) +c.

E
E
E

iii) Tenemos que para cualquier a € R,

CVaRs(X1) <a+ ﬁ]E[Xl —alt
y como X; < X, entonces
E[X| —a|t <E[X; —a]"
pues y — [y — a]t es no decreciente, luego

CV&RIB(Xl) S a + ﬁE[XQ — a]+

por lo tanto,

iv) De la Proposicién 4.2.1 item (iv), tenemos

CVaRu-p)(=X) = E[-2| = X > VaRq_g)(—x)]
— E[X| - X > —VaRs(X)]
= —E[X|X < VaRs(X)]

luego, (1 — B)CVaRs(X) — fCVaR_3(—X) =
=(1-P)E[X|X > VaRs(X)] + FE[X|X < VaRz(X)]

(1-5) (ﬁ/QX(w)l{X(w»VaRg(X)}(w)dp(w))

+0 (%/QX(w)1{X(w><VaR5<X>}(w)dP(w))

= / X(w)[1ixw)>varsx)} (W) + Lix(w)<vars(x)) (w)]dP(w)

:/QX(w)dP(w)
=E[X]
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v) Sea A € (0,1) y a; tal que
1
CVCLRB(Xl) =a; + WE[X — CLZ']_'_
con i = 1,2. Denotemos con X = AX; + (1 — \) Xs,

1
CVaRs(X) =if{a+ —EMXX1+ (1 - AN)Xy—a]" :a € R}

-
S )\Gl + (1 — )\)O/Q + ﬁEP\Xl + (1 — )\)XQ — )\a1 — (1 — )\)ag]+
< X+ (1— Nas + ﬁ[m[xl — ]t + (1= NE[Xs — a3]']
< Aag + ﬁ]E[X1 —a1]T]+ (1 = Nag + ﬁ]E[X2 — as] "]

< ACVaRg(Xy) + (1 = N)CVaRs(Xs).
Observacién:

a) Notemos que por la Proposicién anterior, CVaR es una Medida de Riesgo cohe-

rente.

b) Las propiedades iii) y v) nos dice que si C(-, X), una funcién de costo que depen-
de de una variable aleatoria X, es convexa entonces C'VaRz(C(-, X)) también
es convexa. Esta propiedad, de preservar la convexidad, como sabemos es im-
portante para poder tratar los problemas de minimizacién con las herramientas

que conocemos del analisis convexo.

4.2.3. Relaciones entre VaR y CVaR

Damos las relaciones entre VaR y CVaR en la siguiente proposicién.
Proposicion 4.2.3 Sean X una variable aleatoria y un nivel 5 € (0,1), tenemos
i) CVaRz(X) > VaRz(X).
ii) VaRg(X) =sup{u: CVaRs([X]|") = u}, donde [X]* = min(X, ¢).

ii) Para X no negativa,

3=

E(X") — (1 — B)CVaRs(X™)
B

— VCLRQ(X),

cuando n — oo.
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Demostracién:
i) Debemos recordar aqui que CVaRg(X) = inf{a + ﬁE[X —a]t 1 a € R}y
VaRg(X) es un minimizador de CVaRg, luego
1
CVaRg(X) =VaRs(X) + mE[X — VaRg(X)|" > VaRs(X).

Para las demostraciones de ii) y iii) puede revisar la referencia [12].

4.2.4. Comparacion de VaR y CVaR en problemas de opti-
mizacion
Sea X un vector aleatorio, x un vector de decisién, fy(-, X) una funcién lineal, fj

(k=1,..., M) funciones lineales y un nivel 5 € (0,1). Consideremos los siguientes

problemas,

(a) Problema de Optimizacion VaR,

min VaRy(fo(r, X))

st felx) > 0 k=1,...,.M (4.21)
.fL'j Z 0 jzl,,n

(b) Problema de Optimizacién CVaR,

mxin CVaRg(fo(z, X))

st fe(x) > 0 k=1,....M (4.22)
r; > 0 j=1,...,n.

Tenemos en general que (a) no es un problema convexo, sin embargo (b) si es un
problema convexo y es mas se puede escribir como un problema de PL, de la siguiente

forma,
min a+ ﬁE[Z]

s.t. Z > fo(z,X)—a  con probabilidad 1
fulz) > 0 k=1,....M (4.23)
r; > 0 j=1,...,n
Z > 0.

y por ultimo tenemos su representacion discreta,

, 1 N ;
min a —+ m Zi:l 2"

T,a,z

s.t. 2 > folz,z)—a i=1,...,N
fol) > 0 k=1,...,M (4.24)

r; > 0 j=1...,n

2> 0 i=1,...,N
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este es un problema que puede ser resuelto con PL. Para detalles sobre la solucién
puede seguir la referencia [8]. La técnica de pasar el modelo original a su forma discreta
es llamado “Sample Average Approximation (SAA)”, para més detalles sobre este
método puede seguir la referencia [18].

Como vimos el problema de Optimizacion CVaR se puede representar de for-
ma sencilla como un problema de PL que puede ser resuelto con herramientas ya
conocidas. Algo importante que debemos mencionar es que CVaR es la mejor apro-
ximacién convexa, por arriba, de VaR. Un resultado importante que encontramos en
el articulo de Pflug [12], para el problema de portafolio, Problema VaR en a) con
fo(z, X) = —aT X, es que la solucién de este problema puede ser escrito como un
punto fijo de Problemas CVaR.
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Capitulo 5

El Problema de Despacho con
Funciones Lineales a trozos

5.1. Descripcion del Problema de Despacho con
funciones lineales a trozos.

Consideremos un modelo con n agentes (nodos productores). Denotamos con
I = [1...n] al conjunto de agentes; usamos i para referirnos a un agente especifi-
co y —i para referirnos a I'\{i}. Denotamos con J = [1... N] al conjunto que usamos
para indexar las zonas con costos marginales constantes y usamos j para numerar el
coeficiente de costo del j— ésimo segmento. Escribimos V' (i), para denotar al conjun-
to de nodos diferentes de ¢ conectados a i, y E = {(i1,is) : i1 € V(iz)}, al conjunto
de aristas no dirigidas. Cada nodo ¢ € I tiene una demanda inelastica d;. Para cada
(i1,12) € E, denotamos con 1y, ;, a la resistencia de la linea que conecta el nodo i; con

el nodo 4y (7,4, = 7iy4,) ¥ con h; s al flujo de la linea orientada del nodo i al nodo 7.

El agente principal resuelve un problema basado en las ofertas que él recibe,
denotadas con cg, donde ¢ € I corresponde al i—ésimo agente y j € J a la j—ésima
zona con precio marginal constante (¢/ < ¢/™'). Con el fin de modelar el hecho de
que los costos de produccion son lineales a trozos con cambio de costo marginal en
los multiplos de @; sea ¢; la cantidad total producida por el agente ¢, denotamos con

qf a la cantidad producida por el agente ¢ al costo marginal cz , asi

¢ = min{lg; — (j — 17", 7} (5.1)

donde [z]" = max{0,2} y ¢/ < g para todo i € I, j € J. Luego la cantidad total
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producida por el agente i es ¢; = » et q{ y el costo total de produccion es

cq) =YY gl (5.2)

iel jeJ
Como vimos en el capitulo 3, el ISO resuelve el problema de minimizar el costo
total de produccion sujeto a balances nodales, restricciones de generacion y transmi-
sién, con el fin de determinar las cantidades que los generadores producen q = (¢;)ier,
manejando adecuadamente las restricciones de transmision h. Asi el Problema de

Despacho del ISO, con los detalles anteriores, se escribe de la siguiente forma:

it Y dgd

iel jeJ 2 2
4 2+ h? .
s jezjqz +l~/€zvm , 7 5 Tii > (S (5.3)
hig > 0 V(i,7)€E
q >0 Yij)elxJ
¢ < g Y(j)elxJ

En la préctica, este modelo es més cercano a los problemas reales ya que por lo gene-
ral las funciones de costo se presentan como funciones lineales a trozos o se pueden

aproximar bien con ellas.

El modelo anterior ha sido estudiado por B. Heymann y A. Jofré y junto a este
problema de optimizacién (Problema de Despacho) realizan el estudio de un modelo
llamado “El problema del disefio del mecanismo optimal”(en inglés “The optimal
mechanism design problem”), este es un problema que se modela y estudia con la
importancia de evitar que alguno de los agentes generadores pueda ejercer poder
de mercado, esto es que pueda influenciar en los costos de la energia y asi obtener
algiin beneficio, para mas detalles sobre este modelo puede revisar los articulos de los

autores, citados al principio del parrafo, que damos en la bibliografia .

5.2. Caso ejemplo: Problema de Despacho Binodal

Antes de tratar el caso general descrito en la secciéon anterior, desarrollaremos un
caso particular del modelo descrito que ha sido estudiado en el articulo de B. Hey-
mann y A. Jofré [15].
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Supongamos que tenemos 2 nodos y consideremos que las funciones de costo de
produccién de los agentes tienen dos trozos lineales cada uno. Denotemos con ¢; al
costo marginal del productor ¢ (¢ = 1,2) cuando su nivel de produccién es menor
que ¢, y con ¢; cuando es mayor. Consideremos ademas que ¢; < ¢;, esto es que las
funciones de costo de produccién son convexas, y que la demanda es igual a d en los
dos nodos. Entonces el Problema de Despacho Binodal esta dado por,

min ci1q1 + ¢1q1 + C2q2 + C2G2
qi,q;

_ ;o Th? .
s.t. qi+q@-+(—1)h—7 > d i=1,2 (5.4)
.G = 0 1=12
% < qg =12

en donde denotamos con ¢; y ¢; a la cantidad producida por el agente ¢ al costo mar-

ginal ¢; y ¢ respectivamente (i = 1,2).

Denotaremos con \; (i = 1,2) a los multiplicadores de Lagrange asociados a las
restricciones nodales dadas en la primera restriccion, con p; y ii; (i = 1,2) a los mul-
tiplicadores asociados a la segunda restriccién y con ; (i = 1,2) a los multiplicadores
asociados a la tercera restriccién. Ademas daremos las siguientes notaciones que nos

ayudaran a simplificar los calculos

Ay — A\ 1 /=)
FA\ M) =d+ -2 7 o~ .
( b 2) +7’(/\2+)\1)+27" <)\2+/\1) (55)
h2
P(h)=h+ % +d (5.6)
Ay — A
k(s o) = P (m) (5.7
@ =q + G (5.8)

Hipétesis. Supongamos sin pérdida de generalidad que § < 2d y ¢ < ¢s.

Observacién: Notemos que si ¢; < ¢ entonces q; = 0; pues como ¢; < ¢; entonces

para que ¢; > 0 tendriamos que haber consumido lo maximo posible al precio ¢;, esto

es que q; = (.

Este problema se separa en dos casos, cuando d < ¢ y cuando d > q.
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5.3. Caso: d < q

Tenemos por hipotesis que ¢; < co, ocurre lo siguiente:

(i) Entonces q; > o, ya que el costo marginal ¢; es menor y asi la cantidad de

produccién solicitada a este precio sera mayor o igual a la cantidad solicitada a

un precio mayor.

(ii) Supongamos que G2 > 0 entonces g2 = ¢, esto es cuando se solicita energfa al

precio ¢, entonces se debio de pedir la maxima cantidad de energia generada al

precio ¢y (pues este precio es menor, ¢ < ¢3), ademds por el item (i) también

tenemos que q; = @, pues ¢ > q1 > q2. Luego ¢ = ¢q2 > d, pero esto no es

optimal ya que en cada nodo se estaria pidiendo que genere mas energia de la

requerida. Por lo tanto ¢, = 0.

Ademas podemos quitar la restriccion g < ¢ ya que esta restriccion no juega un papel

fundamental en la soluciéon optimal, esto se analiza con el mismo razonamiento que

hicimos en el item (ii). Asi el problema (5.4) se reduce a

min ciq1 + @1 + c2q0

qi,q1
B rh?
s.t. ql—f—ql—h—T
rh?
q2 + h— T_
41,92, q1
q1

y las condiciones de primer orden son

v

INIV IV

S Q. &

Q)

ci—M—p+71=0

C2— Ay — 2 =0

Ci— A — i1 =0
Ay — Ay
T(>\1+)\2)

h:

/\1)

)\2)

(
(
(144)
(71)

De aqui tenemos 4 subcasos que estudiamos a continuacion.
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5.3.1. Caso 1: Si P(%) <q.

Consideremos primero una relajacién del problema (5.9), quitando la restriccién
¢1 < . Luego en este nuevo problema se tiene que q; = 0, ya que ¢; < ¢, asi el
problema se reduce a un problema de despacho con funciones de costo lineales, el
cual por [16] se obtienen las soluciones de forma explicita
Co — (1
AM=c, X=c, = ——
! ! S r(co + ¢1)

qi”t=q1=d+h+gh2 : QQ"tqu:d—thg(—hf

esta solucién es admisible al problema (5.9) y por lo tanto tambien es solucién optimal
de (5.9).

5.3.2. Caso 2: Si P(T(C(/?I;ch)) >qy P(%) <q.

Con estas hipotesis mostraremos que ¢ =0y ¢ = q.

(i) Supongamos que primero que g; > 0, entonces por las condiciones de holgura
complementarias tenemos que ji; = 0, luego de (5.12) tenemos A\; = ¢;, y asi en

(5.13)
A0
N 7’()\2 + 51)

De (5.11), ¢ = Ay + po entonces Ay < ¢ y P es una funcién creciente, pues

h

P'(h) =1+ rh > 0. Ademés g(x) = -2=%- también es una funcién creciente,
r(z+cr)

va que ¢'(z) = 22— > 0. Luego P(9(\2)) < P(g(cz)), esto es

r(z+c1)?
Cy — C
Ph)<P|——
(h) < <T(CQ+61)>

y de la hipdtesis se tiene que
P(h) <q

Luego del balance nodal del agente 1, tenemos que P(h) < ¢ y asf ¢" < g,
pero como ¢; < ¢ entonces ¢; = 0, que es una contradicciéon. Por lo tanto se

tiene que q; = 0.
Por hipdtesis tenemos que ¢ < 2d, ¢t < ¢y ¢t = 0. Sumando los balances
nodales de los 2 nodos, se tiene

G+ @>rhP+2d>rh>+q>rhP+q > q
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entonces ¢qu > 0, luego por las condiciones de complementaridad tenemos que

=0, asi de (5.11) tenemos que

)\2 = Ca.

(ii) Supongamos que ¢; < G, entonces por condiciones de complementaridad v, = 0;
y como ¢; > 0 entonces también tenemos que p; = 0, asi en (5.10) tenemos
1 = M.
Luego reemplazando estos valores en (5.13),
cy— €
r(ce +c1)

luego ¢!t =g +q > P (r(@fcﬂ)) > ¢, y como estamos suponiendo que ¢; < ¢

entonces ¢; > 0, que es una contradiccién. Por lo tanto ¢; = q.

Asi hemos probado que ¢; = 0 y ¢1 = ¢; y nuevamente nos encontramos en un caso

lineal, el cual tiene la siguiente solucién de acuerdo a la ref. [16],

1- 1+2Mg—@]

¢"=q vy @"=q+2

5.3.3. Caso 3: Si P(%) >qy P( (CCQ chl)) >qy P( (Ccllfé)) > 0.

En este caso mostraremos que ¢ >0, ¢1 =, ¢ >0y qg = P (ﬁ)

(i) Supongamos que g2 = 0. De la segunda restriccién en (5.9) tenemos
0> —h+ g(—h)2 +d= 0> P(—h)
Ademas como 2d > @, entonces ¢; > 0, pues estamos suponiendo que g =0y
g2 = 0. Asi por complemetaridad p; = 0y en (5.12),
L=\

Sea g1(x) = ﬁ, estd es una funcién decreciente, ya que ¢ (x) = ﬁ < 0.

De (5.11) tenemos que Ay < ¢3 v entonces P(g1(c2)) < P(g1(A2)), esto es

esto es una contradiccién con la hipdtesis. Por lo tanto ¢o > 0.

De este item (i) tenemos por complementaridad que ps = 0 y asi de (5.11)
concluimos que

)\2 = Co.
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(i)

(iii)

En este item supongamos que ¢; < ¢. Entonces por complementaridad v; = 0
y ademas p; = 0, ya que como ¢; < ¢; entonces ¢ = 0 y asi ¢; > 0.

Luego en (5.10), ¢; = A\; y reemplazando este valor en (5.13)

. Cy — C1
N r(ca + ¢1)

Asi de la hipétesis y de la primera restriccion en (5.9), se tiene

tot C2 — (1 _
>Pl— >
= (T(Cz+01)) !
entonces
tot

G =q >4q
que es una contradicién con la hipétesis de este item. Por lo tanto se tiene que
@ =q.

Supongamos que ¢; = 0. De (5.12) tenemos Ay —¢; = —ji; < 0 entonces \; < ¢y,

co—x
r(ca+x)

como P es una funcién creciente se tiene,

ademés la funcién go(x) = es decreciente, asi g2(¢1) < g(A1) = g(h) y

s ppy > P22 ) o
¢” = P(h) > (T<C2+él) q

asf ¢i°* < ¢ = ¢, > 0, que es una contradiccién con la suposicién que hicimos

en este item. Por lo tanto q; > 0.
Esto nos lleva por complementaridad a que fi; = 0, asi en (5.12) tenemos,
>\1 == 51.
Sabemos que ¢ = 0. Entonces de la segunda restriccién en (5.9), tenemos que

4> —h+ gh2+d: P(—h)

C1 — Cy
>P|—
°= (7"(01 +C2))

y como estamos minimizando el costo total, se debe de tener que
€1 — Co
—p(1—=
“ << F c2>)
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Ademis de la primera restriccién en (5.9) tenemos,
r Ccyg—C
@ zhtsh*+d=a>P——=)-q
2 r(¢1 + o)

y por el mismo argumento anterior se tiene que

i Coy — Cy _
—p(-2=% ) _
@ (r(cl + C2)> 1

Por lo tanto el problema esta resuelto.
5.3.4. Caso 4: Si P(;255) > qy P(%) >qy P(ﬁ) < 0.

Mostraremos aqui que g = 0.

Supongamos por contradiccion que g > 0 entonces por complementaridad s = 0
y asf en (5.11),

A2 = Co
con esta informacién podemos proceder como lo hicimos en los items (ii) y (iii) del
caso 3, y obtener que ¢; = ¢y ¢; > 0, luego por complentaridad ji; = 0y asi de (5.12)
AL =0

Reemplazando los valores de A\; y Ay en (5.13),
C1 — Co
r(¢1 + ¢2)

Por hipétesis tenemos que

y de la segunda restriccién en (5.9) que

—h+ g(—h)2 4 d=P(—h)

asi que la restriccion se satisface tomando go = 0, que es una contradiccién con la

v

q2

suposicién que hicimos al inicio de este caso. Por lo tanto ¢; = 0.

Luego el problema puede ser resuelto, y la solcuién por la ref. [16] esta dada por,

4o =2 {1 —1—= 2dr}

tot
1 q5 = 0.
r

Resumimos estos 4 subcasos estudiados en el siguiente Teorema.
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Teorema 5.3.1 Sid < q < 2d, entonces

1. S k(Cl,CQ) S Cj,
Q?)t = k(01702) Y qéOt = k(02701)

2. 5i k(Cl,Cg) >qy k(51762> < q,

a'=q y &"=q-2

_Hm]

3. Sik(c1,c2) > q, k(Gr,¢2) > q y k(ca, 1) >0,
¢ =k(cr, )y ¢ =kl )

4. St k’(Cl,Cz) > q, kf(él,CQ) >qy k(c%él) < 07

1—+v1— 2dr} tot
I — Yy 4 =

tot — 2
aq ”

5.4. Caso: d > q

Aqui el problema se divide en los 2 siguientes subcasos.

5.4.1. Caso1l:Sic;<c¢j,coni=12yj=1,2

Notemos que por hipotesis d > ¢y ¢; < @, entonces primero se debe solicitar la
maxima cantidad de energia posible a los precios ¢;, esto es ¢ = ¢ = ¢, y ain no

hemos satisfecho la demanda. El problema (5.4) se escribe entonces de la siguiente

forma
min  ¢1q1 + C2G2
a
st. qu—h > th?+d—q (M) (5.14)
p+h > IWP+d—q (M)
7,32 =2 0 )

Que es un problema de optimizacion lineal con demanda d — ¢ y costos ¢;, y este

problema puede ser resuelto.

5.4.2. Caso 2: Si ¢ < ¢o.

Debemos notar que este es el ultimo caso, dadas las suposiciones que hemos hecho

sobre los precios marginales, esto es ¢; < ¢; < ¢3 < Cs.

En la siguiente seccion veremos que F es interpretada como la funcién de produc-

cion; luego tenemos los siguientes 2 subcasos.
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(i) Si 0 < F(cg,¢1) < q. Primero notemos que como ¢; < ¢y y d > ¢ entonces
¢1 = ¢ y esto también vale para el item (ii).
Ahora como F'(cp,¢1) < @ entonces quiere decir que la cantidad producida al
precio ¢y es menor que ¢, luego debe pasar que g; = 0. Asi el problema se reduce
nuevamente a un problema lineal con cantidad demandada igual a d y costos

marginales ¢; y c¢s.

(ii) Si F(co,¢1) > G. En este caso se tiene que g2 = ¢, luego nuevamente estamos
en un problema de optimizacién lineal con demanda igual a d — ¢ y costos

marginales ¢; y Cs.
Por lo tanto resumimos este caso en el siguiente Teorema, dado en [15].

Teorema 5.4.1 Sid > @, entonces

1. Sic; <¢j,coni=1,2yj5=1,2, entonces el problema se reduce al problema

de despacho lineal con demanda d — q y costos ¢;.

2. 510 < F(cg,¢1) < @, entonces el problema de despacho se reduce al caso lineal

con demanda d 1y costos marginales ¢; y cs.
3. Si F(cy,¢1) > q, entonces el problema nuevamente se reduce a un problema de
despacho lineal con demanda d — q y costos marginales ¢y y Cs.

5.5. Estudio del Caso general

De igual forma como en el caso binodal, sean \;, v;, pi; v vi; (todos en Ry) los

multiplicadores de Lagrange asociados al problema de despacho (5.3),

min 3> al

icl jeJ P
. 2 RS
s.t. Zqi + Z hiri — i — %TW > di (\) Viel
jet PV (i)
hiy = 0 (%’,i’) v(i,i') € E
g > 0(my) V@j)elxJ
¢ < Gy Y@j)elxJ

(5.15)
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5.5.1. Hipbtesis

Asumiremos que,

1 3 _
@—Z:%W<o ychkz:%W>Nq (5.16)

Observacién: La hipétesis (5.16) nos dice que requerimos que las resistencias de linea
r;; sean suficientemente pequenas, que es algo que se pide que pase en la mayorfa de

problemas.

5.5.2. Funcién de produccion
Para cada i € I, definamos F; para cada A € [min;e;(c}), maxer(c¥)]™ como,

A — A (Ar — A)?

Fi(Ai, A=) = d;
( ) + Ti,i’()\i + )\1/) 27"1"7;/()\1' -+ )\i/)2

VeV (i)

(5.17)

Observacion: Debemos notar que se esta definiendo para cada k € I,
, 1 , N
Ak € [rznelln(ci),r?gx(ci )]
y esto nos dice que cada coordenada de A\ debe de ser mayor o igual al menor de

todos los costos y menor o igual al mayor de todos los costos nodales, recordemos que

estamos considerando que cz < cf“, Viel, jelJ.

Derivadas parciales de Fj: Tenemos que la derivada parcial de F; con respecto

de \; es
402

O Fi(Niy Ani) = — ror (O + A )3

eV (i)

<0 (5.18)

Esto nos dice que si el productor del nodo 7 aumenta su precio entonces se le asignara

menos produccion.

La derivada parcial de F; con respecto de A\, i € I\{i} es

ANy \; . .
5 >0, si i e V(i) (5.19)

%ﬂwAw=;7y;m‘

y O, Fi(Ai, A_i) = 0, si @' ¢ V(i). Significando que cuando otro agente 7 € I\{i}

aumenta su precio entonces se le asignara mayor produccion al agente 4.
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5.5.3. Limites de F;

Sea k € JU{0} y sea la funcién = — Fj(z, A\_;) — kg. Calculemos sus limites

hacia el co y 0,

\j—x (\; — x)?
ltm Fi(z, A_;) — kg = lm d; + / ; — kg
2—00 £—00 v TiJ(LE + )\]> QT‘W‘(CE + )\j)Q
di+ ) L g
- . T 275 1
jeve 7
1
=d; — kq—
1= 2 5
JEV(3)
Y
Aj (\)?
a0 j;v:@ rig(A) o 2rii(Ag)?
—di—kit Y
ST 2L T o
JEV (i) J J
3
=di—ki+ ), o=
jevi ©
En resumen tenemos que,
1
lim Fy(z, \_;) — kg =d; — kg — 5.20
lim Fy(z, Ay) — kg - oo (5.20)
jev@ 7
lim Fy(z, A_y) — kg =d; —kg+ Y ’ (5.21)
z—0 ’ — QTZ"J'
i 7

De la hipétesis que impusimos en la subseccién 5.5.1, como —kg < 0y Ng— kg >0
(pues N > k) tenemos que el limite (5.20) es estrictamente negativo y el limite (5.21)
es estrictamente positivo. Asi por el Teorema del valor intermedio F;(-, A_;) — kq tiene
un cero, ademds este cero es unico ya que por (5.18) tenemos que F;(-, A_;) — kq es
una funcién decreciente en A;.

Ahora definimos para cadai € I y k € JU{0}, la funcién g¥ como la funcién que asocia

cualquier A _; € [min;e;(c}), maxer(c¥)]" ! con el tnico = conseguido anteriormente,
esto es
Fi(gf (A=), Ai) = kg (5.22)
y
gi (A=) >0 (5.23)



Lema 5.5.1 Para cualquieri € I, k€ JU{0}, A_; € [min;er(c}), méx;er (M)t y
i" € V(i), tenemos
O, (A=) >0 (5.24)

En particular, g¥ es creciente en A_;, i' € V (i).

Prueba. Derivando (5.22) con respecto de A_;, tenemos

OF; OgF(\_,) n OF; O\

N Oy Ny Oy =0

entonces,
dgf(\)  OF OF;
My O\ ON
asi de (5.18) y (5.19) tenemos que,

agf()\—i)

N > 0.

Proposicién 5.5.1 La funcién gF(\_;) es decreciente en k.
Prueba. Supongamos que g¥(\_;) no es decreciente, entonces existe un k talque
g > gf (M),
como la funcién F; es estrictamente decreciente en \; tenemos que,
Fi(gf ™ (Ami), M) < Fi(gf (A=), A

(k+1)g < kq
q<0,

que es una contradiccion.

Supongamos que podemos aplicar el Teorema de dualidad fuerte al problema de

optimizacion (5.15), entonces

min max Zch]—i—Z/\{d - qu Z hiri —h zz’_MTZZ’)}
Bh Aypp i€l jedJ el jeJ eV (i) 2
Z Vi, z’hz , + Zzyz,] - q ZZMZJQZ
(i,i")ERE i€l jeJ el jeJ
_maxmmZ)\d +ZZ%CZ N+ Vi — i) Zzqu Z il
Ay ah iel jeJ iel jeJ (i,i')EE
+ Z Aihii + > /\r”/h”,+ Z Nriahly = > iahiy = *

(z i)EE (i4")EE
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Debemos notar que,

> Z Nhii= > A
(i,i")eE

i€l eV (i
E )\ihi’,i - E /\z’ hz g = § )\z’hz i/
(3,¢")€EE (i 1)eE (i3/)eE
asi en la igualdad anterior, tenemos

*:méxmmZ)\d +ZZQZC}7 Ai + Vi — Mig) — Vi)

A7 7U’ q’h
e iel jeJ

Ai + Ay
+ Z 4,1 >\ _)\’_fyll)—i_ri,i'hii’( 2 )]

(i,i)EE

Luego para cualquier (i,47") € E por condiciones de primer orden, tenemos derivando

la funcién objetivo del problema anterior con respecto de h;; que

Ai + A\ir
i = Xt = Vi + 2r b - )=0
Yigr + At — Ag
hy = -—2>—"—"—— 5.25
’ ri,i’(Ai + )\1/) ( )
reemplazando el valor de h;; en el problema anterior, se tiene
*:)Tnéx man)\d —1—22% (¢ =N + V5 — i) — Viid)
A i€l jeJ
’Yii'+)\i/—)\i Vit + A — ANy A + Ay
) (N — A — i iyt (— .
+(; (A ) 1 (RSO ()
= max mmZ/\d +Zqu (c] = N+ viy — pig) — vi
Armp 4 iel iel jeJ
>\_)\z’_ 112 Ai_)\i’_ii’2
DN O +)\7) Ly <2r~ On +7A’»/)) ]
(1)EE 0,4’ 40 i i
_maxmmZ)\d—i—ZZq (= N4 v — pij) —vi q) — Z (i = Ae = 9i)*
ADEX 0 i\G i.j i) — Vij 20 (N + A

iel jeJ (i,i)EE

Como los qg > 0 entonces tenemos el siguiente problema dual equivalente al anterior

— (Ai*Ai/*’Yi,i’)Q
/{I}ﬁx Dier Midi = Dier 2jes Vigd — Qe 2, (it Ay

(5.26)
s.t. C‘Z /\1 + Vijg — Hij > 0, V(Z,j) el xJ

Luego derivando la funcién objetivo de (5.26) con respecto de ;e igualando a 0,

tenemos
2(N — Ay — i) (—1)

=0
27”2-’1-/()\1' + )\g)
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entonces,

Vit = Ni — Ay

y notemos que si \; — Ay < 0 entonces ; » = 0, pues por hipétesis v;» € RT. Por lo

tanto para cualquier (i,i") € F, tenemos

0 y si )\z S )\i’
Vit = {)\i — Ay, caso contrario. (5.27)

Observacion: Debemos notar que,

Z ()\i — A\t — %‘,i')Q _ Z ()\i - >\i’)2
27’1'71‘/()\1' + )\2/) 47“1"1'/()\1' -+ )\z’)

(i3")eE (3,i)eE

ya que si (4,7') € E entonces (i',i) € F, asi que tendremos que juntos (i,") y (',17)
()‘i_)‘i/)Q

solo agregan un elemento a la suma de la izquierda igual a T On)

Luego (5.26) es equivalente a,

_ (Ai—=X; /)
Tgljlx Z'LEI Aid; — Zz‘el ZjeJ Vijq — Z(z i"YeE _477 PICYEB W)

(5.28)
s.t. C’Z + Vi j 2 )\z —i—,um-, v<’l,]) el xJ

Como p no afecta la admisibilidad de los otros multiplicadores y tampoco afecta a la

funcién objetivo de (5.28), tenemos el siguiente problema dual equivalente

’ _ (s )\/)
H;jayx Zie[ )\zdz - ZiEI ZjEJ Vivjq Z(Z i')eE 47’ /()\ +A; /) (5 29)
s.t. C‘Z + Vij > )\Z', V(Z,j) el xJ
Ahora de la restriccién en (5.29), v; ; > \; — 027 y surgen los siguientes casos.

Caso 1: Si \; — ¢ > 0, entonces v;; = \; — ¢} pues estamos buscando el méximo de la

funcion objetivo.
Caso 2: Si \; — ¢/ <0, entonces v;; = 0.

Por lo tanto, para cualquier (i,7) € I x J

0 si A < ¢
= S T = 5.30
Vi {)\Z—CZ , Sl)\i>CZ]-. ( )
Luego, podemos escribir (5.29) como,
(A — Air)?
3 — - 31
mix ), A =) (=) b5~ Z 4m(A + ) (5:31)
i€l jed eV(i)
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donde

1, si >y
Orzy = {0 , caso contrario. (5.32)

Para cada ¢ € I, las funciones \; —
. A — )\.,)2
ANid; — q Ni—c).b, o — “—2 5.33
Ll qz< ¢ 'L) Ai>c] Z 47’,”/()”"—)\@/) ( )
jedJ eV (1) ’
son estrictamente céncavas para cualquier \_;, pues es suma de funciones concavas y

estrictamente céncavas.

Asi podemos resolver los problemas por separado, para cada i €

7 — ] ) ()\Z - )\i/)Q
méx Asdi — PBCETARNES Trie Ot A (5.34)

jeJ eV (i)

y denotamos con A;(A_;) a su maximizador.

Calculamos a continuacién el subdiferncial de (5.33). Tenemos primero que el

subfiferencial de

‘ 0 ' o siA \ < cf A
qG) Ni—c)oy oo =2 qGNi—25%c) st o <A< !
i ANN =) st >
es,
0 , si o\ < c{
BO=0" 507 L nad dtj#N (5.35)
N(j s si )\Z > CZN

ademas, la derivada de

(N — /\i/)2
Nid; — E _ 5.36
. AT (N + Ay) ( )
eV (2) ’

es igual a Fj(\;, A_;); luego el subdiferencial de (5.33), estd dado por
Fi(Ni, Ami) — Ki(\i) (5.37)

y asf las condiciones de primer orden para el problema (5.34), es que
0€ F(Aj, \y) — Ki(A\) (5.38)

Resumimos todo lo desarrollado anteriormente con el siguiente Lema.

Lema 5.5.2 Para cualquier i € I y A\_; € [minges(c}), maxier(cM)]"™1, Ai(Ay) es
la tinica solucion de
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Capitulo 6

Problema de Despacho con Riesgo

Queremos introducir en el Problema de Despacho del ISO, con funciones de costo
lineales a trozos estudiado en el capitulo anterior, generadores de energia renovable
no convencional, es asi que debemos de tener en cuenta que la produccién méaxima de
estos productores es incierta, esto es que la produccién maxima es una variable alea-
toria. Planteamos primero un modelo con restricciones deterministas en la siguiente
seccion y luego de ello planteamos el modelo de restricciones con variables aleatorias,
en ambos casos la capacidad maxima de energia es aleatoria, en el primer caso no se

considera esto en las restricciones y en el segundo si.

6.1. Modelamiento e introduccion de Productores
de energia con capacidad maxima de produc-
cion aleatoria.

Consideraremos aqui las notaciones hechas para modelamiento del Problema de

Despacho con funciones lineales a trozos estudiado en el capitulo 5.

Denotemos con Ip C I al conjunto de productores de energia (renovable no con-
vencional) con capacidad méxima aleatoria, [Iz| = m (m < n), y denotaremos con g;
a la capacidad méxima que pueden generar los productores de energia renovable no

convencional, notemos que este si es un nimero que por lo general lo conocemos.

Sean ¢ = (q1, - - -, qm) €l vector energia producida por los generadores k € Igp ey =
(Y1, - - -, Ym) el vector aleatorio de capacidades maximas de generacién. Denotamos con
er = @ —Yr(w) ala pérdida de carga, cuando la energia maxima actual y,(w) es menor

que el valor de despacho g;. Si las funciones de costo de produccién del productor
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k € Ir es pr(qx), entonces definimos la funcién de pérdida L : R™ x R™ — R como

Lgy)= Y oelae—ww), (6.1)

k€lR, e >0

notemos que esta funciéon depende de la cantidad de produccion ¢ y del vector alea-
torio y; ademds que para cada ¢, L(q,y) es una variable aleatoria con funcién de
distribucién en R inducida por la distribucién de y. Denotemos con p(y) a la densi-
dad de y = (Yk)rern, v consideremos por conveniencia que sus densidades marginales

son independientes.

La probabilidad de que la pérdida L(q,y) no exceda a estd dada por

d(q, @) :/L( - p(y)dy. (6.2)

Para un ¢ fijo, ®(q,-) es la funcién de distribucién acumulada de las pérdidas
asociadas a ¢. Los valores de VaR y CVaR para las pérdidas aleatorias asociadas con

q y para un nivel de probabilidad especifico 5 € (0, 1), vienen dados por

VaRs(q) = min{a € R: ®(q, ) > 5}

1

CVaRs(q) = —— L(q,y)p(y)dy
1-p L(q,y)>VaRg(q)

Siguiendo Rockafellar and Uryasev [10], tenemos que C'VaRp puede ser expresado

como un problema de minimizacién. Sea Fj : R" x R — R definido por

Fs(q, )—&+m/€Rm (¢,y) — o] T p(y)dy, (6.3)

donde [z]T = médx{0, z}, y asi el CVaRg(q) de las pérdidas asociadas con el despacho

de energia g preprogramada puede ser calculado por
CVaRs(q) = min Fy(g, @) (6.4)
ac

Observacién: Debemos notar que Fj(g, o) es una funcién convexa con respecto de a.
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Luego el ISO desea resolver el siguiente CVaR - Problema de Despacho:

min Z Z qfc’j + CVaRs(qr)kern

ql el jeJ

h2., +h? .
Z% Z hzz_ zz_%ri,i’
jeJ 'eV(i
hm’
a
0
q; = Z]‘GJ qg

Por lo discutido anteriormente, podemos expresar

guiente forma:

min Zqucj—l—Fﬁ(%y Q)kery

q «

el jeJ ) )
h%., + h% .
hz g zz’ - urii’
Z ql Z 2 I
jeJ eV (i)
hi i
¢
¢
qi = EjeJ 4
reemplazando el valor de I3, tenemos
min Y Y gl +(a+ BEP_U [L(g,y) —
@ i€l jeJ ) )
hz., + h% .
hirg — hiy — ———"7 4
St 3 e e e,
jeJ eV (i)
hi i
q
0
qi = ZjEJ qg

ININ TV IV
QL OO S

=

v

S

<R OO

8

ININ IV IV

o")

S

ININ IV IV
R OO

=

(6.5)

ultimo problema de la si-

Viel
V(i,i') € E
V(i,j) el xJ
v(i,j) € (I\Ig) x J
Vi € Ip.
(6.6)
Viel
V(i,i') € E
V(i ,j)elxJ
v(i,j) € (I\Ig) x J
Vi € Ig.
(6.7)

A continuacién damos algunos casos particulares de este problema, en los cuales se

transforman en problemas mas sencillos y en muchos casos pueden resolverse.

Por lo general, en la practica, y es una variable aleatoria continua, pero muchas

veces se puede hacer una buena aproximacién usando un nimero de escenarios su-

ficientemente grande. Si consideramos que podemos aproximar Fjs(qg, a)ker, usando

escenarios y(s) (s = 1,...,5), que son una muestra de la funcién de densidad p(y)
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y suponemos que tienen la misma probabilidad de ocurrencia (<), entonces de (6.7)

1
S

tenemos,
1 S
s S5 it ¢ (4 gt i) -l
l’ i€l jeJ 28 1 )
hZ., + h%
ZQz Z hir i — i,i/_%ri,i’ > d; Viel
jeJ eV (i
hm/ 2 0 V(z’,z’) eb
g > 0 V(i,j)elxJ
q < 7 V(i j) € (I\Ir) x J
Qi:Zjequ < U Vi € Ig.

(6.8)
En este problema si consideramos que las funciones de costo de los productores de
energia renovable son lineales, la funcién de pérdida L(q,y) es lineal, y que r = 0, asi
el conjunto factible de (6.8) esta dado por funciones lineales, entonces (6.8) tiene la

siguiente forma equivalente,

s
min ZquC’+<a+ S =3 Zz )

%% el jeg s=1
st Y g+ Y hpi—hig > di Viel
JjeJ eV (i)
hm. > 0 V(z’,z’)eE (6 9)
q > 0 V(i,j) €I xJ
@ <1 V(i,j) € (I\Ir) X
G =2 jesd < Ui Vi e Ig
L(g,y(s)) —a < z(s) s=1,...,8
z(s) > 0 s=1,...,5.

Este es un problema de optimizacién convexa que puede ser resuelto con técnicas

usuales de PL, ya que sus restricciones son lineales.

En la practica es inusual tener el caso anterior, ya que estamos considerando que
no tenemos resistencia de linea (r = 0). En general siempre tenemos una pérdida de
energia por condiciones fisicas del sistema, es decir » > 0. Pero considerar este caso
nos ayuda a darnos cuenta si el modelo se desarrolla de forma esperada al calcular

las cantidades optimales.

6.1.1. Funcion de Pérdida

A continuacién vamos a describir la forma de la funcién de pérdida L(q,y), para

nuestro caso con funciones lineales a trozos.
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Tenemos que L(q,y) = > ierner>0Pr(@ — Yi), cuando las funciones de costo de
produccién son de forma general pi(qr) v €x = qx — yr(w). En el caso estudiado las
funciones de costo son lineales a trozos, esto es p;(¢;) = > . e clq ,Vi € I. Del capitulo

5, tenemos que
g = min{[g; — (j — )a|"; 7} (6.10)

Consideremos que ; = ¢ para todo i € Ig, luego podemos expresar a yf como

y! = min{ly; — (j — Dal*; @} (6.11)

y entonces las variables aleatorias se expresan como 1; = zje ;Y] para todo i € Ig;

luego tenemos que
=Y d —yi(w)=> ¢ = ylw)=> (¢ —yl(w))
jeJ j€J jed jeJ

y asi,

Z Zpl @ —y) (6.12)

1€lRp,e;>0 jeJ

Observacion: Notemos que los yzj escritos como en (6.11) son menores o iguales a
g entonces y; < Ng, y esto no afecta a nuestro problema; ya que para y;(w) > Ngq
no tendremos problemas en que se pueda realizar el despacho y por lo tanto no se

considera en la suma de L.

Observacion: De (6.12), la funcién de pérdida L(q,y) asociado a nuestro proble-

ma es Convexo.
Damos a continuaciéon un ejemplo practico de como se calculan los valores qf y yf .
Ejemplo 6.1.1 Seani=1,2; j=1,2,3,4;,¢=3; ¢ =8 yvyi =5 (y; < ¢;). Enton-
ces calculamos los valores de q{,
¢i = min{[¢;]", ¢} = min{[8]",3} =3
¢ =min{[g; — q|*,q} = min{[8 — 3]",3} =3

g; = min{[g; — 29]*, ¢} = min{[8 — 6]",3} =2

g; = min{[g; — 3¢]", ¢} = min{[8 — 9]*,3} = 0
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y los valores de yf,

yi = min{[y;]", ¢} = min{[5]",3} =3
y; = minf{[y; — g, ¢} = min{[5 - 3]*,3} =2
y; = min{[y; — 2", ¢} = min{[5 - 6]*,3} =0

yi = min{[y; — 3¢", ¢} = mi{[5—9]",3} =0

Li(gy) =ct(3=3)+ 23 -2)+(2—0)+c(0—0) = & + 263
y (A KA 1 (A (A

)

A continuacién tenemos algunos teoremas y un corolario acerca sobre la convexi-

dad y factibilidad de algunos problemas mencionados anteriormente.

Teorema 6.1.1 Si la funcion de pérdidad L(q,y) (caso general) es convexa con
respecto de q y la funcion de densidad de y no depende de q entonces CVaRg(q) y

Fs(q, ) son convexas con respecto de q.

Demostracién: Ver referencia [10].
Teorema 6.1.2 El problema (6.5) es convezo.

Prueba: Como la funcién de costo de cada productor es convexa entonces la funcion
costo total es convexa y por el Teorema 6.1.1. Tenemos que CVaRz(q) es convexo,
asi la funcién objetivo de (6.5) es una funcién convexa; ademas el conjunto factible

de (6.5) es convexa. Asi (6.5) es un problema de optimizacién convexa.

Corolario 6.1.1 Para la funcion de pérdida L(q,y) como en (6.12), se tiene que

(6.8) es un problema de optimizacion convexa.

Prueba: De la observacién anterior tenemos que L(q,y) dada en (6.12) es una funcién
convexa con respecto de ¢, [-]* es una funcién convexa no decreciente y ademds el

conjunto factible de (6.8) es convexo, entonces (6.8) es un problema convexo.
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6.1.2. Caso Binodal

Consideremos ahora un caso particular del modelo (6.7). Supongamos que tene-
mos 2 nodos, en el cual encontramos un generador de energia convencional (nodo 1)
y un generador de energia renovable (nodo 2), y consideremos que las funciones de
costo de produccion de los agentes tienen dos trozos lineales cada uno. Denotemos
con ¢; al costo marginal del productor i (i = 1,2) cuando su nivel de produccién es
menor que ¢, y con ¢; cuando es mayor. Consideremos ademas que ¢; < ¢;, esto es
que las funciones de costo de produccion son convexas, y que la demanda es igual a

d; en el nodo respectivo.

El CVaR - Problema de Despacho Binodal es,

, _ _ 1
qfn{;na C1q1 + ¢1q1 + C2@o + Caq2 + <a + 1_ BEPy [L(q, y) — Oé]+>
_ . rh? _
¢%,qG = 0 i=1,2
7,6 < q i=1,2

(6.13)
En donde denotamos con ¢; v ¢; a la cantidad producida por el agente ¢ al costo mar-
ginal ¢; y ¢; respectivamente (i = 1,2), y con y a la variable aleatoria de produccién

maxima del nodo 2.

Dada la cantidad de produccién (total) y en el nodo 2 y dadas las cantidades gs,

¢> de despacho. La funcién de pérdida para el caso binodal es

L(q,y) = c2lga — vol " + &3 — 2] T,

donde
y2 = min{[y]"; g},
g2 = min{[y — q/*; q}
Supongamos que tenemos los escenarios y(s), (s = 1,..., k), que son una muestra

de y, entonces como antes podemos escribir (6.12) de la siguiente forma,
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k
, _ _ 1 o
nin gt aqtoee o tat > lealaz — y2(9)]" + @l@ — F2(s)] " — af
i5q7,0 — —1
_ ; rh?
7%, = 0 i=1,2

(6.14)

6.1.3. Resultados del caso binodal

Hemos elaborado un programa en Python para resolver este problema con algu-
nos parametros especificos y con distintos tamanos de escenarios k, usando el método
Sequential Least SQuares Programming (SLSQP). Presentamos los resultados a con-
tinuacion escogiendo los parametros ¢; = 12, ¢; = 13, ¢o = 1, &3 = 3, ¢ = 120,
dy = 100, dy = 125, 7 = 0.1, 5 = 0.95, consideramos que y ~ unif(0,2q) y generamos
una muestra de tamano k£ = 10000; obtenemos los siguientes valores redondeados a

tres digitos
qi =97.222, g = 0.0, ¢5 = 120, g5 = 8.889, o = 134.869, h* = -3.333

y el valor de la funcién objetivo
2" = 1453.8

En la Figura 6.1 mostramos el comportamiento del valor minimo del problema; co-
rrimos el programa con diferentes tamanos de escenarios k£ y notamos la tendencia

cercana al valor z* = 1453.8 aproximadamente.

6.2. Problema CVaR con capacidades de produc-
cién aleatorias

A continuacién damos la formulacién del Problema de despacho CVaR con capa-
cidades de produccién aleatorias en las restricciones.
Recordemos que denotamos con y; a la capacidad aleatoria de produccién de cada
generador i € I, con y = (Y;)ier, ¥ cOn ¢ = (qx)ker,- Consideraremos en esta seccién
que las funciones de costo de los productores ¢ € I son lineales y como las cantidades
de produccion ¢;, con i € Iz, dependen de las variables aleatorias y; tenemos que los
¢; también son aleatorios, luego de (6.6) tenemos el nuevo CVaR - Problema de

despacho:
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Valor Optimal

Valor Optimal vs k

" chisiinge et

T
o

T T T T T T T T
2500 5000  Vs00 10000 12500 15000 17500 20000
Mamero de scenarios k

Figura 6.1: Valor Optimal vs k.
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min Z qucijEp Zqzcl + Fp(qr, @)kery

4 i€I\Ig jeJ i€lp
h2., +h?
Zqz Z hzz_ ll’_%ri,i’ Z dz VZEI\[R
jed VeV (i
2 ath? .
¢+ Zi’EV(i) S hiﬂ" - 2 =y i = d; Vie g
hz,z" Z 0 V<Z7ll> ek
q >0 V(i,j) € I\Ip x J
G <7 V(i,j) € (I\Ir) x J
¢(w) < yi(w) Vie g V.
(6.15)
donde
QZ:qu> iGI\IR

jeJ

Veamos diferentes casos que resultan al considerar a y como una variable aleatoria

discreta con pocos escenarios y su generalizacion.

Primero supongamos que las variables aleatorias capacidad de produccion de cada

productor i € Ip es discreta y tiene 3 escenarios (pesimista, regular y optimista)

con igual probabilidad de ocurrencia, es decir cada escenario con probabilidad %,

denotaremos con

%(S),

s=1,2,3

a las cantidades de generacion de los productores de energia renovable no convencional

y donde s representa el nimero de escenario. Entonces el CVaR - Problema despacho

con 3 escenarios, tiene la forma

€I\Ip j€J

Zqz

jedJ

Z hzz_

'€V (3)

qi(s) + Zi’e\/(i) i

L2 adty ZZ% s

s=1i€lR

i1 T

2
hi,i/ + hi/,i

h2 ,+h2
7,1 ',

iy —

5 Tii
5 i
R i

q
qz’(s)
q
qi(s)

o6

+ Fﬁ(qlﬁ )kEIR

> d; Vi e I\Ig

> 4 Vielp s=1,23

> 0 V(i,i) € E

> 0 V(i,j) € (I\Ig) x J

> 0 Vi€ Ips=1,23

< g V) e\ xJ

< wyi(s) Vielr, s=1,2,3.
(6.16)



En este caso la funcién objetivo tiene la siguiente forma:

> Sl 433 S as)al) + o+ g DolLla.0() — )

i€I\Ip JjeJ s=1 i€lR s=1

6.2.1. Caso particular: Binodal 1

Los resultados que obtuvimos para un caso particular en Python con 2 nodos, en
donde el nodo 1 es de generacién convencional con funcién de costo con 2 trozos y
el nodo 2 es de generacién de energia renovable con funcion de costo lineal, y con y
teniendo 3 escenarios, los damos a continuacion.

Considerando las mismas notaciones del caso binodal en la seccién anterior, el pro-

blema de despacho en este caso particular tiene la siguiente forma

3 3
1 1
qfil’f;}gla caq+aq + 3 - Caqa(s) + a + m ;[02[%(5) - ?J(S)]+ - a]+
rh?
st. i +q@ + (—1)h — > > dy
q2(s)+h—§ > dy s=1,2,3
q17q1 Z 0
¢@(s) > 0 s=1,2,3
a, 1 < q
@(s) < yls) s=1,2,3.

Si nos ponemos en el siguiente escenario y(1) = 90; y(2) = 110; y(3) = 180 y los
datos dy = 100; dy = 125; ¢; = 12;¢, = 13; ¢ = 1; ¢ = 120; r = 0.1; obtenemos los

siguientes resultados redondeados a 3 digitos,
g7 = 115.002; gy = 0.003

g5(1) =90; ¢5(2) =90; ¢3(3) =90
o =-97.157; h* = 10.004.

Extendemos el modelo anterior cuando y; toma un niimero arbitrario pero finito
de escenarios S con diferentes probabilidades de ocurrencia pg, s € S* = {1,...,5}

con » | ¢ Ps = 1, como sigue
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min Z qucf + Z Zps%(s)ci(s) + Fa(qr: @)reryn

@951 e NIy jed se€S* icly
t J hiri —h P + 1 > d Vie I\
s.t. ZQi_‘_‘Z' i iy — =i 2 s ie I\l
Jjed eV (i)
hZ ,+h3 )
qi(s) + Zyev(i) hirg — hiy — = =5—"rp > d; Vie lg, VseS*
h“/ > 0 V(’i,i/> ek
g > 0 Y(i,j) € (I\Ig) x J
g(s) > 0 Vi € I, Vs € S*
¢ <7 V(i,5) € (I\Ir) x J
q(s) < wyi(s) Vielr VseS*

(6.17)

donde la funcién objetivo tiene la siguiente forma en este caso

S S
> Yo+ 30 Y palsals) + o+ 5 oplLig o) — ol

ieI\IR jeJ s=1i€lr

Debemos de resaltar aqui que este problema de optimizacion propuesto, ya viene
siendo una aproximacion a los modelos mas generales, en donde incluyan los posibles
casos en el cual uno o varios generadores de energia renovable no pueda cumplir con
la cantidad acordada de generacion.

La siguiente extensién del modelo anterior es considerar que las variables alea-
torias y son continuas. En el caso que se consideren generadores de energia edlica
la funcién de distribucion de y que mejor la aproxima son la distribucion Weibull
con 3 parametros (W Ds,) y la distribucién generalizada extendida de Lindley con 3
parametros (EGLDs,). Para mas detalles sobre estas distribuciones puede seguir la

referencia [19].

6.2.2. Caso particular: Binodal 2

Consideremos los mismos datos que en el ejemplo binodal 1, y un ntmero finito
de escenarios S todos con igual probabilidad de ocurrencia p,, es decir p, = % Para
S = 10, corrimos 500 veces el programa y mostramos las cantidades optimales que
obtuvimos la Figura 6.2. Mostramos a continuacion una parte de las cantidades q1, ¢;
y q2(s), con s = 1,...,10., que obtuvimos Figura 6.3 (donde los valores de las 14

variables estan dadas en el siguiente orden ¢1; q1; g2(s), s =1,...,10; «, h).
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Figura 6.2: Valores Optimales - Binodal 2.
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60



Capitulo 7

Conclusiones y Recomendaciones

En el problema de despacho con funciones lineales a trozos y riesgo, que llamamos
CVaR - Problema de Despacho, se implementa la generacién de energia de capacidad
aleatoria que naturalmente nos lleva a considerar el riesgo de desabastecimiento que
es introducido en el problema, para que el ISO pueda administrar y controlar la in-

certidumbre.

Cuando la capacidad de produccién de energia es aleatoria, podemos aproximar
el CVaR - Problema de Despacho usando posibles escenarios, o mejor dicho median-
te muestras de los posibles valores de la capacidad de generacién, resultando ser un

problema convexo.

Notamos que los resultados para el caso binodal son los que esperabamos, ya que
al considerar menores costos el problema trata de abastacerse primero con la energia

generada a ese precio.

El trabajo que continua es analizar la soluciéon del CVaR - Problema de Despacho,
de forma extensa como se hizo para el Problema de Despacho con funciones lineales a
trozos visto en el capitulo 5, hacer la implementacién general del problema en Python
y debe hacerse mas hipétesis al CVaR - Problema de Despacho ya que ain es algo

restrictivo para que se parezca mas a los casos que se dan en la realidad.

El problema del modelo en la seccién 6.2, es que el niimero de cantidades go(s) va
creciendo muy rapido ya que es igual al nimero de escenarios que generamos de y(s),
esto dificulta el calculo de las soluciones, ya que la mejor aproximacién se da cuando

tenemos un nimero muy grande de escenarios.

61



En el modelo de la seccion 6.2, solo hemos analizado como es que nuestro nuevo
modelo propuesto se comporta en la obtencion de las cantidades de generacion de ca-
da productor, para datos que hemos generado aleatoriamente en Python; el siguiente
paso es hacer estos calculos con datos reales que podamos obtener del COES. Luego
de ello hacer la generalizacién de este modelo al caso cuando el vector aleatorio y

tiene una distribucion continua.
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