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Resumen

En la primera parte del trabajo damos una visión de la definición clásica de

entroṕıa topológica. Nos concentraremos en el desarrollo hecho por Bowen y

Dinaburg de entroṕıa topológica usando la noción de conjuntos generadores y

conjuntos separados.

La otra parte del trabajo la dedicamos a estudiar una generalización de la

noción de entroṕıa para aplicaciones multivaluadas. Se definen entroṕıas por

conjuntos separados y generadores para aplicaciones multivaluadas. Con ellas se

obtienen algunas propiedades de estas entroṕıas que se asemejan al caso mono-

valuado y que replican los resultados clásicos cuando usamos funciones monoval-

uadas. También se obtendrán resultados que generalizan la definición de entroṕıa

para funciones no continuas.



Abstract

The first part we give a classic notion of topological entropy. We will enfasize

the definition with the ideas for the topological entropy of Bowen and Dinaburg,

using the notion of spanning and separated sets.

In the second part of the work we will give a generalization of the notion of

entropy for set-valued maps. Indeed, we obtanin two definition of entropy for

set-valued maps, one for separated sets and another using spanning sets. Using

these definitions, we obtain some properties that resemble de single-valued maps

and reflect classical results when applied to single-valued maps. We also obtain

some results that generalize the definition of entropy to non continuous maps.



Caṕıtulo 1

Introducción

El concepto de entroṕıa fue introducido en la f́ısica por primera vez en los

trabajos de Clasius: Teoŕıas Mecánicas del Calor. La primera versión en alemán

es [9], y su primera traducción al inglés es [10]. Los trabajos de Clasius dan inicio

al estudio sistemático de lo que posteriormente se llamaŕıa termodinámica. En

ellos se presenta a la entroṕıa como la parte de la enerǵıa de un sistema que no

puede convertirse en trabajo.

Posteriormente, Boltzman, en su trabajo sobre la segunda ley de la ter-

modinámica, es el primero en proponer una interpretación estad́ıstica de la en-

troṕıa. En su trabajo junta nociones de probabilidad con los teoremas de equi-

librio térmico, [4]. Para la fórmula que Boltzman deduce alĺı hace la suposición

simplificadora de que las part́ıculas en el gas son idénticas y que la distribución de

probabilidad de cada part́ıcula es independiente. Su trabajo tiene esencialmente

tres partes:
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(a) La entroṕıa es una medida de la aleatoriedad o desorden en un sistema

mecánico estad́ıstico.

(b) Si S es la entroṕıa de un sistema en un estado dado y W es la cantidad de

microestados compatibles con el estado dado entonces S = k logW , donde

k es una constante f́ısica positiva.

(c) Los estados de equilibrio, que son los estados del sistema observados en

la naturaleza, son aquellos con la mayor probabilidad termodinámica, lo

que implica la mayor entroṕıa. Por (a), son los estados del sistema más

aleatorios, o más desordenados, y consistentes con cualquier restricción que

el sistema tenga que satisfacer, como la conservación de la enerǵıa. La

existencia de más de un estado de equilibrio dará lugar a transiciones de

fase.

Von Neumann, en Fundamentos Matemáticos de la Mecánica Cuántica, [30],

hace una una generalización de las ideas de Boltzman. Shannon, Khinchin y

McMillan, en [27], [16], [20], hacen una definición de entroṕıa en el contexto

de teoŕıa de la información. En ella relacionan la entroṕıa con la cantidad de

información necesaria que un sistema requiere para ser descrito. Con esa idea, los

sistemas bien ordenados requieren menos información para estar completamente

descritos, y en los más desordenados se necesita más información. En 1988 Tsallis

[29], define una nueva estad́ıstica de donde surgen tipos de entroṕıa dependiendo

de un parámetro (Sq) y recupera la entroṕıa de Boltzman para q = 1.

En 1958, Kolmogorov [17] define la entroṕıa métrica para K-sistemas y Sinai
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[25] extiende esta definición a todas las transformaciónes que preservan medida.

Está definición es un paso importante, e incluso tiene influencias en teoŕıa de la

información. Por su importancia, daremos un recuento de esta definición en el

Anexo A.

Adler, Konheim y McAndrews, en [1] definen entroṕıa topológica en es-

pacios compactos mientras que Bowen en [5] y Dinaburg en [11] obtuvieron una

definición equivalente en el caso metrizable, no necesariamente compacto.

Anatole Katok [14] dedujo la entroṕıa métrica de las transformaciones

ergódicas a partir de los conjuntos generadores.

Más referencias que incluyen notas históricas son [12], [14], [26].

En este trabajo estudiaremos algunos aspectos de la entroṕıa topológica. De

modo general, la entroṕıa topológica está relacionado con el número de órbitas

esencialmente diferentes de longitud n, más espećıficamente con la razón expo-

nencial de ese número. Es un invariante topológico, esto es, se conserva por

conjugación. Puede servir para diferencial dos sistemas que son espectralmente

equivalentes, pero no topológicamente equivalentes.

Aunque la entroṕıa topológica se desarrolló posteriormente a la entroṕıa

métrica, esta última no es necesaria para su desarrollo. De hecho, la entroṕıa

topológica es un poco más amplia, en vista del resultado siguiente.

Teorema 1.1 (Principio Variocional de la Entroṕıa). La entroṕıa topológica es el

supremo de las entroṕıas métricas respecto de las medidas invariantes del sistema.
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Para entender este enunciado desarrollaremos en el Anexo A la definición de

entroṕıa métrica y culminaremos enunciando con mayor precisión el principio

variacional.

1.1 Dinámica

Dado un espacio de estados X, una función f : X → X representa la evolución

del sistema. Es decir, si en un momento inicial estamos en el estado x ∈ X al

momento siguiente estaremos en el estado f(x) ∈ X. El “momento” siguiente

puede ser después de un segundo, un d́ıa, un año, etc. dependiendo de la escala de

tiempo que tomemos. Aunque no sepamos exactamente cual es la evolución del

sistema, es decir aunque no sepamos determinar exactamente la órbita {fn(x)|n ∈

N} es posible obtener información del conjunto y de donde estará. Muchas veces

no es posible hacerlo de forma exacta, sin embargo se puede obtener información

global del sistema, de las órbitas en su conjunto. Eso dependerá de la estructura

que demos al espacio de estados X.

En relación a las estructuras mencionadas en el párrafo anterior, hay, para

comenzar, dos puntos de vista igualmente importantes. Uno es la estructura

topológica, la que nos habla de cercańıas y ĺımites y otro es el de medida, o

probabiĺıstico, que nos da los comportamientos más usuales y en promedio. El

segundo punto de vista es el que se ve de forma usual reflejado en la Mecánica

Estad́ıstica.
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Un modo de ver la entroṕıa está relacionado a la cantidad de información

necesaria para describir un sistema dinámico. Si nos imaginamos nuestro sistema

como una estructura regular periódica (como un cristal), necesitaremos menos in-

formación para describirla completamente. Si nuestro sistema está desordenado,

necesitaremos pasar más información para poder describirla. Viéndolo de esa

forma, la frase “la entroṕıa siempre aumenta” tiene el sentido de que la infor-

mación no se pierde.

La importancia de la entroṕıa radica en que es un invariante que sirve para

la clasificación de los sistemas dinámicos. Está relacionada con los exponentes

de Lyapunov y por lo tanto indican que tan sensible a las condiciones iniciales

puede ser un sistema dinámico.

1.2 Estructura del trabajo

En este trabajo presentaremos el enfoque topológico de la entroṕıa, y avanzar un

poco en la inclusión de relaciones que van más allá de las funciones continuas

(clásicas), con la intención de que puedan servir de un punto de vista extendido

de la entroṕıa en la f́ısica.

Un modo de lograr esto es reproducir una noción de entroṕıa topológica para

aplicaciones multivaluadas en espacios métricos. Esto nos dará un avance en

las posibilidades de estudio en este concepto, ver [7]. Los resultados dan la

posibilidad de calcular un tipo de entroṕıa bien comportada para funciones que
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no son continuas. Algo que se acerca más a la realidad.

De modo similar a lo que hace Bowen y Dinaburg obtenemos dos definiciones

de entroṕıa una dada por conjuntos separados y otra por conjuntos generadores.

Demostramos que se mantienen propiedades conocidas de la entroṕıa

topológica clásica del caso monovaluado [1], [5], [11].

Nuestra motivación viene no solamente de los trabajos antes mencionados si

no también de que pensamos que la noción de entroṕıa juega un rol importante en

el análisis de los sistemas multivaluados caóticos, como en el caso monovaluado.

El trabajo se organiza como sigue.

En la sección 2, describiremos la definición y resultados comunes sobre la en-

troṕıa topológica, principalmente la construcción y definición debida a Dinaburg

[11] y Bowen [5].

En la sección 3 definimos las entroṕıas separada y generada para un sistema

dinámico multivaluado discreto.

En la sección 4 demostramos los resultados principales que tratan sobre las

propiedades de estas entroṕıas.

En la sección 5 presentamos algunos ejemplos relacionados.

En la sección 6 presentamos algunas conclusiones.

En el anexo A presentamos la definición de entroṕıa métrica para que se pueda

hacer un paralelo con la construcción que hemos hecho. Este anexo también tiene

la intención de servir de contexto teórico para entender principio variacional de
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la entroṕıa.
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Caṕıtulo 2

Entroṕıa topológica clásica

En esta sección daremos la definición y resultados usuales de la entroṕıa

topológica. Esta introducción está contenida en el Caṕıtulo 7 del trabajo de

P. Walters [31]. Estaremos trabajando en un espacio topológico compacto X.

Un cubrimiento abierto de X es una colección de conjuntos abiertos cuya

unión es X. Dados dos cubrimientos abiertos α y β de X, denotamos α ∨ β a

su yuxtaposición definida como todos los conjuntos de la forma A ∩ B donde

A ∈ α y B ∈ β. De forma similar se define la la yuxtaposición
∨n
i=1 αi de

cualquier colección finita de cubrimientos abiertos de X.

Dados dos cubrimientos α y β, decimos que β es un refinamiento de α, si

para todo B ∈ β, existe A ∈ α tal que B ⊂ A, y lo denotamos α < β. Es claro

que α ∨ β es un refinamiento tanto de α como de β.

Dado una transformación continua T : X → X y un cubrimiento abierto α

denotamos como T−1α al cubrimiento abierto formado por todos los conjuntos
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de la forma T−1A con A ∈ α.

Si α es un cubrimiento abierto de X denotamos por N(α) al número de

conjuntos en un subcubrimiento finito de α con la menor cardinalidad. Este

número es finito pues estamos trabajando con X compacto.

Definimos la entroṕıa de α como H(α) = logN(α).

Considerando aX el espacio de estados, α representa la colección de resultados

posibles y distinguibles de un experimento fijado o detector. Aśı, H(α) es la

entroṕıa del sistema asociada con el experimento o detector.

Propiedades: Es fácil demostrar que

1. T−1(α ∨ β) = T−1(α) ∨ T−1(β).

2. T−1(α) < T−1(β), cuando α < β.

3. H(α) ≥ 0.

4. H(α) = 0⇐⇒ N(α) = 1⇐⇒ X ∈ α.

5. Si α < β entonces H(α) ≤ H(β).

6. H(α ∨ β) ≤ H(α) +H(β).

7. Si T : X → X es continua entonces H(T−1α) ≤ H(α). Si además T es

sobreyectiva entonces H(T−1α) = H(α).

La demostración de estas propiedades no es dif́ıcil, vea [31].
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Teorema 2.1 (Teorema 7.1 de [31]). Si α es un cubrimiento abierto de X y

T : X → X es continuo entonces limn→∞
1
n
H
(∨n−1

i=0 T
−iα
)
, existe.

Demostración. Reproducimos con mı́nimas variaciones la demostración dada

por Walters.

Hacemos an = H
(∨n−1

i=0 T
−iα
)
.

Afirmamos que

an+k ≤ an + ak. (2.0)

En efecto, primero observemos que

n+k−1∨
i=0

T−iα =

(
n−1∨
i=0

T−iα

)∨(
n+k−1∨
i=n

T−iα

)

=

(
n−1∨
i=0

T−iα

)∨
T−n

(
k−1∨
i=0

T−iα

)
.

Donde la última igualdad sigue de la propiedad (1). Aśı,

an+k = H

(
n+k−1∨
i=0

T−iα

)

≤ H

(
n−1∨
i=0

T−iα

)
+H

(
T−n

k−1∨
i=0

T−iα

)
, usando la propiedad (6)

≤ an + ak, usando la propiedad (7).

La demostración concluye usando un resultado bastante simple de convergen-

cia de sucesiones que establece que si una sucesión de términos no negativos tiene

la propiedad (2), entonces limn→∞
an
n

existe. �

Definición 2.1. Si α es un cubrimiento abierto de X y T : X → X es continuo,
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definimos la entroṕıa de T relativa a α, denotada por h(T, α), como:

h(T, α) = lim
n→∞

1

n
H

(
n−1∨
i=0

T−iα

)
.

Propiedades:

8. h(T, α) ≥ 0.

9. Cuando α < β se tiene h(T, α) ≤ h(T, β).

10. h(T, α) ≤ H(α).

Demostración. La propiedad (8) sigue fácilmente usando (3) y la definición.

Veamos la (9) Cuando α < β se tiene
∨n−1
i=0 T

−iα ≤
∨n−1
i=0 T

−iβ, de modo que (5)

implica H
(∨n−1

i=0 T
−iα
)
≤ H

(∨n−1
i=0 T

−iβ
)
, sigue que h(T, α) ≤ h(T, β).

Para probar (10), usamos la propiedad (6) y tenemos

H
( n−1∨
i=0

T−iα
)
≤

n−1∑
i=0

H(T−iα)

≤ n ·H(α),

�

Definición 2.2. Si T : X → X es continua, definimos la entroṕıa topológica

de T como

h(T ) = sup
α
h(T, α).

Propiedades:

11. h(T ) ≥ 0.
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12. En la definición de h(T ), usando la propiedad (9), el supremo se puede

tomar sobre cubrimientos abiertos finitos de X.

13. h(Id) = 0, donde Id es la función identidad.

14. Si Y es un conjunto cerrado de X y TY = Y , entonces h(T |Y ) ≤ h(T ).

Teorema 2.2. Si X1 y X2 son espacios compactos y Ti : Xi → Xi son funciones

continuas para i = 1, 2, y si φ : X1 → X2 es un aplicación continua con φX1 = X2

y φ ◦ T1 = T2 ◦ φ entonces h(T1) ≥ h(T2). Si φ es un homeomorfismo entonces

h(T1) = h(T2).

Demostración. Sea α un cubrimiento abierto de X2. Entonces

h(T2, α) = lim
1

n
H
( n−1∨
i=0

T−i2 α
)

= lim
1

n
H
(
φ−1

n−1∨
i=0

T−i2 α
)

usando (7),

= lim
1

n
H
( n−1∨
i=0

φ−1T−i2 α
)

= lim
1

n
H
( n−1∨
i=0

T−i1 φ−1α
)

= h(T1, φ
−1α)

Aśı, h(T2) ≤ h(T1). Además, si φ es un homeomorfismo, entonces también vale

φ−1 ◦ T2 = T1 ◦ φ−1, de modo que h(T1) ≤ h(T2). �
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2.1 Entroṕıa topológica: conjuntos separados y

generadores

Aqúı se describe el trabajo de Bowen y Dinaburg, en los términos de [31]. Tratare-

mos con un espacio métrico (X, d) no necesariamente compacto. Las bolas abier-

tas de radio r > 0 y centro x ∈ X, se denotan por B(x; r). Y el espacio

de las funciones uniformemente continuas del espacio (X, d) las denotamos por

UC(X, d). Cuando mencionemos a la aplicación T : X → X estamos suponiendo

que T ∈ UC(X, d). Para cada n natural definimos la métrica dn en X por

dn(x, y) = max0≤i≤n−1 d(T ix, T iy). Aśı, la bola abierta centrada en x y radio

r de la métrica dn es
⋂n−1
i=0 T

−1B(T i(x); r), que corresponde a los puntos cuyas

órbitas no se alejan de la órbita de x a más de r.

Definición 2.3. Sea n un numero natural, ε > 0, y K un subconjunto compacto

de X. Decimos que un subconjunto F de X, (n, ε) genera K con respecto a T

si para todo x ∈ K existe y ∈ F con dn(x, y) ≤ ε. Esto es,

K ⊂
⋃
y∈F

n−1⋂
i=0

T−iB(T iy; ε).

Definición 2.4. Si n es un número natural ε > 0 y K un subconjunto compacto

de X, denotamos por rn(ε,K) a la menor cardinalidad de los conjuntos (n, ε)-

generadores de K respecto de T . En caso necesario se puede escribir rn(ε,K, T ).

Es claro que rn(ε,K) < ∞ pues la compacidad de K implica que el cubrim-

iento de K por los conjuntos abiertos
⋂n−1
i=0 T

−iB(T i; ε), con x ∈ X, tiene un

subcubrimiento finito.
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También se cumple que rn(ε1, K) ≥ rn(ε2, K), cuando ε1 < ε2.

Definición 2.5. Si ε > 0 y K es un conjunto compacto de X denotamos

r(ε,K, T ) = lim sup
n→∞

1

n
log rn(ε,K).

Escribimos r(ε,K, T, d) en caso necesario.

Si ε1 < ε2 entonces r(ε1, K) ≥ r(ε2, K), por la propiedad anterior.

Definición 2.6. Si K es un subconjunto compacto de X denotamos h(T ;K) =

limε→0 r(ε,K, T ). La entroṕıa topológica de T es h(T ) = supK h(T ;K), donde

el supremo se toma sobre todos los subconjuntos compactos de X. Escribimos

hd(T ) cuando necesario.

Definamos ahora la entroṕıa topológica usando los conjuntos separados.

Definición 2.7. Sea n un número natural, ε > 0 y K un conjunto compacto de

X. Un subconjunto E de K se dice (n, ε) separado con respecto a T si para

cada par x, y ∈ E, distintos, se tiene dn(x, y) > ε. Esto es, la bola de radio ε

centrada en x, en la métrica dn, no contiene otro punto de E salvo x.

Definición 2.8. Si n es un número natural, ε > 0 y K es un subconjunto com-

pacto de X, denotamos sn(ε,K) a la mayor cardinalidad de los subconjuntos

(n, ε) separados de K respecto de T . Escribimos sn(ε,K, T ) en caso necesario.

Lema 2.3. Se cumple que rn(ε,K) ≤ sn(ε,K) ≤ rn(ε/2, K), de modo que

sn(ε,K) <∞.

Demostración. Si E es (n, ε) separado de K con cardinalidad máxima entonces
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es (n, ε)-generador de K. Luego, rn(ε,K) ≤ sn(ε,K). Ahora suponga que E

es un conjunto (n, ε) separado de K y F es un conjunto (n, ε/2)-generador de

K. Defina φ : E → F eligiendo, para cada x ∈ E, un punto φ(x) ∈ F con

dn(x, φ(x)) ≤ ε/2. Aśı, φ es inyectiva y por lo tanto la cardinalidad de E no es

mayor que la de F . Aśı, sn(ε,K) ≤ rn(ε/2, K). �

De forma análoga a la definición de conjuntos generadores, se cumple que

sn(ε1, K) ≥ sn(ε2, K), cuando ε1 < ε2.

Definición 2.9. Si ε > 0 y K es un subconjunto compacto de X denotamos

s(ε,K, T ) = lim supn→∞
1
n

log sn(ε,K). Denotamos s(ε,K, T, d) cuando sea nece-

sario.

Teorema 2.4. Valen las siguientes propiedades:

1. r(ε,K, T ) ≤ s(ε,K, T ) ≤ r(ε/2, K, T ).

2. Si ε1 < ε2 entonces s(ε1, K, T ) ≥ s(ε2, K, T ).

3. h(T ;K) = lim
ε→0

s(ε,K, T ), de modo que h(T ) = supK limε→0 s(ε,K, T ).

Demostración. (1) y (2) siguen del Lema 2.3 y de la observación hecha al final

de la demostración de dicho lema.

(3) Se demuestra usando (1). �

Este teorema, en especial la parte (3), permite definir la entroṕıa topológica

de dos maneras equivalentes, ya sea por conjuntos generadores o por conjuntos

separados.
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Si denotamos por r′n(ε,K) a la menor cardinalidad de un conjunto K que

(n, ε)- separa K entonces la prueba del Lema 2.3 también da r′n(ε,K) ≤

sn(ε,K) ≤ r′n(ε/2, K). Aśı, se tiene

h(T ) = sup
K

lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
log r′n(ε,K).

2.2 Algunas propiedades de la entroṕıa

topológica

Comencemos con algunas observaciones:

1. Si T : X → X es una isometŕıa del espacio métrico (X, d) entonces clara-

mente dn = d para todo d lo que implica sn(ε) = s1(ε,K) y hd(T ) = 0.

2. Fijándonos en la definición de hd(T ) vemos que para que sea diferente de

cero, se debe tener que rn(ε,K) debe aumentar con n y eso ocurrirá cuando

T aumenta las distancias. Es decir, hd(T ) mide la tasa de expansión de T

respecto de la métrica d.

3. Si (X, ρ) es un espacio métrico, el conjunto F ε-genera X si para todo x ∈ X

existe y ∈ F tal que ρ(x, y) ≤ ε, y un subconjunto E es ε-separado si para

todo y, z ∈ E con y 6= z, entonces ρ(y, z) > ε.

La ε entroṕıa de (X, ρ) es el logaritmo del mı́nimo número de elementos

de conjuntos ε-generadores y la ε-capacidad es el logaritmo del máximo

número de elementos de un conjunto ε-separado. Con estas notaciones,
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considerando los espacios métricos (K, dn) se tiene que r′n(ε,K) es la ε-

entroṕıa de (K, dn) y sn(ε,K) es la ε-capacidad de (K, dn). Aśı

h(T ;K) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
(ε-entroṕıa de (K, dn))

= lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
(ε-capacidad de (K, dn))

Estas ideas son del trabajo de Kolmogorov y Tihomirov sobre el tamaño de

espacios métricos (ver [18]).

Veamos ahora propiedades de invarianza.

Definición 2.10. Dos espacios métricos d y d′ en X son uniformemente equiv-

alentes si

Id : (X, d)→ (X, d′) y Id : (X, d′)→ (X, d)

son uniformemente continuos.

Si UC(X, d) es el conjunto de las transformaciones uniformemente continuas

del espacio métrico (X, d) entonces T ∈ UC(X, d) si y solo si T ∈ UC(X, d′).

Teorema 2.5. Si d y d′ son uniformemente equivalentes y T ∈ UC(X, d) en-

tonces hd(T ) = hd′(T ).

Demostración. Sea ε1 > 0. Elija ε2 > 0 de modo que d′(x, y) < ε2 implica

d(x, y) < ε1 y elija ε3 > 0 tal que d(x, y) < ε3 implica d′(x, y) < ε2.

Sea K compacto. Entonces

rn(ε1, K, d) ≤ rn(ε2, K, d
′)

rn(ε2, K, d
′) ≤ rn(ε3, K, d).
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Aśı, r(ε1, K, d) ≤ r(ε2, K, d
′) ≤ r(ε3, K, d). Se tiene que ε1 → 0 implica ε2 → 0

y ε3 → 0, aśı, tenemos

hd(T,K) = hd′(T,K).

�

Cuando el espacio (X, d) es compacto, y d′ es otra métrica equivalente, se tiene

que cualquier función de X en X es uniformemente continua, por lo tanto si el

espacio es compacto, dos métricas equivalentes son uniformemente equivalentes.

De modo que, en el caso de espacios métricos compactos, la entroṕıa de T no

depende de las métricas equivalentes.

Teorema 2.6. Sea (X, d) un espacio métrico y T ∈ UC(X, d). Si K ⊂ K1 ∪

· · ·Km son todos compactos de X entonces h(T ;K) ≤ max
1≤i≤m

h(T,Ki).

Demostración. Claramente sn(ε,K) ≤ sn(ε,K1) + · · · + sn(ε,Km). Si fijamos

ε > 0, para cada n podemos elegir el máximo entre los sn(ε,Kj) y hacemos Ki(n,ε)

tal que sn(ε,Ki(n,ε)) = maxj sn(ε,Kj).

Entonces sn(ε,K) ≤ m · sn(ε,Ki(n,ε)), de modo que

log sn(ε,K) ≤ logm+ log sn(ε,Ki(n,ε)).

Escogemos una sucesión nj →∞ tal que

1

nj
log snj

(ε,K) −→ lim sup
n→∞

1

n
log sn(ε,K).

Como hay infinitos nj y una cantidad finita de Ki, se tiene que en la sucesión

Snj
(ε,Ki(nj ,ε)) existe al menos un Ki(ε) que se repite una infinidad de veces. Pode-
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mos cambiar a esa subsucesión para obtener que Ki(n,ε) no dependa de j (i.e.,

Ki(n,ε) = Ki(ε), para todo j.

Aśı, s(ε,K, T ) ≤ s(ε,Ki(ε)). Con un razonamiento similar al anterior, podemos

escoger una sucesión εq → 0 de modo que Ki(εq) sea constante igual a Ki0 , de modo

que

h(T ;K) = lim
ε→0

s(ε,K, T ) ≤ lim
ε→0

s(ε,Ki0 , T ) = h(T ;K) ≤ max
j
h(T ;Kj).

�

Como consecuencia de este teorema, para calcular hd(T ), es suficiente tomar

el supremo de h(T ;K) sobre todos los compactos de diámetro menor que δ dado.

Esto es posible pues cualquier compacto puede ser cubierto por bolas abiertas

Bi de diámetro suficientemente pequeño, es decir K ⊂
⋃m
i=1K ∩ Bi, de donde

h(T ;K) ≤ max1≤i≤m h(T ;K ∩Bi).

Corolario 2.7. Si X es un espacio compacto metrizable y d es cualquier métrica

de X entonces h(T ) = hd(T ) = h(T,X).

Demostración. Si K es un compacto de X es claro que h(T ;K) ≤ h(T ;X), y si

tomamos supremos en los compactos K, obtenemos hd(T ) = hd(T ;X). Pero vi-

mos como consecuencia del Teorema 2.5 que si el espacio es compacto, la entroṕıa

no depende de la métrica. �

Cuando X es compacto, es posible usar el Corolario 2.7 para simplificar la

definición de h(T ). En efecto, tome una métrica d que define la topoloǵıa de X,
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luego

h(T ) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
log rn(ε,X) = lim

ε→0
lim sup
n→∞

1

n
log sn(ε,X).

La fórmula podemos interpretarla del siguiente modo. Suponga que queremos

contar el número de órbitas de longitud n, del tipo {x, Tx, . . . , T n−1x}, pero que

solo pueden ser vistas con un error ε. Entonces, rn(ε,X) y sn(ε,X) pueden ser

vistas como el número de órbitas de longitud n con un error ε. De modo que

cuando ε→ 0, h(T ) mide la razón, respecto de n, del crecimiento del número de

órbitas de longitud n con “resolución” ε.

Vamos a demostrar que la primera definición de entroṕıa topológica con

cubrimientos abiertos, dada en la Definición 2.2, y a la cual, por el momento

llamaremos h∗(T ) (h∗(T, α) para la entroṕıa de un cubrimiento) es equivalente

a la definición dada con conjuntos separados y generadores. Esto se hará en el

Teorema 2.12 aunque antes necesitaremos algunos resultados.

En (X, d) definimos el diámetro de un cubrimiento abierto como diam(α) =

supA∈α diam(A). Recordemos que el número de Lebesgue de un partición tiene

la propiedad de que cualquier conjunto con diámetro menor está contenido en un

conjunto del cubrimiento. Aśı, si α y γ son cubrimientos abiertos de X y diam(α)

es menor que el número de Lebesgue para γ entonces α es un refinamiento de γ,

γ < α.

Teorema 2.8. Sea (X, d) espacio métrico compacto. Si {αn}∞1 es una sucesión de

cubrimientos abiertos de X con diam(αn)→ 0 entonces, si h∗(T ) <∞, se tiene

que limn→∞ h
∗(T, αn) existe y es igual a h∗(T ), en el caso h∗(T ) =∞ también se
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tiene limn→∞ h
∗(T, αn) =∞.

Demostración. Suponga que h∗(T ) < ∞. De la definición de supremo, para

ε > 0 elegimos un cubrimiento abierto γ con h∗(T, γ) > h∗(T )−ε. Sea δ el número

de Lebesgue para γ. Elegimos N de modo que n ≥ N implica que diam(αn) < δ.

Entonces, γ < αn y aśı h∗(t, γ) ≤ h∗(T, αn) cuando n ≥ N . Sigue que n ≥ N

implica h∗(T ) ≥ h∗(T, αn) > h∗(T )− ε de donde limn→∞ h
∗(T, αn) = h∗.

Cuando h∗(T ) = ∞ tomamos a > 0 y elegimos un cubrimiento γ con

h∗(T, γ) > a. A partir de aqúı podemos seguir análogamente al caso anterior

para obtener h∗(T, αn) =∞. �

Corolario 2.9. Se tiene h∗(T ) = lim
δ→0
{suph∗(T, α) | diam(α) < δ}.

Teorema 2.10. Sea T : X → X una aplicación continua de un espacio métrico

compacto (X, d).

(i) Si α es un cubrimiento abierto de X con número de Lebesgue δ entonces

N

(
n−1∨
i=0

T−iα

)
≤ rn(δ/2, X) ≤ sn(δ/2, X).

(ii) Si ε > 0 y γ es un cubrimiento abierto con diam(γ) ≤ ε entonces

rn(ε,X) ≤ sn(ε,X) ≤ N

(
n−1∨
i=0

T−iγ

)
.

Demostración. Se demostró previamente, en Lema 2.3, que rn(ε,X) ≤ sn(ε,X),

para todo ε > 0.
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(i) Sea F un conjunto (n, δ/2) generador de X con cardinalidad rn(δ/2, T ).

Entonces

X =
⋃
x∈F

n−1⋂
i=0

T−1B̄(T i(x); δ/2)

y como para i se tiene que B̄(T i(x); δ/2) está en un elemento de α, tenemos

N
(∨n−1

i=0 T
−iα
)
≤ rn(δ/2, X).

(ii) Sea E un conjunto (n, ε) separado de cardinalidad sn(ε,X). Ningún ele-

mento del cubrimiento
∨n−1
i=0 T

−iγ puede contener dos elementos de E de modo

que sn(ε,X) ≤ N(
∨n−1
i=0 T

−iγ). �

Corolario 2.11. Sea T : X → X una aplicación continua de un espacio métrico

compacto (X, d). Sea ε > 0 y αε un cubrimiento de X por bolas abiertas de radio

2ε y γε cualquier cubrimiento de X por bolas abiertas de radio ε/2. Entonces

N

(
n−1∨
i=0

T−iαε

)
≤ rn(ε,X) ≤ sn(ε,X) ≤ N

(
n−1∨
i=0

T−iγε

)
.

A continuación, el teorema anunciado.

Teorema 2.12. Si T : X → X es una aplicación continua de un espacio métrico

compacto (X, d) entonces h(T ) = h∗(T ) i.e. las dos definiciones de entroṕıa

topológica coinciden.

Demostración. Si ε > 0 y αε, γε son como en el corolario anterior, entonces

h∗(T, αε) ≤ r(ε,X, T ) ≤ s(ε,X, T ) ≤ h∗(T, γε). Si tomamos ε = 1/n y haciendo

n → ∞, tenemos, por el Teorema 2.8, que los dos términos extremos convergen

a h∗(T ) y los términos del medio convergen a h(T ). �
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Teorema 2.13. Si T : X → X es una aplicación continua de un espacio métrico

(X, d) entonces

h(T ) = lim
ε→0

lim inf
n→∞

1

n
log rn(ε,X) ≤ lim

ε→0
lim inf
n→∞

1

n
log sn(ε,X).

Demostración. Por el Coroloraio 2.11,

h∗(T, αε) ≤ lim inf
n→∞

1

n
log rn(ε,X) ≤ lim inf

n→∞

1

n
log sn(ε,X) ≤ h∗(T, γε)

y tomando ε = 1/k y haciendo k →∞ podemos usar el Teorema 2.8 para concluir

la demostración. �

Teorema 2.14.

(i) Si (X, d) es un espacio métrico compacto, T ∈ UC(X, d) y m > 0 entonces

hd(T
m) = m · hd(T ).

(ii) Dados dos espacios métricos compactos (X1, d1) y (X2, d2)., Ti ∈

UC(Xi, .di). Defina una métrica en X1 × X2 del siguiente modo

d((x1, x2), (y1, y2)) = max{d1(x1, y1), d2(x2, y2))}. Entonces, T1 × T2 ∈

UC(X1 ×X2, d) y hd(T1 × T2) ≤ hd1(T1) + hd2(T2).

Demostración. (i) Es claro que rn(ε,K, Tm) ≤ rnm(ε,K, T ). De ah́ı

1

n
log rn(ε,K, Tm) ≤ m

nm
log rnm(ε,K, T )

y en consecuencia hd(T
m) ≤ m · hd(T ).
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Veamos ahora la otra desigualdad. Como T es uniformemente continuo, para

todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

d(x, y) < δ implica max
0≤j≤m−1

d(T jx, T ix) < ε.

Aśı, un conjunto (n, δ)-generador para K con respecto a Tm también es un

(nm, ε)-generador para K con respecto a T . En consecuencia rn(δ,K, Tm) ≥

rnm(ε,K, T ), luego m · r(ε,K, T ) ≤ r(δ,K, Tm). Lo que da

m · hd(T ;K) ≤ hd(T
m, K).

(ii) Dados los compactos Ki ⊂ Xi para i = 1, 2. Si Fi es un conjunto (n, ε)-

generador para Ki respecto de Ti entonces F1×F2 es un conjunto (n, ε)-generador

para K1 ×K2 con respecto a T1 × T2.

De modo que

rn(ε,K1 ×K2, T1 × T2) ≤ rn(ε,K1, T1) + rn(ε,K2, T2)

lo que implica

r(ε,K1 ×K2, T1 × T2) ≤ r(ε,K1, T1) + r(ε,K2, T2).

Luego

hd(T1 × T2, K1 ×K2) ≤ hd1(T1, K1) + hd2(T2, K2).

Sea πi : X×X2 → Xi, i = 1, 2 las proyecciones. Si K ⊂ X1×X2 es compacto,

entonces, Ki = π1(K) y K2 = π2(K) también y K ⊂ K1 ×K2. En consecuencia

hd(T1 × T2, K) ≤ h2(T1 × T2, K1 ×K2).
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Luego

hd(T1 × T2) = sup
K⊂X1×X2

compacto

hd(T1 × T2, K)

= sup

K1⊂X1

K2⊂X2
compactos

hd(T1 × T2, K)

≤ sup
K1⊂X1
compacto

hd1(T1, K1) + sup
K2⊂X2
compacto

hd2(T2, K2)

= hd1(T1) + hd2(T2).

Hagamos el caso en que X1 es compacto (similar para X2). Como cualquier

conjunto compacto de X1 × X2 es un subconjunto compacto de X1 × K2 para

algún compacto K2 de X2, tenemos hd(T1 × T2) = sup{hd(T1 × T2, X1) ×

K2 | K2 es un subconjunto compacto de X2}.

Sea K2 un subconjunto compacto de X2. Tome δ > 0. Si E es un conjunto

(n, δ) separado de X1 y E2 es un conjunto (n, δ) separado de K2, entonces E1×E2

es un conjunto (n, δ) separado de X1 ×K2. Tenemos entonces

sn(δ,X1 ×K2, T1 × T2) ≥ sn(δ,X1, T1) · sn(δ,K2, T2)

luego

s(δ,X1 ×K2, T1 × T2) ≥ lim sup
n→∞

1

n
[log sn(δ,X1, T1) + log sn(δ,K2, T2)]

≥ lim inf
n→∞

1

n
log sn(δ,X1, T1) + lim sup

n→∞
log sn(δ,K2, T2).

Haciendo δ → 0 tenemos por el Teorema 2.13

hd(T1 × T2, X1 ×K2) ≥ hd1(T1) + hd2(T2).
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�

Como última observación tenemos que en el caso en que T es un homeomor-

fismo, es posible que hd(T ) y hd(T
−1) sean diferentes. Por ejemplo T : R → R

dado por Tx = mx con m 6= 1. En un caso se puede ver que la entroṕıa es mayor

que cero mientras que la inversa tiene entroṕıa cero.
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Caṕıtulo 3

El caso multivaluado

En este caṕıtulo desarrollamos el objetivo principal del trabajo, definir en-

troṕıa para aplicaciones multivaluadas. Seguiremos pasos análogos a lo hecho

en el caṕıtulo anterior. Más espećıficamente, lo haremos análogamente a la con-

strucción de Bowen y Dinaburg, [5] [11].

Primero definamos la métrica que usaremos en el conjunto de partes de X.

Sea X un espacio métrico. Dados A,B ⊂ X definimos la distancia entre dos

subconjuntos de X.

d(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Denote por 2X al conjunto potencia formado por todos los subconjuntos de

X.

Llamaremos aplicación multivaluada en X a una aplicación f : X →

2X . Diremos que f es monovaluada si card(f(x)) = 1 para todo x ∈ X,
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donde card denota la cardinalidad (o número de elementos) del conjunto. Hay

una correspondencia natural entre aplicaciones monovaluadas f : X → 2X y

aplicaciones f : X → X.

De aqúı en adelante estaremos suponiendo el caso en que cada aplicación

multivaluada f es estricta, i.e., f(x) 6= ∅ para cada x ∈ X.

Considere f una aplicación multivaluada de X. Para todo n ∈ N+ definimos

la aplicación dn : X ×X → R+ como

dn(x, y) = inf

{
max

0≤i≤n−1
d(xi, yi) :

(xi)
n
i=0, (yi)

n
i=0 sucesiones con

x0 = x, y0 = y,

xi+1 ∈ f(xi), yi+1 ∈ f(yi)

para todo i con 0 ≤ i ≤ n− 1

}
. (3.0)

La notación dfn indica dependencia en f . Estas aplicaciones son métricas en el

caso monovaluado. En general son solo semimétricas [3], [13] (vea el Ejemplo

5.5).

Defina las ε-bolas centradas en x ∈ X con respecto a dn,

Bn[x, ε] = {y ∈ X : dn(x, y) ≤ ε}.

Nuevamente, cuando usemos la notación Bf
n[x, ε] se está indicando dependencia

de f .

Dado ε > 0 y F ⊂ X decimos que F es (n, ε)-separado para f si

Bn[x, ε] ∩ F = {x}, para todo x ∈ F.

Defina s(n, ε) = sup{card(F ) : F es (n, ε)-separado}. Escribimos s(n, ε, f)

28



cuando es necesario enfatizar f . Es posible que s(n, ε) =∞. Defina

hse(f, ε) = lim sup
n→∞

log s(n, ε)

n
.

Como cualquier conjunto (n, ε)-separado es (n, ε′)-separado para todo ε′ con 0 <

ε′ ≤ ε, obtenemos s(n, ε) ≤ s(n, ε′) de modo que hse(f, ε) ≤ hse(f, ε
′) para 0 <

ε′ ≤ ε. Luego, el ĺımite

lim
ε→0

hse(f, ε) = sup
ε>0

hse(f, ε)

existe y se da la siguiente definición.

Definición 3.1. La entroṕıa topológica separada de f se define como

hse(f) = lim
ε→0

hse(f, ε).

De forma similar al caso monovaluado ([5], [11]) podemos considerar también

la entroṕıa topológica para aplicaciones multivaluadas v́ıa conjuntos generadores.

Dado n ∈ N+, ε > 0 y E ⊂ X decimos que E es (n, ε)-generador para f si

X =
⋃
x∈E

Bn[x, ε].

Definimos r(n, ε) = min{card(E) : E es (n, ε)-generador} y escribimos r(n, ε, f)

cuando sea necesario enfatizar f . Es posible tener r(n, ε) =∞.

Definimos

hsp(f, ε) = lim sup
n→∞

log r(n, ε)

n
.

Como cualquier conjunto (n, ε′)-generador es (n, ε)-generador para 0 < ε′ ≤ ε,

obtenemos r(n, ε) ≤ r(n, ε′) de modo que hsp(f, ε) ≤ hsp(f, ε
′) para 0 < ε′ ≤ ε.
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Sigue que el ĺımite

lim
ε→0

hsp(f, ε) = sup
ε>0

hsp(f, ε)

existe y se da la siguiente definición.

Definición 3.2. La entroṕıa topológica por conjuntos generadores de f

se define como

hsp(f) = lim
ε→0

hsp(f, ε).

Como se puede ver, estas definiciones imitan definiciones similares para apli-

caciones monovaluadas hechas en la sección anterior. En particular, ambas se

reducen a la entroṕıa topológica clásica en el caso monovaluado. Entonces es-

cribimos h(f) = hse(f) = hsp(f) para aplicaciones f monovaluadas.

Note que, a diferencia de [5], [11], no suponemos ninguna hipótesis de con-

tinuidad para las aplicaciones involucradas. En el caso monovaluado, Ciklová [8]

obtuvo propiedades para la entroṕıa topológica sin tales hipótesis, incluyendo

la igualdad entre las entroṕıas por conjuntos separados y generadores, vea

Proposición 3.4 de p. 624 en [8].
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Caṕıtulo 4

Propiedades

En esta sección probamos los resultados principales de este trabajo que tratan

sobre las propiedades de las entroṕıas por conjuntos separados y generadores.

Sea f una aplicación multivaluada en un espacio métrico X. Dado A ⊂ X

definimos

f(A) =
⋃
x∈A

f(x).

Decimos que A es invariante si f(A) ⊂ A. Para tales conjuntos hay una apli-

cación f |A multivaluada inducida definida por f |A(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Nuestra primera propiedad es sobre la entroṕıa separada de los conjuntos invari-

antes.

Teorema 4.1. Sea f una aplicación multivaluada en un espacio métrico X. Si

X =
⋃m
i=1Ai donde cada Ai es un conjunto invariante de f , entonces hse(f) =

max1≤i≤m hse(f |Ai
).
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Demostración. Afirmamos que hse(f |A) ≤ hse(f) para cualquier conjunto in-

variante A ⊂ X. En efecto, para cualquier F ⊂ A, n ∈ N+, ε > 0 y x ∈ F se

tiene B
f |A
n [x, ε]∩F = Bf

n[x, ε]∩F . Sigue que cada conjunto (n, ε)-separado F de

f |A es (n, ε)-separado para f . En consecuencia, s(n, ε, f |A) ≤ s(n, ε, f) de donde

la afirmación sigue.

Por la afirmación tenemos hse(f) ≥ max0≤i≤m hse(f |Ai
). La desigualdad in-

versa sigue como en el Teorema 7.5 p. 172 de [31]. �

Nuestra segunda propiedad es sobre el orden natural de inclusión en el con-

junto de las aplicaciones multivaludas definida por f ≤ g si f(x) ⊂ g(x) para

todo x ∈ X.

Teorema 4.2. Las entroṕıa separada y generada invierten el orden de inclusión

en el conjunto de las aplicaciones multivaluadas.

Demostración. Sean f, g dos aplicaciones multivaluadas de un espacio métrico

X con f ≤ g. Sea F un conjunto (n, ε)-separado de g. Afirmamos que F también

es (n, ε)-separado para f . En efecto, tome x, y ∈ F distintas y sucesiones (xi)
n
i=1,

(yi)
n
i=0 que satisfacen x0 = x, y0 = y, xi+1 ∈ f(xi) y yi+1 ∈ f(yi) para cada i con

0 ≤ i ≤ n − 1. Como f ≤ g, obtenemos xi+1 ∈ g(xi) y yi+1 ∈ g(yi) para todo i

con 0 ≤ i ≤ n− 1. Como F es (n, ε)-separado para g, concluimos que existe un i

con 0 ≤ i ≤ n− 1 tal que d(xi, yi) > ε. Luego, F es (n, ε)-separado para f como

se afirmó. De aqúı obtenemos s(n, ε, g) ≤ s(n, ε, f) para cada (n, ε) ∈ N+×]0,∞[,
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aśı

lim sup
n→∞

log s(n, ε, g)

n
≤ lim sup

n→∞

log s(n, ε, f)

n
, ∀ε > 0.

Tomando ĺımites cuando ε→ 0 obtenemos hse(g) ≤ hse(f). La prueba de que la

entroṕıa generadora invierte el orden en las aplicaciones multivaluadas es similar.

�

Recuerde que una selección de una aplicación multivaluada f : X → 2X es

cualquier aplicación s : X → X que satisface s(x) ∈ f(x) para todo x ∈ X. Las

selecciones siempre existen por el axioma de elección. Una consecuencia directa

del Teorema 4.2 es el siguiente.

Corolario 4.3. Si f es una aplicación multivaluada en un espacio métrico, en-

tonces hse(f) ≤ h(s) para cada selección s de f .

Cada aplicación monovaluada en un espacio métrico satisface r(n, ε) ≤

s(n, ε) ≤ r(n, ε
2
). Es natural esperar las mismas desigualdades en el caso multi-

valuado. Sin embargo, solo obtenemos la primera de estas desigualdades como

se reporta abajo. La prueba de la segunda en el caso monovaluado depende del

hecho de que las aplicaciones dn en (3) son métricas, un hecho que es falso en

general a la luz del Ejemplo 5.5 más adelante.

Lema 4.4. Si f es una aplicación multivaluada en un espacio métrico, entonces

r(n, ε) ≤ s(n, ε) para cada n ∈ N+ y ε > 0.

Demostración. Si s(n, ε) = ∞ no hay nada que probar. Entonces, podemos

suponer que s(n, ε) < ∞. Por lo tanto, hay un conjunto (n, ε)-separado E tal
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que card(E) = s(n, ε). En particular card(E) < ∞. Si probamos que E es

(n, ε)-generador, entonces r(n, ε) ≤ card(E) = s(n, ε) y lo tenemos listo. De otro

modo, podemos hacer

y ∈ K \

(⋃
x∈E

Bn[x, ε]

)
. (4.0)

En particular, y /∈ E y aśı card(E ∪ {y}) > card(E) pues card(E) < ∞. Si

x ∈ E, (4) implica que Bn[x, ε] ∩ (E ∪ {y}) = Bn[x, ε] ∩ E = {x}. Más aun, si

hubiera x ∈ Bn[y, ε] ∩ E entonces y ∈ Bn[x, ε] para algún x ∈ E en oposición

a (4). Por lo tanto, Bn[y, ε] ∩ E = ∅ lo que prueba Bn[y, ε] ∩ (E ∪ {y}) = {y}.

Aśı, E ∪ {y} es (n, ε)-separado. Por (4) tenemos y ∈ K aśı E ∪ {y} ⊂ K en

contradicción a card(E) = s(n, ε). Lo que prueba el resultado. �

Nuestra tercera propiedad compara las entroṕıas separada y generada.

Teorema 4.5. La entroṕıa generada es menor o igual a la entroṕıa separada.

Demostración. La prueba es una consecuencia directa del Lema 4.4. �

La propiedad siguiente da una condición suficiente para que las entroṕıas

separada y generada de un sistema dinámico multivaluado sean iguales.

Teorema 4.6. Las entroṕıas separada y generada coinciden cuando las aplica-

ciones dn en (3) son métricas para todo n grande.

Demostración. La prueba es similar al caso monovaluado [31]. En efecto, por

el Teorema 4.5 es suficiente mostrar que hse(f) ≤ hsp(f) y, para esto, solo nece-

sitamos probar que s(n, ε) ≤ r(n, ε
2
) para cualquier n grande y cualquier ε > 0.

Lo que se hace del siguiente modo.
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Tome N ∈ N+ tal que dn en (3) es una métrica para n ≥ N . Sea F un

conjunto (n, ε)-separado y E un conjunto (n, ε
2
)-generador para n ≥ N y ε > 0.

Entonces, existe una aplicación φ : F → E que satisface x ∈ Bn[φ(x), ε
2
] para

x ∈ F . Esta aplicación es inyectiva. En efecto, si φ(x) = φ(x′) para x, x′ ∈ F ,

entonces dn(x, x′) ≤ dn(x, φ(x)) + dn(φ(x′), x′) ≤ ε porque n ≥ N y aśı dn es

una métrica. Esto implica que x′ ∈ Bn[x, ε] ∩ F de modo que x = x′. Sigue que

card(F ) ≤ card(E) lo que prueba s(n, ε) ≤ r(n, ε
2
). �

Observamos que las hipótesis del resultado anterior no son válidas en general

(e.g. Ejemplo 5.5).

A continuación discutimos la invariancia de las entroṕıas bajo conjugación

topológica. Observe que, para cualquier par de conjuntos X y Y , cada aplicación

H : X → Y induce una aplicación H : 2X → 2Y dada por H(A) = {H(a) : a ∈ A}

para A ⊂ X. Acerca de esta aplicación tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.7. Sean f y g aplicaciones multivaluadas de espacios métricos

X y Y respectivamente. Si existe una aplicación sobreyectiva uniformemente

continua H : X → Y que satisface H ◦ f ≤ g ◦H, entonces h∗(f) ≥ h∗(g) para

∗ = se, sp.

Demostración. Primero probamos que hse(f) ≥ hse(g). Afirmamos que para

cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada n ∈ N+ y cada conjunto (n, ε)-separado

F de g existe un conjunto (n, δ)-separado F ′ de f tal que card(F ) = card(F ′).

Como H es uniformemente continuo, para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que
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cuando a, b ∈ X se tiene que

d(H(a), H(b)) > ε implica d(a, b) > δ.

Sea F un conjunto (n, ε)-separado de g. ComoH es sobreyectiva, podemos escoger

una aplicación inyectiva φ : F → X tal que H ◦ φ = Id donde Id es la identidad.

Probemos que F ′ = φ(F ) es (n, ε)-separado para f .

Tome x, y ∈ F ′ distintos y sucesiones (xi)
n
i=0, (yi)

n
i=0 tales que x0 = x, y0 = y,

xi+1 ∈ f(xi) y yi+1 ∈ f(yi) para todo i tal que 0 ≤ i ≤ n− 1.

Como x 6= y, tenemos H(x) 6= H(y). De hecho, x = φ(a) y y = φ(b) para

a, b ∈ F . Como x 6= y tenemos a 6= b aśı H(x) = H(φ(a)) = a 6= b = H(φ(b)) =

H(y).

Ahora, las sucesiones (H(xi))
n
i=0 y (H(yi))

n
i=0 satisfacen H(x0) = H(x),

H(y0) = H(y), H(xi+1) ∈ H(f(xi)) ⊂ g(H(xi)) y H(yi+1) ∈ H(f(yi)) ⊂ g(H(yi))

para todo i con 0 ≤ i ≤ n − 1. Como H(x), H(y) ∈ F y F es (n, ε)-separado

para g, existe un i0 con 0 ≤ i0 ≤ n− 1 tal que d(H(xi0), H(yi0)) > ε. Entonces,

d(xi0 , yi0) > δ y la afirmación está demostrada pues card(F ′) = car(φ(F )) =

card(F ).

De la afirmación sigue que para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que s(n, ε, g) ≤

s(n, δ, f) de modo que

lim sup
n→∞

log s(n, ε, g)

n
≤ lim sup

n→∞

log s(n, δ, f)

n
≤ hse(f).

Haciendo ε→∞ obtenemos hse(g) ≤ hse(f).

A continuación probamos hsp(f) ≥ hsp(g). Afirmamos que para cada ε > 0
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existe δ > 0 tal que para cada n ∈ N+ y cada conjunto (n, δ)-generador E ′de f

existe un conjunto (n, ε)-generador E de g tal que card(E) ≤ card(E ′).

Fije ε > 0 y tome δ > 0 tal que

d(a, b) ≤ δ =⇒ d(H(a), H(b)) ≤ ε.

Ahora fije n ∈ N+ y un conjunto (n, δ)-generador E ′ de f , i.e.,

X =
⋃
x∈E′

Bn[x, δ].

Como H es sobreyectivo tenemos

Y =
⋃
x∈E′

H(Bn[x, δ]).

Afirmamos que H(Bn[x, δ]) ⊂ Bn[H(x), ε]. Tome y ∈ Bn[x, δ]. Sigue que

existen sucesiones (xi)
n
i=0 y (yi)

n
i=0 que satisfacen x0 = x, y0 = y, xi+1 ∈ f(xi),

yi+1 ∈ f(yi) y d(xi, yi) ≤ δ para todo i con 0 ≤ i ≤ n− 1. Luego, las sucesiones

(H(xi))
n
i=0 y (H(yi))

n
i=0 satisfacen H(x0) = H(x), H(y0) = H(y), H(xi+1) ∈

H(f(xi)) ⊂ g(H(xi)) y H(yi+1) ∈ H(f(xi)) ⊂ g(H(yi)) para todo i con 0 ≤

i ≤ n − 1. Más aun, también tenemos d(H(xi), H(yi)) ≤ ε para todo i con

0 ≤ i ≤ n−1 por la elección de δ. En consecuencia H(y) ∈ Bn[H(x), ε] probando

nuestra afirmación.

Sigue de la afirmación que

Y =
⋃
x∈E′

Bn[H(x), ε].

Luego, E = H(E ′) es (n, ε)-generador para g. Claramente card(E) ≤ card(E ′) y

la afirmación sigue.
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La afirmación implica que para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que r(n, δ, f) ≥

r(n, ε, g) para cada n ∈ N+. En efecto, fije ε > 0 y tome δ como en la afirmación.

Suponemos que r(n, δ, f) <∞. Pues el otro caso es directo. Entonces, existe un

conjunto (n, δ)-generador de f tal que card(E ′) = r(n, δ, f). Por la afirmación

podemos escoger un conjunto (n, ε)-generador E de g tal que card(E ′) ≥ card(E).

Entonces, r(n, δ, f) = card(E ′) ≥ card(E) ≥ r(n, ε, g). De aqúı obtenemos que

para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

hsp(f) ≥ lim sup
n→∞

log r(n, δ, f)

n
≥ lim sup

n→∞

log r(n, ε, g)

n
.

Como ε es arbitrario, obtenemos hsp(f) ≥ hsp(g). �

Decimos que las aplicaciones multivaluadas f y g de los espacios métricos

respectivos X y Y son topológicamente conjugadas si existe un homeomor-

fismo uniforme H : X → Y tal que g ◦ H = H ◦ f . Correspondientemente,

dos métricas d y d′ de X son dichas uniformemente equivalentes si ambas

Id : (X, d) → (Xd′) e Id : (X, d′) → (X, d) son uniformemente continuas, donde

Id(x) = x es la identidad.

Nuestra siguiente propiedad es la invariancia de las entroṕıas separada y gen-

erada bajo la conjugación o métricas equivalentes.

Teorema 4.8. Las entroṕıas separada y generada son invariantes bajo conju-

gación topológica. Más aun, ambas entroṕıas son independientes de métricas

uniformemente equivalentes.

Demostración. La primera parte es una consecuencias directa de la Proposición
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4.7 mientras que la segunda sigue de la primera. �

Observación 4.0.1. El Teorema 4.8 implica que la entroṕıa topológica también

es un invariante para cualquier aplicación monovaluada, continua o no. Esto

extiende el resultado monovaluado obtenido en la Proposicion 3.7 de p. 625 en

Ciklová [8].

Definimos la composición g ◦ f de aplicaciones multivaluadas f, g de X por

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) para todo x ∈ X.

Definimos f 0 por f 0(x) = {x} para todo x ∈ X. Inductivamente definimos

fk = f ◦ fk−1 para k ≥ 1.

Lema 4.9. Para cada aplicación multivaluada f de un espacio métrico se tiene

df
k

n ≤ dfkn para todo n, k ∈ N+.

Demostración. Podemos suponer que k ∈ N+. Fije n ∈ N+ y x, y ∈ X. Dado

γ > 0 existen sucesiones (xi)
kn
i=0 y (yi)

kn
i=0 tales que x0 = x, y0 = y, xi+1 ∈ f(xi),

yi+1 ∈ f(yi) y d(xi, yi) ≤ dfkn(x, y) + γ para todo i con 0 ≤ i ≤ kn − 1. Defina

x̂i = xki y ŷi = yki para todo i con 0 ≤ i ≤ n. Entonces, las sucesiones resultantes

(x̂i)
n
i=0 y (ŷi)

n
i=0 satisfacen x̂0 = x, ŷ0 = y, x̂i+1 ∈ fk(x̂i), ŷi+1 ∈ fk(ŷi) y d(x̂i, ŷi) ≤

dfkn(x, y) + γ para todo i con 0 ≤ i ≤ n − 1. Entonces, df
k

n (x, y) ≤ dfn(x, y) + γ.

Como γ es arbitrario obtenemos el resultado. �

El Lema 4.9 implica el siguiente corolario.
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Corolario 4.10. Para cualquier aplicación multivaluada f de un espacio X se

tiene

Bf
kn[x, ε] ⊂ Bfk

n [x, ε], ∀x ∈ X,n ∈ N+, ε > 0.

Decimos que una aplicación multivaluada f de un espacio métrico X es uni-

formemente continua si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que d(f(x), f(y)) < ε

siempre que x, y ∈ X satisfacen d(x, y) < δ. Esta definición se reduce a la

continuidad uniforme usual en el caso monovaluado.

El siguiente lema es un tipo de rećıproca del corolario anterior en el caso

uniformemente continuo.

Lema 4.11. Sea f una aplicación multivaluada uniformemente continua en un

espacio métrico. Entonces, para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

Bfk

n [x, δ] ⊂ Bf
kn[x, ε] ∀x ∈ X,n ∈ N+, k ∈ N.

Demostración. Fije ε > 0. Como f es uniformemente continuo, existen 0 <

δk < δk−1 < · · · < δ1 < δ0 = ε tal que para cada r que satisface 0 ≤ r ≤ k y cada

a, b ∈ X se tiene

d(a, b) ≤ δr =⇒ d(f(b), f(a)) < δr−1. (4.0)

Probemos que δ = δk satisface la conclusión del lema.

Fije x ∈ X,n ∈ N+ y k ∈ N. Podemos suponer que k ∈ N+.

Tome y ∈ Bfk

n [x, δ], i.e., existen sucesiones (xi)
n
i=0 y (yi)

n
i=0 tal que x0 = 0,

y0 = y, xi+1 ∈ fk(xi), yi+1 ∈ fk(yi) y d(xi, yi) ≤ δ para todo i con 0 ≤ i ≤ n− 1.
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Dado i con 0 ≤ i ≤ n − 1 construimos las sucesiones (xij)
k−1
j=0 y (yij)

k−1
j=0 del

siguiente modo:

Defina xi0 = xi y yi0 = yi. Entonces, d(xi0, y
i
0) = d(xi, yi) ≤ δ = δk. Aplicando

(4) existen xi1 ∈ f(xi0) y yi1 ∈ f(yi0) tales que d(xi1, y
i
1) < δk−1. Nuevamente por

(4) existen xi2 ∈ f(xi1) y yi2 ∈ f(yi1) tales que d(xi2, y
i
2) < δk−2. Repitiendo el

proceso obtenemos xij y yij para 1 ≤ j ≤ k − 1 tal que xij+1 ∈ f(xij), y
i
j+1 ∈ f(yij)

para todo j con 0 ≤ j ≤ k − 2 y d(xij, y
i
j) ≤ δk−j para todo i con 0 ≤ j ≤ k − 1.

Esto completa la construcción.

A continuación definimos las sucesiones (x̂l)
kn
l=0 y (ŷl)

kn
l=0 por

x̂ik+j = xij y ŷik+j = yij para todo i, j con 0 ≤ i ≤ n− 1 y 0 ≤ j ≤ k − 1 (resp.).

Sigue de estas elecciones que x̂0 = x, ŷ0 = y, x̂l+1 ∈ f(x̂l), ŷl+1 ∈ f(ŷl) y

d(x̂l, ŷj) ≤ ε para todo l con 0 ≤ l ≤ kn − 1. Entonces, y ∈ Bf
kn[x, ε] y el lema

sigue. �

Nuestra próxima propiedad es una desigualdad de potencias para aplicaciones

multivaluadas que corresponde a la fórmula de potencias h(fk) = k · h(f) en el

caso de una aplicación monovaluada f .

Teorema 4.12. Cada aplicación multivaluada uniformemente continua f de un

espacio métrico satisface

h∗(f) ≤ h∗(f
k) ≤ k · h∗(f) ∀k ∈ N+ where ∗ = sp, se.

Demostración. Primero probaremos el resultado para ∗ = se. Fije k ∈ N+.
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Sean n ∈ N+, ε > 0 y F un conjunto (n, ε)-separado para fk. Por el Corolario

4.10 obtenemos

F ∩Bf
kn[x, ε] ⊂ F ∩Bfk

n [x, ε] = {x} para todo x ∈ F,

en consecuencia F es (kn, ε)-separado para f . Esto implica s(n, ε, fk) ≤

s(kn, ε, f) y aśı hse(f
k) ≤ k · hse(f).

Para probar hse(f) ≤ hse(f
k), sea ε > 0 y tome δ del Lema 4.11. Tome n ∈ N

y sea F un conjunto (kn, ε)-separado de f . Entonces, el Lema 4.11 implica

F ∩Bfk

n [x, δ] ⊂ F ∩Bf
kn[x, ε] = {x} ∀x ∈ F,

de modo que F es (n, δ)-separado para fk. Esto implica s(kn, ε, f) ≤ s(n, δ, fk).

Siendo s(n, ε, f) creciente en n, obtenemos s(n, ε, f) ≤ s(n, δ, fk). Luego,

hse(f) ≤ hse(f
k).

En seguida probaremos el resultado para ∗ = sp. Fije k ∈ N+.

Sea n ∈ N+, ε > 0 y E un conjunto (kn, ε)-generador para f . Por el Corolario

4.10 obtenemos

X =
⋃
x∈E

Bf
kn[x, ε] ⊂

⋃
x∈E

Bfk

n [x, ε]

y aśı E es (n, ε)-generador para fk. Esto implica r(n, ε, fk) ≤ r(kn, ε, f) de modo

que hsp(f
k) ≤ k · hsp(f).

Para probar que hsp(f) ≤ hsp(f
k), sea ε > 0 y tome δ del Lema 4.11. Tome

n ∈ N y sea E un conjunto (n, δ)-generador para fk. Entonces, el Lema 4.11

implica

X =
⋃
x∈E

Bfk

n [x, δ] ⊂
⋃
x∈E

Bf
kn[x, ε]
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y aśı E es (kn, ε)-generador para f . Esto implica r(kn, ε, f) ≤ r(n, δ, fk). Pero

nuevamente r(n, ε, f) es creciente en n, de modo que hsp(f) ≤ hsp(f
k). �

Ahora probaremos el siguiente lema.

Lema 4.13. Sea f una aplicación multivaluada uniformemente continua de un

espacio métrico X. Entonces, para cada n ∈ N+ y ε > 0 existe δ > 0 tal que

dn(x, y) < ε siempre que x, y ∈ X satisfacen d(x, y) < δ.

Demostración. Fije ε > 0. Por la continuidad uniforme existen 0 < δn < · · · <

δ1 < δ0 = ε tales que d(f(w), f(z)) < δi−1 cuando d(z, w) < δi y 1 ≤ i ≤ n.

Ahora tome δ = δn y concluimos. �

De este lema obtenemos la siguiente propiedad.

Lema 4.14. Si f es una aplicación multivaluada uniformemente continua en un

espacio métrico compacto X, entonces s(n, ε) <∞ para cada n ∈ N y ε > 0.

Demostración. En caso contrario existen n ∈ N+, ε > 0 y una sucesión Fk de

conjuntos (n, ε)-separados que satisfacen card(Fk) → ∞ cuando k → ∞. Para

estos n y ε fijamos δ > 0 como en el Lema 4.13. Por compacidad existen k grande

y puntos distintos x, y ∈ Fk con d(x, y) < δ. Entonces, el Lema 4.13 implica

y ∈ Bn[x, ε] ∩ Fk lo que contradice que Fk es (n, ε)-separado. �

Decimos que una aplicación multivaluada f de un espacio métrico X es

equicontinua si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo x, y ∈ X

con d(x, y) < δ existen sucesiones (xi)i∈N y (yi)i∈N tales que x0 = x, y0 = y,
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xi+1 ∈ f(xi), yi+1 ∈ f(yi) y d(xi, yi) < ε para cada i ∈ N. Esta definición es

la extensión natural de la definición correspondiente en el caso monovaluado [6].

Otro concepto relacionado pero en el caso multivaluado es la Definición 3.1 en

[19].

La última propiedad que demostraremos en aqúı es la generalización de un

hecho bien conocido en el caso monovaluado.

Teorema 4.15. Ambas entroṕıas, la separada y la generada se anulan para apli-

caciones multivaluadas equicontinuas en espacios métricos compactos.

Demostración. Equicontinuidad es equivalente a la propiedad que para cada

ε > 0 existe δ > 0 tal que B[x, δ] ⊂ Bn[x, ε], para cada x ∈ X y n ∈ N.

Esto implica s(n, ε) ≤ s(1, δ) para todo n ∈ N+. Por otro lado, es obvio que que

s(1, δ) > 0 y además tenemos s(1, δ) <∞ por el Lema 4.14. Entonces, hse(f) = 0

y aśı hsp(f) = 0 por el Teorema 4.5. �
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Caṕıtulo 5

Ejemplos

En esta sección presentaremos algunos ejemplos relacionados. Para esto necesi-

tamos los siguientes hechos.

Lema 5.1. Si f es una aplicación multivaluada en un espacio métrico X, en-

tonces

d2(a, b) = max{d(a, b), d(f(a), f(b))}, para todo a, b ∈ X.

Demostración. Derivamos el resultado a partir de las siguientes afirmaciones:

• Si d(f(a), f(b)) ≤ d(a, b), entonces d2(a, b) = d(a, b).

• Si d(a, b) < d(f(a), f(b)), entonces d2(a, b) = d(f(a), f(b)).

Sigue de la definición de d2 que

d2(a, b) = inf{max(d(a, b), d(a1, b1)) : a1 ∈ f(a), b1 ∈ f(b)}.
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En particular, d2 ≥ d. Probemos la primera afirmación. Si γ > 0, entonces existen

a1 ∈ f(a), b1 ∈ f(b) tales que d(a1, b1) < d(a, b)+γ. Para esta elección particular

se tiene max(d(a, b), d(a1, b1)) < d(a, b) + γ de modo que d2(a, b) < d(a, b) + γ.

Como γ es arbitrario, d2(a, b) ≤ d(a, b) y aśı d2(a, b) = d(a, b).

Para la segunda afirmación, si d(a, b) < d(f(a), f(b)), entonces

max(d(a, b), d(a1, b1)) = d(a1, b1) para todo a1 ∈ f(a), b1 ∈ f(b).

Luego, d2(a, b) = d(f(a), f(b)). �

Usando este lema obtenemos la siguiente proposición.

Proposición 5.2. Sea f una aplicación multivaluada en un espacio métrico X.

Si existen a, b, c ∈ X que satisfacen

d(f(a), f(b)) = d(f(b), f(c)) = 0 y max(d(a, b), d(b, c)) <
1

2
d(f(a), f(c)),

entonces d2 no es una métrica.

Demostración. Sigue inmediatamente del Lema 5.1 que d2(a, b) = d(a, b) y

d2(b, c) = d(b, c). Por otro lado,

d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) <
1

2
d(f(a), f(c)) +

1

2
d(f(a), f(c)) = d(f(a), f(c)).

De aqúı y del Lema 5.1 obtenemos d2(a, c) = d(f(a), f(c)). Luego,

46



d2(a, c) = d(f(a), f(c))

=
1

2
d(f(a), f(c)) +

1

2
d(f(a), f(c))

> d(a, b) + d(b, c)

= d2(a, b) + d2(b, c)

y aśı d2 no satisface la desigualdad triangular. Por consiguiente, d2 no es una

métrica y el resultado sigue. �

Ahora presentaremos algunos ejemplos. El primero es el llamado subdiferen-

cial de la norma euclidiana f(x) = |x| de R (ver p. 215 en [24]).

Ejemplo 5.3. Considere la aplicación multivaluada ∂f de R definida por

∂f(x) =


{1} si x > 0

[−1, 1] si x = 0

{−1} si x < 0

Al poner a = 1
2
, b = 0 y c = −1

2
en la Proposición 5.2 obtenemos que d2 no es

una métrica.

El segundo ejemplo es el siguiente.

Ejemplo 5.4. Es fácil ver que la aplicación multivaluada f de [0, 1] definida por

f(x) =


{2x} si 0 ≤ x < 1

2

[0, 1] si x = 1
2

{2x− 1} si 1
2
< x ≤ 1
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es uniformemente continua. Sin embargo, poniendo a < b = 1
2
< c con d(a, c)

pequeño en la Proposición 5.2 obtenemos d2 no es una métrica en este caso tam-

poco.

El siguiente es un ejemplo en que dn no es una métrica para ningún n.

Ejemplo 5.5. Para cada k ∈ N+ existe una aplicación multivaluada f en la

esfera Sk = {x ∈ Rk+1 : ‖x‖ = 1} de Rk+1 para la cual dn no es una métrica para

ningún n ≥ 2.

Demostración. Seleccione tres puntos diferentes a, b, c ∈ Sk y tres subconjuntos

A,B,C ⊂ Sk que satisfacen los siguientes tres hipótesis:

• d(A,B) = d(B,C) = 0;

• max(d(a, b), d(b, c)) < 1
2
d(A,C);

• {a, b, c} ∩ (A ∪B ∪ C) = 0.

Como a 6= b 6= c 6= a, la aplicación multivaluada f de Sk definida por

f(x) =



A si x = a

B si x = b

C si x = c

{x} si x /∈ {a, b, c}

esta bien definida. Sigue de las dos primeras hipótesis y de la Proposición 5.2

que d2 no es una métrica para este f . Usando la tercera hipótesis obtenemos
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dn = d2 para cada n ≥ 2, y aśı, dn no es una métrica para n ≥ 2. Esto termina

la construcción. �

Ejemplo 5.6. Sea f una aplicación multivaluada en un espacio métrico X que

satisface x ∈ f(x) para todo x ∈ X. Sigue que d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) para todo

x, y ∈ X. Luego, d2 = d es una métrica por el Lema 5.1. Ahora fije δ > 0 y

defina la aplicación multivaluada f en R2 por f(x) = B[x, δ] para todo x ∈ R2.

Luego, f no es monovaluada pero d2 es una métrica. Estas aplicaciones tienen

ambas entroṕıas la separada y la generada iguales a cero (vea el Ejemplo 5.7).

Para finalizar presentamos algunos ejemplos donde las entroṕıas separada y

generada pueden ser calculadas.

Ejemplo 5.7. Sea f una aplicación multivaluada en un espacio métrico X que

satisface x ∈ f(x) para todo x ∈ X. Entonces, hse(f) = hsp(f) = 0. En

efecto, en este caso la identidad Id es una selección continua f de modo que

hse(f) ≤ h(Id) = 0 por el Corolario 4.3. Esto también puede ser probado notando

que todas las aplicaciones multivaluadas con esa propiedad son equicontinuas y

por lo tanto ambas entroṕıas se anulan por el Teorema 4.15. En particular, dado

δ ≥ 0 la aplicación multivaluada f(x) = B[x, δ] para x ∈ X tiene entroṕıa

topológica separada y generada igual a cero.

Para los siguientes tres ejemplos consideraremos el ćırculo unitario

S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.
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Defina g : S1 → S1 por g(z) = z2. Sigue que h(g) = log 2. Además g es una

aplicación expansora, i.e., existe λ > 1 tal que ‖Dg(z)‖ ≥ λ para todo z ∈ S1.

Ejemplo 5.8. Provea al intervalo unitario [0, 1] con la métrica Euclidiana. De-

fina la aplicación multivaluada f de [0, 1] por

f(x) =


{2x}, if 0 ≤ x < 1

2

{0, 1}, if x = 1
2

{2x− 1}, if 1
2
< x ≤ 1.

Sigue que hse(f) = log 2.

Demostración. Sea H : [0, 1] → S1 definida por H(x) = e2πxi. Sigue que H es

una sobreyección continua. Se puede comprobar fácilmente que g ◦ H = H ◦ f

aśı tenemos hse(f) ≥ hse(g) = h(g) = log 2 por la Proposición 4.7. Por otro lado,

la aplicación

s(x) =


2x, if 0 ≤ x ≤ 1

2

2x− 1, if 1
2
< x ≤ 1.

es una selección of f . Sigue que hse(f) ≤ h(s) por el Corolario 4.3. Como

h(s) = log 2, obtenemos hse(f) ≤ log 2 de donde hse(f) = log 2. �

Ejemplo 5.9. Dado δ > 0 definimos la aplicación multivaluada f de S1 por

f(z) = B[g(z), δ] para todo z ∈ S1. Como g es expansora, existe n ∈ N+ de-

pendiendo de δ solamente tal que fn(z) = S1 para todo z ∈ S1. En particular,

z ∈ fn(z) para todo z ∈ S1 y aśı hse(f
n) = 0. Por otro lado, f es claramente

uniformemente continua de modo que hse(f) ≤ hse(f
n) = 0 por el Teorema 4.12.

Por lo tanto, hse(f) = 0. De esto y del Teorema 4.5 obtenemos hsp(f) = 0.
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El siguiente es un ejemplo de una aplicación genuina (i.e. no es monovaluada)

para la cual las entroṕıas separada y generada coinciden y el valor común es

positivo.

Ejemplo 5.10. Sea f una aplicación monovaluada en [0, 1] definida en el Ejemplo

5.8. Por el Teorema 4.5 se tiene hsp(f) ≤ hse(f) = log 2. Por otro lado, hemos

visto que hsp(f) ≥ hsp(g). Y como hsp(g) = hse(g) = log 2 concluimos que

hsp(f) = hse(f) = log 2.

El último ejemplo es el siguiente.

Ejemplo 5.11. La aplicación multivaluada f en [0, 1] definida en el Ejemplo 5.4

tiene ambas entroṕıas la generada y la separada iguales a log 2.

Demostración. Es claro que f es mayor que la aplicación multivaluada en el

Ejemplo 5.8 la cual, a su vez, tiene entroṕıa generada menor o igual a log 2.

Luego, hsp(f) ≤ log 2 por el Teorema 4.5. Por otro lado, tomando intervalos

cerrados adecuados I1, I2 en cada lado de 1
2

obtenemos un conjunto compacto

invariante A =
⋂
n∈N f

−n(I1 ∪ I2) para el cual f |A tiene entroṕıa topológica igual

a log 2. En consecuencia, log 2 ≤ hsp(f) por el Teorema 4.1 y listo. De forma

similar obtenemos hse(f) = log 2. �
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

1. En este trabajo usamos el enfoque de conjuntos separados y generadores

[5], [11] para definir las entroṕıas topológicas separada hse y generada hsp

para aplicaciones multivaluadas.

2. Probamos que dichas entroṕıas satisfacen algunas propiedades que se aseme-

jan a las del caso univaluado. Esto incluye un tipo de propiedad subaditiva

en el Teorema 4.1, similar al caso monovaluado, que invierte el orden natu-

ral de inclusión para aplicaciones multivaluadas, resultado no reportado en

el caso monovaluado.

3. Probamos que la entroṕıa generada es menor que la separada, en general,

y que ambas coinciden cuando las semimétricas inducidas son métricas.

4. Probamos que son invariantes topológicos, resultado similar al caso mono-

valuado, y que satisfacen una desigualdad de potencias cercanamente rela-
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cionada a la fórmula de potencias en el caso monovaluado.

5. Probamos que ambas se anulan para aplicaciones multivaluadas equicontin-

uas, otra vez como en el caso monovaluado.

6. Además se han calculado las entroṕıas en algunos ejemplos genuinamente

multivaluados.

7. En particular, el ejemplo 5.8 se puede ver como asignar entroṕıa a sistemas

no continuos.

8. Los ejemplos implica que existe un modo natural de tratar un sistema dis-

continuo (al menos en dim = 1) como funciones multivaluadas. Eso nos da

una forma de tratar la entroṕıa en sistemas con saltos.
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Caṕıtulo 7

Recomendaciones

1. Se puede analizar los diferentes modos de definir para ver las consecuencias

de estas definiciones en la f́ısica estad́ıstica. Un primer intento de esto es el

trabajo pionero de Tsallis [29].

2. Es posible seguir la investigación para tratar de obtener funciones multival-

udas a partir de funciones discontinuas ahora en dimensión mayor a 1. Esto

añadiŕıa un conjunto mayor de sistemas dinámicos clasificables a través de

su entroṕıa.

3. Para que la relación entre las entroṕıas topológicas, definidas aqúı, y la

f́ısica estad́ıstica, faltaŕıa un resultado semejante al principio variacional.

Esto puede ser una ĺınea de investigación futura también.
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[4] Boltzmann, L., Über die beziehung dem zweiten Haubtsatze der
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Appendix A

Medidas, entroṕıa métrica y el

principio variacional

Este apéndice tiene la intención de dar las nociones necesarias de medida para que

este trabajo sea autocontenido. Aśı también se podrá comprender a cabalidad el

llamado Principio Variacional de la entroṕıa.

Dado un conjunto X, conjunto de estados, una colección B de subconjuntos

de X es llamada σ-álgebra cuando cumple lo siguiente:

1. X ∈ B.

2. Cada vez que A ∈ B se tiene que Ac ∈ B.

3. Si Ai ∈ B es una colección numerable de elementos en B entonces
∞⋃
i=0

Ai =

A ∈ B.

Los conjuntos en B se llaman conjuntos medibles.
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Una función µ con dominio en B es llamada medida cuando cumple lo siguiente

1. µ : B → [0,∞].

2. µ = 0.

3. µ
(⋃

i∈NAi
)

=
∑

i∈N µ(Ai).

El par (X,B) es llamado espacio medible, y el triplete (X,B, µ) es un es-

pacio de medida. Cuando µ(X) = 1 el espacio de medida es llamado espacio

de probabilidad. Una función T : X → X ′, entre los espacios medibles (X,B)

y (X ′,B′) es una función medible, cuando la preimagen de todo conjunto B′-

medible es B-medible, i.e. T−1(A) ∈ B para todo A ∈ B′. Compare estas

definiciones con la de topoloǵıa y funciones continuas.

Considere ahora una transformación, T : X → X, medible, de un espacio

de medida (X,B, µ) en śı mismo. Decimos que T preserva medida cuando

µ(T−1(A)) = µ(A), para todo conjunto medible A. Si T preserva la medida µ

también podemos decir que µ es T invariante.

A.1 Entroṕıa métrica

Comenzamos describiendo un caso que nos ayuda a entender las motivaciones

de la definición de entroṕıa. Espećıficamente la relacionada con teoŕıa de la

información.

Imaginemos que se transmiten śımbolos en sucesión, tal como en la radio, en
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las comunicaciones computadora a computadora, o en la lectura de los estados de

las part́ıculas en un arreglo. El conjunto de los śımbolos posibles es el conjunto

X. Cuando se transmite un conjunto de śımbolos decimos que se ha transmitido

una palabra. Ahora bien, es claro que las palabras y los mensajes serán o no

entendidos dependiendo de la codificación que se haya elegido para trasmitirlas.

Por ejemplo si escogemos el castellano, y se transmiten las letras c-o-n-f-i-a-b-l .

Son 8 letras que transmiten la información completa, pues la siguiente letra debe

ser, inevitablemente, la letra “e”. Entonces transmitir la letra que falta no añade

información al mensaje ya enviado. La información necesaria ya está en las 7

letras anteriores.

Eso es porque la probabilidad de las secuencias de letras en un determinado

código (castellano en este caso) no son las mismas. De hecho, la letras más fre-

cuente en castellano son la “e” y la “a”, de modo que transmitir estas letras

aporta poca información. En cambio si transmitimos un mensaje y con la le-

tra “ñ” o la letra “x”, estaremos transmitiendo bastante información porque el

mensaje estará casi completo solo con esas letras.

Si la aparición de una letra es independiente de la anterior, la probabilidad

de una palabra es el producto de las probabilidades de aparición de cada letra.

Esta es una de las razones por la que el logaritmo es usado en la definición de

entroṕıa. Por otro lado, añadir una letra al mensaje añade la información que esa

aparición trae. Si pα es la probabilidad de aparición de la letra α ∈ X, podemos

definir como − log pα como la información que la letra contiene.
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La entroṕıa de un canal de comunicación es el promedio de la información que

se puede transmitir

h = lim
n

1

n

∑
α1···αn

−pα1···αn log pα1···αn , (A.0)

Donde pα1···αn es la probabilidad de que la palabra α1 · · ·αn aparezca.

A primera vista, parece extraño que la teoŕıa de información se relacione

con la f́ısica, sin embargo si pensamos en falta de información ya toma cierto

sentido. Para eso debemos situarnos dentro del sistema y tratar de describirlo.

Un sistema muy “ordenado” necesitará menos información para describirse y un

sistema “desordenado” necesitará más, es decir, mayor entroṕıa.

Es más, en teoŕıa de la información es fácil entender que la entroṕıa aumenta,

porque lo que ya fue transmitido no lo podemos ignorar, de modo que cualquier

añadido aumentará la información y por ende, la entroṕıa.

A.2 Particiones y sub-σ-álgebras

En lo que sigue el alfabeto X será reemplazado por el espacio X llamado espacio

de estados. La colección de los resultados posibles de una medición (que depende

del detector y del experimento que se haga) es B ⊂ 2X . Sobre el existe la

medida de probabilidad m. El triplete (X,B,m) es usualmente llamado espacio

de probabilidad.

Una partición ξ de (X,B,m) es una colección de elementos de B cuya unión
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es X.

Si ξ es una partición finita de (X,B,m) entonces la colección de todos los

elementos de B que son uniones de elementos de ξ es una sub-σ álgebra de B. Lo

denotamos por A(ξ). Rećıprocamente, si C = {C1, . . . , Cn} es un sub-σ álgebra

finita de B, entonces se puede formar una partición finita coleccionando los con-

juntos de la forma B1∩ · · ·∩Bn donde Bi = Ci o X \Ci. La denotamos por ξ(C).

Es claro que A(ξ(C)) = C. Esto establece que las sub-σ álgebras finitas están

relacionadas 1 a 1 con las particiones finitas de B.

Dadas dos particiones finitas, ξ y η, de (X,B,m). Escribimos ξ ≤ η cuando

cada elemento de ξ es la unión de elementos de η. Decimos que η es un refi-

namiento de ξ. Observe que

ξ ≤ η ⇐⇒ A(ξ) ⊂ A(η)

y

A ⊂ C ⇐⇒ ξ(A) ≤ ξ(C).

Definición A.1. Dado ξ = {A1, . . . , An}, η = {C1, . . . , Ck} dos particiones fini-

tas de (X,B,m). Definimos la partición unión de ξ y η como

ξ ∨ η = {Ai ∩ Cj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k}.

Si A y C son sub-σ álgebras finitas de B entonces A ∨ C denotan a la menor

sub-σ álgebra de B que contiene a A y C. No es dif́ıcil de demostrar que consiste

de todos los conjuntos que se pueden expresar como unión de conjuntos del tipo
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A ∩ C con A ∈ A y C ∈ C. Se tiene ξ(A ∨ C) = ξ(A) ∨ ξ(C).

En lo que sigue T : X → X es una transformación que preserva medida, i.e.

m(T−1(A)) = m(A) para todo A ∈ A.

Si ξ = {A1, . . . , Ak}, la partición {T−nA1, . . . , T
−nAk} será denotada por

T−nξ y si A es un sub-σ-álgebra de B entonces T−n(A) denota a la sub-σ-álgebra

{T−nA : A ∈ A}, con n ≥ 0.

Como las preimágenes de una transformación conservan las operaciones de

conjunto, se tiene que

(T−nA) = T−nξ(A)

A(T−nξ) = T−nA(ξ)

T−n(A ∨ C) = T−nA ∨ T−nC

T−n(ξ ∨ ν) = T−nξ ∨ T−nν

ξ ≤ ν ⇐⇒ T−nξ ≤ T−nν

A ⊂ C ⇐⇒ T−nA ⊂ T−nC

A.3 Incertidumbre y entroṕıa

A continuación damos la definición de entroṕıa métrica, la que está relacionada

con la probabilidad de los eventos, y que modela (bajo ciertos supuestos) la

definición de entroṕıa en los gases.

Dado el espacio de probabilidad (X,B,m) una partición finita ξ =
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{A1, . . . , Ak} representa los posibles resultados de un experimento espećıfico. Aśı,

la probabilidad de obtener el resultado Ai es m(Ai).

La definición de entroṕıa inicia definiendo el número H(ξ) que me debe dar

la cantidad de incertidumbre sobre el resultado del experimento. Esto es, H(ξ)

medirá la incertidumbre información ganada (o la incertidumbre retirada) cuando

realizamos el experimento.

Definición A.2. Dado A una sub-σ-álgebra finita con ξ(A) = {A1, . . . , Ak}, la

entroṕıa de A es el número

H(A) = H(ξ(A)) = −
k∑
i=1

m(Ai) logm(Ai).

Es notable el hecho que esta función es definida de esta manera para que se

satisfagan ciertas propiedades esperadas, tomando en cuenta lo que debe repre-

sentar.

Si identificamos H(ξ) = H(m(A1), . . . ,m(Ak)), las propiedades son las sigu-

ientes:

Observación A.3.1. Propiedades de H.

1. H(p1, . . . , pk, 0) = H(p1, . . . , pk).

2. Dados ξ y η, dos experimentos con resultados ξ = {A1, . . . , Ak} y η =

{B1, . . . , Bl}, se tiene

H(ξ|η) =
l∑

j=1

m(Bj)H

((
m(A1 ∩Bj)

m(Bj)
,
m(A2 ∩Bj)

m(Bj)
, . . . ,

m(Ak ∩Bj)

m(Bj)

))
,
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donde H(ξ|η) es el valor que debe tener H cuando se realiza el experimento

ξ después de haber realizado el experimento η. Es decir cuando ya ye obtuvo

la información del experimento η. La fórmula indica un promedio del valor

de H evaluado en las probabilidades
m(Ai∩Bj)

m(Bj)
que nos da la probabilidad

de que ocurra el resultado Ai suponiendo que ya se dio el resultado Bj (del

experimento η.)

3. H(p1, . . . , pk) ≥ 0, y el valor 0 solo es posible si algún pi = 1.

4. La función H, tomada como función de las k variables pi, con
∑
pi = 1, es

continua y simétrica.

5. Para cada k ≥ 1 H tiene su máximo valor para pi = 1/k. Es decir cuando

los k resultados posibles del experimento ξ son equiprobables.

Esta propiedad tiene una rećıproca interesante. Si damos la función H

como en la definición (A.2). Y si, como es natural, las probabilidades de los

eventos Ai nos dan el grado de conocimiento que tenemos del sistema, la

suposición de que no tenemos ningún conocimiento especial sobre el sistema

nos lleva a que los eventos son equiprobables. Esto es, el principio de

máxima incertidumbre nos lleva a eventos equiprobables.

6. La entroṕıa en los resultados de dos experimentos es la suma de la entroṕıa

de uno más la entroṕıa del otro suponiendo que el primero ya se realizó.

H(ξ ∨ η) = H(ξ) +H(ξ|η).

La entroṕıa definida en (A.2) tiene una notable extensión en el trabajo de

66



Tsallis [29], donde se define la entroṕıa dependiendo de un parámetro q ∈ R de

modo que cuando q → 1 se obtiene el resultado clásico.

A.4 La entroṕıa métrica y el principio varia-

cional

A modo de aclaración, el nombre entroṕıa métrica es debido a que se refiere

a una medida. No estamos trabajando con un espacio métrico, sino con un

espacio de medida. Estamos trabajando en un espacio de medida de probabilidad

(X,B,m) y una transformación T : X → X que preserva la medida m. Es para

la transformación T que definiremos la entroṕıa. Aqúı es conveniente mantener

en mente el paralelismo existente entre esta definición y el de entroṕıa topológica.

Definición A.3. Dado T : X → X una transformación que preserva la medida.

Si A es una sub-σ-álgebra finita de B,definimos

h(T, ξ(A)) = h(T,A) = lim
n→∞

1

n
H

(
n−1∨
i=0

T−iA

)
,

la cual es llamada entroṕıa de T respecto de A.

Como antes, pensando en A, como los posibles resultados de un experimento,

tenemos que
∨n−1
i=0 T

−iA son los posibles resultados de realizar n veces el experi-

mento. Aśı, h(T,A) es la información promedio que se puede obtener realizando

los experimentos una infinidad de veces, o para un número suficientemente grande
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de veces.

Si pensamos en T como la evolución de un sistema de un d́ıa para otro (o de

un segundo a otro). La partición ξ resulta en los posibles estados del sistema que

inicialmente se ha podido determinar y H(ξ) es la incertidumbre del sistema en

el estado inicial. Aśı, con
∨n−1
i=0 T

−iA obtengo los estados en lo que el sistema

puede estar después de n pasos. Y h(T, ξ(A)), es la entroṕıa del sistema, del cual

inicialmente sab́ıamos ξ.

Definición A.4. Si T : X → X es una transformación que preserva medida en

el espacio (X,B,m) definimos

h(T ) = suph(T,A),

donde el supremo se toma sobre todas las sub-σ-álgebras de finitas de B. Este

valor h(T ) es llamado la entroṕıa métrica de T . De forma equivalente h(T ) =

suph(T, ξ) , donde el supremo es tomado sobre todas las particiones finitas de

X.

A continuación, vamos a enunciar de la manera más clara posible la relación

que existe entre la entroṕıa métrica (en donde intervienen las medidas) y la en-

troṕıa topológica. Recuerde que la entroṕıa topológica clásica trata sobre fun-

ciones continuas en espacios métricos.

Lo primero es definir una σ-álgebra relacionada con la métrica (topoloǵıa) del

espacio (X, d). Esta es llamada la σ-álgebra de Borel, y es la menor σ-álgebra

generada por la topolǵıa, es decir, es la menor σ-álgebra donde los abiertos de la
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topoloǵıa son medibles. La σ-álgebra de Borel se denota B(X).

Cuando usamos la σ-álgebra de Borel se tiene que las funciones continuas son

medibles.

Dado T : X → X continuo del espacio métrico (X, d), vamos a considerar el

espacio medible (X,B(X)). A continuación coleccionamos todas las medidas µ

definidas en ese espacio de modo que T preserve µ. Podemos pensar también que

estamos coleccionando todas las medidas T invariantes. Denotamos por M(X,T )

al conjunto de todas las medidas de probabilidad que son T invariantes.

De las definiciones se tiene que si µ ∈ M(X,T ), entonces T es una transfor-

mación que preserva la medida del espacio (X,B(X), µ) de modo que tiene una

entroṕıa métrica que denotaremos como hµ(T ).

Definición A.5. La función entroṕıa de una transformación continua T : X →

X es la que asigna a cada medida µ ∈M(X,T ) su entroṕıa métrica hµ(T ).

No es dif́ıcil ver que el espacio M(X,T ) es un subespacio convexo del espacio

de todas las medidas definidas en (X,B(X)). Esta propiedad también pasa a la

entroṕıa a través de la función entroṕıa arriba definida.

Teorema A.1. Sea T : X → X una función continua de un espacio métrico

compacto. La función entroṕıa es una función af́ın i.e. , si µ,m ∈ M(X,T ) y

1 ≤ p ≤ 1 entonces

hpµ+(1−p)m(T ) = phµ(T ) + (1− p)hm(T ).

Demostración. Para la demostración puede revisar Caṕıtulo 8 p.183 [31]. �
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Terminamos enunciando una de las relaciones más importantes entre la en-

troṕıa topológica y la entroṕıa métrica, que dice que la entroṕıa topológica es el

supremo de las entroṕıas métricas.

Teorema A.2 (Principio Variacional de la Entroṕıa). Sea T : X → X una

función continua de un espacio métrico compacto X. Entonces

h(T ) = sup{hµ(T ) | µ ∈M(X;T )}.
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