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Resumen

En la primera parte del trabajo damos una vision de la definicién clasica de
entropia topoldgica. Nos concentraremos en el desarrollo hecho por Bowen y
Dinaburg de entropia topoldgica usando la nociéon de conjuntos generadores y

conjuntos separados.

La otra parte del trabajo la dedicamos a estudiar una generalizacion de la
nociéon de entropia para aplicaciones multivaluadas. Se definen entropias por
conjuntos separados y generadores para aplicaciones multivaluadas. Con ellas se
obtienen algunas propiedades de estas entropias que se asemejan al caso mono-
valuado y que replican los resultados cldsicos cuando usamos funciones monoval-
uadas. También se obtendran resultados que generalizan la definiciéon de entropia

para funciones no continuas.



Abstract

The first part we give a classic notion of topological entropy. We will enfasize
the definition with the ideas for the topological entropy of Bowen and Dinaburg,

using the notion of spanning and separated sets.

In the second part of the work we will give a generalization of the notion of
entropy for set-valued maps. Indeed, we obtanin two definition of entropy for
set-valued maps, one for separated sets and another using spanning sets. Using
these definitions, we obtain some properties that resemble de single-valued maps
and reflect classical results when applied to single-valued maps. We also obtain

some results that generalize the definition of entropy to non continuous maps.



Capitulo 1

Introduccion

El concepto de entropia fue introducido en la fisica por primera vez en los
trabajos de Clasius: Teorias Mecanicas del Calor. La primera versién en aleméan
es [9], y su primera traduccién al inglés es [10]. Los trabajos de Clasius dan inicio
al estudio sistematico de lo que posteriormente se llamaria termodinamica. En
ellos se presenta a la entropia como la parte de la energia de un sistema que no

puede convertirse en trabajo.

Posteriormente, Boltzman, en su trabajo sobre la segunda ley de la ter-
modinamica, es el primero en proponer una interpretacion estadistica de la en-
tropia. En su trabajo junta nociones de probabilidad con los teoremas de equi-
librio térmico, [4]. Para la férmula que Boltzman deduce alli hace la suposicién
simplificadora de que las particulas en el gas son idénticas y que la distribucion de
probabilidad de cada particula es independiente. Su trabajo tiene esencialmente

tres partes:



(a)

La entropia es una medida de la aleatoriedad o desorden en un sistema

mecanico estadistico.

Si S es la entropia de un sistema en un estado dado y W es la cantidad de
microestados compatibles con el estado dado entonces S = klog W, donde

k es una constante fisica positiva.

Los estados de equilibrio, que son los estados del sistema observados en
la naturaleza, son aquellos con la mayor probabilidad termodindmica, lo
que implica la mayor entropia. Por (a), son los estados del sistema mads
aleatorios, o mas desordenados, y consistentes con cualquier restriccion que
el sistema tenga que satisfacer, como la conservacion de la energia. La
existencia de més de un estado de equilibrio dara lugar a transiciones de

fase.

Von Neumann, en Fundamentos Matematicos de la Mecanica Cuantica, [30],

hace una una generalizacién de las ideas de Boltzman. Shannon, Khinchin y

McMillan, en [27], [16], [20], hacen una definicién de entropia en el contexto

de teoria de la informacion. En ella relacionan la entropia con la cantidad de

informacion necesaria que un sistema requiere para ser descrito. Con esa idea, los

sistemas bien ordenados requieren menos informacion para estar completamente

descritos, y en los mas desordenados se necesita mas informacién. En 1988 Tsallis

[29], define una nueva estadistica de donde surgen tipos de entropia dependiendo

de un parametro (S,) y recupera la entropia de Boltzman para ¢ = 1.

En 1958, Kolmogorov [17] define la entropia métrica para K-sistemas y Sinai
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[25] extiende esta definicién a todas las transformaciénes que preservan medida.
Estd definicién es un paso importante, e incluso tiene influencias en teoria de la

informacion. Por su importancia, daremos un recuento de esta definicion en el

Anexo A.

Adler, Konheim y McAndrews, en [1] definen entropia topoldgica en es-
pacios compactos mientras que Bowen en [5] y Dinaburg en [11] obtuvieron una

definiciéon equivalente en el caso metrizable, no necesariamente compacto.

Anatole Katok [14] dedujo la entropia métrica de las transformaciones

ergddicas a partir de los conjuntos generadores.
Mas referencias que incluyen notas histéricas son [12], [14], [26].

En este trabajo estudiaremos algunos aspectos de la entropia topolégica. De
modo general, la entropia topoldgica esta relacionado con el niimero de érbitas
esencialmente diferentes de longitud n, mas especificamente con la razén expo-
nencial de ese nimero. Es un invariante topoldgico, esto es, se conserva por
conjugacion. Puede servir para diferencial dos sistemas que son espectralmente

equivalentes, pero no topolégicamente equivalentes.

Aunque la entropia topoldgica se desarrollé posteriormente a la entropia
métrica, esta iltima no es necesaria para su desarrollo. De hecho, la entropia

topoldgica es un poco mas amplia, en vista del resultado siguiente.

Teorema 1.1 (Principio Variocional de la Entropia). La entropia topoldgica es el

supremo de las entropias métricas respecto de las medidas invariantes del sistema.



Para entender este enunciado desarrollaremos en el Anexo A la definicién de
entropfa métrica y culminaremos enunciando con mayor precisién el principio

variacional.

1.1 Dinamica

Dado un espacio de estados X, una funcion f : X — X representa la evolucion
del sistema. Es decir, si en un momento inicial estamos en el estado x € X al
momento siguiente estaremos en el estado f(z) € X. El “momento” siguiente
puede ser después de un segundo, un dia, un ano, etc. dependiendo de la escala de
tiempo que tomemos. Aunque no sepamos exactamente cual es la evolucion del
sistema, es decir aunque no sepamos determinar exactamente la érbita { f"(z)|n €
N} es posible obtener informacién del conjunto y de donde estara. Muchas veces
no es posible hacerlo de forma exacta, sin embargo se puede obtener informacion
global del sistema, de las 6rbitas en su conjunto. Eso dependera de la estructura

que demos al espacio de estados X.

En relacion a las estructuras mencionadas en el parrafo anterior, hay, para
comenzar, dos puntos de vista igualmente importantes. Uno es la estructura
topoldgica, la que nos habla de cercanias y limites y otro es el de medida, o
probabilistico, que nos da los comportamientos mas usuales y en promedio. El
segundo punto de vista es el que se ve de forma usual reflejado en la Mecanica

Estadistica.



Un modo de ver la entropia esta relacionado a la cantidad de informacién
necesaria para describir un sistema dindmico. Si nos imaginamos nuestro sistema
como una estructura regular periédica (como un cristal), necesitaremos menos in-
formacion para describirla completamente. Si nuestro sistema esta desordenado,
necesitaremos pasar mas informacién para poder describirla. Viéndolo de esa
forma, la frase “la entropia siempre aumenta”’ tiene el sentido de que la infor-

macién no se pierde.

La importancia de la entropia radica en que es un invariante que sirve para
la clasificacién de los sistemas dinamicos. Esta relacionada con los exponentes
de Lyapunov y por lo tanto indican que tan sensible a las condiciones iniciales

puede ser un sistema dindamico.

1.2 Estructura del trabajo

En este trabajo presentaremos el enfoque topoldgico de la entropia, y avanzar un
poco en la inclusion de relaciones que van mas alld de las funciones continuas
(cldsicas), con la intencién de que puedan servir de un punto de vista extendido

de la entropia en la fisica.

Un modo de lograr esto es reproducir una nocién de entropia topolégica para
aplicaciones multivaluadas en espacios métricos. Esto nos dard un avance en
las posibilidades de estudio en este concepto, ver [7]. Los resultados dan la

posibilidad de calcular un tipo de entropia bien comportada para funciones que



no son continuas. Algo que se acerca mas a la realidad.

De modo similar a lo que hace Bowen y Dinaburg obtenemos dos definiciones

de entropia una dada por conjuntos separados y otra por conjuntos generadores.

Demostramos que se mantienen propiedades conocidas de la entropia

topoldgica clasica del caso monovaluado [1], [5], [11].

Nuestra motivacién viene no solamente de los trabajos antes mencionados si
no también de que pensamos que la nocién de entropia juega un rol importante en

el analisis de los sistemas multivaluados cadticos, como en el caso monovaluado.
El trabajo se organiza como sigue.

En la seccion 2, describiremos la definicion y resultados comunes sobre la en-
tropia topoldgica, principalmente la construccion y definicion debida a Dinaburg

[11] y Bowen [5].

En la seccion 3 definimos las entropias separada y generada para un sistema

dindmico multivaluado discreto.

En la seccion 4 demostramos los resultados principales que tratan sobre las

propiedades de estas entropias.
En la seccién 5 presentamos algunos ejemplos relacionados.
En la seccién 6 presentamos algunas conclusiones.

En el anexo A presentamos la definicién de entropia métrica para que se pueda
hacer un paralelo con la construccién que hemos hecho. Este anexo también tiene

la intencién de servir de contexto tedrico para entender principio variacional de



la entropia.



Capitulo 2

Entropia topoldgica clasica

En esta seccion daremos la definicion y resultados usuales de la entropia
topolodgica. Esta introduccién esta contenida en el Capitulo 7 del trabajo de

P. Walters [31]. Estaremos trabajando en un espacio topolégico compacto X.

Un cubrimiento abierto de X es una coleccién de conjuntos abiertos cuya
union es X. Dados dos cubrimientos abiertos a y § de X, denotamos oV [ a
su yuxtaposicion definida como todos los conjuntos de la forma A N B donde
A € ay B € . De forma similar se define la la yuxtaposicién \/;_, o; de

cualquier coleccién finita de cubrimientos abiertos de X.

Dados dos cubrimientos « y (3, decimos que 8 es un refinamiento de a, si
para todo B € (3, existe A € o tal que B C A, y lo denotamos a < . Es claro

que a V [ es un refinamiento tanto de o como de f3.

Dado una transformacion continua 7' : X — X y un cubrimiento abierto «

denotamos como T 'a al cubrimiento abierto formado por todos los conjuntos



de la forma T7'A con A € a.

Si «a es un cubrimiento abierto de X denotamos por N(«) al nimero de
conjuntos en un subcubrimiento finito de a con la menor cardinalidad. Este

nimero es finito pues estamos trabajando con X compacto.
Definimos la entropia de a como H(«a) = log N(«).

Considerando a X el espacio de estados, a representa la coleccién de resultados
posibles y distinguibles de un experimento fijado o detector. Asi, H(«) es la

entropia del sistema asociada con el experimento o detector.

Propiedades: Es ficil demostrar que

1. T-YaVB) =T "(a) VI ' A).

2. T"Ya) < T7Y(B), cuando a < f3.

3. H(a) > 0.

4. Ha)=0<= N(a)=1<= X € a.

5. Si a < 8 entonces H(a) < H(p).

6. H(aV B) < H(a) + H(B).

7.Si T : X — X es continua entonces H(T'a) < H(a). Si ademds T es

sobreyectiva entonces H(T'a) = H(a).

La demostracién de estas propiedades no es dificil, vea [31].



Teorema 2.1 (Teorema 7.1 de [31]). Si a es un cubrimiento abierto de X y

T:X — X es continuo entonces lim,,_, %H( \/?:_01 T‘ia), existe.

Demostracion. Reproducimos con minimas variaciones la demostracion dada

por Walters.
Hacemos a, = H (/12 T"'a).

Afirmamos que

pip <y + ay. (2.0)
En efecto, primero observemos que
n+k—1 n—1 n+k—1
\/ T a = (\/ T’d) \/ < \/ Tia>
i=0 i=0 i=n
n—1 k—1
= (\/ T"d) \/ 1 (\/ T—ia> :
=0 1=0
Donde la tltima igualdad sigue de la propiedad (1). Asi,
n+k—1
Anik — H ( \/ TZOC)
n—1 k—1
H (\/ T"d) +H (T‘" \/ T"d) , usando la propiedad (6)
' i=0

< ay + ax, usando la propiedad (7).

IA

La demostracién concluye usando un resultado bastante simple de convergen-
cia de sucesiones que establece que si una sucesién de términos no negativos tiene

la propiedad (2), entonces lim,,_,o, %* existe. O

Definicién 2.1. Si « es un cubrimiento abierto de X y T': X — X es continuo,
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definimos la entropia de 7" relativa a a, denotada por h(7T, ), como:
1 n—1
WT,a) = lim ~H (\/T a) :
Propiedades:

8. h(T,a) > 0.
9. Cuando o < 3 se tiene h(T, ) < h(T, B).
10. h(T, o) < H(«).
Demostracién. La propiedad (8) sigue facilmente usando (3) y la definicién.

Veamos la (9) Cuando o < 8 se tiene \/7— T~'a < \/7- T~3, de modo que (5)

implica H(\/}-, LT ‘o) <H(V., ‘T 3), sigue que h(T, o) < (T, p).

Para probar (10), usamos la propiedad (6) y tenemos

H(\/T‘ia) < ZH(T_’d)
< TL'H(O{),

O

Definicién 2.2. Si T : X — X es continua, definimos la entropia topolégica
de T como

MT) = sup T, ).

Propiedades:

11. h(T) > 0.
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12. En la definicién de h(T), usando la propiedad (9), el supremo se puede

tomar sobre cubrimientos abiertos finitos de X.
13. h(Id) =0, donde Id es la funcién identidad.
14. Si Y es un conjunto cerrado de X y TY =Y, entonces h(T|Y) < h(T).

Teorema 2.2. St X; y X5 son espacios compactos y T; : X; — X; son funciones
continuas parat = 1,2, y si ¢ : X1 — Xy es un aplicacion continua con pX; = Xo
y ¢oTy = Tyo ¢ entonces h(Ty) > h(Tz). Si ¢ es un homeomorfismo entonces

h(Ty) = h(T3).

Demostracion. Sea a un cubrimiento abierto de X,. Entonces
n—1

.1 i
Ty, o) = hmﬁH(z\/OTz )

B . 1 . n—1 B
= lim EH(¢ >/() Ty 'a) usando (7),
n—1

T l —1p—i
= hmnH(\/qb Ty ')

=0
1 n—1
i —i 4 —1
= hmnH(i\:/OTl ¢ ')
= h(Tla¢_1a)

Asi, h(T3) < h(Ty). Ademas, si ¢ es un homeomorfismo, entonces también vale

¢ toTy=Tio¢ ', de modo que h(Ty) < h(Ty). dJ
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2.1 Entropia topoldgica: conjuntos separados y

generadores

Aqui se describe el trabajo de Bowen y Dinaburg, en los términos de [31]. Tratare-
mos con un espacio métrico (X, d) no necesariamente compacto. Las bolas abier-
tas de radio r > 0 y centro € X, se denotan por B(x;r). Y el espacio
de las funciones uniformemente continuas del espacio (X, d) las denotamos por
UC(X,d). Cuando mencionemos a la aplicaciéon T': X — X estamos suponiendo
que T € UC(X,d). Para cada n natural definimos la métrica d, en X por
dn(7,y) = maxg<i<, 1 d(Tz, T'y). Asi, la bola abierta centrada en z y radio
r de la métrica d,, es )=y T~"B(T%(x);7), que corresponde a los puntos cuyas

orbitas no se alejan de la o6rbita de x a mas de r.

Definicién 2.3. Sea n un numero natural, ¢ > 0, y K un subconjunto compacto
de X. Decimos que un subconjunto F' de X, (n,€) genera K con respecto a T’
si para todo x € K existe y € F con d,(z,y) < €. Esto es,

n—1
K C U m T 'B(T"y;e).

yeF i=0

Definicién 2.4. Si n es un nimero natural € > 0 y K un subconjunto compacto
de X, denotamos por 7,(€¢, K) a la menor cardinalidad de los conjuntos (n, €)-

generadores de K respecto de T'. En caso necesario se puede escribir r, (¢, K, T').

Es claro que r, (e, K) < oo pues la compacidad de K implica que el cubrim-
iento de K por los conjuntos abiertos (\i—y 7—'B(T";¢€), con 2 € X, tiene un
subcubrimiento finito.
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También se cumple que 7,(e1, K) > r,(€, K), cuando €; < €.
Definicién 2.5. Si e > 0 y K es un conjunto compacto de X denotamos

1
r(e, K,T) = limsup — log r, (¢, K).
n

n—oo

Escribimos r (e, K, T, d) en caso necesario.
Si €1 < ey entonces 7(e1, K) > r(ey, K), por la propiedad anterior.

Definicién 2.6. Si K es un subconjunto compacto de X denotamos h(7T; K) =
lim. ,o7r(e, K,T). La entropia topolégica de T es h(T) = supy h(T; K), donde
el supremo se toma sobre todos los subconjuntos compactos de X. Escribimos

hq(T) cuando necesario.
Definamos ahora la entropia topolégica usando los conjuntos separados.

Definicién 2.7. Sea n un ntimero natural, ¢ > 0 y K un conjunto compacto de
X. Un subconjunto E de K se dice (n,¢) separado con respecto a T si para
cada par z,y € E, distintos, se tiene d,(z,y) > €. Esto es, la bola de radio e

centrada en x, en la métrica d,,, no contiene otro punto de E salvo z.

Definicién 2.8. Si n es un nimero natural, ¢ > 0 y K es un subconjunto com-
pacto de X, denotamos s, (¢, K) a la mayor cardinalidad de los subconjuntos

(n, €) separados de K respecto de T'. Escribimos s, (¢, K,T') en caso necesario.

Lema 2.3. Se cumple que r,(e, K) < su(e, K) < rn(€/2,K), de modo que

sn(e, K) < oo.

Demostracién. Si E es (n, €) separado de K con cardinalidad méxima entonces

14



es (n,e)-generador de K. Luego, (e, K) < s,(e, K). Ahora suponga que E
es un conjunto (n,€) separado de K y F' es un conjunto (n,e€/2)-generador de
K. Defina ¢ : E — F eligiendo, para cada = € E, un punto ¢(x) € F con
dn(z,p(x)) < €/2. Asi, ¢ es inyectiva y por lo tanto la cardinalidad de F no es

mayor que la de F'. Asi, s,(e, K) < r,(¢/2, K). O

De forma analoga a la definicién de conjuntos generadores, se cumple que

sn(€1, K) > s,(€2, K), cuando €; < €.

Definicién 2.9. Si € > 0 y K es un subconjunto compacto de X denotamos
s(e, K, T) = limsup,,_,., +10g s, (€, K). Denotamos s(e, K, T, d) cuando sea nece-

sario.

Teorema 2.4. Valen las siguientes propiedades:

1. r(e, K,T) < s(e, K,T) <r(e/2,K,T).
2. Si € < ey entonces s(ey, K,T) > s(eq, K, T).

3. WT;K) = lir% s(e, K, T), de modo que h(T) = supy lim._,o s(e, K, T).
e—

Demostracién. (1) y (2) siguen del Lema 2.3 y de la observacién hecha al final

de la demostracion de dicho lema.
(3) Se demuestra usando (1). O

Este teorema, en especial la parte (3), permite definir la entropia topoldgica
de dos maneras equivalentes, ya sea por conjuntos generadores o por conjuntos

separados.
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Si denotamos por 77,(€, K) a la menor cardinalidad de un conjunto K que
(n,€)- separa K entonces la prueba del Lema 2.3 también da 7/ (e, K) <

sn(e, K) <1l (e/2,K). Asi, se tiene

1
h(T) = sup lim lim sup — log 7/, (¢, K).
n

K 0 poso

2.2 Algunas propiedades de la entropia
topoldégica
Comencemos con algunas observaciones:

1. SiT: X — X es una isometria del espacio métrico (X, d) entonces clara-

mente d, = d para todo d lo que implica s, (¢) = s1(e, K) y hq(T) = 0.

2. Fijandonos en la definicién de hy(T') vemos que para que sea diferente de
cero, se debe tener que 7,(¢, K) debe aumentar con n y eso ocurrird cuando
T aumenta las distancias. Es decir, hy(T") mide la tasa de expansién de T'

respecto de la métrica d.

3. Si (X, p) es un espacio métrico, el conjunto F' e-genera X si para todo z € X
existe y € F' tal que p(x,y) < €, y un subconjunto £ es e-separado si para

todo y, z € E con y # z, entonces p(y, z) > €.

La € entropia de (X, p) es el logaritmo del minimo niimero de elementos
de conjuntos e-generadores y la e-capacidad es el logaritmo del maximo
numero de elementos de un conjunto e-separado. Con estas notaciones,

16



considerando los espacios métricos (K, d,) se tiene que r/ (e, K) es la -

entropia de (K, d,) v s,(¢, K) es la e-capacidad de (K, d,,). Asi

1
MT; K) = limlimsup —(e-entropia de (K,d,))
n

e—0 5500

1
= limlimsup —(e-capacidad de (K,d,))

=0 5500 N

Estas ideas son del trabajo de Kolmogorov y Tihomirov sobre el tamano de

espacios métricos (ver [18]).

Veamos ahora propiedades de invarianza.

Definicién 2.10. Dos espacios métricos d y d’ en X son uniformemente equiv-

alentes si
Id: (X,d)— (X,d) vy Id:(X,d)— (X,d)
son uniformemente continuos.

Si UC(X,d) es el conjunto de las transformaciones uniformemente continuas

del espacio métrico (X, d) entonces T' € UC(X,d) siy solosi T € UC(X,d).

Teorema 2.5. Si d y d' son uniformemente equivalentes y T € UC(X,d) en-

tonces hqg(T) = hy (T).

Demostracién. Sea ¢; > 0. Elija ¢ > 0 de modo que d'(z,y) < € implica

d(z,y) < € y elija e3 > 0 tal que d(z,y) < €3 implica d'(z,y) < €.
Sea K compacto. Entonces
roler, K,d) < rp(e, K,d)

’I"n(EQ, K, d/) S Tn<€3, K, d)
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Asi, r(e, K, d) < r(eg, K,d') < r(es, K,d). Se tiene que €; — 0 implica e; — 0
y €3 — 0, asi, tenemos

ha(T, K) = ha (T, K).

O

Cuando el espacio (X, d) es compacto, y d’ es otra métrica equivalente, se tiene
que cualquier funcién de X en X es uniformemente continua, por lo tanto si el
espacio es compacto, dos métricas equivalentes son uniformemente equivalentes.
De modo que, en el caso de espacios métricos compactos, la entropia de 7T no

depende de las métricas equivalentes.

Teorema 2.6. Sea (X,d) un espacio métrico y T € UC(X,d). Si K C Ky U

-+« Ky, son todos compactos de X entonces h(T; K) < max h(T, K;).

1<i<m

Demostracién. Claramente s, (€, K) < s,(e, K1) + -+ + s,(€, K,,,). Si fijamos
e > 0, para cada n podemos elegir el maximo entre los s, (€, K;) y hacemos K;q, o

tal que s, (€, Kine)) = max; sy (€, K;).
Entonces s, (e, K) < m - sy(€, Kin,)), de modo que

log s, (€, K) < logm + log s, (€, Ki(n,e))-

Escogemos una sucesién n; — oo tal que

1 1
— log sp, (€, K) — limsup — log s, (¢, K).

nj n—oo N

Como hay infinitos n; y una cantidad finita de K, se tiene que en la sucesién
Snj (e, Ki(nj,e)) existe al menos un Kj() que se repite una infinidad de veces. Pode-
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mos cambiar a esa subsucesién para obtener que Kjn, ) no dependa de j (i.e.,

Kim,e) = K, para todo j.

Asi, s(e, K,T) < s(e, Ky(¢)). Con un razonamiento similar al anterior, podemos

escoger una sucesion €, — 0 de modo que Kj( ) sea constante igual a K;;, de modo

09

que

MT; K) = liné s(e, K,T) < lin(l) s(e, Ky, T) = h(T; K) < max h(T'; K;).
€e—> €E— J

Como consecuencia de este teorema, para calcular hy(7), es suficiente tomar
el supremo de h(T'; K) sobre todos los compactos de didmetro menor que ¢ dado.
Esto es posible pues cualquier compacto puede ser cubierto por bolas abiertas
B; de didmetro suficientemente pequeno, es decir K C |J*, K N B;, de donde

Corolario 2.7. Si X es un espacio compacto metrizable y d es cualquier métrica

de X entonces h(T) = hy(T) = h(T, X).

Demostracién. Si K es un compacto de X es claro que h(T; K) < h(T; X), y si
tomamos supremos en los compactos K, obtenemos hy(1") = hq(T; X). Pero vi-
mos como consecuencia del Teorema 2.5 que si el espacio es compacto, la entropia

no depende de la métrica. O

Cuando X es compacto, es posible usar el Corolario 2.7 para simplificar la

definicién de h(T). En efecto, tome una métrica d que define la topologia de X,
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luego

1 1
R(T) = lim lim sup — log r,,(¢, X') = lim lim sup — log s, (¢, X).

e—=0 5 00 N =0 puoco N

La formula podemos interpretarla del siguiente modo. Suponga que queremos
contar el nimero de érbitas de longitud n, del tipo {x, Tx,...,T" 'z}, pero que
solo pueden ser vistas con un error €. Entonces, r, (¢, X) y s,(€, X) pueden ser
vistas como el nimero de orbitas de longitud n con un error . De modo que
cuando € — 0, h(T") mide la razén, respecto de n, del crecimiento del nimero de

orbitas de longitud n con “resolucién” e.

Vamos a demostrar que la primera definicion de entropia topoldgica con
cubrimientos abiertos, dada en la Definicién 2.2, y a la cual, por el momento
llamaremos h*(T") (h*(T,«) para la entropia de un cubrimiento) es equivalente
a la definicién dada con conjuntos separados y generadores. Esto se hard en el

Teorema 2.12 aunque antes necesitaremos algunos resultados.

En (X, d) definimos el didmetro de un cubrimiento abierto como diam(«) =
SUp 4c, diam(A). Recordemos que el nimero de Lebesgue de un particién tiene
la propiedad de que cualquier conjunto con diametro menor esta contenido en un
conjunto del cubrimiento. Asi, si « y 7y son cubrimientos abiertos de X y diam(«)
es menor que el nimero de Lebesgue para v entonces a es un refinamiento de v,

v < a.

Teorema 2.8. Sea (X, d) espacio métrico compacto. Si{c,}3° es una sucesion de
cubrimientos abiertos de X con diam(a,,) — 0 entonces, si h*(T') < oo, se tiene
que lim,, o h* (T, o) existe y es igual a h*(T), en el caso h*(T) = oo también se
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tiene lim,, o h*(T, ay,) = 0.

Demostracién. Suponga que h*(T') < oco. De la definicién de supremo, para
¢ > 0 elegimos un cubrimiento abierto v con h*(T,7) > h*(T')—e¢. Sea § el nimero
de Lebesgue para 7. Elegimos N de modo que n > N implica que diam(q,) < 4.
Entonces, v < «, v asi h*(t,v) < h*(T,,) cuando n > N. Sigue que n > N

implica h*(T) > h*(T, ) > h*(T) — € de donde lim,, o, h*(T, v,) = h*.

Cuando h*(T) = oo tomamos a > 0 y elegimos un cubrimiento 7 con
h*(T,~v) > a. A partir de aqui podemos seguir andlogamente al caso anterior

para obtener h*(T, a,) = 00. O

Corolario 2.9. Se tiene h*(T) = (lsin(l){sup h*(T,«) | diam(a) < 0}.
—

Teorema 2.10. Sea T : X — X wuna aplicacion continua de un espacio métrico

compacto (X, d).

(i) Si« es un cubrimiento abierto de X con nimero de Lebesgue 6 entonces

1=0

n—1
N (\/ T‘ia> <7a(0/2,X) < 5,(0/2, X).
(ii) Sie >0y~ esun cubrimiento abierto con diam(y) < e entonces

(e, X) <sp(6,X) <N (n\/lT_w) .

=0

Demostracién. Se demostré previamente, en Lema 2.3, que r,, (€, X ) < s,,(€, X),

para todo € > 0.
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(i) Sea F un conjunto (n,d/2) generador de X con cardinalidad r,(6/2,T).

Entonces

x=J ﬁ T'B(T(x);6/2)

zeF i=0

y como para i se tiene que B(T%(x);0/2) estd en un elemento de «, tenemos

N (Vi T7%a) < r(6/2, X).

(ii) Sea E un conjunto (n,€) separado de cardinalidad s, (e, X). Ningin ele-
mento del cubrimiento \/?:_01 T~y puede contener dos elementos de E de modo

que s, (€6, X) < ]\7(\/?;01 T=). O

Corolario 2.11. Sea T : X — X wuna aplicacion continua de un espacio métrico
compacto (X,d). Sea € >0 y o, un cubrimiento de X por bolas abiertas de radio

2¢ y e cualquier cubrimiento de X por bolas abiertas de radio €/2. Entonces

A continuacién, el teorema anunciado.

Teorema 2.12. SiT : X — X es una aplicacion continua de un espacio métrico
compacto (X, d) entonces h(T) = h*(T) i.e. las dos definiciones de entropia

topoldgica coinciden.

Demostracion. Si € > 0 y ae, 7. son como en el corolario anterior, entonces
(T o) < r(e, X,T) < s(e, X, T) < h*(T, 7). Si tomamos € = 1/n y haciendo
n — 00, tenemos, por el Teorema 2.8, que los dos términos extremos convergen
a h*(T) y los términos del medio convergen a h(7T). O
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Teorema 2.13. 5iT : X — X es una aplicacion continua de un espacio métrico

(X,d) entonces

1 1
h(T) = lim lim inf — log r,, (e, X) < lim lim inf — log s, (€, X).

e—~0 n—oo N e—~>0 n—oo N

Demostraciéon. Por el Coroloraio 2.11,

1 1
h*(T, o) < liminf —logr, (e, X) < liminf —log s, (e, X) < h*(T',.)

n—oo Mn n—oo M

y tomando € = 1/k y haciendo k — 0o podemos usar el Teorema 2.8 para concluir

la demostracion. O
Teorema 2.14.

(i) Si (X,d) es un espacio métrico compacto, T € UC(X,d) y m > 0 entonces

(ii) Dados dos espacios métricos compactos (Xi,dy) y (Xa,do)., T; €
UC(X;,.d;). Defina una métrica en X; x X, del siguiente modo

d((x1,22), (Y1,y2)) = max{di(z1,vy1),da(z2,92))}. Entonces, Ty x Ty €

UC(Xl X Xg,d) Yy hd(Tl X TQ) S hdl (Tl) + th(Tg).

Demostracién. (i) Es claro que r, (¢, K, T™) < rpm(e, K, T). De ahi
1 - m
—logr,(e, K, T™) < —log rpm(€e, K, T)
n

nm

y en consecuencia hy(T™) < m - hy(T).
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Veamos ahora la otra desigualdad. Como T es uniformemente continuo, para

todo € > 0, existe § > 0 tal que

d(xz,y) <o implica [ Jnax d(Tz, T'z) < e.

<j<m-—1

Asi, un conjunto (n,d)-generador para K con respecto a 7™ también es un
(nm, €)-generador para K con respecto a T. En consecuencia r,(d, K, T™) >

Tnm (€, K, T), luego m - r(e, K, T) < r(6, K,T™). Lo que da
m - ha(T; K) < hg(T™, K).
(ii) Dados los compactos K; C X; para i = 1,2. Si F; es un conjunto (n, €)-

generador para K; respecto de T; entonces Fj X Fy es un conjunto (n, €)-generador

para K x K5 con respecto a T} X Ts.

De modo que
’I“n(E, Kl X KQ, T1 X Tz) S ’I"n(E, Kl, Tl) + T'n<€, KQ,TQ)
lo que implica

T’(G,Kl X Kg,Tl X Tg) S 7”(6, Kl,Tl) + T(E,KQ,TQ).

Luego

ha(Ty x To, Ky x Ky) < hg, (11, K1) + ha, (T3, K>).

Seam; : X x X9 — X;, 1 = 1,2 las proyecciones. Si K C X; x X5 es compacto,

entonces, K; = m(K) y Ky = mo(K) también y K C K; X K,. En consecuencia

hd(Tl X Tg,K) < hQ(Tl X TQ,Kl X KQ)
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Luego

ha(Ty x Tr) = sup  he(Ty x T3, K)
KCX1xX2

compacto

= sup  he(Th x T3, K)

KiCcX,

KoCXo

compactos

sup hdl (Tl, Kl) + sup th (TQ, KQ)
KiCX, KoCXo

compacto compacto

= hdl (Tl) + hd2 (TQ)

IA

Hagamos el caso en que X; es compacto (similar para X5). Como cualquier
conjunto compacto de X; x X5 es un subconjunto compacto de X; x K, para
algin compacto Ky de X, tenemos hy(1Ty x Ty) = sup{hq(Ti x T, X;) X

K| K3 es un subconjunto compacto de Xs}.

Sea K5 un subconjunto compacto de X5. Tome 6 > 0. Si E es un conjunto
(n,0) separado de X; y E5 es un conjunto (n, d) separado de K, entonces Fy X Es

es un conjunto (n,d) separado de X; x Ks. Tenemos entonces
Sn((s, X1 X KQ, Tl X Tg) Z sn(5, Xl; T1> . Sn<6, KQ,TQ)
luego

1
(0, X1 x Ky, Ty x Ty) > limsup —[log s,(6, X1, T1) + log s,(6, K2, T5)]
n

n—o0

1
> liminf —log s,(d, X1, T1) + limsup log s,, (9, K3, Ts).

- n—oo N n—00

Haciendo § — 0 tenemos por el Teorema 2.13

hd<T1 X TQ,Xl X KQ) Z hdl (Tl) + hdz(T2)-
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U

Como ultima observacién tenemos que en el caso en que T es un homeomor-
fismo, es posible que hy(T) y hq(T') sean diferentes. Por ejemplo T': R — R
dado por Tx = mx con m # 1. En un caso se puede ver que la entropia es mayor

que cero mientras que la inversa tiene entropia cero.
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Capitulo 3

El caso multivaluado

En este capitulo desarrollamos el objetivo principal del trabajo, definir en-
tropia para aplicaciones multivaluadas. Seguiremos pasos analogos a lo hecho
en el capitulo anterior. Mas especificamente, lo haremos analogamente a la con-

strucciéon de Bowen y Dinaburg, [5] [11].
Primero definamos la métrica que usaremos en el conjunto de partes de X.

Sea X un espacio métrico. Dados A, B C X definimos la distancia entre dos

subconjuntos de X.

d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}.
Denote por 2% al conjunto potencia formado por todos los subconjuntos de
Llamaremos aplicacion multivaluada en X a una aplicacién f : X —

2X. Diremos que f es monovaluada si card(f(x)) = 1 para todo z € X,
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donde card denota la cardinalidad (o nidmero de elementos) del conjunto. Hay
una correspondencia natural entre aplicaciones monovaluadas f : X — 2% y

aplicaciones f: X — X.

De aqui en adelante estaremos suponiendo el caso en que cada aplicaciéon

multivaluada f es estricta, i.e., f(x) # () para cada = € X.

Considere f una aplicacién multivaluada de X. Para todo n € NT definimos

la aplicacién d, : X x X — R* como

(@), (yi), sucesiones con

d i d To=T,Y% =Y,
n(x7y) =11 {OSI?SB;LX—I (Iuyz> . } (30)
Tip1 € f(21), vie1 € f(ys)

paratodoicon 0 <7 <n-—1
La notacién df indica dependencia en f. Estas aplicaciones son métricas en el
caso monovaluado. En general son solo semimétricas [3], [13] (vea el Ejemplo

5.5).
Defina las e-bolas centradas en x € X con respecto a d,,,
Byz,e) ={y € X : d,(z,y) < €}

Nuevamente, cuando usemos la notacién B![z, €] se estd indicando dependencia

de f.
Dado € > 0y F C X decimos que F es (n, €)-separado para f si
Bz, el N F = {z}, para todo x € F.

Defina s(n,e) = sup{card(F) : F es (n,¢)-separado}. Escribimos s(n,e, f)
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cuando es necesario enfatizar f. Es posible que s(n,€) = co. Defina

1
hse(f,€) = limsup M.

n—o0

Como cualquier conjunto (n, €)-separado es (n, €')-separado para todo € con 0 <
¢ < €, obtenemos s(n,e) < s(n,€) de modo que hg(f,€) < hg(f,€) para 0 <

¢ < e. Luego, el limite

lim hse(f, 6) = sup hse<f7 6)

e—0 >0

existe y se da la siguiente definicion.

Definicién 3.1. La entropia topolégica separada de f se define como

hse(f) - hj)n hse<f7 6)'

0

De forma similar al caso monovaluado ([5], [11]) podemos considerar también

la entropia topoldgica para aplicaciones multivaluadas via conjuntos generadores.

Dadon € Nt e >0y E C X decimos que F es (n, ¢)-generador para f si
X = U B[z, €.
zeE
Definimos r(n, €) = min{card(E) : E es (n,€)-generador} y escribimos r(n, €, f)
cuando sea necesario enfatizar f. Es posible tener r(n,¢) = co.

Definimos

1
hsp(f,€) = limsup M.

n—oo

Como cualquier conjunto (n,€')-generador es (n,€)-generador para 0 < ¢ < e,
obtenemos r(n,e) < r(n,€) de modo que hgy(f,€) < hgy(f,€') para 0 < € < e.
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Sigue que el limite

11_{% hsp(f7 6) = Sup hsp(fa 6)

e>0
existe y se da la siguiente definicion.
Definicién 3.2. La entropia topoldgica por conjuntos generadores de f

se define como

hsp(f) = 11_{% hsp(fa E)'

Como se puede ver, estas definiciones imitan definiciones similares para apli-
caciones monovaluadas hechas en la seccion anterior. En particular, ambas se
reducen a la entropia topoldgica clasica en el caso monovaluado. Entonces es-

cribimos h(f) = hs(f) = hsp(f) para aplicaciones f monovaluadas.

Note que, a diferencia de [5], [11], no suponemos ninguna hipétesis de con-
tinuidad para las aplicaciones involucradas. En el caso monovaluado, Ciklova [§]
obtuvo propiedades para la entropia topoldgica sin tales hipotesis, incluyendo
la igualdad entre las entropias por conjuntos separados y generadores, vea

Proposicién 3.4 de p. 624 en [8].
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Capitulo 4

Propiedades

En esta secciéon probamos los resultados principales de este trabajo que tratan

sobre las propiedades de las entropias por conjuntos separados y generadores.

Sea f una aplicacién multivaluada en un espacio métrico X. Dado A C X

definimos

FA) = f@).

z€A

Decimos que A es invariante si f(A) C A. Para tales conjuntos hay una apli-
cacién f|4 multivaluada inducida definida por f|4(z) = f(x) para todo =z € X.
Nuestra primera propiedad es sobre la entropia separada de los conjuntos invari-

antes.

Teorema 4.1. Sea f una aplicacion multivaluada en un espacio métrico X. Si

X = U, A donde cada A; es un conjunto invariante de f, entonces hg(f) =

maxi<;<m Pse (f A; ) :
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Demostracién. Afirmamos que hg(f|a) < hs(f) para cualquier conjunto in-
variante A C X. En efecto, para cualquier F C A, n € Nt, e >0y xz € F se
tiene B4 [z,e] N F = Bl[z,e] N F. Sigue que cada conjunto (n, €)-separado F de
f|a es (n,€)-separado para f. En consecuencia, s(n, ¢, f|a) < s(n, ¢, f) de donde

la afirmacion sigue.

Por la afirmacién tenemos hg.(f) > maxo<i<m hse(f]a,). La desigualdad in-

versa sigue como en el Teorema 7.5 p. 172 de [31]. O

Nuestra segunda propiedad es sobre el orden natural de inclusién en el con-
junto de las aplicaciones multivaludas definida por f < g si f(x) C g(x) para

todo z € X.

Teorema 4.2. Las entropia separada y generada invierten el orden de inclusion

en el conjunto de las aplicaciones multivaluadas.

Demostracion. Sean f, g dos aplicaciones multivaluadas de un espacio métrico
X con f < g. Sea F un conjunto (n, €)-separado de g. Afirmamos que F' también
es (n, €)-separado para f. En efecto, tome x,y € F distintas y sucesiones (z;),
(yi)o que satisfacen xo =, yo =y, Ti41 € f(2;) ¥y yir1 € f(y;) para cada i con
0<i<n-—1. Como f < g, obtenemos ;11 € g(x;) v yi+1 € 9(y;) para todo i
con 0 <i<n-—1. Como F es (n,e)-separado para g, concluimos que existe un 4
con 0 <i<mn-—1tal que d(x;,y;) > €. Luego, F es (n,€)-separado para f como

se afirmé. De aqui obtenemos s(n, €, g) < s(n, ¢, f) para cada (n, ) € N*x]0, oo,
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asi

1 1
n

n—00 n n—00

Tomando limites cuando € — 0 obtenemos hy.(g) < hs(f). La prueba de que la

entropia generadora invierte el orden en las aplicaciones multivaluadas es similar.

D

Recuerde que una seleccién de una aplicacién multivaluada f : X — 2% es
cualquier aplicacién s : X — X que satisface s(z) € f(z) para todo x € X. Las
selecciones siempre existen por el axioma de eleccion. Una consecuencia directa

del Teorema 4.2 es el siguiente.

Corolario 4.3. Si f es una aplicacion multivaluada en un espacio métrico, en-

tonces hs(f) < h(s) para cada seleccion s de f.

Cada aplicacién monovaluada en un espacio métrico satisface r(n,e) <
s(n,e) < r(n,5). Es natural esperar las mismas desigualdades en el caso multi-
valuado. Sin embargo, solo obtenemos la primera de estas desigualdades como
se reporta abajo. La prueba de la segunda en el caso monovaluado depende del
hecho de que las aplicaciones d,, en (3) son métricas, un hecho que es falso en

general a la luz del Ejemplo 5.5 més adelante.

Lema 4.4. Si f es una aplicacion multivaluada en un espacio métrico, entonces

r(n,€) < s(n,e€) para cadan € N* y e > 0.

Demostracién. Si s(n,e) = oo no hay nada que probar. Entonces, podemos
suponer que s(n,e) < oo. Por lo tanto, hay un conjunto (n,€)-separado E tal
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que card(E) = s(n,€). En particular card(E) < oo. Si probamos que E es
(n, €)-generador, entonces r(n, €) < card(E) = s(n,€) y lo tenemos listo. De otro

modo, podemos hacer

ye K\ (U Bn[x,e}) . (4.0)
el

En particular, y ¢ E y asi card(E U {y}) > card(E) pues card(E) < oco. Si

xr € E, (4) implica que By,[z,¢] N (EU{y}) = B,lz,e] N E = {x}. Més aun, si

hubiera = € B,[y,e] N E entonces y € B,[r,¢| para algin z € E en oposicién

a (4). Por lo tanto, B,[y,e] N E = 0 lo que prueba B,[y,¢] N (E U {y}) = {y}.

Asi;, EU{y} es (n,e)-separado. Por (4) tenemos y € K asi FU {y} C K en

contradiccién a card(E) = s(n,€). Lo que prueba el resultado. O

Nuestra tercera propiedad compara las entropias separada y generada.

Teorema 4.5. La entropia generada es menor o iqual a la entropia separada.

Demostracion. La prueba es una consecuencia directa del Lema 4.4. 0

La propiedad siguiente da una condicién suficiente para que las entropias

separada y generada de un sistema dinamico multivaluado sean iguales.

Teorema 4.6. Las entropias separada y generada coinciden cuando las aplica-

ciones d,, en (3) son métricas para todo n grande.

Demostracién. La prueba es similar al caso monovaluado [31]. En efecto, por
el Teorema 4.5 es suficiente mostrar que hy(f) < hg,(f) y, para esto, solo nece-
sitamos probar que s(n,€) < r(n, 5) para cualquier n grande y cualquier € > 0.
Lo que se hace del siguiente modo.
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Tome N € NT tal que d, en (3) es una métrica para n > N. Sea F un
conjunto (n, €)-separado y £ un conjunto (n, 5)-generador para n > N y € > 0.
Entonces, existe una aplicacién ¢ : F' — I que satisface 2 € B,[¢(x), 5] para
x € F. Esta aplicacién es inyectiva. En efecto, si ¢(x) = ¢(2’) para z,2’ € F,
entonces d,(z,2") < dn(x,¢(x)) + d,(d(2'),2") < € porque n > N y asi d,, es
una métrica. Esto implica que =’ € B,[x,¢] N F' de modo que = = z’. Sigue que

card(F) < card(E) lo que prueba s(n,e) < r(n, 5). O

Observamos que las hipédtesis del resultado anterior no son validas en general

(e.g. Ejemplo 5.5).

A continuacion discutimos la invariancia de las entropias bajo conjugacion
topoldgica. Observe que, para cualquier par de conjuntos X y Y, cada aplicacion
H : X — Y induce una aplicacién H : 2% — 2Y dada por H(A) = {H(a) : a € A}

para A C X. Acerca de esta aplicacién tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.7. Sean f y g aplicaciones multivaluadas de espacios métricos
X y Y respectivamente. Si existe una aplicacion sobreyectiva uniformemente
continua H : X — 'Y que satisface H o f < go H, entonces h.(f) > h.(g) para

*x = se, Sp.

Demostracién. Primero probamos que hg(f) > hs(g). Afirmamos que para
cada € > 0 existe § > 0 tal que para cada n € NT y cada conjunto (n, €)-separado

F de g existe un conjunto (n,d)-separado F’ de f tal que card(F) = card(F").

Como H es uniformemente continuo, para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que
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cuando a,b € X se tiene que
d(H(a), H(b)) > € implica d(a,b) > 4.

Sea F'un conjunto (n, €)-separado de g. Como H es sobreyectiva, podemos escoger
una aplicacién inyectiva ¢ : F — X tal que H o ¢ = Id donde Id es la identidad.

Probemos que F’ = ¢(F') es (n, €)-separado para f.

Tome z,y € F' distintos y sucesiones (z;),, (y;), tales que xo =z, yo = v,

Tit1 € f(2;) v yir1 € f(y;) para todo ¢ tal que 0 <i <n — 1.

Como z # y, tenemos H(z) # H(y). De hecho, x = ¢(a) y y = ¢(b) para
a,b e F. Como x # y tenemos a # b asi H(x) = H(¢(a)) =a #b= H(¢p(b)) =
H(y).

Ahora, las sucesiones (H(z;)) v (H(y:))l, satisfacen H(zo) = H(x),
H(yo) = H(y), H(wiy1) € H(f(2:)) C g(H (2:)) y H(yir1) € H(f(y:)) € g(H ()
para todo i con 0 < i < n—1. Como H(x),H(y) € F y F es (n,¢)-separado
para g, existe un iy con 0 < ig < n — 1 tal que d(H(z;,), H(yi,)) > €. Entonces,

d(xiy,vi,) > 0 y la afirmacion estd demostrada pues card(F') = car(¢(F)) =

card(F).

De la afirmacién sigue que para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que s(n,¢,g) <
s(n, 0, f) de modo que

1 | 1)
lim sup —ogs(n, €9) < lim sup —ogs(n, /)
n

n—00 n Nn—00

S hse(f)'
Haciendo € — 0o obtenemos hg(g) < hge(f).

A continuacién probamos hg,(f) > hgy(g). Afirmamos que para cada € > 0
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existe > 0 tal que para cada n € NT y cada conjunto (n,d)-generador E'de f

existe un conjunto (n, €)-generador E de g tal que card(E) < card(E").

Fije € > 0 y tome § > 0 tal que

d(a,b) <0 = d(H(a),H(b)) <e.

Ahora fije n € Nt y un conjunto (n,d)-generador E’ de f, i.e.,

X = | Bulz,d].

zeE’

Como H es sobreyectivo tenemos

Y = | J H(B.z,d]).

veE!

Afirmamos que H(B,[z,0]) C B,[H(z),€¢]. Tome y € B,[z,d]. Sigue que
existen sucesiones (x;)i, v (y;)i, que satisfacen xy = x, yo = y, xi41 € f(x:),
Yir1 € f(y:) v d(zi,y;) < § para todo i con 0 < i < n — 1. Luego, las sucesiones
(H(w:))imo v (H(y:))izo satisfacen H(zo) = H(x), H(y) = H(y), H(zit1) €
H(f(z:)) € g(H(z:)) y H(yisa) € H(f(z:)) C g(H(y;)) para todo i con 0 <
i < n—1 Mas aun, también tenemos d(H (z;), H(y;)) < € para todo i con
0 <i < n—1por laeleccién de 6. En consecuencia H(y) € B,[H(z), €] probando

nuestra afirmacion.

Sigue de la afirmacién que

Y = Bu[H(z),€].

zeE!

Luego, E = H(E') es (n, €)-generador para g. Claramente card(E) < card(E') y
la afirmacién sigue.
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La afirmacién implica que para cada € > 0 existe § > 0 tal que r(n,d, f) >
r(n, €, g) para cada n € NT. En efecto, fije € > 0 y tome 0 como en la afirmacién.
Suponemos que r(n,d, f) < co. Pues el otro caso es directo. Entonces, existe un
conjunto (n,d)-generador de f tal que card(E’) = r(n,d, f). Por la afirmacién
podemos escoger un conjunto (n, €)-generador E de g tal que card(E") > card(E).
Entonces, r(n,d, f) = card(E") > card(E) > r(n,¢€,g). De aqui obtenemos que

para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

hsp(f) Z lim sup M 2 1im sup M
n—oo n n—oo n
Como € es arbitrario, obtenemos hg,(f) > hgp(g). -

Decimos que las aplicaciones multivaluadas f y ¢ de los espacios métricos
respectivos X y Y son topoldgicamente conjugadas si existe un homeomor-
fismo uniforme H : X — Y tal que go H = H o f. Correspondientemente,
dos métricas d y d’ de X son dichas uniformemente equivalentes si ambas
Id: (X,d) = (Xd)eld: (X,d)— (X,d) son uniformemente continuas, donde

Id(x) = x es la identidad.

Nuestra siguiente propiedad es la invariancia de las entropias separada y gen-

erada bajo la conjugacion o métricas equivalentes.

Teorema 4.8. Las entropias separada y generada son itnvariantes bajo conju-
gacion topolégica. Mas aun, ambas entropias son independientes de métricas

uniformemente equivalentes.

Demostracion. La primera parte es una consecuencias directa de la Proposicion
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4.7 mientras que la segunda sigue de la primera. 0

Observacién 4.0.1. El Teorema 4.8 implica que la entropia topolégica también
es un invariante para cualquier aplicaciéon monovaluada, continua o no. Esto

extiende el resultado monovaluado obtenido en la Proposicion 3.7 de p. 625 en

Ciklova [8].

Definimos la composicién g o f de aplicaciones multivaluadas f, g de X por

(go f)(x) =g(f(x)) para todo z € X.

Definimos f° por f°(z) = {x} para todo z € X. Inductivamente definimos

f¥= fo ff 1 para k> 1.
Lema 4.9. Para cada aplicacion multivaluada f de un espacio métrico se tiene

d* <dl  para todo n, k € N*.

Demostracién. Podemos suponer que k& € N*. Fije n € N y 2,y € X. Dado
v > 0 existen sucesiones (x;)¥, v (y;)¥, tales que zo = x, yo = y, zis1 € f(1y),
yis1 € f(yi) y d(zi,y;) < dl (z,y) +~ para todo i con 0 < i < kn — 1. Defina
Ti = T VUi = Yrs para todo i con 0 < ¢ < n. Entonces, las sucesiones resultantes
(Z:)1g y (i) satisfacen 2o = z, 90 = y, Zip1 € f¥(24), Girr € [F(0:) y d(&i, §;) <
din(x,y) + ~ para todo i con 0 < i < n — 1. Entonces, df" (z,y) < d(z,y) + 7.

Como 7 es arbitrario obtenemos el resultado. U

El Lema 4.9 implica el siguiente corolario.

39



Corolario 4.10. Para cualquier aplicacion multivaluada f de un espacio X se
tiene

B,{n[x,e]CBfk[x,e], Ve e X,n e N e>0.

n

Decimos que una aplicacién multivaluada f de un espacio métrico X es uni-
formemente continua si para cada € > 0 existe § > 0 tal que d(f(z), f(y)) < €
siempre que z,y € X satisfacen d(z,y) < 0. Esta definicién se reduce a la

continuidad uniforme usual en el caso monovaluado.

El siguiente lema es un tipo de reciproca del corolario anterior en el caso

uniformemente continuo.

Lema 4.11. Sea f una aplicacion multivaluada uniformemente continua en un

espacio métrico. Entonces, para cada € > 0 eziste 6 > 0 tal que

Bf'[z,6) c Bl [x,] VzeX,neN* kel

Demostracion. Fije € > 0. Como f es uniformemente continuo, existen 0 <
Op < Op_q1 < -++ <01 < dp = € tal que para cada r que satisface 0 < r < k y cada

a,b € X se tiene
d(a,b) <6, = d(f(b), f(a)) < dp_1. (4.0)
Probemos que ¢ = ¢, satisface la conclusion del lema.

Fije x € X,n € N* y k € N. Podemos suponer que k € N7,

Tome y € Bf"[x,4], i.e., existen sucesiones (z;)", v (yi)7_, tal que o = 0,
Yo =Ys Tis1 € fF(x), Yir1 € fF(y:) v d(zs, i) < 0 paratodoicon 0 <i<n—1L
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Dado i con 0 < ¢ < n — 1 construimos las sucesiones (a:é)f;é y (y;)f;é del

siguiente modo:

Defina zi) = z; y yi = y;. Entonces, d(zf,y}) = d(z;,y;) < 6 = d;. Aplicando
(4) existen 2% € f(z)) vy vi € f(y}) tales que d(z%,yt) < dkx_1. Nuevamente por
(4) existen xb € f(21) y yb € f(yh) tales que d(zh,ys) < Or_o. Repitiendo el
proceso obtenemos ' y yf para 1 < j <k —1 tal que 2%, € f(z}), yi, € f(y))
para todo j con 0 < j <k —2y d(z},y}) < d—; para todo i con 0 < j <k — 1.

Esto completa la construccion.

A continuacién definimos las sucesiones (;)f, v (9;)F", por
iikﬂ-:x; yyikﬂ:y; para todoi,j con 0 <i<n—1y0<j<k—1 (resp.).

Sigue de estas elecciones que Ty = x, Yo = Y, Tip1 € (@), i1 € f(U) ¥
d(#;,9;) < € para todo | con 0 < I < kn — 1. Entonces, y € B] [z,€] y el lema

sigue. 0

Nuestra proxima propiedad es una desigualdad de potencias para aplicaciones
multivaluadas que corresponde a la férmula de potencias h(f*) = k- h(f) en el

caso de una aplicacion monovaluada f.

Teorema 4.12. Cada aplicacion multivaluada uniformemente continua f de un

espacio métrico satisface

ho(f) < R f*) < k- ho(f) Vk € Nt where x = sp, se.

Demostracién. Primero probaremos el resultado para * = se. Fije k € N*.
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Sean n € N*, ¢ > 0y F un conjunto (n, €)-separado para f*. Por el Corolario

4.10 obtenemos
FNBl [z, cFN Bl [z, ¢] = {z} para todo r € F,

en consecuencia F es (kn,e)-separado para f. Esto implica s(n,e, f¥) <
s(kn,e, f) y ast hoo(f*) < k- hee(f).

Para probar hy(f) < he(f*), sea e > 0y tome § del Lema 4.11. Tome n € N

y sea F' un conjunto (kn, €)-separado de f. Entonces, el Lema 4.11 implica
FNB[z,0)c FNB! [z, ={z} VzeF

de modo que F es (n,d)-separado para f*. Esto implica s(kn, ¢, f) < s(n, d, f*).
Siendo s(n, e, f) creciente en n, obtenemos s(n,e, f) < s(n,d, f¥). Luego,

hse(f) < he (7).

En seguida probaremos el resultado para * = sp. Fije k € NT.

Sean € Nt e > 0y F un conjunto (kn, €)-generador para f. Por el Corolario

4.10 obtenemos

X = U Bl [z, C U Bl [z, €]

zelR zeE

y asi E es (n, €)-generador para f*. Esto implica r(n, e, f¥) < r(kn, ¢, f) de modo
que hg,(f*) < k- hy(f).

Para probar que hg,(f) < hg,(f*), sea € > 0y tome ¢ del Lema 4.11. Tome
n € Ny sea E un conjunto (n,d)-generador para f*. Entonces, el Lema 4.11
implica

X = U Bl [z,6] C U B [z,

zeFE zeFE
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y asi E es (kn,¢)-generador para f. Esto implica r(kn, e, f) < r(n,d, f*). Pero

nuevamente r(n, ¢, f) es creciente en n, de modo que hg,(f) < hg,(f*). O

Ahora probaremos el siguiente lema.

Lema 4.13. Sea f una aplicacion multivaluada uniformemente continua de un
espacio métrico X. Entonces, para cada n € NT y e > 0 existe 6 > 0 tal que

d(x,y) < € siempre que x,y € X satisfacen d(z,y) < 4.

Demostracion. Fije e > 0. Por la continuidad uniforme existen 0 < 4,, < --- <
d1 < dg = € tales que d(f(w), f(2)) < d;—1 cuando d(z,w) < §; y 1 < i < n.

Ahora tome § = 9,, y concluimos. O

De este lema obtenemos la siguiente propiedad.

Lema 4.14. Si f es una aplicacion multivaluada uniformemente continua en un

espacio métrico compacto X, entonces s(n,€) < oo para cadan € N y e > 0.

Demostracién. En caso contrario existen n € N*, € > 0 y una sucesién Fj, de
conjuntos (n, €)-separados que satisfacen card(Fj) — oo cuando k — oco. Para
estos n y € fijamos 0 > 0 como en el Lema 4.13. Por compacidad existen k grande
y puntos distintos z,y € Fj con d(x,y) < §. Entonces, el Lema 4.13 implica

y € B[z, €] N Fy lo que contradice que Fy es (n, €)-separado. 0

Decimos que una aplicaciéon multivaluada f de un espacio métrico X es
equicontinua si para cada ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que para todo x,y € X
con d(z,y) < ¢ existen sucesiones (z;)ien vV (¥i)ien tales que g = z, yo = v,
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Tiv1 € f(x;), yir1 € flyi) v d(z;,y;) < € para cada ¢ € N. Esta definicién es
la extensién natural de la definicién correspondiente en el caso monovaluado [6].
Otro concepto relacionado pero en el caso multivaluado es la Definicién 3.1 en

19].

La ultima propiedad que demostraremos en aqui es la generalizaciéon de un

hecho bien conocido en el caso monovaluado.

Teorema 4.15. Ambas entropias, la separada y la generada se anulan para apli-

cactones multivaluadas equicontinuas en espacios métricos compactos.

Demostracion. Equicontinuidad es equivalente a la propiedad que para cada
e > 0 existe § > 0 tal que B[z,d] C By,[z,€], para cada = € X y n € N.
Esto implica s(n,€) < s(1,d) para todo n € NT. Por otro lado, es obvio que que
s(1,6) > 0y ademds tenemos s(1,d) < oo por el Lema 4.14. Entonces, hs(f) =0

y asi hgy(f) = 0 por el Teorema 4.5. O
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Capitulo 5

Ejemplos

En esta seccion presentaremos algunos ejemplos relacionados. Para esto necesi-

tamos los siguientes hechos.

Lema 5.1. §i f es una aplicacion multivaluada en un espacio métrico X, en-

tonces

dy(a,b) = max{d(a,b),d(f(a), f(b))}, para todo a,b € X.

Demostracion. Derivamos el resultado a partir de las siguientes afirmaciones:

o Sid(f(a), f(b) < d(a,b), entonces da(a, b) = d(a, b).
o Sid(a,b) < d(f(a), f(b)), entonces da(a,b) = d(f(a), f(b)).
Sigue de la definicién de dy que
dy(a,b) = inf{max(d(a,b), d(a1, b)) : ar € f(a), by € f(B)}.
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En particular, ds > d. Probemos la primera afirmacién. Si~y > 0, entonces existen
a; € f(a), by € f(b) tales que d(ay,b;) < d(a,b)+~y. Para esta eleccién particular
se tiene max(d(a,b),d(ay,b1)) < d(a,b) + v de modo que dy(a,b) < d(a,b) + 7.

Como 7 es arbitrario, dy(a,b) < d(a,b) y asi ds(a,b) = d(a,b).

Para la segunda afirmacién, si d(a,b) < d(f(a), f(b)), entonces
max(d(a,b),d(a1, b)) = d(a1,b) para todo a; € f(a), by € f(b).
Luego, ds(a,b) = d(f(a), f(b)). O

Usando este lema obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 5.2. Sea f una aplicacion multivaluada en un espacio métrico X .

St existen a,b,c € X que satisfacen

d(f(a), (b)) = d(f(b), f(c)) = 0 y max(d(a,b),d(b,c)) < %d(f(a), f(@)),

entonces do no es una métrica.

Demostracién. Sigue inmediatamente del Lema 5.1 que ds(a,b) = d(a,b) y

dy(b, ¢) = d(b, c). Por otro lado,
A(0,¢) < d(a.b) + d(b.c) < Ld(f(a). £(0) + Sd(F(a). £(e) = d(F(a). F(c))

De aqui y del Lema 5.1 obtenemos ds(a, ¢) = d(f(a), f(c)). Luego,
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blae) = d(f(@), 1(0)
= S0, () + 5dF @), )
> d(a,b) 4+ d(b,c)

= dy(a,b) + da(b,c)

y asi dy no satisface la desigualdad triangular. Por consiguiente, dy no es una

métrica y el resultado sigue. 0

Ahora presentaremos algunos ejemplos. El primero es el llamado subdiferen-
cial de la norma euclidiana f(x) = |z| de R (ver p. 215 en [24]).

Ejemplo 5.3. Considere la aplicacion multivaluada Of de R definida por

;

{1} si >0

Of(x) =19 [-1,1] si =0

{1} si <0

Al poner a = %, b=0yc= —% en la Proposicion 5.2 obtenemos que dy no es

una métrica.

El segundo ejemplo es el siguiente.

Ejemplo 5.4. Es facil ver que la aplicacion multivaluada f de [0,1] definida por

)
' 1
{20} si 0<2 <3

flz) = 0,1] si z=1

2

{2z -1} st 1<a<1
\
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es uniformemente continua. Sin embargo, poniendo a < b = % < ¢ con d(a,c)
pequeno en la Proposicion 5.2 obtenemos dy no es una métrica en este caso tam-

poco.

El siguiente es un ejemplo en que d, no es una métrica para ningin n.

Ejemplo 5.5. Para cada k € Nt existe una aplicacidn multivaluada [ en la
esfera S* = {x € R*! . ||z|| = 1} de R*! para la cual d,, no es una métrica para

ningin n > 2.

Demostracién. Seleccione tres puntos diferentes a, b, ¢ € S* y tres subconjuntos

A, B,C C S* que satisfacen los siguientes tres hipétesis:

o d(A, B) = d(B,C) = 0;
e max(d(a,b),d(b,c)) < 3d(A,C);

e {a,b,c}N(AUBUC)=0.

Como a # b # ¢ # a, la aplicacién multivaluada f de S* definida por

(
A st x=a

B si z=0b
C st z=c¢

\ {z} si z ¢ {a,b,c}

esta bien definida. Sigue de las dos primeras hipétesis y de la Proposicién 5.2

que do no es una métrica para este f. Usando la tercera hipdtesis obtenemos
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d, = do para cada n > 2, y asi, d,, no es una métrica para n > 2. Esto termina

la construccion. O

Ejemplo 5.6. Sea f una aplicacion multivaluada en un espacio métrico X que
satisface x € f(x) para todo x € X. Sigue que d(f(x), f(y)) < d(z,y) para todo
x,y € X. Luego, dy = d es una métrica por el Lema 5.1. Ahora fije 6 > 0 y
defina la aplicacién multivaluada f en R? por f(x) = B[z, 4] para todo x € R2.
Luego, f no es monovaluada pero dy es una métrica. FEstas aplicaciones tienen

ambas entropias la separada y la generada iguales a cero (vea el Ejemplo 5.7).

Para finalizar presentamos algunos ejemplos donde las entropias separada y

generada pueden ser calculadas.

Ejemplo 5.7. Sea f una aplicacion multivaluada en un espacio métrico X que
satisface © € f(x) para todo x € X. Entonces, hs(f) = hgyp(f) = 0. En
efecto, en este caso la identidad Id es una seleccion continua f de modo que
hse(f) < h(Id) = 0 por el Corolario 4.3. Esto también puede ser probado notando
que todas las aplicaciones multivaluadas con esa propiedad son equicontinuas y
por lo tanto ambas entropias se anulan por el Teorema 4.15. En particular, dado
d > 0 la aplicacion multivaluada f(x) = Blx,0] para x € X tiene entropia

topoldgica separada y generada igual a cero.

Para los siguientes tres ejemplos consideraremos el circulo unitario

St={2eC:|z|=1}.
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Defina g : S' — St por g(z) = 22. Sigue que h(g) = log2. Ademds g es una

aplicacién expansora, i.e., existe A > 1 tal que ||Dg(z)|| > A para todo z € S*.

Ejemplo 5.8. Provea al intervalo unitario [0,1] con la métrica Euclidiana. De-

fina la aplicacion multivaluada f de [0, 1] por

(

{22}, of 0<2<3

flz) = (0,1}, if 2=1

{2z -1}, if <2<l
\

Sigue que hg(f) = log2.

Demostracién. Sea H : [0,1] — S! definida por H(z) = ¢*™. Sigue que H es
una sobreyeccion continua. Se puede comprobar facilmente que go H = H o f
asi tenemos hg.(f) > hse(9) = h(g) = log 2 por la Proposicién 4.7. Por otro lado,

la aplicacién

es una seleccién of f. Sigue que hg(f) < h(s) por el Corolario 4.3. Como

h(s) = log2, obtenemos hy.(f) < log2 de donde hy.(f) = log 2. O

Ejemplo 5.9. Dado § > 0 definimos la aplicacion multivaluada f de S* por
f(z) = Blg(2),0] para todo z € S*. Como g es expansora, existe n € Nt de-
pendiendo de § solamente tal que f"(z) = S para todo z € S*. En particular,
z € f™(2) para todo z € S* y asi hs(f™) = 0. Por otro lado, f es claramente
uniformemente continua de modo que hse(f) < hse(f™) =0 por el Teorema 4.12.
Por lo tanto, hs(f) = 0. De esto y del Teorema 4.5 obtenemos hs,(f) = 0.
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El siguiente es un ejemplo de una aplicacién genuina (i.e. no es monovaluada)
para la cual las entropias separada y generada coinciden y el valor comun es

positivo.

Ejemplo 5.10. Sea f una aplicacion monovaluada en [0, 1] definida en el Ejemplo
5.8. Por el Teorema 4.5 se tiene hg,(f) < hse(f) = log2. Por otro lado, hemos
visto que hg,(f) > hep(g). Y como hsy(g9) = hse(g) = log2 concluimos que

hsp(f) = hse(f) = lOg 2.

El ultimo ejemplo es el siguiente.

Ejemplo 5.11. La aplicacion multivaluada f en [0,1] definida en el Ejemplo 5.4

tiene ambas entropias la generada y la separada iguales a log 2.

Demostracion. Es claro que f es mayor que la aplicacién multivaluada en el
Ejemplo 5.8 la cual, a su vez, tiene entropia generada menor o igual a log 2.

Luego, hy(f) < log2 por el Teorema 4.5. Por otro lado, tomando intervalos

1

cerrados adecuados [y, [ en cada lado de 3

obtenemos un conjunto compacto
invariante A = (), oy [~ " (11 U I5) para el cual f|4 tiene entropia topoldgica igual

a log2. En consecuencia, log2 < hg,(f) por el Teorema 4.1 y listo. De forma

similar obtenemos hy.(f) = log 2. O
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Capitulo 6

Conclusiones

1. En este trabajo usamos el enfoque de conjuntos separados y generadores
[5], [11] para definir las entropias topolégicas separada hg. y generada hy,

para aplicaciones multivaluadas.

2. Probamos que dichas entropias satisfacen algunas propiedades que se aseme-
jan a las del caso univaluado. Esto incluye un tipo de propiedad subaditiva
en el Teorema 4.1, similar al caso monovaluado, que invierte el orden natu-
ral de inclusién para aplicaciones multivaluadas, resultado no reportado en

el caso monovaluado.

3. Probamos que la entropia generada es menor que la separada, en general,

y que ambas coinciden cuando las semimétricas inducidas son métricas.

4. Probamos que son invariantes topoldgicos, resultado similar al caso mono-

valuado, y que satisfacen una desigualdad de potencias cercanamente rela-
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cionada a la formula de potencias en el caso monovaluado.

Probamos que ambas se anulan para aplicaciones multivaluadas equicontin-

uas, otra vez como en el caso monovaluado.

Ademas se han calculado las entropias en algunos ejemplos genuinamente

multivaluados.

En particular, el ejemplo 5.8 se puede ver como asignar entropia a sistemas

no continuos.

Los ejemplos implica que existe un modo natural de tratar un sistema dis-
continuo (al menos en dim = 1) como funciones multivaluadas. Eso nos da

una forma de tratar la entropia en sistemas con saltos.
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Capitulo 7

Recomendaciones

1. Se puede analizar los diferentes modos de definir para ver las consecuencias
de estas definiciones en la fisica estadistica. Un primer intento de esto es el

trabajo pionero de Tsallis [29].

2. Es posible seguir la investigacion para tratar de obtener funciones multival-
udas a partir de funciones discontinuas ahora en dimensiéon mayor a 1. Esto
anadirfa un conjunto mayor de sistemas dindmicos clasificables a través de

su entropia.

3. Para que la relacion entre las entropias topoldgicas, definidas aqui, y la
fisica estadistica, faltaria un resultado semejante al principio variacional.

Esto puede ser una linea de investigacién futura también.
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Appendix A

Medidas, entropia métrica y el

principio variacional

Este apéndice tiene la intencién de dar las nociones necesarias de medida para que
este trabajo sea autocontenido. Asi también se podra comprender a cabalidad el

llamado Principio Variacional de la entropia.

Dado un conjunto X, conjunto de estados, una coleccion B de subconjuntos

de X es llamada o-algebra cuando cumple lo siguiente:

1. X € B.

2. Cada vez que A € B se tiene que A° € B.

[e.9]

3. Si A; € B es una coleccién numerable de elementos en B entonces | J A; =
i=0

AeB.

Los conjuntos en B se llaman conjuntos medibles.
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Una funcién p con dominio en B es llamada medida cuando cumple lo siguiente

1. p:B—0,00].
2. u=0.

3. p (UiEN Ai) = D ien H(As).

El par (X, B) es llamado espacio medible, y el triplete (X, 5, ) es un es-
pacio de medida. Cuando p(X) =1 el espacio de medida es llamado espacio
de probabilidad. Una funcién 7' : X — X'| entre los espacios medibles (X, B)
y (X', B') es una funcién medible, cuando la preimagen de todo conjunto B'-
medible es B-medible, i.e. T '(A) € B para todo A € B'. Compare estas

definiciones con la de topologia y funciones continuas.

Considere ahora una transformacién, T' : X — X, medible, de un espacio
de medida (X, B, u) en si mismo. Decimos que T preserva medida cuando
w(T71(A)) = u(A), para todo conjunto medible A. Si T preserva la medida u

también podemos decir que p es T invariante.

A.1 Entropia métrica

Comenzamos describiendo un caso que nos ayuda a entender las motivaciones
de la definicién de entropia. Especificamente la relacionada con teoria de la

informacion.

Imaginemos que se transmiten simbolos en sucesion, tal como en la radio, en
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las comunicaciones computadora a computadora, o en la lectura de los estados de
las particulas en un arreglo. El conjunto de los simbolos posibles es el conjunto
X. Cuando se transmite un conjunto de simbolos decimos que se ha transmitido
una palabra. Ahora bien, es claro que las palabras y los mensajes seran o no
entendidos dependiendo de la codificacién que se haya elegido para trasmitirlas.
Por ejemplo si escogemos el castellano, y se transmiten las letras c-o-n-f-i-a-b-1 .
Son 8 letras que transmiten la informacion completa, pues la siguiente letra debe
ser, inevitablemente, la letra “e”. Entonces transmitir la letra que falta no anade
informaciéon al mensaje ya enviado. La informacién necesaria ya estd en las 7

letras anteriores.

Eso es porque la probabilidad de las secuencias de letras en un determinado
cédigo (castellano en este caso) no son las mismas. De hecho, la letras mas fre-
cuente en castellano son la “e” y la “a”, de modo que transmitir estas letras
aporta poca informacién. En cambio si transmitimos un mensaje y con la le-

[15+0)] g,

tra “n” o la letra “x”, estaremos transmitiendo bastante informacién porque el

mensaje estard casi completo solo con esas letras.

Si la aparicion de una letra es independiente de la anterior, la probabilidad
de una palabra es el producto de las probabilidades de aparicion de cada letra.
Esta es una de las razones por la que el logaritmo es usado en la definicién de
entropia. Por otro lado, anadir una letra al mensaje anade la informacion que esa
aparicion trae. Si p, es la probabilidad de aparicion de la letra o € X, podemos

definir como — log p, como la informacién que la letra contiene.
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La entropia de un canal de comunicacién es el promedio de la informacién que

se puede transmitir

1
h = lim — Doy, 108 Py A0
im > —Pore-an 108 Doy oa, (A.0)

Je AR

Donde pqy,...a, €s la probabilidad de que la palabra o - - -, aparezca.

A primera vista, parece extrano que la teoria de informacién se relacione
con la fisica, sin embargo si pensamos en falta de informacién ya toma cierto
sentido. Para eso debemos situarnos dentro del sistema y tratar de describirlo.
Un sistema muy “ordenado” necesitarda menos informacién para describirse y un

sistema “desordenado” necesitard mas, es decir, mayor entropia.

Es més, en teoria de la informacién es facil entender que la entropia aumenta,
porque lo que ya fue transmitido no lo podemos ignorar, de modo que cualquier

anadido aumentara la informaciéon y por ende, la entropia.

A.2 Particiones y sub-o-algebras

En lo que sigue el alfabeto X serd reemplazado por el espacio X llamado espacio
de estados. La coleccién de los resultados posibles de una medicién (que depende
del detector y del experimento que se haga) es B C 2. Sobre el existe la
medida de probabilidad m. El triplete (X, B, m) es usualmente llamado espacio

de probabilidad.

Una particién £ de (X, B, m) es una coleccién de elementos de B cuya unién
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es X.

Si € es una particién finita de (X, B, m) entonces la coleccion de todos los
elementos de B que son uniones de elementos de £ es una sub-o algebra de B. Lo
denotamos por A(&). Reciprocamente, si C = {C1,...,C,} es un sub-o algebra
finita de B, entonces se puede formar una particién finita coleccionando los con-
juntos de la forma B;N---N B, donde B; = C; o X \ C;. La denotamos por &(C).
Es claro que A(£(C)) = C. Esto establece que las sub-o élgebras finitas estan

relacionadas 1 a 1 con las particiones finitas de B.

Dadas dos particiones finitas, £ y 1, de (X, B, m). Escribimos ¢ < n cuando
cada elemento de £ es la uniéon de elementos de 1. Decimos que 7 es un refi-

namiento de £&. Observe que

£ <n<+= A(§) C An)

A CC = ¢(A) <£(0).

Definicién A.1. Dado £ = {A;,..., A}, n={C},...,Cy} dos particiones fini-

tas de (X, B,m). Definimos la particién unién de £ y n como

Si A y C son sub-o algebras finitas de B entonces A V C denotan a la menor
sub-o dlgebra de B que contiene a A y C. No es dificil de demostrar que consiste

de todos los conjuntos que se pueden expresar como unién de conjuntos del tipo
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ANCcon Ae Ay C eC. Setiene E(AVC) =&(A) VE).

En lo que sigue T': X — X es una transformaciéon que preserva medida, i.e.

m(T71(A)) = m(A) para todo A € A.

Si & = {Ay,..., Ay}, la particion {T"Ay, ..., T "A;} serd denotada por
T7"¢ y si A es un sub-o-dlgebra de B entonces 7" (.A) denota a la sub-o-élgebra

{T~"A : Ae A}, conn > 0.

Como las preimagenes de una transformacion conservan las operaciones de

conjunto, se tiene que

(T"A) = T7"¢(A)
AT8) = TTA(G
T"(AVC) = T "AVT"C
T™Evy) = T VT ™

E<vy & TE<T

AcCcC < TT"AcCT"C

A.3 Incertidumbre y entropia

A continuaciéon damos la definicién de entropia métrica, la que estd relacionada
con la probabilidad de los eventos, y que modela (bajo ciertos supuestos) la

definicién de entropia en los gases.

Dado el espacio de probabilidad (X,B,m) una particién finita £ =
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{Ay, ..., A} representa los posibles resultados de un experimento especifico. Asi,

la probabilidad de obtener el resultado A; es m(A;).

La definicién de entropia inicia definiendo el nimero H(§) que me debe dar
la cantidad de incertidumbre sobre el resultado del experimento. Esto es, H(§)
medird la incertidumbre informacién ganada (o la incertidumbre retirada) cuando

realizamos el experimento.

Definicién A.2. Dado A una sub-o-dlgebra finita con £(A) = {4y,..., A}, la

entropia de A es el niimero

k
H(A) = H((A)) = =Y m(A;) logm(A,).
i=1
Es notable el hecho que esta funcién es definida de esta manera para que se

satisfagan ciertas propiedades esperadas, tomando en cuenta lo que debe repre-

sentar.

Si identificamos H (&) = H(m(A;),...,m(Ax)), las propiedades son las sigu-

ientes:

Observacion A.3.1. Propiedades de H.

1. H(p1,-..,px,0) = H(p1, ..., D)

2. Dados £ y 7, dos experimentos con resultados £ = {A;,..., Ax} vy n =

{By, ..., B}, se tiene

= S (4500 ) i)
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donde H(|n) es el valor que debe tener H cuando se realiza el experimento
& después de haber realizado el experimento 7. Es decir cuando ya ye obtuvo

la informacion del experimento 7. La férmula indica un promedio del valor

m(AiﬂBj)

m(B;) due nos da la probabilidad

de H evaluado en las probabilidades
de que ocurra el resultado A; suponiendo que ya se dio el resultado B; (del

experimento 7.)

3. H(py,...,pr) >0,y el valor 0 solo es posible si algin p; = 1.

4. La funcién H, tomada como funcién de las k variables p;, con > p; =1, es

continua y simétrica.

5. Para cada k > 1 H tiene su maximo valor para p; = 1/k. Es decir cuando

los k resultados posibles del experimento £ son equiprobables.

Esta propiedad tiene una reciproca interesante. Si damos la funcion H
como en la definicién (A.2). Y si, como es natural, las probabilidades de los
eventos A; nos dan el grado de conocimiento que tenemos del sistema, la
suposicién de que no tenemos ningin conocimiento especial sobre el sistema
nos lleva a que los eventos son equiprobables. Esto es, el principio de

maxima incertidumbre nos lleva a eventos equiprobables.

6. La entropia en los resultados de dos experimentos es la suma de la entropia

de uno mas la entropia del otro suponiendo que el primero ya se realizo.

H(EVn) = H(E) + H(E[n).

La entropia definida en (A.2) tiene una notable extensién en el trabajo de
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Tsallis [29], donde se define la entropia dependiendo de un pardmetro ¢ € R de

modo que cuando ¢ — 1 se obtiene el resultado clasico.

A.4 La entropia métrica y el principio varia-

cional

A modo de aclaracién, el nombre entropia métrica es debido a que se refiere
a una medida. No estamos trabajando con un espacio métrico, sino con un
espacio de medida. Estamos trabajando en un espacio de medida de probabilidad
(X, B,m) y una transformaciéon 7' : X — X que preserva la medida m. Es para
la transformacion 1" que definiremos la entropia. Aqui es conveniente mantener

en mente el paralelismo existente entre esta definicion y el de entropia topologica.

Definicién A.3. Dado T : X — X una transformacién que preserva la medida.

Si A es una sub-o-dlgebra finita de B,definimos

h(T,¢(A)) = h(T, A) = lim Ly (TL\_/ T—iA) :

n—oo N
la cual es llamada entropia de T respecto de A.
Como antes, pensando en A, como los posibles resultados de un experimento,
tenemos que \/;:01 T~ A son los posibles resultados de realizar n veces el experi-

mento. Asi, h(T,.A) es la informacién promedio que se puede obtener realizando

los experimentos una infinidad de veces, o para un nimero suficientemente grande
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de veces.

Si pensamos en 7' como la evolucién de un sistema de un dia para otro (o de
un segundo a otro). La particién & resulta en los posibles estados del sistema que
inicialmente se ha podido determinar y H(§) es la incertidumbre del sistema en

n

el estado inicial. Asi, con \/; _01 T—*A obtengo los estados en lo que el sistema

puede estar después de n pasos. Y h(T,£(A)), es la entropia del sistema, del cual

inicialmente sabiamos €.

Definicién A.4. Si T : X — X es una transformacién que preserva medida en

el espacio (X, B, m) definimos
MT) = sup h(T', A),

donde el supremo se toma sobre todas las sub-o-algebras de finitas de B. Este
valor h(T) es llamado la entropia métrica de T'. De forma equivalente h(7) =
sup h(T,€) , donde el supremo es tomado sobre todas las particiones finitas de

X.

A continuacién, vamos a enunciar de la manera mas clara posible la relacién
que existe entre la entropia métrica (en donde intervienen las medidas) y la en-
tropia topoldgica. Recuerde que la entropia topoldgica clasica trata sobre fun-

ciones continuas en espacios métricos.

Lo primero es definir una o-édlgebra relacionada con la métrica (topologia) del
espacio (X, d). Esta es llamada la o-dlgebra de Borel, y es la menor o-édlgebra

generada por la topolgia, es decir, es la menor g-algebra donde los abiertos de la

68



topologia son medibles. La o-dlgebra de Borel se denota B(X).

Cuando usamos la o-dlgebra de Borel se tiene que las funciones continuas son

medibles.

Dado T : X — X continuo del espacio métrico (X, d), vamos a considerar el
espacio medible (X, B(X)). A continuacién coleccionamos todas las medidas
definidas en ese espacio de modo que T preserve pu. Podemos pensar también que
estamos coleccionando todas las medidas 7" invariantes. Denotamos por M (X, T')

al conjunto de todas las medidas de probabilidad que son T invariantes.

De las definiciones se tiene que si p € M(X,T), entonces T es una transfor-
macién que preserva la medida del espacio (X, B(X), u) de modo que tiene una

entropia métrica que denotaremos como h,,(T").

Definicién A.5. La funcion entropia de una transformacién continua 7" : X —

X es la que asigna a cada medida o € M (X,T) su entropia métrica h, (7).

No es dificil ver que el espacio M (X, T) es un subespacio convexo del espacio
de todas las medidas definidas en (X, B(X)). Esta propiedad también pasa a la

entropia a través de la funcion entropia arriba definida.

Teorema A.1. Sea T : X — X wuna funcion continua de un espacio métrico
compacto. La funcion entropia es una funcion afin ie. , si uym € M(X,T) y

1 <p <1 entonces

P (1=pym(T') = php(T) + (1 = p) i (T).

Demostracién. Para la demostracién puede revisar Capitulo 8 p.183 [31]. [
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Terminamos enunciando una de las relaciones més importantes entre la en-

tropia topoldgica y la entropia métrica, que dice que la entropia topoldgica es el

supremo de las entropias métricas.

Teorema A.2 (Principio Variacional de la Entropia). Sea T : X — X una

funcion continua de un espacio métrico compacto X. Entonces

h(T) = sup{h,(T) | p € M(X;T)}.
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