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CONTRIBUCI ÓN MATEM ÁTICA PARA SIMULAR EL

COMPORTAMIENTO NUM ÉRICO DEL FLUJO DE MEZCLA GAS -

SÓLIDOS

Resumen

Formulamos un nuevo modelo matemático del comportamiento hidrodinámico del flujo de

mezcla Gas-Śolidos en una ćamara de combustión con sistema de lecho fluido. El modelo en

estudio se denominará Modelo de Mezcla Gas-Sólidos.Éste se construye promediando las ecua-

ciones de conservación (de masa y cantidad de movimiento) del modelo de fases de flujo bifási-

co, en el cual se toma en cuenta la existencia de un pequeño paŕametro (Epsilon) relacionado

con el cociente de las densidades másicas de ambas fases generando un problema de frontera

libre, en el cual se realiza una regularización asint́otica originando aśı el modelo de mezcla.

Entre las dificultades que presenta este modelo es la presencia de un sistema del tipo Navier

- Stokes de aparente flujo compresible y lo usual en estos problemas corresponde a la no li-

nealidad, el acoplamiento entre las variables y en particular durante el desarrollo de este caso

aparecen singularidades por efecto de las zonas vacı́as de partı́culas, es decir cuando la fracción

volumétrica de la fase dispersa es nula, por lo que se encuentran serias dificultades téoricas para

demostrar la existencia de la solución anaĺıtica. El objetivo de la Tesis se centra en el estudio

de la existencia de solución d́ebil en subespacios del tipo Sobolev-Orlicz basado en la exten-

sión de algunos resultados referidos en la bibliografı́a. Esta contribución se complementa con

la construccíon de un esquema numérico para el estudio cuantitativo del problema. Todo ello

comprende la formulación de t́ecnicas de desacoplamiento, cuasilinealización, discretizacíon

variacional y estabilización espacial-temporal. Aplicando el método de Galerkin con una técni-

ca de captura de las discontinuidades en las lı́neas de corriente del flujo difusivo y el método de

elementos finitos de tipoP1+P2 se ha disẽnado un esquema algorı́tmico junto a toda una baterı́a

de ḿetodos nuḿericos adicionales para la resolución efectiva del problema evolutivo. El mayor

inteŕes que se ha puesto en este trabajo es la obtención original de los resultados de situaciones

fı́sicas relevantes del modelo con el rigor matemático requerido, mostrando su eficiencia en los

resultados de simulación del problema en estudio. Con los resultados de este trabajo se contri-

buye al conocimiento de técnicas nuḿericas, muy importantes en el estudio de otros problemas

con naturaleza multifase.

Palabras claves:Modelo de Mezcla, lecho fluido, resolución nuḿerica, elementos finitos,

ecuaciones de Navier-Stokes compresible.

Cod. UNESCO: 1202-1203-1206-2204-3328
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MATHEMATICAL CONTRIBUTION TO SIMULATE THE NUMERIC BEHAVIOR

OF THE MIXTURE FLOW GAS - SOLIDS

Abstract

We formulate a new mathematical model of hydrodynamic flow for a Gas-Solids Mixture in a

combustion chamber with fluid bed system. The model under study will be called Gas-Solids

Mixture Model. It is constructed by averaging the conservation equations (mass and momen-

tum) of the two-phase flow model, which takes into account the existence of a small parameter

(Epsilon) related to the ratio of the mass densities of both phases, generatinga free boundary

problem, in which the asymptotic regularization made generates the mixture model. Among the

difficulties presented by this model is the presence of systems such as Navier - Stokes, of appa-

rent compressible flow and the usual corresponding problems, such asnonlinearity, the coupling

between the variables and in particular during this case development the appearance of singu-

larities in the particle free areas, when the volumetric fraction of the dispersed phase is zero,

which is the reason why we found seriuos theoretical difficulties to demonstrate the existence of

the analytical solution. The aim of this thesis focuses in the study of the existence of the weak

solution in Sobolev-Orlicz type spaces based on the extension of some results reported in the

literature. This contribution is complemented with the construction of a numerical scheme for

the quantitative study of the problem. This includes the formulation of decoupling techniques,

cuasilinearization, space-time variational discretization and stabilization. Applying the Galerkin

method with a technique of capture of the discontinuities in the diffusive flow streams and the

method of finite elements of typeP1 + P2 we have designed an algorithms scheme in addition

to a battery of numerical methods for the effective resolution of the evolutionary problem. The

greatest interest in this work was to obtain original results to physical situations related to the

model, with the mathematical rigourousness required, showing the efficiencyof the results in

the simulation of the problem under study. The results of this work contribute tothe knowledge

of numerical techniques, very important in the study of other problems of multiphase nature.

Keywords: Mixture model, fluid bed, numerical solution, finite element Navier-Stokes equa-

tions of compressible.

Cod. UNESCO: 1202-1203-1206-2204-3328
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CONTRIBUIÇ ÃO MATEM ÁTICA PARA SIMULAR Ó COMPORTAMENTO

NUMÉRICA DO FLUXO DE MISTURA GAS - SOLID

Sumário

Nós formulamos um novo modelo matemático hidrodin̂amico de fluxo de ǵas-śolidos mis-

tura em uma ĉamara de combustão com um sistema de leito fluidizado. O modelo em estudo

é chamado Modelo Gas-Solids mistura. Elaé constrúıda pela ḿedia das equações de conservação

(massa e momentum) modelo de fases de duas fases de fluxo, que leva em conta a exist̂encia de

um pequeno parâmetro (Epsilo) relacionadas com a relação entre a densidade de massa de ambos

os geraç̃ao de fase problema de fronteira livre e em que um ajusteé feito causando modelo de

mistura assint́otica. Entre as dificuldades apresentadas por este modeloé a presença de sistemas

como o de Navier - Stokes fluxo compressı́vel aparente do quée habitual nestes problemas, que

correspondèa ñao-linearidade, o acoplamento entre as variáveis ??e, em particular durante o

desenvolvimento do efeito de singularidades aparecemáreas vazias de partı́culas, ou seja, quan-

do a fraç̃ao voluḿetrica da fase dispersaé zero,é por isso que s̃ao śerias dificuldades téoricas

em provar a existência da soluç̃ao anaĺıtica. O objetivo da tese enfoca o estudo da existência de

soluç̃ao fraca em Sobolev tipo subespaços com base na extensão de alguns resultados relatados

na literatura. Esta contribuiçãoé complementada pela construção de um esquema numérico para

o estudo quantitativo do problema. Isso inclui a formulação de t́ecnicas de dissociação, cuasili-

nealizacíon, espaço-tempo de discretização variacional e estabilização. Aplicaç̃ao do ḿetodo de

Galerkin com uma t́ecnica de captura das descontinuidades nas linhas de energia por difusão eo

método de elementos finitos do tipoP1 + P2. Nós projetamos um algoritmo de layout com uma

bateria adicional de ḿetodos nuḿericos para a resolução efetiva do problema evolutivo. O maior

interesse tem sido neste trabalhoé a obtenç̃ao de situaç̃oes f́ısicas originais relevantes do mode-

lo com o rigor mateḿatico necesśario, mostrando sua eficiência nos resultados da simulação do

problema em estudo. Com resultados de este trabalho contribui para o conhecimento de t́ecnicas

numéricas, muito importante, o estudo de outros problemas com a natureza multifásica.

Palavras-chave:Modelo de mistura, leito fluidizado, solução nuḿerica, elementos finitos

Navier-Stokes compressı́veis.

Cod. UNESCO: 1202-1203-1206-2204-3328
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3.3.1. Ḿetodo multipasos basado en integración nuḿerica . . . . . . . 113
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INTRODUCCIÓN

0.1. Antecedentes

En los últimos ãnos ha crecido el interés por la construcción de nuevos modelos

mateḿaticos para hacer software de investigación multidisciplinaria. En softwares para

Dinámica de Fluidos Computacional(CFD) existen una variedad de modelos implemen-

tados para simulación de flujos monof́asicos, pero en el caso de flujos multifásicos áun

es muy escaso. La dinámica de un flujo multif́asico se presenta en procesos donde in-

tervienen multiples componentes de diferente especie, como es en el caso de secado

ó combustíon de residuos śolidos, en ćamaras de lecho fluidificado, que se utiliza para

la generacíon de enerǵıa t́ermica. La complejidad del comportamiento de los diferentes

fenómenos que se originan en este proceso, hace muy dı́ficil la obtencíon de un modelo

mateḿatico de modo generalizado, es por ello que se hacen estudiosde cada una de sus

etapas correspondientes; el entendimiento de cada fenómeno requiere del conocimiento

de leyes f́ısicas y ecuaciones matemáticas altamente especializadas. La creación de nue-

vos modelos eficientes para simular cada etapa que se presenta en la combustión, es un

reto que viene siendo estudiado experimentalmente desde hace varias d́ecadas. Desde el

punto de vista hidrodińamico es interesante análizar el feńomeno de la mezcla bifásica

gas - śolidos que se presenta en la fluidización, porque no solo este fenómeno se tiene

en la combustíon de śolidos, sino tambíen en otros procesos industriales tales como en

la Qúımica Farmacéutica, Petroqúımica y muchos ḿas.

La Fluidizacíon se puede describir como un resultado del contacto de los sólidos con un

fluido (lı́quido o gas) de modo ascendente, donde las partı́culas aparecen suspendidas

por efecto de un fluido y este hace que se movilicen en dirección vertical (columna). El

x
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comportamiento hidrodińamico del proceso de fluidización gas śolido se asemeja a un

lı́quido viscoso en movimiento.

En este trabajo, nos centraremos en el estudio de la mezcla bifásica que se presenta

durante la fluidizacíon de śolidos en las ćamaras de combustión con Lecho fluido bur-

bujeante, muy importante en la generación de vapor para centrales térmicas.

En nuestro Páıs el 40 por ciento del total de la energı́a es t́ermica, y en su mayorı́a con

sistema de combustión convencional, lo cual genera contaminación al medio ambiente.

La industria de energı́a t́ermica con sistema de lecho fluido, en buenas condiciones de

funcionamiento reduce notoriamente la contaminación, y cumple con la normativa am-

biental.

El proceso de combustión con sistema de lecho fluidificado, tiene diversas ventajas,

puesto que adeḿas de reducir la emisión de contaminantes, opera a bajas temperatu-

ras y mantiene el nivel de temperatura dependiendo de la fluidización. Este feńomeno

tiene una explicación, sucede que durante la etapa de calentamiento por fricción se des-

prendeŕa primero la humedad del material combustible y luego se generan las materias

volátiles (hidŕogeno, metano, monóxido de carbono, etc, ...), quedando finalmente car-

bono. Tanto las materias volátiles como el carbono se reducen con ayuda de la agitación

(mezcla gas - śolidos) generando burbujas de gas y que adicionadas al gas (aire) primario

entrante por las boquillas ubicadas en la parte inferior dellecho séoptimiza la combus-

tión. Por tanto el ox́ıgeno que influye para estas reacciones proceden fundamentalmente

del aire de fluidizacíon, y de la oxidacíon del material śolido combustible, es por esto

la importancia de usar sólidos en la combustión. La reaccíon frente a este fenómeno del

lecho fluido, da lugar a la transferencia del oxı́geno de las burbujas de aire a la partı́cula,

difusión del ox́ıgeno a trav́es de la superficie de la partı́cula y difusíon del díoxido de

carbono procedente de la superficie de las partı́culas, las que hacen que se produzca una

reaccíon qúımica en la superficie que ocupa la partı́cula, generandose el burbujeo (lecho

burbujeante).

En general, no todas las partı́culas śolidas de la combustión se queman en el lecho,

sino que las burbujas de aire de la fluidización arrastran y proyectan partı́culas inque-

madas hacia la corriente de gases por encima del lecho, las cuales, son voĺatiles que

se queman en la región situada por encima del lecho y una parte de estas regresan al

lecho dependiendo del diseño (caso de CLF circulante). De la calidad del combustible

(part́ıculas śolidas) se obtienen altas temperaturas y dependiendo del inmediatoproceso

de mezcla homoǵenease obtiene unáoptima transferencia de calor yóptimo tiempo de
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residencia de las partı́culas en el lecho, para mayor detalle se refiere a [2] , donde se

menciona, que la calidad del material combustible sólido est́a indicado por el contenido

de humedad y tamaño de las partı́culas.

Experimentalmente, describen en [25] y [35], que la fluidización empieza cuando la

fuerza de arrastre del flujo de aire es igual al peso de las partı́culas, es decir que la pérdi-

da de presíon en la sección del lecho es igual a su volumen por la fracción del śolido

y por el peso especı́fico aparente del śolido, generando una relación entre la velocidad

superficial del fluidou y la cáıda de presíon por friccíon (∆P ), que se produce cuando

el fluido atraviesa el lecho poroso en sentido ascendente.

Las curvas de fluidización son importantes por que sirven de un referente para determi-

nar la calidad de la combustión; y de modo experimental lo obtienen en coordenadas

logaŕıtmicas, y cuyo comportamiento se puede ver a partir de la siguiente ecuación:

∆P = f(u)

dondeu = u0 = W/A, dondeW es el caudal yA es elárea de la sección del tubo, tal

comportamiento se puede describir como en la figura 1.

La velocidad de la mezclaen el interior del lecho es imporytante obtener informa-

ción de su comportamiento, puesto que origina la suspensión de las partı́culas en la ĺınea

de corriente ascendente. Esto significa un equilibrio entrela fuerza de arrastre del flujo

ascendente y las partı́culas śolidas, perdiendo el peso aparente de las mismas y esto hace

que puedan movilizarse libremente con una velocidad de mı́nima fluidizacíon.

Al aumentar poco a poco la velocidad del fluido, se llega a un estado en que las

part́ıculas del lecho comienzan a separarse, incrementando la porosidad del lecho y

algunas de ellas empieza a vibrar y a moverse a regiones restringidas. En este estado se

genera un comportamiento de burbujeo y aparece la concentración de la fase dispersa,

hasta formar una capa o manto de partı́culas como una masaúnica que luego sedimenta.

La velocidad de sedimentación de esta capa está en funcíon de la fraccíon voluḿetrica

de los śolidos, y la fuerza impulsora que actúa, para esta manifestación es importante

un ańalisis de la fuerza gravitatoria.

El incremento de la velocidad del gas por encima de la mı́nima fluidizacíon, gene-

ra la inestabilidad del lecho cuyo efecto es la formación de burbujas y canalizaciones

del gas, lo cual genera un problema de flujo bifásico gas-śolido inestable, lo que se

denomina lecho fluidizado burbujeante.

Si continuamos aumentando la velocidad de entrada del gas elflujo de mezcla llega
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a un estado en que las partı́culas son arrastradas por dicho flujo y pueden ser arastra-

das hasta fuera del lecho produciendo un estado de transporte neuḿatico de part́ıculas

fluidas.

En resumen el estudio del comportamiento de un lecho de partı́culas fluidizadas en

una CCLF, es muy importante, en la industria de la energı́a, por una serie de ventajas

que presenta esta técnoloǵıa frente a los sistemas convencionales,éstas se mencionan a

continuacíon:

1. La distribucíon de temperatura en una cámara con sistema de lecho fluido es

más uniforme [15] frente a una convencional, llegando a condiciones isot́ermi-

cas, siempre que tenga unaóptima mezcla de fluido y partı́culas.

2. La calidad del combustible tal como el tamaño de las partı́culas y grado de hume-

dad son factores importantes que ameritan un estudio [63] puesto que influyen en

el comportamiento de la fluidización, tal es aśı que, aumentando la superficie de

contacto del gas al sólido puede disminuir la resistencia a difusión del conjunto

de los śolidos y si el comportamiento es similar a un lı́quido viscoso la velocidad

de transferencia de calor del gas a las partı́culas seŕa cada vez mayor.

3. La mezclaóptima por ejemplo de arena caliente con un material sólido com-

bustible, en una ćamara con sistema de lecho fluidizado se observa [63] que la

transferencia de calor en el interior de la superficie será mayor.

Si L0 es la altura del lecho (medida respecto a la sección transversal de la columna),

ésta permanece fija si la velocidad de entrada del gasu0 es nula .

Como se puede apreciar en la figura 1, en el punto1 la curva de fluidizacíon indica que

el lecho permanece fijo,́o ∆P aumenta linealmente con la velocidad. En el punto2 se

alcanza el ḿaximo gradiente (max. porosidad) con las partı́culas áun en contacto. En

esta zona el estado del lecho se conoce como lecho expandido con velocidad de ḿınima

fluidización. Si al llegar a2 se aumenta ligeramente la velocidad del gas, las partı́culas

se separan y comienza la fluidización. Al ocurrir esto, la cáıda de presíon a trav́es del

lecho frecuentemente disminuye ligeramente al pasar el sistema desde2 al punto3. A

partir de3, si se sigue aumentando la velocidad, las partı́culas comienzan a moverse

cada vez ḿas intensamente, es decir, que aumenta el grado de mezcla en el lecho per-

maneciendo la ṕerdida de carga sensiblemente constante. En el punto4 comienza el
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Figura 1: Curvas de fluidización

transporte neuḿatico de las partı́culas. Si se contińua aumentando la velocidad del gas,

se observaŕa que a partir de allı́ ∆P cae bruscamente, debido a la disminución de la

resistencia por la ṕerdida paulatina del peso del lecho. En4 terminado el arrastre de las

part́ıculas fuera del lecho, a partir de allı̀ al aumentar la velocidad del gas∆P aumenta

nuevamente.

Las curvas de fluidización son un referente para definir la calidad de la combustión

en un combustor con sistema de Lecho fluido.

Pero la eficiencia de la combustión en una CCLF, depende de varios factores, no

sólo de la caida de presión, mencionaremos por ejemplo de aquellos relacionados al

mantenimiento de un flujo hidrodinámico e isotermico:

• Velocidad del fluido entrante (gas).

• Fraccíon voluḿetrica (concentración de la fase dispersa).

• Velocidad de la mezcla (homogénea).

• Fluidizacíon (Burbujeo y sedimentación)

• Tamãno de las partı́culas śolidas.

• Tiempo de residencia del material sólido en la CCLF.

Respecto a la geometrı́a de una Ćamara de Combustión con sistema de Lecho Fluido

(CCLF), ésta generalmente tiene la forma de un cilı́ndro en sentido vertical, que se en-
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cuentra apoyado sobre una placa en forma de rejilla con boquillas por las que pasa un

flujo de gas (aire) en sentido ascendente. Cuando la velocidaddel fluido inyectado es

mayor que cero,́este simplemente circula a través de los canales conducentes depen-

diendo de la porosidad del lecho.

En páıses desarrollados como Estados Unidos, Japón Espãna, etc., parte de la industria

de la enerǵıa eĺectrica, es mediante la transformación de residuos śolidos y utiliza la

tecnoloǵıa de CCLF, puesto que tiene cierta flexibilidad en el tipo de residuos, adeḿas

del buen aprovechamiento de los residuos, que generan mejortransferencia de calor pa-

ra el quemadóoptimo, por esto hace que se considere a esta tecnologı́a una protección

del medio ambiente. En la Figura 2, se muestra un esquema de lageneracíon de enerǵıa

électrica con tranformación de residuos en CCLF.

Figura 2: Esquema de generacion de energı́a con CCLF

Su desarrollo sostenible depende delóptimo funcionamiento, mantenimiento y ope-

ración. El tipo de residuos combustible procede de los residuos minerales (carb́on mine-

ral con alto contenido de cenizas y azufre), o biomasa (de bajo poder enerǵetico y alto

contenido de humedad) que luego de un previo secado es convertida en finas partı́culas.

En la Figura 3 se muestra una planta de generación de Enerǵıa con ćamara de Lecho

Fluido, de la central térmica de HUNOSA, ubicada en Asturias, España, el combustible

es a base de residuos de carbón mineral.

En la Figura 4, se muestra una planta de incineración de residuos śolidos urbanos con

CCLF en Espãna.
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Figura 3: Central t́ermica con CCLF en Asturias, España

Figura 4: Planta de incineración con sistema CCLF en España
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Entre las dificultades que presenta esta tecnologı́a es el control [62] en la congestión del

material, por su diversidad, esto hace que ocurran fallos defuncionamiento, su recupe-

ración operativa es de muy alto costo. Las causas que se atribuyenson a la calidad del

material combustible (contenido de humedad y el tamaño de las partı́culas), la variedad

del combustible śolido no reune las condiciones de calidad para el diseño de fabrica-

ción la CCLF. Esto trae una serie de consecuencias, tales como la pérdida de calor y la

no uniformindad de la mezcla gas-sólidos, originando la no fluidización y aparicíon de

puntos calientes (con mayor temperatura) en alguna zonas delas paredes de la cámara.

En la Figura 5 se puede observar una sala de control de esta tecnoloǵıa, en Espãna.

Figura 5: Sala de Control del sistema de una planta con CCLF

En la Figura 6 se observa una fotografı́a [63] de las boquillas de la parrilla de distribu-

ción de una CCLF ubicada en la parte inferior del lecho

Uno de los problemas de mayor interés de investigación es alcanzar una uniformidad de

la mezcla, porque de este modo se puede obtener un sistema de lecho fluido burbujeante,

y lograr aśı, el mayor tiempo de residencia del combustible a temperatura constante.

La formacíon de burbujas en el lecho provoca una fácil expansíon de la mezcla y por

supuesto mejor combustión.

El flujo de mezcla gas - śolidos , se describe como un agregado de partı́culas,

con una caracterı́stica de movimiento cáotico entre partı́culas, de modo que su com-

portamiento hidrodińamico se manifiesta en un promediado de todos los movimientos
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Figura 6: Parrilla de distribución de aire por boquillas en una CCLF

generados por las partı́culas individuales.

Con velocidades de 2 a 6m/seg, la mezcla se comporta como un flujo turbulento,

en este caso el arrastre de partı́culas durante la fluidización, requiere de un sistema de

recirculacíon de inquemados para devolver las cenizas al lecho y la fluidizacíon puede

llegar a una velocidad de 10 a 15 veces mas respecto a la carga de alimentacíon.

En la Figura 7, se puede apreciar un esquema de la instalación de una planta piloto

experimental de caldera con cámara de sistema lecho fluido circulante.

Figura 7: Esquema de instalación de una planta piloto con CCLF

Modelos experimentales del comportamiento de las fases gas-sólido, en ćamaras de

combustíon con sistema de lecho fluido viene siendo estudiado en lasúltimas decadas,

por los especialistas, para ello se construyen prototipos reales, lo cual eleva el costo de

la investigacíon.

La idea fundamental en la actualidad, es la creación de prototipos virtuales, como medio
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de investigacíon de menor costo en el comportamiento de diversos sistemas.

En la Figura 8, se puede apreciar un esquema de prototipo virtual propuesto por [39].

Figura 8: Un esquema de prototipo virtual con CCLF

Desde el punto de vista matemático la modelacíon de flujos multif́asicos es muy

importante para la investigación de multiples problemas, que por la complejidad ma-

temática que tienen, requiere un estudio altamente especializado. El comportamiento

hidrodińamico del flujo de mezcla gas - sólido est́a fundamentado por dos leyes de con-

servacíon, la de conservación de masa y conservación de la cantidad de movimiento,

que bajo un ańalisis diferencialéstas pueden ser expresadas mediante un sistema de

Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) no lineales.

Las dificultades que presentan estos modelos, son la generación de singularidades y

la no linealidad de las variables del sistema; originando problemas muy particulares de

estudio, por este motivo cada caso tiene diversas restricciones.

Los primeros modelos propuestos fueron publicados por Fariborz T. en el 2005 [17]

y la primera simulacíon del modelo experimental fue publicado por Gidaspow y M.

Syamla [46] en el 2006, donde comentan las dificultades encontradas.

Un estudio mateḿatico del problema de mezcla bifásica gas-śolidos durante la flui-

dizacíon áun es inexistente a comparación de otros tipos de modelos estudiados [17]. El

sistema de conservación del sistema tiene una forma muy particular de las ecuaciones

del modelo, tales que su compatibilidad está basada en la forma que deben tomar las

ecuaciones constitutivas y de estado que son las que cierranel sistema.
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0.2. Objetivos

Los objetivos del presente trabajo son: Formular un nuevo modelo mateḿatico del

problema del flujo de mezcla bifásica gas-śolidos no estacionario, donde se tome en-

cuenta las ecuaciones constitutivas y de estado adecuadas,asi tambíen realizar un estu-

dio cualitativo y cuantivativo de este modelo; y estos conocimientos aplicarlos para la

obtencíon de los resultados en la simulación nuḿerica del flujo de mezcla bifásica en

un prototipo virtual de Ćamara de Combustión con Lecho Fluido.

0.3. Hipótesis

Asumiendo que el modelo de fases del problema de flujo bifásico gas-śolido es iso-

termo entonces a partir de una regularización del problema de frontera libre que surge

luego de un ćalculo asint́otico del modelo de fases, debido al fuerte gradiente de con-

centracíon de śolidos que representa el proceso de fluidización en toda su magnitud,

ello supone construir toda una metodologı́a matematica y una regularización de las sin-

gularidades durante el desarrollo del problema de mezcla. De una propuesta adecuada

de las ecuaciones de estado y constitutiva, dependerá las propiedades de los esfuerzos

viscosos. De este modo se puede obtener la convergencia del esquema de apróximacíon.

0.4. Organizacíon del trabajo y metodoloǵıa del estudio

El trabajo comprende cinco capı́tulos. En el caṕıtulo 1, se establece el Modelo Fı́sico

del problema de flujo de mezcla en sistemas de lechos fluidos bifásicos. En el capı́tulo

2, se hace un estudio matemático del problema de existencia de solución del sistema

de mezcla gas-sólido en el que se considera una contribución mateḿatica en la regu-

larizacíon asint́otica del problema. En el capı́tulo 3, se realiza el proceso de solución

numérica delproblema de flujo convectivo-difusivo con término fuente no lineal, el cual

se transforma a un problema variacional y es resuelto mediante un ḿetodo de Galer-

kin y elementos finitos estabilizado para la capturación de las discontinuidades, este

ańalisis cuantitativo permite obtener la aproximación de las variables del sistema, tales

comovelocidad de mezcla, fracción volumétrica de la fase dispersay presión. En el
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caṕıtulo 4, se presentan los resultados del proceso de la simulación nuḿerica del flujo

de mezcla gas- sólidos en un prototipo virtual de Ćamara de Combustión con Lecho

Fluido (CCLF). En el caṕıtulo 5, se presentan las conclusiones donde se resumen las

contribuciones en el estudio del problema, ası́ tambíen se plantean algunos problemas

abiertos para futuros trabajos de investigación. En el capitulo 6, se anexa temas adicio-

nales relacionados al problema en estudio.



CAPÍTULO 1

MODELO F́ISICO

Para formular el modelo fı́sico, se ubicaŕa el dominio de estudio, sobre una sección

transversal de una cámara de combustión, con multiples boquillas para la entrada de

aire, que se puede ver en la Figura 1.1, referida por [63]. En primer lugar se describirá el

modelo de fases que surge del comportamiento hidrodinámico del flujo bif́asico gas -

sólidos, durante la fluidización, referidas en [30], [31].

Figura 1.1: Esquema de cámara con sistema de Lecho Fluidizado

Supongamos que se considera una suspensión ascendente de las partı́culas śolidas por

un flujo de aire al que se denomina fluidización gas-śolidos. Este feńomeno del com-

portamiento hidrodińamico considera que la fase densa (partı́culas śolidas) coexiste con

una fase continua (gas), pudiendo originarse suspensionesestacionarias (nubes estacio-

1
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narias) de partı́culas en el gas. Algunos modelos relacionados a este problema en estudio

est́an referidos en: [24], [19], [35], [60].

El objetivo de esta sección es llegar a modelar el transporte de las partı́culas śolidas

de una zona a otra generando una nuve de partı́culas, cuyo hecho significa que el siste-

ma gas-śolido se comporta macroscópicamente como un fluido viscoso y a temperaturas

altas de modo isotérmico. En este sentido es posible obtener perfiles muy homogéneos

[24], [35], [60]. Los estudios de los los problemas bifásicos con sistema de lecho fluido,

son muy importantes por las ventajas que ofrecen en diversosprocesos industriales. En

ciertas aplicaciones de la industria intervienen sistemasfluidizados de partı́culas śolidas

con ĺıquidos, en lugar de gases, experimentalmente se observa que en estos casos, se

obtienen nubes estables de partı́culas śolidas que se distribuyen uniformemente con el

fluido [24],[35], [60]. Mientras que la fluidización de part́ıculas con gas a presión am-

biente, a partir de una cierta velocidad crı́tica, empieza a hacer ascender a las partı́culas

sólidas geneŕando burbujas de gas que no contienen partı́culas śolidas. Este hecho, hace

que el lecho no sea uniforme, con lo que se pierde la homogeneidad del sistema (inesta-

bilidad). Sin embargo, en algunas referencias bibliográficas, consideran que los sistemas

bifásicos gas-śolidos pueden comportarse de forma similar un sistema lı́quido - śolido

pero en un estado de mı́nima fluidizacíon, esto se puede observar en la Figura 1.2. Esto

significa que si se consideran estos procesos a una presión mayor [60] se puede observar

la diferencia de ambos sistemas.

Acerca de los estudios del sistema gas-sólidos la formacíon y evolucíon de las burbujas

[56], se puede observar la dependencia del tamaño, forma y propiedades de las burbujas

en funcíon del tamáno de las partı́culas śolidas, de la diferencia de densidades de las

fases y de las caracterı́sticas del tipo de gas y de lı́quido que fluidifica a las partı́culas

sólidas. La aparicíon de burbujas producto del aire inyectado a un lecho de partı́culas

sólidas, en ocasiones tiene efectos importantes, pues al ascender entre las partı́culas

sólidas en suspensión, las burbujas toman una forma cóncava en su parte inferior [24],

[60] y arrastran tras de sı́ a las part́ıculas śolidas, haciendo que los diferentes materia-

les śolidos se mezclen adecuadamente. También consideran [47], [57] que si la fase de

part́ıculas śolidas tienen adeḿas un comportamiento de tipo difusivo,éste provocarı́a

un mezcladóoptimo [24], [35]. Sin embargo, estas partı́culas arrastradas por las bur-

bujas pueden dar lugar a problemas de erosión [14] y adeḿas, es posible que algunas

part́ıculas se escapen del recipiente (el caso de transporte neumático), lo que puede ser

perjudicial para el medio ambiente, en especial si dichas partı́culas corresponden a un
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catalizador.

Figura 1.2: Efecto de la entrada de lı́quido y gas en un Lecho de partı́culas

Una discusíon amplia acerca de los fenómenos experimentales que ocurren en los siste-

mas fluidificados, las ventajas e inconvenientes queéstos representan se pueden encon-

trar en [24], [19], [35], [60].

Para el presente estudio se han considerado un sistema fluidificado en el que el

número de partı́culas śolidas es muy grande, por lo que el sistema expresado en térmi-

nos de la posición de todas y cada una de las partı́culas presenta serios problemas en

la modelizacíon [51]. Por otra parte, se observa que una suspensión de part́ıculas śoli-

das pequénas en una escala del orden del tamańo de dichas partı́culas, se observa un

comportamiento de tipo caótico, pues la interacción de las partı́culas entre śı y con el

gas provoca en las partı́culas śolidas un movimiento de tipo browniano [18], [42]. Para

poder abordar esta modelización del problema vamos a asumir que existe una homo-

geneizacíon en el medio de modo que nos permita promediar las magnitudes asociadas

a las part́ıculas śolidas y escribir las ecuaciones del sistema de leyes de conservacíon

de dichas magnitudes. Tal tipo de modelos son objeto de estudio en [13], [14], [45],

[46], [50]. Se ha encontrado investigaciones relacionadasal problema donde consideran

centrar el estudio en la evolución y tamãno de las burbujas en el caso de flujos bifásicos

[56].

El estudio de la dińamica del lecho fluido en función de sus leyes de conservación

permiten abordar una gran variedad de situaciones tan sólo centrando el estudio en la
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forma que se considere las ecuaciones de estado y las leyes decomportamiento cons-

titutivo, aśı como variar los coeficientes de dichas ecuaciones, con lo que se pueden

simular diversos comportamientos de la velocidad del gas con proximidad a la veloci-

dad de fluidizacíon ḿınima, aśı como la velocidad pŕoxima de volado de las partı́culas

en sistemas de lecho fluido circulantes [59], [60], [61].

Consideraremos para ello tres tipos escalas:

1. La microescala: la escala del tamaño de las partı́culas śolidas.

2. La macroescala: la escala en la que se observan diferencias apreciables en las

variables que definen el sistema.

3. La mesoescala: Una escala intermedia a las dos anteriores, de forma que un vo-

lumen de referencia de dicho tamaño sea lo suficientemente grande como para

contener gran cantidad de partı́culas śolidas y suficientemente pequeña para que

las variables a estudiar no varı́en (en media).

Sea un volumen de referenciaV , del tamãno de la mesoescala se puede descomponer

en dos subvolúmenesVg ocupado por gas yVp ocupado por partı́culas śolidas. Llamando

1p a la funcíon que vale1 en los puntos deV donde hay partı́culas śolidas y0 en caso

contrario, denotaremos:

ρ =
Vp
V

=

∫

V

1p dV
∫

V

dV

a lafracción voluḿetrica de la fase densay definimos lavelocidad media de las partı́cu-

las de la fase densaen dicho volumen por−→v :

ρ−→v p V =

∫

V

1p
−→v p dV

De manera ańaloga definimos lavelocidad media del gas−→u y posteriormente otras

magnitudes de interés en este estudio, ya sean del tipo escalar, vectorial o tensorial.

En esta sección se considera la obtención del sistema delas Leyes de Conservación

de la Masa y de la Cantidad de Movimientode ambas fases, incluyendo en dichas ecua-

ciones los efectos de la interacción entre ellas. El comportamiento individual browniano

de cada una de las partı́culas śolidas hace que, al promediar la densidad y la cantidad de

movimiento de dichas partı́culas,éstas se comporten macroscópicamente de forma si-

milar a las de un fluido. En particular en el promediado del comportamiento browniano

de las part́ıculas śolidas seŕa necesario introducir en el modelo un término de tensiones
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ańalogo al que se utiliza en el modelado del comportamiento de un śolo fluido. En ese

sentido, el primer trabajo acerca de la consideración de una viscosidad efectiva en el

estudio de una suspensión de part́ıculas es atribuido a Einstein en 1905 [13]. Existen

escasos estudios experimentales sobre la viscosidad efectiva de la mezcla de ambas fa-

ses, dondéesta se puede medir mediante diversos procedimientos [60].El resultado de

tales medidas es que se obtienen viscosidades decrecientesen la fraccíon voluḿetrica

ocupada por la fase densa y creciente en el tamaño de las partı́culas que la forman.

1.1. Modelo de fases

En la obtencíon del modelo de fases separadas en un sistema bifásico asumiendo que

no existe interacción qúımica entre las fases, ni transformación de una fase en la otra.

Además supondremos que el proceso es adiabático, es decir, sin ṕerdida de energı́a. Esta

hipótesis permite describir la dinámica del sistema en términos de ecuaciones de con-

servacíon de masa y cantidad de movimiento, sin tener que considerarla ecuacíon de

conservacíon de la enerǵıa. Supondremos además que las dos fases son incompresibles

y tienen densidadesρg y ρp constantes, donde el subı́ndicep indica la fase de partćulas

de śolido y el sub́ındiceg la fase gaseosa. Porúltimo, para poder realizar el promediado,

vamos a suponer que todas las partı́culas de śolido son esf́ericas y del mismo tamaño.

Consideremos un volumen de referenciaD, independiente del tiempot y suficiente-

mente grande en comparación con el volumenV en que realizamos el promediado de

las magnitudes fı́sicas.

El Principio de Conservación de la Masa del Gasen el volumenD se escribe en

forma integral:
d

dt

∫

D

ρg 1g dV = −
∫

S

ρg 1g
−→u g · n ds

dondeS es la frontera del volumenD, n es el vector normal unitario exterior a la super-

ficie y

1g(x, t) =





0 si hay una partı́cula de śolido en(x, t)

1 en otro caso

es la funcíon indicatriz de la parte del dominioD ocupada por la fase gaseosa.

Considerando el promedio efectuado anteriormente, podemosescribir la ecuación

de conservación anterior en la forma:

d

dt

∫

D

ρg (1− ρ) dV = −
∫

S

ρg (1− ρ)−→u · n ds
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y escribiendo dicha ley en forma diferencial haciendo uso del teorema de Gauss ([51],

[52], [36]) y suponiendo regularidad para el paso al lı́mite, se tiene:

(1− ρ)t + div((1− ρ)−→u ) = 0 (1.1)

De forma similar podemos escribir elPrincipio de Conservación de la Cantidad de Mo-

vimiento del Gasen el volumenD:

d

dt

∫

D

ρg1g
−→u g dV +

∫

S

ρg1g(
−→u g ⊗−→u g)n ds =

∫

S

1gσgn ds+

+
∑∫

Sp

1gσgn ds+

∫

S

ρg1gf ds

dondeσg es el tensor de tensiones del gas yf es la densidad de fuerzas de volumen

que act́uan sobre el gas. En el segundo término del lado derecho de la igualdad ante-

rior, la integracíon se realiza sobre la superficieSp de todas las partı́culas de śolido.

Dicho t́ermino modela la aportación de las fuerzas de rozamiento entre el gas y las

part́ıculas del śolido a la variacíon de la cantidad de movimiento del gas. El principio

de accíon - reaccíon implica que este término es igual en ḿodulo y direccíon pero de

sentido contrario a la fuerza de rozamiento que ejerce el flujo de gas sobre las partı́culas.

Posteriormente veremos que dicho término se puede expresar como un término fuente

que estaŕa en funcíon de la fraccíon voluḿetrica de la fase densaρ y las velocidades

promediadas−→u y −→v , donde−→v es la velocidad de las partı́culas śolidas.

Haciendo uso de las magnitudes promediadas se puede expresar la igualdad anterior

en la forma

d

dt

∫

D

ρg(1− ρ)−→u dV +

∫

S

ρg(1− ρ) (−→u ⊗−→u )n ds =
∫

S

(1− ρ)σ̃gn ds+

+

∫

D

Fpg (ρ,
−→u ,−→v ) dV +

∫

S

ρg(1− ρ)f ds

donde se ha puesto

Fpg(ρ,
−→u ,−→v ) =

∑∫

Sp

(1− ρ)σ̃gn ds

y expreśandolo en su forma diferencial (suponiendo regularidad para el paso al lı́mite)

se tiene:
ρg [((1− ρ)−→u )t + div((1− ρ) (−→u ⊗−→u ))] =

= div ((1− ρ) σ̃g + Fpg + ρg (1− ρ) f



 (1.2)

De modo ańalogo, escribiremos a continuación las ecuaciones de conservación de la

masa y de la cantidad de movimiento de las partı́culas śolidas en el volumenD.
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Por elPrincipio de conservación de la masa, la ecuacíon de continuidad para la fase

densa se expresa:
d

dt

∫

D

ρp1p dV = −
∫

S

ρp1p
−→v p · n ds

donde:

1p(x, t) =





0 si no hay una partı́cula de śolido en(x, t)

1 en otro caso

es la funcíon indicatriz de la parte del dominioD ocupada por la fase densa ([51]).

Considerando la densidad promediadaρ y la velocidad promediada de partı́culas−→v
podemos escribir:

d

dt

∫

D

ρpρ dV = −
∫

S

ρp ρ
−→v · n ds

que, en su forma diferencial queda expresada por:

ρt + div(ρ−→v ) = 0 (1.3)

Por elPrincipio de conservación de cantidad de movimiento, la fase densa en el volumen

de referenciaD se puede expresar por la siguiente ecuación:

d

dt

∫

D

ρp 1p
−→v p dV +

∫

S

ρp 1p (
−→v p ⊗−→v p)n ds =

∫

S

1pσpn ds+

+
∑∫

Sp

1p σpn ds+

∫

S

ρp 1p f ds

y considerando ([51]) las magnitudes promediadas se tiene:

d

dt

∫

D

ρpρ
−→v dV +

∫

S

ρp ρ (
−→v ⊗−→v )n ds =

∫

S

ρσ̃pn ds+

+

∫

D

Fgp(ρ,
−→u ,−→v ) dV +

∫

S

ρp (1− ρ) f ds
con ∫

D

Fgp(ρ,
−→u ,−→v ) =

∑∫

Sp

ρσ̃pn ds

donde, por el principio de acción y reaccíon Fpg = −Fgp, dicha igualdad se puede

expresar en forma diferencial:

ρp[(ρ
−→v )t + div(ρ−→v ⊗−→v )]− div(ρσ̃p) = Fgp + ρp ρ f (1.4)

En resumen, el sistema de ecuaciones en derivadas parcialesno lineales (1.1), (1.2),

(1.3) y (1.4) gobiernan la hidrodinámica de los sistemas bifásicos del modelo de fases:

(1− ρ)t + div((1− ρ)−→u ) = 0

ρg[((1− ρ)−→u )t + div((1− ρ)(−→u ⊗−→u ))] =
= div((1− ρ)σ̃g − Fgp + ρg(1− ρ)g





ρt + div(ρ−→v ) = 0

ρp[(ρ
−→v )t + div(ρ−→v ⊗−→v )]− div(ρσ̃p) = Fgp + ρpρf





(1.5)
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1.2. El modelo de frontera libre

Observemos que en el caso de considerar dos fases con una grandiferencia de den-

sidades:

ǫ =
ρg
ρp

<< 1

los t́erminos que aparecen en las ecuaciones pueden ser deórdenes de magnitud muy

diferentes y son conocidas, por ejemplo, en el caso que nos ocupa de una fase gaseosa

constituida por aire (ρg ≈ 1.293
Kg

m3
) y una fase śolida no demasiado densa de partı́culas

de carb́on ([4], [26], [51]) (ρp ≈ 1.2103
Kg

m3
), se tieneǫ ≈ 10−3.

Pero, cuando comienza la fluidificación la fuerza de rozamiento del gas sobre las

part́ıculas de la fase densa compensa las fuerzas externas aplicadas (peso) sobréestas,

con lo que dicho t́ermino es del orden deρp. El término fuente de la ecuación de conser-

vación de la cantidad de movimiento para la fase densa, también aparece en la ecuación

de conservación de la cantidad de movimiento de la fase gas y todos los términos invo-

lucran aρg, este hecho permite simplificar sustancialmente el sistema(1.5).

Considerando que eltensor de tensiones de la fase gaseosa, expresado en la forma

habitual de la Mećanica de Fluidos ([26]), descompuesto en una parte isótropa debido

a lapresíon (parte siḿetrica del tensor de tensiones) más un t́ermino de la contribución

de la viscosidad (parte antisimétrica del tensor de tensiones) denominadosesfuerzoso

tensiones desviadoras:

σ̃g = τ̃ g − pg Ĩ

Dividiendo porρp todos los t́erminos de la ecuación de conservación de la cantidad de

movimiento de la fase gaseosa (segunda de las ecuaciones (1.5)), se obtiene:

ǫ[((1− ρ)−→u )t + div((1− ρ)(−→u ⊗−→u ))− div
(
(1− ρ) τ̃

ρg

)
− (1− ρ)f ] =

= −
(
∇
(
(1− ρ)pg

ρp

)
+

1

ρp
Fgp

)





Esto significa que lośunicos t́erminos que tienen importancia cuandoǫ << 1 son el

término de presión y el t́ermino de fuerzas interactivas entre ambas fases, esta fuerza de

interaccíon define elModelo de Frontera Libre([51]) basado en términos convectivos,

fuerzas viscosas y fuerza externas. Para ello se admite la siguiente hiṕotesis:

Hipótesis 1 Se supone que, cuandoǫ =
ρg
ρp
→0

(H 1. 1). . Las funcionesρ, u, aśı como la viscosidad de la fase gaseosaτ̃
ρg

y la densidad

de fuerzas externas de volumenf son independientes deǫ.
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(H 1. 2). Las funciones:

ph = (1− ρ)pg
ρp

y fgp =
1

ρp
Fgp (1.6)

permanecen, al menos, con un orden unidad frente aǫ.

Nota 1.2.1

La hipótesis asint́otica esencial (H 1. 2) se justifica de la forma siguiente:

Por un lado, la presíon de gas aparece en un medio incompresible como

un multiplicador de Lagrange asociado justamente a la condición de in-

compresibilidad, y no parece razonable imponer que dicho multiplicador

se anule en el balance de fuerzas. Por otro lado, si se omite deque el gas

se comporta de modo incompresible y se asume, por ejemplo, uncompor-

tamiento de gas perfecto, se puede escribir:

ph = (1− ρ) ǫR T

dondeR es la constante universal de los gases ([27]) dividida por elpe-

so molecular yT la temperatura absoluta. Como(1 − ρ) permanece del

orden de la unidad (como se verá más adelanteρ ∈ [0, ρ∗ = π/6]), y el

factorRT ≈ 8.61103 J
Kg

para el aire a temperatura ambiente, resulta que

(asumiendoǫ = 10−3)), ph ∈ [4, 9], lo que est́a dentro de la hiṕotesis. En

lo que a la magnitud defgp, basta decir, por el momento, que es razonable

esperar queFgp sea del orden deρp por la raźon expuesta al principio de

esta seccíon.

Sobre el dominioΩ y cuya frontera esδΩ, obtenemos las ecuaciones que gobiernan el

modelo deFrontera Libre, a partir de (1.5), pasando al lı́mite este sistema de ecuaciones

en derivadas parciales el nuevo sistema queda expresado por:

ρt + div(ρ−→v ) = 0

(ρ−→v )t + div(ρ−→v ⊗ −→v )− div σ̃ = fgp + ρ f

∇ph = −fgp
div((1− ρ)−→u + ρ−→v ) = 0





(1.7)

donde se introduce (1.6) (presión hidrodińamica y densidad de fuerzas de rozamiento

de la fase gaseosa sobre la densa por unidad de volumen y de masa de la fase densa),

aśı como:

σ̃ =
ρ

ρp
σ̃p (1.8)
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(tensíon efectiva por unidad de masa sobre la fase densa). Además, hemos sustituido la

ecuacíon de conservación de la masa de la fase gaseosa por la suma de las ecuaciones

de conservación de la masa de ambas fases, en cada instante de tiempot.

La porosidad en el dominio de mezcla es representado en la Figura1.3: dondeσ re-

presenta la concentración de śolidos yβ es la zona libre de sólidos.

Figura 1.3: Porosidad del dominio de mezcla bifásica

Para que el sistema sea compatible se requiere completar el sistema de ecuaciones

(1.7) para lo cual necesitamos expresarf , fgp y σ̃p en t́erminos deρ,−→u y −→v . En la

mećanica de fluidos existen diversas relaciones de cierre para los diferentes t́erminos

mencionados de modo general. Un estudio general de las diferentes posibilidades se

pueden encontrar en [14], [16], [25], [51].

Hasta ahora se puede observar que:

1. El proceso de homogeneización conduce al sistema de leyes de conservación hi-

drodińamicas (1.7) obtenido en la sección anterior.

2. El caŕacter intŕınseco con respecto al cambio de sistema de referencia inercial de

los escalares, vectores y tensores que aparecen en las ecuaciones de conservación

(1.7).

3. Las diferentes posibilidades en la elección de las relaciones de cierre y se comen-

tan las elecciones realizadas.



Irla Mantilla - Tesis Doctoral 11

4. Una reflexíon acerca de la importancia de elegir unas relaciones de cierre que

permitan aproximar de forma eficiente las observaciones experimentales de que

se disponen, y que no den lugar a problemas mal planteados. Por ejemplo, si

se indica que en el caso de que todas las soluciones con fracción voluḿetrica

ρ = cte, −→v = 0 y −→u = cte sean linealmente inestables, el modelo está mal

planteado.

En este trabajo, láunica densidad de fuerzas externas aplicadas sobre la fase densa que

consideraremos será proporcional al peso de las partı́culas, es decir:

f = ρg (1.9)

dondeg es la aceleración de la gravedad yρ es la fraccíon voluḿetrica de la fase densa.

A continuacíon se plantean las relaciones de cierre que han de considerarse para

completar el sistema de ecuaciones y pueda ser compatible para su solucíon.

El modelado del t́ermino de rozamiento entre las fases gaseosa y sólida requiere un

estudio detallado de la resistencia que ejerce una partı́cula aislada en un flujo incom-

presible, y de la fuerza que ejerce un lecho fijo de partı́culas sobre dicho flujo de gas.

Experimentalmente, dichas fuerzas se pueden calcular en función de la cáıda de presíon

de un flujo de gas que circula alrededor de dichos obstáculos.

Para deducir cual es, cualitativamente, lafuerza de rozamientoque ejerce un fluido

incompresible de densidadρg y que, macrosćopicamente, se mueve a velocidadw∞

(constante) sobreuna part́ıcula incompresible en reposo de densidadρp y volumenVp,

consideraremos el razonamiento siguiente:

1. Por un lado, si llamamosd a la dimensíon lineal t́ıpica del obst́aculo en la direc-

ción del flujo, el trabajo desarrollado por la fuerza de rozamiento del fluido sobre

el obst́aculo (supuesta de la misma dirección y sentido que la velocidad del flujo)

en el volumen del mismo, vendrá dado por:

Wgp = F d

2. Por otra parte, si no hubiera obstáculo, la enerǵıa cińetica del fluido contenido en

el volumen de la partı́cula, seŕıa:

Eg =
1

2
Vd ρg w

2
∞
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Para que no existan pérdidas de energı́a en el proceso, el efecto de la fuerza de fricción

del fluido sobre el obstáculo debe obtenerse igualando ambas expresiones, de forma

que:

F ≈ 1

2

Vd
d
ρgw

2
∞ ≈

1

2
Sρgw

2
∞

donde se ha llamadoS a la superficie del obstáculo transversal al mismo (sección efi-

caz o superficie efectiva). La fórmula anterior es śolo cualitativa, de modo que, en la

situacíon general en la que tengamos una partı́cula animada de una velocidad−→v en el

seno de un flujo de gas incompresible caracterizado por la velocidad−→u , se introduce

la variablew = −→u − −→v , para denotar la diferencia de velocidades, que usualmentees

aceptado en ([37], [47]) para expresar la fuerza total de rozamiento del flujo sobre la

part́ıcula, cuyo resultado es de la forma:

F = CD
1

2
S ρg |−→u −−→v | (−→u −−→v ) (1.10)

donde se introduce el coeficiente de proporcionalidadCD denominadocoeficiente de

arrastreo coeficiente de friccíon.

Un número importante que se introduce en el modelo es elnúmero de Reynoldsde

la part́ıcula:

Rep =
ρg |−→u −−→v | d

µg
(1.11)

con el cual se describe la fuerza de rozamiento sobre la partı́cula de la forma siguiente:

F =
CD
2
Rep

µg S

d
(−→u −−→v ) (1.12)

En la pŕactica, para conocer la fuerza de fricción (1.10)ó (1.12) es necesario conocer

el coeficiente adimensional de arrastreCD en cada configuración particular. Para ello

consideraremos tres situaciones:

1. La primera que podemos considerar es la fuerza que ejerce un flujo que verifica las

ecuaciones de Stokes (incompresible viscoso) al circular avelocidades moderadas

(lo que elimina los t́erminos no lineales de inercia en las ecuaciones) alrededorde

un obst́aculo esf́erico en reposo. En este caso se puede realizar el cálculo exacto

del perfil de la velocidad y de la presión. La fuerza neta que actúa sobre la esfera

proviene de la integración sobre la superficie de la misma de las fuerzas normales

y tangenciales que actúan sobre ella. El resultado final de dicha integración es el

siguiente:

F = Fn + Ft con





Fn =
4

3
π R3 ρg g + 2 π µg Rw∞

Ft = 4 π µg Rw∞
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dondew∞ es la velocidad asintótica del fluido lejos de la partı́cula,µg la viscosi-

dad del fluido yR el radio de la partı́cula. El primer t́ermino enFn es el producido

por la fuerza de flotación o empuje hidrostático, y el segundo término enFn recibe

el nombre de resistencia a la deformación. El t́erminoFt se denomina de resisten-

cia a la friccíon. En definitiva, la fuerza dińamica (excluida la de flotación) que

act́ua en la interacción de una partı́cula pequẽna con el fluido en movimiento que

la rodea, viene dada por:

F = 6 π µg Rw∞ (Ley de Stokes) (1.13)

Nótese que, para partı́culas pequẽnas, el cociente entre la fuerza de empuje hi-

drost́atico y la de friccíon es del ordenO(R2) y en [43] se considera despreciable

en la pŕactica. En el caso que se eliminen de las ecuaciones los términos convec-

tivos, la ley de Stokes es válidaúnicamente cuando el número de Reynolds (1.11)

es pequẽno. En [43] se comenta que este resultado es válido cuando el ńumero

de ReynoldsRep = Rw∞/2µg es aproximadamente inferior a 0.1. Este caso se

caracteriza por la virtual ausencia de remolinos aguas abajo de la esfera. Se tiene

adeḿas, que para valores deRep ≈ 1, la ley de Stokes (1.13) predice una fuerza

que es apŕoximadamente en un diez por ciento menor que la que se observaen

los experimentos. Si se tiene en cuenta que, para partı́culas esf́ericas de radioR,

la seccíon transversal al flujo es:

S = π R2 = π d2/4

por lo que la Ley de Stokes se puede expresar por:

F = 12
µg S

d
w∞

es decir, en la forma (1.12) con el coeficiente de arrastre dado por:

CDs =
24

Rep
para Rep < 0.1 (Ŕegimen de Stokes) (1.14)

2. En [51] se analiza este problema en más detalle, de lo cual se concluye que, cuan-

do ρp >> ρg, considerando un ńumero de Reynolds del gas pequeño (pudiendo

por tanto despreciarse los efectos convectivos) y considerar un flujo laminar del

gas, elúnico t́ermino importante es eltérmino de rozamiento de Stokes propor-

cional a la diferencia de las velocidades de las fases (1.13).
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3. Para valores del Ńumero de Reynolds de partı́cula mayores que 0.1 es preciso

acudir a correlaciones experimentales para el coeficiente de arrastreCD, o lo que

es lo mismo, para la fuerza de fricción ejercida por un flujo incompresible sobre

una part́ıcula. Se presentan aquı́ algunos de los tipos de coeficientes de arrastre

que incluyen el Reynolds de partı́cula ([3], [46], [51]):

CDI =
18.5

Re
3/5
p

para 2 < Rep < 5 102 (1.15)

Es el coeficiente de arrastre intermedio

CDN = 0.44 para 5 102 < Rep < 2 105 (Coef. de arrastre de Newton)

(1.16)

CDP =
24

Rep
(1+0.15Re0.687

p ) para Rep < 1000 (Coef.de arrastre de Putnam)

(1.17)

Si consideramos un lecho formado por partı́culas todas iguales de la fase densa en el

seno de la fase gaseosa y llamamosNd al número de partı́culas en la unidad de volumen

y Vd al volumen ocupado por cada partı́cula, podemos escribir el volumen especı́fico de

la fase densa como:

ρ = Nd Vd

de forma que la densidad de fuerzas de rozamiento por unidad de volumen ejercida por

la fase gaseosa sobre la fase densa y teniendo en cuenta (1.12), ésta queda expresada

por:

Fgp = NdF =
CD
2
Rep

µg S

dVd
ρ (−→u −−→v ) (1.18)

En el caso particular de partı́culas esf́ericas todas iguales:

Fgp =
3

4
CD Rep

µp
d2
ρ (−→u −−→v ) (1.19)

Si, adeḿas el ńumero de Reynolds de partı́cula es pequẽno (ŕegimen de Stokes):

Fgp = 18
µg
d2
ρ (−→u −−→v ). (1.20)

Otro estudio preliminar ([15], [60], [61]) es el cálculo del flujo del gas en un lecho fijo de

part́ıculas. Se supone en este caso que el problema es equivalentea considerar el paso del

gas por canales de secciones transversales, donde se asume que el rozamiento total por

unidad déarea de las paredes del canal es la suma de dos tipos de fuerza:Las fuerzas de

frotamiento viscoso que resultan ser proporcionales a la velocidad del fluido (gas) y las
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fuerzas de inercia proporcionales al cuadrado de la velocidad. Entonces a velocidades

moderadas,́estasúltimas resultan despreciables frente a las primeras, pudiéndose, en

definitiva, escribir las fuerzas de rozamiento mediante unaexpresíon similar a la ley de

Stokes (1.13). Pero el objetivo de estos estudios es obtenerel comportamiento del lecho

de part́ıculas de la fase densa (sólidos) de modo disperso en la fase menos densa (gas)

como una columna de sección constante, experimentalmente usualmente se estudia la

pérdida de presión a trav́es de los lechos porosos aplicando la ecuación de la caida de

presíon:

∆p = fr
L

d

ρ

(1− ρ)3 ρg w
2 (1.21)

dondeL es la altura del lecho o columna vertical,d el diámetro de partı́cula de la fase

densa,ρ el volumen especı́fico de la fase densa yfr el coeficiente de fricción, siendo

∆p la cáıda de presíon en el lecho. Se puede entonces medir experimentalmente∆p y

obtener correlaciones teórico-experimentales para elcoeficiente de friccíon fr. Una de

las ḿas usuales es lacorrelacíon de Ergun([26]):

fr =
150

Rep
ρ+ 1.75 (1.22)

Seǵun [26], en el primer t́ermino de la ecuación (1.22) es importante considerar Rey-

nolds de partı́cula moderados (Rep < 10 ρ) puesto que representa el efecto de las fuer-

zas viscosas, mientras que si en el segundo predomina para Reynolds altos (Rep >

2 × 103 ρ) que representa el término de arrastre sobre partı́culas individuales o fuerzas

de inercia. Entonces, es posible obtener la densidad de fuerza de rozamiento especı́fica

(por unidad de volumen) que actúa sobre la fase densa a partir de (1.21) y cuyo cambio

de velocidad se expresa porw = w = −→u −−→v :

Fgp =
∆p

L

w

|w| = fr Rep
µg
d2

1

(1− ρ)3 ρ (
−→u −−→v ) (1.23)

La comparacíon de (1.18) obtenida utilizando la suma de todas las partı́culas del

lecho en la correlación experimental con elcoeficiente de arrastreCD obtenido para

una sola partı́cula, con (1.23), obtenida a partir de las correlaciones experimentales del

coeficiente de friccíon fr en lechos porosos con altura finita, entonces para un gran

número de partı́culas, nos permite sugerir la utilización de la f́ormula (1.18) con el

coeficiente de arrastre corregido, es decir:

CDL = 2 f
Vd
d S

1

(1− ρ)3 (1.24)
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asumiendo que, en el caso que todas las partı́culas sean esféricas e iguales, se utiliza la

siguiente f́ormula:

CDL =
4

3
fr

1

(1− ρ)3 (1.25)

En el caso de partı́culas pequẽnas, ([47]) debido a las condiciones experimentales, es

preferible utilizar estecoeficiente de arrastre corregido, con elcoeficiente de friccíonfr

calculado con la correlación de Ergun (1.22) para pequeños valores del ńumero de Rey-

nolds de la partı́cula y con la fraccíon voluḿetrica de la fase densa,ρ, correspondiente

al empaquetamiento ḿaximode part́ıculas(ρ∗), es decir:

ρ∗ =
π

6
≈ 0.5236

CDL =
200

Rep

ρ∗
(1− ρ)3 (1.26)

Una relacíon entre estos tipos de Coeficiente de arrastre se muestran en la Figura

1.4:

Figura 1.4: Coeficiente adimensional de arrastreCD

En el modelado de la fuerza de arrastre se asume algunos datosexperimentales que

demuestran, que al aumentar un número grande de partı́culas, la interacción entre ellas

hace que aumenten las fuerzas de rozamiento entre fases. De este modo la fuerza de

rozamiento de la fase gaseosa sobre la fase densa, por unidadde volumen y de masa de

la fase densa esfgp = Fgp/ρp, es decir:

fgp = ρ q(ρ) (−→u −−→v ) (1.27)
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donde:

q : [0, ρ∗]→ R+ es una funcíon continua, estrictamente creciente tal queq(ρ) > 0

que satisface todas las correlaciones teórico-experimentales, y en [51] se sugiere que

una formaóptima paraq es la siguiente

q(ρ) = q(ρ∗) (1− ρ)−m para 0 < ρ ≤ ρ∗ con m ≥ 0 (1.28)

Cuandoρ = 0, para bajos ńumeros de Reynolds de partı́cula (lechos empaquetados),

con part́ıculas esf́ericas e iguales, según (1.20) se obtiene:

q(0) = 18
µg
ρg d2

y m = 0

o bien:

q(0) = 25 π
µg
ρp d2

y m = 3 en el caso (1.19), (1.26)

Otro caso que se asume a partir de (1.20) es:

q(0) = 18
µg
ρp d2

con m ∈ [1.4, 4.65]

Entonces el comportamiento de la fuerza de rozamiento del gas por unidad de volu-

men y de masa de la fase densa se muestra en la Figura1.5:.

Otras correlaciones mucho más complicadas, pero con la forma (1.27), pueden en-

contrarse en [46], [51].

Figura 1.5: Fuerza de rozamiento del gas por unidad de volumen
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Por tanto la fuerza que ejerce el gas sobre la fase densa se puede expresar por:

Fgp =
3ρ(1− ρ)ρg

4V 2
r d

(0.63+ 4.8
√
Vr/Re2p|−→u −−→v |) (1.29)

donde:

Vr = 0.5(A− 0.06Rep +
√

0.0036Re2p + 0.12Rep (2B − A) + A2)

A = (1− ρ)4.14, B =





0.8(1− ρ)1.28 si 1− ρ ≤ 0.85

(1− ρ)2.65 1− ρ > 0.85

De la expresíon anterior se puede concluir que, para números de Reynolds de partı́cula

moderados, es decir, bajo un régimen de Stokesfgp = Fgp/ρp, y de las ecuaciones (1.27)

- (1.28)q(0) queda expresado por:

q(0) ≈ 15.36
µg
ρp d2

y m = 3.14

Nota 1.2.2

Se observa que en todos los casos considerados:

q(0) = Kq
µg
ρp d2

dondeKq > 0 es una constante experimental tal que cumple la hipótesis

asint́otica (H 1. 2) y que al menos,q(0) sea de ordenO(1). Esta hiṕotesis

exige, por tanto, que las partı́culas de la fase densa sean suficientemente

pequẽnas, cuyo díametro est́a dado por:

d < d∗ =
√
Kq νg ǫ

definiendo : νg = µg/ρg como la viscosidad cineḿatica de la fase ga-

seosa y comoǫ al cocienteǫ = ρg/ρp.

En particular, asumiendo que el gas es aire a temperatura ambiente(νg ≈
1.4× 10−5 kg/(ms)), eligiendoKq ≈ 26 y ǫ ≈ 10−3, se tiene que el

diámetro de las partı́culas śolidas es inferior ad∗ ≈ 6 × 10−4m.

Cuando la velocidad del gas se encuentra por debajo de la velocidad ḿınima de fluidifi-

cacíon, la fuerza de rozamiento no es suficiente para compensar lafuerza de gravedad,

con lo que un mecanismo de presión hace que la fuerza que ejerce el suelo del reci-

piente se transmita a lo largo de las partı́culas para alcanzar un empaquetamiento de las

part́ıculas en modo estacionario.



Irla Mantilla - Tesis Doctoral 19

En el momento que se alcanza la velocidad de fluidificación las part́ıculas empiezan

a moverse , con lo que se producen choques entre ellas, entonces el tensor de tensiones

de la fase partı́culas se puede descomponer en un término de presión y un t́ermino de

viscosidad. Como se ha comentado anteriormente a un nivel microsćopico el movimien-

to de cada una de las partı́culas es un movimiento browniano ([17], [18]), por lo que en

una escala superior podemos considerar que las magnitudes promediadas se comportan

de forma similar a las de un fluido.

El tensor de tensiones efectivas de la fase densa, expresado en su forma habitual

de la Mećanica de Fluidos, se descompone en una parte isótropa debida a la presión

(parte siḿetrica del tensor de tensiones) denominadaesfuerzos o tensiones desviadoras

y denotada por:

σ̃ = τ̃ − p Ĩ (1.30)

Entonces el choque entre las diferentes partı́culas de la fase densa se da con más fre-

cuencia en las zonas en las que la proporción de volumen ocupado poréstas es mayor,

este hecho da lugar a considerar una presión de part́ıculas creciente enρ. Adeḿas, la

proporcíon de volumen ocupada por las partı́culas no puede ser la unidad pues al con-

siderar que las partı́culas tiene forma sensiblemente esférica, siempre queda un espacio

vaćıo (aire) entre ellas, con lo que la proporción de volumen ocupado por las partı́culas

de śolido debe encontrarse por debajo del volumen especı́fico correspondiente al empa-

quetamiento ḿaximoρ∗, en la pŕactica esto se consigue para un valor deρ∗ = π/6 ≈
0.5236).

La forma ḿas sencilla de modelar el término de presión debida a la colisión de

part́ıculas, es considerando dicho término como una función creciente dependiente de

ρ. La imposibilidad de que las partı́culas ocupen un volumen superior correspondiente

al empaquetamiento ḿaximo se puede modelar considerando leyes de estado para la

presíon no acotadas con tendencia al estado de empaquetamiento máximo. En definitiva,

parece razonable imponer las siguientes condiciones para la funcíon de presíonp:

p : [0, ρ∗)→ R+ funciónC1, estrictamente creciente y tal que:

p(0) = p′(0) = 0 y ĺım
ρ→ρ∗−

p(ρ) = +∞
(1.31)

En la literatura relacionada a este estudio existen algunasmodelizaciones acerca de la

función presíonp:

• En [45], [60], [61] comentan que, a falta de evidencias experimentales, consideran

el caso de presión lineal en el volumen especı́fico de la fase densa, y consideran
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leyes de estado que impiden a las partı́culas alcanzar el empaquetamiento máxi-

mo, y son funcíon del volumen especı́fico de la fase densa y de la diferencia de

las velocidades promediadas de la fase sólida y de la fase gaseosa:

p(ρ) = c20 ρ
2e

mρ
ρ∗−ρ |−→u −−→v |2 conc0, m constantes positivas

En el presente trabajo se considera que para lechos uniformemente fluidificados,

la presíon es funcíon exclusivamente del volumen especı́fico de la fase densa.

• En [51] se aplica la restricción ρ ≤ ρ∗ para modelar la ecuación de la presíon de

part́ıculas, la que sustituye como una variable dependiente deρ a calcular en las

ecuaciones para obtener la densidad cuandoésta tome el valorρ∗ y que es similar a

la presíon que aparece en las ecuaciones de flujo incompresibles de Navier-Stokes

como un factor asociado a la condición de incompresibilidad. Sin embargo, en el

estudio de la estabilidad de las perturbaciones, en las soluciones constantes es

necesaria la presencia de una presión de part́ıculas incluso cuando el volumen

espećıfico de la fase densa no ha alcanzado el empaquetamiento máximo.

En este estudio se considera comoecuacíon de estado para la presión de part́ıculasa la

que se denominaPresíon Colisionalexpresada por:

p(ρ) = A2 ργ0 L(ρ/ρ∗) (1.32)

donde

• γ0 > 1 es una constante denominadacoeficiente de colisión (ańaloga al coeficien-

te adiab́atico de los gases).

• A > 0 es una constante con dimensiones de una velocidad caracterı́stica del siste-

ma. Denominandov0 > 0 a esta velocidad caracterı́stica, elegida adecuadamente,

seŕa útil definir el coeficiente de presión:

α =
A

v0
> 0 (1.33)

• L : [0, 1) → R+ es una funcíon adimensional, estrictamente creciente, de clase

C1 y tal que:

L(0) = 1 y ĺım
ρ→1−

L(z) = +∞

L′(z)

L(z)
≥ 0 y ĺım

ρ→1−

L′(z)

L(z)
= +∞





(1.34)
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dondez = ρ
ρ∗

. A la función L se le denominafunción limitantedebido a que

funciona como un mecanismo que permite acotar superiormente el volumen es-

pećıfico ρ por el valor correspondiente al empaquetamiento máximoρ∗.

1.

L(ρ/ρ∗) = L0(ρ/ρ∗) = (H−ρ∗(ρ))
−1

dondeHa(x) es la funcíon de Heaviside centrada en el puntoa ∈ R, es decir:

L(ρ/ρ∗) = L0(ρ/ρ∗) =





1 siρ < ρ∗

+∞ siρ ≥ ρ∗
(1.35)

2. Conǫ > 0 arbitrario:

L(ρ/ρ∗) = Lǫ(ρ/ρ∗) =





exp

(
ǫ ρ/ρ∗

1− ρ/ρ∗

)
siρ < ρ∗

+∞ siρ ≥ ρ∗

(1.36)

3. Conǫ, s > 0 arbitrarios:

L(ρ/ρ∗) = Lǫ(ρ/ρ∗) =





(
1

(1− ρ/ρ∗)s
)ǫ

siρ < ρ∗

+∞ siρ ≥ ρ∗

(1.37)

4. Conǫ > 0:

L(ρ/ρ∗) = Lǫ(ρ/ρ∗) =





(
ρ

ρ∗
+

1

1− ρ/ρ∗
+ 2 log(1− ρ/ρ∗)

)ǫ
siρ < ρ∗

+∞ siρ ≥ ρ∗
(1.38)

A continuacíon se muestra en la Figura 1.6: el comportamiento de algunos tipos de fun-

ción limitante

Todas las funciones limitantes dadas anteriormente verifican la condicíon (1.34) y, adeḿas,

las funciones limitantesLǫ (1.36) a (1.38) pueden ser interpretadas como regularizacio-

nes de la funcíon limitanteL0 (1.35) en el sentido de que:

ĺım
ǫ→0

Lǫ(z) = L0(z) = 1

ĺım
ǫ→0

L′
ǫ(z)

Lǫ(z)
= 0





uniformemente ∀ z ∈ [0, 1) (1.39)
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Figura 1.6: Funciones limitantes

1.3. Modelo F́ısico de Mezcla Gas-Śolido

Experimentalmente algunos autores sostienen que la mezclaentre las componentes

del tipo śolido - gas en un lecho fluido, como se puede ver en ( [19],[37],[38]) es descrito

como un proceso de difusión de las partı́culas śolidas provocando efectos viscosos en

torno al dominio considerado. Para explicar el fenómeno f́ısico que ocurre en el marco

del proceso de mezcla, se debe analizar el movimiento de las part́ıculas śolidas que

induce al burbujeo el cual es producto del flujo de aire entrante por las boquillas (ver

Figura 5) ubicadas en la parte inferior del lecho.

Como se ha descrito anteriormente, la viscosidad de la mezclagas - part́ıculas śoli-

das es producida por la presencia fı́sica de las partı́culas śolidas y su comportamiento

depende de la forma que se defina el tensor de tensiones efectivas (1.8) el cual es pro-

porcional a la fraccíon voluḿetrica de la fase densa. Del modelo de mezcla depende una

óptima permanencia de la suspensión de part́ıculas en el lecho fluidizado, para ello es

relevante analizar la fracción voluḿetrica de las partı́culas, lo cual está relacionado a la

formacíon de las burbujas, velocidad de la fase dispersa, velocidadde la fase continua

y sedimentacion de la fase dispersa, a partir de la ley de conservacíon de la mezcla y

conservacíon de la cantidad de movimiento de la mezcla partı́culas-fluido

Para ello, supondremos las siguientes hipótesis:

Hipótesis 2 (Sobre el tensor de esfuerzos desviadores efectivos) .

(H 2. 1). Parai, j = 1, ..., d; las funcionesτij(·,−→v ) : ρ → τij(ρ,
−→v ), ∀−→v ∈ R

d son

funciones reales, de claseC1, tales que:

τ̃ (ρ, 0) ≡ 0̃, τij = τji para i, j = 1, ..., d
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τ̃ (ρ,−→v ) : D̃(−→v ) =
d∑

i,j=1

τij(ρ,
−→v )Dij(

−→v ) ≥ 0 (1.40)

donde:

Dij(
−→v ) = 1

2
(∂j vi + ∂i vj) para i, j = 1, ..., d (1.41)

es el tensor linealizado de velocidades de deformación.

(H 2. 2). Asumiremos también quẽτ tiene la forma habitual para los fluidos newtonianos:

τ̃ (ρ,−→v ) = λ (div−→v )I + 2µ D̃(−→v ) (1.42)

donde se supondrá que loscoeficientes de viscosidad cinemática (λ y µ) de la

fase densa son funciones de claseC1 dependientes deρ tales que:

µ ≥ 0 y d λ+ 2µ = 3 k ≥ 0 (1.43)

Bajo estas condiciones ([51]) satisface la ecuación (1.40), puesto que:

τ̃ (ρ,−→v ) : D̃(−→v ) = λ (div−→v )2 + 2µ |D̃(−→v )|2 = 3 k

d
(div−→v )2 + δv

dondeδv es la tasa de disipación viscosa y está expresada por:

δv = 2µ

∣∣∣∣|D̃(−→v )| − 1

d
(div−→v )2 Ĩ

∣∣∣∣
2

.

En particular, se tendrán en cuenta leyes de comportamiento constitutivas con los coefi-

cientes de viscosidad del siguiente tipo

µ = ν ρα y λ = η ρα con ν ≥ 0, d η + 2 ν ≥ 0 y α ≥ 0 (1.44)

En este caso, la viscosidadµ crece con la concentración de part́ıculas de śolido, mientras

que cuandoν = η = 0 se tiene el flujo no viscoso; en cualquiera de los casos, para

α > 0, las funciones de viscosidad (1.44) se anulan cuandoρ = 0, con esto se puede

confirmar la ausencia de fuerzas viscosas para la fase densa cuandoésta no existe (zona

libre de part́ıculas). Si la viscosidad es constante(ν > 0, d η + 2 ν ≥ 0 y α = 0) a

primera vista, se puede ver ([51]) que no se tiene la anulación de las fuerzas viscosas

cuando no hay fase densa(ρ = 0); en el supuesto caso que se tenga este fenómeno,

seŕa necesario ãnadir una combinación de las funciones dependientes de ambas fases a

la que se denominaCondicíon de mezclabifásica definida por la ecuación

div ((1− ρ)−→u + ρ−→v ) = 0 (1.45)
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En [51] hay una amplia discusión acerca de la condición y respecto a los términos de

viscosidad. Por ejemplo se considera:

τ̃ = µp D̃(−→v )

con:

µp = a0 ρ
µg
ρg
|Rep|1/4

Además, se observa ([30], [31]) que cuando el estado de fluidificación es uniforme la

viscosidad es exclusivamente función del volumen especı́fico de la fase densa.

Para determinar el sistema de conservación delModelo de flujo de mezclagas - śolido

sobre un subconjunto abierto acotado bidimensionalΩ ⊂ R2, éste se construye a partir

del modelo de fases asumiendo lo siguiente:

Seaρ, una funcíon variable que depende de(x, y, t) que representa a la fracción vo-

lumétrica de la fase dispersa (partı́culas śolidas) y seanρg > 0 y ρp > 0 paŕametros

constantes que representan a la densidad másica de las fases gas (fase continua) y

part́ıculas śolidas respectivamente tales que:

ρ ∈ [0, 1) 0 < ε≪ 1 , ε =
ρg
ρp

(muy cerca a cero)

y (1 − ρ) es la fraccíon voluḿetrica de la fase continua (gas), seanu,v las funciones

variables dependientes de(x, y, t) que representan a las velocidades continua y partı́cu-

las śolidas respectivamente, tales que satisfacen las ecuaciones de conservación: Para la

fase gas:

∂t(1− ρ) + div((1− ρ)−→u ) = 0 (1.46)

∂t((1− ρ)−→u ) +
−→
div((1− ρ)−→u ⊗−→u )) +

−−→
grad((1− ρ)Pg) =

−→
div((1− ρ)τ

∼g
(−→u )) +

−→
F gp + ρg(1− ρ)−→g

(1.47)

Para la fase partı́culas śolidas:

∂t(ρ) + div((ρ)−→v ) = 0 (1.48)

∂t(ρ
−→v ) +

−→
div(ρ−→v ⊗−→v )) +

−−→
grad(ρPp) =

−→
div(ρ)τ

∼p
(−→v )) +

−→
F gp + ρp(ρ)

−→g (1.49)

Ecuaciones de cierre:

Ecuacíon de estado:





Pg = Pg(ρ,
−→u ,−→v )

Pp = Pp(ρ,
−→u ,−→v )

Ecuacíon constitutiva:





τ
∼g

= τ
∼g
(−→u )

τ
∼p

= τ
∼p

−→v )

−→
F gp
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Multiplicando a la ecuación (1.46) porρg y porρp a la ecuacíon (1.48), luego sumando

ambas ecuaciones y dividiendo a este resultado porρp e introduciendo las funciones

R, que representa la fracción voluḿetrica de la mezcla y
−→
U velocidad de la mezcla,

definidas por:

R = ρ+ ε(1− ρ),
−→
U = 1

R
[ρ−→v + ε(1− ρ)−→u ]

(1.50)

R
−→
U ⊗−→U = ε(1− ρ)−→u ⊗−→u + ρ−→v ⊗−→v

−ε(1− ρ)(−→u −−→v )⊗ (−→u −−→v ) + ϑ(ε2) (1.51)

que se obtiene una ecuación de continuidad para el flujo de mezcla:

∂tR + div(R
−→
U ) = 0 (1.52)

Multiplicando a la ecuación (1.47) por la constanteρg y por la constanteρp a la ecuacíon

(1.49), luego sumando ambas ecuaciones y dividiendo a este resultado porρp se obtiene

la ecuacíon de conservación de la cantidad de movimiento para el flujo de la mezcla:

∂t(R
−→
U ) + div(R

−→
U ⊗R−→U ) = R

Re
[∆
−→
U + grad(div

−→
U )]−−−→gradPh−

−−→
gradPc −

−→
div[ ε

R
ρ(1− ρ)(−→u −−→v )⊗ (−→u −−→v )] +R−→g

(1.53)

Condicíon de mezcla:div(
−→
U + 1−R

R
ρ(−→u −−→v )) = 0

Cuandoε→ 0, resulta la condicíon de mezcla, es decir,div(ρ−→v + (1− ρ)−→u ) = 0.

1.4. Relacíon entre ambos modelos

En el modelo de fases de un lecho fluido se considera que la densidad de la fase de

part́ıculas es muy superior en comparación con la de fase de gas, por lo que en la ecua-

ción de conservación de la cantidad de movimiento de la fase gas solamente considera

el término de la presión y el t́ermino fuente no lineal de interacción entre las dos fases.

Se considera adeḿas en la ecuación de conservación de la cantidad de movimiento de

la fase densa la presión efectiva pero no considera el término de viscosidad variable.

Se asume también que en el caso de considerar partı́culas śolidas de pequẽno radio, se

puede completar dicha ecuación con la ley de estado de la presión, la cual est́a constitui-

da por el producto de dos factores: el primero es una función dependiente del volumen

espećıfico de la fase dispersa (sólida) y el segundo del cuadrado de la diferencia de las
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velocidades de las dos fases. Mientras que en el modelo de mezcla, se considera adicio-

nalmente el t́ermino de arrastre en función de la diferencia de las velocidades y de una

función del volumen especı́fico de la fase densa con lo que se conforma una supuesta

condicíon de mezcla variable dada por la ecuación (1.45).

En la secciones anteriores se ha modelado el comportamientode sistemas bifásicos

en los que una de las fases es muy densa con respecto a la otra, se ha descrito fı́sicamente

el modelo de flujo de mezcla. Tales sistemas de mezcla bifásicos aparecen en el proceso

de la fluidizacíon hidrodińamica de lechos fluidos donde una fase densa (partı́culas)

se mezcla con una fase menos densa (gas), pudiendo originar ascensos y suspensiones

(nubes estacionarias) de partı́culas en el gas.

Para el estudio mateḿatico del problema de flujo de mezcla bifásica, se basarán en

las siguientes consideraciones:

• Que la escala espacial de modelado es variosórdenes de magnitud superior al ta-

mãno de part́ıcula (en ambas fases), lo que permite escribir un modelo matemático

homogenizado basado en las ecuaciones de conservación de cantidad de masa y

cantidad de movimiento de la mezcla en un medio continuo.

• Que el tamãno de las partı́culas de la fase densa es del orden de la raı́z cuadrada,

o menor, de la relación entre las densidades de la fase gaseosa y de la fase den-

sa. Esta hiṕotesis permite describir la interacción entre fases en términos de una

fuerza de rozamiento proporcional a la diferencia de velocidades.

• Que no existe interacción qúımica entre fases, ni transformación de una fase en

otra, lo que permite describir la dinámica del sistema en términos de ecuaciones

de conservación de masa y cantidad de movimiento, y no de energı́a.

Además, se ãnade la ecuación de mezcla que permite escribir el modelo bajo la (hipóte-

sis de incompresibilidad) con fraccíon voluḿetrica variable:

• Que la densidad ḿasica de la fase densa es constante y mucho mayor que la

correspondiente a la fase gaseosa, también constante.

En estas condiciones, el sistema de conservación del modelo puede escribirse en la

forma siguiente:

∂t ρ+ div(ρ−→v ) = 0 (1.54)

∂t(ρ
−→v ) + div (ρ−→v ⊗−→v ) +∇ p = div τ̃(ρ,−→v ) + ρ g + ρ q(ρ) (−→u −−→v ) (1.55)

div ((1− ρ)−→u + ρ−→v ) = 0 (1.56)
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donde

∇ph = −ρ q(ρ) (−→u −−→v ) (1.57)

p = p(ρ, ρ∗) (1.58)

En las ecuaciones (1.54) a (1.58):

• 0 ≤ ρ ≤ ρ∗ < 1 denota el volumen especı́fico ocupado por la fase densa en cada

posicíon e instante.

• −→u , −→v son las velocidades de partı́cula de la fase gas y de la fase densa, respecti-

vamente.

• p es la denominada presión colisional de la fase densa(debida a la colisión entre

part́ıculas de la fase densa) y, en general, es una función no lineal algebraica co-

nocida a priori (1.58), y que tiene un carácter fenomenológico o deriva de asustes

experimentales. Esta función juega el papel deecuacíon de estadopara lapresíon

colisional. En ella aparece una constante conocidaρ∗ ∈ (0, 1), que representa el

volumen espećıfico de empaquetamiento máximo de la fase densa.

• ph designa la presión hidrodińamica originada por el rozamiento entre ambas fa-

ses. La ecuación (1.57) expresa que su gradiente es, precisamente, la fuerza de

rozamiento entre las dos fases, en esencia (1.57) lo que dicees que la fuerza de

rozamiento entre fases es un gradiente (deriva de un potencial de presionesph).

• g es un campo vectorial constante en tiempo y espacio de aceleración que, en la

práctica, suele ser la aceleración de la gravedad.

• τ̃(ρ, v) es el tensor efectivo de tensiones desviadoras de la fase densa, cuyas leyes

de comportamiento será necesario explicitar.

• La función algebraicaq(ρ), que se supondrá conocida, tiene el carácter de una ley

de comportamiento, y describe la dependencia de la fuerza derozamiento entre

fases del volumen especı́fico ocupado por la fase densa.

Nota 1.4.1

1. Las ecuaciones (1.54), (1.55), (1.56) son, respectivamente, las ecua-

ciones de conservación de la masa en la fase densa, la ecuación de

conservacíon de la cantidad de movimiento en la fase densa y la ecua-

ción de conservación de la masa total de ambas fases.
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2. La ecuacíon (1.57) puede interpretarse de dos modos:

a) Como una ecuación de estado diferencial para la presión hidro-

dinámicaph, lo que permite definir la presión total como

P = p+ ph (1.59)

y reescribir la ecuacíon (1.55) como:

∂t (ρ
−→v ) + div (ρ−→v ⊗−→v ) +∇P = div τ̃(ρ,−→v ) + ρ g (1.60)

b) Como la ecuacíon (simplificada) de conservación de la cantidad

de movimiento de la fase gas, en la que se han despreciado los

términos correspondientes a las fuerzas convectivas, de masa dis-

tribuida y de viscosidad de la fase gaseosa, quedandoúnicamente

los t́erminos debidos a las fuerzas de presión y de rozamiento en-

tre fases.

3. Las ecuaciones (1.54) a (1.58) se obtienen del lı́mite asint́otico formal

de las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles del modelo de fases,

bajo hiṕotesis mencionadas anteriormente.

4. Las ecuaciones (1.54) a (1.56) tiene sentido, siρ > 0. Cuando no es

aśı, éstas se deben sustituir por:

ρ−→v = 0

div−→u = 0



 en el complementario del cierre del conjunto dondeρ > 0

Por tanto, el sistema de conservación (1.54) a (1.56) quedarán expresadas en términos

de las variables conservativas del problema:

• ρ, es el volumen especı́fico (por unidad de volumen) ocupado por la fase densa.

• m = ρ−→v , velocidad especı́fica efectiva de la fase densa (cantidad de movimiento

por unidad de volumen y masa de la fase densa).

• M = (1−ρ)−→u +ρ−→v , velocidad especı́fica efectiva de la mezcla (cantidad de mo-

vimiento por unidad de volumen y masa de la mezcla gas-sólido) y proporcional

al flujo total.

El modelo de fases y el de frontera libre estan relacionados al modelo de mezcla por

la forma de la ecuación de conservación de masa y de movimiento, en el lı́mite de la
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zona libre de partı́culas. Esto se puede ver en el sistema conformado por las ecuaciones

(1.52) y (1.53) conR y
−→
U de la forma (1.50).



CAPÍTULO 2

ESTUDIO MATEMÁTICO DEL

MODELO DE FLUJO DE MEZCLA

GAS-SÓLIDO

En este caṕıtulo se realiza la formulación de las ecuaciones adimensionales, ası́ co-

mo una formalizacíon mateḿatica del problema del flujo de mezcla y un estudio cuali-

tativo del problema, que comprende desde la definición del dominio de estudio, valores

de frontera y condiciones iniciales, y condiciones de existencia de solución.

En el caṕıtulo anterior se obtuvo las ecuaciones del modelo de frontera libre [31], en

donde se realiza una regularización asint́otica [40] dando origen a las ecuaciones del

modelo de mezcla gas - sólido, y éste se adimensionaliza en la próxima seccíon.

2.1. Formulación formal del sistema de conservación

Formulación de las ecuaciones adimensionales

Las razones de adimensionalizar el modelo de Mezcla son las siguientes:

• Mejor enfoque f́ısico

• Generalizacíon del problema

30
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• Simplificar la cantidad de parámetros involucrados en el modelo, y expresar los

resultados śolo en ńumeros.

• Determinar la influencia o predominio entre las fuerzas de inercia, fuerzas visco-

sas y fuerzas de gravedad.

Entonces, asumiendo que:

x0 = v0t0, p0 = v2
0, Re =

x0v0

γp
, F r =

v2
0

gx0
,

v0 =
g

q(0)
, q(0) =

18

d2p
γg ε; d

2
p ≈ x0

2

√
Fr

Re
18ε

γg
γp
≈ 1, −→g =


 0

−1
Fr


 .

dondeFr y Re son los ńumeros adimensionales de Froude y Reynolds respectiva-

mente, siendoγ, la viscosidad cineḿatica.

El modelo adimensional del flujo de mezcla queda expresado por el siguiente siste-

ma de ecuaciones adimensionales:

∂tR + div(R
−→
U ) = 0

∂t(R
−→
U ) + div(R

−→
U ⊗R−→U ) +

−−→
grad(ε(1− ρ)Pg

ρg
+ ρ

Pp
ρp

) (2.1)

= div


ε(1− ρ)

τ
∼g
(−→u )

ρg
+ ρ

τ
∼p
(−→v )

ρp


− div

(
ε(1− ρ)(−→u −−→v )⊗ (−→u −−→v )

)
+R−→g

τ
∼
(u) = (µ)[∇u+∇uT ]

µ = (1− ρ)µg + ρµp, Viscosidad de la mezcla

Ecuacíon Presíon hidrodińamica : −−−→gradPh =
1

Fr

R

(1−R)m (−→u −−→v ), m ≥ 0

Ecuacíon de estado: Pc(ρ) = ρ
Pp
ρp
.

Para el ańalisis cualitativo del problema, se considera el dominio deestudio, un

subconjunto abierto acotado,Ω ⊂ R
d (d ≥ 1, entero), tal que para todot ∈ [0, T ] con

T > 0, representa el dominio de existencia de cada una de las variables dependientes
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e incognitas del problema en estudio. Entonces este conjunto de puntos(−→x , t) queda

definido por el conjunto:

Ω+(t) = {−→x ∈ Ω, ρ(−→x , t) > 0}, Ω0(t) = Ω\Ω+(t) (2.2)

La representación del dominio del modelo matemático que se considera para el flujo de

mezcla gas - śolido, se puede apreciar en la figura 2.1

Figura 2.1: Dominio del problema de frontera libre

Introduciendo la variablem, m = ρ−→v , M = (1− ρ)−→u + ρ−→v
El modelo mateḿatico del problema de mezcla ( [51] y [40]), puede expresarse

tambíen como el problema en derivadas parciales:

Hallar {ρ, m, M} solucíon para todot ∈ (0, T ) de:

∂t ρ+ divm = 0

∂tm+ div

(
m

ρ
⊗m

)
+∇pc = div τ̃ + ρg −∇ ph





en Ω+(t)

ρ = 0, m = 0 en Ω0(t)

divM = 0 en Ω





(2.3)

completado con las denominadasecuaciones de estado:

∇ ph = −
ρ q

1− ρ

(
M− m

ρ

)

pc = pc(ρ, ρ
∗)





en Ω+(t) (2.4)

y las ecuaciones constitutivasleyes de comportamiento

τ̃ = τ̃

(
ρ,

m

ρ

)

q = q(ρ)





en Ω+(t) (2.5)

donde cada una de las variables incognitas verifican lascondiciones iniciales:

ρ(−→x , 0) = ρ0(−→x ) ≥ 0

m(−→x , 0) = m0(−→x ) tal que m0 = 0 en Ω0(0)



 en Ω (2.6)

bajo las siguientes hipótesis:
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Hipótesis 3 (sobre las leyes de comportamiento y ecuación de estado).

Se supondŕa en adelante que:

(H 3. 1). Siendoed el vector unitario en la dirección xd, se asumiŕa queg es un campo

gravitatorio vectorial constante (en−→x y t) tal queg = −g ed, cong > 0 donde

d = 3.

(H 3. 2). Para i, j = 1, ..., d; las funcionesτij(·,−→v ) : ρ → τ(ρ,−→v ), ∀−→v ∈ R
d, son

funciones reales de claseC0([0,+∞)), y tales que

τ̃ (ρ, 0) = 0̃, τij = τji para i, j = 1, ..., d

τ̃ (ρ,−→v ) : D̃(−→v ) =
d∑

i,j=1

τij(ρ,
−→v )Dij(

−→v ) ≥ 0

donde:

Dij(
−→v ) = 1

2
(∂j vi + ∂i vj) para i, j = 1, ..., d (2.7)

es el tensor linealizado de velocidades de deformación.

(H 3. 3). ρ∗ ∈ (0, 1) es una constante.

(H 3. 4). q ∈ C0([0, ρ∗]), estrictamente creciente tal queq(0) > 0.

(H 3. 5). p ∈ C1([0, ρ∗]), estrictamente creciente tal quep(0) = p′(0) = 0 y

ĺım
ρ→ρ−∗

p(ρ) = +∞.

En particular laley de comportamiento de la fuerza de rozamiento:

q(ρ∗) =
q(0)

(1− ρ∗)m
, m ≥ 0, q(0) > 0 (2.8)

Aśı tambíen cada una de las variables incognitas verifican ciertas condiciones cuyos

valores ent = 0, y sobre cada una de las fronteras del dominio espacial se conocen, a

éstos valores definimos como condiciones iniciales y de contorno:

2.2. Condiciones iniciales y de contorno

Se denota comoΓ(t) a la frontera evolutiva definida entre los subdominiosΩ+(t)

y Ω0(t) por:

Γ(t) = Ω+(t) ∩ Ω0(t), ∀ paratodot ∈ [0, T ] (2.9)
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Las condiciones de compatibilidad del sistema de ecuaciones verifican en cada subdo-

minio enΩ+(t) y ρ = 0, m = 0 enΩ0(t) que el flujo normal de la fase densa y la

fuerza normal en dicha frontera que es la de contacto entre los subdominios con y sin

fase densa, que puede ser nula inicialmente, debe satisfacer:

m · ν = 0 y σ̃ ν = 0 sobreΓ(t), ∀ t ∈ (0, T ) (2.10)

A las condiciones que no se conocen a priori se definen comocondiciones de frontera

libre , y est́an dadas por:

Nota 2.2.1

asumiendo que:

ĺım
ρ→0

τ̃ (ρ, ·) = 0

y cuando se tieneν = 0 en (1.44) (el caso es no viscoso:λ = ν = 0), o cuandoν > 0

y l > 0 en (1.44) (las viscosidades no negativas en función deρ se anulan cuandoρ

tiende a cero), la condiciónp(0) = 0, en el caso que se considere la funciónρ continua,

las condiciones de frontera libre se verifican formalmente de forma trivial.

Al integrar (2.3), resulta lógico imponercondiciones de contorno sobre la fase densade

flujo normal nulo en el caso no viscoso, y de flujo total nulo en el caso viscoso, es decir:

m · ν = 0 sobre∂ Ω× (0, T ) en el caso no viscoso(ν = 0 en (1.44))

m = 0 sobre∂ Ω× (0, T ) en el caso viscoso(ν > 0 en (1.44))



 (2.11)

Para justificar lacondicíon de contorno asociada a la ecuación de conservación del flujo

de mezcla(1.56), se debe asumir que

divM = 0 en Ω

entonces, teniendo en cuenta la ecuación de estado de la presión hidrodińamica (primera

de las (2.4)) en el subdominioΩ+(t), y queρ = 0 y m = 0 en el subdominioΩ0(t), se

tiene la forma siguiente:

div

(
m

ρ
− 1− ρ

ρ q
∇ ph

)
= 0 enΩ+(t)

|∇ ph| = 0 enΩ0(t)





(2.12)

donde aparece como nueva incógnita la presíon hidrodińamicaph. La condicíon de con-

torno natural asociada a la primera de las (2.12) es una condición de contorno de tipo
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Newmann, mientras que la condición de contorno natural para la segunda de las (2.12)

es una condición de contorno tipo Dirichlet en la presión hidrodińamica. Aśı llamando:

M0 = −M · ν en ∂ Ω× (0, T )

e integrando sobre∂Ω0 se tiene:

∫

∂Ω0

M0(x, t) ds(x) = 0 ∀ t ∈ (0, T )

En particular, en el caso de una caldera de lecho fluido, la partición de∂ Ω:

Γ+0 = {x ∈ ∂ Ω, g · ν ≥ 0}
Γ− = {x ∈ ∂ Ω, g · ν < 0}



 (2.13)

y se impondŕan las condiciones de contorno sobre la viscosidad especı́fica efectiva de la

mezcla (proporcional al flujo de la mezcla):

M · ν = −M0 ≥ 0 conocido sobreΓ+0

ph = 0 sobre Γ−



 ∀ t ∈ (0, T ) (2.14)

Nota 2.2.2

1. Las condiciones de contorno (2.11) introducidas sobre lafase densa son condi-

ciones reflectantes o de pared fija. También pueden ser interpretadas como con-

diciones de contorno de impermeabilidad de la fase densa.

2. Observemos que la ecuación de conservación de la masa de la fase densa es una

ecuacíon hiperb́olica enρ y del campo de velocidades−→v (siendom = ρ−→v ), y

que la condicíon de contorno (2.11) implica que la solución queda determinada

por la condicíon inicial.

3. El valorM0 sobreΓ+0 en (2.14) es proporcional al flujo entrante de la mezcla en

el dominioΩ. Por esta raźon se la supondŕa no negativa para todot ∈ (0, T ).

En la práctica no es ḿas que lavelocidad de sopladode la mezcla a trav́es de la

frontera de entrada en el dominioΩ.

4. La condicíon de contornoph = 0 sobreΓ− en (2.14) es de tipo Dirichlet, la que

eventualmente permitirá determinar la solucíon para la ecuacíon de la presíon

hidrodinámica.
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5. Se puede asumir queM0(·, t) ≡ 0⇔ Γ+0 ≡ ∂ Ω.

6. Nótese que la partición (2.13) de la frontera∂ Ω es independiente del tiempot.

Es importante obtener la solución del sistema (2.3) a (2.4) que me dará el comporta-

miento del problema tipo nube de partı́culas o frontera libre cuya solución est́a definida

a continuacíon.

Definición 2.2.1 Se dice que el triplete{ρ,mM} es una solucíon del tiponube sobre

Ω × [0, T ] si satisface las ecuaciones (2.3) a (2.4) con las condiciones de contorno

(2.11), (2.14) y verificando la condición de frontera libre (2.10).

Para obtener la solución previo ańalisis de su existencia y unicidad, se transformará el

problema (2.3) - (2.4) con (2.11), (2.14) y (2.10) en su formaadimensional que a conti-

nuacíon se detalla.

Integrando las ecuaciones (2.3) sobre la frontera libre, sepueden expresar en la

siguiente forma:

d

dt

∫

Ω+(t)

ρ(−→x , t) dx = −
∫

∂Ω+(t)

m(−→x , t) · ν(−→x , t) ds(−→x ) = 0 (2.15)

d

dt

∫

Ω+(t)

m(−→x , t) dx−
∫

Ω+(t)

(ρg−∇ph)(−→x , t) d−→x =

∫

Ω+(t)

σ̃(−→x , t)ν(−→x , t) ds(−→x ) = 0

(2.16)∫

∂ Ω

M(−→x , t) · ν(x) ds(−→x ) = 0 (2.17)

donde se ha denominado

σ̃ = τ̃ − p Ĩ (2.18)

al tensor de tensiones efectivas yν al vector unitario normal a la frontera∂Ω (resp.

∂Ω+(t)) y orientado exteriormente aΩ (resp.Ω+(t)).

La integracíon exacta de este sistema tal como está expresado no es posible, por tanto

posteriormente se plantea una metodologı́a adecuada para obtener una solución aproxi-

mada de tales ecuaciones.

Problema asint́otico adimensional

Para adimensionalizar las escalas tı́picas que aparecen en el modelo descrito en la sec-

ción anterior, se selecciona, las unidades arbitrarias espaciales estrictamente positivas

(−→x 0), tiempo(t0), velocidad(v0), presíon (p0) y volumen espećıfico de la fase densa

ρ0. Por razones de coherencia dimensional, se eligen tales unidades de forma que:

t0 =
−→x 0

v0
, p0 = ρ0 v

2
0 (2.19)
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lo que permite considerar las variables y magnitudes adimensionales:

x̂ =
−→x
−→x 0

, t̂ =
t

t0

ρ̂ =
ρ

ρ0
, m̂ =

m

ρ v0
, M̂ =

M

v0
, p̂ =

p

p0
, p̂h =

ph
p0





(2.20)

Asimismo, utilizando las Hiṕotesis (H 3. 1) y (H 3. 2), junto con (1.44), pueden definirse

los ńumeros adimensionales usuales ([26], [51]):

Re =
x0 v0
ν0

1

ρl−1
0

(N◦ deReynolds) y Fr =
v20
g x0

(N◦ de Froude) (2.21)

donde se ha tomado:

ν0 = máx(ν, η) ≥ 0, ν0 = 0⇔ ν = η = 0

aśı como elegir una unidad de volumen especı́fico y de velocidad ligados a los

paŕametros del sistema:

ρ0 = ρ∗, v0 = u+ =
g

q(0)
(Velocidad de Volado) (2.22)

Con las elecciones realizadas en (2.22) sobre las unidades devolumen espećıfico de la

fase densa y de velocidad, quedan perfectamente determinada tambíen (mediante (2.19)

la unidad de presión. Para completar las elecciones de unidades de referenciaquedáuni-

camente por explicitar, las unidades de espacio,x0 y tiempo,t0, puesto que una depende

de la otra mediante (2.19). La elección que se hará aqúı seŕa la de tomar la unidad de

espacio directamente relacionada con el tamańo de la nube. Para ello será necesario que

la nube tenga un tamaño finito, lo que sugiere la siguiente definición.

Definición 2.2.2 Se dice que unanubeesfinita (o es demasa finita) si existe una cons-

tanteP0 ∈ [0,+∞) tal que para todot ∈ [0, T ]:
∫

Ω

ρ(−→x , t) d−→x =
P0

g

Para nubes finitas se tendrá en cuenta (2.19):

P0 = ρ∗ g x
d
0

∫

Ω̂

ρ̂ dx̂

por lo que resulta natural escoger la unidad de espacio mediante:

x0 = h0 =

(
P0

ρ∗ g

)1

d
(Altura del lecho en reposo) (2.23)

ya que proporciona la condición de normalización para la masa de la fase densa:
∫

Ω̂

ρ̂ dx̂ = 1
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Nota 2.2.3

1. La constanteP0 que aparece en la definición de las nubes de masa finita, no es

otra cosa que el peso por unidad de masa de la fase densa contenida enΩ.

2. Con ayuda de las definiciones de nube y nube finita, se puede ver ([25]) que la

condicíon necesaria y suficientepara que una nube sea finita es que la condición

inicial sea positiva.

3. Suponiendo que la condición inicial est́a estrictamente acotada por el volumen

espećıfico de empaquetamiento máximo(|| ρ0 ||L∞(Ω)< ρ∗), se puede asumir que

|Ω| > xd0

4. La eleccíon realizada en (2.23) para la unidad de espacio permite reescribir los

números adimensionales de Froude y Reynoldscomo:

Fr =

(
ρ∗ u

2
+

P0

)1−
1

d
, Re =

(
P0

ρ∗ g

)1

d u+
ν0

1

ρl−1
∗

(2.24)

5. Si se toma como unidad de longitud:

x0 = xr =
u2+
g

(Longitud de Rozamiento) (2.25)

proveniente de equilibrar en (2.3) las fuerzas de rozamiento (∇ph) con las de

gravedad(ρ g), resulta de (2.24) y (2.25) que la cantidad de masa de la nube en

forma adimensional se puede expresar por:

∫

Ω̂

ρ̂ dx̂ =
1

Frd

Otra posibilidad ḿas es elegir la unidad de longitud asociada a la escala espacial

tı́pica de la viscosidad, es decir, tomando:

x0 = xv =
ν0
u+

ρl−1
∗ (Longitud viscosa) (2.26)

escala que se obtiene del equilibrio en (2.3) de las fuerzas de viscosidad(div τ̃ )

con las de presión (∇ p). En este caso, de (2.24) y (2.26), la masa de la nube

adimensional resulta: ∫

Ω̂

ρ̂ dx̂ = Red
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6. Como se puede apreciar por lo descrito anteriormente, los números de Froude y

Reynolds son relaciones entre escalas espaciales que caracteriza al sistema, es

decir:

Fr =
xr
h0
, Re =

h0
xv

La relación que existe entre las tres escalas espaciales es :

xv << xr << h0

esto justifica realizar un estudio asintótico del sistema resultante cuando:

Fr → 0 y Re→ +∞

7. Sixr → 0 (es decir, cuandoq(0) → +∞ ) y xv → 0 (es decir, cuandoν0 → 0),

estas condiciones asintóticas se consiguen, con el tamaño de part́ıcula de la fase

densa con tendencia a cero, y con la viscosidad de la fase densa con tendencia

a cero respectivamente. Bajo estas suposiciones darian lugar (eligiendox0 = xr

llamadaescala de rozamientóo x0 = xv longitud viscosa), a una masa infinita de

la nube, lo que resultarı́a totalmente inaceptable.

Introduciendo la funcíonΦ, que se denominará en adelantefunción de rozamiento:

Φ : [0, 1] → [0, 1]

ρ̂ → Φ(ρ̂) = (1− ρ0 ρ̂)
q(0)

q(ρ0 ρ̂)

(2.27)

que, en virtud de la Hiṕotesis (H 3. 4) es continua, estrictamente decreciente y talque:

Φ(0) = 1 y Φ(1) > 0 (2.28)

SeaT > 0, Ω ⊂ R
d (d ≥ 1, entero) un abierto, definiendo la partición de su frontera

∂Ω:
Γ+0 = {x ∈ ∂Ω, ed · ν ≤ 0}
Γ− = {x ∈ ∂Ω, ed · ν > 0}



 (2.29)

y llamando para todot ∈ [0, T ]:

Ω+(t) = {x ∈ Ω, ρ(x, t) 6= 0}
Ω0(t) = Ω \Ω+(t)

Γ(t) = Ω+ ∩ Ω0(t)
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El problema asint́otico adimensional queda expresado por:

∂tρ+ divm = 0

∂tm+ div

(
m

ρ
⊗m

)
+∇p = 1

Re
div τ̃ −∇ph −

1

Fr
ρ ed





enΩ+(t)

ρ = 0, m = 0 enΩ0(t)

divM = 0 enΩ





(2.30)

para todot ∈ (0, T ), al que se ãnaden las:

• Ecuaciones de estado adimensional:

∇ph = −
1

Fr

ρ

Φ

(
M− m

ρ

)

p = p(ρ)





en Ω+(t) (2.31)

• Leyes comportamiento adimensional:

τ̃ = τ̃

(
ρ,

m

ρ

)

Φ = Φ(ρ)





en Ω+(t) (2.32)

• Condiciones iniciales:

ρ(−→x , 0) = ρ0(−→x ) ∈ [0, 1] tal que
∫

Ω

ρ0(−→x ) d−→x = 1

m(−→x , 0) = m0(−→x ) tal que m0 = 0 en Ω0(0)





en Ω+(t)

(2.33)

• Condiciones de frontera libre:

m · ν = 0 y σ̃ = 0 sobre Γ(t), ∀ t ∈ (0, T ) (2.34)

• Condiciones de contorno:

m · ν = 0 si Re = +∞
m = 0 si Re ∈ R+



 sobre ∂Ω× (0, T ) (2.35)

M · ν = −M0 sobre Γ+0

ph = 0 sobre Γ−
(2.36)

que en una conjunto abierto contenido en[0, 1]× [0, T ], satisface las siguientes propie-

dades:
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1. Parai, j = 1, ..., d; los ńumerosτij : ρ → τij(ρ,
−→v ), ∀−→v ∈ R

d, son funciones

reales de clase(C1([0, 1]))d, y tales que:

τ̃(ρ,−→v ) : D̃(−→v ) ≥ 0, τij = τji para i, j = 1, ..., d

ĺım
Re→+∞

τ̃(ρ,−→v ) ≡ 0̃, τ̃ ≡ 0̃



 (2.37)

2. Φ : [0, 1]→ (0, 1] es continua, estrictamente creciente y verifica:

Φ(0) = 1 (2.38)

3. p[0, 1)→ [0,+∞) es de claseC1, estrictamente creciente y verifica

p(0) = p′(0) = 0, ĺım
ρ→1−

p(ρ) = +∞ (2.39)

4. Re, Fr ∈ (0,+∞) y

M0 ≥ 0 es una funcíon conocida sobreΓ+0 × (0, T )

Γ+0 6= ⊘ y Γ+0 ≡ ∂Ω⇒M0 ≡ 0



 (2.40)

5. Ω ⊂ R
d es un abierto tal que :

Ω es regular a trozos, acotado en las direcciones dexi, i = 1, ..., d− 1;

simplemente conexo en tales direcciones y tal que|Ω| > 1





(2.41)
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Nota 2.2.4

1. La frontera libreΓ(t) (aśı como los dominiosΓ+(t), Ω0(t)) forman parte de las

incógnitas del problema.

2. En el caso particular de un lecho fluido, la ecuación de estado y las leyes de

comportamiento adimensionales se escriben:

• Ecuacíon de estado:

p = a2 ργ0 L(ρ) (2.42)

donde:
a2 = α2 ργ0−1

∗ , α > 0

γ0 > 1

L verifica (1.34)





• Leyes de comportamiento:

Φ(ρ) = (1− ρ∗ ρ)m+1, m ≥ 0 (2.43)

y

τ̃ = ρl
(
λ0

(
div

m

ρ

)
Ĩ + 2µ0 D̃

(
m

ρ

))

l ≥ 0, µ0 ≥ 0, λ0 + 2µ0 ≥ 0

Re = +∞⇔ λ0 = µ0 = 0





(2.44)

• La propiedad (2.41) es importante y será técnicamentéutil más adelante.

En el caso particular de una dimensión de espacio(d = 1), el sistema de conservación

del flujo de mezcla adimensional (2.30) puede escribirse, envirtud de la condicíon de

contorno

M(x, t) =M(t) =M0(t) ≥ 0

es decir, el flujo total de masa es independiente de la variable de espacio y coincide con

la condicíon de contorno (2.36) enx = 0 . Aśı, el gradiente de presión hidrodińamica

en (2.31) viene dado por:

(ph)x = −
1

Fr

ρ

Φ

(
M(t)− m

ρ

)

entonces es posible expresar la ecuación de conservación de la cantidad de movimiento

en t́erminos de la condición de contorno (de soplado)M(t) ≥ 0 incorporada explı́cita-

mente en el segundo miembro:

mt +

(
m2

ρ

)

x

+ px −
1

Re
τx +

1

FrΦ
m = − 1

Fr
ρ

(
1− M(t)

Φ

)
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Por lo tanto, el problema asintótico unidimensional adimensional quedarı́a expresado

en la forma siguiente:

ρt +mx = 0

mt +

(
m2

ρ

)

x

+ px −
1

Re
τx = −

1

Fr
ρ

(
1− M(t)

Φ

)
− 1

FrΦ
m





(2.45)

Se considerará este problema en dos dominios diferentes. En primer lugar,en un do-

minio acotado en espacioΩ = (0, L), cuyas paredes son impermeables a las partı́culas

de śolido pero que pueden ser traspasadas por el gas. En este caso, lascondiciones de

contornonaturales del problema son

m = 0 en x = {0, L}

M(t) ≥ 0 función conocida en (0, T )

La otra posibilidad consiste en plantear el problema en un dominio unidimensional

semiinfinitoΩ = (0,∞). En este caso, las condiciones de contorno sobre la pared

inferior del dominiox = 0 son las mismas que en el caso anterior, mientras que en el

infinito tendŕa que imponerse, al menos, una condición de comportamiento asintótico

en la cantidad de movimiento:

ĺım
x→∞

m(x, t) = 0

Para completar la formulación del problema, se debe imponer lascondiciones iniciales:

ρ(x, 0) = ρ0(x) ≥ 0 ∀ x ∈ Ω

m(x, 0) = m0(x) ∀ x ∈ Ω

y adeḿas lacondicíon de compatibilidad:

ρ0(x) = 0⇒ m0(x) = 0

El objetivo principal que realizaremos en este capı́tulo, es el estudio cualitativo del

flujo de Mezcla gas - śolido a partir del estudio de existencia de solución del problema

de frontera libre, con este análisis nos permite encontrar las dificultades de extensión

para la prediccíon de existencia y unicidad de solución para el problema de mezcla.
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2.3. Existencia de solucíon para el problema de frontera

libre

Retomando el problema de frontera libre, en su forma diferencial unidimensional, al

que denominaremosproblemaP :

Sean:ρ : ΩT → R+, m : QT → R+ funciones continuas sobreQ, dondeQT =

Ω× (0, T ), conΩ = (0, L) y L <∞ y la formalidad mateḿatica (2.30).

Los conjuntosCγ, conγ > 0, con la identificacíonv := m/ρ, las variables dependientes

(ρ,m) satisfacen las ecuaciones:

P =





ρt +mx = 0

mt +

(
m2

ρ

)

x

−
(
µ(ρ)

(
m

ρ

)

x

)

x

+ p(ρ)x = f(ρ,m, t)
(2.46)

Asumiendo en el sentido distribucional que la condición de fronteram = 0 en∂ Ω ×
(0, T ) y las condiciones iniciales,(ρ0,m0) satisfacen

ρ0 ∈ C(Ω),
√
ρ0 ∈ H1(Ω), con ρ0 ≥ 0 c.t.p. enΩ,

m0 ∈ L2(Ω) conm0 = 0 c.t.p. en{ρ0 = 0},
v0 :=

m0

ρ0
∈ L2(Ω) definiendov0 = 0 c.t.p. en{ρ0 6= 0}.

(2.47)

dondeH1(Ω) es el espacio de Sobolev de orden 1.

Si la condicíon inicial, ρ0 se sustituye porρ0ǫ, tal que satisfaceρ0ǫ > ρǫ > 0,

entonces para todoǫ > 0, la formulacíon asint́otica - ProblemaPǫ, permite predecir la

existencia de solución d́ebil, (ρǫ,mǫ), del Problema de mezclaPǫ paraρǫ > 0 enQT .

Además nos permite identificar el cocientemǫ/ρǫ aśı como tambíen la velocidadvǫ, y

la terna(ρǫ, vǫ,mǫ) que tiene una propiedad para las normas

|| ρǫ ||L∞ , || ρǫ x ||L∞(L2), || ρǫ t ||L2(L1),

|| mǫ x ||L2(L1), || mǫ t ||L,
|| √ρǫ, vǫ ||L∞(L2) y || √µǫ vǫ x ||L2

est́an uniformemente acotadas con respecto aǫ y dondeρǫ x y ρǫ t son las derivadas de

ρǫ respecto ax y t respectivamente.

Estas estimaciones nos permiten asegurar la existencia de las funcionesρ ∈ C(QT ), m ∈
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L2(QT ), γ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), ξ ∈ L2(ΩT ) tales que

ρǫ → ρ uniformemente enQT ,

mǫ → m fuertemente enL2(QT ),

mǫ√
ρǫ

=
√
ρǫ uǫ ⇀ γ débilmente* enL∞(0, T ;L2(Ω)),

√
µǫ

(
mǫ

ρǫ

)

x

=
√
µǫ uǫ x,⇀ ξ débilmente enL2(QT ).

(2.48)

Además, los conjuntosCγ son medibles ([51]). En estos conjuntos medibles es posible

identificar γ2 y
√
µ(ρ) ξ comom2

ρ
y µ(ρ)

(
m

ρ

)

x

, respectivamente.

Se tiene entonces que para todaψ ∈ C1
0(QT ) y para todaφ ∈ C1

0(Cγ) (conγ > 0) se

satisface
∫

QT

ρψt +mψx = 0, (2.49)

∫

QT

(
mφt +

m2

ρ
φx − µ(ρ)

(
m

ρ

)

x

φx + p(ρ)φx + f(ρ,m, t)φ

)
= 0. (2.50)

Finalmente, se deduce quem y µ(ρ)

(
m

ρ

)

x

se anulan c.t.p. en el conjunto{ρ = 0}, y

que

(
m2

ρ

)

x

se anula c.t.p. en el interior de dicho conjunto, por lo que las ecuaciones

tambíen se satisfacen en el interior de{ρ = 0}.
Además se asume que

ρ0 ∈ H1(Ω) y v0 ∈ H1
0

Entonces el Problema P (conα = 1) se transforma en el problema aproximado Pε el

cual resulta luego de que

la viscosidadµ(ρ) := ρ se sustituye por:

µε(ρ) := ρ+ ε, (2.51)

dondeε > 0,

la condicíon inicialρ0 se sustituye porρ0ε, la cual verifica localmente que

0 < ρ−ε ≤ ρ0ε ≤ ρ+ < 1 enΩ, (2.52)

para ciertas constantesρ−ε , ρ
+, conρ−ε ≥ Cε2/3.

Aśı mismo, asumiendo que

√
ρ0ε ∈ H1(Ω),

||ρ0ε||L1 = 1,

y
√
ρ0ε →

√
ρ0 enH1(Ω) cuandoε→ 0,

(2.53)
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y que

u0 ∈ L2(Ω). (2.54)

Sobre la presión y el t́ermino de arrastre, se consideran de la siguiente forma:

p(ρ) = a2ργ0 exp(
ερ

1− ρ), a > 0, γ0 > 1 (2.55)

f(ρ, u, t) = − ρ

Fr

(
1− u−M(t)

φ(ρ)

)
(2.56)

conφ función continua, decreciente, acotada, verficandoφ(0) = 1 y φ(1) > 0,y

dondeM ∈ L∞(0, T ).

Problema Pǫ

El primer problema regularizado al que se le llamaráPǫ queda definido por:

Pǫ =





ρt +mx = 0

mt +

(
m2

ρ

)

x

−
(
µǫ(ρ)

(
m

ρ

)

x

)

x

+ p(ρ)x = f(ρ,m, t)
(2.57)

Aplicando (2.53) resulta queρ0ε ∈ H1(Ω), entonces, a partir de (2.51) y (2.57), el

ProblemaPε tambíen puede ser expresado en la siguiente forma: Hallarρ : QT → R+

y u : QT → R tales que

ρt + (ρu)x = 0, (2.58)

(ρu)t + (ρu2)x − ((ρ+ ε)ux)x + p(ρ)x = ρf(ρ, u, t) (2.59)

enQT , cumpliendo las siguientes condiciones de contorno e iniciales:

u = 0 enΓT , (2.60)

ρ(·, 0) = ρ0ε, u(·, 0) = u0 enΩ. (2.61)

Entonces a continuación se puede establecer una definición de solucíon d́ebil del

Problema Pε.

Definición 2.3.1 Diremos que(ρ, u) essolucíon d́ebil del Problema Pε si:

1. ρ : QT → R+, u : QT → R poseen la siguiente regularidad

ρ ∈ H1(0, T ;L1(Ω)) ∩ C0(QT ),
√
ρ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)), p(ρ) ∈ L∞(QT ),

(2.62)
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u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), mt ∈ L2(0, T ;W−1,1(Ω)), (2.63)

dondem := ρu.

2. Existen constantesρ− < ρ−ε y ρ+ > ρ+ tales que

0 < ρ− ≤ ρ ≤ ρ+ < 1 enQT . (2.64)

3. Se verifica la ecuación

ρt + (ρu)x = 0 ctp enQT , (2.65)

y la identidad integral

∫

QT

(ρu(φt + uφx)− (ρ+ ε)uxφx + p(ρ)φx + ρf(ρ, u, t)φ) = 0, (2.66)

para todaφ ∈ C1
0(QT ).

4. Se verifican las condiciones iniciales en el siguiente sentido:

ĺım
t→0
‖ρ(·, t)− ρ0ε‖C0 = ĺım

t→0
‖u(·, t)− u0‖H−1 = 0. (2.67)

Teorema 2.3.1([51], [41]) Considerando la definicíon 2.3.1 y las hiṕotesis (2.52)-

(2.54), entonces el problema (2.57) tiene una solución d́ebil.

Asumiendo la compacidad de las sucesiones(ρε,mε) de soluciones del problema (Pε),

dondemε := ρεuε, se verifica ([51]) los siguientes resultados:

Lema 2.3.1 Consideremos la sucesión (ρε, uε) de soluciones de los Problemas Pε aso-

ciadas a condiciones iniciales(ρ0ε, u0) que verifican (2.52)-(2.54). Se tiene entonces

que las normas

||ρεx||L∞(L2), ||ρεt||L2(L1), ||√ρεuε||L∞(L2) y ||√ρε + εuεx||L2 (2.68)

se pueden acotar independientemente deε. Adeḿas, se tiene la siguiente estimación

puntual enQT

||ρε||L∞ ≤ ρ+ < 1, (2.69)

dondeρ+ fue dado en (2.64)
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y al serγ > 1 en la definicíon de la presíon (2.42), dicho t́ermino est́a acotado siρ ≤
ρ+ < 1, por lo que los datos iniciales (2.52)-(2.53) permiten acotar el lado derecho de

(6.104) por una constante independiente deε. Tenemos laśı estimaciones independientes

deε para las normas

||√ρεuε||L∞(L2) y ||√ρεuεx||L2 .

Observacíon 2.3.1 Las propiedades (2.62) y (2.63) implican la regularidad de la va-

riablem que representa a la cantidad de movimiento, es decir:

m ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩H1(0, T ;W−1,1(Ω)).

La continuidad deρ se deduce apartir de la regularidad deρt y ρx, ([51]). Por otra

parte, la regularidad deρt y demt se obtiene a partir de la regularidad deρx, mx y

de las ecuaciones (2.65) y (2.66). Finalmente, se tiene queρ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) y la

inyeccíon compactaH1(Ω) ⊂ C0(Ω̄) permiten interpretar la condición inicial ρ0 ǫ en

el sentido de (2.67). Análogamente sucede conu La regularidad deρ y u permite

considerar la ecuación (2.65) ctp.

Asumiendo menos regularidad de los datos iniciales, en esteestudio se considera la

presencia de un término fuente no lineal para la densidad volumétrica y un t́ermino de

presíon colisional que no permanece necesariamente acotado.

2.4. Dificultades de la extensión de resultados de exis-

tencia conocidos para sistemas de Navier - Stokes

al modelo de Mezcla

Al resolver la ecuación de la presíon hidrodińamica

∇ph = −ρq(ρ)(−→u −−→v ) (2.70)

en el sentido debil o de distribuciones, se puede expresar:

∫

Q

ph∇ϕdxdt =
∫

Q

ρq(ρ)(−→u −−→v )ϕdxdt ∀ϕ ∈ D(Q) (2.71)

Pero luego en la evaluación con las condiciones de frontera, en los integrandos

que aparecen, resultan las variables acopladas. Entonces predecir la existencia de
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solucíon tal cual est́a expresada el sistema de ecuaciones existen muchas dificul-

tades. La solución d́ebil del sistema puede obtenenerse si es que las variables se

llegan a desacoplar.

Al analizar los coeficientes de viscosidad no lineales dependientes de la densidad

volumétrica, la demostración del resultado respecto a la compacidad requiere que

los datos iniciales respecto a la densidad verifiquen una regularidad queúnica-

mente se da en el comportamiento del flujo del tipo nubes estacionarias, es decir,

cuando el exponente,γ, de la densidad para la ecuación de estado (presión coli-

sional) cumpla queγ < 2.

Si se consideran coeficientes de viscosidadµ(ρ) ∼ ρα y γ < 2α conα > 1, para obtener

soluciones de tipo nube estacionaria se requiere obtener una regularidad del problema.

Esta regularización origina el estudio del problema de mezcla en un dominio espacial

acotado[0, L] con una condicíon inicial de tipo escalón para la fraccíon voluḿetrica, y

la condicíon de contorno Dirichlet homogénea para la velocidad de mezcla.

El problema del flujo de mezcla expresado formalmente, con las ecuaciones (1.50),

(1.52)-(1.53), y teniendo en cuenta que, cuandoǫ → 0, se tendŕıa que, la fraccíon vo-

lumétrica de la mezcla,R→ ρ y
−→
U → −→v ; luego haciendo:u = −→v y f = g, el modelo

mateḿatico del flujo de mezcla gas-sólido adopta la forma de un problema asintótico

regularizado del problema de frontera libre, el cual se asemeja al problema del tipo

Navier-Stokes de flujo viscoso de compresibilidad aparente, cuyo sistema de conserva-

ción toma la forma (2.72)-(2.73).

Bajo estas condiciones, el problema en estudio se puede expresar por el sistema de ecua-

ciones:

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0 (2.72)

∂(ρu)

∂t
+ div(ρu⊗ u) = div(P′ + ρf) (2.73)

dondeρ, u, f y P
′ son la fraccíon voluḿetrica, velocidad, fuerzas externas y esfuerzos

viscosos respectivamente.
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En losúltimos estudios del sistema de ecuaciones de Navier - Stokes de flujo viscoso

y compresible, no existen avances de la existencia de solución de estas ecuaciones, y

de los pocos que existen hay grandes diferencias en el fundamento mateḿatico. Para

sustentar la demostración de la existencia respecto a una y dos dimensiones espaciales,

como se pueden ver en las referencias [32], [41], [65], mencionan la posibilidad de

probar una existencia de solución d́ebil, pero dependiendo del tipo de viscosidad, por lo

que contińua ser un problema abierto, en sentido general.

En el caso del problema de mezcla, con las restricciones asumidas, en la finalidad de

extender los resultados de existencia conocidos para las ecuaciones de Navier-Stokes

compresible, con viscosidad lineal, se puede lograr demostrar la existencia de solución

débil, tales es ası́ que, si la fraccíon voluḿetricaρ fuera constante, el estudio se reduce

a un problema de Navier - Stokes de flujo incompresible, del cual ya existen avances

en la referencia([41]) pero no es nuestro caso en estudio, puesto que para nosostros la

densidad representa a una fracción voluḿetrica de la fase dispersa, yésta es variable,

por ello se toma la expresión de çompresibilidad aparente”.

Por notacíon, considerando a la variable temporal,t, tal que 0 ≤ t ≤ T < +∞,

la variable espacialx, ⊗ el producto tensorial,div la divergencia con respecto ax.

Entonces seǵun Stokes ([32]), se puede considerarP
′ como el esfuerzo tensorial definido

por

P
′ =

n−1∑

k=0

αk(ρ, Js(D))D
k (2.74)

dondeD es el esfuerzo tensorial de componentesD = [Dij ] =

[
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
y Js

son los invariantes b́asicos.

En el modelo cĺasico,P′ se tiene la ecuación

P
′ = (λdiv(u)− p)I+ 2µD

donde los coeficientes de viscosidadλ y µ son constantes yp es la presíon, en esta forma

no es demostrable la existencia de solución global como se comenta en esta referencia

[32].

Entonces si se considera la formulación presíon, es decir:

P
′(u) = −ρI+ P(u) ó (2.75)

P
′(u) = P(u) (2.76)

donde el tensorP(u) satisface las propiedades enunciadas en la siguiente proposición.
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Proposición 2.4.1 ([32]) Dado P en la forma (2.75)́o (2.76), entoncesP satisface las

siguientes propiedades

1.
∫

Ω

P(u) : D(u)dx ≥
∫

Ω

M(|D(w)|)dx con|D(w)|2 =
n∑

i,j=1

D
2
ij.

2.
∫

Ω

(P(w)− P(v)) : D(u− v)dx ≥ 0.

3.
∫

Ω

M(|P(w)|)dx ≤ const.

∫

Ω

(1 +M(|D(u)|))dx

4. P(u− ǫv)→ P(u) cuandoǫ→ 0.

5. El funcionalF (u) =
∫

Ω

P(u) : D(w)dx convexo, dondeM es la funcíon convexa

tal que

M(s) ≥ exp(s); s→ +∞

y M es la conjugada de Young, es decir,M
′
= (M ′)−1; (·)′ es la derivada y

(M ′)−1 es la inversa del operador yA : B es el producto escalar euclideo de las

matricesA,B ∈ R
n×n.

La forma general del tensorP(u) satisface las propiedades 1, 2, 3, 4 y 5 yP(u) se reduce

a la forma (2.74) donde

P(u) = γ0(div(u))I+
N∑

s=1

γs(|Ds(u)|2)D2s−1(u) (2.77)

conγs continua y mońotona tales que:

sgn(γ0(s)) = sgn(s), γs decrece (crece) cerca del infinito hastaγL paras 6= L, N es

un ńumero arbitrario que indica elı́ndice de monoticidad ([1]), la propiedad 3 es una

consecuencia de la relaciónM(
M(s)

s
) ∼M(s) ([1], [41]) y finalmente se deduce ([32])

que la potencia deD es menor quen− 1. Es decir,P′ se puede expresar en la siguiente

forma:

P
′ = λ(|div(u)|)div(u) · I+ 2µ(|| D ||)D

conλ, µ mońotona y positiva,λ decrece pero no ḿas queµ e I es la matriz identidad.

Para el caso del modelo (2.72) - (2.73), nuestro conjuntoM(ξ) = γL(ξ
2)ξ2 y para la

Proposicíon 2.4.1-(3) se defineM(ξ) =
1

2

∫ s

0

γL(z
2)dz. En el caso de la ecuación de

la Proposicíon 2.4.1 - (3) fue considerada la forma (2.77) pero no el tensor abstractoP

como debeŕıa ser considerado en el modelo (1.52)-(1.53).

Cuandoǫ → 0 en el flujo de mezcla sobre el dominio acotadoΩ ⊂ R
n, el cual

posee una frontera suficientemente regular y el dominio evolutivo denotado porQT =
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Ω× (0, T ), el sistema queda expresado por la ecuación (2.72) - (2.73) y completado con

la ecuacíon (2.75) (́o 3 de la Proposición 2.4.1), satisface los datos iniciales:

ρ|t=0 = ρ0, ρu|t=0 = w (2.78)

y la condicíon de frontera

u|∂Ω×(0,T ) = 0 (2.79)

El impulso inicialw(x) est́a definido solamente en el soporte deρ0(x); entonces intro-

duciendo una velocidad inicial de la formau0(x) =
w(x)

ρ0(x)
la cual se extiende a la zona

supuestamente vacı́a. Como no se conoce un valor paraρ0u0(x) a partir del desarrollo

del problema de valores iniciales y de contorno original, puesto que se puede predecir

el impulso inicial (pero no la velocidad), entonces para aceptarlo como valor inicial,

esto est́a relacionado con la existencia de su derivada(ρu)t mientras queut (ó D1/2
t u)

existe solamente cuando se promedia conρ, y ρ puede anularse sobre un conjunto de

medida positiva. Este echo se demuestra en los teoremas 2.4.2 y 2.4.3 que se verán mas

adelante.

Antes de definir la solución d́ebil del problema, se consideran algunas nociones

teóricas requeridas de los espacios de Sobolev-Orlicz que conmayor detalle pueden

encontrarlo en la referencia [1].

Definición 2.4.1 SeaM(s) una funcíon de Young (es decir es conexa,ésta crece en el

infinito más que una función lineal, etc) entonces se define a la clase de Orlicz, como el

conjunto

KM(Ω) = {v /
∫

Ω

M(|v(x)|) dx <∞}

donde|v(x)| es el ḿodulo de la clase de equivalencia en casi todas partes deΩ de las

funciones mediblesv definidas sobreΩ.

LM(Ω) = {λ v / λ ∈ R
+, v ∈ KM(Ω)}

dondeLM(Ω) es el espacio de Orlicz, el cual es un espacio de Banach [1] conrespecto

a la norma de Luxemberg.

|| v ||LM (Ω)= sup

∫

Ω

vw dx

sup es tomado para todow tal que

∫

Ω

M(w) dx ≤ 1
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yKM(Ω) es el conjunto de clases de OrliczKM(Ω) ⊂ LM(Ω) dondeM es una funcíon

convexa. Entonces se define el espacio de Sobolev-Orlicz como el conjunto:

WmLM(Ω) = {u ∈ LM(Ω), Dαu ∈ LM(Ω) para todoα, |α| ≤ m}

con norma

|| u ||m,M=|| u ||m,M,Ω= máx
0≤|α|≤m

|| Dαu ||M,Ω

y el conjuntoWm
0 LM(Ω) representa al espacio clausura deC∞

0 (Ω) enWmLM(Ω).

Por ejemplo, si1 < p <∞ y M(t) = tp/p entonces se tiene la siguiente relación,

LMp(Ω) = KMp(Ω) y adeḿas || u ||Mp,Ω= p−1/p || u ||p,Ω .

La completacíon deL∞(Ω) con la norma deLM(Ω) genera el espacioEM(Ω) el cual

en general representa al espacio clausura deLM(Ω) donde

EM(Ω) = {u / u ∈ KM(Ω) y u es acotada enΩ y de soporte acotado enΩ}

Si se tiene una sucesión de solucionesuj, ésta converge siuj ∈ EM(Ω) donde

uj(x) =





u(x) si |u(x)| ≤ j y |x| ≤ j, x ∈ Ω

0 en otro caso

Por tanto, el espacioEM(Ω) es separable y

(EM(Ω))∗ = LM(Ω) para todoM

La desigualdad de Young

uv ≤M(u) +M(v)

Luego integrando, y aplicando la desigualdad de Holder se obtiene:

∫

Ω

uv ≤|| u ||LM (Ω) || v ||LM (Ω) (2.80)

Consideremos las funciones de Young:

φ(s) = s lnβ(s), β ≥ 4

ψ(s) = exp(s1/β)
(2.81)

e introduciendo los espacios

X = {u /D(u) ∈ LM(Ω); u|∂Ω = 0} (2.82)

Y = {v /D(v) ∈ LM(QT ); v|∂Ω×(0,T ) = 0} (2.83)
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Se puede ver ([32]) queM crece ḿas ŕapido que los polinomios del espacioX y no

coincide con los deLM(0, T,X). Los espaciosX e Y son conjugados y separables

y tienen un subespacio denso y débil ([1]), aśı tambíen las sucesiones de conjuntos

acotados que son débilmente compactos y sus funciones con suficiente regularidad son

débiles en un subespacio denso deX eY .

Definición 2.4.2 Seaφ una funcíon convexa, el par(ρ, u) ∈ L∞(0, T, Lφ(Ω)) × Y es

llamada una solucíon d́ebil del problema (2.72), (2.73), (2.75), (2.78) y (2.79) silas

ecuaciones (2.72) y (2.73) satisfacen en sentido distribucional a las siguientes ecuacio-

nes integrales: ∫ t

0

∫

Ω

ρ

(
∂ψ

∂t
+ u · ∇v

)
dxds =

∫

Ω

ρψ dx|t0 (2.84)

∫ t

0

∫

Ω

(
ρu
∂v

∂t
+ (ρu⊗ u− P(u)) : D(v) + ρdiv(v)ρf · v

)
dxds =

∫

Ω

ρu · v dx|t0
(2.85)

para todou enX y v enY .

Además en los espaciosLM(0, T,W−1Lφ(Ω)) y Y ∗ respectivamente, los datos iniciales

de (2.78) son aceptados en el sentido de funciones fuertemente continuas (con respecto

a t) con valores en el espacioW−1Lφ(Ω) × X∗ y la condicíon de frontera (2.79) se

cumple c.t.p. sobre∂Ω× (0, T ).

Definición 2.4.3 El par (ρ, u) ∈ L∞(0, T, Lφ(Ω)) × X es llamada una solución d́ebil

del problema (2.72), (2.73), Proposición 2.4.1-(3), (2.78) y (2.79), entonces si la ecua-

ción (2.72) y (2.73) se satisfacen en el sentido distribucional (es decir, (2.84) y (2.85) sin

el términoρ div(v)) en el espacioL2(0, T,W
−1Lφ(Ω)), los datos iniciales (2.78) son

aceptados en el sentido de funciones fuertemente continuas(respecto at) con valores

en el espacioW−1Lφ(Ω) × Y ∗, y la condicíon de frontera (2.79) que satisface en casi

todas partes de∂Ω× (0, T ).

Posteriormente se hace un estudio de la existencia de la solución d́ebil del problema

basada en las definiciones 2.4.2 y 2.4.3 y en dos teoremas que demuestran la existen-

cia, de modo tal quéesta debe satisfacer la ecuación de la ḿınima enerǵıa en el ĺımite

de la viscosidad (en particular en el lı́mite de la viscosidad de la fase dispersa), es de-

cir cuando la funcíonM(s) tiende a la funcíonM0(s) tal queM0(s) → +∞ cuando

s→ cte < +∞.

De los resultados anteriores se puede afirmar entonces que cualquier funcíon que con-

tiene al t́eminoρ u ⊗ u es integrable. En conclusión, este echo de algún modo, ayuda
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a predecir la existencia de una solución d́ebil para el problema en estudio, basada en la

ecuacíon de la ḿınima enerǵıa, tal que satisface la propiedad 5 de la Proposición 2.4.1.

Existencia de solucíon débil En esta sección se probaŕa la extensíon de algunos

resultados de existencia para el problema bajo las condiciones asumidas en estos resul-

tados.

Lema 2.4.1 La solucíon(ρ, u) del problema (2.72)-(2.73) con las condiciones iniciales

y de contorno (2.78) - (2.79), paraβ ≥ 4 satisfacen las siguientes desigualdades:

|| ρ ||L∞(0,T,Lφ(Ω))≤ C (2.86)

|| u ||Y≤ C (2.87)

conC dependiendo solamente de|| ρ0 ||Lφ(Ω), || u0 ||Lφ(Ω) y
∫

QT

ψ(|f |2) dxdt.

Aśı mı́smo, considerando la proposición 2.4.1-(3), (2.78), (2.79) y la ecuación 2.81), el

par(ρ, u) satisfacen también:

|| u ||L∞(0,T,X)≤ C (2.88)∣∣∣∣
∣∣∣∣
√
ρ
∂u

∂t

∣∣∣∣
∣∣∣∣
Lφ(QT )

≤ C (2.89)

conC dependiendo solamente de|| ρ0 ||Lφ(Ω), || u0 ||X y
∫

QT

ψ(|f |2) dxdt.
Demostracíon:

Multiplicando a la ecuación (2.73) poru e integrando sobreΩ × (0, T ) resulta las si-

guientes relaciones:
∫

Ω

(
ρ|u|2
2

+ ρ ln(ρ)

)
dx|t0 +

∫ t

0

∫

Ω

(P(u) : D(u)− ρu · f) dxds = 0 (2.90)

1

2

∫

Ω

ρ|u|2 dx|t0 +
∫ t

0

∫

Ω

(P(u) : D(u)− ρu · f) dxds = 0 (2.91)

entonces, en virtud de las propiedades deP se obtiene:

|| u ||Y≤ C

y se puede deducir también
∫

QT

exp(|div(u)|)dxdt ≤ C.

Luego multiplicando (2.72) porφ′(ρ), resulta
∫

Ω

φ(ρ)dx|t0 +
∫ t

0

(ρφ′(ρ)− φ(ρ))div(u) dxds = 0 (2.92)
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y aplicando la desigualdad de Young, se tiene:
∣∣∣∣
∫ t

0

∫

Ω

(ρφ′(ρ)− φ(ρ)) div(u) dxds
∣∣∣∣ ≤

∫ t

0

∫

Ω

A(ρφ′(ρ)−φ(ρ)) dxds+
∫ t

0

∫

Ω

exp(|div(u)|) dxds

conA(ξ) = (1 + ξ) ln(1 + ξ)− ξ.
donde :

A(ρφ′(ρ)− φ(ξ)) ≤ C(φ(ρ) + 1)

entonces, considerando la ecuación (2.92) se obtiene:

|| ρ ||L∞(0,T,Lφ(Ω))≤ C

La ecuacíon (2.89) se obtiene a partir de la proposición 2.4.1-(5)

y multiplicando en (2.73) por
∂u

∂t
.

Finalmente

∫

Ω

(Γ0(divu)+
N∑

s=1

Γ0(TrD
2s)) dx|t0+

∫ b

0

∫

Ω

ρ

(
∂u

∂t

)2

dxds =
1

2

∫ t

0

ρ(f−(u·∇)u)·∂u
∂t

dxds

(2.93)

≤ 1

2

∫ t

0

∫

Ω

ρ

(
∂u

∂t

)
dxds+ δ

∫ t

0

∫

Ω

(ρ|f |2 + ρ|u|2 · |D(u)|2)dxds

donde:

Γ0(ξ) =

∫ ξ

0

Λ0(τ) dτ

Γs(ξ) =
1

2s

∫ ξ

0

Λs(τ) dτ, s ≥ 1; M(ξ) = Γ1(ξ
2)

Se puede estimar:

|| |D(u)|2 ||Lφ(Ω)≤ C || u ||2X (2.94)

dondeD(u) = τ
∼
(−→v ) = (µ)[∇−→v +∇−→v T ].

A partir de (2.86),(2.93), (2.88) y (2.89) y por el Lema de Gronwall se obtiene la

estimacíon. Asi tambíen se puede ver que el operadorD es acotado enLφ(Ω) con la nor-

ma deLp, cuandop tiende a infinito. Esto implica que este operador es acotado,y va

deLM(Ω) → LM(Ω) conΓ(s) = exp(
√
s), luego reemplazando paraβ ≥ 4, quedaŕıa

probado (2.94).2
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Considerando en forma arbitraria, el problema en estudio en estado estacionario, es

el siguiente:

divP(u) = αρu+ div(ρu⊗ u0) +∇P − ρf1 − αf2 (2.95)

αP + div(ρuh) = αg + ǫ∆P, ρ ≥ 0 (2.96)

u|∂Ω = 0
∂ρ

∂η
|∂Ω = 0 (2.97)

siendof1, f2 y g funciones, conα, h constantes positivas,ǫ y g son no negativas, aquı́ el

sub́ındiceh significa la regularización deu con respecto ax, donde

uh(x) =

∫

Ω

u(y)h−nψ(
x− y
h

) dy.

Para el caso no estacionario se necesita la acotación de las derivadasρt y (ρu)t en la

aproximacíon de la solucíon, entonces, usando la compacticidad como el caso anterior,

en los t́erminos convectivos, existen algunas complicaciones respecto al operador dife-

rencial convectivo, peróestas se mejoran con la propiedad difusiva
√
ρD

1/2
t u = 0 que

se mostraŕa en el Teorema 2.4.2.

Teorema 2.4.1Sean

|f1|2 ∈ Lφ(Ω), β > 7/2, g ∈ C1(Ω), g ≥ g0 > 0, f2 ∈ Lφ(Ω), ǫ > 0, h > 0

Entonces si existen dos números positivos

α0(h, ǫ, |g|Lφ(Ω), || |f1|2 ||Lφ(Ω), || f2 ||Lφ(Ω))

el problema (2.95) - (2.97) posee una solución (ρ, u), dondeρ ≥ ρ0, || ρ ||Lφ(Ω)≤ α,∫

Ω

M(|D(u)|)dx ≤ F (α), conα > α0.

Demostracíon:

La demostracíon se daŕa en 3 pasos.

Primer Paso: Se demostrará que la solucíon (ρ, u) de la ecuacíon (2.95), se puede

expresar mediante la integral:
∫

Ω

M(|D(w)|)dx ≤ F1(|| ρ ||Lφ(Ω)) + C(f1, f2, α) (2.98)

dondeF y C(f1, f2, α) crecen polińomicamente. Este hecho se establece mediante el

Método de Galerkin y la monoticidad estandard de sus componentes. La estimación de

u apartir de la ecuación (2.95) es posible gracias a la desigualdad
∫

Ω

(ρu⊗ u) : D(u)dx ≤ 1

4

∫

Ω

M(|D(u)|)dx+ F2(|| ρLφ(Ω) ||)
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y (F2 crece polińomicamente).

Segundo Paso:Se obtiene (2.96) de la ecuación paraρ cuandou es dado. Debido a

la regularidad de los coeficientes (resultados clásicos para la ecuación eĺıptica) y a la

desigualdad

α >|| div u ||Lφ(Ω) ·h−n + C (2.99)

resulta la condicíon de existencia de solución.

Luego, multiplicando (2.96) porφ′(ρ) se estiman los valores

|| ρ ||Lφ(Ω) y
∫

Ω

(1 + ρ)−1 lnβ−1(1 + ρ)|∇ρ|2 dx,

por tanto se puede obtener

|| Y (ρ) ||W s
2
(Ω)≤ C(ǫ, g)

(
C α +

∫

Ω

exp(|div(u)|) dx
)1/2

(2.100)

donde

Y (ρ) =

∫ ρ

0

(1 + ξ)−1/2 ln(β−1)/2(1 + ξ) dξ

Finalmente:

Tercer Paso:Para resolver (2.95) - (2.97) por el teorema de Schauder ([41]), dadoρ

arbitrario del conjunto convexoKα, donde

Kα = {ρ ∈ Lφβ(Ω) / ρ ≥ 0,

∫

Ω

ρdx =

∫

Ω

gdx; || ρ ||Lφβ
(Ω)≤ α}

se puede encontrar la función u de (2.95) conρ = ρ1 y de (2.96) haciendoρ = ρ2. La

condicíon (2.99) es obtenida totalmente debido a (2.98) siα es suficientemente grande.

Si se tiene que

|| ρ2 ||Lφ(Ω)≤ G(|| Y (ρ2) ||)LN (Ω)

y

|| Y (ρ2) ||LN (Ω)≤ G(|| ρ2 ||L1(Ω)) = G(|| g ||L1(Ω))

dondeG crece polińomicamente,N(ξ) = ξ2 ln(ξ), N1(ξ) = ξ2 ln1−β(ξ), entonces

|| Y (ρ2) ||LN (Ω)≤ C(δ) || Y (ρ2) ||1−δLN1
(Ω) · || Y (ρ2) ||δW 1

2
(Ω)

dondeδ es arbitrariamente positiva.

De las ecuaciones (2.98), (2.100) permiten concluir que el operadorB : ρ1 → ρ2

act́ua enKα tan pronto cuandoα se hace suficientemente grande. Debido a la ecuación

(2.100), el operadorB es compacto, por tanto posee un punto fijo enKα. De este modo

el Teorema 2.4.1 queda probado.2
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Teorema 2.4.2Sea|f |2 ∈ Kψ(QT ), ρ0 ∈ Lφ(Ω), ρ ≥ 0,W |ρ0 ∈ Lψ(supp(ρ0)) y

β > 7/2. Entonces existe una solución para el problema (2.72), (2.73), (2.75), (2.78) y

(2.79) en el sentido de la Definición 2.4.2. Adeḿas, la derivada promediada
√
ρD

1/2
t u

existe y es igual a cero, y cualquier solución del problema de la clase señalada en la

Definición 2.4.2 satisface la identidad de la energı́a:

∫

Ω

(
ρ|u|2
2

+ ρ ln(ρ)

)
dx|t0 +

∫ t

0

∫

Ω

(P(u) : D(u)− ρu · f) dxds = 0 (2.101)

Observacíon 2.4.1 Por la existencia de la derivada
√
ρD

1/2
t u, podemos implicar la

acotacíon del valor

D(τ) =

∫

QT

ρ(t, x)
|u(t+ τ, x)− u(t, x)|2

τ
dxdt

uniformemente con respecto aτ , y siD(τ) → 0 cuandoτ → 0, entonces se dice que
√
ρD

1/2
t u = 0.

Demostracíon del Teorema 2.4.2. Construir la solucíon aproximadaρm y um para el

problema (2.72), (2.73), (2.75), (2.78) y (2.79) como funciones definidas por sus va-

loresρkm, ukm sobre el conjunto

(
k − 1

m
T,

k

m
T

)
× Ω, los cuales se obtienen de las

ecuaciones1

ρkm − ρk−1,m

τm
+ div(ρkm(ukm)hm) = ǫm∆ρkm (2.102)

ρkmukm − ρk−1,muk−1,m

τm
+ div(ρkmukm ⊗ (ukm)hm) = divP(ukm)−∇ρkm + ρkmfkm

(2.103)

ρkm
η
|∂Ω = 0, ukm|∂Ω = 0 (2.104)

dondek y m son enteros positivos tales que

τm, hm, ǫm → 0 cuando m→∞ y τ−1
m > α0(hm, ǫm, ρ0, u0, f).

1Usaremos simultáneamente dos caminos para la definición de funciones sobre las etapas:A(t, x) =

Ak(x), (k − 1)τ > t ≤ kτ y

A(t, x) =

(
t

τ
− k − 1

)
Ak(x) +

(
k − t

τ

)
Ak−1(x), (k − 1)τ ≤ t ≤ kτ

La segunda f́ormula se ha usado cuando
∂A

∂t
es involucrada, pero no fijaremos nuestra atención enésta

por ahora.
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La existencia de la solución aproximada está garantizada por el Teorema 2.4.1, sin em-

bargo en la etapaτm se asume que la solución sea uniforme en todoQT . Esto es posible

gracias a la estimación del sistema (2.102) - (2.104), que se obtiene, en primer lugar una

solucíon apriori y luego la solución aproximadaρm, um.

Se basaŕan algunas consideraciones en la identidad de la energı́a tales como:
∫

Ω

ρm|um|2dx|t0 + 2

∫ t

0

∫

Ω

ρm(t− τm)|D1/2
t um|2dxds+

+2

∫ t

0

∫

Ω

P(um) : D(um)dxds = ǫ

∫ t

0

∫

Ω

∇ρm · ∇|um|2dx+

+2

∫ t

0

∫

Ω

(ρmdiv(um) + ρmumfm)dxds

(2.105)

siendoD1/2
t um =

ukm − uk−1,m√
τ

sobre

(
k − 1

m
T,

k

m
T

)
×Ω lo cual es una consecuencia

de (2.102) y (2.104) sobre la desigualdad
∫

Ω

φ(ρm)dx|t0 + ǫ

∫ t

0

∫

Ω

φ′′(ρm)|∇ρm|2dxds+
∫ t

0

∫

Ω

(ρmφ
′(ρm)− φ(ρm))div(um)dxds ≤ 0

(2.106)

esto es cierto en virtud de la convexidad deφ (ambas relaciones (2.105) y (2.106) son

expresadas en función del enterot/τ ). Sumando (2.105) - (2.106) y operando sobre

(2.106), se obtienen las estimaciones requeridas.

|| ρm ||L∞(0,T,Lφ(Ω))≤ C (2.107)

|| um ||≤ C (2.108)

ǫ

∫

QT

φ′′|∇ρm|2dxdt ≤ C (2.109)

∫

QT

(t− τm)|D1/2
t um|2dxdt ≤ C (2.110)

Las propiedades (2.107)-(2.110) permiten obtener la convergencia d́ebil de las siguien-

tes sucesiones:
um → u en Y

P(um) → P en LM̂(QT )

ρm → ρ en L∞(0, T, Lφ(Ω))

ρm um → a en L∞(0, T, Lφ(Ω))

ρm um ⊗ um → B en LΛ(0, T, Lφ(Ω))

SeaΛ(s) = exp(
√
s), como

∂ρm
∂t

son acotadas enL2(0, T,W
−1Lφ(Ω)), entonces

ρm → ρ fuertemente enL2(0, T, Lφ(Ω)) ([41]) y en consecuencia se tiene quea = ρu.
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Como
∂ρmum
∂t

son acotadas enL1(0, T,X
∗), entonces se tiene también convergencia

fuerte deρmum y comoB = ρu ⊗ u, por el mismo argumentoρmum ⊗ um tambíen

converge fuertemente en un espacio del tipoL2(0, T, Z). Por tanto se tiene que

ρm → ρ, ρmum → ρu ρmum ⊗ um → ρu⊗ u

∗−débilmente enLφ(Ω) en casi todas partes respecto at y ∗−débilmente enLΛ(0, T, Lφ(Ω))

y consecuentemente las ecuaciones (2.84) y (2.85) son completadas, reemplazandoP(u)

porP (el términoǫm∆ρm desaparece gracias a (2.109)).

Si asumimos que las identidades

ϕ = |uξ|2/2, v = uξ

(dondeξ significa la regularización deu con respecto at).

Restando una de la otra, se obtiene la relación:

1

2

∫

Ω

ρ|u|2dx|t0 +
∫ t

0

∫

Ω

(P : D(u)− ρdiv(u)− ρu− f)dxds =

=

∫ t

0

∫

Ω

(
ρf − ρ∂uξ

∂t

)
(uξ − u)dxds+

∫ t

0

∫

Ω

(P− ρI) : D(u− uξ) dxds+

+

∫ t

0

∫

Ω

(ρu⊗ (u− uξ)) : (ρ u⊗ uξ)dxds+
1

2

∫

Ω

ρ|uξ − u|2dx|t0

cuandoξ → 0 y usando la propiedad de renormalización ([65]) se obtiene :

−
∫ t

0

∫

Ω

ρdiv(u) dxds =

∫

Ω

ρ ln(ρ)dx|t0

por tanto la identidad de la energı́a 2.

∫

Ω

(
ρ|u|2
2

+ ρ ln(ρ)

)
dx|t0 +

∫ t

0

∫

Ω

(P : D(u)− ρu · f) dxds = 0. (2.111)

Ahora nos falta probar quedivP(u) = div(P). Para ello aplicamos lı́mite en (2.105)

2Este ĺımite es no trivial especialmente porque el términoρ
∂ut

∂t
el cual obviamente no es acotado

apropiadamente en el espacio. Desafortunadamente esto puede mostrar que

ρ
∂ut

∂t
= wξ + r(ξ)

dondew ∈ Y ∗ y r(ξ) son acotados enLΛ(0, T,W
−1

φ (Ω)) conΛ(s) = exp(
√
s)
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cuandom→∞, de lo cual resulta:

1

2

∫

Ω

ρ|u|2dx|t0 + ĺım sup
m→∞

∫ t

0

∫

Ω

ρm|D1/2
t um|2 dxds

+ ĺım sup
m→∞

∫

Ω

ρm ln(ρm)dx−
∫

Ω

ρ0 ln(ρ0) dx

+ ĺım sup
m→∞

∫ t

0

∫

Ω

P(um) : D(um)dxds ≤
∫ t

0

∫

Ω

ρu · f dxds

(2.112)

tomando en cuenta la monoticidad deP(·) y las relaciones (2.112) y (2.111), se obtiene

finalmente
∫ t

0

∫

Ω

(P− P(v)) : D(u− v) dxds ≥ ĺım sup
||→∞

∫ t

0

∫

Ω

ρm|D1/2
t um|2 dxds

+ ĺım sup
m→∞

∫

Ω

ρm ln(ρm) dx−
∫

Ω

ρ ln(ρ) dx

(2.113)

Como el funcional
∫

Ω

ρ ln(ρ) dx es convexo, entonces el miembro de la derecha de

(2.113) es no negativo y de esto se consiguediv(P) = div(P(u)). Aśı, ρ y u constituye

la solucíon del problema (2.72)-(2.73) satisfaciendo (2.101). Además de la ecuación

(2.113) se obtiene ∫

Ω

ρ ln(ρ)dx = ĺım
m→∞

∫

Ω

ρm ln(ρm) dx

ĺım
m→∞

∫

QT

ρm|D1/2
t um|2 dxds = 0

Comparando (2.112) y (2.101) nos conduce a la relación:
∫

QT

P(u) : D(u) dxds = ĺım
m→∞

∫

QT

P(um) : D(um) dxds

Consecuentemente,ρm → ρ fuertemente enLp(0, T, Lφ1(Ω)) con φ1(s) = s ln(s) y

parap < ∞ arbitrario,um → u fuertemente enY , y finalmente
√
pD

1/2
t u = 0, por lo

tanto, el Teorema 2.4.2 queda probado.2

Teorema 2.4.3Sea|f |2 ∈ Kψ(QT ), ρ0 ∈ Lφ(Ω), ρ0 ≥ 0, β ≥ 4, u0 ∈ X (es decir, se

asume una extensión de la velocidad inicial en la zona vacı́a (ρ0 = 0) de la claseX).

Entonces existe una solución del problema (2.72), (2.73), que satisface la proposición

2.4.1 - (3), (2.78) y (2.79) según la Definicíon 2.4.3. Adeḿas la derivada promediada
√
ρ
∂u

∂t
∈ L2(QT ) est́a bien definida y cualquier solución del problema del tipo señalado

en la definicíon 2.4.3 satisface la identidad de la energı́a

1

2

∫

Ω

ρ|u|2 dx|t0 +
∫ t

0

∫

Ω

(P(u) : D(u)− ρu · f) dxds = 0 (2.114)
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Observacíon 2.4.2 Por la existencia de la derivada
√
ρ
∂u

∂t
∈ L2(QT ) implica la aco-

tación del valor de
∫

QT

ρ(t, x)

∣∣∣∣
u(t+ τ, x)− u(t, x)

τ

∣∣∣∣
2

dxdt

uniformemente con respecto aτ .

Demostracíon del teorema 2.4.3

Mediante el ḿetodo de Galerkin se construye una aproximación de la solucíon (ρm,um)

que satisfacen (2.72) y (2.73) en el sentido de ortogonalidad para losm elementos de

la base del espacioX. La existencia deρm y um se debe al teorema de Schauder y por

la compacidad de los coeficientes de Galerkin en el espacioW 1
2 (0, T ), en cada etapa se

tiene la siguiente estimación

|| ρm ||L∞(0,T,Lφ(Ω)) ≤ C (2.115)

|| um ||L∞(0,T,X) ≤ C (2.116)∣∣∣∣
∣∣∣∣
√
ρm

∂um
∂t

∣∣∣∣
∣∣∣∣
L1(QT )

≤ C (2.117)

Las derivadas
∂ρm
∂t

son acotadas por la ecuación de continuidad del sistema de conser-

vación, las cuales satisfacen para todom y la sucesíon
∂(ρmum)

∂t
son acotadas gracias

a (2.117). Aśı tambíen (2.115) - (2.117) son ḿas fuertes que (2.107), (2.108) y cuando

m → ∞ en el ĺımite es equivalente al modelo con presión (2.75) por lo que se obtiene

la convergencia fuerte parau (pero no paraρ) y esto hace que se pruebe para
√
ρut en

virtud de (2.117).2

Viscosidad Ĺımite

Denominaremos ası́ al esfuerzo viscoso del flujo de mezcla gas sólido definido por el

operadorD(v), si P est́a expresado solamente en términos dev, tal que,|D(v)| < A <

+∞ y satisface (2.72) - proposición 2.4.1-(3) con la función convexaM definida en

[0, A) y tal queM(s) → +∞ cuandos → A (entoncesM es aceptado como una

función lineal cerca del infinito) y A es un número real positivo. Este modelo puede

ser usado para describir flujos cuando las tensiones son acotadas [3]. Desde la posición

mateḿatica este modelo relaciona la presión y la fraccíon voluḿetrica. Es interesan-

te obtener la solución correspondiente a las ecuaciones (2.72), (2.73) en el lı́mite de

la viscosidad usual. Asumiendo que existe la aproximación del tensor esfuerzoPm sa-

tisfaciendo las propiedades (2.72) - proposición 2.4.1-(3) (con algunas funcionesMm

definidas sobreR+) tales que
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1. ∀ δ > 0, ∃N > 0, ∀m > N : Pm(v) = P(v) ∀ v tal que|D(v)| ≤ A− δ

2. Simes{|D(w)| ≥ A} > 0, entonces
∫

QT

Mm(|D(w)|) dxdt→ +∞

Por ejemplo, en el caso (2.77) podemos tomar

Pm(u) = γ0m(div u)I+
N∑

s=1

γsm(|Ds(u)|2 D2s−1(u))

dondeγkm(s) = γm(s) cuandos ≤ A − 1/m, γkm son convexas,γkm(s) ≤ γm(s) y

γkm(s) > exp(s) cerca del infinito.

ReemplanzandoX∞ porX para distinguirlo de los espaciosXm correspondientes

al esfuerzo tensorial aproximadoPm. El espacioLM y LM son equivalentes aL∞ y L1

respectivamente.

Los casos (2.75) y Proposición 2.4.1-(3) son equivalentes y se demuestran solo en el

lı́mite para los modelos con presión (2.75). La solucíon d́ebil para el problema (2.72),

(2.73), (2.75), (2.78) y (2.79) se define análogamente a la Definición 2.4.2 pero con

ρ ∈ L∞(QT ), u ∈ L∞(0, T,X∞).

Teorema 2.4.4Seaf ∈ L∞(QT ), ρ0 ∈ L∞(Ω), ρ0 ≥ 0, w/ρ0 ∈ L∞(supp ρ0). Enton-

ces existe una solución (ρ, u) ∈ L∞(QT ) × (L∞(0, T,X∞))d del problema de flujo de

mezcla gas-śolido-viscoso (2.72), (2.73) que satisfacen la proposición 2.4.1-(3), (2.78),

(2.79) y las ecuaciones (2.72), (2.73) en los espaciosL∞(0, T,W−1
∞ (Ω)) yL1(0, T,X

∗
∞)

respectivamente.

Los datos iniciales (2.78) son aceptados en el sentido de funciones continuas (con res-

pecto at) con valores en el espacioW−1
∞ (Ω)×X∗

∞. La solucíon est́a dado por el ĺımite

de las funciones(ρm, um), las cuales resuelven el problema de aproximación con la

función de tensíon Pm. Cualquier solucíon del problema de la misma clase indicada

satisface la ecuación (2.101).

Demostracíon:

Las solucionesρm, um del problema aproximado están acotadas enL∞(0, T, Lφ(Ω))×
LMk

(0, T,Xk) ∀ k y P(um) son uniformemente integrables. Consecuentemente existe el

lı́mite en el sentido d́ebil

(ρ, u,P) ∈ L∞(0, T, Lφ(Ω))× LMk
(0, T,Xk)× L1(QT ) para todok

Este problema es análogo al problema con el estado del esfuerzo usual, tal que seprueba:

ρm um → ρ u *-débilmente en Lφ(Ω) c.t.p.t
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ρm um ⊗ um → ρ u⊗ u *-débilmente en LΛ(0, T, Lφ(Ω))

Como la funcíonMn es convexa yMk ≻Mn cuandok > n

∫

Q′

Mn(|D(u)|) dxds ≤ ĺım inf
k→∞

∫

Q′

Mn(|D(uk)|) dxds ≤ ĺım inf
k→∞

∫

Q′

Mk(|D(uk)|) dxds ≤ C

dondeQ′ ⊂ QT es un conjunto arbitrario. Tomando primeroQ′ de la forma

Q′ = {(t, x) / |D(u(t, x))| ≥ A}

se deduce que|D(u)| < A c.t.p. (consecuentemente,P(u) y M(|P(u)|) est́an bien

definidos) y entonces cuando

Q′ = {(t, x) / |D(u(t, x))| ≥ A− δ}

se puede ver queP(u) ∈ L1(QT ).

Por otro lado ∫

Ω

M

( |D(u)|
C

)
dx ≤M

(
A

C

)
mes(Ω) ≤ 1

paraC grande, entoncesu ∈ (L∞(0, T,X∞))d.

La prueba dediv P(u) = div P es similar a la prueba realizada en la Sección 2.4. En

este estudio en prioridad interesa los aspectos que aparecen en relacíon a la precisíon

(ó exactitud) que se requiere en los puntos donde|D| es cerrada paraA.

Para una idea de la prueba, se considera que siv ∈ KM(QT ) entonces

|D(uh)| ≤ A− δ(h)

(el ı́ndiceh significa la regularización y δ(h) > 0), y si m → ∞ en la siguiente de-

sigualdad ∫ t

0

∫

Ω

(Pm(um)− Pm(vδ)) : D(um − vδ) dxds ≥ 0

Tomando en cuenta la identidad de la energı́a para la solución aproximada y para la

solucíon exactaρ, u y P, se deduce

∫ t

0

∫

Ω

(P− P(vδ)) : D(u− vδ) dxds ≥ 0

y solamente haciendo queδ → 0 se obtiene

∫ t

0

∫

Ω

(P− P(v)) : D(u− v) dxds ≥ 0 (2.118)
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HaciendoD(u) = τ
∼
(−→v ) = (µ)[∇−→v + ∇−→v T ], parav ∈ KM(QT ) arbitrario, esto

permite establecer quev = u− ǫw; paraǫ pequẽno, entonces, tomando el lı́mite cuando

ǫ→ 0 se obtiene la siguiente relación

∫ t

0

∫

Ω

(P− P(u)) : D(w) dxds ≥ 0 (2.119)

es claro que (2.119) se cumple para todow ∈ K donde

K ≡ {w ∈ C∞(QT )/|w| ≤ 1, ∃ǫ > 0 : u− ǫw ∈ KM(QT )}

(La clausura es tomada en el sentido débil enKM(QT )).

Tambíen se puede ver ([32]):

K ⊃ {w ∈ C∞(QT ) / |w| ≤ 1}

y consecuentemente de (2.119) se obtiene

div P = div P(u)

con lo cual quedarı́a probado el Teorema 2.4.4.2

Note que la convergencia deρm → ρ es fuerte pero la convergencia deum → u es

en sentido d́ebil.



CAPÍTULO 3

APROXIMACIÓN NUMÉRICA DEL

PROBLEMA DE MEZCLA CON

ELEMENTOS FINITOSP1 + P2

3.1. Fundamento nuḿerico para el problema de mezcla

Sean:ρ : ΩT → R+, −→v : QT → R
2 funciones continuas sobreQT , dondeQT =

Ω× (0, T ), conΩ = (0, L)× (0, 2L) y L <∞.

Para hallar una solución d́ebil en el ĺımite ǫ = ρg/ρp → 0, esto origina a suponer que la

fuerza ejercida por el gas es casi despreciable.

Por tanto de las ecuaciones (1.50)-(1.53) cuandoǫ→ 0, se tiene que la fase partı́cu-

las con densidad de partı́culasρp constante, es la fase que mas prevalece o es la que mas

est́a presente en el volumen de control, entonces el modelo de mezcla (frontera libre

regularizado) quedarı́a constituido del modo siguiente:

∂tρ+ div(ρ−→v ) = 0 (3.1)

∂t(ρ
−→v ) + div(ρ−→v ⊗ ρ−→v +

−−→
grad(ρ

P

ρp
) = div


ρ

τ
∼p
(−→v )

ρp


+ ρ−→g (3.2)

τ
∼
(−→v ) = (µ)[∇−→v +∇−→v T ] (3.3)

µ = (1− ρ)µg + ρµp , Viscosidad de la mezcla (3.4)

dondeρp > 0.

67
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Nota 3.1.1 La condicíon de compresibilidad del flujo bifásico depende de la variable

ρ, que representa la fracción voluḿetrica de las part́ıculas śolidas y de la porosidad

1− ρ de la siguiente ecuación

div((1− ρ)−→u + ρ−→v ) = 0

Tambíen se puede observar: la ecuación de Conservación de la cantidad de masa de

la fase gaseosa casi se mantiene, puesto que esta fase gana masa a costa de la fase

part́ıculas, si se considera que se elimina la gasificación de las part́ıculas, entonces no

habŕıa pérdida de masa de la fase partı́culas.

De la ecuacíon de conservación de la cantidad de movimiento de la fase gaseosa,

permanecen las fuerzas de presión y la de rozamiento entre partı́culas.

De la ecuacíon de conservación de la cantidad de movimiento de la fase partı́culas

se ha eliminado la ṕerdida de cantidad de movimiento por gasificación y se mantienen

todos los deḿas t́erminos.

En adelante, para la aproximación del problema la notación que utilizaremos es:

ρ : concentracíon voluḿetrica de part́ıculas śolidas.

−→v : velocidad de part́ıculas śolidas.

∇pc : gradiente de presión colisional.

∇ph : gradiente de presión hidrodińamica.

∇P : gradiente de la presión global.

−→u : velocidad del gas.

ph : presión hidrodińamica.

pc : presión colisional.

Todas estas variables dependientes estan definidas en el dominio Ωt, dependientes de

las variables independientes que representan un punto del espacio y tiempo,(−→x , t).

Desacoplamiento del sistema bidimensional

Se propone el siguiente procedimiento de desacoplamiento del sistema, a partir de la

presíon global definida porP = pc+ph y su gradiente∇P = ∇pc+∇ph en la ecuacíon

(3.4), dondepc est́a dada por la ecuación de estado y es diferenciable con respecto a cada

una de sus direcciones.

Entonces, la ecuación de la cantidad del movimiento (3.2) se puede expresar por:

∂t(ρ
−→v ) +

−→
div(ρ−→v ⊗−→v ) +∇pc =

−→
div(νρ(

−→∇v)) + ρ−→g −∇ph
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El vector−→u se puede expresar como

−→u = (−→u −−→v ) +−→v

entonces, multiplicando a esta expresión por el factor(1− ρ), e introduciendo una fun-

ciónw, tal que

∇w = (1− ρ)(−→u −−→v )

operando en esta ecuación se convierte en

(1− ρ)−→u + ρ−→v = −∇w −−→v

por lo que la presión hidrodińamicaph satisface la ecuación

∇ph =
q(ρ)∇w
1− ρ

Aplicando el operador divergencia en la ecuación anterior, y considerando la ecuación

que corresponde al flujo de la mezcla total, se obtiene que

−∆w = div(−→v )

esta ecuación en forma equivalente se escribirı́a por:

−div
(
1− ρ
q(ρ)

∇ph
)

= div(−→v )

que se requiere resolver para obtener el valor de∇ph.
Dadow ∈ C([0, T ];V m), se puede expresar el problema (3.1)-(3.2) en la forma

siguiente

Hallar ρ ∈ C1(QT ) tal que





∂tρ+ div(ρ−→v ) = 0 en QT

ρ|t=0 = ρm0 en Ω
(3.5)

y dadow ∈ C([0, T ];V m) y ρ ∈ C1(QT )

Hallar−→v ∈ C1(0, T, V m) tal que:




∂t(ρ
−→v ) + div(ρ−→v ⊗ ρ−→v ) +

−−→
grad(ρPp

ρp
) = div

(
ρ
τ
∼p

(−→v )

ρp

)
+ ρ−→g

−→v |t=0 = v0 en Ω, para todo −→v ∈ V m

(3.6)

observando las ecuaciones (3.5) - (3.6),éstas quedarı́an desacopladas y su resolución

se daŕıa por etapas resolviendo cada uno de estos problemas paraρp = 1 que se dan a

continuacíon:

Problema 1



Irla Mantilla - Tesis Doctoral 70

Encontrarph(x), tal que para un instante de tiempotn, conn = 1, 2, ...; satisface la

siguiente ecuación

− div
(
1− ρn
q(ρn)

∇ph
)

= div(−→v n) en Ω

Condiciones iniciales:−→v (0, x) = −→v 0(x), ρ(0, x) = ρ0(x) y −→u (0, x) =
−→
u0(x).

Condiciones de contorno

−→
M · −→n = −M0 sobreΓe (entrada)

donde
−→
M = (1− ρn)−→un + ρn−→v n

M · −→n =
−→
0 sobre Γ2 paredes laterales

ph =
−→
0 sobre Γ3 salida

M0 representa el flujo de aire entrante por el fondo del lecho.

Problema 2

Hallarρ y −→v tales que:

∂t(ρ) + div(ρ−→v ) = 0

∂t(ρ
−→v ) +

−→
div(ρ−→v ⊗−→v ) +∇pc =

=
−→
div(ν ρ(

−→∇−→v )) + ρ (−→g +∇ph)

pc(ρ) = A(ρ)ρ

junto a las condiciones iniciales−→v (0, x) = −→v 0(x), ρ(0, x) = ρ0(x) y −→u (0, x) =
−→
u0(x)

paran = 0, 1, ...; y las condiciones de contorno dadas que satisfacen la regularidad de

las ecuaciones.

Problema 3

Halle−→u tal que
−→u = − 1

q(ρ)
∇ph +−→v

Como se observa, nos encontramos con tres problemas que se tienen que resolver para

determinar las funciones incógnitas−→u , ph, ρ,
−→v , entonces para ello se realizará una li-

nealizacíon.

Sistema de flujo convectivo-difusivo-reactivo bidimensional

El sistema de conservación de Navier Stokes compresible bidimensional se puede ex-

presar en su forma compacta conservativa y ser casi linealizado como se puede ver en

casos similares, introduciendo una función vectorial de estadosϕ,−→v = (v1, v2), de este

modo el sistema conservativo en su forma de flujo convectivo-difusivo- reactivo, para
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ρp = 1 en [27], [48] queda expresado por:

ϕ =




ρ

ρ v1

ρ v2


 =




ϕ1

ϕ2

ϕ3


 (3.7)

F (ϕ) = (F 1
l (ϕ)F

2
l (ϕ))

T =







ρ v1

pc + ρ v21

ρ v1v2







ρv2

ρ v1 v2

pc + ρ v22







T

l = 1, 2, 3 (3.8)

G(ϕ) = (G1(ϕ)G2(ϕ)) =







0

τxx

τxy







0

τxy

τyy







T

τxx =
µ

Re∞

2

3

(
2
∂v1
∂x
− ∂v2

∂y

)

τxy =
µ

Re∞

(
∂v1
∂y
− ∂v2
∂x

)

τyy =
µ

Re∞

2

3

(
2
∂v2
∂y
− ∂v1
∂x

)

µ = ρ ν

ν representa la viscosidad cinemática del flujo y es una constante positiva y

S(ϕ) =




0

ρ

(
q(ρ)

1− ρ

(
M(t)− ∂ph

∂x

)
− gx

)

ρ

(
q(ρ)

1− ρ

(
M(t)− ∂ph

∂y

)
− gy

)




(3.9)

donde:F (ϕ) es el flujo convectivo,G(ϕ) flujo difusivo yS(ϕ) flujo reactivo respectiva-

mente y el sistema conservativo del flujo convectivo - difusivo -reactivo queda expresado

en su forma compacta por:

∂ϕ

∂t
+∇ · (F (ϕ)−G(ϕ)) = S(ϕ) (3.10)

∂ϕ

∂t
+
F1(ϕ)

∂x
+
∂F2(ϕ)

∂y
+
∂G1(ϕ, ϕx)

∂x
+
∂G2(ϕ, ϕy)

∂y
− S(ϕ) = 0. (3.11)

Ahora falta encontrar la solución:

(ρ, u,P) ∈ L∞(0, T, Lφ(Ω))× LMk
(0, T,Xk)× L1(QT ) para todok
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Sistema de flujo convectivo-difusivo-reactivo unidimensional

En un espacio unidimensional, teniendo en cuenta un subconjuntoΩ = [0, L] ⊂ R,

abierto acotado y de frontera regular; la conservación de las cantidadesϕ1, ϕ2 a trav́es

del espacio y del tiempo para todo punto(x, t) ∈ Ωt ⊂ R × R, representa la posición

de una partı́culax en el instantet de un medio continuo yn el vector normal exterior

a la frontera∂Ωt deΩt, con la regularidad suficiente de las funcionesϕ ∈ (C1(Ωt) ∩
C0(
−→
Ω t))

2, que satisface las ecuaciones del problema expresado en su forma compacta

o conservativa. que el vector de aceleración de la gravedad−→g = −g−→e3 es paralelo

al vector unitario−→e 3 en el eje vertical al que denotamos porX, asi mismo se puede

observar que las funcionesP y ρ son funciones que dependen solo dex solamente, en

el caso particular que la ecuación de estadopc de la fase partı́culas es una función que

solo dependa deρ, se tendŕıa que∂pc/∂x es paralelo a−→e 3, y de la ecuacíon de Navier

Stokes anterior se puede ver también que−→u es paralelo a−→e 3, por tanto es una función

que depende exclusivamente dex. En una primera instancia el problema resulta de gran

inteŕes resolverlo en una dimensión.

Entonces, tomando las consideraciones anteriores, en el que se han desacoplado las

variables−→u y −→v , sus formas escalares se denotarán comou y v respectivamente, las

cuales satisfacen la condición de mezcla bif́asica, que puede escribirse como la siguiente

ecuacíon:
∂

∂x
((1− ρ)u+ ρv) = 0

entonces, introduciendoM = ((1−ρ)u+ρv), una funcíon diferenciable que representa

el suministro de aire al interior del lecho, luego en una dimensión, la condicíon de

mezcla

divM =
∂M

∂x
= 0

esto conduce a representarM como una funcíon constante en espacio pero variable

respecto al tiempo, entonces en adelante a esta función lo denotaremos porM(t), por

ser una funcíon que vaŕıa solamente en la variablet.

En el caso de una nube de partı́culas suspendidas, mantener a las partı́culas en esta

posicíon, la funcíon que representa la cantidad de aire entrante, se debe considerar como

una condicíon de frontera en el problema de contorno.

• Si M(t) = 0 no hay entrada de partı́culas śolidas solo de aire por el fondo del

lecho, es decir, que aparentemente las partı́culas se encuentran en reposo en el

interior del recipiente al que se denomina lecho de partı́culas.
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• SiM(t) > 0 entonces hay entrada de partı́culas śolidas y de aire y se producirá la

fluidización en el lecho.

En cualesquiera de los casos, se debe considerar la ecuación:

∂W

∂x
=M(t)− v

Entonces el Problema 1 se convierte en una sucesión de problemas elı́pticos que se

tienen que resolver en cada instantetn:

−∂
2W n

∂x2
= fn, en Ω

fn =
∂vn

∂x
, n ≥ 0

Condiciones de contorno:

∂2W n

∂x
= M(tn)− vn, sobre la frontera inferior

W n = 0 sobre la frontera superior.

Esta consideración es muy importante tenerlo en cuenta, la que no será la misma en

el caso de una aproximación bidimensional. En el caso unidimensionnal en la práctica,

solamente se considerará el segundo miembro de la ecuación.

Las ecuaciones del Problema 2 en una dimensión, se convierte en un sistema de

Navier Stokes de flujo compresible unidimensional con término fuente no lineal.

∂ρ

∂t
+
∂(ρ v)

∂x
= 0

∂(ρ v)

∂t
+
∂ρv2 + pc

∂x
= ν

(
∂

∂x
ρ

(
∂

∂x
v

))
− ρg + ρq(ρ)

1− ρ

(
∂

∂x
M

)

Para cerrar el sistema consideramos la ecuación de estado definida por la función

pc(ρ) = K(ρ)

en particular tomaremos:

K(ρ) = ργ0−1exp

(
kρ

ρ− ρ∗
)
, q(ρ) =

Cq
(1− ρ)m , Cq > 0, m > 0

es decir

pc(ρ) = ργ0exp

(
kρ

ρ∗ − ρ

)
;

El Problema 3 quedarı́a expresado por la ecuación algebraica

u =
1

1− ρ

(
∂W

∂x

)
+ v

donde
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ρ : densidad voluḿetrica de la fase śolida.

u : velocidad del gas en una dirección.

v : velocidad de las partı́culas de la fase sólida en una dirección.

γ : coeficiente adiab́atico a presíon y volumen constante.

completaremos el sistema con la ecuación de estado

pc(ρ) = pγ0exp

(
kρ

ρ∗ − ρ

)
; γ0 ≥ 1,

con los datos iniciales

ρ|t=0 = ρ0 ≥ 0, ρ−→v |t=0 = w

y la condicíon de frontera
−→v |∂Ω×(o,T ) = 0

El sistema de leyes de conservación del flujo bif́asico unidimensional escrito como un

sistema de flujo convectivo-difusivo-reactivo puede expresarse en su forma compacta y

conservativa introduciendo la función vectorial de estados−→ϕ , de variables conservati-

vas, aśı como tambíen funciones vectoriales de flujo convectivo
−→
F (−→ϕ ), de flujo difusivo

G y de fuerzas externas(S(ϕ)), siendo

ϕ =


 ρ

ρ v


 =


 ϕ1

ϕ2




F (ϕ) =


 ρ v

ρ v2 + pc




G(ϕ) =




0

∂

∂x

(
νρ

∂

∂x
v

)



ν representa la viscosidad cinemática del flujo y es una constante positiva y

S(ϕ) =




0

ρ

(
q(ρ)

1− ρ(M(t)− v)− gx
)



El vector de fuerzas externasS(ϕ) son las que se oponen al movimiento es llamado

tambíen t́ermino fuente o vector de reacción, dondegx representa la aceleración de la

gravedad, por comodidad se denota también porg.

Entonces las ecuaciones del flujo bifásico unidimensional, quedan expresadas ma-

tricialmente en su forma conservativa como el sistema de flujo Convectivo-Difusivo-

Reactivo no lineal en función del vector de estadoϕ(x, t)

∂ϕ

∂t
+
∂
−→
F

∂x
(ϕ)− ∂

∂x

−→
Gx(ϕ) =

−→
S (ϕ) (3.12)
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dondeϕ(x, t) = [ϕ1(x, t), ϕ2(x, t)]
T tiene componentes a las variablesρ y ρv respec-

tivamente;
−→
F x y

−→
Gxx son las variaciones respecto a la variable independientex de los

flujos convectivos y difusivos respectivamente y
−→
S es la funcíon t́ermino fuente no li-

neal.

Condiciones iniciales en[0, L]:

Estaŕıan dadas paraϕ(x, t) = [ϕ1(x, t), ϕ2(x, t)]
T por:

ϕ1(x, 0) =





ϕ0
1(x) si x ≤ L

4

0 si x >
L

4

ϕ2(x, 0) = ϕ0
2(x)

u(x, 0) = u0(x)

dondeϕ0
1(x) > 0, y L/4 es la altura inicial del lecho de partı́culas en el reactor.

Condiciones de contorno:

Asumiendo para un espacio cerrado en el intervalo de tiempo[0, L], estan dadas por

Condicíon de pared





ϕ(0, t) = m0(t)

ϕ(L, t) = mL(t)

Condicíon de entrada M(0, t) =M0

donde,m0(t) representa la entrada de flujo de partı́culas śolidas al lecho,mL(t) repre-

senta la salida del flujo de partı́culas del lecho yU0 representa la condición de contorno

para la velocidad del gas (inyección del flujo de aire por la parte inferior del lecho).

Singularidades en el sistema unidimensional

Como la ecuación de estado para la fase partı́culas, relaciona la concentración vo-

lumétrica de partı́culasρ con la componente colisional de la presión p(ρ), su compor-

tamiento depende de los valores que tomen el exponente adiabático y el coeficiente

regulador de la presión, la que act́ua sobre la concentración voluḿetrica de las partı́cu-

las cuandóesta tiende a un congestionamiento máximo. En tal sentido se elegirá un

paŕametroóptimo para estas constantes.

La propiedad de homogeneidad del flujo, del sistema linealizado, no se cumple para

este caso, entonces se propone superar esta dificultad de la heterogeneidad introducien-

do una nueva matriz equivalente a la matriz Jacobiana del flujo convectivo, mediante una

alternativa que se presenta en [54] para superarésta dificultad y consiste en la descompo-

sición del flujo, en flujo por la derecha (positivo)y flujo por la izquierda ( negativo) pero
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que con esta regularización en este caso de estudio no se logra anular las oscilaciones

puesto que la regularidad de la matriz introducida en la definición del flujo convectivo,

depende de la forma que tomen los valores propios de la matrizjacobiana y en este

caso dependen de la derivada de la presión colisionalpc = p(ρ), que significa fuertes

gradientes de la presión en la zona vacı́a. Por tanto, para regularizar las singularidades

que se presentan en la zona vacı́a o libre de partı́culas del problema unidimensional en

estudio, se propone una linealización del sistema y luego la siguiente regularización.

Tratamiento cuasilineal del flujo unidimensional

En la linealizacíon se procede a la obtención de la matriz Jacobiana solamente para

el vector de los flujos convectivos del sistema. Los flujos difusivos y t́ermino fuente

se conservan tal cual, por tanto el flujo no lineal se tranforma en un sistema de EDP

cuasilineal de primer orden no homogéneo y queda expresado ası́:

∂

∂t
ϕ+ A(ϕ)

∂

∂x
ϕ =

∂

∂x

−→
Gx(ϕ) +

−→
S (ϕ)

dondeA(ϕ) es la matriz jacobiana de
−→
F .

Una vez aplicado este ḿetodo de linealización al sistema conservativo,A(ϕ) es-

taŕa definida por la siguiente matriz:

A(ϕ) =




0 1

−
(
ϕ2

ϕ1

)2

+ p′c(ϕ1) 2
ϕ2

ϕ1




p′c =
γ(ϕ1)c(ϕ1)

ϕ1

donde:

γ(ϕ1) = γ0 +
ϕ1ρ

∗

(ρ∗ − ϕ1)2

Considerandoϕ1 = ρ, para la determinación de la ecuación de estadopc(ρ), tendŕıamos

que

p′c = ργ0−1exp

(
kρ

ρ∗ − ρ

)
, γ0 ≥ 1

dondeγ(ρ) > 0, ∀ ρ ∈ [0, ρ∗), γ representa la función adiab́atica para la fase partı́cu-

las y tiene como variable independiente aρ. La constante positivaρ∗ es tal que0 ≤ ρ <

ρ∗ ≤ 1 y representa el empaquetamiento máximo de las partı́culas śolidas,k ∈ (0, 1) es

un paŕametro regulador de esta función.

El comportamiento de la ecuación de estado

pc = p(ρ)

= ργ0exp

(
kρ

ρ∗ − ρ

)
, γ0 > 1
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depende de que valor tomeγ0, y k.

Por ejemplo para los valores de:

γ0 = 1.44; k = 0.01; ρ∗ = 0.5

La no linealidad del t́ermino fuente está influenciado por el comportamiento de la fun-

ción q, donde

q(ρ) =
Cq

(1− ρ)m ; m > 1

que depende del coeficienteCq y del valor que tome el exponentem en el t́ermino del

denominador. Por ejemplo, siCq = 1, m = 2.

Ahora se presenta otras dificultades matemáticas respecto a las componentes del

sistema cuasilineal que dependen de la variable velocidad de part́ıculas śolidasv, la cual

est́a involucrada en el vector de flujos convectivosF (ϕ) =


 ρv

ρv2 + pc


 y quien a su

vez se involucra en su matriz JacobianaA(ϕ) y como la concentración voluḿetrica de

part́ıculasρ del sistema, la que no es nula en la zona donde si hay partı́culas, cuya matriz

es diagonalizable porque sus valores propios son todos reales y diferentes, sin embargo

en el caso de que una zona del reactor sea libre de partı́culas śolidas, la concentración

volumétricaρ si es nula por tanto aquı́ es donde se genera una singularidad en el sistema,

para cada(x, t) ∈ Ωt, lo que hace que se pierda la hiperbolicidad estricta del sistema,

propagando la singularidad a toda la matriz convectiva del sistema. La funcíon v que

representa a la velocidad de las partı́culas es la función involucrada también en los

autovectores a la matriz jacobiana de
−→
F y es la que genera el efecto de singularidad para

ρ, y hace que existan oscilaciones en el tramo de la discontinuidad por el movimiento

de las part́ıculas, haciendo que los términos del coeficiente de viscosidad se anulen

y se pierda la convergencia para la solución, entonces para evitar esta dificultad en el

dominio, se propone un controlador de la velocidad definido por |v|ǫ, el cual regulariza a

v con un paŕametroǫ del tipo Harten ([21], [30]), denominada regularización de Harten,

y en este trabajo se aplica en la redefinición de la normaǫ para los autovectoresv

asociados a la matriz y definida por:

|v|ǫ = |v|+
1

2

{(
1 + sig(ǫ− |v|)

(
v2 + ǫ2

2ǫ
− |v|

))}

donde0 < ǫ << 1 es un paŕametro muy pequẽno, dondeǫ→ 0, en la zona vaćıa cuando

la concentracíon voluḿetrica de partı́culasρ es cero.

En este caso también la funcíon del flujo convectivo del sistema no satisface la pro-

piedad de homogeneidad del flujo, es decir que
−→
F (ϕ) 6= A(ϕ)ϕ condicíon suficiente
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pero no necesaria para la aproximación del flujo (en el caso que se use la técnica de la

descomposición del flujo.

Para salvar la no homogeneidad del flujo convectivo asociadoa la matrizA, se pro-

pone tambíen la introduccíon de una matrizA∗ definida de la siguiente forma:

A∗(ϕ) =




0 1

−
(
ϕ2

ϕ1

)2

+ p′c(ϕ1) 2
ϕ2

ϕ1




con la que se cumple la propiedad de homogeneidad, es decir,

−→
F (ϕ) = A∗(ϕ)ϕ

con

c2 =
p′c
γ

dondec = ±
√
p′c
γ

representa la velocidad del sonido para la fase partı́culas, y se apro-

xima la matrizA∗ a la matriz Jacobiana, multiplicando por un factor1
γϕ1

al término

p′c(ϕ1), se consigue queγ(ϕ1)→ γ0 cuandoϕ1 → 0.

Analizando la matriz Jabobiana de
−→
F (ϕ), A∗(ϕ) tal que:

|A∗| = R−1|Λ∗|R

dondeΛ∗ es la matriz diagonal de los valores propios deA∗(ϕ), con

A(ϕ) =




0 1

−
(
ϕ2

ϕ1

)2

+ p′c(ϕ1) 2
ϕ2

ϕ1




entoncesA∗ satisface la propiedad:

−→
F (ϕ) = A∗(ϕ)ϕ

dondeϕ = (ϕ1, ϕ2)
T .

Si denotamos porcp(ϕ1) = ±
√
p′c(ϕ1) entonces simplificandoA∗(ϕ), se obtiene

una matrizQ la cual se puede escribir como el operador matricial

Q =


 0 1

c2p − v2 2v
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Nota 3.1.2

El valor c2p es una cantidad que se le aproxima al cuadrado de la velocidaddel sonido

en la fase śolida yγ(ρ) : [0, ρ∗)→ R es la funcíon adiab́atica, definida por:

γ(ρ) = γ0 +
ρkρ∗

(ρ− ρ∗)2 , γ0 ≥ 1

Siρ→ 0, γ(ρ)→ γ0, c
2
p → 0.

Más adelante para introducir losQ−esquemas nuḿericos ([54]), es necesario determi-

nar una condicíon de diagonalización paraQ.

Para ello hallaremos los valores propios de la matriz Jacobiana de
−→
F , denotada ya

comoQ, obteníendose de la siguiente ecuación:

|Q− λI2| = 0

Entonces:
λ1 =

ϕ2

ϕ1

− cp = v − cp

λ2 =
ϕ2

ϕ1

+ cp = v + cp

son los valores propios y satisfacen las siguientes relaciones

Q−→α = λ1
−→α ,

Q
−→
β = λ1

−→
β

donde los vectores−→α y
−→
β son los vectores propios asociados aQ que se obtienen al

resolver los sistemas de ecuaciones algebraicas:

(Q− λ1I2)−→α =
−→
0

(Q− λ2I2)
−→
β =

−→
0

aśı

−→α =


 1

v − c


 ,
−→
β =


 1

v + c




De acuerdo a lo dicho anteriormente,λ1 y λ2 son los valores propios de la matriz Jaco-

biana y−→α ,
−→
β son los vectores propios correspondientes a cada valor propio respectiva-

mente.

Estos vectores son linealmente independientes, por tanto constituyen los vectores

columnas de la matriz propiaR, por lo que se le denomina matriz propia asociada a los

autovectores y a sus valores propiosλ1 y λ2 respectivamente.

La matriz de vectores propiosR es una matriz no singular, por tanto, se puede de-

terminar su inversaR−1 y tales queRR−1 = I2, dondeI2 es la matriz identidad de
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orden 2. Lo cual indica queQ es diagonalizable, es decir, existe una matriz diagonalΛ

de componentes en su diagonal los valores propiosλ1 y λ2, tal que

Λ = RQR−1

Q = R−1ΛR

siendoΛ, la matriz

Λ =


 λ1 0

0 λ2




Denotemos por|Q| a una matriz definida por

|Q| = R|Λ|R−1

se denotaŕa a la siguiente matriz positiva diagonal deΛ por:

|Λ| =


 |λ1| 0

0 |λ2|




|λ1| y |λ2| son los valores absolutos de los valores propiosλ1 y λ2.

Por tanto ampliando con todos sus coeficientes|Q| quedaŕıa expresada ası́:

|Q| = 1

λ2 − λ1


 λ2|λ1| − λ1|λ2| −|λ1|+ |λ2|

λ1λ2(|λ1| − |λ2|) −λ1|λ1|+ λ2|λ2|




En los flujos convectivos, se verifica que cuandoρ = 0, λ2 = λ1 puede ent > 0

aparecer singularidades en los coeficientes de la matriz|Q|, para prevenir esta dificultad

se realiza una corrección asint́otica.

Si ρ → 0, cp → 0, entonces(λ2 − λ1) = −2cp, en el ĺımite lo cual significa que,

el sistema sin t́erminos de difusíon pierde tambíen su hiperbolicidad estricta en la zona

libre de part́ıculas, generando singularidades en la matriz|Q| y se corrigen estas singu-

laridades en cada una de sus componentes, cuyo resultado se muestra a continuación:

|Q|11 → 0, |Q|12 → sig(v)

|Q|21 → −|v|2sig(v), |Q|22 → 2|v|

entonces|Q|ǫ =


 0 sig(v)

−|v|2sig(v) 2|v|


.

Antes de pasar al proceso de discretización se llevaŕa el problema descrito en la sección

anterior a un problema equivalente mediante la formulación variacional que a continua-

ción se detalla.
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Seǵun la teoŕıa de distribuciones, se puede extender también una formulacíon integral

en espacios de Sobolev, al sistema generalizado de flujo viscoso Compresible en1D el

cual puede ser expresado en su forma compacta como un problema variacional de flujo

conservativo.

Formulación Variacional del problema de flujo unidimensional

Sea una función testw ∈ H1
0 (Ω), multiplicando por esta función a toda la ecuación, de

flujo conservativo no lineal, se obtiene la siguiente formulación:

∫

Ω

∂ϕ

∂t
w dx+

∫

Ω

∂
−→
F

∂x
(ϕ)w dx =

∫

Ω

S(ϕ)w dx

Luego seǵun el teorema de Stokes y las identidades de Green para el segundo t́ermino

del primer miembro, se obtiene:

∫

Ω

∂
−→
F (ϕ)

∂x
w dx =

∫

Ω

∂

∂x
(
−→
F (ϕ)w) dx−

∫

Ω

−→
F (w)

∂

∂x
w dx

=

∫

∂Ω

−→
F (w) · n dx−

∫

Ω

−→
F (w)

∂

∂x
w dx

∫

Ω

∂
−→
G (ϕ)

∂x
w dx =

∫

Ω

∂

∂x
(
−→
G (ϕ)w) dx−

∫

Ω

−→
G (w)

∂

∂x
w dx

=

∫

∂Ω

−→
G (w) · n dx−

∫

Ω

−→
W (w)

∂

∂x
w dx

Entonces, el flujo variacional del sistema puede ser expresado por

∂

∂t

∫

Ω

ϕw dx+

∫

∂Ω

−→
F (ϕ)w · n dx−

∫

Ω

−→
F (ϕ)

∂

∂x
ϕ dx

=

∫

∂Ω

G(ϕ)w · n dx−
∫

Ω

G(w)
∂

∂x
w dx+

∫

Ω

S(ϕ)w dx

(3.13)

a los t́erminos que por mientras no están afectados por la variable temporal los asocia-

mos en un operadorH(ϕ(x, t)) donde:

H(ϕ(x, t)) = −
∫

∂Ω

−→
F (ϕ)nx dx+

∫

∂Ω

G(ϕ)nx dx+

∫

Ω

S(ϕ) dx

denotando por:d
dt
:= ∂

∂t
+w · ∂

∂x
para la variable temporalt y fijandox e introduciendo

la función integralW (ϕ(x, t)) =
∫
Ω
ϕw dx, entonces el problema quedarı́a formulado

como el problema de Cauchy:

dW

dt
= H(ϕ(x, t))

ϕ(t0) = ϕ0
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3.1.1. Formulacíon Variacional del problema de flujo bidimensio-

nal

Para hallar la solución

(ρ,−→v , P )

Se expresará el problema en sentido débil o variacional en la siguiente forma:

Halle las funcionesρ ∈ L∞(Ωt),
−→v ∈ (L2

loc(Ωt))
n con ∂i

−→v ∈ (L2
loc(Ωt))

n para

todo i ∈ {1, ..., n}.−→u ∈ (L2
loc(Ωt))

n, P ∈ L2
loc(Ωt), de modo que multiplicando en las

ecuaciones (3.5) - (3.6) porΦ ∈ C1(Ωt)∩C0(Ωt) de soporte compacto contenido enΩt

y aplicando la f́ormula de Green verifiquen las siguientes igualdades:
∫

Ωt

ρ(Φt +
−→v∇Φ) dx dt =

∫ ∞

0

∫

Γ0

ρ−→v−→nΦ ds dt−
∫

Ω

ρ(x, 0)Φ(x, 0) dx

∫

Ωt

ρ−→v (Φt +
−→v∇Φ) dx dt+

∫

Ω

P Ĩ − ρD(−→v )∇Φ dx dt = −
∫

Γ0

ρ−→g Φ dx dt

con

∇ph = −ρq(ρ)(−→u −−→v )

en el sentido de distribuciones:
∫

Ω

ph∇ϕdx dt =
∫

Ω

ρq(ρ)(−→u −−→v )ϕdx dt ∀ϕ ∈ D(Ω)

donde los integrandos que aparecen para ser integradas sobreΩ y sobre∂Ωt vienen da-

das por condiciones iniciales y de contorno similares a las que tienen en la formulación

clásica (aunque con mayor regularidad).

El problema tiene solución aproximada si y śolo si las magnitudes[ρ−→v ]−→n , [(1 −
ρ)−→u +ρ−→v ]−→n ,

∫
Γ0
[ρ−→v ⊗−→v +P Ĩ−ρD(−→v )]−→n son continuas (suficientemente regulares)

en las superficies donde hay pérdida de regularidad, siendo−→n el vector normal a la

superficie.

SeanV y H dos espacios de Hilbert tales queV ⊂ H ⊂ V ′. SeaT > 0 número real

fijo. Consideremos el espacioW (0, T ) como sigue

W (0, T ) = W (0, T, V, V ′) = {Φ ∈ L2(0, T, V )3 tal que ∇Φ ∈ L2(0, T, V )3}

con norma

|| Φ ||=
[∫ T

0

(|| Φ(t) ||2 + || ∇Φ ||2∗) dt
]1/2

donde|| · ||∗ es la norma del dualV ′.

Nota 3.1.3
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1. Sea el espacioC∞([0, T ];V ), este espacio es denso enW (0, T, , V, V ′).

2. Se cumple queW (0, T ) ⊂ C0([0, T ];H).

La demostracíon de las afirmaciones (1) y (2) se encuentran en forma detallada en

[53],([33], [34],([48]).

Aplicando algunos resultados de la formulación variacional unidimensional,éstos pue-

den ser exentendidos a cada una de las ecuaciones del sistema, lo que permite obtener:

∫ t

0

∫

Ω

∂ϕ

∂t
Φ+

∫ t

0

∫

Ω

(
F1(ϕ)

∂x
+
∂F2(ϕ)

∂y
+
∂G1(ϕ, ϕx)

∂x
+
∂G2(ϕ, ϕy)

∂y
− S(ϕ)

)
Φ = 0.

(3.14)∫ T

0

(〈
dϕ

dt
,Φ(t)

〉
+ 〈F1(ϕ(t)),

dΦ

dt
(t)〉+ 〈F2(ϕ(t)),

dΦ

dt
(t)〉+ 〈G1(ϕ, ϕx),

dΦ

dt
(t)〉+

〈G2(ϕ, ϕx),
dΦ

dt
(t)〉+ 〈S(ϕ),Φ(t)〉

)
dt = 〈ϕ(T ),Φ(T )〉 − 〈ϕ(0),Φ(0)〉

ϕ ∈ (C1(Ωt) ∩ C0(
−→
Ω t))

2

3.2. Aproximación espacial del sistema EDP No lineal

del flujo de mezcla

Para hallar la solución aproximada, del problema de valor inicial expresado en su

forma cuasilineal, consideraremos una aproximación espacial unidimensional y bidi-

mensional.

Caso unidimensional - Esquemas de Harten y elementos finitosP1

Para la discretización espacial 1D se considera una partición uniforme sobreΩ, esta

partición genera un mallado monótono unidimensional denotado porM, de la forma

x1 < x2 < · · · < xi−1 < xi < xi+1 < · · · < xn con paso uniforme∆x tal que:

∆x = |xi − xi−1| (3.15)

y en el que se realiza un intermallado, en los puntos medios decada elemento, como se

aprecia en la Figura 3.1. La función u interpolada en los nodosxi, xi−1, xi+1 se puede

expresar comou(xi) = ui, u(xi−1) = ui−1, u(xi+1) = ui−1 Entonces una discretización

del problema (3.13) respecto ax se obtiene:

ωi =
(
xi− 1

2

, xi+ 1

2

)

=

(
xi −

xi − xi−1

2
, xi +

xi+1 − xi
2

) (3.16)
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Figura 3.1: Dominio unidimensional

Sea

h =

∣∣∣∣
xi+1 − xi−1

2

∣∣∣∣ =
1

2
|xi+1 − xi|+

1

2
|xi − xi−1| =

1

2
(∆x+∆x)

como la participacíonM es uniforme, entonces se denotará h = δx y se tiene que

ωi ⊂ (Ωi ∪ Ωi+1 ∈M).

Discretización espacial -temporalMediante un ḿetodo expĺıcito progresivo del ti-

po Euler parat ∈ [0, T ], T > 0, con paso de tiempo variable en el intervalo de tiempo

Ij = [tj, tj+1], j = 0, 1, ..., n; ∆t = [tj+1 − tj]

∫ tj+1

tj
W ′(t)dt =

∫ tj+1

tj
H(ϕ(x, t)) dt (3.17)

W j+1 = W j +

∫ tj+1

tj
H(ϕ(x, t)) dt (3.18)

Ahora se debe aproximar el segundo término del segundo miembro de la igualdad

en la ecuacíon (3.18), dondeH es una funcíon de funciones

W n+1 = W n +∆ tH(ϕn(x, tn)) + Er (3.19)

H(ϕn(x, tn)) = −
∫

∂Ω

−→
F (ϕn)nx dx+

∫

∂Ω

−→
Gx(ϕ

n)nx dx+

∫

Ω

S(ϕn) dx (3.20)

ϕn(x, tn) es una aproximación del vector de estados en el instantetn y ∆t es el paso

de tiempo para el esquema explı́cito y seŕa elegido seǵun la condicíon de estabilidad,

dondetn = n∆t y n es el ńumero de iteraciones en el un intervalo de tiempo [0,T] yEr

es el error de aproximación del esquema

W n+1 = W n +∆tH(ϕn(xi, t
n))

Retomando la ecuación (3.20) sobre un dominioΩ ⊂ R
1 partimos en subdominios

Ωi el cual contiene a un punto nodali.
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Para utilizar una aproximación espacial - temporal del flujo convectivo en1D, con-

sideramos que las funciones de soporte compacto satisfacenla siguiente condición:

ωi(x) = 0 si x /∈ Ωi

ωi(x) = 1 si x ∈ Ωi

Si tomamos una función test constanteωi = 1, parax ∈ Ωi, y si aplicamos en esa

direccíon el teorema de Gauss sobre los términos de los flujos, resulta que al integrar

sobreωi se obtiene la ecuación integral

∂

∂t

∫

ωi

ϕdx = −
∫

∂ωi

−→
F (ϕ)nx dx+

∫

∂ωi

−→
Gx(ϕ) · nx dx+

∫

ωi

S(ϕ) dx (3.21)

dondenx es el vector normal unitario exterior a la frontera∂ωi.

Luego, regresando a la integración sobre cada dominioΩi la forma integral del sistema

(3.17) expresada en el subdominioΩi limitado por la frontera cerrada∂Ωi estaŕıa dada

por
∂

∂t

∫

Ωi

ϕdx = −
∫

∂Ωi

−→
F (ϕ) dx+

∫

∂Ωi

−→
Gx(ϕ) dx+

∫

Ωi

S(ϕ) dx (3.22)

Una aproximacíon nuḿerica para determinar la solución

{ρ(x, t), p(x, t), u(x, t) y v(x, t)}

sobre el dominio espacial mediante el esquema de Harten y Galerkin expĺıcito con ele-

mentos finitos de tipoP1, definido sobre el dominio espacialΩ ⊂ R
1 genera el flujo

numérico convectivo, difusivo y reactivo , donde:{xi : i ∈ Z} las coordenadas de los

nodos deΩi. Entonces, en cada subintervalo abierto(xi−1, xi) ⊂ Ω, tal queΩi∩Ωj = ∅,
para cadai 6= j ∈ Z y

⋂NE
i=1 Ωi = Ω para cadai = 1, ..., NE, (NE es el ńumero de

elementos de la malla). Si por cada dos elementos de la mallaΩi y Ωi+1, definimos una

celda centradaωi, formada por dos elementos de tipoP1.

Asumiendo queH es un operador continuo, diferenciable y es de Lipschitz para todo

ϕn(x, t), entonces en cada punto(x, t) ∈ Ωi× Ij = [tj, tj+1] se tiene una discretización

para la combinación de operadoresHF +HG +HS, dondeHF es el operador continuo

convectivo,HG es el operador continuo difusivo yHS es el operador del término fuente

tales que en cada etapan, dependen de la funciónϕ(x, tn) = ϕn(x) y ésta tambíen en

cada etapan depende dex.

Luego el sistema expresado por:

W n+1 = W n +∆t(HF (ϕ
n(x)) +HGx(ϕ

n(x)) +HS(ϕ
n(x))) + Er (3.23)
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El operadorH con un esquema de integración reducida, resulta

Hn
i+ 1

2

−Hn
i− 1

2

= H(ϕni , ϕ
n
i+1)−H(ϕni−1, ϕ

n
i )

dondeHn
i± 1

2

= H(xi± 1

2

, tn), lo cual indica que la discretización en los puntos de soporte

compacto de la ecuación (3.17) puede expresarse de la forma siguiente

ϕn+1
i − ϕni = −σ[Hn

i+ 1

2

−Hn
i− 1

2

]

n ∈ N es el ńumero de iteraciones que se requiere para obtener una buena aproximacíon

numérica de la solución de la ecuación discreta, para lo cual tomamos un intervalo de

tiempo finito,0 ≤ t ≤ T dondeT > 0 es el tiempo ḿaximo y∆t, es el paso de tiempo

variable del que depende la estabilidad del método.

En cada celdaωi, consideraremos una aproximación deϕ en cada punto de la forma

:

xi+ 1

2

= (i+ 1/2)∆x, tn = n∆t

ϕn+1(x) = ϕn +∆t(HF +HG +HS)(ϕ
n(x, t)) (3.24)

Efectuando ahora la aproximación nuḿerica del flujo difusivo en el sistema (3.24), con

el método de Galerkin explı́cito y la regla de integración nuḿerica reducida del punto

medio para los flujos difusivos(HG(ϕ)) y reactivos (HS(ϕ)), asociado a la formulación

conservativa, asumiendo una aproximación del vector de estados en la forma

ϕ(x, t) =
N◦ de Nodos∑

i=1

ϕi(t)Ni(x) siendo Ni las funciones de forma

∆xi−1 = ∆xi = ∆x, el sistema queda expresado por:

ϕn+1
i (x) = ϕni +

∆t

∆x

(
Φ̂(ϕn(x))|xi+1/2

xi−1/2 +G(ϕn(x))|xi+1/2
xi−1/2 +∆xS(ϕn(x))|xi+1/2

xi−1/2

)

(3.25)

donde
∆t

∆x
= σ

donde se aplica los resultados formulados en problemas de flujos dominados por la

conveccíon encontrados en la referencia ([54]), se obtiene:

Hn
Fi+1/2 = Φ̂(ϕn(xi + 1/2))− Φ̂(ϕn(xi − 1/2))

Φ̂(ϕn(xi))|xi+1/2
xi−1/2 = Φ̂(ϕn(xi + 1/2))− Φ̂(ϕn(xi − 1/2))

(3.26)

dondeΦ̂(ϕn(xi + 1/2)) = Φ̂n
i+1/2, y se considera la matrizQ tal que

|Q| = R|Λ|R−1 (3.27)
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donde|Λ| = diag(|λ1|, |λ2|, ..., |λm|), entonces el flujo nuḿerico convectivo queda ex-

presado por

Φ̂i+1/2 =
1

2
(F (ϕi) + F (ϕi+1))−

1

2
|Q|(ϕi+1 − ϕi) (3.28)

ańalogamente se define paraF n
i−1/2, y en el estadoϕi+1/2 en cadan−ésima iteracíon,

queda expresado por la ecuación

Φ̂n
i+1/2 =

1

2
(F n

i+1 + F n
i )−

1

2
|Qn

i |(ϕni+1 − ϕni ) (3.29)

Φ̂n
i+1/2 − Φ̂n

i−1/2 =
1

2
(F n

i+1 + F n
i−1)−

1

2
|Qn

i |(ϕni+1 − 2ϕni + ϕni−1)

Por tanto

Hn
Fi

=
1

2
(F n

i+1 + F n
i−1)−

1

2
|Qn

i |(ϕni+1 − 2ϕni + ϕni−1) (3.30)

La matriz|Qn
i | se ha evaluado en el puntoi por ser el punto medio del soportei − 1 y

i+ 1.

Luego de las aproximaciones, el sistema discreto se transforma en el siguiente problema

algebraico no lineal:

ϕn+1
i = ϕni −

∆t

∆x
(Hn

Fi
−Hn

Gi
−∆xHn

Si
), (3.31)

H : RN → R
N , tal queϕn+1

i = H(ϕni ), siendo

H(ϕni ) = (Hn
Fi
−Hn

Gi
−∆xHn

Si
)

Este problema se resuelve utilizando el método iterativo de Punto Fijo y realiza el

siguiente procedimiento enk-etapas utilizando las condiciones iniciales dadas para

v(x, t0) = v0(x) y ρ(x, t0) = ρ0(x), y que son obtenidos automáticamente, calcu-

lando los t́erminos del segundo miembro que se obtiene para cada valor delas variables

conservativas del vectorϕk+1
i (xi), en cada paso de tiempo∆t variable y en cada punto

i, parak = 1, 2, ..., n; i = 1, 2, ..., n queda definido por el sistema de ecuaciones no

lineales iterativamente de la forma siguiente

ϕk+1
i (x) =


 ρk+1

i (x)

(ρivi(x))
k+1




=


 ρki (x)

(ρivi(x))
k


−




∆t

∆x
(Hk

Fi
(x)−Hk

Gi
(x)−∆xHk

Si
(x))1

∆t

∆x
(Hk

Fi
(x)−Hk

Gi
(x)−∆xHk

Si
(x))2




(3.32)
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Convergencia del esquema nuḿerico unidimensional

Dado el sistema de ecuaciones no lineales

ϕk+1
i = H(x, ρki , v

k
i ), k = 1, 2, ..., n; i = 1, 2, ..., n

un puntoP es punto fijo deH si cumpleϕk+1
i (P ) = P , donde

H(x, ρki , v
k
i ) =




∆t

∆x
(Hk

Fi
(x)−Hk

Gi
(x)−∆xHk

Si
(x))1

∆t

∆x
(Hk

Fi
(x)−Hk

Gi
(x)−∆xHk

Si
(x))2




Proposición 3.2.1 SeaH una funcíon de claseC1(Ω) tales queϕk+1
i = H(x, ρki , v

k
i ) y

con punto fijo contenido enΩ para las condiciones iniciales del problema, entonces el

problema discreto converge a la solución única si existe un parámetroσ ≤ 1, tal que

N∑

j=1

∣∣∣∣
∂Hi(x, ρ

k
i , v

k
i )

∂xj

∣∣∣∣ < σ,

parak = 1, 2, ..., n; i = 1, ..., n.

Prueba:

Considerando las condiciones asintóticas,ρn+1
i → 0, vk+1

i → 0, cuandon → ∞ y

∆x→ 0 en el problema discreto unidimensional, el estudio de la convergencia del ḿeto-

do de punto fijo estarı́a basadas en las condiciones de estabilidad de Courant-Friedrich-

Lewy (CFL), puesto que la condición de estabilidad está definido por el paso de tiempo

y este depende del ḿaximo de los ḿodulos de las velocidades caracterı́sticas de la fa-

se part́ıculas y del tamãno del espaciado∆x para cada nodo y elemento del mallado,

entonces introducimos el parámetroσ como el ńumero de Courant [12] para la conver-

gencia de la discretización total del sistema no lineal y se tiene la igualdadσ = a
∆t

∆x
,

los módulos de las velocidades caracterı́sticas para la fase partı́culas, definidas como:

Y1 = ϕn+1
i1

= |vki + c|, Y2 = ϕn+1
i2

= |vki − c|

Haciendoa = máx(Y1, Y2) y c =

√
γ(ρki ) p(ρ

k
i )

ρki
es la velocidad del sonido para estos

materiales tales como para concentraciones volumétricas de partı́culas śolidas en un gas

politrópico, se dice que el ḿetodo satisface la condición de estabilidadCFL, cuandoσ

cumple la siguiente desigualdad

σ = a
∆t

∆x
= CFL ≤ 1
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expresando la estabilidad en términos de∆t como la funcíon∆t ≤ E(∆x, vi, c), defi-

nida por la siguiente desigualdad

∆t ≤ (CFL)∆x

máx(Y1, Y2)

El paŕametroσ es un ńumero aproximado que puede ser dado como una tolerancia [12]

para la estimación del error en el intervalo(0, 1).

Es decir, el esquema es estable bajo la siguiente condición para el paso de tiempo

∆t, es decir que:

∆t ≤ (CFL)∆x

máx(|vki + c|, |vki − c|)
≤ 1

dondevki + c y vki − c son las velocidades caracterı́sticas del flujo.

La aproximacíon es aceptable bajo ciertas condiciones tales como la consistencia

y estabilidad, ambas están relacionadas al comportamiento del conjunto de soluciones

apŕoximadasW , donde

W = {ϕn+1
i1

(x), ϕn+1
i2

(x) ... ϕn+1
ij

(x) es solucíon apŕoximadaj = 1, 2}

Si medimos el error global de todas las aproximaciones con lanorma usual deRn en

W , el error no crece en cada etapa de la soluciónϕki (x) , k = 1, 2, ..., n para pequẽnos

cambios de la condición inicial, es decir, las propiedades de consistencia y estabilidad

se cumplen bajo la condición:

||H(ϕk+1
h (x))||W → 0 cuando k →∞, h→ 0

o de modo equivalente la norma de la matriz Jacobiana deH satisface la siguiente

desigualdad:
N∑

j=1

∣∣∣∣
∂Hi(x, ρ

k
i , v

k
i )

∂xj

∣∣∣∣ < 1,

dondeh = ∆x es la longitud del espaciado.

El error global est́a dado por:

error = dist(ϕn+1
i , ϕni ) = ı́nf

ϕ∈W
|| ϕn+1

i − ϕni ||

donde

ϕn+1
i (x) = ϕni −

∆t

∆x
(Hn

Fi
−Hn

Gi
−∆xHn

Si
).

Aproximaci ón del problema bidimensional

DadoΩ ⊂ R
2, poĺıgono acotado, de fronteraΓ, η es el vector normal unitario exterior a
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Γ, τh una particíon deΩ.

SeaH2(Ω) el espacio de Sobolev de funciones con derivadas de orden≤ 2 que perte-

necen al espacioL2(Ω), y usamos la siguiente notación:

|| . ||n,Ω≡|| . ||H2(Ω), || . ||Ω≡|| . ||L2(Ω)

Método de Galerkin y el espacio de elementos finitos

Los espacios de aproximación con elementos finitosVh, consisten en la interpolación

con funciones de base polinomiales por tramos sobre las subdivisiones otriangulaciones

Th = {K} de un dominio acotadoΩ ⊂ R
d, d = 1, 2, en elementosK. Parad = 1 los

elementos son intervalos, parad = 2 usaremos tríangulos. Se necesita queVh ⊂ H1(Ω)

o Vh ⊂ H2(Ω) cuando se trata de problemas de frontera de segundo orden. Como el

espacioVh est́a constituido por polinomios, luego:

Vh ⊂ H1(Ω) ⇔ Vh ⊂ C0(Ω) (3.33)

Vh ⊂ H2(Ω) ⇔ Vh ⊂ C1(Ω) (3.34)

dondeΩ = Ω
⋃

Γ y

C0(Ω) = {v : v es una funcíon continua definida enΩ}
C1(Ω) = {v ∈ C0(Ω) :

∂v

∂xi
∈ C0(Ω), i = 1, 2}

O sea,

Vh ⊂ H1(Ω) si y śolo si las funcionesv ∈ Vh son continuas,

Vh ⊂ H2(Ω) si y śolo si las funcionesv ∈ Vh y sus primeras derivadas son

continuas.

Nota:

1. La equivalencia (3.33) tiene sentido para espaciosVh formado por funcionesv

polinomiales sobre cada elementoK:

Si v es continua a trav́es de la frontera coḿun a dos elementos contiguos,

entonces las primeras derivadas
∂v

∂xi
existen, son continuas por tramos y de

cuadrado integrable, con lo cualv ∈ H1(Ω).
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Si v no fuera continua a través de alguna frontera inter-elementos, o sea

v /∈ C0(Ω), no existiŕıan las derivadas
∂v

∂xi
([28], [29]) representadas como

funciones de la clase de equivalenciaL2(Ω) y luegov /∈ H1(Ω) (Si v fuera

discontinua a trav́es de una frontera inter-elementosS, luego
∂v

∂xi
seŕıa una

función δ-Dirac con soporte enS, la cual no es de cuadrado integrable).

Un razonamiento similar se aplica a (3.34).

Para definir un espacio de elementos finitosVh se debe especificar:

1. Una triangulacíonTh = {K} del dominioΩ,

2. la naturaleza de las funcionesv ∈ Vh sobre cada elementoK (por ejemplo linea-

les, cuadŕaticas, ćubicas, etc.),

3. los paŕametros usados para describir las funciones enVh.

Asumiendo queΩ es un dominio en el planoR2 con frontera poligonalΓ. SeaTh =

{K} una triangulacíon deΩ en tríangulosK. Introducimos el espacio de aproximación

polinomial:

Pr(K) = {v : v es un polinomio de grado≤ r sobreK}, r = 0, 1, 2, ...

tal que parar = 1, P1(K) es un espacio de funcioneslinealesdefinidas sobreK, de la

forma:

v(x) = a00 + a10x1 + a01x2, x ∈ K

dondeaij ∈ R. Vemos que el conjunto de funcionesψ1, ψ2, ψ3 donde

ψ1(x) = 1, ψ2(x) = x1, ψ3(x) = x2

es una base deP1(K) y quedimP1(K) = 3, dondedimW indica la dimensíon del

espacio linealW y parar = 2, P2(K) es el espacio de funciones cuadráticas sobreK,

de la forma:

v(x) = a00 + a10x1 + a01x2 + a20x
2
1 + a11x1x2 + a02x

2
2, x ∈ K

dondeaij ∈ R. Vemos que1, x1, x2, x21, x1x2, x
2
2 es una base deP2(K), cuya dimensíon

est́a dada pordimP2(K) = 6, es la base del espacio de aproximación de las variables

de estudio.

En general se tiene que,

Pr(K) = {v : v(x) =
∑

0≤i+j≤r
aijx

i
1x

j
2 para x ∈ K, donde aij ∈ R}
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y

dimPr(K) =
(r + 1)(r + 2)

2

Esta igualdad, está directamente relacionada con el llamado triángulo de Pascal o de

Tartaglia.

1

x1 x2

x21 x1x2 x22

x31 x21x2 x1x
2
2 x32

· · ·

Cuadro 3.1: Tríangulo de Pascal

Espacio de aproximacíon con interpolación lineal P1

Sea

Vh = {v ∈ (C0(Ω))2 : v|K ∈ (P1(K))2 ∀K ∈ Th} (3.35)

un espacio de funciones lineales continuas por tramos. Como paŕametros o grados de

libertad globales para describir las funciones deVh elegimos los valores en los puntos

nodales deTh (incluyendo aquellos nodos sobreΓ). Se puede ver que esta elección es

adecuada puesto que una función v ∈ Vh es unicamente determinada por los valores

dev (3.35). El siguiente ańalisis permite ver otras situaciones complicadas que surgen

durante el proceso de aplicación en la resolución del problema

Si K ∈ Th es un tríangulo con nodos en los vérticesai, i = 1, 2, 3, los grados de

libertad deK que corresponden a (3.35) son los valores evaluados en cada nodoi:

los vértices ai, i = 1, 2, 3. (3.36)

Para ver que una función v ∈ Vh queda determinada en formaúnica por los grados de

libertad (3.36), basta con mostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1SeaK ∈ Th un triángulo con v́erticesai = (ai1, a
i
2), i = 1, 2, 3. Una

función v ∈ P1(K) est́a determinada en formáunica por los grados de libertad (3.36),

o sea dados los valoresαi, i = 1, 2, 3, existe unáunica funcíonv ∈ P1(K) tal que:

v(ai) = αi i = 1, 2, 3. (3.37)
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Demostracíon:

Comov(x) = c1x1 + c2x2 + c3 para algunas constantesci ∈ R, (3.37) es equivalente al

sistema de ecuaciones lineales

c1a
i
1 + c2a

i
2 + c3 = αi, i = 1, 2, 3, (3.38)

en las inćognitasci. Este sistema tiene solución única para valoresαi dados, si y śolo si

el determinantedetB de la matriz de coeficientes

B =




a11 a12 1

a21 a22 1

a31 a32 1




es distinto de cero. Puede verse fácilmente que

detB

2
= área deK (3.39)

y luegodetB 6= 0. ComoB es no singular, queda probado el resultado.

Veremos otra versión diferente de la demostración para este mismo teorema, la cual

se usa en casos más complicados. Primero, notamos que

dimP1(K) = número de grados de libertad(= 3),

o sea, (3.39) tiene el mismo número de ecuaciones que de incógnitas. En este caso,

detB 6= 0 si y śolo si la solucíon de (3.39) eśunica, o dicho en otras palabras, si laúnica

solucíon de (3.39) conαi = 0, i = 1, 2, 3 est́a dada porci = 0, i = 1, 2, 3 (Ker B = 0).

Formalmente, equivale a pedir:

Siv ∈ P1(K) y v(ai) = 0, i = 1, 2, 3, luegov = 0. (3.40)

De hecho, se puede probar (3.40) directamente, sin usar (3.39), lo cual muestra que no

es necesario calculardetB para probar quedetB 6= 0. Este razonamiento se aplicaá a

casos con polinomios de mayor grado.

Podemos ahora determinar las funciones de base (nodales) paraP1(K) asociadas a

los grados de libertad (3.36), o sea las funcionesλi ∈ P1(K), i = 1, 2, 3, tal que

λi(a
j) = δij =





1, si i = j

0, si i 6= j.
i, j = 1, 2, 3
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Figura 3.2: Elementos finitosP1

Figura 3.3: Funcíon de forma lineal

Figura 3.4: Mallado con Función de forma lineal
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Seavj(x) ∈ P1(K), j = 1, 2 una funcíon arbitraria, luegóesta se puede representar

por:

vj(x) =
3∑

i=1

v(ai)λi(x), x ∈ K. (3.41)

Para determinar las funciones baseλi, debemos resolver el sistema de ecuaciones (3.39)

para tres elecciones particulares delRHS, por ejemplo,(1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1).

Entonces dada la elección de los grados de libertad globales en (3.35) se puede

describir que el espacioVh (3.35) en forma alternativa es dado por

Vh = {v : v|K ∈ (P1(K))2 ∀K ∈ Th, y v es continua en los nodos deTh} (3.42)

Luego, una funcíon v ∈ Vh queda definida como una función lineal por tramos y que

toma ciertos valores en los nodos deTh.

Para verificar que (3.42) define efectivamente el mismo espacio que (3.35): o sea,

que siv ∈ Vh de acuerdo a (3.42) entoncesv es continua(v ∈ C0(Ω)). Es suficiente

mostrar quev es continua a trav́es de todas las fronteras interelemento.

Para ello, seanK1 y K2 dos tríangulos enTh con lado coḿun S y nodos extremos

N1 y N2. Supongamos ahora quev ∈ Vh de acuerdo a (3.42), y comovi = v|Ki
∈

(P1(Ki))
2, i = 1, 2 las restricciones dev a los tríangulosKi. Luego, la funcíonw =

v1 − v2 queda definida sobreS, por tantow es nula sobreS. En consecuencia,v es

continua a trav́es deS y se concluye quev ∈ (C0(Ω))2.

Espacio de aproximacíon con interpolación cuadrática

Para la construcción de un espacioVh usando funciones cuadráticas por tramosv,

o seav|K ∈ (P2(K))2. Se especifica primero los grados de libertad del elemento. Sea

K ∈ Th un elemento tríangular de Lagrange con vérticesai, i = 1, 2, 3 y denotemos

los puntos medios deK poraij , i < j, i, j = 1, 2, 3.
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Figura 3.5: Elementos finitosP2

Figura 3.6: Mallado con función de forma cuadrática

Teorema 3.2.2Una funcíon v ∈ (P2(K))2 est́a determinada en formáunica por los

grados de libertad

v(ai), i = 1, 2, 3

v(aij), i < j, i, j = 1, 2, 3
(3.43)

Demostracíon

ComodimP2(K) es igual al ńumero de grados de libertad (=6), es suficiente con probar

que∀, v ∈ (P2(K))2:

v(ai) = 0, v(aij) = 0, i < j, i, j = 1, 2, 3,⇒ v = 0. (3.44)

Para ello, se considera el ladoa2a3. A lo largo deéste la funcíon vaŕıa en forma cuadráti-

ca yv se anula en los tres puntos distintosa2, a23 y a3. Luego,v se anula sobrea2a3 lo

cual significa que se puede extraer el factorλ1 y escribir:

v(x) = λ1(x)w1(x), x ∈ K

dondew1 ∈ P2(K), entonces losλi, i = 1, 2, 3 son funciones de la base para el espa-

cio P2(K) de acuerdo al ejemplo anterior. De la misma manera vemos quev se anula
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tambíen a lo largo del ladoa1a3, con lo cual podemos extraer el factorλ2, resultando:

v(x) = λ1(x)λ2(x)w0(x), x ∈ K

donde ahoraw0 tiene grado 0, o seaw0 = γ = cte. Si ahora finalmente tomamos

x = a12, vemos que

0 = v(a12) = γλ1(a
12)λ2(a

12) = γ
1

2

1

2
,

con lo cualγ = 0 y en consecuenciav = 0.

Una funcíonvk ∈ P2(K), k = 1, 2 puede representarse en la forma

vk =
3∑

i=1

vk(a
i)λi(2λi − 1) +

3∑

i,j=1,i<j

vk(a
ij)4λiλj (3.45)

Para ver ello, se usa el teorema anterior, y se verifica que el lado derechoLD y el lado

izquierdoLI de (3.45) toman los mismo valores en los puntos nodalesai y aij, ya que

la diferenciaLD − LI ∈ P2(K).

A partir de (3.45), queda claro cuáles son las funciones nodales de base paraP2(K)

correspondientes a los grados de libertad (3.43):

ψi(x) = λi(2λi − 1) i = 1, 2, 3

ψij(x) = 4λiλj i < j, i = 1, 2, 3

La función de base que corresponde a un grado de libertad dado, por ejemplo el valor

en el v́erticeai, cumple con lacondicíon delta: es la funcíon ψ ∈ (P2(K))2 tal que

ψi(a
i) = 1 y adeḿas se anula en los otros puntos nodalesaj , aij.

Tambíen se puede ver que dados dos grados de libertad se verifica la continuidad

entre elementos. O sea, si tenemosvk ∈ P2(Ki), k = 1, 2 dondeK1 y K2 son los

triángulos con lado coḿunS, siv1 y v2 toman los mismos valores en los puntos extremos

y en el punto medio deS, luegov1 y v2 coinciden sobreS. Esto demuestra que si

w = v1− v2 vaŕıa cuadŕaticamente a lo largo deS, y w se anula en tres puntos distintos

sobreS, luegow ≡ 0 sobreS.

Entonces se tiene que:

Vh = {v ∈ (C0(Ω))2 : v|K ∈ (P2(K))2 ∀K ∈ Th}.

Los grados de libertad globales de las funcionesv ∈ Vh pueden elegirse como sigue:

1. los valores dev en los nodos deTh,
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2. los valores dev en los puntos medios de todos los lados de los triángulos deTh.

Discretización espacial del problema bidimensional

Retomando las ecuaciónes del flujo bidimensional en su forma compacta :

∂ϕ

∂t
+ div(F (ϕ)−G(ϕ)) = S(ϕ)

dondeϕ es el vector de estados dado en la ecuación (3.7).

Construimos los espacios de aproximación evolutiva considerando que el problema evo-

luciona en tiempo, de modo que, en:0 = t0 < t1 < ... < tN = t̂ se tiene una sucesión de

pasos de tiempo asociados a un intervalo de la formaIn = (tn−1, tn], ∆tn = tn − tn−1,

en el espacio evolutivoSn = τh × In, y enτh se construye una interpolación de tipo

Lagrange.

Entonces sobreΩ, τh = {K}, dondeK es un tríangulo equilatero de tres nodos para la

interpolacíon lineal y de seis nodos,para la interpolación cuadŕatica, es decir usando los

puntos mediosi de los tríangulos del mallado inicialτh paran = 0, i = 1, ..., N .

Seaωij la unión de los subtríangulos y∂ωij la frontera deωij y νi = (νxij, ν
y
ij) el vector

normal sobre∂ωij, tales que se puede construir ([28], [29]), los espacios de aproxima-

ción espacial:

Vh = {vh ∈ C0(Ωh)
2 : vh|τh ∈ (P2)

2 ∀h} espacio de aproximación dev

Qh = {qh ∈ C0(Ωh) : qh|τh ∈ P1 ∀h} espacio de aproximación dep y ρ

Jh = {vh ∈ Vh / (∇ · vh, q)h = 0 para todo q ∈ Qh}
J0h = {vh ∈ Jh : vh|∂Ω = 0}
Qh ⊂ L2(Ω)

Vh ⊂ (H2(Ω))2 ⊂ (L2(Ω))2

dim(Jh) = 2(Ns +Ne − 1) + 2Ns −Ns + 1 = 3Ns + 2Ne − 1

dondeNs es el ńumero de v́ertices yNe es el ńumero de elementos.

Integrando el sistema sobre la celdaωij :

∫ ∫

ωij

ϕn+1(x, y)− ϕn(x, y)
∆t

dxdy +

∫ ∫

wij

∇ · F (ϕn(x, y)) dxdy =

=

∫ ∫

wij

∇ ·G(ϕ(x, y)) dxdy +
∫ ∫

ωij

S(x, y, ϕ(x, y)) dxdy

(3.46)
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aplicando el teorema de la divergencia de Gauss:

Ai
ϕn+1
ij − ϕnij

∆t
+

∫

Γij

F (ϕn(x, y)) · ηij dσ =

=

∫

Γij

G(ϕ(x, y)) · ηij dσ +

∫ ∫

ωij

S(x, y, ϕn(x, y)) dxdy

(3.47)

dondeΓij = ∂ωij.

aplicando el teorema de la divergencia de Gauss:
∫

ωij

(ϕn+1 − ϕn) dx dt+∆ t

∫

∂ωij

F (ϕn) · νi dσ +∆ t

∫

∂ωij

G(ϕn) · νi dσ+

+ ∆ t

∫ ∫

ωij

S(ϕn) dx dy = 0
(3.48)

evaluando estas integrales, bajo las condiciones de estabilidad de los t́erminos hidro-

dinámicos para la convección

∆t

∆h
máx(|| −→U + C ||, || −→U ||, || −→U − C ||) = CFL1 ≤ 1 ó

∆t =
CFL1 ∆h

máx(|| −→U + C ||, || −→U ||, || −→U − C ||)

dondeC =

√
γ pc
ρ
, || −→U ||=

√
U2
1 + U2

2 es la norma de la velocidad de mezcla.

La estabilidad de los términos difusivos seǵun ([44]) est́a dado por la siguiente condi-

ción:
2∆t

∆h2
máx

(
γ

Pr
,

1

ReLe

)
= CFL2 ≤ 1

y la condicíon de estabilidad para los términos reactivos es:

∆t ≤ 1

CFL3

, CFL3 = exp(θ), θ =
α− 1

α
Ma, 0 < Ma < 0.3

Le es el ńumero de Lewis yPr(N◦ de Prandtl), Re =
µ0 ρ0
µ

( N◦ de Reynold), µ vis-

cosidad del gas,µ0 es la viscosidad del sólido y Ma =
u0√

(γ − 1)cρ
es el Ńumero de

Mach,α = 0.5.

Notese que en esta formulación no estariamos tomando en consideración el efecto de

las fuerzas de inercia respecto a las fuerzas de gravedad, loque estaŕıa relacionando al

número adimencional de Froude, y estariamos involucrando otros dos ńumeros adimen-

sionales que no son reelevantes para el problema en estudio.

Pero continuando con la integración de los t́erminos temporales y fuente usariamos,
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entonces la expresión:
∫ ∫

ωij

(ϕn+1 − ϕn) dx dy = área(ωij)(ϕ
n+1
i − ϕni )

∫ ∫

ωij

S(ϕn) dx dy = área(ωij)S(ϕ
n
i )

∫

∂ωij

F (ϕn)ν dσ =
∑

j∈K(i)

F (ϕn)

∫

∂ωij

νi dσ + F (ϕn)

∫

∂ωij∪Γ
n dσ

νij = (νxij, ν
y
ij); νxij =

∫

∂ωij

νxi dσ, νyij =

∫

∂ωij

νyi dσ

y K(i) es el conjunto de nodos vecinos deωij.

∫

∂ωij

F (ϕn)νi dσ = φ(ϕni , ϕ
n
j , νij) (3.49)

φ es el flujo nuḿerico convectivo que se obtiene mediante un esquema centrado ([54],

[30]) el cual es expresado por:

φ(ϕr, ϕL.~n)
1

2
[Pn(ϕR) + Pn(ϕL)] +

1

2
|Qn(~ϕ)|(ϕR − ϕL),

ϕ =
1

2
(ϕR + ϕL), Pn(ϕ) = nxF1(ϕ) + nyF2(ϕ)

Qn(ϕ) =
∂Pn
∂ϕ

(ϕ), |Qn| = |TΛT−1|, Λ = (λk)
∞
k=1

= T |Λ|T−1, |Λ| = (|λk|)∞k=1

Término Difusivo:

∫

∂ωij

G(ϕn) · ~νi dσ =
∑

j∈K(i)

Gn
r

∫

∂ωij∪Γ
~νi dσ +

∫

∂ωij∪Γ
G(ϕn)n dσ

K(i) es el conjunto de triánguloswij, Gn
r es el valor constante deGn en un tríangulo

τ ∈ τh.
Si se usa interpolación lineal para los flujos convectivos (3.49), es decir:

ϕx(ωij) =
1

área[supp(i)]

∫ ∫

supp(i)

∂ϕ

∂x
dxdy

ϕy(ωij) =
1

área[supp(i)]

∫ ∫

supp(i)

∂ϕ

∂y
dxdy

supp(i) denota la uníon de los tríangulos cuyo v́ertice en comúun eswi(xi, yi), los inte-

grandos
∂ϕ

∂x
y
∂ϕ

∂y
que son las derivadas de las funciones de forma con la interpolación
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del método de Galerkin estándard y elementos finitos de tipoP1, es decir:ϕij y ϕji

ϕij = ϕi +
1

2


 ϕx(ωi)

ϕy(ωi)


 · ωi ωj

ϕji = ϕj +
1

2


 ϕx(ωj)

ϕy(ωj)


 · ωj ωi.

Al usar esta aproximación para obtener la integración de los flujos convectivos, referidos

en algunos resultados encontrados para problemas dominados por la convección ([48],

[44], [36]), se tiene:

∫

∂ωij

F (ϕn) · ~νi dσ = φ(ϕnij, ϕ
n
ji, νij).

con una interpolación de Galerkin estandar y elementos finitosP2 para resolver la si-

guiente ecuación:
∫

ωij

(ϕn+1 − ϕn) dx dt+
∑

j∈K(i)

F (ϕn)

∫

∂ωij

νi dσ + F (ϕn)

∫

∂ωij∪Γ
η dσ+

∑

τ∈τi

Gn
r

∫

∂ωij∪Γ
~νi dσ +

∫

∂ωij∪Γ
G(ϕn)η dσ =

∫ ∫

ωij

S(ϕn) dx dy

(3.50)

Luego de la aplicación de esta t́ecnica usual en algunos autores de la literatura referida

resulta que el flujo nuḿerico genera oscilaciones en la solución y esto indica que en in-

tervalos mayores de tiempo gnera discontinuidades por las singularidades en los flujos

numéricos convectivos, lo cual estarı́a condicionada a usar otra tecnica adicional basada

en una extrapolación, es decir, cambiar los términosϕij y ϕji porϕlij y ϕlji y habŕıa que

buscar una definición apropiada paraϕlij y ϕlji.

En tal sentido buscaremos bajar el costo del proceso computacional en la finalidad de

buscar una velocidad de convergencia, mediante una regularización para generar me-

jores resultados. Entonces se propone un método de Galerkin con estabilización en el

flujo convectivo, aplicando una difusión en las ĺıneas de corriente, para la capturación

de las discontinuidades. En la literatura referida se utiliza para el Sistema de Euler, de la

dinámica del Gas, con elementos finitosP1+P2, en este caso, se predice que se lograrı́a

cerrar las discontinuidades durante la fluidización en las paredes del recipiente de CLF.

Este esquema nuḿerico se construye su aplicación en la ecuación matricial a partir de:

∂ϕ

∂t
+
∂F1(ϕ)

∂x
+
∂F2(ϕ)

∂y
+
∂G1(ϕ, ϕx)

∂x
+
∂G2(ϕ, ϕy)

∂y
− S(ϕ) = 0. (3.51)
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Método de Galerkin estabilizado

SeanHdiv, Vdiv, V = (H1
0 (Ω))

d en particular parad = 2 y Q = L2
0(Ω) los espacios de

Hilbert.

Las perturbaciones que producen oscilaciones espúreas pueden ser eliminados haciendo

un refinamiento del mallado en las zonas crı́ticas, pero ello requiere un cálculo de ma-

trices muy densas, lo cual hace que el proceso computacionalsea mas lento y a veces

imposible por la no convergencia en tiempo. Para ello se utiliza el ḿetodo de estabi-

lización con la difusíon artificial en las ĺıneas de corriente y lo nombra en [7] como

”Difusion Streamline (SD)”.

El método de Galerkin Estabilización SD con la capturación de las discontinuidades

consiste en lo siguiente:

Supongamos que tenemos el operador:

L(ϕ) =
d∑

i=1

Ai
∂ϕ

∂xi
+Kϕ = S(ϕ) en Ω

(M −D)U = 0 sobre la Γ

Ai, K,M son matrices de ordenm×m dependiendo dex, ϕ y un vectorD =
d∑

i=1

niAi,

Ai =
∂Fi
∂Ui

matriz jacobiana deF . Asumiendo que
M +M t

2
≥ 0 sobreΓ,M es siḿetri-

ca y

K +K∗

2
−

d∑

i=1

∂Ai
∂xi
≥ σI en Ω

Ker(D −M) +Ker(D +M) = Rm sobre Γ

donder > 0 es no negativa;K,M son matrices

Ker(M) = {ξ ∈ R
d : Mξ = 0}

Con el ḿetodo de Galerkin usual:

(Lϕh,v) +
1

2
〈(M −D)ϕh,v〉 = (S,v) para todo v ∈ V̂ϕ

|| ϕh || +|ϕh| ≤ c || S ||, || ϕ− ϕh || ≤ c hr || ϕ ||σ+1

Luego con Galerkin estabilizado SD se multiplica a la ecuación por una funcíon test

especial, que lo diferencia del método de Galerkin estandar

ϕ, h ∈ V̂h
(Lϕh,v + hL0v) +

1

2
〈(M −D)ϕh,v〉 = (S,v + hL0v)
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dondeL0 =
d∑

i=1

Ai
∂

∂xi
. Si elegimosv = ϕh, se obtiene la estabilidad conδ > 0, para

h suficientemente pequeño.

V m = {v : v = rot(ϕ), ϕ ∈ Ψm}
Ψm = {ϕ ∈ (H1(Ωm = Ω× Im))3 : ϕ|K ∈ (P r+1(τ)× P r(Im))

3,

∀K = τ × Im τ ∈ τh ∧ ϕ = 0 sobre Γ× Im
ϕ es continua sobreΩm}.

(ϕ,v)m =

∫

Ωm

ϕv dxdt⇒
∫

Ω

ϕ(x, tm)v(x, tm) dx

v±(x, t) = ĺım
s→0±

v(x, t+ s), [v] = v+ − v−

Qm = {v ∈ (H1(Ωm))
3 : v|K ∈ (P r(Im))

3, ∀ k = τ × Im, τ ∈ τh}

Figura 3.7: Elementos finitos evolutivos

v es funcíon continua enΩm.

Sean : P = P (x, t) es la funcíon Pi =
∂P

∂xi
,

f = (f1, f2) fuerza de volumen y gravitatorio que actúan sobre el fluido

|U | = u21 + u22

U · n = 0

M · n =M0 Condicíon de frontera

pc + ph = P, pc = p(ρ) presíon colisional

P · n = 0 condicíon de salida en ∂Ω

Paran = 1, ..., N
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Hallar ϕ̂nh = (Rn,mn) ≡ (Rh(tn),mh(tn)) conϕ̂nh ∈ Vh ≡ Wh ×Qh tales que:

(Ṙn,v
T
n )− (UnRn,∇vTn )

+ (δUn · ∇Rn, Un · ∇vTn ) + (ν̂R∇Rn,∇vTn ) = 0

v̂n = (vTn ,v
m
n ) ∈ Vh funciones test

(3.52)

(U̇n + β · ∇Un +∇P,v + δ(v̇ + β · ∇v +∇q) dxdt)+
∫

Γ

([Un],v+)|n · β + nt| ds+ µ

∫

K

(rot w∗
n,v + δ(v̇ + β · ∇v +∇q) dxdt) =

∫

Sm

(f,v + δ(v̇ + β · ∇v +∇q)) dxdt

∀ (v, q) ∈ V m ×Qm

(3.53)

donde

rot(w) =

(
∂w

∂x2
,− ∂w

∂x1

)
= −∆~U,

(rot θ, Un)
2 = (w∗

n, θ)
2,

[U ] = U+ − U−, U± = ĺım
s→0±

(U(x+ sn · β, t+ s)),

β = Un ó β = rot U =

(
∂U2

∂x1
,−∂U1

∂x2

)

U · s = 0 c.t.p. sobre Γ

0 ≤ µ ≤ h, µ =
R

Re

δ = c̃h; c̃ es una constante positiva

µ y f son los paŕametros de estabilización[7].

dondeϕ̂h(x, t) ≈ U(x, t) =
N◦Nodos externos∑

i=1

Ui(t)Ni(~x)

Ahora considerando el problema de valor inicial

ϕt +
d∑

i=1

f i(ϕ)xi = Ŝ, t > 0, x ∈ R
d (cond = 2), (3.54a)

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ R
d (3.54b)

donde:f 1 = F1, f
2 = F2 y Ŝ = Ŝ(Gij(ϕ, ϕxy), S(ϕ)) que almacena los flujos

numéricos difusivos y reactivos de la forma compacta del sistema de conservación;

ϕ = (ϕ1, ..., ϕm), m ≥ 2, f i : R
m → R

m son funciones continuas dadas, y sien-

do ϕ0 ∈ [L2(R
d)]m (conm = 3) la condicíon inicial apropiada, de soporte compacto
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contenido enΩi, diferenciando (3.54a), el sistema toma la forma

ϕt +
d∑

i=1

Aiϕxi = Ŝ, t > 0, x ∈ R
d, (3.55a)

ϕ(0, x) = ϕ0(x), x ∈ R
d (3.55b)

dondeAi = Ai(ϕ) = f iϕ es el jacobiano def i, siendoϕ definido por el vector de

estados (3.7), las cuales son matrices de ordenm×m. Nosotros asumiremos que (3.54)

est́a provista de una función a la que se denomina ”función de entroṕıa”η(ϕ) la cual es

estrictamente convexa, referida en detalle [3] con ”flujo deentroṕıa.asociado aq(ϕ) =

(qi(ϕ)) que satisface la relación de compatibilidad:

ηϕf
i
ϕ = qiϕ, i = 1, ...,m; (3.56)

dondeηϕ es el gradiente deη(ϕ).

Es decir, bajo una condición inicial apropiada(3.54):

η(ϕ)t +
d∑

i=1

qi(ϕ)xi ≤ 0. (3.57)

el sistema queda expresado de la siguiente forma:

∂ϕ

∂t
+ A1(v1, v2)

∂ϕ

∂x
+ A2(v1, v2)

∂ϕ

∂y
= Ŝ

donde

A1(v1, v2) =




0 1 0

c2 − v21 2v1 0

−v1v2 v2 v1


 , A2(v1, v2) =




0 0 1

−v1v2 v2 v1

c2 − v22 0 2v2




Introduciendovh ≈ −→v , y un cambio de variables,ϕ = ηϕ(ϕ), el sistema (3.55) toma

la forma:

A0ϕt +
d∑

i=1

Aiϕxi = Ŝ, t > 0, x ∈ R
d, (3.58a)

ϕ(0, x) = ϕ0(x), x ∈ R
d (3.58b)

vh(x, t) =
N∑

i=1

vi(t)Ni(x), Ni ∈ Vh (3.58c)

ρh(x, t) =
N∑

i=1

ρi(t)Ni(x) Ni ⊂ Qh (3.58d)

ph(x, t) =
N∑

i=1

pi(t)Ni(x) Ni ⊂ Qh (3.58e)
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dondeA0 = ∂f 0/∂ϕ y Ai = AiA0.

Usando la propiedad (3.56), se verifica que losAi son siḿetricos, conA0 definida

positiva, entonces, si losAi tambíen son siḿetricos,η puede ser elegido ([8]) como

η(ϕ) = 1
2
|ϕ|2, dondeϕ = ϕ y (3.54) y (3.58) coinciden (en general,η no es cuadŕatico

y ηϕ no es lineal).

El Método de Galerkin con difusión en las ĺıneas de corriente (3.54) está basado en

la formulacíon (3.58) usando el vector de estadosϕ y se procede en la forma siguien-

te: Primero se realiza la integración de la desigualdad (3.57) respecto ax y t, con la

integracíon de la condicíon inicial (control del estado):
∫

Rd

η(ϕ(t, .)) dx ≤
∫

Rd

η(ϕ0) dx (3.59)

En segundo lugar, multiplicando (3.54a) porηϕ resulta (3.57) (para soluciones conti-

nuas con la igualdad y para soluciones no continuas (entropı́a) con la desigualdad que

se obtiene a partir de una regularización viscosa ([8], [55], [57]) en la ecuación (3.54),

añadiendo el t́ermino−ǫ∆ϕ y haciendoǫ→∞). Alternativamente, (3.59) se obtiene a

partir de (3.58a) pero multiplicada porϕ, desde queϕA0ϕt = ηϕϕt = ηt.

Para obtener un control del estado (3.59), se multiplica porηϕ en (3.54a) y porϕ en

(3.58a).

Cuando se aplica el ḿetodo de Galerkin estandar, para resolver una ecuaciónL(w) =
f , dondeL es un operador diferencial lineal, generalmente se multiplica por una fun-

ción de pruebav en ambos miembros de la ecuación y se aplica las fórmulas de Green

para integrar en sentido débil y se asume quevh =
n∑

i=1

ciwi donden es la dimensíon

del espacio de aproximación para la basewi la cual es reeemplazada en la ecuación

variacional, no es ası́ de f́acil en el caso de operadores diferenciales con funciones no

lineales que dependen dev.

Con el ḿetodo de Galerkin estabilizado difusivo (SD) resuelve la ecuacíon (3.54)

usando un control de la entropı́a (3.59),́este es autoḿaticamente obtenido usando (3.58).

Entonces se ha comprobado que al usarúnicamente un ḿetodo de Galerkin estandard

(3.58) no es suficiente; para resolver sin viscosidad y en el lı́mite de la viscosidad cuando

se busca obtener una solución con elementos finitos, tales que cumpla la desigualdad

(3.57) localmente y globalmente como lo establece (3.59). Por tanto tambíen se necesita

modificar la difusíon en las ĺıneas de corriente como se demuestra en el Teorema 3.2.3.

Bajo estas condiciones es posible construir un espacio de aproximacíon con elemen-

tos finitos basado en el ḿetodo de Galerkin estabilizado y ası́ obtener solucíon una del
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problema (3.54).

Construcción del espacio de aproximacíon estabilizadoSeaΩn ⊂ R
d × In. Para

h > 0 y n = 0, 1, 2, ...; seaτnh , por simplicidad, una triangulación cuasiuniforme de

Ωn en tríangulosK de díametrohk ∼ h con ángulos muy pequeños uniformemente

acotados y definimos parak ≥ 1,

V n
h = {v ∈ [H1(Ωn)]

m : v|K ∈ Pk(K), K ∈ τnh } (3.60)

dondePk(K) denota el conjunto de polinomios sobreK de grado menor o igual ak.

En otras palabras,V n
h es la combinación de polinomios continuos a trozos sobre cada

Ωn. Tı́picamente,tn+1− tn ∼ h, conΩn para un elemento dado. Note que desde queu0

tiene soporte compacto, se sigue que también la solucíon u tiene soporte compacto en

R
d × [0, t] para cualquiert. Esto significa que podemos restringir las funciones enV n

h a

ser cero para|x| muy grande.

Buscamos una solución aproximadaU = U
n

en el espacioVh =
∏

n≥0

V n
h , que satis-

face (3.54), paran = 0, 1, 2, ... se tendŕa

U |Ωn ∈ V n
h

Note que las funciones enVh son continuas enx y posiblemente discontinuas ent en las

particiones discretas de tiempotn.

Por tanto el esquema SD y la capturación de discontinuidades para (3.54), basado en

(3.58), es formulado a continuación:

EncontrarU ∈ Vh tal que satisface:

∫

Ωn

(
A0(U)U t +

∑

i

Ai(U)UΩi

)
.

(
v + δ

(
A0(U)vt +

∑

i

Ai(U)vxi

))
dx dt

+δ

∫

Ωn

|A(U)U t +
∑

i

Ai(U)Uxi |

ǫ+ |∇U |
∇U.v dx dt

+δ

∫

Ωn

|Ũ |∇xU.∇xv dx dt

+

∫

Rd

(Un
+ − Un

−).v
n
+ dx− Ŝ = 0, para todo v ∈ V n

h ,

(3.61)

en un intervalo de tiempo finito en lan−ésima etapa iterativa, paran = 0, 1, 2, ...

donde el punto denota el producto escalar usual enR
m,Rd o R

d+1 con su respectiva

norma| · |.
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Además,U y U est́an relacionados porU = ηu(U) (notar que la variable de la condición

inicial, U , aparece en eĺultimo término de (3.61)). Siendo:

vn±(t, x) = ĺım
s→0±

v(tn + s, x), U0
− = ϕ0,

∇xv = (vx1 , ...,vxd), ∇v = (v1,vx1 , ...,vxd),

∇xv∇̇xw ≡
d∑

i=1

vxiẇxi , ∇v∇̇w = vtwt +∇xv∇̇xw,

y para todoK ∈ τnh :

ŨK =





(U+ − U−)|K∩(Rd×{tn}) si
∫

K∩(Rd×{tn})
dx > 0,

0, en otro caso.

Finalmente,ǫ, δ y δ son paŕametros que tienden a cero cuandoh→ 0, y δ = δ(U) es una

matrizm×m definida positiva, el criterio de elección deδ la daremos en la Observación

3.2.1.

Respecto a la elección deǫ, δ, δ, normalmente esperaremos tenerǫ, δ, δ = O(h0), con

0 < ǫ << 1.

La difusión en las ĺıneas de corriente de las funciones de forma es dada por el término

δ−, mientras la capturación de las discontinuidades cuando hay singularidades (zona

vaćıa) est́a relacionado conδ y δ, las que corresponden a los términos de viscosidad

artificial, cuyos coeficientes de viscosidad dependen a su vez de dos componentes,éstos

son|Ut +
∑

i f
i(U)xi | y |Ũ |.

Observacíon 3.2.1 La eleccíon ḿas simple deδ es dada porδ = ChI conI la matriz

identidad. Esta elección no es tan adecuada en algunas situaciones.

Por ejemplo, consideremos los coeficientes de (3.58) en el caso unidimensional:

A0wt + Awx = Ŝ, (3.62)

dondeA0 yA son siḿetricas, conA0 definida positiva.

SeaE = (A0)
−1/2P, dondeP es una matriz ortogonal consistente de autovectores de

A tales queÃ ≡ (A0)
−1/2A(A0)

−1/2.

EntoncesE diagonaliza a las matricesA0 yA, adeḿas se tiene:

ETA0E = I, ETAE = Λ = diag(λi), (3.63)
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dondeET denota la transpuesta deE yΛ es una matriz diagonal de valores propiosλi

de la matrizÃ.

Introduciendo la nueva variablew porw = Ww, se tiene que

(A0wt + Awx + Awx) · (v + δ(A0vt + Avx)) =

= (A0Ewt + AEwx) · (Ev + δ(A0Evt + AEwx))

= (wt + Λwx) · (v + E−1δE−T (vt + Λvt)).

(3.64)

desde quewt + Λwx = Ŝ es un sistema no acoplado dem ecuaciones escalares, si-

guiendo con la analoǵıa en un caso escalar, elegiremos ahora el métodoSD para (3.62)

E−1δE−T = h(I + Λ2)−1/2 = hdiag(µi), µi = (1 + λ2i )
−1/2,

es decir,

δ = hE(1 + Λ2)−1/2ET = hA
−1/2
0 (I + Ã2)−1/2(A0)

−1/2. (3.65)

Si ahoraµi vaŕıa considerablemente su dimensión, entoncesdiag(µi) no es cercano a

cualquier ḿultiplo deI y, si elegimosδ = ChI, entonces en las componentes del corres-

pondiente ḿetodo SD para (3.62) no se conseguirı́a corregir al modificar la difusíon en

las ĺıneas de corriente. Notar quẽA y A1 en (3.55) tienen los mismos valores propios,

es decir, losλi son los valores propios deA1.

En el casod > 1, (3.62) es reemplazado porA0wt + Awx = Ŝ, esto en general no

es posible diagonalizar todas las matricesAi. Entonces una generalización natural de

(3.65) para el casod > 1 est́a dado ([8]) por:

δ = h(A0)
−1/2

(
I +

d∑

i=1

Ã2

)−1/2

(A0)
−1/2, (3.66)

dondeÃi = (A0)
−1/2Ai(A0)

−1/2.

En (3.61) elegimosδ = δ(t, x) de acuerdo a (3.66), con losAi reemplazados por

Ai(U(t, x)).

Observacíon 3.2.2 Es posible generalizar los términos de capturación de las singulari-

dades reemplazando∇U∇̇v porM0U tvt +
∑

i

MiUxivxi, dondeMi, i = 0, ..., d, son

matricesm × m definidas positivas. En el caso unidimensional, una diagonalización

como en la Observación 3.2.1 puede ser usada para encontrar adecuadamenteMi. En

varias dimensiones, la elección es ḿas complicado, en detalle puede verse en [23], por

ejemplo puede ser natural elegirMi = A0, i = 0, ..., d, lo cual corresponde a ãnadir

difusión cerca a una singularidad en la forma−h∇u en las variables de conservación,

de modo queM pueda usarse como una matriz identidad en el cálculo computacional.
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Observacíon 3.2.3 Note que (3.61), aunque expresado en variables de entropı́a, puede

ser considerado en forma conservativa, desde que

Ut +
∑

i

f i(U)xi − Ŝ ≡ A0(U)U t +
∑

i

Ai(U)Uxi − Ŝ = 0.

En particular, esto significa que las condiciones discontinuas se satisfacen en el lı́mite

de la solucíon de (3.61).

Solución entrópica

Seaϕ ∈ [L∞(Ω)]m,Ω = (0,∞) × R
d, se define como una solución entŕopica de

(3.54) si para todoψ ∈ [C∞
0 (Ω)]m,Ω = [0,∞)× R

d, se tiene:

∫

Ω

(
ϕ · ψt +

∑

i

f i(ϕ) · ψxi

)
dt dx+

∫

Rd

ϕ0 · ψ(0, ·) dx = Ŝ, (3.67)

y para todoψ ∈ C∞
0 (Ω) conψ ≥ 0 satisface:

∫

Ω

(
ηψt +

∑

i

qiψxi

)
dt dx ≥ 0, (3.68)

dondeη es una funcíon estrictamente convexa y se define como la entropı́a de la solu-

ción. Es decir, existe un conjunto compactoD ⊂ R
m y constantes positivasσ, α1 y α2

tal que, para todov, w ∈ D ⊂ R
m conδ = δ(ϕ) = δ(ηϕ(U)) se tiene:

η(v)− η(w)− ηϕ(w) · (v − w) ≥ σ |v − w|2, (3.69)

α1h ≤ x · δx, |x · δy| ≤ α2h ∀ x, y ∈ R
m, |x| = |y| = 1. (3.70)

Convergencia de la aproximacíon entrópica

Lema 3.2.1 ParaN = 1, 2, ... se tiene:

∫

Rd

η(UN
− ) dx+ σ

N−1∑

n=0

|| Un
+ − UN− ||Rd +α1h

N−1∑

n=0

|| Ut +
∑

i

f i(U)xi ||2Ωn

+δ
N−1∑

n=0

∫

Ωn

|Ut +
∑

i

f i(U)xi ||∇U |2

h+ |∇U |

+δ
N−1∑

n=0

∫

Ωn

|Ũ |∇xU |2 dt dx− Ŝ ≤
∫

Rd

η(ϕ0) dx.
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Demostracíon:

Tomandov = U = ηϕ(U) en (3.61), se obtiene

∫

Ωn

(
ηt(U) +

∑

i

qi(U)xi

)
dtdx+

+

∫

Ωn

(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
· δ
(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
dtdx

+δ

∫

Ωn

∣∣∣∣∣Ut +
∑

i

f i(U)xi

∣∣∣∣∣
|∇U |2

h+ |∇U |
dtdx+ δ

∫

Ωn

|Ũ ||∇xU |2 dtdx+

+

∫

Rd

(Un
+ − Un

−) · ηϕ(Un
+)− Ŝ = 0,

de modo queU(t, x) = 0 para|x| muy grandes.

N−1∑

n=0

∫

Rd

(
η(Un+1

− )− η(Un+1
+ ) + ηϕ(U

n
+) · (Un

+ − Un
−)
)
dx

+
N−1∑

n=0

∫

Ωn

(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
· δ
(
U(t+

∑

i

f i(U)xi

)
dtdx

+δ
N−1∑

n=0

∫

Ωn

∣∣∣∣∣Ut +
∑

i

f i(U)xi

∣∣∣∣∣
|∇U |2

h+ |∇U |
dtdx+ δ

N−1∑

n=0

∫

Ωn

|Ũ |∇xU |2 dtdx

≥
∫

Rd

ηUn
− dx−

∫

Rd

η(ϕ0) dx+ α1 h
N−1∑

n=0

∫

Ωn

∣∣∣∣∣Ut +
∑

i

f i(U)xi

∣∣∣∣∣

2

dtdx

+δ
N−1∑

n=0

∫

Ωn

∣∣∣∣∣Ut +
∑

i

f i(U)xi

∣∣∣∣∣
|∇U |2

h+ |∇U |
dtdx

+δ
N−1∑

n=0

∫

Ωn

|Ũ ||∇xU |2 dtdx

+
N−1∑

n=0

∫

Rd

(
η(Un

−)− η(Un
+)− ηϕ(Un

+) · (Un
− − Un

+)
)
dx− Ŝ = 0

Luego, aplicando la desigualdad (3.69) el lema queda probado.2

Estimación apriori del error Dada una funcíon de interpolacíon standard,w ∈
∏

n≥0

[H1(Ωn) ∪ C(Ωn)]
m, donde C(Ωn) es el espacio de funciones continuas sobreΩn

y || · ||k,w denota la norma en el espacio de Sobolev[Hk(w)]m, para estimar el error de

aproximacíon usando el interpolanteπhw ∈ Vh se sigue una variante del siguiente lema.

Lema 3.2.2 ([8]) Existe una constanteC tal que para todow ∈ [H1(Ωn) ∪ C(Ωn)]
m,
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ψ ∈ H1(Ωn) ∪ C(Ωn),v ∈ Vh, n = 0, 1, 2, ... y k = 0, 1,

hk || w − πhw ||k,Ωn +
√
h || wn+ − (πhw)

n
+ ||Rd≤ Ch2 || w ||2,Ωn ,

hk || vψ − φh(vψ) ||k,Ωn +
√
h || (vψ)n+ − (φh(vψ))

n
+ ||Rd

Ch || v ||L∞(Ωn) (|| ψ ||1,Ωn +h || ψ ||2,Ωn). (3.71)

Observacíon 3.2.4 La aproximacíon (3.57) con la estimación de (3.56) no está estable-

cida totalmente, puede ser reemplazada por una variante delLema 3.2.2 que se verifica

a continuacíon paraΩ = R× (0,∞), ψ ∈ C∞
0 (Ω), v ∈ Vh,

|| vψ − πh(vψ̃) ||s,Ω≤ Ch1−s || v ||L∞(Ωn)|| ψ ||1,Ω, s = 0, 1; (3.72a)

∞∑

n=0

h || (vψ)n+ − (πh(vψ̃))
n
+ ||2R≤ Ch2 || v ||2L∞(Ωn)|| ψ ||21,Ω, (3.72b)

parav ≡ 1. Aqúı, ψ̃ ≡ ψ ∗ ωh es una modificación deψ, dondeωh est́a definido por

ωh(x, t) = ω0
h(x)ω

0
h(t), ω0

h(s) = h−1ω0(s/h),

0 ≤ ω0 ∈ C∞
0 (R),

∫

R

ω0(s) ds = 1, suppω0 = [−1, 1].

Considerando queη−1
ϕ denota el inverso deη : D → ηϕ(D) y ϕ = ηϕ(ϕ) y asumiendo

queǫ = δ = δ = h.

Una aproximacíon de la forma deϕ ∈ [L∞(Ω)]m,Ω = (0,∞) × R
d del sistema de

conservacíon (3.54) con elementos finitos y el método SD es una solución entŕopica

([8], [20]) , esto se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3Supongamos una sucesión acotada de soluciones con el método de ele-

mentos finitos{Uh} de (3.61) conRango(Uh) ⊂ ηϕ(D) tal que converge sobre casi

todo punto deΩ a una funcíonϕ cuandoh tiende a cero. Entoncesϕ = η−1
ϕ (ϕ) satisfa-

ce (3.67) y (3.68), es decir,ϕ tiene la forma de una solución entŕopica de (3.54).

La prueba está basada en los lemas anteriores dondeσ y α1 son dados en (3.69) y (3.70)

respectivamente.

Demostracíon :

Para probar queϕ satisface (3.67), tenemosv = πh(ψ) en (3.61) dondeψ ∈ [C∞
0 ]m
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para obtener

∫

Ωn

(Ut +
∑

i

f i(U)xi) · ψ dtdx+
∫

Rd

(Un
+ − Un

−) · ψn+ dx

=

∫

Ωn

(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
· (ψ − πh(ψ)) dtdx

+

∫

Rd

(Un
+ − Un

−) · (ψn+ − (πhψ)
n
+) dx

−
∫

Ωn

(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
· δ
(
A0(U)(πh(ψ))t +

∑

i

Ai(U)(πhψ)xi

)
dtdx

−δ
∫

Ωn

|Ut +
∑

i

f i(U)xi |

h+ |∇U |
∇U · ∇(πhψ) dtdx

−δ
∫

Ωn

|Ũ |∇xU · ∇x(πhψ) dtdx

≡ E1
n + E2

n + E3
n + E4

n + E5
n = Ŝ.

Integrando por partes y sumando sobren, resulta

−
∫

Ω

(
U · ψt +

∑

i

f i(U) · ψxi

)
dtdx−

∫

Rd

ϕ0 · ψ0
+ dx =

5∑

j=1

∑

n≥0

Ej
n ≡

5∑

j=1

Rj = Ŝ.

Por los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 y usando la hipótesis que|| U ||L∞(Ω) es uniformemente

acotado enh, fácilmente encontramos que|Rj| ≤ C
√
h, j = 1, ..., 5 y (3.67) se sigue

haciendoh tender a cero, usando ([1]) el teorema de convergencia dominada de Lebes-

gue.

Ahora, tomandov = πh(Uψ) en (3.61) conψ ∈ C∞
0 (Ω), ψ ≥ 0, integrando por partes

y sumando sobren ≥ 0,

−
∫

Ω

(
η(U)ψt +

∑

i

qi(U)ψxi

)
dtdx

+
∑

n≥0

∫

Rd

(
η(Un

−)− η(Un
+)− ηϕ(Un

+) · (Un
− − Un

+)
)
dx

+

∫

Ω

(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
· δ
(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
ψ dtdx

+δ

∫

Ω

∣∣∣∣∣Ut +
∑

i

f i(U)xi

∣∣∣∣∣
|∇U |2

h+ |∇U |
ψ dtdx

+δ
∑

n≥0

∫

Ωn

|Ũ ||∇xU |2ψ dtdx ≡
8∑

j=1

∑

n≥0

F j
n ≡

8∑

j=1

F̂ j = Ŝ
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donde:

F 1
n =

∫

Ωn

(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
· (Uψ − πh(Uψ)) dtdx,

F 2
n =

∫

Rd

(
(Un

+ − Un
−)
)
· ((Uψ)n+ − π(Uψ)n+) dx

F 3
n =

∫

Ωn

(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
·
[
A0(U((Uψ)t − (πh(Uψ))t)+

+
∑

i

Ai(U)((Uψ)xi − (πh(Uψ))xi)

]
dtdx,

F 4
n = −

∫

Ωn

(
Ut +

∑

i

f i(U)xi

)
· δ
(
A0(U)Uψt +

∑

i

Ai(U)Uψxi

)
dtdx,

F 5
n = δ

∫

Ωn

|Ut +
∑

i

f i(U)xi |

h+ |∇U |
∇U · ∇(Uψ − πh(Uψ)) dtdx,

F 6
n = −δ

∫

Ωn

|Ut +
∑

i

f i(U)xi |

h+ |∇U |

(
U t · Uψt +

∑

i

Uxi · Uψxi

)
dtdx,

F 7
n = δ

∫

Ωn

|Ũ |∇xU · ∇x(Uψ − πh(Uψ)) dtdx,

F 8
n = −δ

∫

Ωn

|Ũ |
(
∑

i

Uxi · Uψxi

)
dtdx

Del argumento anterior, vemos que|F̂ j| ≤ C
√
h, j = 1, ..., 8.

Asi mı́smo de (3.68), cuandoh tiende a cero y usando la convexidad deη se prueba la

convergencia de la sucesión, con esto queda demostrado el teorema.2
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3.3. Aproximación temporal del sistema EDO No lineal

generado

En el caso no lineal la semidiscretización con MEF, conduce a un sistema EDO no

lineal, y obtener una buena aproximación del problema de valor inicial asociado a este

sistema, como es el caso de la ecuación (3.54), se puede utilizar un esquema del tipo

Euler impĺıcito de segundo orden conocido como el esquema de Gear, también llamado

”backward differencing” (BDF), el cual se puede ver a continuación.

Supongamos que se tiene:

y′ :=




y′1

y′2
...

y′n



, ya :=




y1a

y2a
...

yna



, f(t, y) =




f1(t, y1, ..., yn)

f2(t, y1, ..., yn)
...

fn(t, y1, ..., yn)




Por ejemplo en el caso escalar:

u′ = f(t, u), u(a) = ua

cona = 0
du

dt
= f(t, u), u(0) = u0

aplicando un ḿetodo de diferencias finitas para obteneru

uhi+1 = uhi + hφ(ti, u
h
i , h), i = 0, 1, ..., N − 1;

uh0 = u0(x), x ∈ Ω ⊂ R
2, (x, y) en forma discreta(xj, yj), u0(xj, yj)

φ(t, u, h) = f(t, u)
1

a
(uhi+1 − uhi ) = f(ti, u

h
i ), i = 0, ..., N − 1

Por el ḿetodo de Taylor de orden 3, se tiene:

u(t+ h) = u(t) + hu′(t) +
h2

2
u′′(t) +O(h3)

ó

u(t+ h) = u(t) + hf(t, u(x)) +
h2

2
(ft(t, u(t)) + f(t, u(t))fu(t, u(t))) +O(h3)

y el de segundo orden

uhi+1 = uhi + hf(ti, u
h
i ) +

h2

2
(ft(ti, u

h
i ) + f(ti, u

h
i )fu(ti, u

h
i ))

La desventaja de este método es la evolución de las derivadas parciales de la función no

linealf .
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3.3.1. Método multipasos basado en integración numérica

Asumiendo que luego de la semidiscretización espacial con elementos finitos re-

sulta un problema de valor inicial asociado a un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias no lineal expresado en la forma:

y′ = f(x, y)

y(xi+1) = y(xi−j) +

∫ yi+1

i−j
y′(τ) dτ

= y(xi−j) +

∫ xi+1

xi−j

f(τ, y(τ)) dτ, j ∈ N ∪ {0}

La funciónf(τ, y(τ)) bajo la integral es reemplazada por el polinomio de interpolación

del grado ḿaximop definido por los puntos:

(xi, f(xi, y
h
i )), ..., (xi−p, f(xi−p, y

h
i−p)),

luego, calculando la integral resulta

yhi+1 = yhi−j +

∫ xi+1

xi−j



xi+1∑

xi−j

f(xi−k, y
h
i−k)




p∏

l=0

τ − xi−l
xi−k − xi−l

Si los nodos fueran equidistantes, se calcula a priori las constantes

βj,p,k :=

∫ xi+1

xi−j

p∏

l=0

l 6=k

τ − xi−l
xi−k − xi−l

dτ

Aśı, el método de paso ḿultiple estaŕıa dado por

yhi+1 = yhi−j +

p∑

k=0

βj,p,kf(xi−k, y
h
i−k)

Paraxi+1 − xi = hi = h, ∀ i, p = j = 0 resulta el ḿetodo de Euler explı́cito, para

j = 0, p arbitrario obtenemos los ḿetodos de Adams - Bashforth.

A continuacíon se muestra los valores para los coeficientesβj,p,k con valores moderados

dep:
1

h
β0,p,k k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 Orden

p = 0 1 1

p = 1 3/2 −1/2 2

p = 2 23/12 −16/12 5/12 3

p = 3 55/24 −59/24 37/24 −9/24 4

En la pŕactica, no conviene usar sólo este ḿetodo, a pesar de su simplicidad y ser de

alto orden (por ejemplo en el caso dep = 3, se alcanza el orden4, usando solamente

la evaluacíon def por paso). El problema está en el pequẽno dominio de estabilidad de

este ḿetodo.
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3.3.2. Método impĺıcito de paso ḿultiple basado en derivacíon numéri-

ca (BDF)

Supongamos que se tiene:

y′(xi+1) = f(xi+1, y(xi+1))

y aproximamosy(x) por el polinomio de interpolaciónP (x, i) del grado ḿaximok+ 1

para los datos:

(xi+1, y
h
i+1), ..., (xi−k, y

h
i−k), k ≥ 0

donde el valor deyhi+1 aún es desconocido, se puede obteneryhi+1, de la ecuacíon

d

dx
P (x, i)|x=xi+1

= f(xi+1, y
h
i+1)

usando para la representación del polinomio la f́ormula de Newton

P (x, i) =
k+1∑

j=0

yh[xi+1, ..., xi+1−j ]

j−1∏

l=0

(x− xi+1−l)

dondeyh[xi+1, ..., xi+1−j ] es unaj−ésima diferencia dividida con respecto a los datos,

h es un paso de tiempo.

Se tiene entonces:
k+1∑

j=1

yh[xi+1, ..., xi+1−j ]

j−1∏

l=1

(xi+1 − xi+1−l) = f(xi+1, y
h
i+1),

es decir, se obtendrı́a un sistema de ecuaciones para determinaryhi+1.

Para el caso equidistante se puede calcular explı́citamente los coeficientes de estas

fórmulas. El procedimiento devolverá las siguientes fórmulas

yhi+1 =
k∑

l=0

αkly
h
i−l + hβ0f(xi+1, y

h
i+1) (3.73)

con los coeficientes que se muestran en la tabla:

k 0 1 2 3 4 5

β0 1 2/3 6/11 12/25 60/137 60/147

αk0 1 4/3 18/11 48/25 300/137 360/147

αk1 −1/3 −9/11 −36/25 −300/137 −450/147
αk2 2/11 16/25 200/137 400/147

αk3 −3/25 −75/137 −225/147
αk4 12/137 72/147

αk5 −10/147
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Estas f́ormulas son muy interesantes hastak ≤ 5, para aproximar sistemas semidiscretos

con MEF, en 1D.

Si se considera:k = 0, β0 = 1, αk0 = 1, se genera el esquema de Euler implı́cito. A

éstas (3.73) se les conocen como fórmulas BDF (Backward differentiation formula) o

método Gear de primer orden, su ecuación es de la siguiente forma:

yhi+1 = α00y
h
i +∆tβ0f(xi+1, y

h
i+1), ∆j = tj+1 − tj, para todo j

Extendiendo esta técnica nuḿerica BDF, para obtener la solución del sistema EDO ge-

nerado de la semidiscretización del problema con MEF en 2D, asumiendo queUh es

obtenida por el ḿetodo de Elementos finitos, resulta,despues de la discretización BDF

en tiempo, el siguiente sistema algebraico:

U j+1
h − U j

h

∆t
= M−1(U j+1

h )[U j+1
h − k(U j+1

h )U j+1
h ]

U j+1
h − U j

h = ∆tM−1(U j+1
h )[U j+1

h − k(U j+1
h )U j+1

h ]

U j+1
h = U j

h +∆tM−1(U j+1
h )[U j+1

h − k(U j+1
h )U j+1

h ]

Haciendo:

G(U j+1
h ) = U j+1

h − U j
h −∆tM−1(U j+1

h )[U j+1
h − k(U j+1

h )U j+1
h ]

= 0

G(U j+1
h ) = 0 ⇒ U j+1

h = U j
h − λ[DG(U j+1

h )]−1G(U j+1
h )

Convergencia del esquema BDF

Siguiendo el caso de un sistema EDO, en 1D, que tiene la siguiente fórmula de aproxi-

macíon:
k∑

i=0

αiy
s
m+i = s

∑
βif(xm+i, y

s
m+i), m = 0, ...Nh−k dondes = tj+1− tj para todo

j. la cual puede ser expresada por los polinomios

ρ(ξ) :=
k∑

i=0

αiξ
i; σ(ξ) :=

k∑

i=0

βiξ
i

Error de truncamiento local

τ(x, y(x), s) :=
1

s
(
∑

αi(x+ is)− h
k∑

i=0

βif(x+ is, y(x+ is)))

Error de discretización global:

ǫ(x, s) = y(x)− ysNs
, Nss = x− x0
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El método es consistente al menos de ordenp si

τ(x, y(x), s) = O(hs) para s→ 0

y convergente del ordenp si

ǫ(x, s) = O(hs) para s→ 0

Teorema 3.3.1El método (BDF) es consistente al menos de ordenp, siρ1(1) = 0, ρj+1(1) =

jσj(1), donde los polinomiosρj yσj son definidos por la recursiónρ1(ξ) ≡ ρ(ξ), ρ1(ξ) ≡
σ(ξ), ρj+1(ξ) ≡ ξρ′j(ξ), σj+1(ξ) ≡ ξσ′

j(ξ).

El método es convergente del ordenp ([41], [49]), si adeḿas:

1. Todos los ceros deρ est́an localizados en el interior o en el borde del cı́rculo

unitario, y los ceros del borde son simples, es decir,

(ρ(ξ) = 0⇒ |ξ| ≤ 1) ∧ (ρ(ξ) = 0 ∧ |ξ| = 1 ⇒ ρ′(ξ) 6= 0)

2. Los errores iniciales son del ordenp

ysi − y(xi) = O(sp), i = 0, ..., k − 1

La condicíon (1) es conocido comocondicíon de estabilidad asintótica. El esquema BDF

es estable y consistente ([41], [49]).

Por el Teorema de Dahlquist, el orden máximo de un ḿetodo estable y consistente dek

pasos es

p =





k + 1 para k impar

k + 2 para k par

Si k = 1 entonces la convergencia es de orden 2, como se puede ver en elsiguiente

ejemplo:

k = 1, β0 = 2/3, αk0 = 4/3, entonces:

ysi+1 ≈
1∑

l=0

αkly
s
i−l + s

2

3
f(xi+1, y

s
i+1)

≈ αk0y
s
i + αk1y

s
i−1 + s

2

3
f(xi+1, y

s
i+1)

ysi+1 ≈
4

3
ysi −

1

3
ysi−1 +

2

3
sf(yi+1, y

s
i+1)
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Analogamente se construye la formulación para el sistema en estudio, luego el resulta-

do es un sistema algebraico el mı́smo que se resuelve mediante el método de Newton

discreto, para sistemas Sparse.
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3.4. Esquema de resolución del sistema no lineal alge-

braico

Para resolver el sistema algebraico no lineal, se utiliza elmétodo de Newton discreto,

puesto que el sistema es de ordenn con matrices esparcidas no simétricas, y que al

usar el ḿetodo de Newton involucran2 operaciones de las derivadas parciales de la

matriz inversa de
−→
G, éstas derivadas que se involucran en la matriz Jacobiana deG se

aproximan autoḿaticamente por un ḿetodo de diferenciación finita, lo que conduce al

llamado ḿetodo de Newton Discreto.

Método de Newton Discreto con Sobre Relajación

Sean
−→
U ∈ D ⊂ R

n, dominio de
−→
G, K ∈ R

m un paŕametro,J(
−→
U , h) ∈ L(Rn×n)

una matriz linealizable del Jacobiano de
−→
G, cuyos coeficientes de aproximación de

∂
−→
G

∂
−→
U i

en diferencias aproximados sonJ(
−→
U , h)ij que se obtiene mediante el siguiente

algoritmo:

Algoritmo 1

Dado:U0

Calcular:
−→
U k+1 =

−→
U k − J(−→U k, hk)−1−→G(

−→
U k), k = 1, ...;hk ∈ R

m

donde:

J(
−→
U , h)ij =

1

hij
(gi(
−→
U + hij), e

j)− gi(
−→
U )

ej; j = 1, ..., n; {e1, e2, ..., en} es la base natural deRn

h ∈ R
n2

es un vector con componentes pequeños no nulos.

En el sentido general, la discretización seŕıa:

J(
−→
U , h)ij =

1

hij

[
gi(
−→
U + β

j−1∑

l=1

hile
l + hije

j)− gi(
−→
U + β

j−1∑

l=1

hi0e
l)

]
,

J(
−→
U , h) ∈ L(Rn)

haciendoβ = 1, entonces requiere la evaluación de

gi(
−→
U ); gi(

−→
U +

j∑

k=1

hike
k); i = 1, 2, ..., n; j = 1, ..., n

y restrigiendohij = hj parai = 1, ..., n; es de menos costo del proceso computacional

a la diferencia
1

hj
(g(
−→
U + hje

j))− g(−→U ), requiere den+ 1 llamadas a la restricción de

g.



Irla Mantilla - Tesis Doctoral 122

Proposición 3.4.1 ([41], [49]) SeaG : E ⊂ R
n → R

n, de claseC1 y

|| DG(U)−DG(V ) || ≤ γ || U − V ||, para todoU, V ∈ E.

Entonces siU∗ ∈ int(E), para cualquier bola de radioρ y centroU∗, B(U∗, ρ) ⊂ E:

ρ ≤ 2

3γ || DG(U∗)−1 || , γ > 0.

3.5. Estudio de la convergencia del esquema numérico

global de solucíon

La convergencia del esquema de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales

de ordenn, esta basada en el teorema de punto fijo, por ser un método iterativo, el cual

debe ser consistente y estable.

Consistencia

El método de Newton discreto con la derivada aproximada, es consistente pues satisfa-

ce:

|| DG(U)− J(U, h) ||≤ c || h || para todo U ∈ Ej, h ∈ Eh(r),

Eh(r) ≡ {h ∈ Eh : || h ||≤ r}, c, r > 0 constantes fijas

La consistencia está dada por el orden de truncamiento de la serie de Taylor para fun-

ciones vectoriales no lineales.

Utilizando una condicíon inicialU0, en el desarrollo de Taylor alrededor de un puntoU∗
k

y truncando a partir de los términos de segundo orden, se tiene:

G(U) = G(Uk) + J(Uk)(U − Uk) +O(q2), q = U − Uk

haciendo que:

G(Uk) + J(Uk)(U − Uk) = 0

donde:

U = Uk − J−1(Uk)G(Uk)
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La relacíon de recurrencia del sistema no lineal es:

Uk+1 = Uk − J−1(Uk)G(Uk)

J(Uk) =




∂g1(U
k)

∂U1

· · · ∂g1(U
k)

∂Un
...

...
∂gn(U

k)

∂U1

· · · ∂gn(U
k)

∂Un



, G =




g1

g2
...

gn




Algoritmo 2

Paso inicial: Definir un puntoU0 ∈ R
n, hacerk = 1 yUk ← U0

Paso 1 : Determinar la solución de

J(Uk)(U − Uk) = −G(Uk),

entoncesU = Uk − J−1(Uk)G(Uk)

Paso 2 : SiU − Uk < tol, parar (el problema está resuelto).

En caso contrario, hacer:k = k + 1, Uk = U

Er =
|| Uk − Uk−1 ||∞
|| Uk ||∞

Retornar al Paso 1.

U = Uk − J−1(Uk)G(Uk)

Sean: J−1(Uk) = (wDk + Lk)
−1(Uk), y b = G(Uk)

U = (wDk + Lk)
−1(Uk)b+ Uk (Newton discreto con sobrerelajación SOR)

Estabilidad

La estabilidad queda garantizada mediante el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1 ( Estabilidad del ḿetodo de Newton discreto)SeaG : Rn → R
n un

vector de funciones continuaas, diferenciable enD ⊂ R
n,D conjunto convexo. Supon-

gamos que existeU∗ ∈ R
n tal queG(U∗) = 0 en una vecindad de centroU∗, radio r >

0, S(U∗, r) ⊂ D tales queJ−1(U∗) existe,J ∈ Lipγ (S(U∗, r)), || J(U∗) ||≤ β, β > 0.

Entonces existe unǫ > 0 tal que para todoU0 ∈ S(U∗, r) la sucesíon U1, U2, ...,

generada por la recurrencia

Uk+1 = Uk − J−1(Uk)G(Uk), k = 0, 1, 2, ...
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converge aU∗ verificándose que:

|| Uk+1 − U∗ ||≤ βγ || Uk − U∗ ||2, k = 0, 1, ...

γ, es una constante mayor que cero.

Teorema 3.5.2 (Estabilidad del ḿetodo de Newton discreto con sobre relajación) Para

toda matrizJ , el radio espectralρ, del operador matricialJ−1
w = (wDk + Lk)

−1 del

método de Newton discreto con sobrerelajación satisface la desigualdad

ρ(J−1
w (Uk)) ≥| w − 1 |

siendow un paŕametro constante.

Demostracíon

Como el determinante de la matrizJw es definida por el producto de los valores propios

de la matriz jacobiana, entonces

det(Jw(U
k)) = det((I − wL)−1(Uk)[(I − w)I + wU ])

= det((I − wL)−1(Uk))det([(I − w)I + wU ])

siendoL una matriz triangular inferior con ceros en la diagonal principal yU una matriz

triangular superior tal quedet((I − wL)−1(Uk)) = 1, dondedet((I − wL)(Uk)) = 1.

Entonces((1 − w)I + wU)(Uk) es una matriz triangular superior y los elementos de

su diagonal principal son todos iguales a(1− w), luegodet[((1− w)I + wU)(Uk)] =

(1− w)n. Por tanto, el producto de los valores propios deJw(U
k) satisface la siguiente

igualdad:
n∏

k=1

λk = (1− w)n

Por definicíon el radio espectral deJw(Uk) satisface las desigualdades:

ρ(Jw(U
k)) ≥ | λk |, k = 1, ..., n

ρn(Jw(U
k))n ≥

n∏

k=1

| λk |

Entonces tomando ḿodulos en la f́ormula del producto se llega a la desigualdad

ρn(Jw(U
k))n ≥ (1− w)n

De las ráıcesn-ésimas en ambos miembros de la desigualdad se tiene:

ρ(Jw(U
k)) ≥ n

√
(1− w)n =| w − 1 | 2
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Corolario 3.5.1 Una condicíon de convergencia del ḿetodo de Newton discreto con

sobrerelajacíon (SOR) es que el parámetrow pertenezca al intervalo

0 < w < 2.

Prueba

Asumiendo que el ḿetodo es convergente se cumple queρ(Jw(U
k)) < 1, en el ḿeto-

do de SOR se tiene que el radio espectral de la matrizJw(U
k) satisface la siguiente

desigualdad:

ρ(Jw(U
k)) ≥| w − 1 |

entonces| w − 1 |≥ ρ(Jw(U
k)) < 1. Luego tomando ambos extremos se demuestra

que:0 < w < 2 2

Regularización para la no singularidad de la matriz Jacobiana

Se elige un parámetroλ de regularizacíon y al evaluarUk+1 = Uk − J−1
w (Uk)G(Uk) se

utiliza la regularizacíon de

J−1
w (Uk) = (Jw + λI)−1(Uk)

Entonces la regla iterativa queda expresada por:

Uk+1 = Uk − (Jw + λI)−1(Uk)G(Uk); donde λ ∈ [0, 1]

y λ es llamado factor de amortiguamiento.

Por tanto: por el teorema del punto fijo, y el desarrollo de Taylor para G se obtiene la

estimacíon del error:

Error:
|| Uk+1 − Uk ||
|| Uk − U0 ||2 → 1, k →∞

De este modo se consigue la convergencia superlineal bajo elcontrol de los paŕametros

{λ,w}.
Ahora solo falta probar que el radio espectral de la matriz inversa es menor que la uni-

dad.

Convergencia de la solucíon del sistema algebraico no siḿetrico

Definición 3.5.1

1. El espectro de una matrizA denotado porΛ(A), lo constituye el conjunto de

soluciones de su ecuación caracteŕıstica, es decir

Λ(A) = {z ∈ C : det(zI − A) = 0}
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2. El radio espectralρA de una matrizA de ordenn se define como el ḿaximo valor

de los ḿodulos de los valores propios de la matriz, es decir

ρ(A) = máx
λi∈Λ(A)

| λi |

Teorema 3.5.3Un esquema iterativo de un sistema algebraicoxk+1 = Mxk + C, es

convergente si y śolo si el radio espectral de la matrizM es menor que uno, es decir,

ρA < 1. En este caso la sucesiónx(k) converge a la solución de la ecuacíon matricial

M (k+1) =Mx(k) + C

Demostracíon:

Seaek = x(k) − x el error.

Si e→ 0 entoncesxk → x. Supongamos quee = 0, entoncesAx = b. Luego

x(k+1) = (I −R−1A)x(k) +R−1b

Rx = sx+ b, A = R− s, Res diagonal, s = R− A
x = R−1(R− A)x+R−1b

x = (I −R−1A)x+R−1b =Mx+ c, c = R−1b, M = I −R−1A

entonces, el ḿetodo iterativo es convergente.

si ĺım
k→∞

x(k) = x⇒| x(k) − x |< ǫ, ǫ→ 0

Seae(k) = x(k+1) − x(k) entoncese(k) → 0⇔ ρ < 1.

e(k+1) = (I −R−1A)x(k+1) +R−1b− (I −R−1A)x(k) −R−1b

= (I −R−1A)(x(k+1) − x(k)) =Me(k)

En general, ĺım
k→∞

e(k+1) = ĺım
k→∞

M (k)e(0), para que el error converja a cero, entonces

ĺım
k→∞

M (k) = 0 (matriz nula), esto es cierto si y sólo siρ(M) < 1. 2

Factorización LU

La factorizacíon del sistema no siḿetrico, con el ḿetodo PARDISO (Solver Direct

Parallel), se realiza automaticamente,éste se encarga de particionar a la matriz en una

base de los subespacios de Krylov, en bloques diagonales y luego elimina las columnas

mediante la factorización de las submatrices con descomposiciónLU y una vez quéesta

ha sido completada, resuelve el sistema como se puede apreciar en el esquema de la

Figura 3.8.
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Figura 3.8: Algoritmo de factorización PARDISOLU de matrices no siḿetricas

Algoritmo 3 Para j = 0 hastaj = N◦ de supernodos hacer

Parak = 0 hastaj − 1 hacer Lj ← Lj − LkU ′
k

Uj ← Uj − U ′′
kL

′
k

Fin

L′
j ← LU (Descomposición deL′

j con pivoteo parcial aplicado a los pivots deUj)

Resolver J∗L′
j = L′

j, hacerL′
j = J∗

J∗Lj = Uj, hacerUj = J∗

Fin

Como se puede apreciar que los supernodosLj y Uj reciben la actualización deLk

y Uk mientraséstos son factorizados. Este esquema de factorización, adicionalmente

posee una baterı́a de t́ecnicas adicionales de precondicionamiento hasta la resolución

final del sistema.



CAPÍTULO 4

RESULTADOS NUMÉRICOS DEL

ESTUDIO DEL PROBLEMA DE

MEZCLA EN LECHOS FLUIDOS

Datos de entrada:

Dominio de estudio: una seccíon transversal de la cámara de combustión con sistema

de lecho fluido representada por un conjunto de puntos en una ydos dimensiones de

espacio: En el caso unidimensional se ubica en el intevalo(0, L), conL = 1/h0; donde

h0 = 1 es la altura del lecho de particulas en el reactor y el caso bidimensional se ubica

en una regíon de geometrı́a rectangular cuyo interior es el conjunto(0, L) × (0, H),

dondeL es la longitud de la base yH = 2 es la altura del reactor.

Condiciones iniciales: Parat = 0, se consideran una función del tipo escalón (Step)y

la función de tipo sombrero recto (rect).

Condiciones de contorno: En la frontera inferior, una condición Neumann no ho-

moǵenea para la entrada del flujo de aire inyectado, en la frontera de salida una con-

dición de contorno homogénea o de tipo pared. En todas las fronteras para la velocidad

de mezcla condición Dirichlet homoǵenea y en la frontera de salida una condición Di-

richlet homoǵenea para la presión.

Indicadores de simulacíon del proceso de mezcla:Los indicadores del flujo de mez-

cla (convectivo - difusivo - reactivo) su validación est́a indicada por el comportamiento

de la convergencia de las variables tales como de la velocidad del flujo de mezcla, for-
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macíon de burbujas en el interior del lecho, fracción voluḿetrica de la fase dispersa y

sedimentacíon de la fase densa.

Salida de resultados:La presentación de los resultados es mediante imágenes de las

variables correspondientes a la Fracción voluḿetrica de la fase dispersa, Velocidad de

mezcla y Presión global.

Identificación de las variables para la simulacíon numérica

La aplicacíon del estudio téorico y la implementación nuḿerica realizados en esta Te-

sis, se dirigen a la simulación nuḿerica del flujo de mezcla bifásica gas- śolidos en un

cámara de combustión con sistema de lechos fluidos y se asume como fase continua al

flujo de aire y como fase dispersa el lecho de partı́culas śolidas fluidas, los parámetros

y variables que intervienen en el comportamiento del flujo demezcla, en t́erminos di-

mensionales, las unidades de medida en el Sistema Internacional (SI), son las siguientes:

Velocidad de la mezcla [m/s]

Fraccíon voluḿetrica de la fase dispersa [m3/m3]

Fraccíon voluḿetrica de la fase Contı́nua [m3/m3]

Velocidad de la fase continua [m/s] Velocidad de la fase dispersa [m/s]

Densidad de la fase continua [kg/m3] Densidad de la fase dispersa [kg/m3] Densidad

de la mezcla [kg/m3]

Presíon [Pa]

Fraccíon de masa de la fase dispersa [kg/kg] uslip = U − V : Velocidad relativa

entre las 2 fases [m/s]

τGm : Suma de esfuerzos viscosos [kg/(m.s2)]

µ : Viscosidad de la mezcla [Pa.s]

g : vector gravedad [m/(s2)]

F :Fuerzas de volumen [N/m3].

En t́erminos adimensionales, las variables de estudio, estan representadas sólo como

números, es decir no tienen unidades.
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Esquema de solucíon del problema unidimensional implementado con MATLAB

Esquema de aproximación nuḿerica 1D

EDPS

Formulacíon Variacional

∂

∂t

∫

ωi

ϕdx = −
∫

∂ωi

−→
F (ϕ)nx dx+

∫

∂ωi

−→
Gx(ϕ) · nx dx+

∫

ωi

S(ϕ) dx

Esquema de aproximación mixta MEF-VOF:

ϕn+1
i (x) = ϕni +

∆t

∆x

(
Φ̂(ϕn(x))|xi+1/2

xi−1/2 +G(ϕn(x))|xi+1/2
xi−1/2 +∆xS(ϕn(x))|xi+1/2

xi−1/2

)

Flujo nuḿerico convectivo

Φ̂n
i+1/2 − Φ̂n

i−1/2 =
1

2
(F n

i+1 + F n
i−1)−

1

2
|Qn

i |(ϕni+1 − 2ϕni + ϕni−1)

Método de punto fijo

ϕn+1
i = H(ϕni ) = (Hn

Fi
−Hn

Gi
−∆xHn

Si
)

Convergencia:

N∑

j=1

∣∣∣∣
∂Hi(x, ρ

k
i , v

k
i )

∂xj

∣∣∣∣ < σ, donde σ = a
∆t

∆x
= CFL ≤ 1

FIN
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Resultados

Figura 4.1: Coeficiente de presión1

Figura 4.2: Coeficiente de presion2
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Figura 4.3: Lecho inestablet ≥ 0

Figura 4.4: Lecho inestable parat > 0
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Figura 4.5: Lecho estable ent ≥ 0
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Figura 4.6: Velocidad de fracción voluḿetrica ent ≥ 0

Figura 4.7: Velocidad gas ent ≥ 0
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Figura 4.8: Estabilidad del esquema regularizado ent > 0.

4.1. Construccíon del proceso computacional en COM-

SOL
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Esquema de aproximación nuḿerica 2D

EDPS

Formulacíon Variacional:E.Sobolev, Ḿetodo Variacional: Galerkin estabilizado (SD)

Mallado: elementos finitos:P1+P2 evolutivo

M(
−→
U )

d
−→
U

dt
+K(

−→
U )
−→
U +G(

−→
U ) =

−→
F (
−→
U )

Método BDF:

M(
−→
U n+1)

−→
U n+1 −−→U n

∆t
+K(

−→
U n+1)

−→
U n+1 +G(

−→
U n) =

−→
F (
−→
U n+1)

Sistema EA No lineal Sparse -No simétrico

−→
G(
−→
U n+1) = 0

Linealizacion: M. Newton Discreto

−→
U n+1 =

−→
U n − λ[D−→G(

−→
U n)]−1−→G(

−→
U n)

An.Op.: precondicionadores: SOR, PARDISO

Uk+1 = Uk − (Jw + λI)−1(Uk)G(Uk);

An.Convergencia:0 < ǫ << 1, 0 < w < 2 y λ ∈ [0, 1]

Error=
|| Uk+1 − Uk ||
|| Uk − U0 || → 1e−3, k →∞

FIN

En esta sección presentamos los resultados numéricos de aproximación bidimensio-

nal correspondientes a la construcción de un nuevo Modelo sobre el comportamiento
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hidrodińamico del flujo de mezcla Gas Sólido en una ćamara de combustión con sis-

tema de lecho fluido, implementado en COMSOL, con el esquema deaproximacion

numérica, construido en 2D.

COMSOL pertenece a Addlink Research, compañ́ıa que reune a un consorcio de

empresas dedicadas al desarrollo de nuevos modelos de software cientifico de los prin-

cipales ambitos de I+D+I acreditados actualmente en España. COMSOL nace en Sue-

cia, inicialmente como FEMLAB, tiene un exitoso volumen de ventas (de aprox.22M.

de Euros). Su primer lanzamiento fue en 1998. Es una herramienta que tiene diversas

libreŕıas para EDP, ODE y EA, MEF y una interfaz de usuario(GUI) de flexible acce-

so para construir modelos de simulación ilimitada en multifisica, muy intuitiva, usa el

Script de MATLAB o JAVA), permite trabajar en plataformas deWindows, MAC y Li-

nux

Proceso de modelado en COMSOL

.

1. Dibujar la geometrı́a

2. Definir las ecuaciones del modelo (en sentido variacional)

3. Definir las condiciones de contorno

4. Definir las condiciones iniciales

5. Construccíon del mallado sobre la geometrı́a

6. Construcccíon del resolvedor de aproximación del modelo

7. Visualizar y analizar los resultados: basado en el estudio de convergencia

8. Análisis avanzado: paraḿetrico y de optimizacíon

9. Construir la presentación (imágenes y films)

Condiciones Iniciales
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Figura 4.9: Condicíon inicial escaĺon o step

Figura 4.10: Condicíon inicial sombrero rectangular
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Figura 4.11: malla gruesa en 2D

Figura 4.12: malla refinada en 2D
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4.2. Resultados nuḿericos para el problema de sedimen-

tación

Figura 4.13: Problema de Cauchy: sedimentacion inicial
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Figura 4.14: Problema de Cauchy: con sedimentación media de la interfase

Figura 4.15: Problema de Cauchy: con sedimentacion maxima dela interfase
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4.3. Resultados nuḿericos para el problema de flujo con

boquilla

Figura 4.16: Lecho fijo mallado
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Figura 4.17: Lecho fijo

Figura 4.18: Problema de Cauchy: Densidad de mezcla ent = 5s
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Figura 4.19: Velocidad de la mezcla ent = 25s

Figura 4.20: Lineas de corriente del flujo
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Figura 4.21: Campo direccional de Velocidad de mezcla ent = 25s.

Figura 4.22: Isolineas de presión ent = 15s.
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Figura 4.23: Isolineas de presión t = 25s.

4.4. Resultados nuḿericos para el problema de soplado

general
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Figura 4.24: Fracción voluḿetrica de mezcla soplado general

Figura 4.25: Lecho fluidoCD = 0,6, 0,7, 0,8, 0,9, 0,95, 0,975 ent = 20s
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Figura 4.26: Convergencia del esquema numérico

Figura 4.27: Matriz esparcida sin factorizacion
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Figura 4.28: Matriz esparcida con factorizacion 1

Figura 4.29: Matriz esparcida con factorizacion 2
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Figura 4.30: Paŕametros de Simulación



CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES

1. Se ha construido un algoritmo del proceso de solución de un modelo mateḿati-

co no estacionario sobre un dominio regular evolutivo en espacios de una y dos

dimensiones del problema de mezcla bifásica Gas - śolidos en una caldera con

sistema de lecho fluido.

2. Se ha realizado un tratamiento asintótico para el desacoplamiento de las variables

del sistema, generando la formulación de un problema de contorno y de valor

inical asociado a un sistema de conservación no lineal regularizado, expresado en

términos de un conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales del

tipo Navier Stokes de flujo viscoso y apariencia compresible, para las variables

conservativas del flujo tales como velocidad, densidad volumétrica y presíon glo-

bal.

3. Se ha probado las condiciones de existencia de solución del problema en sentido

débil, en espacios de Sobolev de orden 1 y 2, lo que ha permitidodefinir los subes-

pacios de aproximación para la simulación nuḿerica del problema tanto de forma

unidimensional como bidimensional, como se puede observaren los gŕaficos de

los resultados nuḿericos.

4. En el caso unidimensional se consigue la convergencia condicional con un es-

quema de aproximación de diferencias explı́cito y elementos finitos con una co-

rreccíon del flujo de Harten en la determinación del flujo nuḿerico convectivo -

151



Irla Mantilla - Tesis Doctoral 152

difusivo y t́ermino fuente. El sistema algebraico se resuelve con un método de

aproximacíon sucesiva de punto fijo y la convergencia depende del tamaño de

paso de tiempo el cual depende a su vez del número CFL, como se manifiesta

en el gŕafico de los resultados numéricos en 1D. Como se puede observar en los

resultados gŕaficos con estabilidad en la figura4.10.

5. En el caso bidimensional se aproxima la solución del problema con el ḿetodo

de Galerkin (SD) y un esquema de diferencias (BDF) explicito para la variable

temporal y la capturación de las discontinuidades por las singularidades en las

lı́neas de corriente del flujo convectivo, se consigue estabilizar con una malla

refinada evolutiva con paso de tiempo próximo a 10 ∗ e−3 y longitud de lado

del elemento, ḿaxima de0,04 y mı́nima de1,5 ∗ e−4 y con una resolución de

curvatura de0,25.

6. El método de Galerkin estabilizado (elemento finito evolutivo figura 3.7 ) se ase-

meja al ḿetodo de Galerkin Discontinuo ([10], [11]) en la determinación de la

formulacíon Variacional y en la aproximación de las funciones de base polino-

mial del flujo nuḿerico, pero la diferencia está en el tipo de elemento finito y el

uso de la funcíon entŕopica.

7. El sistema algebraico producto de la semidiscretización espacial se resuelve con

el método de Newton-SOR el cual requiere de la aplicación de un precondiciona-

miento para la obtención de la matriz inversa aproximada en espacios de Krylov

.

8. La convergencia del esquema numérico depende de los parámetros del precon-

dicionado{λk, wk} y del reordenamiento de la matriz, para ello se ha utlizado

el método de factorización PARDISO, los resultados se consigue conwk ≈ 2, se

muestra en los resultados gráficos figuras 4.29 y 4.26

9. La solucíon es continua en la discretización espacial pero es discontinua en la

evolucíon temporal, y para la simulación nuḿerica del modelo fı́sico que depende

tambíen de algunos parámetros f́ısicos, tales como los números adimensionales

Re ≈ 400, F r ≈ 1 y del díametro de la partı́cula≈ 10−4, para obtener una es-

tabilidad del proceso tendiendo a la homogeneidad de la mezcla en un tiempo

maximo de[0, 25] se ha tomado la técnica de estabilización para salvar la sensibi-

lidad a la discontinuidad en las lı́neas de corriente del flujo no estacionario.
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10. El refinamiento del mallado permite la determinación autoḿatica del tamãno del

paso de tiempo deltat, del cual depende ver el comportamiento de la convergencia

respecto al ńumero de iteraciones. Es un buen indicador de la convergencia siéste

es del orden de10−3

11. Se puede concluir que mediante la fracción voluḿetrica de la fase dispersa se

puede medir la mezcla rápida de los śolidos y ésta es la que permitirá el mante-

nimiento de las condiciones isotermicas, es decir la resistencia a los cambios de

temperatura, como se habı́a planteado en las hipótesis del problema.

12. Con el aumento de la presión en el reactor, se puede observar en las isolineas de

presíon que la porosidad del lecho aumenta

13. La velocidad de fluidización disminuye con el aumento de la presión, siendo isig-

nificante para lechos de partı́culas cuyo díametro es menor a10−4 como el que

se ha supuesto en esta simulación, pero seŕa muy significativo en el caso que el

diámetro supere a10−4.

14. Se puede interpretar cuatro caracterı́sticas respecto a la velocidad,éstas son: una

velocidad superficial que se manifiesta cuando en el entorno de la columna de

la seccíon representada en el espectro de la paleta de colores, cuando no existen

part́ıculas (ausencia del rojo) y solo fluye el gas(presencia del azúl); una velocidad

de ḿınima fluidizacíon que se observa en los resultados con el aumento del caudal

en el lecho, se manifiesta un estado de suspensión causado por el flujo ascendente

del gas. Este flujo crea la fuerza de arrastre (fuerza de inercia) que equilibra la

fuerza de gravedad, y la velocidad terminal que se manifiestaen la velocidad de

caida libre de la fase dispersa a traves del fluido y cuandoésta permanece alejada

del entorno de la columna. La velocidad mı́nima de burbujeo se observa cuando

aparece la primera burbuja,ésta es importante puesto que provoca el mezclado de

las part́ıculas y la expansión de part́ıculas en la ćamara de LF.

15. Trabajos Futuros Publicacíon de los resultados y desarrollo de proyectos de in-

vestigacíon considerando la fluidización con entrada de partı́culas en simult́aneo

con la entrada de gas, en lechos verticales y en lechos con diferenteśangulos de

de posicíon.



CAPÍTULO 6

ANEXOS

6.1. Principios de Conservacíon de los Medios continuos

En la descripcíon de un medio continuo aparecen tres principios de conservación

básicos: Los principios de convervación de la Masa (o principio de Continuidad), de la

Cantidad de Movimiento (o Ley de Newton) y de la Energı́a (o Primer Principio de la

Termodińamica). En adelante, se supondrá que la velocidad material de los puntos del

medio continuo es una función lo suficientemente regular como para aplicar el teorema

del transporte, es decir:
−→v ∈ (C1(Ωt) ∪ C0(Ωt))

n (6.1)

6.1.1. Principio de Conservacíon de la Masa

Llamandoρ = ρ(x, t) a la densidad de un medio continuo en el puntox y en el

instantet, se asumiŕa que:

Hipótesis 4 (Conservacíon de la Masa) Para todot ≥ 0, existe una funciónρ regular

enΩt y no negativa, tal que
d

dt

∫

Ωt

ρ(x, t) dx = 0 (6.2)

Nota 6.1.1 La ecuacíon (6.2) significa que la masa total contenida en el dominioΩt

se conserva a lo largo del tiempo, es decir, que

∫

Ωt

ρ(x, t)dx =

∫

Ω0

ρ(x, 0)dx ∀ t ≥ 0 (6.3)

154
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Aplicando entonces el teorema del transporte, se tiene

∫

Ωt

{∂tρ+ div(ρ−→v )} dx = 0 (6.4)

expresíon que es v́alida para todo dominioΩt regular. Por tanto, siendo el integrando

una funcíon continua, deberá anularse, obteniéndose la llamadaEcuación de Conti-

nuidad o Ecuacíon de Conservacíon de la Masa:

∂tρ+ div(ρ−→v ) = 0 (6.5)

Nota 6.1.2 (El caso de los Fluidos Reactivos)Si el medio continuo considerado es un

fluido reactivo, es decir, es un fluido en el que convivenN especies qúımicas que pueden

reaccionar entre śı, se debe ãnadir elPrincipio de Conservación de la Masa Total(6.2),

el denominadoPrincipio de Conservación de lasN Masas Parciales, que puede ser

enunciado como sigue

Hipótesis 5 (Conservación de las Especies)Para todo t ≥ 0 y para i = 1, 2, ..., N

existen funcionesρi ≥ 0 regulares enΩt, aśı como funciones continuas enΩt,
−→v i,
−→v d

i , ρi

tales que
d

dt

∫

Ωt

ρi(x, t) dx =

∫

Ωt

ρi(x, t) dx (6.6)

∑

i=1,...,N

ρi = ρ ,
∑

i=1,...,N

ρ̇i = 0 (6.7)

−→v i =
−→v +−→v d

i ,
∑

i=1,...,N

ρi
−→v i = ρ−→v (6.8)

En las ecuaciones anteriores:

ρi es la densidad parcial de la especiei en la mezcla fluida, la primera de las (6.7)

expresa el hecho de que la densidad del fluido se obtiene como contribucíon de

las densidades de todas las especies.

ρ̇i es la velocidad de reacción qúımica (aparicíon o desaparición de masa) de la

especiei en la mezcla fluida, la segunda de las (6.7) describe el hecho de que la

aparicíon o desaparición de masa de una especie es a costa de la aparición o des-

aparicíon de masa de las demás especies presentes en la mezcla fluida (equilibrio

qúımico).

−→v i y −→v d
i son, respectivamente, la velocidad de las moléculas de la especiei en la

mezcla fluida y la denominada velocidad de difusión de la especiei en la mezcla



Irla Mantilla - Tesis Doctoral 156

fluida. La primera de las (6.8) define la velocidad de difusión de la especiei,−→v d
i ,

como la diferencia entre la velocidad de las moléculas de la especie,−→v i, y la velo-

cidad de la mezcla fluida en su conjunto,−→v . Por su parte, la segunda de las (6.8)

postula que la velocidad de la mezcla fluida se obtiene como media ponderada

(con las densidades parciales) de las velocidades de cada especie qúımica.

Aplicando entonces el teorema del transporte a (6.6) se tiene:
∫

Ωt

{∂tρi + div(ρi,
−→v ) + div(ρi

−→v d
i )− ρ̇i} dx = 0 (6.9)

expresíon que es v́alida para todo dominioΩt regular. Por tanto, siendo el integrando una

función continua, deberá anularse, obteniéndose la llamadaEcuación de Conservacíon

de la Especiei:

∂tρi + div(ρi,
−→v ) = −div(ρi−→v d

i ) + ρ̇i i = 1, ..., N (6.10)

Adviértase que, sumando (6.10) eni desde 1 hastaN , se obtiene, en virtud de (6.7) y

(6.8), la ecuacíon de conservación de la masa total (6.5). Por tanto, basta considerar esta

última ecuacíon yN − 1 de las ecuaciones de conservación de las especies.

En resumen, en el caso de los fluidos reactivos, las Ecuaciones de Conservación de

la Masa pueden escribirse:

∂tρ+ div(ρ−→v ) = 0 (6.11)

∂t(ρzi) + div(ρzi
−→v ) = −div(ρzi−→v d

i ) + ρi i = 1, ..., N − 1 (6.12)

donde se ha llamado:

xi =
ρi
ρ
,

∑

i=1,...,N

zi = 1 (6.13)

a la fraccíon másica de la especiei en la mezcla fluida. A (6.11) se la denomina entonces

Ecuación Hidrodin ámica de Conservacíon de la Masay a cada una de las (6.12) se

les conoce comoEcuaciones de Conservación Qúımicas.

6.1.2. Principio de Conservacíon de la Cantidad de Movimiento

La cantidad de movimiento del medio continuo contenido en eldominioΩt se escri-

be: ∫

Ωt

ρ(x, t)−→v (x, t)dx (6.14)

Se supondŕa entonces la:
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Hipótesis 6 (Conservacíon del Momento) Para todot ≥ 0, existen una función vec-

torial f = f(x, t) de clase(C0(Ωt))
n y una funcíon tensorialσ̃ = σ̃(x, t) regular en

Ωt, tales que:

d

dt

∫

Ωt

ρ(x, t)−→v (x, t) dx =

∫

Ωt

f(x, t)dx+

∫

∂Ωi

σ̃(s, t)ns, tds (6.15)

Aplicando entonces el teorema de la divergencia de (de Gauss) a la integral sobre∂Ωt

y el teorema del transporte a la cantidad de movimiento, se puede escribir:
∫

Ωt

{∂(ρ−→v ) + div(ρ−→v ⊗−→v )− div σ̃ − f} dx = 0 (6.16)

expresíon que es v́alida para todo dominioΩt regular. Por tanto, siendo el integrando

una funcíon continua, deberá anularse, obteniéndose la llamadaEcuación de Conser-

vación de la Cantidad de Movimiento:

∂t(ρ
−→v ) + div(ρ−→v ⊗−→v ) = div σ̃ + f (6.17)

Nota 6.1.3 La ecuacíon (6.15) explicita la ley mecánica de accíon y reaccíon o ley de

Newton, que afirma que la variación temporal de la cantidad de movimiento contenida

en el dominioΩt es igual a la suma de las fuerzas que actúan sobre el mismo. El

Principio de Conservación, escrito en la forma (6.15) supone que las fuerzas que actúan

sobreΩt son de dos tipos:

fuerzas de volúmenes exteriormente aplicadas (tales como las de gravedad, elec-

tromagńeticas, etc), representadas por el términof , que habitualmente no depen-

den de−→v (son datos).

fuerzas de superficie internas que actúan sobre la frontera del dominio y que son

debidas a la friccíon del elemento de medio continuo con el resto del medio que le

rodea, o a la presíon queéste ejerce sobre aquel. Estos son los términos represen-

tados porσ̃ (denominado tensor de tensiones), y habitualmente son dependientes

de−→v .

Nota 6.1.4 Adeḿas del principio de conservación de la cantidad de movimiento, hay

otro principio de conservación mećanico que hay que ãnadir a éste: elPrincipio de

Conservacíon del Momento de la Cantidad de Movimiento, que establece que la

variación temporal del momento de la cantidad de movimiento contenida en el dominio

Ωt es igual a la suma de los momentos de las fuerzas que actúan sobre el mismo. Su

consecuencia inmediata es la simetrı́a del tensor de tensiones:

σij = σji i, j = 1, ..., n
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6.1.3. Principio de Conservacíon de la Enerǵıa

Se notaŕa porE(x, t) a la enerǵıa total espećıfica (por unidad de volumen) del medio

continuo en el puntox y en el instantet. Se asumiŕa entonces la:

Hipótesis 7 (Conservacíon de la Enerǵıa) Para todot ≥ 0, existen una función es-

carlar regular E = E(x, t) ≥ 0, una funcíon escalarf = f(x, t) ∈ C0(Ωt) y una

función vectorial regularq = q(x, t), tales que

d

dt

∫

Ωt

E dx =

∫

Ωt

fdx−
∫

∂Ωt

q · n ds+ d

dt

∫

Ωt

−→v · ρ−→v dx (6.18)

Teniendo entonces en cuenta (6.15) se escribe:

d

dt

∫

Ωt

E dx =

∫

Ωt

f dx−
∫

∂Ωt

q · n ds+
∫

∂Ωt

f · −→v dx+

∫

∂Ωt

(σ̃−→v ) · n ds

a lo que puede aplicarse el teorema de la divergencia (de Gauss) a la integral sobre

∂Ωt y el teorema del transporte a la energı́a total espećıfica, para obtener:

∫

Ωt

{∂tE + div(E−→v )− div(σ̃−→v ) + f · −→v + divq− f} dx = 0 (6.19)

expresíon que es v́alida para todo dominioΩt regular. Por tanto, siendo el integrando

una funcíon continua, deberá anularse, obteniéndose la llamadaEcuación de Conser-

vación de la Enerǵıa:

∂tE + div(E−→v ) = −divq+ div(σ̃−→v ) + f · −→v + f = 0 (6.20)

Nota 6.1.5 El Principio de Conservación de la Enerǵıa (6.18), corresponde a la for-

mulacíon delPrimer Principio de la Termodin ámica, que establece que la variación

en el tiempo de la energı́a total contenida enΩt debe ser igual a la cantidad de calor

neta aportada al dominioΩt (dos primeros t́erminos del segundo miembro de (6.18))

más el trabajo realizado por las fuerzas que actúan sobre el mismo. Adviértase que la

cantidad de calor neta aportada al dominioΩt se compone de dos sumandos:

Un término positivo debido al aporte de calor mediante fuentes volumétricas (o

sumideros) de calor representadas por el términof .

Un término negativo debido a las pérdidas de calor a trav́es de la frontera∂Ωt.

Aqúı, q representa el flujo de ṕerdidas de calor a trav́es de la frontera.
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6.1.4. Ecuaciones del sistema de Conservación de la Mećanica de

los Medios Continuos

Las Ecuaciones de Conservación locales o diferencialesque describen el estado

(ρ(x, t), ρ−→v (x, t), E(x, t)), ρx1(x, t), · · · , ρzn(x, t) de un medio continuo general (flui-

do reactivo conN especies enRn) en todo punto materialx del mismo y en todo instante

t ≥ 0, son las siguientes:

Sistema de Conservación Hidrodin ámico:





∂tρ+ div(ρ−→v ) = 0 (masa)

∂t(ρ
−→v ) + div(ρ−→v ⊗−→v ) = divσ̃ + f (Momento)

∂tE + div(E−→v ) = −divq+ div(σ̃) + f · −→v + f (Enerǵıa)
(6.21)

Sistema de Conservación Qúımico:





∂t(ρzi) + div(ρzi
−→v ) = −div(ρzi−→v d

i ) + ρ̇i, i = 1, 2, ..., N − 1
N∑

i=1

zi = 1
(6.22)

Aśı, suponiendo que se conocen las acciones exteriores sobre el medio continuo (fuer-

zas aplicadas exteriormente,f , y fuentes externas de energı́a, f), y se hace recuento de

ecuaciones y de incógnitas, se advierte que faltan definir en (6.21) y (6.22) el tensor de

tensiones̃σ, el vector de flujo de calorq, las velocidades de difusión de cada especie
−→v d

i y la velocidad de reacción de cada especiėρi. La descripcíon de tales cantidades

fı́sicas se hace por medio de una serie de leyes particulares deorigen experimental, pe-

ro con una justificación téorica basa en la termodinámica y en la teorı́a cińetica de los

gases, que es necesario añadir a las leyes de conservación generales (6.21) y (6.22). Se

entraŕa a continuacíon, de forma obligadamente sucinta, a la descripción somera de tales

leyes particulares que permitirán cerrar el sistema (6.21), (6.22).

Ecuaciones ConstitutivasSe supone que la velocidad material del medio continuo es

tal que:
−→v ∈ (C2(Ωt) ∩ C1(Ωt))

n (6.23)
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y que existen constantes realesλ, µ ≥ 0, aśı como una funcíonp regular enΩt tales que

σ̃ = τ̃ − pĨe (6.24)

τ̃ = λ (div−→v )Ĩ + 2µD̃(−→v ) (6.25)

3λ+ 2µ = k (6.26)

siendo

D̃ =
1

2
(g̃rad−→v + (g̃rad−→v )t) (6.27)

Nota 6.1.6 1. La ley de comportamiento (6.24) descompone el tensor de tensiones

(fuerzas de superficie actuando sobre un elemento material)del medio continuo,

en parte iśotropa debida a la contribución de la presíon que ejerce el resto del

medio continuo sobre el elemento material(−P Ĩ), más otra, el tensor de tensio-

nes desviadoras̃τ , denominado ası́ por ser la parte del tensor de tensiones que se

desv́ıa de la parte iśotropa. Estaúltima parte representa las fuerzas de fricción

ejercida por el elemento material sobre el resto del medio continuo, si éste es

viscoso.

2. La ley de comportamiento (6.25), juntamente con (6.26), corresponde a la de los

fluidos newtonianos, para los que se supone que las tensiones desviadoras de

fricción τ̃ son proporcionales a los gradientes o diferencias de velocidad entre

capas fluidas. Esta suposición de comportamiento lineal de las tensiones desvia-

doras es v́alida en la pŕactica para todas las mezclas gaseosas y lı́quidas que no

contengan macromoléculas. En general para otros comportamientos no lineales

se tendŕa, en lugar de (6.25) y (6.26), una ley de comportamiento del tipo τ̃ = τ̃

con τ̃ función regular enΩt.

3. Advíertase que el tensor de tensionesσ̃ definido por (6.24), (6.25), (6.27) es

simétrico, conforme a lo expuesto en la Nota 6.1.4.

4. En (6.25) y (6.26), las constantesµ y λ son las denominadas primera y segun-

da viscosidades dińamicas del fluido, mientras que la constantek es el llamado

módulo voluḿetrico de deformación.

5. D̃ es conocido como el tensor lineal de velocidades de deformación:

Dij(
−→v ) = 1

2
(∂jvi + ∂ivj)
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y evaĺua de alguna forma la diferencia de velocidades entre capas fluidas.

6. La hiṕotesis suplementaria de regularidad (6.23) sobre el campo de velocidades

es necesaria para poder aplicar el teorema del transporte alprincipio de conser-

vación de la cantidad de movimiento (6.15).

7. Otro ejemplo de ley de comportamiento, la más sencilla de todas, corresponde a

la de losfluidos perfectos: τ̃ = 0̃, que son aquellos que no son viscosos, y por

tanto la única fuerza que se ejerce sobre un elemento fluido es la de presión. En

este caso, la hiṕotesis suplementaria de regularidad (6.23) no es necesaria.

6.2. Solucíon global1D del Problema Lagrangeano Pǫ

6.2.1. Formulacíon lagrangiana del Problema Pε.

En esta sección consideraremos la formulación lagrangiana del Problema Pε, en

una dimensíon espacialx y en cualquier instantet, el cual introduce un cambio de

las variables eulerianas en(x, t) a coordenadas lagrangianas(X,T ) que se determinan

mediante la resolución del siguiente problema :

∂X

∂x
(x, t) = ρ(x, t) para(x, t) ∈ QT , X(·, 0) = 0 enΩ,

T = t.

En general, usaremos las letras minúsculas para nombrar variables y funciones en coor-

denadas eulerianas y letras mayúsculas para las lagrangianas. Puesto que la variable

temporalt no vaŕıa en su definicíon en ambos tipos de coordenadas, mantendremos la

notacíon en letra mińuscula tambíen para las coordenadas lagrangianas.

El paso formal de las ecuaciones (2.58)-(2.59) a coordenadas lagrangianas nos conduce

al problema, llamadoProblema PL1ε:

Rt +R2UX = 0, (6.28)

Ut − [(R2 + ǫR)UX ]X + p(R)X = F (R,U, t), (6.29)

enDT := (0, 1)× (0, T ), con

U(0, ·) = U(1, ·) = 0 en(0, T ),

R(·, 0) = R0, U(·, 0) = U0, en(0, 1).
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Observemos que el extremo superior del subdominio espacialdeDT es la masa
∫
QT
ρ,

la cual permanece invariante a lo largo del tiempo debido a las condiciones de frontera

u = 0 enΓT e igual a1 debido a la hiṕotesis sobre la masa inicial formulada en (2.53).

El Problema PL1ǫ hereda del Problema Pǫ las siguientes hiṕotesis sobre los datos ini-

ciales:

R0ǫ ∈ H1(0, 1), 0 < ρ−ǫ ≤ R0ǫ ≤ ρ+ < 1 en(0, 1), (6.30)

U0 ∈ L2(0, 1), (6.31)

y la siguiente nocíon de solucíon d́ebil:

Definición 6.2.1 Diremos que(R,U) essolucíon d́ebil de (PL1ǫ) si:

1. R : DT → R+, U : DT → R poseen la siguiente regularidad

R ∈ L∞(0, T ;H1(0, 1)) ∩H1(0, T ;L2(0, 1)) ∩ C0(DT ), p(R) ∈ L∞(DT ),

(6.32)

U ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (0, 1)) ∩H1(0, T ;H−1(0, 1)). (6.33)

2. Se verifican las estimaciones puntuales

0 < ρ− ≤ R ≤ ρ+ < 1 enDT , (6.34)

conρ−, ρ+ dadas en (2.64).

3. Se verifica la ecuación

Rt +R2UX = 0 ctp enDT , (6.35)

y la identidad integral
∫

DT

(
UΦt − (R2 + ǫR)UXΦX + p(R)ΦX + F (R,U, t)Φ

)
= 0, (6.36)

para todaΦ ∈ C1(DT ).

4. Se verifican las condiciones iniciales

ĺım
t→0
‖R(·, t)−R0ǫ‖C0 = ĺım

t→0
‖U(·, t)− U0‖H−1 = 0.

Observemos que los datos iniciales que hemos tomado en PL1ǫ carecen, por el mo-

mento, de relación con los datos iniciales del Problema Pǫ. En el siguiente teorema

establecemos la equivalencia entre los problemas Pǫ y PL1ǫ cuando los datos iniciales

de ambos problemas están convenientemente relacionados.
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Teorema 6.2.1 (Cambio de coordenadas).- Supongamos que(R,U) es una solucíon

débil del Problema PL1ǫ. Entonces existe una aplicación γ que define un cambio de

coordenadasγ : DT → QT

γ(X, t) := (x(X, t), t) ≡ (x, t),

tal que0 < || det(Dγ)||L∞(DT ) <∞,




∂x

∂X
(X, t) =

1

R(X, t)
para (X, t) ∈ DT ,

∂x

∂t
(X, t) = U(X, t) para (X, t) ∈ DT ,

x(·, 0) = 0 en(0, 1).

Adeḿas, las funcionesρ : QT → R+ y u : QT → R dadas por

ρ(x, t) := R(γ−1(x, t)), u(x, t) := U(γ−1(x, t)) para (x, t) ∈ QT , (6.37)

son una solucíon d́ebil de Pǫ asociada a las condiciones iniciales

ρ0ǫ(x) = R0ǫ(γ
−1(x, 0)), u0(x) = U0(γ

−1(x, 0)) parax ∈ Ω.

Rećıprocamente, si(ρ, u) es una solucíon del Problema Pǫ, entonces existe una solución

(R,U) del Problema PL1ǫ dada por

R(X, t) := ρ(γ(X, t)), U(X, t) := u(γ(X, t)), para (X, t) ∈ DT ,

verificando las condiciones iniciales

R0ǫ(X) = ρ0ǫ(γ(X, 0)), U0(X) = u0(γ(X, 0)), paraX ∈ (0, 1).

Demostracíon 6.2.1 Dividimos la demostración en varios pasos, como sigue:

Paso 1. Regularización de la solucíon de PL1ǫ. Sea(R,U) una solucíon d́ebil de

(PL1ǫ). Consideremos una regularización Rn ∈ C∞(DT ) deR tal queRn → R en

los espacios de (6.32), que cumple las acotaciones puntuales (6.34) y normalizada de

modo que ∫ 1

0

1

Rn

(X, t)dX = L para t ∈ (0, T ). (6.38)

Definimos

Un(X, t) :=

∫ X

0

(
1

Rn

)

t

.

Se sigue que

Rnt +R2
nUnX = 0 enDT , Un(0, ·) = Un(1, ·) = 0 en(0, T )



Irla Mantilla - Tesis Doctoral 164

para todon ∈ N. Adeḿas,Un est́a uniformemente acotada enL2(0, T ;H1(0, 1)) y por

tanto converge d́ebilmente a un elemento de dicho espacio. De hecho,

UnX =

(
1

Rn

)

t

→
(
1

R

)

t

= UX enL2(DT ),

dondeU es la segunda componente de la solución d́ebil de PL1ǫ que estamos conside-

rando.

Paso 2. Definicíon del cambio de variable regularizado

Definimos, para cadan ∈ N, la aplicación

γn : DT → QT

(X, t)→ γn(X, t) := (yn(X, t), t)

donde

yn(X, t) =

∫ X

0

1

Rn

(Z, t)dZ. (6.39)

Observemos que

∂yn
∂X

=
1

Rn

> 0 enDT , conyn(0, ·) = 0 y yn(1, ·) = L en(0, T ).

∂yn
∂t

=

∫ X

0

(
1

Rn

)

t

= Un enDT ,

∂yn
∂t∂X

=

(
1

Rn

)

t

enDT .

Por tanto,γn(DT ) = QT , y

Dγn =




1
Rn

Un

0 1


 ∈ C∞(DT ), det(Dγn) =

1

Rn

> 0 enDT .

Por otra parte, como
∂yn
∂X

> 0 enDT , fijado t ∈ (0, T ) podemos considerar la apli-

cación inversa deyn a la cual denotamos porYn. Es decir,Yn(·, t) : [0, L] → [0, 1]

satisface

yn(Yn(x, t), t) = x para todox ∈ [0, L] y Yn(yn(X, t), t) = X para todoX ∈ [0, 1].

De este modo, definimos

Γn : QT → DT

(x, t)→ Γn(x, t) := (Yn(x, t), t).
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Observemos queYn es la solucíon única del problema





∂Y

∂x
(x, t) = Rn(Y (x, t), t) para (x, t) ∈ QT ,

Y (0, ·) = 0 en(0, T ).

Como0 = Yn(yn(0, t), t) = Yn(0, t) y 1 = Yn(yn(1, t), t) = Yn(L, t), se sigue que

Γn(QT ) = DT . Adeḿas,

0 =
∂

∂t
(yn(Yn(x, t), t)) =

∂yn
∂X

(Yn(x, t), t)
∂Yn
∂t

(x, t) +
∂yn
∂t

(Yn(x, t), t),

de modo que
∂Yn
∂t

(x, t) = −Rn(Yn(x, t), t)Un(Yn(x, t), t)

Tenemos pues

DΓn =


 Rn(Yn, ·) −Rn(Yn, ·)Un(Yn, ·)

0 1


 ∈ C∞(QT ), det(DΓn) = Rn(Yn, ·) > 0 enQT .

(6.40)

Concluimos queγn satisface las condiciones del cambio de variable y que la inversa de

γn esΓn.

Paso 3. Regularidad en coordenadas eulerianas

Sean:

ρn(x, t) := Rn(Yn(x, t), t), un := Un(Yn(x, t), t) con(x, t) ∈ QT , (6.41)

y para cualquierΦ ∈ C∞(DT ), φn(x, t) = Φ(Yn(x, t), t). Se tiene entonces que

φnt =
∂Φ

∂t
(Yn, ·)−

∂Φ

∂X
(Yn, ·)Rn(Yn, ·)Un(Yn, ·),

φnx =
∂Φ

∂X
(Yn, ·)Rn(Yn, ·)

enQT . Por tanto, usando la convergencia de(Rn, Un) a (R,U) en los espacios (6.32)

y (6.33) y que cumple las acotaciones puntuales (6.34), obtenemos

∫

QT

|ρnt|2 =
∫

QT

∣∣∣∣
∂Rn

∂t
(Yn, ·)−

∂Rn

∂X
(Yn, ·)Rn(Yn, ·)Un(Yn, ·)

∣∣∣∣
2

=

∫

DT

∣∣∣∣
∂Rn

∂t
− ∂Rn

∂X
RnUn

∣∣∣∣
2

1

Rn

≤ c

∫

DT

∣∣∣∣
∂Rn

∂t

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂Rn

∂X
Un

∣∣∣∣
2

≤ c
(
‖Rnt‖L2 + ‖Rn‖L∞(H1) ‖Un‖L2(L∞)

)2
≤ c.

∫

QT

|ρnx|2 =
∫

QT

∣∣∣∣
∂Rn

∂X
(Yn, ·)Rn(Yn, ·)

∣∣∣∣
2

=

∫

DT

∣∣∣∣
∂Rn

∂X
Rn

∣∣∣∣
2

1

Rn

≤ c ‖Rn‖2L2(H1) ≤ c.

sup
t∈(0,T )

∫ L

0

|un|2 = sup
t∈(0,T )

∫ 1

0

|Un|2
1

Rn

≤ c ‖Un‖2L∞(L2) ≤ c.
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∫

QT

|unx|2 =
∫

QT

∣∣∣∣
∂Un
∂X

(Yn, ·)Rn(Yn, ·)
∣∣∣∣
2

=

∫

DT

∣∣∣∣
∂Un
∂X

Rn

∣∣∣∣
2

1

Rn

≤ c ‖Un‖2L2(H1) ≤ c.

De donde se deduce que existe una subsucesión (ρn, un) que converge d́ebilmente a

(ρ, u), donde

ρ ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)),

u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Paso 4. Convergencia uniforme del cambio regularizado

Debido a la convergencia uniforme deRn aR se sigue que también

γn → γ uniformemente convergente enDT .

Para demostrar la convergencia uniforme deΓn a Γ procedemos del siguiente modo:

gracias a la regularidad deR y U (6.32), (6.33), las normas‖Rn‖L∞ y ||Un||L2(L∞)

est́an uniformemente acotadas. Entonces, usando (6.40), deducimos que para(x1, t1), (x2, t2) ∈
QT se tiene

||Γn(x2, t2)− Γn(x1, t1)|| ≤ ||Γn(x2, t2)− Γn(x1, t2)||+ ||Γn(x1, t2)− Γn(x1, t1)||

≤ |Yn(x2, t2)− Yn(x1, t2)|+ |Yn(x1, t2)− Yn(x1, t1)|+ |t2 − t1|

≤ ‖Rn‖L∞ |x2 − x1|+ ‖Rn‖L∞ ‖Un‖L2(L∞) |t2 − t1|1/2 + |t2 − t1|

≤ C
(
|x2 − x1|+ |t2 − t1|1/2

)
+ |t2 − t1|,

por lo que la sucesiónΓn es uniformemente equicontinua y por tanto, para una subsu-

cesíon

Γn → Γ uniformemente enQT . (6.42)

Observemos aquı́ que la convergencia uniforme deγn a γ permite obtener la acotación

uniforme deunt enL2(0, T ;H−1(Ω)). En efecto, se tiene
∫ T

0

〈unt, φ〉H−1×H1
0

=

∫

QT

(
∂Un
∂t

(Yn, ·)−
∂Un
∂X

(Yn, ·)Rn(Yn, ·)Un(Yn, ·)
)
φ dQT

=

∫

DT

(
∂Un
∂t
− ∂Un
∂X

RnUn

)
φ(yn, ·)
Rn

dDT

=

∫

DT

(
∂Un
∂t

φ(yn, ·)
Rn

+
1

2
U2
n

∂φ

∂x
(yn, ·)

1

Rn

)
dDT

≤ c
(
‖Unt‖L2 + ‖Un‖2L4

)
‖φ‖L2(H1

0
) ≤ c.

Usando la inyeccíon continuaL2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)) ⊂ L4(DT ) deduci-

mos que

‖unt‖L2(H−1) ≤ c
(
‖Unt‖L2 + ‖Un‖2L2(H1

0
)∩L∞(L2)

)
≤ c,
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y por tanto el ĺımite,u, de un establecido en el paso anterior también satisfaceu ∈
H1(0, T ;H−1(Ω)).

Paso 5. Funciones test.Seaφ ∈ C0([0, T ];C1
0 (Ω)∩H1(0, T ;L2(Ω)) y definamosΦn :=

φ(yn, ·). Tenemos que

Φnt =
∂φ

∂t
(yn, ·) +

∂φ

∂x
(yn, ·)Un,

ΦnX =
∂φ

∂x
(yn, ·)

1

Rn

,

enDT , y por tanto

∫

DT

|Φnt|2 =
∫

DT

∣∣∣∣
∂φ

∂t
(yn, ·) +

∂φ

∂x
(yn, ·)Un

∣∣∣∣
2

=

∫

QT

∣∣∣∣
∂φ

∂t
+
∂φ

∂x
Un(Yn, ·)

∣∣∣∣
2

Rn(Yn, ·) ≤

≤ c (‖φt‖L2 + ‖φx‖L∞ ‖Un‖L2)
2 ≤ c.

sup
DT

|ΦnX | = sup
DT

∣∣∣∣
∂φ

∂x
(yn, ·)

1

Rn

∣∣∣∣ ≤ c sup
QT

|φx| ,

adeḿas, gracias a la convergencia uniforme enDT deγn yRn se sigue queΦn est́a uni-

formemente acotada enC0([0, T ];C1
0 (0, 1)∩H1(0, T ;L2(0, 1)) y que existe un elemen-

to,Φ, de este espacio tal queΦnX → ΦX uniformemente enDT yΦnt ⇀ Φt débilmente

enL2(DT ). Adeḿas, la convergencia uniforme implica queΦ = φ ◦ γ.
Paso 6.Observemos que la ecuación de conservación de la masa en eulerianas se cum-

ple para todon, como tambíen ocurre en lagrangianas. En efecto, para(ρn, un) dadas

por (6.41) se tiene

∂ρn
∂t

+
∂ρn
∂x

un + ρn
∂un
∂x

=
∂Rn

∂t
(Yn, ·)−

∂Rn

∂X
(Yn, ·)Rn(Yn, ·)Un(Yn, ·)+

+
∂Rn

∂X
(Yn, ·)Rn(Yn, ·)Un(Yn, ·) +R2

n(Yn, ·)
∂Un
∂X

(Yn, ·) = 0,

enQT , y para todon ∈ N. Por otra parte, la formulacíon d́ebil de la ecuacíon del mo-

mento queda como sigue. Para cadaφ ∈ C0([0, T ];C1
0 (Ω̄) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) tenemos

In :=

∫

QT

(ρnun(φt + unφx)− (ρn + ǫ)unxφx + p(ρn)φx + ρnf(ρn, un, t)φ) =

∫

DT

UnΦnt−

−
∫

DT

(Rn + ǫ)RnUnXΦnX +

∫

DT

p(Rn)ΦnX +

∫

DT

F (Rn, Un, t)Φn,

dondeΦn = φ(yn, ·) es, como vimos en el paso anterior, una función test admisible

del problema PL1ǫ. Debido a que(Rn, Un) converge a(R,U), solucíon de PL1ǫ (ver

Paso 1) y a queΦn converge a una función test admisible de PL1ǫ (ver Paso 5) se sigue

queIn → 0 cuandon → ∞. En efecto, la convergencia fuerte de la sucesiónUnX en

L2(DT ) y la convergencia uniforme deRn permite pasar al ĺımite en todos los términos



Irla Mantilla - Tesis Doctoral 168

del lado derecho de la igualdad anterior. Finalmente, observemos que la convergencia

uniforme del cambio de variablesΓn permite demostrar la convergencia uniforme de

ρn, y que la acotacíon deun enL4(DT ) permite demostrar la convergencia débil para

una subsucesión deu2n enL2(DT ). Aśı, puesto que(ρn, un) → (ρ, u) en los espacios

especificados en los Pasos 3 y 4, podemos pasar al lı́mite en los t́erminos del lado

izquierdo de la igualdad anterior y concluir que(ρ, u) es una solucíon d́ebil de Pǫ. El

rećıproco se demuestra de modo análogo.

El Problema PLǫ

En lugar de buscar soluciones(R,U) del Problema PL1ǫ, vamos a reescribir el pro-

blema en t́erminos de unas nuevas funciones incógnitas(W,U) donde

W :=
1

R
.

Definición 6.2.2 Diremos que(W,U) es unasolucíon d́ebil de PLǫ si:

1. W : DT → R+, U : DT → R poseen la siguiente regularidad

W ∈ L∞(0, T ;H1(0, 1)) ∩H1(0, T ;L2(0, 1)) ∩ C0(DT ), p(1/W ) ∈ L∞(DT ),

(6.43)

U ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (0, 1)) ∩H1(0, T ;H−1(0, 1)). (6.44)

2. Se verifican las estimaciones puntuales

0 < 1/ρ+ ≤ W ≤ 1/ρ− < 1 enDT . (6.45)

3. Se verifican las siguientes identidades

Wt = UX ctp enDT , (6.46)
∫

DT

(UΦt − β(W )UXΦX + p(1/W )ΦX + F (1/W,U, t)Φ) = 0, (6.47)

para todaΦ ∈ C1
0(QT ), donde

β(s) :=
ǫ

s
+

1

s2
(6.48)

4. Se verifican las condiciones iniciales en el siguiente sentido

ĺım
t→0
‖W (·, t)−W0ǫ‖C0 = ĺım

t→0
‖U(·, t)− U0‖H−1 = 0, dondeW0ǫ :=

1

R0ǫ

.

(6.49)
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Observemos que las hipótesis sobre los datos que se heredan del Problema PL1ǫ son:

W0ǫ ∈ H1(0, 1), 1 < 1/ρ+ ≤ W0ǫ ≤ 1/ρ−ǫ <∞ en(0, 1), (6.50)

U0 ∈ L2(0, 1). (6.51)

Lema 6.2.1 (W,U) es una solucíon d́ebil del Problema PLǫ si y śolo si (R,U) es una

solucíon d́ebil del Problema PL1ǫ.

Prueba:

Supongamos que(R,U) es una solución d́ebil de PL1ǫ.Debido a la regularidad y las es-

timaciones puntuales dadas en (6.32)-(6.34) se tiene que lafunciónW = 1/R satisface

W ∈ C0(DT ), p(W ) := p( 1
R
) ∈ L∞(DT ),

WX = − 1

R2
RX ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) y Wt = −

1

R2
Rt ∈ L2(DT ). (6.52)

Las estimaciones puntuales (6.45) se obtienen de forma inmediata de (6.34). Finalmen-

te, es f́acil comprobar a partir de las fórmulas (6.52) que(W,U) satisface las ecuaciones

(6.46)-(6.47) y los datos iniciales (6.49). El recı́proco se demuestra de forma similar.

Observemos que la formulación fuerte del Problema PLǫ es

Wt = UX ,

Ut − (β(W )UX)X + p̄(W )X = F (W,U, t),

(6.53)

enDT , con

U(0, t) = U(1, t) = 0 en(0, T ),

W (·, 0) = W0, U(·, 0) = U0, en(0, 1),

y donde

p(W ) = p(
1

W
) y F (W,U, t) := F (1/R, U, t).

En lo que sigue, mientras no dé lugar a eqúıvocos, usaremos la notación p y F en vez

dep y F .

6.2.2. El problema PLǫh

Para obtener una solución del Problema PLǫ introduciremos una discretización es-

pacial que nos conducirá a la formulacíon de un sistema de ecuaciones diferenciales
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respecto a la variable temporal. Una vez demostrada la existencia de solución, primero

local, v́ease Lema 6.2.2 y después global, v́ease Teorema 6.2.2, realizaremos un paso

al lı́mite en el paŕametro de discretización que nos permitirá obtener una solución del

Problema PLǫ (véase el Teorema 6.2.3) y, a posteriori, del Problema Pǫ, véase Corolario

6.2.1. Comenzamos introduciendo la notación que emplearemos en esta sección.

FijemosN ∈ N y h := 1/N . En el intervalo[0, 1] tomamos los puntos

Xk = hk, parak ∈ {0, . . . , N} ,

Xk+1/2 =
Xk +Xk+1

2
= h(k + 1

2
), parak ∈ {0, . . . , N − 1} ,

puntos en los que discretizaremos las funcionesU y W , respectivamente. Usaremos la

notacíonWk+1/2 := W (Xk+1/2, ·), Uj := U(Xj, ·), etc. Definimos los operadores de

diferencias usuales

δwk :=
wk+1/2 − wk−1/2

h
, δwk+1/2 :=

wk+1 − wk
h

,

y de valor medio

W̃k :=
Wk−1/2 +Wk+1/2

2
.

Finalmente, usaremos la notación Ḟ (t) = d
dt
F (t) para la derivacíon con respecto al

tiempo.

Ya estamos en disposición de introducir la versión discreta del Problema PLǫ, a la

cual llamaremosProblema PLǫh: Parak ∈ {0, . . . , N − 1} y j ∈ {0, . . . , N}, encon-

trar funciones

Wk+1/2 : [0, T ]→ R+ y Uj : [0, T ]→ R

soluciones del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Ẇk+1/2 = δUk+1/2, (6.54)

U̇j = δ(p(W )− β(W )δU)j + f̃(W̃j, Uj), (6.55)

sujeto a las condiciones iniciales

Wk+1/2(0) = W (Xk+1/2, 0), (6.56)

Uj(0) =
1

h

∫ Xj+1/2

Xj−1/2

U0(X)dX, (6.57)

y satisfaciendo las condiciones de compatibilidad

U0(t) = UN(t) = 0 parat ∈ [0, T ]. (6.58)
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En (6.55) hemos introducido la notación

f̃(x, y) :=
q(x)(n− y)

1/ρ∗ −mı́n(1/x, 1)
− g, (6.59)

y abusando de la misma, hemos llamadoU0 tanto al dato inicial del Problema PLǫ como

a la condicíon de contorno (6.58) del Problema PLǫh. Además, haremos la identificación

p(W )j ≡ p(Wj), etc.

Observacíon 6.2.1 La singularidad de la función f enW = ρ∗ y el hecho de que no

podamos asegurar, a priori, que la función discretizadãWj no toma este valor es el

motivo por el cual hemos introducido la función f̃ en sustitucíon def en la ecuacíon

(6.55). Ḿas adelante demostraremos que el volumen especı́ficoW verifica la acotacíon

puntual1/W < 1, por lo quef ≡ f̃ en el dominio de definición de ambas.

Observacíon 6.2.2 La regularidad (6.43) permite justificar la condición (6.56). Asi-

mismo, la regularidad (6.51) permite considerar (6.57).

Lema 6.2.2 Existe unT ∗ > 0 tal que el Problema PLǫh tiene una solucíon única en

(0, T ∗).

Demostracíon 6.2.2 Comenzamos por reescribir el problema en la forma

ċ(t) = F(t, c(t)), para t > 0, (6.60)

c(0) = c0,

donde

c(t) := (W1/2(t), . . . ,WN+1/2(t), U1(t), . . . , UN−1(t)), (6.61)

y las componentes de la funciónF : R2N → R
2N−1 son:

F1(t,x) :=
1
h
xN+1,

Fi(t,x) :=
1
h
(xN+i − xN+i−1), para i ∈ {2, . . . , N − 1},

FN(t,x) := − 1
h
x2N−1,

FN+1(t,x) :=
1

h2
[β(x2)xN+2 − β(x2)xN+1 − β(x1)xN+1] +

+
1

h
[−p(x2) + p(x1)] + f(

1

2
(x1 + x2, xN+1)),
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para i ∈ {N + 2, . . . , 2N − 2},

Fi(t,x) :=
1

h2
[β(xi+1−N)xi+1 − β(xi+1−N)xi − β(xi−N)xi + β(xi−N)xi−1]

+
1

h
[−p(xi+1−N) + p(xi−N)] + f(

1

2
(xi−N + xi+1−N , xi)),

y, finalmente,

F2N−1(t,x) :=
1

h2
[−β(xN)x2N−1 − β(xN−1)x2N−1 + β(xN−1)x2N−2]

+
1

h
[−p(xN) + p(xN−1)] + f(

1

2
(xN−1 + xN , x2N−1)).

Veamos a continuación que la funcíonF satisface las condiciones del Teorema de

Piccard-Lipschitz cuando el dato inicial verifica (6.56) y,por tanto, las estimaciones

puntuales (6.50). Comencemos comprobando queF(t, c) es continua en ambas varia-

bles y Lipschitziana en 2la segunda. Gracias a la hipótesis sobre la condición inicial de

la densidad (6.56) se tiene

1 < 1/ρ+ ≤ c0i ≤ 1/ρ−ǫ , para i ∈ {1, . . . , N},

y debido a la regularidad de la velocidad inicial (6.51) y a ladefinicíon (6.57) se tiene

|Uk(0)| =
1

h
|
∫ Xk+1/2

Xk−1/2

U0| ≤
1

h
h1/2||U0||L2(0,1) =: C0,

y por tanto

−C0 ≤ c0i ≤ C0, para i ∈ {N + 1, . . . , 2N − 1}.

Consideremos el subconjunto deR2N−1

[1/ρ+, 1/ρ−]
N × [−C0 − 1, C0 + 1]N−1,

entorno de la condición inicial c0. Puesto que0 /∈ [1/ρ+, 1/ρ−]
N , es f́acil comprobar

que la funcíon F introducida al comienzo de esta demostración es continua y Lips-

chitziana enc, por lo que el Teorema de Piccard-Lipschitz garantiza la existencia y

unicidad de solucíon de (6.60) para un tiempoT ∗ suficientemente pequeño.

Observacíon 6.2.3 Hemos supuesto que el término de ’soplado’M verifica la regula-

ridad M ∈ L∞(0, T ). Para que las ecuaciones diferenciales del problema PLǫh sean

clásicas, es necesario queM ∈ C0(0, T ). Veremos posteriormente que si consideramos

Mǫ una regularizacíon deM, podemos pasar al lı́mite.
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Para deducir la existencia global de solución de PLǫh obtendremos estimaciones

puntuales de la forma

1 < W− ≤ Wk+1/2 ≤ W+ <∞, (6.62)

−∞ < U− ≤ Uk ≤ U+ <∞, (6.63)

en(0, T ), que nos permitiŕan asegurar que la constante de Lipschitz de la funciónF per-

manece acotada para cualquierT > 0. Estas estimaciones están basadas en la siguiente

formulacíon haciendo uso de la integración por partes:

Dados los conjuntos de números reales{ak} y {bj}, conk ∈ {0, . . . , N} y j ∈ {1/2, . . . , N−
1/2}, se tiene

N−1∑

k=1

akδbk = aNbN−1/2 − a0b1/2 −
N−1∑

k=0

bk+1/2δak+1/2. (6.64)

En lo que sigue, denotaremos porC a cualquier constante independiente del paráme-

tro de discretización h. Podemos enunciar ya la primera estimación de la enerǵıa dis-

creta.

Lema 6.2.3 Seac definida por (6.61) una solución del Problema PLǫh. Entonces

N−1∑

k=1

U2
k (T )h+

∫ T

0

N−1∑

k=1

U2
kh+

∫ T

0

N−1∑

k=1

βk+1/2(δUk+1/2)
2h+

N−1∑

k=0

Ep(Wk+1/2(T ))h

(6.65)

≤ C

(
T +

N−1∑

k=1

U2
k (0)h+

N−1∑

k=0

Ep(Wk+1/2(0))h

)
,

donde

Ep(W ) :=

∫ ∞

W

p̄(s)ds. (6.66)

Demostracíon 6.2.3 Multiplicando la ecuacíon de la velocidad (6.55) porUkh y su-

mando enk se tiene

1

2

N−1∑

k=1

(U̇k)
2h = −

N−1∑

k=1

δ(p− βδU)kUkh+
N−1∑

k=1

f(W̃k, Uk)Ukh. (6.67)

Aplicando la f́ormula de suma por partes (6.64) y la condición de contorno para la

velocidad (6.58), el primer término del lado derecho de la igualdad (6.67) es igual a

N−1∑

k=0

(p−βδU)k+1/2δUk+1/2h =
N−1∑

k=0

pk+1/2δUk+1/2h−
N−1∑

k=0

βk+1/2(δUk+1/2)
2h. (6.68)
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Utilizando la ecuacíon discreta de conservación de la masa (6.54) se tiene que el primer

sumando del lado derecho de (6.68) es igual a

N−1∑

k=0

pk+1/2

·
Wk+1/2 h = −

N−1∑

k=0

d

dt

(
Ep(W )k+1/2

)
h. (6.69)

Por último, el t́ermino fuente de (6.67) lo descomponemos como

N−1∑

k=1

f(W̃k, Uk)Ukh =
N−1∑

k=1

(
q(W̃k)

1/ρ∗ −mı́n(1/W̃k, 1)
n− g

)
Ukh (6.70)

−
N−1∑

k=1

q(W̃k)

1/ρ∗ −mı́n(1/W̃k, 1)
U2
kh.

El primer t́ermino de (6.70) lo acotamos del siguiente modo

N−1∑

k=1

(
q(W̃k)

1−mı́n(1/W̃k, 1/ρ∗)
n− g

)
Ukh ≤ C

N−1∑

k=1

Ukh ≤
N−1∑

k=1

(
C2

2ǫ1
h+

ǫ1
2
U2
kh

)
,

(6.71)

para todoǫ1 > 0. Integrando (6.67) en(0, T ) y usando (6.68)-(6.71) deducimos (6.65).

Observacíon 6.2.4 Es importante notar que el hecho de que el sistema de ecuaciones

ordinarias mantenga el acoplamiento entre las ecuaciones de conservacíon de masa y

de momento es el que permite usar la igualdad (6.69), fundamental en la obtencíon de

la estimacíon de la enerǵıa (6.65). Por ello, un esquema iterativo o de punto fijo que

desacople ambas ecuaciones no esútil.

Observacíon 6.2.5 Para leyes constitutivas de la presión de la forma

p̄(W ) := p(1/W ) = K(
1

W
)γ0 exp(

1/W

1− 1/W
),

véase ([51]), se tiene quēp : (1,∞)→ R+ es decreciente y

ĺım
W→1

p̄(W ) =∞, ĺım
W→∞

p̄(W ) = 0,

∫ ∞

W ′

p̄(s)ds <∞,

por lo que la funcíonEp introducida en (6.66) verifica:

1. Ep : (1,∞)→ R+, ĺım
W→∞

Ep(W ) = 0, Ep es decreciente en(1,∞) y se tiene

ĺım
W→1

∫ ∞

W

Ep(s)ds =∞ y ĺım
W→1

∫ W ′

W

Ep(s)ds =∞.

2. Considerando una función continuag : (1,∞)→ R+, verificando

0 < g− ≤ |γ(W )| < g+ <∞ para todoW ∈ (1,W ′) conW ′ > 1,

se tiene

ĺım
W→1+

∫ W ′

W

g(s)Ep(s)
rds =

∫ W
′

1

Ep(s)
rds =∞ para todor > 0. (6.72)
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Lema 6.2.4 Seac definida por (6.61) una solución del Problema PLǫh. Entonces existe

una constanteC independiente deh, tal que

N−1∑

k=1

(δEk)
2(T )h ≤ C

(
T +

N−1∑

k=1

U2
k (0)h+

N−1∑

k=0

Ep(Wk+1/2(0))h+
N−1∑

k=1

(δEk)
2(0)h

)
,

(6.73)

donde

Ek+1/2 := E(Wk+1/2) =

∫ Wk+1/2

W ′

β(s)ds, (6.74)

para cierta constante positivaW ′.

Observacíon 6.2.6 Comoβ es positiva, ver (6.48), la funciónE resulta ser creciente

en [1,∞). Adeḿas,

ĺım
W→∞

E(W ) = ĺım
W→∞

∫ W

W ′

(
ǫ

s
+

1

s2
)ds =∞.

Demostracíon 6.2.4 Consideremos la ecuación

δĖk = δ(βδU)k = U̇k + δpk − fk,

la cual se obtiene de (6.54), (6.55) y la definición (6.74). Multiplicando porEkh, su-

mando parak ∈ {1, . . . , N − 1} e integrando en(0, T ) se tiene

∫ T

0

N−1∑

k=1

δĖkEkh =

∫ T

0

N−1∑

k=1

(U̇k + δpk − fk)δEkh. (6.75)

Ahora bien,

∫ T

0

N−1∑

k=1

U̇kδEkh =
N−1∑

k=1

UkδEkh|T0 −
∫ T

0

N−1∑

k=1

UkδĖkh

=
N−1∑

k=1

UkδEkh]
T
0 −

∫ T

0

N−1∑

k=1

Ukδ(βδU)kh

=
N−1∑

k=1

UkδEkh]
T
0 +

∫ T

0

N−1∑

k=0

β(δUk+1/2)
2h

≤ 1

4

N−1∑

k=1

(δEk)
2(T )h+ 2

N−1∑

k=1

U2
k (T )h+

∫ T

0

N−1∑

k=0

β(δUk+1/2)
2h

+
N−1∑

k=1

Uk(0)δEk(0)h.

Por otra parte, al serp una funcíon decreciente yE una funcíon creciente,

∫ T

0

N−1∑

k=1

δpkδEkh ≤ 0,
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por lo que podemos escribir a partir de (6.75)

1

2

N−1∑

k=1

(δEk)
2(T )h ≤ 1

2

N−1∑

k=1

(δEk)
2(0)h+ 2

N−1∑

k=1

U2
k (T )h

+

∫ T

0

N−1∑

k=1

β(δUk+1/2)
2h+

N−1∑

k=1

Uk(0)δEk(0)h

+
1

4

∫ T

0

N−1∑

k=1

δ(Ek)
2(T )h+

1

2

∫ T

0

N−1∑

k=1

f 2
k (t)h+

1

2

∫ T

0

N−1∑

k=1

(δEk)
2(t)hdt,

y concluir usando la desigualdad de Gronwall, gracias a la acotación del lema 6.2.3.

Antes de demostrar la existencia de solución para todo tiempo del problema discreto

PLǫh vamos a demostrar la siguiente desigualdad, la cual es la versión discreta de la

inyeccíon continuaH1(0, 1) ⊂ L∞(0, 1).

Lema 6.2.5 Existe una constanteC > 0 tal que

sup
k∈{0,...,N−1}

|ak+1/2| ≤ C

(
N−1∑

k=0

a2k+1/2h+
N−1∑

k=1

(δak)
2h

)1/2

. (6.76)

Demostracíon 6.2.5 Como la longitud del intervalo es1, tenemos
N−1∑
k=0

h = Nh = 1, y

por tanto

am+1/2 ≤ h
N−1∑

k=0

ak+1/2 ≤ an+1/2

para algunosm,n ∈ {0, . . . , N − 1} . Seaj ∈ {0, . . . , N − 1} \{m}. Supondremos

sin ṕerdida de generalidad quem < j. Entonces

aj+1/2 = am+1/2 +

j−m∑

k=1

δakh ≤ am+1/2 +

(
j−m∑

k=1

(δak)
2h

)1/2(j−m∑

k=1

h

)1/2

≤
N−1∑

k=0

ak+1/2h+

(
j−m∑

k=1

(δak)
2h

)1/2

≤
(
N−1∑

k=0

a2k+1/2h

)1/2

+

(
N−1∑

k=0

(δak)
2h

)1/2

.

Análogamente se obtiene una cota superior cuandoj < m.Para obtener la cota inferior

razonamos de forma similar. Supongamos quen < j. Entonces

−aj+1/2 = −an+1/2 −
j−n∑

k=1

δakh ≤ −an+1/2 +

(
j−n∑

k=1

(δak)
2h

)1/2(j−n∑

k=1

h

)1/2

≤ −
N−1∑

k=0

ak+1/2h+

(
N−1∑

k=0

(δak)
2h

)1/2

≤
(
N−1∑

k=0

a2k+1/2h

)1/2

+

(
N−1∑

k=0

(δak)
2h

)1/2

,
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con lo que se demuestra la desigualdad (6.76) sin más que observar que

sup
k∈{0,...,N−1}

|ak+1/2| ≤
(
N−1∑

k=0

a2k+1/2h

)1/2

+

(
N−1∑

k=0

(δak)
2h

)1/2

≤ 2

(
N−1∑

k=0

a2k+1/2h+
N−1∑

k=0

(δak)
2h

)1/2

.

Observacíon 6.2.7 De forma similar podemos obtener el siguiente resultado: existe

una constante positivaC tal que

sup
k∈{0,...,N−1}

ak+1/2 ≤ C

(
aj+1/2 +

N−1∑

k=1

(δak)
2h

)
(6.77)

para cualquierj ∈ {0, . . . , N − 1}. En particular, siaj+1/2 = 0 para alǵun j ∈
{0, . . . , N − 1} entonces esta desigualdad es la versión discreta de la inyecciónH1

0 (0, 1) ⊂
L∞(0, 1).

Existencia global de solucíon del Problema PLǫh.

En efecto, paraT > 0 es suficiente demostrar que:

c(t) ∈ K1 para todot ∈ (0, T ),

donde el conjuntoK1 est́a contenido de forma compacta en cierto conjuntoK, siendo

F continua y Lipschitziana en la segunda variable en[0, T ]×K.
En el siguiente lema se estable una acotación independiente deh para los datos iniciales:

Lema 6.2.6 Asumamos las hiṕotesis (6.50) y (6.51). Entonces

N−1∑

k=0

Ep(Wk+1/2(0))h,
N−1∑

k=0

U2
k (0)h y

N−1∑

k=0

δE2
k(0)h (6.78)

poseen cotas independientes deh.

Demostracíon 6.2.6 Gracias a la definicíon deWk+1/2(0) (6.56) y la hiṕotesis (6.50)

se tiene

1 < 1/ρ+ ≤ Wk+1/2(0) ≤ 1/ρ−ǫ <∞ para todok ∈ {0, . . . , N − 1} ,

y por tanto
N−1∑

k=0

Ep(Wk+1/2(0))h ≤ C.
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Por otra parte gracias a la definición deUk(0) se tiene

N−1∑

k=1

U2
k (0)h =

N−1∑

k=1

(
1

h

∫ Xk+1/2

Xk−1/2

U0(X)dX

)2

h

≤
N−1∑

k=1


1

h

(∫ Xk+1/2

Xk−1/2

U0(X)2dX

)1/2(∫ Xk+1/2

Xk−1/2

dX

)1/2



2

h

=
N−1∑

k=1

∫ Xk+1/2

Xk−1/2

U0(X)2dX ≤ ||U0||2L2(0,1).

Por último, considerando de nuevo la acotación puntual (6.56) se tiene

N−1∑

k=1

δE2
k(0)h ≤ C

N−1∑

k=1

δW 2
k (0)h = C

N−1∑

k=1

(
Wk+1/2(0)−Wk−1/2(0)

h

)2

h

= C

N−1∑

k=1

1

h

(∫ Xk+1/2

Xk−1/2

W0ǫX(X)dX

)2

≤ C

N−1∑

k=1

1

h
h

∫ Xk+1/2

Xk−1/2

W 2
0ǫX(X)

= ||W0ǫX ||2L2 . (6.79)

Teorema 6.2.2Para todoT > 0 existe una solución, c, del Problema PLǫh con la

siguiente propiedad

1 < W− ≤ Wk+1/2 ≤ W+ <∞ en(0, T ), (6.80)

parak ∈ {0, . . . , N − 1}.

Demostracíon 6.2.7 La funcíon F es lipchitziana de (6.60) en un entorno de la so-

lución para cualquierT > 0 la deduciremos a partir de acotaciones puntuales del

volumen especı́fico y de la velocidad, (6.62) y (6.63). La estimación puntual de la velo-

cidad (6.63) se deduce la acotación de
N−1∑
k=1

U2
kh del Lema 6.2.3y (6.65).

Para obtener la acotación de la fraccíon voluḿetrica (6.62) observemos que gracias a

la estimacíon de la enerǵıa (6.65) tenemos que para todo tiempoT fijo, existe unk tal

que, parat ∈ (0, T ),

Ep(Wk+1/2(t)) ≤ C(T ), (6.81)

y por tanto

Ek+1/2(t) ≤ C(T ).

Ahora bien, (6.77) y la estimación (6.73) implican

sup
k∈{0,...,N−1}

Ek+1/2(t) ≤ C(T ).
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Gracias a la definicíon (6.74) deEk+1/2 y a (6.48) deβ, se tiene que

Wk+1/2 ≤ W+ <∞

ya queE →∞ cuandoW →∞.
Análogamente, para obtener la acotación inferior del volumen especı́fico, definamos

G(W ) =

∫ W

W ′

β(s)Ep(s)
1/2ds.

Dicha funcíon satisface:

1. ĺım
W→1+

G(W ) =∞ (gracias a (6.72)).

2. dG
dE

= dG
dW

dW
dE

= β(W )Ep(W )1/2 1
β(W )

= Ep(W )1/2,

donde hemos usado queE(W ) es una funcíon diferenciable estrictamente creciente, a

la que podemos aplicar el teorema de la función inversa (v́ease (6.74) y la Observación

6.2.6). Usando (6.81) se obtiene queG(Wk+1/2(t)) ≤ C(T ).

Por tanto se deduce que la acotación para l > k, considerando valores intermedios

W j ∈ (mı́n{Wj−1/2,Wj+1/2},máx{Wj−1/2,Wj+1/2}) se tendŕıa que:

G(Wl+1/2)−G(Wk+1/2) =
N−1∑

j=k+1

(G(Wj+1/2)−G(Wj−1/2)) =
N−1∑

j=k+1

Ep(W k)
1/2δEjh

≤
N−1∑

j=1

(Epl−1/2 + Epl+1/2)h+
N−1∑

j=1

(δEk)
2h ≤ C(T ).

6.2.3. Discretizacíon del problema Pǫ

En esta sección se estudia el comportamiento evolutivo del problema discreto Pǫ

mediante un paso al lı́mite en el paŕametro de discretización,h, del Problema PLεh. En

efecto, hemos visto (Lema 6.2.1) que si(W,U) es una solución d́ebil de PLε entonces

(R,U) := (1/W,U) es una solución d́ebil de (PL1ε), y que si(R,U) es una solución

débil de (PL1ε) entonces(ρ, u) := (R ◦ γ, U ◦ γ), dondeγ es el cambio de coordenadas

eulerianas a lagrangianas, es una solución d́ebil de Pε. (Véase Teorema 6.2.1).

Puesto que el Problema PLεh es un problema en ecuaciones diferenciales ordinarias

respecto el tiempo y discretizado respecto al espacio, antes de pasar al lı́mite h → 0

tendremos que construir funciones(W h, Uh), asociadas a cada solución de (PLεh), que

est́en definidas enDT . Una vez hecho esto, la existencia de soluciones dePε la deduci-

remos de la justificación del paso al lı́mite (W h, Uh) → (W,U) y de la identificacíon

de(W,U) como solucíon d́ebil de (PLε).
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Teorema 6.2.3Asumamos las hiṕotesis (6.50)-(6.51). Entonces existe una solución d́ebil

del Problema PLε.

Demostracíon 6.2.8 consideremos las siguientes funciones lineales a trozos

Uh(X, t) =
X −Xk

h
Uk+1(t) +

Xk+1 −X
h

Uk(t) (6.82)

paraX ∈ [Xk, Xk+1], conk ∈ {0, . . . , N − 1}, y

W h(X, t) =





X −Xk−1/2

h
Wk+1/2(t) +

Xk+1/2 −X
h

Wk−1/2(t) paraX ∈ [Xk−1/2, Xk+1/2],

W h(X, t) = W h
1/2(t) paraX ∈ [0, X1/2],

W (X, t) = W h
N−1/2(t) paraX ∈ [XN−1/2, XN ],

(6.83)

conk ∈ {1, . . . , N−1}. Gracias a las estimaciones de la energı́a discreta (6.65), (6.73)

y al Lema 6.2.6 se tiene,

sup
t∈[0,T ]

∫ 1

0

(Uh)2(·, t) = sup
t∈[0,T ]

N∑

k=1

∫ Xk

Xk−1

(Uh)2(·, t) ≤ sup
t∈[0,T ]

N∑

k=1

hmáx{U2
k−1(t), U

2
k (t)}

≤ 2 sup
t∈[0,T ]

N−1∑

k=1

U2
k (t) ≤ C. (6.84)

De forma similar se obtiene una estimación enL∞(0, T ;L2(0, 1)) deW h. Usando la

estimacíon puntual (6.80) obtenemos

1 < W− ≤ W h(t) ≤ W+ <∞ para todot ∈ (0, T ). (6.85)

Adeḿas, ∫ T

0

∫ 1

0

(Uh
X)

2 =

∫ T

0

N−1∑

k=0

h(δUk+1/2)
2,

y a partir de (6.85) y del hecho de queβ est́a acotada inferiormente, obtenemos, usando

la estimacíon de la enerǵıa (6.65)

||Uh
X ||2L2 =

∫ T

0

N−1∑

k=0

h(δUk+1/2)
2 ≤ C

∫ T

0

N−1∑

k=0

hβ(W h
k+1/2)(δUk+1/2)

2 ≤ C.

Análogamente se puede demostrar a partir de (6.85) y (6.73) unaestimacíon enL∞(0, T ;L2(Ω))

deW h
X . Por tanto, tenemos acotaciones independientes deh para las siguientes normas

||Uh||L∞(L2), ||W h||L∞(L2), ||Uh
X ||L2 , y ||W h

X ||L∞(L2), (6.86)

y tambíen para las de las condiciones iniciales de los Problemas PLεh

||Uh
0 ||L2 y ||W h

0εx||L2 . (6.87)
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Ahora bien, la primera ecuación de PLεh (6.54) implica que las funciones lineales a

trozos en espacioW h
t y las funciones constantes a trozos en espacio,Uh

X , son iguales en

cada puntoXk+1/2, con lo que de forma similar a (6.84) podemos obtener la estimación

||W h
t ||L2 ≤ 2||Uh

X ||L2 ≤ C(T ). (6.88)

Tenemos pues que (6.86)-(6.88) nos permite extraer una subsucesíon de(W h, Uh), que

denotaremos de nuevo mediante el superı́ndiceh, tal que

W h ∗
⇀Wdébil* enL∞(0, T ;L2(0, 1)),

W h
X

∗
⇀WXdébil* enL∞(0, T ;L2(0, 1)), (6.89)

W h
t ⇀Wtdébil enL2(DT ), (6.90)

Uh ∗
⇀ Udébil* enL∞(0, T ;L2(0, 1)), (6.91)

Uh
X ⇀ UXdébil enL2(DT ). (6.92)

El Lema de Aubin asegura que podemos extraer una nueva subsucesíon tal que

W h → W fuerte enL2(DT ) y ctp enDT . (6.93)

La convergencia de los términos de las condiciones iniciales se obtienen igualmente

gracias a las estimaciones (6.87) y a la compacidad de la inyección H1 → L2, que

permiten demostrar la convergencia de una subsucesión

Uh
0 ⇀ U0 débil enL2(0, 1), (6.94)

W h
0ε → W0ε fuerte enL2(0, 1). (6.95)

Gracias a las acotaciones puntuales de la densidad (6.85) que hemos obtenido inde-

pendientemente deh, y a la convergencia en casi todo punto (6.93) se tiene, cuando

h→ 0

βh → β(W ) fuerte enLr(DT ) conr <∞, (6.96)

p(W h)→ p(W ) fuerte enLr(DT ) conr <∞, (6.97)

fh → f fuerte enL2(DT ),

donde hemos introducido la notación βh := β(W h). Por otra parte, (6.96) y (6.92)

implican

βhUh
X ⇀ β(W )UX débil enLq(DT ) conq < 2. (6.98)
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A continuacíon identificaremos el lı́mite (W,U) como solucíon del Problema PLε. Sea

φ ∈ C∞(DT ) con soporte compacto contenido en(0, 1) × [0, T ). Vamos a utilizar las

notaciones

φk(t) := φ(Xk, t) parak ∈ {1, ..., N − 1},

φk+1/2(t) := φ(Xk+1/2, t) parak ∈ {0, ..., N − 1}.

Multiplicando la segunda ecuación de (PLεh), (6.55), porφk(t)h, sumando enk, apli-

cando la f́ormula de integracíon por partes (6.64) e integrando en tiempo obtenemos

N−1∑

k=1

hUh
k (0)φk(0) +

∫ T

0

N−1∑

k=1

Uh
k

·
φk +

∫ T

0

N−1∑

k=0

(ph − βhδUh)k+1/2δφk+1/2

+

∫ T

0

N−1∑

k=1

f̃hk φk = 0, (6.99)

con

f̃hk = f((W h
k−1/2 +W h

k+1/2)/2, U
h
k ).

De forma similar, multiplicando la ecuación de conservación de la masa en su versión

discreta (6.54) porφk+1/2(t)h llegamos a

N−1∑

k=0

hW h
k+1/2(0)φk+1/2(0) +

∫ T

0

[
N−1∑

k=0

hW h
k+1/2

·
φ−

N−1∑

k=1

hUh
k δφk]dt = 0. (6.100)

Por otro lado, usando (6.89)-(6.92) y (6.94)-(6.95) se tiene que
∫ 1

0

Uh(·, 0)φ(·, 0) +
∫

DT

[Uhφt + (ph − βhUh
X)φX ] (6.101)

y ∫ 1

0

W h(·, 0)φ(·, 0) +
∫

DT

(W hφt − UhφX) (6.102)

convergen a expresiones similares en las que se reemplazanW h yUh porW yU. Para

demostrar que(W,U) es solucíon de (PLε) es suficiente demostrar que cuandoh → 0

los t́erminos de (6.99) y (6.100) convergen al mismo lı́mite que los t́erminos de (6.101)

y (6.102). Recordemos que al serφ ∈ C∞ se tiene que paraX ∈ [Xk, Xk+1]

δφk+1/2(t)− φX(X, t) =
1

h

∫ Xk+1

Xk

[φX(z, t)− φX(X, t)]dz

=
1

h

∫ Xk+1

Xk

∫ z

X

φXX(s, t)dsdz = O(h).

Gracias a la estimación (6.86) se tiene

|W h(X, t)−W h
k+1/2(t)| = |

∫ Xk

Xk+1/2

W h
X(z, t)dz| ≤ h1/2||W h

X(·, t)||L2 .
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De forma ańaloga, las estimaciones puntuales de la densidad permiten demostrar

|βhk+1/2(t)− β(W (X, t))| ≤ Ch1/2,

y paraX ∈ [Xk−1/2, Xk+1/2]

|fh(W (X, t), U(X, t)− f̃hk (t)| ≤ Ch1/2.

Observemos que, fijadoφ, parah suficientemente pequeño, el soporte deφ est́a conte-

nido en[X1, XN−1]. De modo que

∫ T

0

∫ M

0

βhUh
XφX =

∫ T

0

N−1∑

k=0

∫ Xk+1

Xk

βhUh
XφX =

∫ T

0

N−2∑

k=1

∫ Xk+1

Xk

βhUh
XφX

=

∫ T

0

N−1∑

k=0

∫ Xk+1

Xk

[βhk+1/2 +O(h1/2)]δUh
k+1/2[δφk+1/2 +O(h)]

=

∫ T

0

N−2∑

k=1

h[βhk+1/2 +O(h1/2)]δUh
k+1/2[δφk+1/2 +O(h)]

=

∫ T

0

N−2∑

k=1

hβhk+1/2δU
h
k+1/2δφk+1/2 +O(h1/2),

y por tanto

∫ T

0

N−1∑

k=0

hβhk+1/2δU
h
k+1/2δφk+1/2 →

∫

DT

βUXφX cuandoh→ 0.

Análogamente se puede pasar al lı́mite en los deḿas t́erminos de (PLεh). Tenemos por

tanto que(W,U) definidas por (6.83) y (6.82) forman una solución d́ebil de (PLε).

La regularidad de las derivadas temporales en la definición del ProblemaPLε se

obtiene gracias a la regularidad de las derivadas espaciales y a las ecuaciones que

verifican las soluciones. La continuidad de la densidad se sigue de la Observación

2.3.1.

Finalmente, las condiciones iniciales pueden ser recuperadas gracias a la conver-

gencia de los datos iniciales (6.94)-(6.95) y la Observación 2.3.1.

Observacíon 6.2.8 Si consideramosMε regularizacíon continua deM ∈ L∞(0, T ) se

obtienen las acotaciones del teorema anterior independientemente deε.

Terminamos esta sección enunciando un resultado que se deduce del Lema 6.2.1 y

del Teorema 6.2.1 sobre la existencia de solución d́ebil del problema Pε expresado en

coordenadas eulerianas.
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Corolario 6.2.1 Asumamos las condiciones (2.53) y (2.54). Entonces las funcionesρ :

QT → R+ y u : QT → R definidas por

ρ := R ◦ γ, u := U ◦ γ enQT ,

dondeγ es el cambio de variables introducido en el Teorema 6.2.1, son una solucíon

débil del Problema Pε.

6.2.4. Comportamiento en el ĺımite ε→ 0

Demostracíon 6.2.9 sea(ρε, uε) solucíon del Problema Pε y consideremos la corres-

pondiente solución de (PLεh), (Uh
ε ,W

h
ε ). A partir de las estimaciones de la energı́a

discreta (6.65), (6.73) obtenemos

1

2

∫ 1

0

∣∣Uh
ε

∣∣2+c
∫

DT

∣∣Uh
ε

∣∣2+
∫

DT

β(Uh
ε )
∣∣Uh

εX

∣∣2+
∫ 1

0

Ep(W
h
ε ) ≤ CT+

1

2

∫ 1

0

U2h
0ε+

∫ 1

0

Ep(W
h
0ε).

Usando la convergencia débil de la velocidad (6.91), la convergencia débil del t́ermino

difusivo (6.98), y la convergencia fuerte de las condiciones iniciales, obtenemos que, en

el lı́miteh→ 0

1

2

∫ 1

0

U2
ε+c

∫

DT

U2
ε+

∫

DT

β(Uε) |UεX |2+
∫ 1

0

Ep(Wε) ≤ C

(
T +

∫ 1

0

U2
0ε +

∫ 1

0

Ep(W0ε)

)
,

(6.103)

dondeβ(s) := 1/s+ε/s2, véase (6.59). Efectuando el cambio a coordenadas eulerianas

se tiene

∫ L

0

ρε(·, T )u2ε(·, T ) +
∫

QT

ρεu
2
ε +

∫

QT

(ρε + ε) |uεx|2 +
∫ L

0

ρε(·, T )Ep(1/ρε(·, T ))

≤ C

(
T +

∫ L

0

ρ0εu
2
0ε +

∫ L

0

ρ0εEp(1/ρ0ε)

)
. (6.104)

Recordemos aquı́ que en el Teorema 6.2.1 establecimos que
∂x

∂X
=

1

R
enDT . Los

términos enEp de la desigualdad anterior se pueden reescribir

Ep(1/ρ) =

∫ ∞

1/ρ

p̄(s)ds =

∫ ρ

0

p(z)

z2
dz

De forma similar, a partir de la segunda estimación de la enerǵıa (6.73), de la estima-

ción (6.79) y de (2.52)-(2.53) se tiene que la acotación (ver 6.74)

sup
t∈[0,T ]

∫ 1

0

|EX(·, t)|2 ≤ C1 + C2

∫ 1

0

|E0X |2 (6.105)
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es independiente deε. Por tanto, realizando el cambio de variables a coordenadas eu-

lerianas, se tiene

sup
t∈[0,T ]

∫ L

0

1

ρε(·, t)
|Ex|2 (·, t) = sup

t∈[0,T ]

∫ L

0

1

ρε(·, t)
β2(1/ρε(·, t))|(

1

ρε(·, t)
)x|2(·, t)

= sup
t∈[0,T ]

∫ L

0

(
ε+ ρε(·, t)
ρε(·, t)3/2

ρεx(·, t))2,

con lo que (6.105) implica

4||(√ρε)x||2L∞(L2) = sup
t∈[0,T ]

∫ L

0

|ρεx(·, t)|2
ρε(·, t)

= sup
t∈[0,T ]

∫ L

0

ρ2ε(·, t) |ρεx(·, t)|2
ρ3ε(·, t)

≤ sup
t∈[0,T ]

∫ L

0

∣∣∣∣∣
ε+ ρε(·, t)
ρ
3/2
ε (·, t)

ρεx(·, t)
∣∣∣∣∣

2

≤ C1 + C2

∫ L

0

(
ε+ ρ0ε

ρ
3/2
0ε

ρ0εx)
2

≤ C1 + 2ε2C2

∫ L

0

|ρ0εx|2
ρ30ε

+ 2C2

∫ L

0

|ρ0εx|2
ρ0ε

=: C1 + I1 + I2.

Las hiṕotesis (2.52) y (2.53) implican queI1 eI2 est́an uniformemente acotados cuando

ε → 0. Obtenemos ası́ una estimacíon independiente deε para ||(√ρε)x||L∞(L2), y

para ||ρεx||L∞(L2). Finalmente, a partir de la ecuación (2.58) deducimos la siguiente

estimacíon independiente deε:

||ρεt||L2(L1) = ||mεx||L2(L1) = ||ρ(
mε

ρε
)x + ρεx

mε

ρε
||L2(L1)

= ||√ρε
√
ρε(

mε

ρε
)x + 2(

√
ρε)x

mε√
ρε
||L2(L1) ≤ C.

La acotacíon (2.69) independiente deε se obtiene de forma similar a la demostra-

ción del Teorema 6.2.2, gracias a las acotaciones deEp(ρε) y ρεx que acabamos de

obtener.

Ya estamos en disposición de hacer el paso al lı́mite en el paŕametro de regulariza-

ción ε.

Teorema 6.2.4Sea(ρε, uε) la sucesíon de soluciones de los Problemas Pε obtenidas en

el Corolario 6.2.1 asociadas a las condiciones iniciales(ρ0ε, u0), las cuales verifican

las Hipótesis (2.52)-(2.54). Entonces:

1) Existen subsucesiones, que volveremos a denotar por(ρε, uε), y funcionesρ ∈
C0(QT ),m, ζ,Γ ∈ L2(QT ), tales que

ρε → ρ uniformemente enQT , conρ ≤ ρ+ < 1 enQT , (6.106)

mε := ρεuε → m enL2(QT ), (6.107)
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ρε(
mε

ρε
)x ⇀ ζ enL2(QT ), (6.108)

mε√
ρε
⇀ Γ enL2(QT ). (6.109)

Adeḿas, considerando el conjunto

Q∗ := {(x, t) ∈ QT : ρ(x, t) = 0},

se tiene

m = 0 enQ∗, (6.110)

ζ = 0 enQ∗. (6.111)

2) Interpretacíon del t́ermino difusivo. En (6.108) se tiene que

ζ =





ρ(m
ρ
)x ctp enQT\Q∗,

0 ctp enQ∗.
(6.112)

3) Interpretacíon del t́ermino convectivo. Existeχ2 ∈ R(QT ) (medidas de Radon

positivas) conχ2 ≥ 0, tal que

m2
ε

ρε
⇀ χ2 enR(QT ), (6.113)

χ2 =
m2

ρ
ctp enQ+ := {(x, t) ∈ QT : ρ(x, t) > 0},

(χ2)x = 0 enInt(Q∗),

dondeInt(Q∗) denota el interior deQ∗.

Demostracíon 6.2.10 1) La convergencia (6.106) se deduce, gracias a las estimaciones

independientes deε de las normas

‖ρε‖L∞ , ||ρεt||L2(L1) y ||ρεx||L∞(L2)

dadas en el Lema 2.3.1, mediante la aplicación del Corolario 4, ṕag.85, de Simon [?]

y el hecho de que, en dimensión uno, la inclusíon H1(Ω) ⊂ C(Ω̄) es compacta. La

convergencia (6.107) se deduce del mismo resultado y que la inclusíon W 1,1(Ω) ⊂
L2(Ω) es compacta.

Para demostrar (6.110), consideremos la función signo definida porg : R → R

donde

g(s) =





1 sim > 0,

0 sim = 0,

−1 sim < 0.



Irla Mantilla - Tesis Doctoral 187

La estimacíon uniforme de|| mε√
ρε
||L2 obtenida en el Lema 2.3.1 permite demostrar

∫

QT

mεg(m)1Q∗ =

∫

QT

mε√
ρε
g(m)

√
ρε1Q∗ → 0 cuandoε→ 0,

donde1Q∗ es la funcíon indicatriz del conjuntoQ∗. Por otra parte,
∫

QT

mεg(m)1Q∗ →
∫

Q∗

|m|,

y por tanto, se tiene (6.110).

Para estudiar el ĺımite del t́ermino difusivo, observemos que en el Lema 2.3.1 obtu-

vimos una cota uniforme de la norma

||√ρε + εuεx||L2 ≡ ||√ρε + ε(
mε

ρε
)x||L2 ,

de donde se deduce la existencia de una funciónη ∈ L2(QT ) tal que

√
ρε(

mε

ρε
)x ⇀ η enL2(QT ) (6.114)

y que

ε(
mε

ρε
)x =

√
ε
√
ε(
mε

ρε
)⇀ 0 enL2(QT ).

Como
√
ρε →

√
ρ uniformemente enQT , de (6.114) se tiene que existeζ ∈ L2(QT ) tal

que

ρε(
mε

ρε
)x ⇀

√
ρη := ζ enL2(QT ),

de donde deducimos (6.108) y

ζ = 0 enQ∗. (6.115)

Por otra parte, de la estimación uniforme de|| mε√
ρε
||L∞(L2) obtenida en el Lema 2.3.1,

deducimos que existeΓ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) tal que

mε√
ρε
⇀ Γ enL∞(0, T ;L2(Ω)).

con lo que terminamos la demostración de 1).

Finalmente, observemos que gracias a la convergencia uniforme (6.106), si consi-

deramos los conjuntos

Qδ
ε = {(y, t) : ρε(y, t) > δ} ,

Qδ = {(y, t) : ρ(y, t) > δ} (6.116)

se tiene que, fijadoδ > 0, existe unε0 > 0 tal que

Qδ ⊂ Qδ/2
ε para todoε < ε0. (6.117)
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2) Gracias a (6.117) y a las estimaciones del Lema 2.3.1, tenemos la siguiente esti-

macíon independiente deε

||(mε

ρε
)x||L2(Qδ) = ||uεx||L2(Qδ) ≤ ||uεx||L2(Q

δ/2
ε )
≤
√

2

δ
||√ρεuεx ||L2(Q

δ/2
ε )
≤

≤
√

2

δ
||√ρεuεx ||L2(QT ) ≤ C.

Por tanto, existe una funciónκx ∈ L2(Qδ) tal que, para una subsucesión

(
mε

ρε
)x ⇀ κx enL2(Qδ). (6.118)

En cada conjuntoQδ conδ > 0, gracias a (6.117), (6.106) y (6.107) podemos identificar

puntualmenteκ = m
ρ

enQδ, con lo que a partir de (6.118) tenemos

(
mε

ρε
)x ⇀ (

m

ρ
)x enL2(Qδ). (6.119)

Finalmente, usando (6.106) y (6.119), se tiene

ρε(
mε

ρε
)x ⇀ ρ(

m

ρ
)x enL2(Qδ),

y por tanto podemos identificar la funciónζ en los conjuntosQδ conδ > 0, lo que junto

con (6.115) permite identificarζ como (6.112).

3) La sucesíon
m2
ε

ρε
≥ 0, est́a uniformemente acotada enL1(QT ), por lo que existe

una distribucíonχ2 tal que se verifica la convergencia (6.113).

Para identificar dicho ĺımite, observemos, que gracias de nuevo a la convergencias

de la densidad (6.106) y de la cantidad de movimiento (6.107), tenemos

m2
ε

ρε
→ χ2 enL1(Qδ), para todoδ > 0.

Por otra parte, tomando en la ecuación de la velocidad (2.66) funciones test con soporte

compacto incluido enQ\Q∗, se tiene

(
m2

ρ
)x = 0 enInt(Q∗),

ya que los deḿas t́erminos de (2.66) son nulos.

Observacíon 6.2.9 Si consideramosMε regularizacíon continua deM ∈ L∞(0, T )

verificandoMε → M enL2(0, T ), la convergencia uniforme de la densidad permite

demostrar la existencia de solución pues podemos pasar al lı́mite en el t́ermino fuente.
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Observacíon 6.2.10 En los problemas aproximados, la condición de contorno que se

impone en la velocidad esu = 0, mientras que en el problema lı́mite la condicíon de

contorno que prevalece esm = 0. En efecto, si en uno de los lados del dominio la

densidad es nula, hemos demostrado quem = 0. Por otra parte, si la densidad es no

nula, se puede obtener una velocidad lı́mite nula, por lo que de nuevo esm = 0. De

esta manera se modelan de forma sencilla las dos posibles situaciones en el contorno

cuando estudiamos la evolución de una nube de partı́culas encerrada en un recipiente

de tamãno finito.

Finalmente, observemos que la causa de no poder identificar el l ı́mite del t́ermino

convectivo en el Problema P radica en el hecho de que solamente tenemos la estimación

uniforme de la norma dem2
ε/ρε enL1(QT ). En el caso de que esta estimación se con-

siguiera en alǵunLp(QT ), conp > 1, podŕıamos identificar completamente el término

convectivo.

6.2.5. Resultados adicionales sobre los problemasε−aproximados

Regularidad adicional y soluciones fuertes de los ProblemaPLε y Pε

El siguiente teorema establece un resultado de regularidadadicional para las solu-

ciones del Problema PLε cuando el dato inicial de la velocidad satisfaceU0 ∈ H1
0 (0, 1).

Teorema 6.2.5Asumamos (6.50) y supongamos que el dato inicialU0 satisface

U0 ∈ H1
0 (0, 1). (6.120)

Entonces, existe una solución d́ebil, (W,U), del Problema PLε tal que

U ∈ L∞(0, T ;H1
0 (0, 1)) ∩ L2(0, T ;H2(0, 1)) ∩H1(0, T ;L2(0, 1)),

β(W )UX ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)).
(6.121)

Demostracíon 6.2.11 Multiplicando la ecuacíon discreta de la velocidad (6.55) por

−δ(βδU)kh, sumando enk, aplicando la f́ormula de suma por partes (6.64) e integran-

do en(0, T ) se obtiene

∫ T

0

N−1∑

k=1

δ(βδU)2kh−
∫ T

0

N−1∑

k=0

(βδU)k+1/2δU̇k+1/2h =

∫ T

0

N−1∑

k=1

(−δp+ f)kδ(βδU)kh.

(6.122)

Esta es la identidad discreta que corresponde a multiplicarla ecuacíon continua de

la velocidad por(β(W )UX)X e integrar por partes en(0, 1). Integrando el segundo
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término de (6.122) por partes en(0, T ) obtenemos

∫ T

0

N−1∑

k=1

(βδU)k+1/2δU̇k+1/2h =

∫ T

0

N−1∑

k=0

βk+1/2
1

2

(
δU̇k+1/2

)2
h

=
N−1∑

k=0

[βk+1/2
1

2

(
δU̇k+1/2

)2
h]T0 −

∫ T

0

N−1∑

k=0

β̇k+1/2
1

2

(
δUk+1/2

)2
h,

de donde se sigue

1

2

∫ T

0

N−1∑

k=1

δ(βδUk)
2h+

N−1∑

k=0

[βk+1/2(δUk+1/2)
2h](T ) ≤

N−1∑

k=0

[βk+1/2(δUk+1/2)
2h](0)+

+
1

2

∫ T

0

N−1∑

k=1

(−δp+ f)2kh++

∫ T

0

N−1∑

k=0

β̇k+1/2
1

2
(δUk+1/2)

2h. (6.123)

Observemos que el miembro izquierdo de esta desigualdad corresponde, en el caso

continuo, a
1

2

∫ 1

0

β(W ) |UX |2 (T ) +
∫

DT

|(β(W )UX)X |2 .

Llamemos, para abreviar,

I :=

∫ T

0

N−1∑

k=1

δ(βδUk)
2h+

N−1∑

k=0

[βk+1/2(δUk+1/2)
2h](T ).

La última integral de (6.123) la podemos estimar, gracias a la ecuacíon discreta de la

conservacíon de la masa (6.54), como

−
∫ T

0

N−1∑

k=0

(
β(W )

W
)k+1/2

1

2
(δUk+1/2)

3h ≤ 1

2

∫ T

0

(
sup

k∈{0,...,N−1}
{β(Wk+1/2)|δUk+1/2|}

(6.124)

×
N−1∑

k=0

1

Wk+1/2

(δUk+1/2)
2h

)

≤ γ

∫ T

0

sup
k∈{0,...,N−1}

{β(Wk+1/2)|δUk+1/2|}2

+
1

γ

∫ T

0

|
N−1∑

k=0

1

Wk+1/2

(δUk+1/2)
2h|2.

Ahora bien, teniendo en cuenta la propiedad de acotación deWk, (6.76), deducimos

sup
k∈{0,...,N−1}

{β(Wk+1/2)|δUk+1/2|}2 ≤ C{
N−1∑

k=0

{{β(Wk+1/2)|δUk+1/2|}2h

+
N−1∑

k=1

δ[β(W )δU ]2kh.
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Podemos, por tanto, reescribir (6.123) como

I ≤
N−1∑

k=0

[βk+1/2(δUk+1/2)
2h](0) +

∫ T

0

N−1∑

k=1

(−δp+ f)2kh+ Cγ

∫ T

0

N−1∑

k=0

{βδUk+1/2}2h

+ Cγ

∫ T

0

N−1∑

k=1

δ(βδU)2kh+
1

γ

∫ T

0

|
N−1∑

k=0

1

Wk+1/2

(δUk+1/2)
2h|2.

Tomandoγ suficientemente pequeño, se tiene

I ≤ C

(
N−1∑

k=0

[βk+1/2(δUk+1/2)
2h](0) +

∫ T

0

N−1∑

k=1

(−δp+ f)2kh+ γ

∫ T

0

N−1∑

k=0

{βδUk+1/2}2h

(6.125)

+
1

γ

∫ T

0

|
N−1∑

k=0

1

Wk+1/2

(δUk+1/2)
2h|2

)
.

Observemos a continuación que, gracias a la hiṕotesis de regularidad adicional (6.120)

y a la condicíon de compatibilidad, el primer término de la derecha de la desigualdad

(6.125) se puede acotar independientemente deh. Los dosúltimos t́erminos de (6.125)

se pueden acotar por

Cγ

∫ T

0

N−1∑

k=0

β(δUk+1/2)
2h+

1

γε

∫ T

0

|
N−1∑

k=0

β(δUk+1/2)
2h|2.

Finalmente, como el primer término deI es positivo, podemos escribir dicha desigual-

dad como

1

2

N−1∑

k=0

[βk+1/2(δUk+1/2)
2h](T ) ≤ 1

2

N−1∑

k=0

[βk+1/2(δUk+1/2)
2h](0) +

1

2

∫ T

0

N−1∑

k=1

(−δp+ f)2kh+

+ Cγ

∫ T

0

N−1∑

k=0

β(δUk+1/2)
2h+

+
1

γε

∫ T

0

|
N−1∑

k=0

β(δUk+1/2)
2h||

N−1∑

k=0

β(δUk+1/2)
2h|.

(6.126)

Gracias a las estimaciones (6.86) y a la regularidad adicional del dato inicial, los tres

primeros t́erminos del lado derecho de la desigualdad (6.126) y el término

|
N−1∑

k=0

β(δUk+1/2)
2h|(·) =: g(·) ∈ L1(0, T )

est́an acotados, por lo que se tiene la estimación

1

2

N−1∑

k=0

[βk+1/2(δUk+1/2)
2h](T ) ≤ 1

γε

∫ T

0

|
N−1∑

k=0

g(t)
N−1∑

k=0

βk+1/2(δUk+1/2)
2h(t)dt+ C.
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Aplicando la desigualdad de Gronwall deducimos

N−1∑

k=0

[βk+1/2(δUk+1/2)
2h](T ) ≤ C(T ), (6.127)

y por tanto, de nuevo de (6.125), se tiene que el primer término deI tambíen est́a aco-

tado: ∫ T

0

N−1∑

k=1

δ(βδU)2kh ≤ C(T ). (6.128)

Por otra parte, tenemos la siguiente estimación para
·
U : considerando las ecuaciones

discretas de la velocidad (6.55), podemos escribir

N−1∑

k=1

akφkh =
N−1∑

k=1

bkφkh, (6.129)

con

ak := U̇k y bk := δ(p− βδU)k + f̃(W̃k, Uk). (6.130)

Eligiendo en (6.129),φk = akh, se tiene

N−1∑

k=1

a2kh =
N−1∑

k=1

bkakh ≤ (
N−1∑

k=1

a2kh)
1/2(

N−1∑

k=1

b2kh)
1/2 ≤ 1

2

N−1∑

k=1

a2kh+
1

2

N−1∑

k=1

b2kh,

y por tanto
N−1∑

k=1

a2kh ≤
N−1∑

k=1

b2kh.

Tenemos ası́, de la definicíon deak (6.130),

∫ T

0

N−1∑

k=1

(U̇k)
2h ≤ C(T ),

y al serUh
t lineal a trozos en espacio se tiene de forma similar a (6.84)

∫

DT

(U̇h
t )

2 ≤ C(T ). (6.131)

Pasando al ĺımite h → 0 en (6.127) y (6.131) y teniendo en cuenta queβ(W ) ∈
L∞(DT ) y β(W ) > c > 0 deducimos

U ∈ H1(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L∞(0, T ;H1
0 (0, 1)).

Observemos que no podemos aplicar directamente la estimación (6.128) para de-

mostrar la acotacíon del t́ermino difusivo, ya que las aproximaciones de la densidad y

de la velocidad son lineales a trozos, por lo que
∫ T
0

N−1∑
k=1

δ(βδU)2kh no es una normaL2
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que corresponda a la de(βhUh
X)X . Sin embargo, recurriendo de nuevo a la ecuación

de la velocidad de (PLε), (6.47), se deduce que

(βUX)X ∈ L2(DT ), (6.132)

puesto que el resto de miembros de dicha ecuación son tambíen funciones deL2(DT ).

Para concluir la demostración, solamente nos hace falta demostrar la regularidad

UXX ∈ L2(DT ). Para demostrarla, observemos que gracias a la estimación (6.127)
√
βUX ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)), la cota puntual deW (6.45) permite obtenerβUX ∈

L∞(0, T ;L2(0, 1)). Ahora bien, de (6.132) se tiene queβUX ∈ L2(0, T ;L∞(0, 1)), y

por tanto, utilizando de nuevo las cotas puntuales deW (6.45) se tieneUX ∈ L2(0, T ;L∞(0, 1)).

Finalmente, de la descomposición(βUX)X = βXUX+βUXX y deβX ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

(como consecuencia de (6.43) y (6.45)) se deduceβUXX ∈ L2(DT ). Utilizando de nue-

vo (6.45) concluimos la demostración.

Observacíon 6.2.11 En el casoµ = cte,veremos que se pueden obtener estimaciones

similares independientes de la cota inferior de la densidad.

La regularidad obtenida en el Teorema 6.2.5 implica que la solución de (Pε), cuando

u0 ∈ H1
0 (Ω), es una solución fuerte en el sentido de que todos los términos de las

ecuaciones (6.35) y (6.36) son funciones deL2(DT ). Es decir, tenemos el siguiente

resultado.

Corolario 6.2.2 Si las condiciones iniciales verifican (6.50) yU0 ∈ H1
0 (0, 1), entonces

existe una solución fuerte del Problema PLε en el siguiente sentido:

1. Se verifican las ecuaciones

Wt = UX , (6.133)

Ut − (β(W )UX)X + p(W )X = F (W,U, t)

enL2(DT ).

2. Se verifican las condiciones iniciales en el siguiente sentido

ĺım
t→0
||R(·, t)−R0ε||C0 = ĺım

t→0
||U(·, 0)− U0||C0 = 0. (6.134)

3. Se verifica la condición de contorno

U(0, ·) = U(1, ·) = 0 ent ∈ (0, T ).
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Observacíon 6.2.12 El Corolario 4 de Simon [?] y las estimaciones

||Ut||L2 , ||UX ||L∞(L2) ≤ C,

donde la constanteC depende de la cota inferior de la densidad, permiten demostrar

la continuidad deU . Sin embargo, dicha dependencia impide obtener la equiconti-

nuidad de una sucesiónUε de soluciones con condiciones iniciales aún verificando la

estimacíon adicional||U0ε||H1
0
≤ C.

El Corolario 6.2.2 junto con el Teorema 6.2.1 de cambio de variable nos permiten

establecer la existencia de solución fuerte (en un sentido análogo al del Corolario 6.2.2)

del Problema Pε.

Corolario 6.2.3 Sea(W,U) una solucíon fuerte del Problema PLε. Entonces las fun-

cionesρ : QT → R+ y u : QT → R definidas por

ρ := R ◦ γ, u := U ◦ γ enQT ,

dondeR = 1/W y γ es el cambio de variable introducido en el Teorema 6.2.1, sonuna

solucíon fuerte del Problema Pε.

Unicidad fuerte-débil de soluciones de los Problemas PLε y convergencia de las

soluciones del Problema PLεh

Tenemos el siguiente resultado.

Lema 6.2.7 Sea(W,U) una solucíon fuerte de (PLε) y sea(W̃ , Ũ) una solucíon d́ebil

de (PLε). Entonces(W,U) = (W̃ , Ũ) ctp enDT . En particular, siU0 ∈ H1
0 (Ω) entonces

existe una solución única del Problema PLε, y a fortiori, del Problema Pε.

Demostracíon 6.2.12 Consideremos las funcionesr = W̃−W yw = Ũ−U las cuales

satisfacen, en sentido débil, el siguiente problema

rt = wX ,

wt − (βwX)X = ((β̃ − β)UX)X − (p̃X − pX) + f(W̃ , Ũ)− f(W,U),

enDT , donde hemos introducido la notación p ≡ p(W ), β ≡ β(W ), p̃ ≡ p(W̃ ) y

β̃ ≡ β(W̃ ), y las condiciones iniciales

r0 = w0 = 0 en(0, 1)
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y de contorno

w(0, ·) = w(1, ·) = 0 en(0, T ).

Considerando como función test en la primera ecuación r ∈ L2(DT ) y como funcíon

test en la segunda ecuación w ∈ L2(0, T ;H1(0, 1)) y sumando las correspondientes

identidades integrales se obtiene

1

2

d

dt
(

∫ 1

0

r2 +

∫ 1

0

w2) +

∫ 1

0

βw2
X =

∫ 1

0

wXr −
∫ 1

0

(
(β̃ − β)UX − (p̃− p)

)
wX

+

∫ 1

0

(
f(W̃ , Ũ)− f(W,U)

)
w. (6.135)

Recordemos que gracias a la regularidad que conocemos de la solución (W,U), sabe-

mos que

β(t) ≥ β−(T ) > 0 para todot ∈ [0, T ],

por lo que
∫ 1

0

wXr ≤
δ1
2
β−(T )||wX ||2L2(0,1)(t) +

1

2δ1β−(T )
||r||2L2(0,1)(t)

para ciertoδ1 > 0. Los diferentes t́erminos del lado derecho de (6.135) los podemos

acotar como sigue
∫ 1

0

[((β̃ − β)UX)X − (p̃X − pX) + (f(W̃ , Ũ)− f(W,U))]w =: I1 + I2 + I3.

Tenemos
∫ 1

0

((p̃− p)wX ≤
δ1
2
β−(T )||wX ||2L2(0,1)(t) +

1

2δ1β−(T )
||p̃− p||2L2(0,1)(t)

≤ δ1
2
β−(T )||wX ||2L2(0,1)(t) +

1

2δ1β−(T )
K1||r||2L2(0,1)(t),

donde

K1 = sup
W∈[W−,W+]

|p′(W )|.

∫ 1

0

(f(W̃ , Ũ)− f(W,U))w =

∫ 1

0

(f(W̃ , Ũ)− f(W, Ũ))w +

∫ 1

0

(f(W, Ũ)− f(W,U))w ≤

≤ K2

∫ 1

0

|rw|+K3

∫ 1

0

w2 ≤ K2

2
||r||2L2(0,1)(t) +

K2

2
||w||2L2(0,1) +K3||w||2L2(0,1)(t),

donde

K2 = sup
(W,U)∈[W−,W+]×[U−,U+]

|f ′
1(W,U)|,

K3 = sup
(W,U)∈[W−,W+]×(−∞,∞)

|f ′
2(W,U)|.
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Por último

−
∫ 1

0

(β̃ − β)UXwX ≤
δ2
2
β−(T )||wX ||2L2(0,1)(t) +

1

2δ2β−(t)
||(β̃ − β)UX ||2L2(0,1)

≤ δ2
2
β−(T )||wX ||2L2(0,1)(t) +

1

2δ2β−(T )
||UX ||2L∞(0,1)(t)||(β̃ − β)||2L2(0,1)

≤ δ2
2
β−(T )||wX ||2L2(0,1)(t) +

1

2δ2β−(T )
||UX ||2L∞(0,1)(t)K4||r||2L2(0,1),

para δ2 > 0, y con

K4 = sup
W∈[W−,W+]

|β′(W )|.

Definiendo

Γ(t) := ||r||2L2(0,1)(t) + ||w||2L2(0,1)(t),

c(t) := máx{ 1

2δ1β−(T )
+

1

2δ1β−(t)
K1 +

K2

2
+

1

2δ2β−(T )
||UX ||2L∞(0,1)(t)K4,

K2

2
+K3},

y considerandoδ1 y δ2 suficientemente pequeños se tiene

Γ′(t) ≤ c(t)Γ(t).

Observemos que gracias a la regularidad||UX ||L2(L∞) ≤ C(T ), se tienec ∈ L1(0, T ),

y por tanto, al serΓ(0) = 0, se deduce gracias a la desigualdad de Gronwall

Γ(t) = 0 para t ∈ [0, T ],

de donde se sigue el resultado.

Convergencia de las soluciones del Problema PLεh

El resultado de unicidad fuerte-débil del Problema PLε y la convergencia demostra-

da de la sucesión de funciones(W h, Uh) construidas en la demostración del Teorema

6.2.3 permiten demostrar el siguiente resultado de convergencia de las aproximaciones

numéricas(W h, Uh) a la solucíon fuerte del Problema PLε.

Lema 6.2.8 Asumamos (6.50) yU0 ∈ H1
0 (0, 1). Sean(W h, Uh) las funciones obteni-

das por interpolacíon de las soluciones de los Problemas PLεh, (véase (6.82), (6.83)),

entonces

W h → W uniformemente enDT ,

Uh → U enL2(DT ),

donde(W,U) es la solucíon única del Problema PLε.
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Demostracíon 6.2.13 Observemos que en la demostración del Teorema 6.2.3, se prue-

ba la convergencia en el sentido de las distribuciones de unasubsucesión (W h, Uh) a

una solucíon del Problema PLε, y por otra parte, en la demostración del Lema 6.2.5,

hemos obtenido, asumiendo la regularidad adicional de las condiciones iniciales, esti-

maciones de las funciones(W h, Uh) que implican la convergencia fuerte de una subsu-

cesíon a una solucíon del Problema PLε.

Por último, la unicidad de solución del Problema PLε demostrada en el Lema 6.2.7,

permite concluir la convergencia de toda la sucesión.

Regularidad de las soluciones en el conjunto ocupado por laspart ı́culas

A continuacíon demostraremos el siguiente resultado de regularidad en la parte del

dominio ocupada por las partı́culas.

Lema 6.2.9 Consideremos una sucesión de condiciones iniciales(W0ε, U0), obtenidas

realizando los cambios de variable introducidos en el Teorema 6.2.1 a la sucesión de

condiciones iniciales en coordenadas eulerianas (hipótesis (6.50)-(6.51)). Supongamos

que se verifica la regularidad adicionalU0 ∈ H1
0 (0, 1). Entonces

||UT ||L2(Dδ), ||UX ||L∞(0,T ;L2(Ωt)), ||UXX ||L2(Dδ) ≤ C

dondeC es independiente deε, y para todoδ > 0 hemos definido

Dδ := {(X, t) ∈ DT : R(X, t) ≥ δ}

Ωδ
t := {X ∈ (0, 1) : R(X, t) ≥ δ} para t ∈ (0, T ).

Demostracíon 6.2.14 Hemos visto que para dichos datos iniciales(W0ε, U0ε), se pue-

den obtener soluciones fuertes de los Problemas PLε (Teorema 6.2.2) y adeḿas las

funcionesRε son estrictamente positivas. Las estimaciones obtenidas en el Lema 6.2.5

pueden explotar cuando la cota inferior deR0ε tiende a cero. Consideremos los conjun-

tos

Dδ′

ε = {(X, t) ∈ DT : Rε(X, t) ≥ δ′}.

Gracias a la convergencia uniformeRε → R enDT , tenemos paraε suficientemente

pequẽno:

D2δ
ε ⊂ Dδ ⊂ Dδ/2

ε . (6.136)

Vamos a obtener estimaciones independientes deε en los t́erminos de la ecuación (6.47)

en un dominioK cerrado incluido enDδ/2
ε .
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La ecuacíon de la velocidad (6.47) del Problema PLε se puede interpretar en casi

todo punto gracias a la regularidad fuerte de la solución, y adeḿas (prescindiendo por

comodidad del subı́ndiceε) ,

UT − (β(W )UX)X + p(W )X = F ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)). (6.137)

Seaφ ∈ D(DT ) tal que

0 ≤ φ ≤ 1 enDT ,

φ = 1 enK,

φ(x, t) = 0 en {(x, t) ∈ DT : d((x, t)), K) ≥ ε} .

Multiplicando (6.47) porφUt obtenemos

∫

DT

φU2
t −

∫

DT

(β(W )UX)XφUt =

∫

DT

FφUt ≤
1

2

∫

DT

φU2
t +

1

2

∫

DT

φF 2. (6.138)

Para acotar el segundo término del lado izquierdo de la desigualdad anterior, integra-

mos por partes en espacio, y obtenemos

−
∫

DT

(β(W )UX)XφUt =

∫

DT

β(W )UXφx +

∫

DT

φ(R2 + εR)UXUXT =: I1 + I2.

I1 est́a acotada, gracias a las estimaciones (2.68) y a que||φx||L∞ ≤ C. Por otra parte,

I2 =

∫

DT

φ(R2 + εR)UXUXT =

∫

DT

1

2
φ(R2 + εR)(U2

X)T

=

∫

DT

1

2
[φ(R2 + εR)U2

X ]T −
∫

DT

1

2
U2
X [φ(R

2 + εR)]T

=: I21 + I22.

Gracias a la ecuacíon de conservación de la masa (6.28):

I21 = −
∫

DT

1

2
U2
X [φ(R

2+εR)]T =
−1
2

∫

DT

U2
X(R

2+εR)φt−
1

2

∫

DT

φU2
X(R

2+εR)T ,

y al ser||φt||L∞ ≤ C, se puede acotarI21 gracias a las estimaciones (2.68). Utilizando

la ecuacíon de conservación de la masa (6.28), podemos reescribir

I22 = −
1

2

∫

DT

φU2
X(R

2 + εR)T =
1

2

∫

DT

φ(2R + ε)R2U3
X .

Llegamos aśı, a partir de (6.138) a una estimación de la forma

1

2

∫

DT

φU2
t +

1

2

∫

DT

[φ(R2 + εR)U2
X ]T ≤ C − 1

2

∫

DT

φ(2R + ε)R2U3
X . (6.139)
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De forma similar, si multiplicamos la ecuación (6.137) por−φ(β(W )UX)X e integra-

mos enDT :

−
∫

DT

φ(β(W )UX)XUt +

∫

DT

φ(β(W )UX)
2
X = −

∫

DT

F (β(W )UX)XUt

≤ 1

2

∫

DT

φ(β(W )UX)
2
X +

1

2

∫

DT

φF 2.

Podemos reescribir el primer término del lado izquierdo de la desigualdad anterior:

−
∫

DT

φ(β(W )UX)XUt =

∫

DT

φ(β(W )UXUXt =
1

2

∫

DT

φ(β(W )(U2
X)t

=
1

2

∫

DT

[φ(β(W )U2
X ]t −

1

2

∫

DT

U2
X [φ(β(W )]t

=: J1 + J2 + J3.

Tenemos que

J3 = −
1

2

∫

DT

U2
X [φ(β(W )]t = −

1

2

∫

DT

φtβ(W )U2
X −

1

2

∫

DT

φU2
Xβ(W )t

≤ C +
1

2

∫

DT

φ(2R + ε)R2U3
X ,

y por tanto, llegamos a una estimación de la forma

1

2

∫

DT

φ(β(W )UX)
2
X +

1

2

∫

DT

[φ(β(W )U2
X ]t ≤ C − 1

2

∫

DT

φ(2R + ε)R2U3
X . (6.140)

Sumando (6.139) y (6.140) llegamos a

1

2

∫

DT

φU2
t +

1

2

∫

DT

φ(β(W )UX)
2
X+

∫

DT

[φ(R2+εR)U2
X ]t ≤ C−

∫

DT

φ(2R+ε)R2U3
X .

Ahora bien, a partir de

(
√
φβ(W )UX)

2
X ≤ 2[

√
φ(β(W )UX)X ]

2 + 2[(
√
φ)Xβ(W )UX ]

2,

y utilizando que podemos construirφ de forma que

(
√
φ)X =

φX

2
√
φ
≤ C,

podemos estimar ∫

DT

[(
√
φ)Xβ(W )UX ]

2 ≤ C

∫

Kε

U2
X ≤ C.

Llegamos aśı a

1

2

∫

DT

φU2
T +

1

2

∫

DT

[
√
φβ(W )UX ]

2
X +

∫

DT

(φβ(W )U2
X)T ≤ C +

∫

DT

φβ(W )′R2|UX |3 =

=: C + J4.
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Considerando la función

1Kε(x, t) =





1 siDT ((x, t), K) ≤ ε

0 siDT ((x, t), K) > ε,

y el hecho de queβ(W ) est́a acotado inferior y superiormente enKε, podemos acotar

J4 considerando:

∫

DT

φ|UX |3 ≤
∫ T

0

sup
X

(
√
φ|UX |)

∫ 1

0

UX
√
φUX

≤ 1

4C

∫ T

0

sup
X

(
√
φ|UX |)2 + C

∫ T

0

(

∫

Kε(t)

1KεUX
√
φUX)

2

≤ 1

4

∫

DT

[
√
φµUX ]

2
X + C

∫ T

0

(

∫ 1

0

1KεU
2
X)(

∫ 1

0

φU2
X).

Definiendo

ξ(t) =

∫ 1

0

1KεU
2
XDTX ∈ L1(0, T ),

tenemos finalmente que

1

2

∫

DT

φU2
T+

1

4

∫

DT

[
√
φβ(W )UX ]

2
X+

∫

DT

(φβ(W )U2
X)T ≤ C1+C2

∫ T

0

ξ(t)

∫ 1

0

φβ(W )U2
X ,

y concluimos mediante la desigualdad de Gronwall.

Paso al ĺımite ε→ 0 en coordenadas lagrangianas (Problema PL1ε)

Si consideramos las soluciones(Rε, Uε) de los problemas PLε y pasamos al lı́mite

cuandoε→ 0, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 6.2.10 Sean(Rε, Uε) soluciones fuertes de los problemas PLε, entonces, existen

funcionesR : DT → R+ yU : DT → R tales que para una subsucesión

Rε → R uniformemente enDT , (6.141)

Uε
∗
⇀ U enL∞(0, T ;L2(0, 1)). (6.142)

dondeR ∈ L∞(0, T ;H1(0, 1)), U ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) son solucíon de

Rt = −R2UX

Ut + p(R)X − (Rµ(R)UX)X = q(R)
1−R(N − U)− g

enDT , (6.143)

conR = R0, U = U0 en(0, 1) yU(0, ·) = U(1, ·) = 0 en(0, T ).
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Demostracíon 6.2.15 Hemos obtenido las siguientes estimaciones independientes de

ε :

||Uε||L∞(L2), ||
√
Rε(Rε + ε)UεX ||L2 , ||RεX ||L∞(L2), ||RεT ||L2 ≤ C. (6.144)

Las estimaciones de las derivadas espaciales de la densidady el corolario 4 de Simon[?]

permiten demostrar (6.141). Las estimaciones de la velocidad permiten demostrar (6.142)

y pasar al ĺımite en los Problemas PL1ε para obtener el sistema de ecuaciones (6.143),

excepto el t́ermino difusivo, para el cual tenemos

RεRεUεX ⇀ Rσ ∈ L2(DT ),

sin quedar identificado dicho lı́mite. Para identificarlo necesitamos demostrar que

σ = RUX enQ+.

Ahora bien, fijadoδ > 0, la inclusión (6.136) permite obtener a partir de (6.144) la

estimacíon uniforme enε de la norma||UεX ||δL2(Dδ)
, por lo que

UεX ⇀ UX enL2(0, T ;Dδ),

y gracias a la convergencia fuerte de la densidad en todo el dominio, podemos identifi-

car σ enQδ para todoδ > 0, con lo que el t́ermino difusivo queda identificado.

Observacíon 6.2.13 Las dos claves para poder reinterpretar el término difusivo son

el hecho de que a priori conocemos la regularidad del término, y que gracias a la

continuidad uniforme de la densidad en las zonas en que la densidad es estrictamente

positiva podemos obtener una estimación adicional deUX independiente deε en cada

dominioDδ conδ > 0.

6.2.6. Viscosidad no lineal en la densidad

Hasta ahora nos hemos ocupado del caso en que la viscosidad viene modelada me-

diante una funcíon lineal de la densidad. Las ventajas de esta modelización respecto

aquella en la que la viscosidad es considerada como constante se manifiestan tanto en

el ańalisis mateḿatico del modelo (especialmente en lo que se refiere a las condiciones

de contorno adecuadas) como en el análisis nuḿerico del mismo (v́ease Caṕıtulo ??).

En esta sección vamos a esbozar los resultados que se pueden obtener si se considera

la viscosidad como una función no lineal de la densidad del tipo

µ = νρα conα > 0, (α 6= 1/2)
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Consideremos una sucesión de Problemas Pαε similares a los Problemas Pε, excepto

en el t́ermino de viscosidad. Tomemos una regularización,(ρ0ε, u0), de las condiciones

iniciales(ρ0, u0), verificando

0 < ρ−ε ≤ ρ0ε ≤ ρ+ < 1 enΩ, (6.145)

para ciertas constantesρ−ε y ρ+, conρ−ε ≥ Cε2/3. Además, asumiremos que

ρ
α−1/2
0ε ∈ H1(Ω), ||ρ0ε||L1 = 1 y ρ

α−1/2
0ε → ρ

α−1/2
0 enH1(Ω) cuandoε→ 0.

(6.146)

u0 ∈ L2(Ω). (6.147)

Definición 6.2.3 Diremos que(ρ, u) es una solucíon d́ebil del Problema Pαε si:

1. ρ : QT → R+, u : QT → R poseen la siguiente regularidad

ρ ∈ H1(0, T ;H−1(Ω))∩C0(QT ), ρα−1/2 ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)), p(ρ) ∈ L∞(QT ),

(6.148)

u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), mt ∈ L2(0, T ;W−1,1(Ω)), (6.149)

dondem := ρu.

2. Existen constantesρ− < ρ−ε y ρ+ > ρ+ tales que

0 < ρ− ≤ ρ ≤ ρ+ < 1 enQT . (6.150)

3. Se verifica la ecuación

ρt + (ρu)x = 0 ctp enQT , (6.151)

y la identidad integral

∫

QT

(ρu(φt + uφx)− (ρα + ε)uxφx + p(ρ)φx + ρf(ρ, u, t)φ) = 0, (6.152)

para todaφ ∈ C1
0(QT ).

4. Se verifican las condiciones iniciales en el siguiente sentido:

ĺım
t→0
‖ρ(·, t)− ρ0ε‖C0 = ĺım

t→0
‖m(·, t)−m0‖H−1 = 0. (6.153)
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De forma similar a como llevamos a cabo para el Problema Pε, puede demostrarse la

existencia de un cambio de coordenadas de eulerianas a lagrangianas (y viceversa) bien

definido cuandoρ > 0, la existencia de soluciones de los problemas discretizadosy la

de los problemasε-aproximados. La principal diferencia surge en las estimaciones de la

enerǵıa debido a la presencia del nuevo término difusivo. Para ilustrar estas diferencias,

demostraremos el siguiente resultado.

Lema 6.2.11 Consideremos una sucesión de condiciones inciales(ρ0ε, u0) que verifi-

quen las condiciones (6.145)-(6.147). Entonces la sucesión(ρε, uε) de soluciones de los

Problemas Pαε verifican las siguientes estimaciones independientes deε

||(ρα−1/2
ε )x||L∞(L2) ≤ C, (6.154)

||ρα/2ε uεx||L2 ≤ C, (6.155)

||mε||L∞(L2) ≤ C. (6.156)

ρε ≤ ρ+ < 1.

Demostracíon 6.2.16 La estimacíon de la enerǵıa ańaloga a (6.104) nos permite obte-

ner estimaciones uniformes para las normas

∥∥ραε u2εx
∥∥
L1 y ‖√ρεuε‖L∞(L2) .

Podemos proceder de forma similar al caso linealµ = ρ para obtener la segunda

estimacíon de la enerǵıa (ver lema 6.2.4). Realizando el cambio a coordenadas lagran-

gianas se obtiene el problema (en su versión d́ebil)

RT = −R2UX ,

UT + p(R)X − ((R1+α + εR)UX)X = F,

por lo que

RT = −R2UX ⇒ −(R1+α + εR)Ux = (Rα−1 +
ε

R
)RT = (

1

α
Rα + ε logR)T .

Tenemos ası́

UT + P (R)X +
1

α
(
1

α
Rα + ε logR)TX = F.

Multiplicando por( 1
α
Rα + ε logR)X e integrando por partes se tiene

∫ 1

0

[(
1

α
Rα + ε logR)2X ]T +

∫ 1

0

P (R)X(
1

α
Rα + ε logR)X

+

∫ 1

0

UT (
1

α
Rα + ε logR)X =

∫ 1

0

F (
1

α
Rα + ε logR)X .
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Adeḿas
∫ M

0

UT (
1

α
Rα + ε logR)X = [

∫ M

0

U(
1

α
Rα + ε logR)X ]T −

∫ M

0

U(
1

α
Rα + ε logR)XT

= [

∫ M

0

U(
1

α
Rα + ε logR)X ]T +

∫ M

0

U(
1

α
Rα + ε logR)UX)X

= [

∫ M

0

U(Rα)X ]T −
∫ M

0

(
1

α
Rα + ε logR)U2

X .

Las hiṕotesis (6.145) y (6.146) permiten obtener (realizando el cambio de variables)

||ε(logR0ε)X ||2L2 =

∫ L

0

ε2
1

ρ
(log ρ0ε)

2
xdx =

∫ L

0

(ε
ρ0εx

ρ
3/2
0ε

)2dx ≤ C

cuandoε→ 0, por lo que

1

(α− 1/2)2

∫ L

0

(ρα−1/2
ε )2x(·, T )dx =

∫ L

0

ρ2α−3
ε ρ2εx(·, T )dx =

∫ 1

0

R2α−2
ε R2

εX(·, T )dX =

=
1

α2
||(Rα

ε )X(·, T )||2L2 ≤ C +
1

α2
||(Rα

0ε)X ||2L2 ≤ C.

La demostracíon de la acotacíon puntual deρε es similar a la demostración en el

caso lineal.

Observacíon 6.2.14 Veamos que eligendoα > 1 podemos ampliar el rango de los

valores deγ en el t́ermino de la presíon para los cuales podemos considerar como

condicíon inicial una nube estacionaria del Problema P. En efecto, una nube estacio-

naria se comporta en la proximidad de la frontera libre comoRα
0 ∼ Xα/γ por lo que

R0X ∼ X
α−γ
γ . Por tanto

R0X ∈ L2 ⇔
∫ 1

0

X2α−γ
γ <∞.

Un sencillo ćalculo nos permite obtenerR0X ∈ L2 si y śolo siγ < 2α. De aqúı tenemos

que siα = 1 entoncesγ < 2, lo que supone considerar condiciones iniciales regulares,

ya que la nube estacionaria alcanza la frontera con pendiente nula. Sin embargo, el

casoα > 1 permite considerar condiciones iniciales de la forma de nube estacionaria

no regulares (con pendiente infinita en la frontera libre).

En el casoα = 1
2

se obtienen estimaciones de(log ρ)x, asumiendo estimaciones

análogas a (6.146) paralog ρ0ε.

La diferencia fundamental con el caso linealµ(ρ) = ρ surge a la hora de intentar

obtener la estimación demεx que se deduce de la identidad

mεx = ρεuεx + ρεxuε.
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Por una parte sabemos queρεuεx ∈ L2(QT ), pero para el t́erminoρεxuε sólo tenemos

que

ρεxuε = ρα−3/2
ε ρεxρ

3/2−α
ε uε ∈ L∞(0, T ;L1(Ω)) si α ≤ 1,

por lo que solamente podemos obtener la estimaciónmεx ∈ L2(0, T ;L1(Ω)) en el caso

sublineal. Esto impide obtener una estimación uniforme independiente deε de la norma

||mε||L2(L∞). Recordemos poŕultimo que la obtención de dicha estimación implicaŕıa

la acotacíon de||ρεt||L2(L∞) y, por tanto, la continuidad deρε.

Lema 6.2.12 Bajo las hiṕotesis de Lema 6.2.11 existe una subsucesión (ρε, uε) tal que

ρε → ρ uniformemente enQT .

Demostracíon 6.2.17 Prescindiendo de los subı́ndices, tenemos que

(ρα)t = αρα−1ρt = −αρα−1ρxu− αρaux.

De la desigualdad de la energı́a tenemosρα/2ux ∈ L2(QT ), luegoραux ∈ L2(QT ), y

adeḿas

ρ1/2u ∈ L2(QT ), ρ
α−3/2ρx ∈ L2(QT ),

de donde

ρα−3/2ρxρ
1/2u ∈ L2(0, T ;L1(Ω)).

Por tanto, tenemos una estimación uniforme enε de la norma||ρt||L2(L1). Ahora bien,

de la estimacíon (6.154) y la acotación ||ρ||L∞ ≤ ρ+ < 1 obtenemos también una esti-

macíon uniforme para||(ρα)t||L∞(L2), y por tanto, utilizando de nuevo la Observación

2.3.1, podemos demostrar la convergencia uniforme de una subsucesíon

ραε → ρα uniformemente enQT .

Observacíon 6.2.15 Utilizando el lema anterior y la estimación demε podemos extraer

una subsucesión tal que

p(ρε)→ p(ρ) uniformemente enQT ,

q(ρε)

1− ρε
→ q(ρ)

1− ρ uniformemente enQT ,

mε ⇀ m enL∞(0, T ;L2(Ω)),

ραε (
mε

ρε
)x ⇀ Γ =





ρα(m
ρ
)x enQ+

0 enρ−1(0)
∈ L2(QT ),
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y por tanto pasando al lı́mite obtenemos una solución del Problema Pαε similar a la

obtenida en el casoµ(ρ) = ρ, en el que no podemos identificar el término convectivo

enQT .

Observacíon 6.2.16 Observemos que

(Rα
ε )T = αRα−1

ε RεT = R1+α
ε Uεx

y por tanto

(Rα
ε )T ∈ L2 (6.157)

lo cual nos permite, gracias al Corolario 4 de Simon [?], demostrar la convergencia

uniforme deRα
ε y por tanto la deRε.

Finalmente, observemos que la estimación (6.157) se puede refinar, obteniendo

L2(QT ) ∋ −R(α+1)/2UX = −Rα/2−3/2R2UX = Rα/2−3/2RT =
2

α− 3
(R(α−1)/2)T .

6.3. Espacios de Sobolev

Introducimos ahora los llamados espacios de Sobolev, puesto que sobre esta teorı́a

se basa el estudio de la existencia de solución d́ebil de las ecuaciones diferenciales

parciales.

Seak un entero no negativo,Ω ⊂ R
n (n = 2, 3) abierto y acotado, adeḿas seap de

modo que1 ≤ p ≤ ∞. Definimos:

W k,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω) : Dαv ∈ Lp(Ω) ∀α multiı́ndice tal que| α |≤ k} (6.158)

dondeDα indica laα-ésima derivada distribucional dev. Luego, el espacioW k,p(Ω) es

llamadoespacio de Sobolevy sobreél se define la siguiente norma:

|| v ||k,p,Ω:=


∑

|α|≤k
|| Dαv ||pp




1

p
si 1 ≤ p <∞ (6.159)

|| v ||k,p,Ω:=
∑

|α|≤k
sup
x∈Ω
| Dαv(x) | si p =∞ (6.160)
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Definición 6.3.1 Sean{um}∞m=1una sucesíon enW k,p(Ω) yu ∈ W k,p(Ω). Decimos que

um convergea u ∈ W k,p(Ω) si y śolo si

ĺım
m→∞

|| um − u ||k,p,Ω= 0 (6.161)

y lo denotamos como:um → u en W k,p(Ω)

Observacíon 6.3.1

◮ Sip = 2 entonces, utilizaremos la siguiente notación:Hk(Ω) = W k,p(Ω).

◮ ParaHk(Ω) se define laseminormasiguiente

| v |Hk(Ω):=

√√√√
∑

|α|=k

∫

Ω

(Dα v)2 dΩ (6.162)

◮ Por simplicidad haremos uso de las siguientes notaciones:

H0(Ω) = L2(Ω)

Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω)

◮ W k,p
0 (Ω) es el conjunto de aquellas funcionesu ∈ W k,p(Ω) tal que

Dαu = 0 sobre ∂ Ω para toda| α |≤ k − 1 (6.163)

Teorema 6.3.1 (Friedrichs) Seau ∈ W 1,p(Ω) con1 ≤ p < ∞. Entonces existe una

sucesíon{un}∞n=0 ⊂ C∞
0 (Rn) tal que

un|Ω → u en Lp(Ω)

Para una función v ∈ Hk(Ω) queremos ahora obtener el valor dev sobre la frontera

Γ = ∂ Ω, para lograrlo se hará uso del operador traza dada en la siguiente definición.

Definición 6.3.2 SeaΩ ⊂ R
n un conjunto abierto y acotado con fronteraΓ poligonal

y k ≥ 1. Luego, existe una y sólo una aplicacíon lineal y continuaγ0 tal que

γ0 : H
k(Ω) → L2(Γ)

v 7→ γ0(v) = v|Γ

para todov ∈ Hk(Ω) ∩ C(Ω).

El operadorγ0 es llamado eloperador trazadev sobreΩ. La continuidad deγ0 implica

que existe una constantec > 0 tal que

|| γ0(v) ||L2(Γ) ≤ || v ||Hk(Ω)
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Definición 6.3.3 Nosotros denotaremos porH−1(Ω) el espacio dual topoĺogico de

H1
0 (Ω).

Teorema 6.3.2 (Caracterizacíon deH−1(Ω))

Sif ∈ H−1(Ω) entonces existen funcionesf 0, f 1, · · · , fn enL2(Ω) tal que:

< f, v >=

∫

Ω

(
f 0v +

n∑

i=1

f iDi(v)

)
dx para todo v ∈ H1

0 (Ω)

Teorema 6.3.3Para cadak = 1, 2, ... y 1 ≤ p ≤ ∞, el espacio de SobolevW k,p(Ω) es

un espacio de Banach.

Demostracíon:

Haremos el caso de1 ≤ p <∞
Primero probaremos que|| . ||k,p,Ω es una norma.

1. Para todoλ ∈ R y para todov ∈ W k,p(Ω) tenemos que:

|| λv ||k,p,Ω=


∑

|α|≤k

∫

Ω

| Dα(λv) |p dx




1

p

=| λ ||| v ||k,p,Ω

2. || v ||k,p,Ω= 0 ⇔ v = 0 c.t.p. x ∈ Ω

3. Seanu, v ∈ W k,p(Ω), entonces:

|| u+ v ||k,p,Ω=


∑

|α|≤k

∫

Ω

| Dα(u+ v) |p dx




1

p

=


∑

|α|≤k
|| Dα(u+ v) ||pp




1

p

=


∑

|α|≤k
|| Dα(u) +Dαv) ||pp




1

p

La desigualdad de Minkowski implica que

≤


∑

|α|≤k
|| Dα(u) ||pp




1

p

+


∑

|α|≤k
|| Dα(v) ||pp




1

p

=

=|| u ||k,p,Ω + || v ||k,p,Ω

De (1), (2) y (3) concluimos que|| . ||k,p,Ω es una norma.

Ahora veamos queW k,p(Ω) es completo con respecto a la norma|| . ||k,p,Ω:

Tomemos una sucesión de Cauchy{un}∞n=1 ⊂ W k,p(Ω) entonces para cada| α |≤
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k, {Dαun}∞n=1 es una sucesión de Cauchy enLp(Ω) y comoéste es completo, entonces

existeuα ∈ Lp(Ω) tal que:

Dαun → uα en Lp(Ω) (6.164)

en particular cuandoα = (0, 0, ..., 0) es decir:

Dαun = un → uα = u(0,0,...,0) en Lp(Ω) (6.165)

Afirmamos ahora queu ∈ W k,p(Ω),Dαu = uα (| α |≤ k).

En efecto, fijemosφ ∈ C∞
0 (Ω). Entonces:

∫

Ω

uDαφdx = ĺım
n→∞

∫

Ω

unD
αφdx = ĺım

n→∞
(−1)|α|

∫

Ω

Dαunφdx

= (−1)|α| ĺım
n→∞

∫

Ω

Dαunφdx = (−1)|α|
∫

Ω

uαφdx

y esto prueba la afirmación. Aśı,

Dαun → Dαu en Lp(Ω) ∀ | α |≤ k.

Por lo tanto, también obtenemos que

un → u en W k,p(Ω).

Aśı W k,p(Ω) es un espacio de Banach. �

6.3.1. Espacios Funcionales Evolutivos

Cuando consideremos funciones dependientes del tiempo y espacio:v(x, t), es na-

tural extender las definiciones de medida e integrabilidad afunciones de la forma:

f : [0, T ]→ V

dondeT > 0 y V es un espacio de Banach real con norma|| . ||.
Consideremos para esta sección el intervaloG = [0, T ].

Definición 6.3.4

i) Una funcíons : G→ V , es llamadosimplesi tiene la forma:

s(t) =
m∑

i=1

XEi
ui (0 ≤ t ≤ T )

donde cadaEi es medible Lebesgue de[0, T ] y ui ∈ V (i = 1, 2, ...,m).
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ii) Una función f : G → V es fuertemente mediblesi existen funciones simples

sk : [0, T ]→ V tal que:

sk(t) → f(t) c.t.p. 0 ≤ t ≤ T

iii) Una función f : G → V es débilmente mediblesi para cadau∗ ∈ V ∗, la

aplicación t 7→< u∗, f(t) > es medible Lebesgue.

Definición 6.3.5

i) Para una funcíons(t) =
m∑

i=1

XEi
(t)ui simple, definimos:

∫ T

0

s(t)dt :=
m∑

i=1

| Ei | ui

ii) Decimos quef : G→ V essumablesi existe una sucesión{sk}∞k=1 de funciones

simples tal que:

∫ T

0

|| sk(t)− f(t) || dt→ 0 cuando k →∞

iii) Si f : G→ V sumable, definimos:

∫ T

0

f(t) dt = ĺım
k→∞

∫ T

0

sk(t) dt

Teorema 6.3.4 (Bochner)Una funcíon fuertemente mediblef : G→ V es sumable si

y solamente sit 7→|| f(t) || es sumable. En este caso:
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ T

0

f(t) dt

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≤

∫ T

0

|| f(t) || dt

y adeḿas: 〈
u∗,

∫ T

0

f(t) dt

〉
=

∫ T

0

< u∗, f(t) > dt

para todou∗ ∈ V ∗.

Definición 6.3.6 SeaT > 0, G = [0, T ] ⊂ R y V un espacio de Banach o de Hilbert.

El espacioC(G, V ) se define como el conjunto de todas las funciones continuasf :

G→ V y en el cual se define la siguiente norma:

|| f ||C(G,V ):= máx
0≤t≤T

|| f(t) ||<∞ (6.166)
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Definición 6.3.7 Sea una función f : G → V , el soporte def es definido por el con-

junto:

sop(f) := {x ∈ G/f(x) 6= 0}

Denotamos porD(G,K) como el siguiente conjunto

D(G,K) = {f : G→ K : f ∈ C∞(G), sop(f) es compacto ysop(f) ⊆ G}
(6.167)

dondeK = R oC.

Definición 6.3.8 SeaV un espacio de Banach. El espacioLp(0, T, V ) consiste de todas

las funciones mediblesu : G→ V que satisfacen:

|| u ||Lp(0,T,V ):=

(∫ T

0

|| u(t) ||p d t
) 1

p

<∞ si 1 ≤ p <∞ ,y (6.168)

|| u ||Lp(0,T,V ):= sup
0≤t≤T

|| u(t) ||<∞ si p =∞ (6.169)

Teorema 6.3.5SeanV,W espacios de Banach sobreK = R o C y sea1 ≤ p < ∞.

Luego

a) C(G, V ) es un espacio de Banach con la norma dada en (6.166).

b) Lp(0, T, V ) es un espacio de Banach con la norma dada en (6.168) siempre que

1 ≤ p <∞ y con (6.169) cuandop =∞.

c) C(G, V ) es denso enLp(0, T, V ) y la inclusíonC(G, V ) ⊆ Lp(0, T, V ) es conti-

nua.

d) El conjunto de polinomiosw : G→ V , es decir

w(t) = a0 + a1t+ ...+ ant
n

conai ∈ V para todoi, n = 0, 1, 2, ... es denso enC(G, V ) y enLp(0, T, V ).

e) SiV es un espacio de Hilbert con producto interno(., .)V , entonces el espacio

L2(0, T, V ) tambíen es un espacio de Hilbert con producto interno

(u, v)L2(0,T,V ) =

∫ T

0

(u(t), v(t))V dt

f) SiV es un espacio de Banach separable entonces el espacioLp(0, T, V ) tambíen

es separable.
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g) SiV ⊆ W es una inclusíon continua entonces

Lr(0, T, V ) ⊆ Lq(o, T,W ) 1 ≤ q ≤ r <∞

tambíen es una inclusión continua.

Teorema 6.3.6SeaV un espacio de Banach, entonces para todou ∈ Lp(0, T, V ) y

todo v ∈ Lq(0, T, V
∗) de modo que1 < p, q < ∞ y p−1 + q−1 = 1 se cumple la

desigualdad de Holder, es decir

∫ T

0

|〈v(t), u(t)〉V | dt ≤
(∫ T

0

|| v(t) ||qV ∗ dt

) 1

q
(∫ T

0

|| u(t) ||pV dt

) 1

p

Proposición 6.3.1 Sean:V un espacio de Banach reflexivo y separable,1 < p, q < ∞
de modo quep−1 + q−1 = 1. Luego

a) A cada funcíon v ∈ Lq(0, T, V ∗) existe unáunica funcionalw ∈ Lp(0, T, V )∗ tal

que

〈w, u〉Lp(0,T,V ) =

∫ T

0

〈v(t), u(t)〉V dt para todou ∈ Lp(0, T, V )

b) Inversamente, a cada funciónw ∈ Lp(0, T, V )∗ existe exactamente una funcional

v ∈ Lq(0, T, V ∗) de modo que

〈w, u〉Lp(0,T,V ) =

∫ T

0

〈v(t), u(t)〉V dt para todou ∈ Lp(0, T, V ) y,

|| w ||Lp(0,T,V )∗ = || v ||Lq(0,T,V ∗)

c) El espacioLp(0, T, V ) es un espacio de Banach reflexivo y separable.

Observacíon 6.3.2

◮ La proposicíon anterior establece que si1 < p, q < ∞, p−1 + q−1 = 1 y V es un

espacio de Banach reflexivo y separable. Luego, siX = Lp(0, T, V ) entonces su dual

viene dado porX∗ = Lq(0, T, V
∗).

Proposición 6.3.2 SeaV un espacio de Banach, además sean1 < p, q < ∞ tal que

p−1 + q−1 = 1 y 0 ≤ t ≤ T <∞. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

a) Siu ∈ Lp(0, T, V ) entonces

〈v∗,
∫ t

0

u(s) ds〉V =

∫ t

0

〈v∗, u(s)〉V ds para todo v∗ ∈ V ∗.
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b) Siu ∈ Lp(0, T, V ∗) entonces

〈
∫ t

0

u(s) ds, v〉V =

∫ t

0

〈u(s), v〉V ds para todo v ∈ V.

c) Si{un}∞n=0 ∈ Lp(0, T, V ) tal queun → u ∈ Lp(0, T, V ) cuandon → ∞ enton-

ces ∫ t

0

un(s) ds→
∫ t

0

u(s) ds en V cuando n→∞

Adicionalmente siV es separable y reflexivo se tiene que para las sucesiones{un}∞n=0 ∈
Lp(0, T, V ) y {vn}∞n=0 ∈ Lq(0, T, V ∗) tal que

d)

un → u ∈ Lp(0, T, V ) cuando n→∞
vn ⇀ v ∈ Lq(0, T, V ∗) cuando n→∞

ó tambíen

e)

un ⇀ u ∈ Lp(0, T, V ) cuando n→∞
vn → v ∈ Lq(0, T, V ∗) cuando n→∞

entonces para ambos casos

∫ t

0

〈vn(s), un(s)〉V ds→
∫ t

0

〈v(s), u(s)〉V ds cuando n→∞.

Proposición 6.3.3 SeaV un espacio de Banach real, siu ∈ L1(0, T, V ) y

∫ T

0

ϕ(t)u(t) dt = 0 para todoϕ ∈ C∞
0 (G)

entonces

u(t) = 0 c.t.p. t ∈ ]0, T [

Definición 6.3.9 SeaV un espacio de Banach sobreK = R, C. Luego, una funcional

u : D(G,K)→ V lineal y continua es llamada unadistribuci ón.

El conjunto de todas las distribuciones será denotado porD′(G, V ), es decir

D′(G, V ) = {f : D(G,K)→ V : f es lineal y continua} (6.170)
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Definición 6.3.10 SeanV y W dos espacios de Banach,u ∈ L1(0, T, V ) y w ∈
L1(0, T,W ). Se define laα-ésima derivada distribucional de la funciónu sobreG como

la relación de igualdad :
∫ T

0

ϕ(α)(t)u(t) dt = (−1)α
∫ T

0

ϕ(t)w(t) dt para todoϕ ∈ C∞
0 (G) (6.171)

siendow = u(α)

Proposición 6.3.4 SeanV y W dos espacios de Banach y seau ∈ L1(0, T, V ). Sean

v, w ∈ L1(0, T,W ), si:

u(α) = v y u(α) = w

en el sentido de derivadas distribucionales, entonces:

v(t) = w(t) c.t.p. t ∈ ]0, T [

es decir:v = w en L1(0, T,W ).

Observacíon 6.3.3

◮ Para cada funcíonu ∈ L1(0, T, V ) podemos asignarle au una distribucíonU de la

siguiente manera

U(ϕ) =

∫ T

0

ϕ(t)u(t) dt para todo ϕ ∈ C∞
0 (G).

Para cadan ∈ N, esta distribucíon tiene unan-ésima derivadaU (n) definido por

U (n) = (−1)nU(ϕ(n))

de la Definicíon 6.3.10 y (6.171) podemos representarU (n) de la siguiente forma

U (n)(ϕ) =

∫ T

0

ϕ(t)u(n)(t) dt para todo ϕ ∈ C∞
0 (G) (6.172)

La ventaja de trabajar con distribuciones, es que cadau ∈ L1(0, T, V ) posee derivadas

distribucionales de todos lośordenes.

Proposición 6.3.5 (Derivada distribucional y convergencia d́ebil) SeanV y W dos

espacios de Banach sobreK = C, R con la inclusíon continuaV ⊆ W . Si para cada

n-ésima derivada distribucional,n ∈ N fijo, se tiene

u
(n)
k = vk sobre ]0, T [ para todo k

uk → u en Lp(0, T, V ) cuando k →∞
vk → v en Lq(0, T,W ) cuando k →∞

donde1 ≤ p, q < ∞, entonces

u(n) = v sobre ]0, T [
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Esta proposicíon indica una relación de compatibilidad entre la derivada distribucional

y la convergencia d́ebil.

Nota: Este resultado es importante porque nos va a servir en adelante para probar la

convergencia del ḿetodo de Galerkin.

Definición 6.3.11 (Triple inclusíon continua) Dados los siguientes espacios funcio-

nalesV yH, se define la siguiente relación de triple de inclusíon continua

V ⊆ H ⊆ V ∗

donde:

i) V es un espacio de Banach real reflexivo y separable con espaciodual topoĺogico

V ∗.

ii) H es un espacio de Hilbert separable.

iii) Para la inclusión continuaV ⊆ H se tiene que existe una constantec > 0 tal que

|| v ||H ≤ c || v ||V para todo v ∈ V

y V es denso enH.

Proposición 6.3.6 (Existencia y unicidad deu(n)) Sea V, H espacios de Hilbert de

modo queV ⊆ H ⊆ V ∗ forman una triple inclusíon continua,1 ≤ p, q < ∞ y

0 < T <∞. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) Parau ∈ Lp(0, T, V ), la derivada distribucionalu(n) ∈ Lq(0, T, V ∗) esúnica, es

decir,t 7→ u(n)(t) puede ser modificada sobre un subconjunto de]0, T [ de medida

cero.

b) Seau ∈ Lp(0, T, V ). Entonces existe la derivada distribucionalu(n) ∈ Lq(0, Q, V ∗)

si y śolo si existe una funciónw ∈ Lq(0, T, V ∗) tal que:
∫ T

0

(u(t), v)H ϕ
(n)(t) dt = (−1)n

∫ T

0

< w(t), v >V ϕ(t) dt (6.173)

para todov ∈ V y todoϕ ∈ C∞
0 (0, T ).

Luego,u(n) = w y:
dn

d tn
(u(t), v)H = 〈u(n)(t), v〉V (6.174)

se cumple para todov ∈ V y casi todo puntot ∈]0, T [. Aqúı, dn/d tn significa la

n-ésima derivada distribucional de una función real sobre]0, T [.
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Definición 6.3.12 (Espacios de Sobolev evolutivos)SeaV un espacio de Banach real,

p, q ∈ R tal que1 < p, q <∞, p−1 + q−1 = 1 .

Se define como elespacio de Sobolev evolutivoW 1,p(0, T, V ) de orden 1 al conjunto

W 1,p(0, T, V ) = {u ∈ Lp(0, T, V ) / u′ ∈ Lq(0, T, V ∗)}

dondeu′ es la primera derivada distribucional.

Para unak-ésima derivada distribucional se define el espacio de Sobolev

W k,p(0, T, V ) = {u ∈ Lp(0, T, V ) / u′, ..., u(k) ∈ Lq(0, T, V ∗)}

siendou′, ..., u(k) derivadas en el sentido distribucional.

Parau ∈ W 1,p(0, T, V ) se define la norma

|| u ||W 1,p(0,T,V ):=

(∫ T

0

(|| u(t) ||Lp(0,T,V ) + || u′(t) ||Lq(0,T,V ∗))dt

)
(6.175)

siendo1 < p, q <∞ y 0 < T <∞.

Nota:

Parak = 1 y p = 2 el espacioW 1,2(0, T, V ) se denota comoH1(0, T, V )

Proposición 6.3.7 El espacio de SobolevW 1,p(0, T, V ) es un espacio de Banach con

la norma definida por la función dada en (6.175).

Proposición 6.3.8 Sean los espaciosV yH que forman una triple inclusión continua;

p, q ∈ R tal que1 < p, q <∞ de modo quep−1 + q−1 = 1 y 0 < T <∞. Entonces se

cumplen las siguientes afirmaciones

a) La inclusíon

W 1,p(0, T, V ) ⊆ C([0, T ], H)

es continua, es decir, siu ∈ W 1,p(0, T, V ), entonces existe una función continua

únicamente determinadau1 : G→ H la cual coincide con la función inicial u en

casi todo puntot ∈ G. Por ello, no haremos distinción entreu y u1, adeḿas, en

este sentido, existe una constantec > 0 tal que

máx
0≤t≤T

|| u(t) ||H ≤ c || u ||W 1,p(0,T,V )

b) El conjunto de todos los polinomiosw : G→ V , esto es

w(t) =
∑

i

tiai con ai ∈ V para todo i

es denso en los espaciosW 1,p(0, T, V ), Lp(0, T, V ) yLp(0, T,H).
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Teorema 6.3.7 (Integracíon por partes en espacios de Sobolev)

Para todou, v ∈ W 1,p(0, T, V ) y t, s ∈ R arbitrarios tal ques ≤ t ≤ T (T ∈ R y

T ≥ 0). Luego, se verifica la fórmula de integracíon por partes, es decir

(u(t), v(t))H − (u(s), v(s))H =

∫ t

s

(< u′(τ), v(τ) >V + < v′(τ), u(τ) >V ) d τ

(6.176)

donde los valores deu(t), v(t), u(s) y v(s) son los valores de las funciones continuas

u, v : [0, T ]→ H en el sentido de la Proposición 6.3.8-(a).

El siguiente teorema relacionau y u′ cuando no se encuentran en el mismo espacio.

Teorema 6.3.8SeaΩ ⊆ R
n (n = 2, 3) un subconjunto abierto y acotado. Luego, si

u ∈ L2(0, T,H
1
0 (Ω)) conu′ ∈ L2(0, T,H

−1(Ω)) entonces:

u ∈ C([0, T ], L2(Ω))

y la aplicacíon t 7→|| u(t) ||L2(Ω) es absolutamente continua con:

d

dt
(|| u(t) ||2L2(Ω)) = 2 < u′(t), u(t) > c.t.p. 0 ≤ t ≤ T

Adeḿas:

máx
0≤t≤T

|| u(t) ||L2(Ω) ≤ C
(
|| u ||L2(0,T,H1

0
(Ω)) + || u′ ||L2(0,T,H−1(Ω))

)

donde la constanteC depende solamente deT .

6.4. Reactores de Lecho Fluido

La normativa medio-ambiental, cada vez más estricta, en el sector de la generación

de enerǵıa va marginando importantes recursos combustibles, debido a su alto contenido

de azufre, o creando cantidades considerables de rechazos de lavado que son inutiliza-

bles seǵun los ḿetodos cĺasicos, como la combustión en calderas de carbón pulverizado.

La Combustíon en Lecho Fluido (CLF) de combustibles sólidos triturados es una alter-

nativa en auge en todo el mundo, dada su capacidad para la reducción ”in situ” de los

óxidos de azufre y para quemar combustibles pobres sin el apoyo de hidrocarburos.

La combustíon en lecho fluido es una tecnologı́a de uso limpio del carb́on que ha

superado cońexito las etapas de Investigación, Desarrollo e Innovación (I + D + I), y

se encuentra plenamente disponible y operativa a nivel comercial, hasta tamãnos de 250
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MWe y mayores. Sin embargo, hoy dı́a existe una demanda creciente por parte de las

empresas elèctricas y generadores independientes de grupos con potencia unitaria de

300 MWe o incluso superiores. Sensible a esta demanda, Covanta Energy y Babcock

Foster Wheeler desarrollan este tipo de tecnologı́a para satisfacer la evolución de los

requisitos medioambientales que condicionará, cada vez ḿas, la produccíon de enerǵıa

en el futuro.

La combustíon del carb́on (u otros combustibles sólidos) en lecho fluido permite

alcanzar fundamentalmente dos objetivos primordiales desde el punto de vista medio

ambiental:

i) Alto grado de retención de azufre en las cenizas, reduciendo las emisiones de

óxidos de azufre en un 90 %, o incluso más, en comparación con las unidades

convencionales de carbón pulverizado o de parrillas.

ii) Baja emisíon deóxidos de nitŕogeno, aproximadamente la mitad (o menos) que

en el caso de unidades convencionales.

Además, las unidades de lecho fluido presentan, entre otras, las siguientes ventajas:

• Admiten conbustibles de bajo rango, con alto contenido en cenizas, sin que sea

un problema la presencia de azufre.

• Gran flexibilidad a la hora de consumir combustibles distintos del de disẽno.

• Buenı́ndice de utilizacíon del sorbente, habitualmente caliza triturada.

• Simplicidad de disẽno y operacíon.

• Buena disponibilidad, superior al 90 %.

• Coste de primera inversión moderado, y buena eficiencia energética.

• Bajas necesidades de mantenimiento.

Mantener estas ventajas en todo el rango de potencias disponibles, hasta 250 MWe y ḿas

allá, quemando una amplia gama de combustibles sólidos, desde rechazos de antracita y

semihullas de ḿas de 60 % de cenizas hasta coque de petróleo, exige un disẽno depurado

que contemple todos y cada uno de los parámetros cŕıticos del proceso y de la caldera en

śı, aprovechando la experiencia adquirida en las distintas unidades en funcionamiento
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y, sin olvidar, la selección y el disẽno de los diversos auxiliares, para obtener una alta

fiabilidad con un mantenimiento reducido.

6.4.1. Calderas de lecho fluidizado (CLF)

Llamados tambíen reactores, en este tipo de calderas, el lecho se mantiene en sus-

pensíon en una corriente de aire inyectado desde el fondo del lechoa trav́es de una rejilla

provista de boquillas orientadas.

Las burbujas de aire ascienden a través del lecho, provocando en el mismo un mo-

vimiento similar al de un lı́quido en ebullicíon.

6.4.2. Caracteŕısticas principales y disẽno

La superficie de intercambio de calor está constituida por las paredes que constituyen

la caldera y confinan el lecho, y por serpentines inmersos en el mismo, que se benefician

del alto coeficiente de transferencia de calor propio de los lechos fluidos.

En las (** insertar figuras: figura de caldera CLF **) se representa esqueḿaticamen-

te una sección de una caldera de lecho fluido burbujeante y su funcionamiento.

La (**Figura 16**) representa una caldera de lecho fluido burbujeante en tres di-

mensiones, donde se aprecian sus componente principales, asaber:

• Hogar.

• Sistema de alimentación de combustible.

• Rejilla distribuidora de aire y plenum.

• Zona de recuperación de calor (ZRC).

Además, forman parte importante de una instalación de este tipo los siguientes sistemas:

• Sistema de encendido.

• Sistema de descarga del lecho.

• Sistema de limpieza de gases.

• Sistema de control de temperatura.

Seguidamente se describe brevemente cada uno de estos componentes:
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Hogar

El hogar es de sección rectangular, constituido por paneles de tubos soldados entre

si mediante pletinas longitudinales, como en el resto de lascalderas de diseño FW.

Se obtiene ası́ un recinto estanco, totalmente regreigerado por agua, protegido por una

delgada capa de refractarioúnicamente.

A la hora de modelar el proceso de mezcla y la fluidización en una caldera de le-

cho fluido hay que tener en cuenta diversos parámetros, entre los que podemos citar la

velocidad de particulas sólidas, velocidad de gas, densidad de partı́culas, densidad del

gas, velocidad de aire entrante, la temperatura del lecho, altura del lecho, tamãno de las

part́ıculas. La relacíonCa/S entre estos parámetros a su vez determinarán, entre otros,

la eficiencia de la mezcla y fluidización.

Sistema de alimentacíon de śolidos

Para la alimentación del combustible se utiliza normalmente unidades alimentadores

de dispersíon, bien mećanicos o asistidos neumáticamente.

Rejilla distribuidora de aire y plenum

La rejilla distribuidora de aire de fluidización est́a dotada de boquillas direccionales

para dirigir las partı́culas de cenizas, material gastado, piedras alimentadas con el com-

bustible, hacia el oportuno drenaje del lecho. Es necesarioir eliminando estos materiales

para evitar la formación de aglomeraciones en el fondo del lecho.

Otro problema relacionado a los lechos fluidos es la susceptibilidad a la erosíon. No

obstante, con una selección adecuada de materiales y con ciertos sistemas de protección

puede conseguirse un alto número de horas de funcionamiento sin aparentes problemas.

Sistema de encendido

En la puesta en marcha, es necesario elevar la temperatura del lecho hasta los550

ó 600◦C, que garantiza la ignición inicial del combustible.

Esto se consigue mediante un quemador en vena de aire situadoen el conducto de

aire de fluidificacíon. La velocidad se mantiene por debajo de la velocidad de fluidifica-

ción. hasta que la temperatura del lecho alcanza los 400ó 500◦C.
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Sistema de descarga del lecho

La extraccíon del material gastado del lecho se realiza por medio de uno ovarios

tubos de drenaje situados en la parrilla de fluidificación.

A veces, dependiendo del combustible usado, la aglomeración o acumulacíon de

part́ıculas gruesas constituye un problema potencial. Estas partı́culas pueden ser ceni-

zas aglomeradas, inquemados, inertes introducidos con el combustible, etc. Es deseable

la eliminacíon selectiva de las partı́culas ḿas grandes, ya que la fracción menuda pue-

de contener cantidades considerables de sorbente sin reaccionar, aśı como combustible

inquemado.

Sistema de limpieza de gases

Los gases de combustión, portadores de cantidades limitadas deSO2 y NOx, como

hemos visto, han de ser porúltimo desempolvados antes de ser emitidos a la atmósfera.

Este desempolvado se realiza normalmente en dos etapas, la primera mediante el uso de

ciclones y, posteriormente, mediante un filtro de mangas o unprecipitador electrostático.

Las part́ıculas recogidas en la primera etapa pueden reinyectarse allecho. El polvo

recogido en la segunda etapa se eliminar mediante el sistemade transporte de cenizas.

Su disẽno a una escala industrial supone el reto de resolver numerosos problemas en

futuras investigaciones tales como:

• Preparacíon y alimentacíon de combustible y sorbente.

• Materiales y geometrı́a de los tubos inmersos en el lecho.

• Dinámica de la reacción entre combustible y sorbente, en el lecho y sobre el lecho.

• Erosíon, corrosíon y ensuciamiento de las superficies de intercambio de calor.

• Limpieza de los gases calientes producto de la combustión.

• Recuperacíon y recirculacíon del combustible inquemado.

• Control del lecho, evitando la de fluidificación del mismo o la acumulación de

gruesos.

• Eliminación del material gastado, incluyendo las cenizas y el sorbente sulfatado.
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