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RESUMEN

Un algoritmo de simulacién estocastica iterativa Metropolis-Ilasting por compo-
nentes es desarrollada para propédsitos de inferencia estadistica Bayesiana sobre
el modelo GARCII(1,1) t-Student univariada. [sta estrategia representa una al-
ternativa diferente a las propuestas anteriores de MCMC. Los resultados deriva-
dos de un estudio de simulacién demuestran el buen desemperiio de la propuesta
de solucién. La volatilidad de la tasa de intercambio del Nuevo Sol versus el
Délar Americano descrita por un proceso GARCII(1,1) t-Student es estimada a

través de éste algoritmo MCMC.
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Capitulo 1

Introduccion

Toda actividad econdrnica estd sujeta a riesgo, sea de un negocio propio o de factores ex-
ternos. Con la globalizacién de la economia los inversionistas pueden, por ejemplo, comprar
délares en el mercado aleman de monedas y vender en el mercado americano, exigiendo de
ellos un conocimiento de la situacidén econdmica, politica y social de esos paises para que
sean concientes de los posibles riesgos. Debido a la complejidad del mercado, las institu-
ciones estan sujetas no s6lo a nuevos riesgos por actuar en nuevos mercados, sino también al
aumento de riesgos a los cuales ellos se exponen, en la medida en que haya una significativa
elevacién de las volatilidades de esos mercados. Volatilidad es uno de los conceptos mas
importantes hoy en dia en finanzas a nivel mundial y el mercado Bursatil limefio no puede
ignorar estas nuevas tecnologias y seguir la tendencia mundial hacia una administracién
eficiente de riesgos.

El presente trabajo es una propuesta metodoldgica, ver Navarro [14], de inferencia
estadistica Bayesiana en el modelamiento de volatilidad para un 1unico instrumento fi-
nanciero. Durante la ejecucién del proceso de inferencia estaistica Bayesiana sobre el mod-
elo GARCH(1,1) t-Student, usado para describir volatilidad, el algoritmo de simulacién
estocastica de Metropolis-Ilastings por componentes es propuesto para resolver el problema
computacional de inferencia. Los resultados alcanzados usando datos artificiales generados
por un modelo GARCH(1,1) t-Student nos proporciona la consistencia del algoritmo prop-
uesto para después aplicarlo a un conjunto de datos reales de tasa de intercambio del Nuevo

Sol versus el Délar americano en un periodo determinado de andlisis.



Figura 1.1: Evolucion de tasas de intercambio del Nuevo sol versus Dolar americano

1.1 Series Financieras

Activos, tasas de intercamnbio, tasa de interés, etc. son negociados en los diversos merca-
dos financieros mundiales (bolsas de valores), y la secuencia de estos valores negociados de
cada uno de estos "instrumentos financieros”conformman una Serie financtera. Si se intenta
modelar las series finaucieras con las metodologias tradicionales de procesos lineales, vere-
mos que no son capaces de reproducir caracteristicas peculiares que estas series de tiempo
presentan. Iistas caracteristicas son conocidas como Hechos Estilizados (Stylized Facts). En
las ultimas tres décadas ha habido un cambio significativo de esta situacién, con el desen-
volvimiento de modelos probabisticos mas complejos que capturen las propiedades de estas
series financieras, asi como de esquemnas de simnulacién estocdsticas numéricas para efectuar
un analisis estadistico completo de estos modelos.

IE1 objetivo principal en el andlisis de estas series financieras es la interpretacion y
prondsticos a través de un proceso de inferencia estadistica. [Existe una preocupacién en
entender la evolucién de este tipo de series de tiempo. s decir, entender el comportainiento
de los precios de los diversos instrumentos financieros. Uno de los aspectos de mayor interés
para los inversionistas se refiere a pronosticar alguna caracteristica en particular de una serie
financiera o conocer algunas caracteristicas particulares de la distribucion del estiinador bajo
analisis. Po lo tanto, los modelos propuestos deben reproducir los kechos estilizados y hacer
buenos prondsticos.

Los precios de los productos negociados en los mercados financieros son determninados

por las condiciones del mercado (oferta y demanda). Los dias en que el mercado permnanece



Figura 1.2: Evolucion de los retornos de las tasas de intercambio del Nuevo sol versus Ddlar

americano

abierto son llamados de Trading Days y los restantes non Trading Days. Al mes tenemos
usualmente 22 dias de funcionamiento del mercado y al afio 252 dias. Generalmente, los
modelos tedricos de series de tiempo al analizar la evolucién didria de las series financieras,
cousideran como indexador del tiempo los dias en que existe movimiento en el mercado y
como observaciones perdidas (missing) los dias sin movimiento .

Una caracteristica comun en las series financieras es el de wolatilidad. Informalmente
podemos definir la volatilidad como el grado de variabilidad que presentan los cambios en los
precios de algin instrumento financiero en particular o cartera de instrumentos financieros,
y que es interpretada como una medida de riesgo asociada a cada producto o cartera. Por
ejemplo, en la figuras 1.1 y 1.2 tenemos la evolucién de las tasas de intercainbio del Nuevo
sol versus el Délar americano y los retornos correspondientes, ainbos variando en el tiempo y
es posible identificar periddos para los cuales las varianzas varian en el tiempo (volatilidad)

Los modelos que se ocupan de cuantificar la volatilidad son conocidos como Modelos
de volatilidad y entre ellos destacan dos modelos estadisticos: Modelos ARCII/GARCII! y
sus extensiones, y los modelos de Volatilidad Estocastica. Los modelos de Volatilidad Es-

tocdstica no son actualmente muy usados por la comunidad financiera ya que se encuentran

en una etapa de investigacion prometedora como una opcién a los modelos ARCII/GARCII. Den-

tro de la familia ARCH univariado el mas utilizado es el proceso GARCII(1,1) univariado.

' Autoregressive Conditional Heteroscedasticity y Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedastic-

1ty respectivamente



1.2 Distribucion de los Retornos

En principio debemos establecer el tipo de serie de tiempo que va a ser usada para nuestro
analisis y lo que queremos de ella. Es decir, nuestro andlisis se basard en un tipo de serie
financiera denominada de Retornos y el interés recaera en el concepto de Volatilidad. Los
retornos seran obtenidos a partir de los precios de los instrumentos financieros (o cotiza-

ciones), de la siguiente manera:

Retorno.- es la variacién del precio (por ejemplo, precio de un activo, tasas de intercam-
bio, etc.) ocurrida en un determinado periodo de tiempo. Tal variacién puede ser
calculada en términos absolutos, relativos, porcentuales o logaritmicas. Calculado en

escala logaritmica, el retorno de un instrumento financiero I?; es dado por

Ry = In(=) (L.1)

P,

donde P, es el precio en ¢

A partir de ahora, los retornos seran calculados usando datos didrios, a menos que se
especifique lo contrario. La ventaja de la especificacién de retorno dada por la ecuacién (1.1),
es que los retornos logaritmicos se aproximan satisfactoriamente a la variacién relativa de
precios, para grandes cantidades de datos, que es el caso al momento de usar datos diarios.

El argumento para usar I?; en la forma dada por la ecuacién (1.1), se basa en el siguiente
analisis: se sabe que In(l + z) = £, cuando £ — 0. Para datos didrios es razonable suponer
que (P;/P,—;) — 1. Entonces si consideraramos z = (P,/FP,—1) — 1, tenemos:

P
Py,

(P.=Pr1) _ AP,
P, -1

In( ) = ( }=il.= (1.2)

donde P%f’]- es la variacion relativa. Luego, la especificacidon logaritinica aproxima satis-
factoriamente la variacidn relativa de precios, justificando su utilizacién. Usaremos esta
formulacién para el andlisis de nuestra serie de tiempo financiera.

La derivacién de la ecuacién (1.2) fue hecha partiendo de que R; fue aproximada por

una serie de taylor. Si 7y = (p2-) — L, entonces R, = In(gl7) = In(1 + r¢). Luego, It =
r, — %r? + %r? — .... Como 7y es pequeno, podemos concluir que It; ~ r; y asi obtener

finalmente la ecuacién (1.2). Esto no necesariamnente es cierto para mercados altamente

volatiles.



Una ventaja al usar la ecuacién (1.1) es que el logaritmo natural es mas realista, pues
si los retornos It; siguen una distribucién Normal, entonces no se obtienen precios neg-

ativos. Esto pasa si hacemos que la cola izquierda de la ditribucién Normal de ln(P—P‘—)

p

tienda a —oo, lo que llevaria a que g%~ — 0 6 I — 0. Por otra parte, si hacemos que la

cola izquierda de la distribucién T\Iorrnal de R, = G ‘; B ‘1‘ Pt-1) tienda a —00, conllevaria a que
(——1— —1) < =16 P, < 0. Economicamente éste resultado no tiene sentido.

P
Otra ventaja de usar el retorno definido por la ecuacién (1.1) es que permite una descom-

posicién en multiperiodos debido a las propiedades inatematicas de la funcién logaritmo. Asi,
es posible calcular el retorno mensual a partir de datos didrios simplemente sumando los re-
tornos diarios. Por ejemplo, considere I?; 9 el retorno acuinulado de los dos iltimos dias. El

retorno puede ser descompuesto en

R[ 2 = ln(

)=ln(p )+l( Y=Ry+ Ry (1.3)

PLQ Pl?

El problema de la distribucién de probabilidad a ser adoptado para los retornos es objeto
de investigacién en los ultimos anos. El modelo paramétrico a ser adoptado debe partir de
un presupuesto o suposicién acerca de la distribucién de los retornos y la verdad no existen
resultados concluyentes respecto a este tema.

Un modelo sensato a ser usado, para explicar las series financieras, debe ser uno que
incorpore lo mas aproximadamente posible caracteristicas propias o hechos estilizados de
las series financieras.

Por ejemplo, un hecho estilizado es el exceso de curtosis de las series financieras, tema que
serd visto en detalle en el capitulo 4. Il hecho que las series sean bastantes volatiles, conlleva
a que los retornos asuman valores extremos con razonable frecuencia. Traduciendo este hecho
en términos probabilisticos, la distribucién de probabilidad empirica tendra colas anchas 2
ocasionando exceso de curtosis o leptocurtosis. La distribucién Normal, generalmente usada
para modelar retornos, no tiene exceso de curtosis. La verdad su curtosis es 3, que es el
valor de referencia y llamada de mesocurtica. Cualquier distribucién con curtosis mayor que
3 sera llamada de leptocirtica (exceso de curtosis). Por otro lado, cualquier distribuciéon

con curtosis menor que 3, sera llamada de platicirtica.

2fat tails

ct



1.3 Volatilidad

Existen algunos aspectos mas o menos genéricos de las series de retornos financieros que
permite determinar algunas caracteristicas inherentes a la distribucién a ser adoptada. Se
sabe que las series de retornos financieras tienen considerable dispersidon con respecto a la
media. Ademas, se observa que la magnitud de tal dispersién asume un comportamiento
variante en el tiempo.

Ahora, si consideramos a la varianza como la medida de esta dispersién con respecto a
la media, lo que es bastante razonable, podemos decir que las series financieras presentan
varianza variante en el tiempo. Esta propiedad es designada como volatilidad, y caracter-
iza un hecho estilizado de las series financieras que explicaremos a través de la familia
ARCH/GARCH en particular. Debemos recalcar que existen otras formas alternativas de

modelar volatilidad que no seran tratadas en éste trabajo.

1.4 Perfil de la Tesis

La tesis esta estructurada en 5 capitulos. En el capitulo 2, presentamos a los procesos
GARCII(L,1) univariados que seran usados en ésta tesis para explicar el comportamiento
de volatilidad de la serie de retornos de la tasa de intercambio del Nuevo Sol versus el Ddlar
americano en uu determinado periodo de andlisis. En el capitulo 3, describiremos el paradig-
ma Bayesiano asi como su uso en un proceso de inferencia estadistica. Algunos problemas
presentados en la ejecucion de un proceso de inferencia estadistica Bayesiana son resueltas a
través de ciertos esquemas de simulacidn iterativos. En el capitulo 4, una estrategia de solu-
cién de Metropolis-Hasting por componentes serd desarrollada para resolver el problema de
inferencia estadistica Bayesiana usando un proceso GARCII(L,1) t-Student. Finalinente en
el capitulo 5 recomendaciones, conclusiones y sugerencias resumen el trabajo de la presente

tesis.



Capitulo 2

Procesos GARCH

Un andlisis de series de tiempo para modelar movimientos estocdsticos de varianzas ocu-
pa un lugar importante en la toma de decisiones en diversas instituciones financieras en
la necesidad de cuantificar los riesgos de diversos instrumentos financieros. Dos clases de
modelos destacan en la interpretacidon de las caracteristicas de estas series financieras: los
modelos de la familia ARCII/GARCII y los modelos de volatilidad estocastica. Estos tltimos
son en general mas robustos que los de la familia ARCII/GARCII. Sin embargo, los mode-
los ARCII/GARCII tienen ventajas computacionales que los convierte en herramientas de
mayor uso actualmente por la comunidad financiera.

El interés central en éste capitulo es la familia GARCII. Un Ilecho interesante de esta
estructura es el modelamiento del segundo momento condicional. Engle [7] sugiere modelar
los primeros y segundos momentos de manera conjunta. Existen diversas formulaciones que
extienden la propuesta original. Sin embargo, como es citado por Engle [7] las varianzas
condicionales deben depender de los elementos del conjunto de informacién disponible de

Imanera autorregresiva.

Modelos lineales

Antes de exarminar los modelos ARCII/GARCII no lineales!, definiremos brevemente lo que
significa un modelo lineal. Un requerimiento necesario es que el estimador cuadrado medio

minimo (ECMM)? de observaciones futuras deben ser combinaciones lineales de observa-

'la no linealidad es reflejada en momentos de mayor orden tal como la varianza
2el ECMM es definido como

vr+nr = Elyr+1|Yr]



ciones muestrales. Sin embargo, linealidad en los prondsticos de la media no es suficiente
para que muchos modelos exhiban efectos no lineales.
Si se asume una estructura univariada por simplicidad, una definicién débil de linealidad

es el requerimiento de que el modelo debe ser escrito como

t—1
ye= Yie—j+re t=12,...T (2.1)
3=0

donde 1);;’s son pesos no estocésticos, Ag; denota condiciones iniciales observables, que
pueden ser fijos o aleatorios, y los €;’s es una secuencia de variables aleatorias con media

Cero.

Ley de esperanzas iteradas

Un resultado importante para analizar modelos no lineales es la Ley de esperanzas iteradas,
la base estadistica esta en el apendice C. En el presente contexto esto significa que la
esperanza de la observacién actual, o una funcién de ella g(y;), con respecto a la informacién
en el tiempo ¢t — J puede ser hallado primero tomando la esperanza condicional sobre la
informacién en el periodo anterior t — 1, luego tomando la esperanza condicional sobre la

informacién en el periodo anterior y asi sucesivamente hasta t — J. Es decir,

Elg(ye)|Yi-s] = Ei_slg(ye)] = Er—s...Er—1[9(w:)]

la esperanza incondicional es hallada haciendo que J tienda a oo, en cuyo caso el subindice
serd dejdo de lado. Si el proceso es considerado a iniciarse en ¢t = 0, la esperanza dado la

condicién inicial es dado por J = t.

Ruido blanco

El ruido blanco (RB) es definido como una secuencia de variables aleatorias no correla-
cionadas con media y varianza constante. Contrario a lo que uno espera, es posible hacer
prondsticos no triviales de series que tiene la propiedad RB. Unicamente si las variables
son independientes es imposible hacer uso de valores actuales y pasados para pronosticar
cualquier hecho del futuro. El ruido blanco estricto (RBE) es una secuencia de variable
aleatorias independientes e identicamente dustribuidos (IID). Observe que si un RDB es

gaussiano, debe ser también RBE.




La relevancia de la distincidon entre RB y RBE es que las observaciones generadas por
un modelo no lineal posiblemente tengan la propiedad de RB. Aunque posiblemente con-
cluyamos, de manera correcta, que no hay forma de ensayar un modelo lineal , existe la

posibilidad de ensayar con un modelo no lineal para hacer pronosticos.

Diferencia martingale
Si se asume que F|y;| < 0o, un proceso con la propiedad Diferencia martingale es tal que

Ey1[y] = E(ye|Y:-1) =0

donde Y;_; denota toda la informacién hasta el tiempo t — 1. Se sigue a partir de la ley de

esperanza iteradas que la esperanza incondicional de y, es cero,
LEly] = E[E(y:|Yi-1)] =0

ademas y; es no correlacionada con cualquier funcién de observaciones pasadas f(Y;_). Esto

es porque
Elyf (Yeo1)|Yi-1] = f(Yeo1) Ely,

Y] =0

se sigue de esto que la esperanza incondicional de y; f(Y;—1) es tamnbién cero
q

Modelando volatilidad

Muchas series financieras tales como retornos de stocks y tasas de intercainbio exhiben
cambios en la varianza a través del tiempo. Estos cambios tienden a ser serialmente correla-
cionados, con grupos de observaciones de alta volatilidad ocurriendo en el tiempo. Existen
varias formas de modelar cambios en la varianza. La configuracidon basica usada en esta
tesis es considerar a la serie como generada por una secuencia de variables aleatorias inde-
pendientes e identicamente distribuido €;, con varianza unitaria, multiplicado por un factor
Vi 3, el desvio padrén.
Y = Ehtlﬂ e~ 1I1D(0,1)

la aproximacion a ser desarrollada por la presente tesis es que \/h; sea modelada por un

proceso GARCH(1,1) en la cual la varianza es modelada en térininos de observaciones
pasadas y desvios padrones pasados.

3Aqui se asume que ot = Vh:



2.1 Processo ARCH univariado

En esta parte explicaremos brevemente el origen de la postulacién de los modelos ARCII
para luego extenderlos para un modelo GARCII. Si una variable aleatdria y ;es generada a
partir de la densidad condicional f(y |y ¢—1)el prondstico, dado la informacién pasada, es
dado por E(y:|y:—1)La varianza de este prondstico es dado por V(y.|y:—1).Esta tltima
expresion establece que la varianza condicional depende de la informacién pasada y tal
vez se comporte como una variable aleatdria. Sin embargo, en los modelos econométricos
tradicionales, la varianza condicional no depende de y;—;.Una nueva clase de modelos fue
propuesta por Engle [7], donde la varianza condicional depende de la informacién pasada y
que serd discutida en breve.

Considere un proceso autorregresivo de primer orden:

Yt=YYe1+ €

donde ¢ ses ruido blanco con V(e ;)= ¢2. La media condicional de yes vy -1y la media
incondicional e cero. Una cierta mejora en términos de prondsticos aparece si se usa es-
ta media condicional. La varianza condicional de yes o2, y la varianza incondicional es
o2 . . -

T2 Para procesos reales es interesante tener intervalos de los prondsticos que dependan
de la informacién pasada, dado que ella puede afectar la varianza del prondstico. Asi lo
mejor seria tener una clase de modelos mas general

Una aproximacién clasica de heteroscedasticidad es introducir una variable exogena z;
que ayude a promnosticar la varianza. Con una media a priori de cero el modelo tendra la
siguiente forma:

Yt=¢€gt

272 | y el intervalo de proudstico

donde V(e ;) = o?. La varianza de y; es dado por o
dependera de la evolucién de la variable exogena. Es imposible encontrar una solucién
a este problema de variacién en la varianza, dado que esto implica encountrar las causas
de esta variacién. Una aproximacién alternativa es reconocer que las medias y varianzas
condicionales evolucionan conjuntamente en el tiempo.

Un modelo que permite a la varianza condicional depender sobre la informacién pasada
de la serie de tiemppo es el modelo Bilineal propuesto por Granger y Andersen. Un caso

simple es:

Y= € 1Yl
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La varianza condicional ahora es dada por o2y?_,. Sin embargo, la varianza incondicional
es cero o infinito, lo que hace que esta formulacién no tenga atractivo a pesar que este
problema puede ser controlable a través de algunas modificaciones.

Un modelo que contorna los problemas anteriores fue sugerido por Engle 7], en donde la
parametrizacion de la varianza condicional permite modelar los segundos momentos no ob-
servables. Es decir, permite que la varianza condicional dependa de elementos del conjunto
de informacién disponible de una manera autorregresiva. Sea ¥;_; el conjunto de informa-
cién disponible dado por los valore pasados de y;. El modelo ARCH univariado puede ser

escrito de la siguiente forma:

1/2
Y = 6zhz/

2
ag + a1y,

If

h;

con V(e) = L. Este modelo sera llamado de Autoregressive Conditional Heteroscedasticy
—ARCH-de orden un o ARCH(1). Este modelo no es exactamente un modelo Bilineal, pero
es mucho mas préximo de él. Si se aumenta la suposiciéon de Normalidad para ¢, el modelo

se convierte en:

yele-1 ~ N(O,hy)

hy = ag+aiy?_l i >0, ap 20 (2.2)

restricciones en los pardmetros son necesarios para garantizar que h; sea positivo. Una
varianza condicional alta en el periodo de tiempo anterior puede facilmente generar una
observaciéon cerca de cero, con el resultado que la varianza condicional actual puede ser
relativamente pequeila. En general uno espera que la varianza condicional actual cambie
levemente. Esto indica la necesidad a dispersar la memoria del proceso sobre un ntmero
de observaciones pasadas. Es decir, cuanto mas observaciones pasadas sean consideradas

mejor. Una expresién mas general es

lr-1 ~  N(0,he)

hy = ap+ alef_l + ...+ apyf_p

este modelo es llamado de ARCH de orden p, o ARCII(p).
Un modelo ARCH regresivo es obtenido suponiendo que la media de y, es dado por z,83,

una combinacién lineal de variables endogenas y exogenas incluidas en z, con 8 un vector
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de pardmetros desconocidos. Es decir,

yt|‘¢'z—1 ad N(xtﬁ,hs}
ht = h(et_l,...,et_p,a)

& = (yo—z:0)

Propiedades del proceso ARCH(1)

El modelo ARCH es una DM y su media incondicional es cero y es serialmente 1o correla-

cionada. La varianza incondicional puede ser hallada usando la ley de esperanzas iteradas.
7 7 2| 2 e 2 2
By 2By 1 (y;) = Er-zlao + eayp_y] = ao + aoar + oy

repitiendo esta operacion hasta que la ultima expresion es tomada en t — J da

By g By (yf) = ao + aoan + a9 + ... + agal " + oy,

si ag < 1, haciendo J — oo y sumando como una progresion geormétrica tenemos que
Var(y) = E(yf) = ao/(L — 1)

el proceso ARCH(1) es por lo tanto un RB, pero no un RBE. Ademads, si se suponeque la
distribucién condicional es Normal, incondicionalmente no es distribucién Normal. Ella no
podria tener una distribucién incondicional Normal pues se trataria de un modelo lineal. La
distribucién incondicional obtenida a partir de este modelo ARCH(1) no tiene una forma
conocida, pero es posible probar que es simétrica, ver Engle [7]. Es posible también probar
que si 3a? < 1, la curtosis es dada por 3(1 — a?)/(l — 3a?). Esto es mayor que 3 para a;
positivo, y asi el modelo ARCH(1) produce observaciones con colas mas pesadas que las de
una distribucién Normal. Esto es una propiedad deseada pues muchas series financieras son
observadas a tener colas pesadas.

Cuando consideramos prondsticos, la esperanza condicional de cualquier observacion
futura es cero, pero aplicando la ley de esperanzas iteradas es posible probar que el error

cuadrético medio(ECM) del prondstico , el cual es justamente la varianza condicional de

*El ECM del pronostico gr4ir es dado por

12
ECM (jryr) = Var(yr+|Yr) + [§r+q7 — Elyr+:|Yr]]
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la observacién futura es
ECM('_I}T_l_”T) = VGT'(yT+[[YT) =ao(l +a + ﬂ‘f + ... + C!‘tl_]) -+ Gfl y%

Si la serie fuese tratada como si fuesen RB, el prondstico es dado por la varianza incondi-
cional Var(y;) = ag/(l — ;). La 1ltima expresién de la varianza condicional tiende a la
expresién de la varianza condicional cuando | — oo, pero para un horizonte pequeno esta

puede ser muy diferente.

2.2 Processo GARCH univariado

Una mejor aproximacién que la propuesta de insertar observaciones pasadas a la ecuacién
de la varianza condicional actual, es introducir valores rezagados de h;. Bollerslev [4] gen-
eraliza el processo ARCH permitiendo que las varianzas condicionales pasadas aparezcan
en la ecuacion de la varianza condicional. Consecuentemente la equacién de la varianza

condicional se convierte en:
hy = ap+ 01‘9:2-1 t+...+ apy?—p + Brhi—1 + Bobhy—2 + ... + Byhi—q

este proceso es llamado de generalized ARCH de orden (p,q), o GARCH(p,q). El modelo
particular GARCH(L,1) ofrece una descripcién parcimoniosa de los datos, satisfactoria para

el modelamiento de muchas series reales (ver Bollerslev [4]).

Propiedades del proceso GARCH(1,1)

Todos los modelos GARCH son DM. Si la suma de los a’s y los ’s es menor que uno, el
modelo tiene varianza finita y es RB. En particular para el modelo GARCH(1,1) podemos

ver que

By 2B, _1(y}) = Ei [Oto +onyr, +ﬂ1h?—1] =g + (a1 + B1)hE,

2 2
= ap+ (a1 +5) [00 + Bryso + 5h:-2]
repitiendo este proceso hacia el infinito, podemos ver que si a; + ) < 1, tenemos que
Var(y) = ao/(1 — a1 = B)

El proceso de inferencia estadistica Bayesiana para este modelo serd tratada en el caip-

tulo 4 de la presente tesis.
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Capitulo 3

Estadistica Bayesiana

El propdsito fundamental de un andlisis estadistico es hacer inferencias y prondsticos. Datos
son coleccionados y necesitamos hacer inferencias sobre uno o mas factores desconocidos
relacionados al sistema generador de estos datos, para asi pronosticar sobre eventos fu-
turos. Aunque la teoria frecuentista proporcione resultados simples en casos en donde su-
posiciones especiales puedan ser hechas (tales como Normalidad e independencia de los
errores), en otros casos, y particularmente cuando ninguna estadistica suficiente exista, las
soluciones no son satisfactérias. A pesar que estas suposiciones especiales involucren un
numero de situaciones de interés cientifico, es ideal pretender que un conjunto de proble-
mas estadisticos cuya solucién fue colocada como necesaria por el investigador coincida con
el conjunto de problemas sujetos a un tratamiento padrén. La metodologia Bayesiana da
mayor énfasis al interés cientifico que conveniencia matematica.

Una distribucién a priori, que representa toda la informacién sobre los parametros de-
sconocidos antes que los datos sean disponibles, asume un papel esencial en la aproximacién
Bayesiana. Tal distribucién puede ser usada para representar el conocimiento a priori o igno-
rancia relativa. En problemas de inferencia cientifica deberiamos, siempre que fuera posible,
llevar a cabo un analisis como si un estado de ignorancia relativa existiese a priori. El temor
por parte de algunos estadisticos acerca del uso de distribuciones a priori esta asociado con
el hecho que la distribucidon a priori domine y distorcione la informacién que los datos traen
con respecto a los pardmetros de interés.

Una ventaja del paradigma Bayesiano es que él puede ser usado para explorar las con-
secuencias de cualquier tipo de modelo probabilistico, sin restriccion para aquellos que

tiene formas matemadticas especiales o convenientes. Para mayor detalle sobre estadistica
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Bayesiana, ver Box y Tiao [5], O'Ilagan [17], Berger [2], etc.

3.1 Naturaleza de la Inferencia Bayesiana

Es de interés presentar a la metodologia Bayesiana como una alternativa a la estadistica
clasica o frecuentista a través del uso del principio de Verosimilitud, principio comuninente
adoptado por la comunidad estadistica cldsica, para luego enlazar de manera natural estas
ideas en el teorema de Bayes. El principo de Verosimilitud hace explicita la idea condicional
natural que unicamente el valor observado y debe ser relevante a conclusiones o evidencias
acerca de 0 (se asume que un modelo paramétrico es el proceso generador de ésta observacién
¥y y que ademas que depende de 0). El concepto clave en el principio de Verosimilitud es el

de Verosimilitud.

Definicién 3.1.1 Dada la observacion y, la funcion 1(0;y) = p(y|0), considerada como

una funcion de 0, es llamada de funcion de Verosimilitud

La razémn intuitiva para el nombre de funcién de Verosimilitud se establece a partir de la
siguiente idea: un valor de 0 para el cual p(y|0) le corresponde el mayor valor con respecto
al resto de valores de 0, sera el 0 mas plausible (dada la informacién y). Para ilustrar esto
consideremos el siguiente experimento: Cierto individuo lanza de manera independiente
una moneda dos veces. La probabilidad de que salga cara es 0 y la probabilidad de que
salga sello es (1 — 0). Un modelo probabilistico que explique éste fenémeno es dada por un
distribuciéon Binomial. Es decir, si se define una variable aleatéria Y: nimero de caras en
los dos lanzamientos independientes, lo que tenemos es que Y ~ Binomial(2,0). Entonces la

f.d.p es dada por
2 2
p(y|0) = 1(0;y) = (1-0)"Y, y=0,1,2. 0€O=<0,1>
0

note que :
a.-) siy =0 entonces {(0;y = 0) = (L —0)?, y el valor mas plausible (o verosimil) de 0 es 0
b.-) siy =1 entonces [(0;y = 1) = 20(1 — 0), y el valor mas plausible de 0 es 5

c.-) siy = 2 entonces [(0;y = 2) = 02, y el valor mas plausible de 0 es 1
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Funcidn de Verosimilitud para diferentes valores de x
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Figura 3.1: funcion de verosimilitud para diferentes velores de y

esas verosimilitudes son graficadas en la figura (3.1). Observe por ejemplo que la curva
de funcién de verosimilitud para y=2 sugiere que el valor mas plausible es uno. Esto es,
toda informacién proporcionada por y es absorvida por [(0;y). Ideas similares pueden ser

obtenidas para los otros casos (y = 1 e y = 0)

3.1.1 Teorema de Bayes

Suponga que y = (y1, ..., Yn) es un vector de nobservaciones generadas por Y. = (¥1,...,Y3)
y que Y = u(Y) es una variable aleatoria cuya distribucién de probabilidades p(y|0) de-
pende de un vector de pardmetros de dimension k, digainos 0 = (61,...,0r). Suponga que 0
tiene una distribucién de probabilidades cuya funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.)

es dada por p(0). Entonces, la f.d.p. conjunta de 0 e y es:

p(y|0)p(0) = p(y,0) = p(8]y)p(y) (3.1)

Condicionando a los datos observados y, la f.d.p. de € es dada por:

p(Oly) = % (3.2)

note ademas que la f.d.p. marginal de los datos es:
{fp(le)p(O)dO 0 continuo
Y p(y|0)p(0) 0 discreto

donde la utilizacién de los operadores suma o integral dependerd de las carateristicas del

p(y) = E[p(yl0)] =c™' = (3.3)

dominio de 0, y E[f(0)] es el operador esperanza matemdtica de f(0) con respecto a la
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distribucién de 0. Asi (3.2) puede ser escrita como:

p(0ly) = c p(y|0)p(0) (3.4)

la ecuacién (3.2) o equivalentemente (3.4), es comumente conocido como el teorema de
Bayes, pues 0 es una variable aleatoria no observable. En esta expressién p(0) representa
toda la informacién acerca de 0 sin conocimento de los datos. p(0) es llamada de f.d.p. a
priori de 0. Por otra parte, p(0|y) informa todo sobre 0 una vez conocidos los datos. p(0|y) es
llamada de f.d.p. a posterior: de 0 dado y. La cantidad c es una constante de normalizacién
necesdria para garantizar que la distribucién a posteriori p(0|y) integre (ou sume) 1.
Debemos mencionar en este instante que la identificacion de la f.d.p a posteriori p(0|y)
via el teorema de Bayes segiin la ecuacién (3.2) o (3.4), es a veces complicado y/o imposible
determinarlo analiticamente. Métodos de simulacién deterministica y/o estocdsticos deben
ser usados para obtener resumenes de interés de esta f.d.p a posteriori p(0|y) de interés. En
proximas secciones trataremos de un método particular denominado de Metroplis-Hastings

para obtener los resumenes de nuestro interés.

Teorema de Bayes y la F'uncion de Verosimilitud

Si usamos la funcion de verosimilitud I(0|y) dada la informacién y, dada por la ecuacién

(3.4) en vez de p(y|0) en el teorema de Bayes, tenemos que:

p(0ly) = cl(0]y)p(0)
x 1(0]y)p(0) (3.5)

Es decir, el teorema de Bayes establece que la distribucién de probabilidades de 0 posterior a
los dados y, es proporcional al producto de la distribucién a priori de 0 y de la verosimilitud

de 0 dado y. Esto es,
distribucidén a posteriori o< verosimilitud x distribucién a priori.

La funcién de verosimilitud [(0|y) destaca en la férmula de Bayes, a través de ella los datos
(denotados por y) modifican el conocimiento a priori de 0; ella representa por lo tanto toda
la informacién acerca de 0 proporcionado por los datos .

La funcién de verosimilitud es definida a no ser por una constante multiplicativa, esto

es, la multiplicacién por una constante produce una verosimilitud invariante en términos
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de informacién. Esto concuerda con el papel que ella asume en la férmula de Bayes, pues
multiplicar la funcién de verosimilitud por una constante arbitraria no afecta la distribucion
a posteriori de 0. Apenas el valor relativo de la verosimilitud es importante como el que
proporciona la informacién a la distribucién a posteriori de 0. La verdad, nuestro interés
es el " nicleo"de la distribucién a posteriori {(0|y)p(0) en la equacién (3.5) como la que

proporciona la informmacién en la férmula de Bayes.

Naturaleza secuencial del Teorema de Bayes

La equacidn (3.5) nos da una formulacién matemaética de como la informacién anterior puede
ser combinada con nuevas informaciones. Igualmente, el teorema permite una actualizaciéon
continua de informacién acerca de los parametros 0 a medida que nuevas informaciones
aparezcal.

Suponga que tenemos una muestra inicial de observaciones y = (y1y---,Yn,) y definimos

ay; = u(xl). Entonces, por el teorema de Bayes se sigue que:

p(0ly1) o< p(0)(0]y1)- (3.6)

Suponga ahora que tenemos unasegunda muestra de observaciones y, = (Yn,+1, - - Yn,+n2)

obtenida independientemente de la primera muestra (dado 0) y que y2 = u(y,), entonces

p(0ly1,y2) o p(0)(0y1)l(0]y2)
o p(0ly1)l(0]y2) (3.7)

la expresién (3.7) tiene la misma forma que (3.6) donde p(d]y,) (distribucién posteriori de
dado y,) asume el papel de la distribucién a priori para la segunda muestra. Obviamente este
proceso puede ser repetido muchas veces. Para extender estas ideas, imagine que tenemos
n observaciones independientes, la distribucién a posteriori puede ser re-calculada después
de cada nueva observacion, asi en el m-ésimo estado la verosimilitud asociada a la m-ésima
observacion es combinada con la distribucién posteriori de 0 después de m-1I observaciones

dadas, para obtener la nueva distribucion a posteriori:

pOly1, - ¥m) < P(Oy1,s- s ¥m-1)(Olym) (3.8)

donde
p(0ly1) < p(0)l(0]y,)
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Esto es, el teorema de Bayes describe el proceso de aprendizaje a través de la experiencia,
ademads muestra como el conocimiento actual del estado de la naturaleza cambia continua-
mente a medida que nuevas informaciones son disponibles.

Este proceso de aprendizaje no esta sujeto a la suposicion de observaciones independi-
entes. I&s decir, podemos establecer un mecanismo de aprendizaje para el caso general. Ver

detalles en O'Ilagan [17]

3.1.2 Determinacién a priori

Este es el unico elemento nuevo en el andlisis Bayesiano con respecto al andlisis cldsico
o frecuentista. La determinacion es en general subjetiva, sin embargo nada impide que
datos de experimentos pasados sean utilizados. Il iinico comprormniso es que la distribucion
represente el conocimiento sobre 0 antes de ejecutar experimentos. Dos formas alternativas
de distribuciones a priori seran presentados en esta seccion, que son la distribucion a priori
no informativa y a priori conjugada. Sin embargo, el lector interesado en otras formas

alternativas de distribuciones a priori pueden revisar los libros de Berger [2], O'Ilagan [17].

Priori no Informativas

En esta parte formularemos la distribucién a priori no informnativa e ilustraremos con algunos
ejemplos la determinacién de distribuciones a posteriori p(0|y) a partir de esta distribucién
a priori p(0) no informativa. Este tipo de a priori fue desarrollada por Jeffreys (1961), como
una respuesta a los usuarios e investigadores de la estadistica cldsica que manifiestan que
las distribuciones a prioris son arbitrarias y altera conclusiones y que por lo tanto no puede
ser aceptada dentro de un procedimiento cientifico. Iiste concepto de distribucién a priori
no informativa parte del hecho de realizar un analisis a partir de un minimo de informacioén
subjetiva a priori. El concepto de minimno es un concepto relativo a lo que esta contenido
en la muestra.

Suponga por un momento que usamos distribuciones uniformes como representantes
de situaciones donde no se dispone de informacién inicial o no se desea usarla; es decir,
p(0) x cte (6 variando en toda la recta), lo que implica no favorecer ninguna valor en

particular de 0. Algunas dificultades que origina la formulacién anterior son:

a) La f.d.p. p(0) es impropia. Es decir, [ p(0)d0 — oo;
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b) ¢ = ¢(0) es una transformacién 1 a 1 de 0 y si 0 tiene distribucién uniforine, entonces

por transformacién de variables aleatorias la f.d.p. de ¢ es
do do
p(¢) = p(0($)) || o | =]

el raciocinio que coulleva a que p(0) o< cte deberia también ser mantenido para que p(¢) o<
cte, lo que no es verdad por b). Lo ideal seria construir una regla en donde p(¢) no fuese
impropia e invariante bajo transformacién.

La verdad lo que queremos es que la distribucién a posteriori sea propia ain cuando la
a priori no lo sea, no dando asi eventualmente importancia a esta caracteristica indeseable
de la distribucién a priori. La clase de distribuciones a priori no informativas propuesta
por Jeffreys es invariante bajo transformaciéon y eventualmente impropia. Antes de definir

exactamente este tipo de a priori no informativa, necesitamos de la siguiente definicién:

Definicién 3.1.2 Sea X una variable aleatdria observacional con f.d.p. p(z|0). La medida

de informacion esperada de Fisher de 0 a través de X es definida por
0%log p(X |0
1(0) = Expo {_ 960£ 0)

510 = (0,,02, ..., 8,) fuese un vector de pardmetros, entonces la matriz de de informacién

esperada de I'isher de X es dada por

0%l X|0
1(0) = Ex)p [— Ogog(o’ 9)

con elementos /;;(f) dados por

_ 8%log p(X|0)

1,7 = 1,2, ...,
60180] 2’.7 14 1p

I;;(0) = Ex)p {

La informacion asi definida es una especie de valor medio de la curvatura de la verosimil-
itud. A medida que es mayor la curvatura mas precisa es la informacién contenida en la
verosimilitud y por lo tanto mayor sera I(f). Como la curvatura es negativa, se toma el
valor cambiado de ella. La media es tomada con respecto a los valores posibles de las ob-
servaciones con pesos dados por la distribucién muestral. Cuando no se toma la media lo

que tenemos es la informacién observada de Fisher J(f) dado por

3 d*log p(X|0)
90?

que es una medida local mientras que 7(0) es una medida global.
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Definicién 3.1.3 Sea X una variable aleatoria observacional con f.d.p. p(x|0). La f.d.p a
priori de Jeffreys es definida por
p(0) o< [1(0)]'/2

Para el caso multivariado tenemos que p(0) o |det 1(0)|'2.

Lema 3.1.1 La f.d.p. a priori p(0) o [I(0)]'/? es invariante; es decir, si ¢ = $(0) es una
transformacion 1 a 1 de 0, entonces p(¢) o [I($)]/?

Iste resultado también es valido para el caso multivariado. Los detalles de la propuesta
de Jefreys, asi como la demostracién del lema anterior pueden ser encontrados en Box y
Tiao [5].

A continuacién daremos dos definiciones que nos permitird lidar con tipos especiales
de a prioris no informativas de pardmetros de distribuciones observacionales, que son los

modelos de localizacion y de escala respectivamente.

Modelos de Localizacién X tiene un modelo de localizacidn si existen funciones f y una
cantidad 0 tal que la distribucién de X dado 0 satisface que p(z|0) = f(z — 0). Si

tenemos este caso, 0 es llainado de pardmetro de localizacién

Ejemplo 3.1.1 Sea (X|0) ~ N(0,02) con a? conocido. La f.d.p. de (X|0) es dado por

(z —0)?
o

exp{—0.5 }

p(z]0) = 5
no

que es una funcion de (x — 0).

Una estadistica importante involucrando la funcién de verosimilitud es la funcién Score:

Definicién 3.1.4 La funcion Score de X, denotada por U(X;0), es dada por

U(X:0) Alog géX|0)

En el caso multivariado de un vector de pardmetros § = (01, 0y, ...,0p), la funcién Score es
un vector U(X;0) con componentes dados por U;(X;0) = M{%ﬁﬁlﬁ 1= 1,2,...,p.

El siguiente lema muestra una forma alternativa de calculo de la informacién esperada de
Fisher basada en la funcién Score. La condicién de regularidad exigida es basicamente que
los operadores de integraciéon y derivada pueden ser aplicados en orden diferentes para una

determinada expresion.
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Lema 3.1.2 bajo condiciones de regularidad se tiene que

1(0) = Exo [UQ(X;O)]

en el caso de un vector de parametros se tiene que
1(0) = Expo [U(X;0)U'(X;0)]

Ahora bien si X tiene modelo de localizacién entonces,

Olog p(z|0) _ dlog f(z—06) f'(z-0)
a0 90 f(z-0)

donde f' = 3.
. 2
Por el lema 3.1.2 anterior, I{(0) = Exg [(Lf-g—:%l) ] Ahora bien, si hacemos la trans-

formacién s = z — 0 se obtiene que

10) = Eq (f_'@_)?

que no depende de 0. Por lo tanto, I(0) = cte y la f.d.p. a priori p(0)  cte. Este resultado

también es valido cuando 0 es un vector.

Modelos de Escala X tiene un modelo de Escala si existen funciones f y una cantidad
o tal que la distribucién de X dado o satisface que p(z|o) = % (). Si tenemos este

caso, o es llamada de parametro de Iscala

Ejemplo 3.1.2 Sea (X|02?) ~ N(0,0?) con 0 conocido. La f.d.p. de (X|o?) 6 (X|o) es

dado por

I —0)2
ezp{—0.5( 20) }
o

1
p(zlo) = o

que es de la forma #f(f)

Ahora bien si X tiene un modelo de escala, entonces:

dlog p(zlo)  olog [0 f(slo)]
do do
8 [~log o + log f(ﬁ)]
do
dlog f(z/o) z
sl 3)

a2

= < Sige
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)
donde f' = 5£

Luego la medida de inforinacién esperada de FFisher es dada por

o f e 2
L fU)\?
= ;EE(1+U—f(U))

la tltimma expresidn se obtiene después de hacer uso de la transformmacién u = z/o. En esta
expresion la distribucién de U no depende o y de aqui I(0) = cte = o 2. La f.d.p a priori
no informativa por lo tanto serd p(o) oc o !

Si hacemos uso del lema 2.1.1, tenemos también que p(c?) x o 2, pues tenemos una

transformacién L a 1l con o > 0

Modelos de Localizacién-Escala X tiene un modelo de Localizacién-Escala si existen
funciones f y cantidades 0 y o tal que la distribucién de X dado (0, o) satisface que
p(zl0,0) = %f(fjg). Si tenemos este caso, ¢ es llamnado de pardmnetro de localizacién

y o es llamado de pardmetro de IEscala.

Ejemplo 3.1.3 Sea (X|0,0%) ~ N(0,0°). La f.d.p. de (X|0,0%) ¢ (X|0,0) es dado por

1 z — 0)?
pla0.0) = —s—eapl-05E L)

que es de la forma ﬁf(f&—").

1

Una vez que la forma de p(x|0,0) es de la forma ;f(“—”a—o) es facil probar que p(0,0) x é

Priori Conjugadas

Aqui también definiremos la distribucién a priori conjugada e ilustraremos con algunos
ejemplos la determinacién de distribuciones a posteriori p(0|y) a partir de esta distribucién
a priori p(0) conjugada. En general la distribucién marginal p(y) y distribucién a posteriori
p(0ly) no son faciles de calcular. Si por ejemplo, y ~ N(0,02) y 0 ~ Cauchy(u, ) entonces
la f.d.p. a posteriori p(0|y) puede ser evaluado unicammente de manera numérica. Una gran
parte de la literatuta Bayesiana se dedica a hallar distribuciones a posteriori para el cual
p(0ly) pueda ser facilinente calculado. Uno de estas formas de a priori son las llamnadas

priori conjugada.
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Definicién 3.1.5 Sea I’ = {f(y|0);0 € O} la clase de f.d.p observacionales. Se dice que
una clase P de f.d.p. a priori es familia conjugada a F, si p(0|y) pertenece siempre a P

para todo f € Fype P

Ejemplo 3.1.4 Sean (Y|0) ~ N(0,02) con o conocido, y 0 ~ N(pu,7?) con p y 7% cono-
cidos. Lstamos interesados en probar que P = {N(u,72%); u € R,7 > 0}, es conjugada a
F = {N(0,0%); 0 € R}. Para ello necesitamos probar que p(0|y) € P. Por el teorema de

Bayes tenemos que:

p(Oly) o 1(6;y)p(0)

[ 1 2 1 2
o« exp _—535(1!—9) —530-n
2 02 4o o
X T T T2t
-
o« exp =7 (0T +77) +0(0 Py + 7 2u)]

st definimos a

-2 2
T uto 7y -2 =D -2
K1 p T =7T°+4+0
tenemos que
02 O
0 x ezxp |- + ==
p0ly) o ezp [ 37t
1 1
x exp [——2(0—;11)2]

27 27

y €sta ultima ezpresion corresponde a la f.d.p. de una distribucion Normal. Es decir, s
(0ly) ~ N(p1,72) entonces p(0|y) € P.

En éste ejemplo vimos que el andlisis fue hecho usando una unica observacién. Para
cuando usemos una muestra de tamano 7, digamos y = (y1,y2, ..., Yn), €s facil probar que

la verosimilitud es dada por

Luego la verosimilutud es la misma que la obtenida con una unica observacién con la
. ., — 2 , . . 4y
sustitucién de y por ¥ y de o2 por Z-. Asi los resultado del ejemplo anterior son validas
con las sustituciones mencionadas anteriormente, y la f.d.p. a posteriori de 0 seria dada por

N(p1, 72), con
- T 2u+no%y _2

= -
H =2 4+ no-2
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Una estrategia comunmente usada para la obtencion de la f.d.p. a priori conjugada es ver
el nucleo de la verosimilitud como funcién del pardmetro de interés, e imitar la forma de

ella.

Ejemplo 3.1.5 Sea y = (y1,%2,...,Yn) una muestra aleatoria de N(0,0?) con 0 conocido y

definamos a ¢ = o~ 2. De esta manera la verosimilitud de ¢ dada la muestra es dada por

e;y) =p(yl0,9) = H p(yil9)

n

ca.
—

1 (y; — 0)?
= H 1/26”’{ (yTli}

:=l

l n
= Wﬁfp{ 2% 12( -0)%}
o« ¢/? ezp{—gnSS} ; so= %Z(yi—G)z’

segin esta verosimilitud, la a priori conjugada debe tener un nicleo como [(¢;y) que
tiene la forma de una f.d.p Gamma - lera parametrizacion (ver apéndice A). Es decir,
podemos postular una distribucién a priori ¢ ~ Ga(32, 3203) con f.d.p. a priori dada por
p(¢) x ¢"°/2‘lexp{—¢no%‘21}. La f.d.p. a posteriori de ¢ es obtenida usando el teorema de

Bayes:

p(dly) o (;y)p(¢)
n/2 Sg ng/2-1 -dg
x ¢ e;rp{—m;b—z-}qp 0/ e;rp{—nocp?}
%)

o A egp(—(ngo? + nsh)S

cuyo niicleo corresponde a la f.d.p de una Gamina. Asi la familia P = {Ga(3®, 3203)}, con
. ng v ng 42 : . _ 1 :
parametros %2 y Z20¢ conocidos, es conjugada a I = {N(0,¢ ')} con 0 conocida.
Si queremos postular una f.d.p. a priori para la varianza o? observamos la verosimilitud

I(¢;y) como funcién de ¢2. Es decir

(6%);v) = U(o%y) o (a®) ™2 efp{‘al;fnsﬁ} B =— w0y

y segin este niicleo de la verosimilitud postulamos una f.d.p. a priori GI(%8, 253) Gamma

Inversa (ver apéndice A).
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3.1.3 Inferencia Estadistica Bayesiana

Hacer uso del paradigma Bayesiano no implica finalmente en la determinacién de la dis-
tribucién a posteriori p(0|y), sino en hacer inferencia estadistica a partir de esta distribucién
a posteriori. En estadistica cldsica o frecuentista el proceso de inferencia estadistica significa
estimacion puntual, intervalos de confianza y Pruebas de Ilipdtesis para el parametro o vec-
tor de parametros de interés de un modelo probabilistico en particular, digamos f(y|6). De
igual forma, Un proceso de inferencia estadistica Bayesiana involucra Estimacién Puntu-
al Bayesiana, Regiones de Credibilidad (intervalos de confianza Bayesianos) y Pruebas de
Hipdtesis Bayesianas. Para mayores detalles de este tema ver O’Hagan [17] y Berger [2]

En afios recientes, la aproximacion Bayesiana para Inferencia Estadistica a recepcionado
gran atencién entre los investigadores en estadistica aplicada y tedrica. Ista alternativa
es percibida como un paradigma natural para resolver problemas aplicados. Sin embargo,
parece que la difusién de la metodologia Bayesiana ha sido restringida por las dificultades
de implementacion. La estadistica Bayesiana puede ser dificil de ser aplicada debido a la
dificultad en derivar la distribucién a posteriori analiticamente, en casos en donde no se
trabaje con problemas conjugados comunmente.

En los ultimos 20 ands, una gran cantidad de progreso ha sido alcanzado en el area
de computaciéon Bayesiana. Un buen nimero de métodos de integraciéon numérica han sido
desarrollados para calcular las integrales que son comunes en Inferencia Bayesiana. (ver
por ejemplo Naylor y Smith [15], Ripley 18], etc.). Una clase mas general de algoritmos de
computacién usa técnicas de muestreo para simular valores de distribuciones a posteriori. Un
método de simnulacién en particular, Markov Chain Monte Carlo (MCMC), ha tenido notable
éxito en simular valores de distribuciones a posteriori para un vector de parametros de gran
dimensién (ver por ejemplo Chib and Greenberg [6], Tierney [21], etc.).

A pesar de que existe una gran cantidad de buenos algoritmos para ejecutar calculos
Bayesianos, estos métodos no son ampliamente usados. Iin paricular, estos métodos com-
putacionales no son considerados en cursos introductorios sobre metodologia Bayesiana.
Dos razones pueden ser sugeridas para la escazes en el uso de estas técnicas. Primero,
muchos de los métodos computacionales a ser aplicado por el usuario, exige que esté fa-
miliarizado con los algoritinos y entender cuando los métodos convergen o producido una
respuesta suficientemente acuristica. Segundo, y probablemente la razén mas importante es

que existe pocos software disponibles. Muchos de los software comercialmente disponibles

26



son disenados para un problema de inferencia en particular, tal como modelos lineales, series
de tiempo, etc. Existe pocos software disponibles que immplemente el Teorema de Bayes para

especificaciones a priori y de verosimilitud arbitrarias.

3.1.4 Inferencia Bayesiana a través del simulador estocastico MCMC -

(Solucién via Remuestreo)

Este trabajo de tesis presentard un caso en donde no es posible identificar la distribucién
a posteriori de un vector de parametros arbitrario 0, mediante el teorema de Bayes segiin
la ecuacién (3.5). Entre los muchos ejemplos en donde no es posible identificar la distribu-
cién a posteriori de interés, es importante destacar los modelos para explicar volatilidades
de diversos instrumentos financieros en el mercado financiero. Nos ocuparemos particu-
larmente del modelo GARCII(1,1) univariado, como el proceso que explica la volatilidad
para nuestra serie de retornos de interés. Si éste modelo fuese sometido a un proceso de
inferencia estadistica Bayesiana, el nicleo de la distribucién a posteriori del vector 0 de
interés, no presenta una estructura conocida como funcién de 0 para identificarla, lo que
imposibilita hacer resumenes estadisticos de forma analitica. Para éste modelo GARCIH(1,1)
univariado, una estrategia particular de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) denominada
Metropolis-Hasting con propuesta independiente, serd utilizado para obtener una rnuestra
de la distribucién a posteriori del vector de parametros de interés y asi derivar algunos
resurnenes particulares.

Vamos a presentar el simulador estocdtico MCMC en forma descriptiva sin profundizar
en detalles técnicos. Existe un sin nimero de referencias sobre este tema, ver por ejemplo
O’Ilagan [17], Roberts e Smith [19], Smith y Roberts [20], entre otros. La intencién en
esta subsection es destacar el mecanismo de funcionamiento del sirnulador de mmanera infor-
mal. Cadenas de Markov son procesos estocaticos en los cuales el comportamiento futuro
del proceso depende del estado actual del proceso, y las probabilidades de los estados fu-
turos no son afectados por la historia pasada del proceso, dado el estado actual. En muchos
casos, estos procesos tienden al equilibrio y las cantidades limites siguen una distribucién
invariante. La Técnica MCMC proporciona un esquema de simulaciéon donde la distribucién
de interés es colocada como la distribucion de equilibrio. La introducciéon de cadenas de
Markov en el esquema de simulacién permite considerar distribuciones muy complicadas,

principalmente aquellas que corresponden a las de gran dimensién. El hecho interesante
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Figura 3.2: inferencia via Muestreo

de esta aproximacion es que la introduccién de esta estructura adicional (la cadena de
Markov) en un problema complejo acaba resolviendo el problema original. Sin embargo, la
introduccidn de esta estructura adicional genera un trabajo extra, pues es necesario obtener
una secuencia completa de valores de esta cadena hasta alcanzar el equilibrio, y apenas los
valores en el equilibrio son considerados como valores generados de la distribucién limite
(ver figura (3.2)). Aun mas, existen resultados andlogos a la ley de los grandes nimeros
y al teorema Central del Limite para cadenas de Markov, que garantizan que los valores
simulados por la cadena, en el limite, puedan ser usados para obtener informacién sobre la
distribucidn de interés.

La idea que fundamenta el simulador estocdstico MCMC es simple. Suponga que de-
seamos generar indirectamente una muestra de m(0) onde 0 € ©® C R™. Suponga que es
posible construir una cadena de Markov con espacio de estados © cuya distribucion de
equilibrio sea (). Si iteramos la cadena por un periodo largo de tiempo, en el limite los
valores generados de la cadena pueden ser usados como base para inferir sobre 7(6). Para
implementar esta estrategia, necesitamos de algoritmos para construir cadenas con distribu-
ciones de equilibrio especificas.

Para una discusién matemadtica rigurosa de estas ideas, necesitamos colocar la aproxi-
macién dentro de una estructura tedrica apropiada. Detalles de esto pueden ser revisados
en Smith y Roberts [20], Roberts y Smith [19], Tierney [21], etc., por ejemplo.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, resultados asintéticos establecen condiciones

para que una muestra resultante de esta cadena con distribucién de equilibrio 7(9), pueda
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ser usada para imitar una muestra generada por 7(0) o para estimar el valor esperado, con
respecto a m(0), de cualquier funcién de 0 de interés.
SioM 9@ . 00 . fuese unarealizacién de una cadena apropiada, resultados asintéticos

garantizan que

0 B o~ m(0);

y para cualquier f(.)
t
3709 Eof1(0)) (39)
i=1
conocido como el Teorema Ergddico. La verdad, el Teorema Ergddico es una version de la
Ley de los Grandes Niumeros para observaciones no necesariamente independientes. Cier-
tamente en el limite, sucesivos 0®) estaran correlacionados debido a que el esquema de
simulacién usa una cadena de Markov, es decir, si los primeros resultados asintéticos son
usados para imitar una muestra de m(0), ciertos espacios entre realizaciones deberian ser
considerados para garantizar una muestra aproximadamente independiente, o de manera
alternativa, experimentos independientes en paralelo pueden ser considerados. El segundo
resultado asintético implica que la media ergédica de una funcién de interés, usando las
realizaciones de un unico experimento, proporcionan un estimador consistente del valor
esperado tedrico.

Existe la cuestion de como construir una cadena de Markov cuya distribuciéon limite sea
exactamente la distribucién de interés. Existen varias clases de esquemas para responder
esto, siendo una de ellas el Gibbs Samplig (Muestrador de Gibbs). Este esquema es basado
en una cadena de Markov cuya dependencia entre estados es gobernada por distribuciones
condicionales obtenidas a partir del modelo. Muchos modelos tienen distribucién conjunta
compleja, sin embargo las distribuciones condicionales completas son relativamente faciles
de obtener.

Otro esquema de simulacién es dado por el algoritmo de Metropolis-Ilasting. Este esque-
ma esta basado en una cadena de Markov cuya dependenciasobre el antecesor es dividida en
dos partes: una propuesta y una probabilidad de aceptacién de esta propuesta. la propuesta
sugiere un préximo paso arbitrdrio a seguir en la trayectéria de la cadena, y la probabilidad
de aceptacion garantiza la direcciéon limite apropiada, rechazando movimientos no deseables
de la cadena. Esta estrategia representa una alternativa de solucién cuando las distribuciones

condicionales de interés son complejas.
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3.1.5 Gibbs Sampling

El Gibbs Sampling aplicado a la f.d.p de (0|y) dado por ¢(0|y) produce, a través de simu-
laciones, una cadena de Markov {0} _, con distribucién de equilibrio ¢(0]y). Los valores
pueden ser usados para estimar cousistentemente caracteristicas de interés de la distribucién
a posteriori, tales como los momentos de primer y segundo orden, densidades marginales,
etc.

Suponga que particionamos 0 en 0, y 02 de modo que las densidades a posteriori condi-
cionales (0,]02,y) e p(02/0,,y) tengan formas analiticas conocidas y sea posible generar
muestras facilinente a partir de ellas. Esta caracteristica de muestreo de distribuciones
condicionales es llamada de conjugacidad. El préximo valor 0™ de la densidad a posteriori

conjunta sera generada usando el valor anterior 8” ! de acuerdo al siguiente formato ciclico

0F ~ (0,105, y)

07 ~ (02107, y) (3.10)

(z"™ ~ p(z) significa que z" es un valor generado de la distribucién ¢(z) ). El procedimiento
es inicializado usando algin valor 69 perteneciente al dominio de la distribucién a posteri-
ori. La influencia de la condicién inicial desaparece despues de un cierto nimero de valores
generados. Si el algoritmo converge, después de n valores generados, lo que tenemnos es una
muestra de la densidad a posteriori de 0. Los valores generados 1o son independientes debido
a la estructura de la cadena de Markov.

El Gibbs Sampling usa al maximo las propiedades analiticas de la densidad a posteri-
ori. El Gibbs Sampling es simple cuando el vector de parametros ¢ puede ser particionado
en 0, y 0 y las expresiones analiticas de ambas densidades condicionales a posteriori son
conocidas. A través de un Muestreo Secuencial en cada densidad a posteriori condicional
obtenemos una cadena de Markov que, en la convergencia, produce una muestra de la densi-
dad a posteriori conjunta, segin el esquema de la figura (3.2). En algunos casos la densidad
condicional a posteriori (0,|02) es conocida, y la densidad condicional a posteriori (02|6;)
no lo es. En estos caso un muestreo directo en ¢(0,|02,y) es facil, pero un mnuestreo de

¢(02)0,,y) es posible de un modo indirecto solamente.
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3.1.6 El algoritmo de Metropolis-Hastings

Para construir una cadena de Markov 01,02, ..., 0(®) ... con espacio de estados O y dis-
tribucién de equilibrio w(0), el algoritmo del Metropolis-Hasting construye una probabilidad
de transicién (kernel de transicién) a partir de un estado 0(Y) = ¢ para un tiempo ¢ arbi-
trario, hasta el préximo estado 0(t*!). Sea ¢(¢, ¢ ) una probabilidad de transicién arbitrria
(kernel de transicién), de tal forma que, si 0() = ¢, ¢ generado a apartir de (¢, ¢ ) serd
considerado como un valor posible propuesto para 0(t*!) = ¢'. En este momento un proceso
de aleatorizacién debe acompaiiar el algoritmo. Con una probabilidad a(¢, ¢'), 00+ = ¢
sers aceptado, caso contrario rechazamnos el valor generado a partir de ¢(¢,¢ ) y usamnos el

valor del estado anterior, o sea 0(!*1) = ¢. Esta construccién define una cadena de Markov

con probabilidad de transicién dada por:

{«¢¢mﬂ¢a> sed #¢

, (3.11)
1 - Zp q(¢a p)a(¢1 P) se¢ = .

p(¢,¢) =

con

!

il {min {Mﬁlﬂ 1} se m(@)g(¢,¢') > 0, (3.12)

m(@)q(o.0 )’

1 se m(¢)g($,¢) = 0.
es posible comprobar que 7(¢)p(¢, ¢ ) = 7(¢ )p(¢ , $), es decir la cadena de Markov costruida

es reversible. Un hecho interesante aparece en esta definicién de la cadena: ¢(¢, qb') es ar-
bitraria y puede ser seleccionada de tal forma que la cadena resultante sea irreducible y
ergddica sobre el espacio de estado de interés, condicién suficiente para que w(0) sea la
distribucién de equilibrio de la cadena de Markov construida. Ver Roberts y Smith [19], y
Hoel et al [10] para mayores detalles.

Es importante destacar que la distribucién de interés (equilibrio), 7(0), aparece en
p(¢, ¢ ) unicamente a través de a($, ¢ ), como una proporcién m(¢ )/m(¢). En un contexto
Bayesiano, donde 7() es una distribucién a posteriori, esto es un hecho trascendental pues
no es necesario el conocimiento completo de esta distribucién, pues el nicleo de la distribu-
cién (dado por el producto de la verosimilitud y la apriori) es suficiente para implementar
el algoritino del Metropolis-Iasting.

Para simular valores generados a partir de n(.) usando una cadena de Markov definida

por la probabilidad de transicién (3.11), procedemos de la siguiente forma:

1. Inicie el contador de la iteracién t=1 y proporcione un valor inicial arbitrario para

0.
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2. Mueva la cadena para un nuevo valor ¢ generado a partir de la densidad q(0(t=1),.).

3. Evalue la probabilidad de aceptacién del movimiento a(0¢~1), ¢) dada por (3.12). Si
el movimiento fuese aceptado, 0(Y) = ¢. Si el movimiento fuese rechazado, 0(t) = 9t

y la cadena permanece en el estado anterior.

4. Cambie el contador de t para t+1 y retorne a (2) hasta que la convergencia sea

alcanzada.

el paso 3. es ejecutado después de la generacién independiente de un valor u a partir de
una distribucién Uniforme. Si u < @, el movimiento es aceptado y si u > « el movimiento
no es permitido. La probabilidad de transicién ¢ define unicarnente un movimiento posible
a ser confirmado segun el valor de a. Esta etapa del algoritino es basada en las ideas
de Remuestreo, particularmente el método de Aceptacién-Rechazo (ver Ripley [18] para
detalles de éste método). Sin embargo, el método de Aceptacion-Rechazo no son iterativos.

Como fue mencionado anteriormente, existe una flexibilidad total en cuanto a la selec-
cién de la probabilidad de transicién q. Diferentes selecciones de ¢ conducen a diferentes
algoritmos especificos. Tierney [21] proporciona diferentes tipos de seleccién disponibles. Por
ejemplo, si q(¢,¢') = q(¢', ), tenemos que (¢, ¢ ) = min{m(¢')/7(¢), 1}, y éste algorit-
mo es conocido como algoritmo de Metropolis [12]. Si ¢(¢,¢') = q(¢ — ¢), la cadena es
gobernada por un proceso camino aleatério, donde la distribucién Normal multivariada y/o
t-Student multivariada son candidatas posibles para q(¢" - ¢).Siq(¢,¢) = q(¢), tenemos
que a(¢, @) = min{w(¢)/w($),1}, donde w(@) = n(4)/q(¢) define el peso importan-
cia. Ideas sobre metodologias de Remuestreo por Importancia sugieren que distribuciones
t-Student con pequeilos grados de libertad son buenas candidatas.

Finalmente, estrategias hibridas pueden ser creadas combinando diferentes cadenas en
diversas formas, como por ejemplo esquemas de simulacién por componentes ciclico y mix-
tura) o una utilizacién del Metropolis-Ilasting dentro del condicionamiento del Muestrador

de Gibbs.

Esquema de Muestreo por Componentes

En todos los casos presentados en el algoritmo de Metropolis-Ilasting, la cantidad de interés
para muestrear 0 = (0;,...,04) fue actualizada en un unico bloque. En esta parte, una

nueva forma de transicién es presentada, cuando los commponentes 0;, 0, ..., 04 son usados
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Tigura 3.3: Inferencia via muestreo por componentes

separadamente. Tierney [21] discute esta posibilidad. En particular, las componentes de 0

pueden ser actualizadas o cambiadas de la siguiente forma:

a) En cada iteracién, una unica componente es actualizada y la seleccién de la compo-

nente es hecha a través de una seleccién aleatdria entre las componentes.

b) En cada iteracién, una unica componente es actualizada y la seleccién de la comn-
ponente es hecha en un orden predeterminado (fija y pre-especificada) entre los n

componentes. Por ejemnplo, 1 -2 — ... = d.

Las formas anteriores son ejemplos de transiciones mixturas (caso a) y transiciones
ciclicas (caso b), ver figura (3.3). En el primer caso, se define la transicién p,, como una
distribucién de equilibrio comin 7 y pesos wp, , m=1,...,r con wy > 0e X7 | wy =
1. Un kernel de transicién mixtura p es definida por p = 37 _, wmpm. El item anterior
(a) es un caso especial de una mixtura con r = d ,w, = 1/d y cada transiciéon p,, mueve
unicamente la m-ésima componente de 0, m =1,...,d.

Propiedades de las transiciones p,, son pasadas a la transicién mixtura p. Ante todo el
kernel mixtura p define un kernel de transicién de una cadena de Markov con distribucién
de equilibrio 7. Por otra parte, si uno de los kernel de transiciéon componente es irreducible
y aperiédico entonces el kernel mixtura es irreducible y aperiddico.

Para transiciones ciclicas con transicién commponente p., ¢ = 1,...,r, una iteracién de
la nueva cadena serd ejecutada después que todas las componentes ciclicas de transicion

fuesen ejecutadas bajo p., en un ciclo determinado.
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M U ’ . . e ’ . . .
Para ir desde ¢ hasta ¢ en una tnica iteraciéon de una cadena ciclica, movimientos
en estados intermedios 7. con probabilidades de transiciéon p., ¢ = I,...,7 — 1 conduce

finalinente para ¥, = ¢>' a través de p,. Sea Yy = ¢, entonces:
P ) = [ oo [T peler, 9t ..y (3.13)
C:l

El item anterior (b) es un caso especial de un ciclo con r = d, y en cada iteracién p, mueve
unicamente la c-ésima componente de ¢ ,c=1,...,d.

Muchas de las propiedades de las transiciones p. son pasadas para la transicién ciclica
p. La transicion ciclica p define la transicién de una cadena de Markov con distribucién
de equilibrio 7. Al contrario de transiciones mixturas, irreducibilidad y ergodicidad de
una de las transiciones componentes no son suficientes para irreducibilidad y ergodicidad
de la transicién ciclica. Si todas las transiciones componentes son irreducibles y ergddicas,
entonces la transicidn ciclica es irreducible y ergddica; ver Tierney [21] para mayores detalles.

Estas formas pueden ser integradas al algoritino de Metropolis-Hasting. Cada Transicién
pi puede ser asociada a una trausicion propuesta ¢; y a una probabilidad de aceptacién «;.

En una aproximacién Bayesiana, si 0 = (0,,...,04) tiene densidad a posteriori conjunta

m(0y,...,0q) , la densidad marginal a posteriori de 0;, 7 = 1,...,d es dada por:
7(0:) =/n(01,...,ad)do_,-

donde 0_; = (01,...,0;—1,0i41,...,04) es el vector 0 con el i-ésimo componente removi-

do. Para cada 0;, las distribuciones condicionales posibles son:
7I'(0,'|0j, ] € C) = 71'(0,',0]', ] € C)/Tl'(o_«,', j € C)

para todo C C {l,...,i—1,i+1,...,d}. La distribucién condicional de 0;]|0_; sera llamada

distribucién condicional completa de 0; y a la densidad por m;(0;), osea :
mi(0;) = m(0;|0-:)

En este contexto, considere el esquema ciclico con transicién por componentes. s decir,
la componente de transicién ¢;(¢, ¢») propone un movimiento de la i-ésimna componente de
¢,1=1,...,d. Ademas, tenemos que m(¢) = mi(¢)7(¢$_;) y el movimiento deterininado por
gi cambia apenas ¢;, luego ¢_; = ¢_; y m(¢)|m(¢) = mi(¢;)|mi(¢s)-

Una vez que p; es de nuestro interés, las otras componentes de ¢ permanecen fijas y no

son afectadas. s decir, tenemos una cadena de Markov reducible. La transiciéon propuesta
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g; puede ser escrita como g;(o;, ¢;), a pesar que ella puede depender de ¢_;. Por lo tanto,

la probabilidad de aceptacion es:

i (P:i)ai(Ps, &) (3.14)

Note que cada componente de transicién anterior define una cadena reversible con distribu-

;i (¢i, d;) = min {ﬂ@lﬁ@ﬂ 1}

cién de equilibrio m;, i = 1,...,d ; ademas de que m(¢ )|m(¢) = 7ri(¢;)|7r,~(¢i), Es decir, cada
compounente de transicion satisface la siguiente ecuacion :
m(@ild-i) = [ m(Bilg-pild #0)dd (3.15)

a continuacion se probara, para el caso particular de 2 cornponentes que la transicién ciclica
p(¢,¢) de la ecuacion (3.13) define una cadena de Markov con distribucién de equilibrio
7. Un movimiento a partir de ¢ = (¢, ¢2) hasta ¢ = (¢;, do) es realizado sélo si las
dos compouentes fuesen ejecutadas de acuerdo con sus respectivas transiciones ciclica, la

siguiente ecuacion debe ser satisfecha:

w(@) = [ [ 7@ (b1, 80p2(02, ) (3.16)

Para probar la validez de la ecuacidon anterior desarrollemaos el término del lado derecho

de la ecuacién (3.16).

= [ [ 7618082191, 61)p2(85, £2)d1 e
= [ 7o) [ wirlow)ei (91,61 i ] ol )it
[ w1 g2 )pa (g2, 62)den

[ m(@m(02161)p2(62,82)de

= 7(#) [ 7(2160p2(02, B
= m($))7m(¢2ld))
e

Il

Lo que comprueba la validez de la ecuacién (3.16). Los resultados pueden ser extendidos
para cualquier niimero de componentes usando induccién sobre los mismnos argumentos. La
demostracidon anterior usa transiciones continuas por una cuestion de simplicidad nota-
cional. Es posible probar a pesar de la reductibilidad de las transiciones componentes, que
la transicién ciclica es irreductible y aperiédica, ver Tierney [21]. Asi, la distribucién limite

es Unica.



El algoritimo de Metropolis-Ilasting por componentes, que define un movimiento de ¢(?)

para 0(t*1) = 4, puede ser esquematizada como:

1

Inicie el contador de la iteracién t=1 y, defina un valor inicial arbitrario para 0(%);

. Inicie el contador de componente i=1.

. Mueva la i-ésima componente del vector de estados de la cadena para un nuevo valor

1; generado a partir de la densidad q,-(Ot(t_l), J)-

. Evalue la probabilidad de aceptacién del movimiento «;(0{~', ;) dada por (3.14). Si

. ) - t—1
el movimiento es aceptado, 0! = ;. Si el movimiento es rechazado, 0 = 0,( ) y la

cadena permanece en ese estado anterior.

Cainbie el contador de 7 para i+1 y retorne a (3) hasta i=d. Cuando 7 = d, ir al paso

(6).

Cambie el contador de t para t+1 y retorne a (2) hasta que la convergencia sea

alcanzada.
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Capitulo 4

Volatilidad de Tasa de intercambio
del Nuevo Sol versus Dolar

A mericano

Mientras que los modelos econométricos y de series de tiemnpo operan bajo la suposicion
de varianza constante, los procesos ARCII/GARCII introducidos por Engle [7] y Bollerslev
[4] permiten que la varianza condicional camnbien en el tiempo como una funcién de los
errores pasados y varianzas condicionales pasadas, dejando que la varianza incondicional
sea constate.

El proceso de inferencia estadistica puede ser cornunmente hecha desde una perspectiva
cldsica o Bayesiana. Desde una perspectiva clésica, la estimaciéon de los parametros de los
modelos univariados ARCII/GARCII pueden ser ejecutados bajo el principio de maxima
verosimilitud, métodos de iinimos cuadrados, etc. Existen diversas propuestas para la
resolucién numérica de estos problemas de optimnizacién de parainetros para la familia
ARCII/GARCH entre los que se encuentra por ejemplo la propuesta de BIIIIII (Berndt
all [3]).

Inferencia Bayesiana sobre los modelos ARCII/GARCII fuerén implementados bajo
diversas estrategias de solucién numérica. Geweke [8] y Kleibergen-van Dijk [L1] usarén
métodos de remuestreo para estimacién de pardinetros de un modelo ARCII bajo una per-
spectiva Bayesiana. Geweke [9] desarrolé una estrategia MCMC de Metropolis-Ilastings para

inferencia Bayesiana de un modelo GARCII(1,1) Normal. Bauwens y Lubrano [t] propusi-
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erén otra estrategia MCMC de Gibbs Sampling para un modelo GARCII(L,1) t-Student.

El presente trabajo de tesis tiene por objetivo desarrollar una estrategia MCMC de
Metropolis-ITastings por componentes para un modelo GARCII(1,1) t-Student como una
alternativa de solucién para propédsitos de inferencia estadistica Bayesiana. La propuesta
serd evaluada con datos artificiales de manera similar al trabajo de Bauwens [1] y enseguida
implementada para explicar la volatilidad de la tasa de intercambio del Nuevo Sol versus el
Dolar americano. El argumento para usar este modelo se deriva de las caracteristicas propias
que esta serie de retornos presenta cuyas propiedades de hechos estilizados es confirmada
en el trabajo monografico de Navarro [13]

La seleccion del modelo GARCII(1,1) t-Student recae en el hecho de que se trata de
un modelo padrén usado por muchos usuarios de finanzas. La implementacién inicial en
una serie artificial nos permitird describir algunas posibles complicaciones que se pueden
presentar en un estudio de caso real y concluir adecuadamente los resultados.

En la tabla (4.1) damos una breve descripcién de la serie de retornos que vamos a
utilizar (ver apendice B ). Durante este periodo de tiempo se registra dias en donde no hay
negociaciéon como son los dias feriados, sdbados y domingos y que no son considerados en

la recopilacion de datos.

Serie Tipo de serie Mercado Inicio Fin Retornos diarios

SOL/USS | tasa de intercambio Nacional 02/01/1996 31/12/1998 754

Tabla 4.1: Descripcion de la serie de retornos de la tasa de intercambio del Nuevo Sol versus

el Dolar americano

La grafica de la serie de retornos de tasa de intercambio del Nuevo Sol versus el Délar
norteamericano fue dada en la figura 1.2 en donde podemos observar inicialmente que la
serie de retornos presenta volatilidades por conglomerados. Los hechos estilizados de esta

serie de retornos son descritos en detalle en Navarro [13]

4.1 Aproximacién Bayesiana para GARCH(1,1) t-Student

A partir de los indicios encontrados de que la serie de retornos de la tasa de intercambio del
Nuevo Sol versus el Délar americano presenta caracteristicas propias de los hechos estiliza-

dos, el siguiente paso es seleccionar el modelo que explique estas caracteristicas propias. El
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modelo GARCH(1,1) t-Student es un modelo estocdstico comiin en los usuarios que tienen
que lidar con la explicacién de volatilidades de diversos instrumentos financieros y sera el
que usaremos para explicar la volatilidad de la tasa de intercambio del Nuevo Sol versus
el Délar americano. A coutinuaciéon desarrollaremos los pasos para ejecutar el proceso de
inferencia estadistica Bayesiana sobre los parametros de interés del modelo GARCH(1,1) t-
Sudent propiamente dicho. El presente trabajo pretende alcanzar los resultados o resumenes
de interés haciendo uso de técnicas de simulacidn estocastica iterativas dado que es imposible
llevar obtener una solucién analitica de algunos resumenes de interés de la f.d.p a posteriori

del vector de parametros involucrado en el modelo GARCII(1,1) t-Student.

4.1.1 Metropolis-Hasting por componentes para GARCH(1,1) t-Student

Sea 0 el vector de pardmetros (w,a,f,v). Para una muestra de T observaciones y =

(1, ur), la fd.p. es
p(0ly) < p(0)I(0;y) (4.1)

donde la funcién de verosimilitud es dado por

T

10ly) = []p(wlye-1,0)p(yilyof) (4.2)
t=2
T p(zil) £ e
H 3 (vhy)~ [1+ ‘l (4.3)
=1 5 lfhg

La f.d.p. a priori p(0) debe respetar al menos las retricciones de parametros positivos y
que 3 < 1 (condicién de estacionariedad, ver Nelson [16]). Siguiendo el argumento dado por
Bauwens [1], una insinuacién importante en inferencia estadistica Bayesiana es la integra-
bilidad de la densidad a posteriori de 0. Segin este andlisis es suficiente considerar prioris
Uniformes para los parametros w, a y (3, mientras que para el pardmetro v la a priori es
dado por p(v) & (1 + v?)~! para v > 0.

Como se puede observar no es posible identificar la densidad a posteriori de 8 y recur-
riremos a un algoritmo iterativo de simulacién estocastica MCMC de Metropolis-Hatings
por componentes para obtener resumenes de interés de la densidad a posteriori de 0. El
esquema del algoritmo es el de cadenas independientes enunciado en el capitulo anterior
y todo lo que necesitamos es definir el tipo de kernel de transicién propuesta ¢; en cada
compouente. Dada las caracteristicas de nuestro probleina usaremos un kernel de transicién

propuesta del tipo ¢;(0},0;) = fi(0;). La seleccién del tipo de distribucién para f;(0;) es
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una distribucién t-Student centrado en la moda 0; del logaritmo de la funcién de verosimil-
itud condicional [(0;|0_;,y) o {(0]y). La matriz escala para cada distribucién ¢-Student
es dado por ¢; x V; con ¢; una constante de afinamiento que se determinard de manera
experimental y V; es el i-ésimo componente de la matriz de escala V = D (Qa—'ﬂ) de una
distribucién multivariada #-Student de dimensién p = 4 y D matriz de dispersién modal (ver
O’Ilagan [17]). La obtencién de esta matriz de escala V' suele hacerse de manera aproximada
y la forma en que la obtenemos es a través de una aproximacién de la matriz Ilesssiana

del logaritmo de {(f|y). Sea Hess la aproximacién a la matriz Iessiana y hagamos que

Hess = =V ! (%ﬂ) La matriz de dispersién modal D para una distribucién t-Student
multivariada de dimensién p es dada por D = —Hess™! =V (-&.3;—’5). La matriz de escala se

obtiene de la anterior relacién como V = D (QG—“LI-’) Il valor de " es dado por el estimador
méximo verosimil 04 = D.

Para evaluar el desempeiio del algoritmno de simulacién estocdstico MCMC de Metropolis-
Hastings por componentes propuesta por esta tesis, generaremos una serie de datos arti-
ficiales de tamaifio 150. Il modelo usado es un proceso GARCII(1,1) t-Student univariado

con pardmetros w = 0.1, a =0.4, =04y v = 5.

4.1.2 Diagnéstico de Convergencia

Una vez que se ha determinado los elementos necesarios para la implementacion del algo-
rittno MCMC de Metropolis-Hastings por componentes procedemos a desarrollarlo bajo un
entorno MatLab. Un critério de convergencia debe acompaiiar toda corrida de un programa
de implementaciéon MCMC y el usado en esta tesis es el critério CUMSUM propuesto por
Bauweus [1]. Este critério se basa en una unica corrida de la cadena y define una estadistica

CUMSUM definida por
t
CS: = (% Z o) — u0> [oo t=50,100,150,...,T (4.4)
n=1

donde py y ap son las medias y desvios empiricas para T observaciones. Si el MCMC converge
el grifico C'S; vs. t converge levemente a cero. Caso countrario, valores distantes de cero son

una indicacién de la ausencia de convergencia, ver detalles en Bauwens [1].
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Figura 4.1: ploteos CUMSUM para estimativa de la media w (datos simulados)

Datos Artificiales

Los graficos (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4) generados por una corrida de 2000 iteraciones nos indi-
can que aproximadamente el CUMSUM para la estimativa de w converge aproximadamente
a cero a partir de la iteracién 800, el CUMSUM para a converge aproximadamiute a cero a
partir de la iteracién 400, el CUMSUM para ( converge aproximadamente a cero a partir
de la iteracién 800, y el CUMSUM para v converge aproximadamute a cero a partir de
300. De los resultados anteriores ejecutamos 2000 iteraciones para hacer uso de las ultimas
1000 iteraciones y asi obtener resumenes de interés de la densidad a posteriori de 0.

Los Ilistogramas (4.5), (4.6), (4.7) y (4.8) obtenidos usando los iltimos 1000 valores
generados por el algoritrno MCMC Metropolis-Hastings por componentes presenta formas
de las densidades a posterioris de cada componente de 0 similares a las halladas por Bauwens
(1] sin problemas en las colas.

La tabla (4.2) muestra las estimativas [desvio padrén asintdtico] de cada pardmetro
obtenidos por méxima verosimilitud (inferencia cldsica), asi como las estimativas Bayesianas
[desvio padrén] obtenidos por el algoritmo Metropolis-ITastings por componentes (inferencia
Bayesiana). Debemos mencionar que utilizamos ¢; = (1.2)? para calibrar los pardmetros de
escala de las distribuciones t-Student univariados considerados como los keruel propuestos
para cada componente del vector 0. Los grados de libertad para estos kernel propuestas t-

Student son iguales a 5. Las tasas de aceptacion de cada componente fuerén 41.7%, 40.7%,

41



16 |

14 L E

12 & .

1 ]

08 \ 4
i

os [ |

04 | t\ﬂ*l .

B i

0F V\\W i L

.02 " L " L " 1 1 L I

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 4.2: ploteos CUMSUM para estimativa de la media o (datos simulados)

05

IS
r '\,
.05 Il‘
A /
15 L " " " " N N N
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Figura 4.3: ploteos CUMSUM para estimativa de la media § (datos simulados)
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Figura 4.4: ploteos CUMSUM para estimativa de la media v (datos simulados)

thetas

Figura 4.5: Histograma de w (datos simulados)
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Figura 4.6: Histograma de o (datos simulados)
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Figura 4.7: Histograma de § (datos simulados)
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thetas

Figura 4.8: Histograma de v (datos simulados)

29.6%, y 77.05% respectivamente.

Pardmetros | Maxima Verosimilitud Metropolis-Hastings por comnponentes
w=0.1 0.0977 (0.0343) 0.1349 (0.0545)
a=0.4 0.2893 (0.1155) 0.3424 (0.1421)
f=04 0.4839 (0.1287) 0.4140 (0.1078)
v=>_5 6.6793 (3.0158) 8.449 (4.1864)

Tabla 4.2: Estimacion cldsica y Bayesiana para un modelo GARCIH(1,1) t-Student (datos

artificiales)

Datos retornos Sol versus Ddélar

Los datos de retornos fuerdn inicialinente ajustados por su inedia muestral para luego
modelarlos por un procesos GARCH(1,1) t-Student. Los graficos (4.9), (4.10), (4.11) y (4.12)
para una rodada de 3000 iteraciones nos indican que aproximadamente el CUMSUM para la
estimativa de w converge aproximadamente a cero a partir de la iteracién 1400, el CUMSUM
para a converge aproximadamnte a cero a partir de la iteracion 1200, el CUMSUM para
[ converge aproximadamnente a cero a partir de la iteracién 2200, y el CUMSUM para v

converge aproximadarmente a cero a partir de 300. De los resultados anteriores ejecutainos

45



04

02

oz A

-06

1] 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 4.9: ploteos CUMSUM para estimativa de la media w (datos reales)

4000 iteraciones para hacer uso de las ultimas 1500 iteraciones y asi obtener resumenes de
interés de la densidad a posteriori de 6. El algoritmo converge lentamente debido a que
existe una correlacion alta entre w y ¢, asi como w y f.

Los Ilistogramas (4.13), (4.14), (4.15) y (4.16) obtenidos usando los ultimos 1500 valores
generados por el algoritmo MCMC Metropolis-Ilastings por componentes presenta formas
de las densidades a posterioris de cada componente de € similares a las halladas para lo
datos artificiales, y esto se debe a la forma de la apriori para v que garantiza densidade a
posteriori de 0 integrable.

La tabla (4.3) muestra las estimativas [desvio padrén asintético] de cada pardmetro
obtenidos por maxima verosimilitud (inferencia cldsica), asi como las estimativas Bayesianas
[desvio padrén] obtenidos por el algoritmo Metropolis-Ilastings por componentes (inferencia
Bayesiana). De manera similar utilizamos ¢; = (1.2)? para calibrar los pardmetros de escala
de las distribuciones t-Student univariados considerados como los kernel propuestos para
cada componente del vector 0. Los grados de libertad para estos kernel propuestas t-Student
son iguales a 10. Las tasas de aceptacion de cada componente fuerén 31.76%, 33.20%,

19.70%, y 83.86% respectivamente.
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Figura 4.11: ploteos CUMSUM para estimativa de la media B (datos reales)
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Figura 4.15: Histograma de 3 (datos reales)
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Figura 4.16: Ifistograma de v (datos reales)

Pardmetros | Mdximna Verosimilitud Metropolis-Hastings por componentes
w 0.0035 (0.0012) 0.0040 (0.0008)
a 0.2024 (0.0486) 0.2208 (0.0384)
B 0.6629 (0.0696) 0.6299 (0.0380)
v 11.5848 (3.8789) 12.8839 (4.7057)

Tabla 4.3: Estimacion cldsica y Bayesiana para un modelo GARCII(1,1) t-Student (datos

reales)



Capitulo 5

Conclusiones, Recomendaciones y

Sugerencias

1) El presente trabajo de tesis propone un nuevo algoritino MCMC Metropolis-Ilastings

por componentes para propdsitos de inferencia estadistica Bayesiana sobre el mod-

elo GARCII(1,1) t-Student univariado. Los resultados encontrados para el estudio

de datos artificiales son satisfactérios, validando el esquema MCMC de Metropolis-

Hastings por componentes propuesto en esta tesis y luego ser usada en datos de

retornos del Nuevo Sol versus el Ddlar americano.

2) Los parametros utilizados en la determinacién de los kernel propuestos para cada

componente del vector @ son obtenidos por experimentacion. El grafico de diagnédstico

CUMSUM para la determinacién del nimero de iteraciones necesarias para que la

cadena converja nos indica a partir de que iteracién debemos tomar los valores de

0 generados por el algoritmo MCMC Metropolis-Hastings por componentes y luego

usarla en las estinaciones de los resurnenes de interés de la densidad a posteriori

de 6. Para los datos artificiales, los graficos CUMSUM nos indican que aproximada-

mente a partir de la iteraciéon 800 podemos usar los valores generados por el algoritino

MCMC Metropolis-Hastings por componentes. Para los datos de retornos del Nuevo

Sol versus el Délar americano, los graficos CUMSUM nos indican que aproximada-

mente a partir de la iteracién 2500 podemnos usar los valores generados por el algoritmo

MCMC Metropolis-Ilastings por componentes. Esta tltimo se deriva pues existe una

correlacidn alta entre los componentes w y «, y entre w y [.



3)

4)

[$4}
~—

Las tasas de aceptacién obtenidas por el uso del algoritino MCMC Metropolis-ITastings
por componentes son razonables tanto para el caso de datos artificiales y datos reales,
para el conjunto de pardnetros de calibracién obtenidos por experimentacién. Se debe
mencionar que el hecho de disefiar un esquemna MCMC por componentes del vector
0, nos pernite una mejor calibraciéon dado que se tiene un control por separado de las

tasas de aceptacidn.

Las estimaciones del vector de pardinetros (0 obtenidas bajo una aproximacién Bayesiana
a través del algoritino MCMC Metropolis-I1astings por componentes son mostrados en
conjunto con las estirnaciones mdximo verosiimiles obtenidas bajo una aproximacion
clasica para indicar la coherencia en el proceso de inferencia estadistica. Debernos
advertir aqui que ambas aproximnaciones son planteadas bajo principios diferentes y
no cabe comparaciones. Ambas aproximaciones son formas alternativas de hacer in-

ferencia estadistica.

Se recomienda a los usuarios interesados en la utilizacion del algoritmo MCMC Metropolis-

Hastings por componentes que se debe tener cuidado en una calibracién adecuada de
los parametros de los kernel propuestos para obtener tasas de aceptacion razonables. El
tiempo de convergencia para los datos artificiales es relativamente rapido y depende en
buena parte del tipo de programacién utilizado y del procesador utilizado. El tiemnpo
de convergencia para los datos de retornos del Nuevo Sol versus el Délar americana
es mas lento debido a que el niumero de observaciones es mayor al utilizado por los

datos artificiales.

Finalmente, un trabajo a futuro seria extender los alcances del algoritino MCMC de
Metropolis-Ilastings por comnponentes para modelos GARCII(1,1) t-Student regresivos

univariados y para modelos GARCII(1,l) multivariados.



Apéndice A
Algunas Funciones de Densidades

Al Normal Univariada

Si © ~ N(u, %), entonces la f.d.p. es dada por

N2
(0l ) = ——eap(-3 =)

72

donde @ € R, p € Ry 72 > 0. La media y varianza son dados por E[0] = p y Var[0] = 2

respectivainente.

A.2 Normal Multivariada

Si ® ~ Np(p,Z) con p = (u1, 2, s ttp) € RP, T = T,y €s una matriz definida positi-
va. Entonces la f.d.p. es dada por

1

1 N
PO E) = ovoraiger gy eePi=2 0 — ) =710 = )

0 € ®*, la media y matriz de varianza-covarianza son dados respectivamente por E[0] = u

y X respectivamente

A.3 t-Student Multivariada

Si © ~ tp(a,p, X) con a grados de libertad, vector de parametros de localizacién p € RP,
matriz de escala ¥ = X,,,. Entonces la f.d.p. es dada por

(atp)/2

r 2 1 ,
p(0la,pu, X) = F[a/2](Exz ;;’%(]M)p/? 1+ 5(0 —p) N0 -p)
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0 € NP, la media y matriz de varianza-covarianza son dados respectivamente por E[0] = u

sia> 1,y al/(a — 2) si a > 2 respectivamente

A.4 Gamma - lera parametrizaciéon

Si © ~ Ga(a, B), entonces la f.d.p. es dada por

pl0la, ) = L 0°-1e08

(@)
donde 0 €< 0,00 >, @ > 0 y f > 0. La media y varianza son dados por E[f] = 5 y

Var(6] = g respectivamente.

A.5 Gamma - 2da parametrizaciéon

Si © ~ Ga(a, B), entonces la f.d.p. es dada por

(0], 8) = Frarzz0° el

donde 0 €< 0,00 >, @ > 0y B > 0. La media y varianza son dados por E[0] = af y

Var(0] = a3? respectivamente.

A.6 Gamma Inversa

Si © ~ GI(a, ), entonces la f.d.p. es dada por

P01, B) = e

donde 0 €< 0,00 >, a > 0y f > 0. La media y varianza son dados por E[0] = (—1%7 si

a>1,y Var[f] = t(}—_ﬁh si a > 2, respectivamente.



Apéndice B

lo 20 3o 4o o0 6o To 8o 90 | 100 | 1lo | 120 | 130 | 140 | 150
2.3 | 2.3 2. 24 | 2.5 | 2.58 | 2.62 | 2.66 | 2.65 | 2.65 | 2. | 2.8l | 2.84 | 2.93 | 3.061
934 | 23 [ 2.41 | 246|256 | 2.5 | 2.62 | 266|265 | 2. |2.72 2.80 | 2.84 | 2.93 | 3.057
23 | 23 [ 241] 2.4 | 25 | 2.5 | 2.62 | 2.66 | 2.65 | 2.64 | 2. 2.80 | 2.84 | 2.93 | 3.054
234 | 23 [ 241|246 | 2.5 | 2.60 | 2.62 | 2.66 | 2.65 | 2. 2. 2.7 | 2.84| 2. |3.044
234 [ 235 | 2. 204 | 25 | 2.61 | 2.63| 266|266 | 2. |273| 2.7 | 284 2. | 3.048
23 1235 2 24 | 25| 2. | 263|266 26 | 2 2. | 280|284 2. |3.044
23 | 235|241 | 2.4 | 2.5 | 2.62 | 2.63 | 2.66 | 2.65 | 2.65 272 1280|285 2. |3.041
93 1235 242|247 | 2.5 | 2.63 | 2.63 | 2.66 | 2.65 | 2.66 2.72 | 2.80 | 2. | 2.95| 3.047
23 1235|242 2.4 | 257|263 |263| 2.6 | 2.65 | 2.66 2.73 1279 | 2. 2. |3.049
235|235 | 242 | 2.4 | 2.56 | 2.63 | 2.64 | 2.6 | 2. |2.67 273 2.7 | 2. 295 3.051
234 | 235 | 2.4 | 246 | 236 | 2.62 | 2.64 | 2.6 | 2.64| 2.6 2. 2.7 | 2 2. | 3.059
2.34 235|243 | 2.4 | 2.56 | 2.62 [ 2. 26 | 2. |272]273 280|286 2. |3.065
234 | 23 | 243 |246| 2.5 | 2.62 | 2.64| 2.6 | 2. 26 | 2. |281|287]294]|3.077
23 | 2.3 | 244|246 | 2.58 | 2.62 | 2.64 | 2.6 | 2.65 | 2.71 2. | 281 2.8 |294]3.072
2.35 1235|245 | 2.46 | 2.5 | 2.62 | 2. 26 | 265|271 |274| 2. | 28 | 2 3.08
23 | 235|245 | 24 | 25 | 2 26 | 26| 2. |270] 2. 281 28 [2.96 3.09
2351 2.3 | 2.44 | 247 | 2.5 | 2.62 | 2.65 | 2.6 | 2.65 270 | 2. | 281 28 | 2 |3.081
235|235 | 2.44 | 2.47 | 259 | 2. | 265 | 2.6 | 2.6 2.71 | 2.73 | 2.81 | 2.8 | 2.96 | 3.084
93 | 2.3 | 244| 2.4 | 2,60 | 2.62 | 2.66 | 2.6 | 2.65 271 2. 2. |2.90 | 2.97 | 3.082
236 | 2.3 | 2.44 | 2.46 | 2.59 | 2.63 | 2.6 | 2.65 | 2.65 2.72 | 2.74 | 2.80 | 2.92 | 3.00 | 3.088
293 | 2.3 | 2.4 | 247| 25 | 2.63| 2.6 | 2.65]2.65 272 | 2. | 2.81[2.92]3.01|3.09
23 | 236|244 | 2.4 | 2.58 | 2.63 [ 2.66 | 2. |2.65 273 | 2. |2.81[291| 3.0 |3.093
293 | 23] 24| 24 |257] 2. [266| 2. |2.65 273 2. 281|291 3.0 |3.09
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16o | 170 | 180 | 190 | 200 | 2lo | 220 | 230 260 | 270 | 280 | 290 | 300
2351 23 | 24 | 24 | 25 | 263 2.6 |2.65 2. | 281|291 | 3.03 | 3.096
23 | 23 | 245 2.4 | 257 | 2. | 266 | 2.6 2. | 2.81 293 ]3.05 ] 3.096
235236 | 244 | 2.4 | 257 | 2.64 | 2.6 2. 2.76 [ 2.81 [ 2.93 | 3.0 | 3.092
23 | 23 | 244248 25 [265 ]| 2.6 2. 2.7 | 2.82 | 2. 3.0 | 3.09
23 |1 23 | 2.4 | 248|257 | 2. 2.6 2. 2.7 2. 1293 |3.05 | 3.094
235 23 | 2.4 | 248 25 2. 2.6 | 2.65 2.7 | 2.82] 2. |3.05 | 3.094
235 23 | 2.4 | 248 2.5 [ 2.64 | 2.66 | 2.65 2.7 2. 293 |3.06 | 3.095
235 23 | 24 | 24| 25 2. | 266 | 2. 2.7 2. 293 ]|3.06 |3.107
235237 (244|248 | 25 [2.64| 2.6 2. 280 (282293 3.0 |3.114
2.3 [ 237244 24 | 25 2. 2.6 2. 2.80 ( 2.82 | 2.92 | 3.03 | 3.118
23 1237|244 24 | 2.5 2. 2.6 2. 2. 1283293 3.0 |3.123
235 | 23 | 24 2. 2.5 2. |266 | 2. 279 2. | 2.93(3.04)3.114
235| 23 | 2.4 | 250|258 | 263|266 265 2.7 | 2.83]292| 3.0 |3.126
235 | 2.3 | 244|251 2.5 | 2.63 | 2.66 | 265 2.7 | 2.82 1292 ]3.03 | 3.13
235 | 23 [ 244|251 | 2.5 [ 263|266 2. 2.7 | 2.82]292|3.02 |3.149
23 1240|244 | 2. | 258|263 2.6 2. 2.7 | 2.82 292 | 3.0 | 3.147
23 | 241 | 244|251 25 2. 1266 2 2.7 | 2.83]291]3.03 | 3.138
2.3 | 242|244 (251|258 |263]| 2.6 2. 2.80 (283|291 3.0 |3.134
2.3 2. | 244 2 2.5 2. | 2.66 | 2.65 280 2. | 291 |3.04)3.145
2.3 | 241|244 (253 | 2.5 | 264|266 | 265 281 | 2. [290 (| 3.0 | 3.146
235 (241 | 24 | 253 25 | 264 2.6 2. 2. 2. [290| 3.0 | 3.14
23 241|244 2. 2.5 2. 2.6 2. 2.81 284|291 ] 3.0 |3.134
2.3 2. 24 1253 25 2. 266 | 2. 2.81 284 2. [3.04]3.133
23 | 241244 | 25 | 25 | 264 | 2.6 [ 2.65 2. 2. [292] 3.0 |3.134
2.3 | 241 ]245| 25 | 2.5 | 263 | 2.6 | 2.65 2.81 | 2. 2. |3.03| 3.13
2.3 [ 241 (246 | 25 | 2.5 | 263 | 2.6 [ 2.6 281 2. [292] 3.0 | 3.13
241 | 2.4 | 256 | 2.5 262 2.6 | 2.65 2.81 284 | 2. | 3.05|3.137

Nota.- Las observaciones estan ordenadas por columnnas




Apéndice C
Ley de esperanzas iteradas

Muchas veces es mas ficil evaluar la esperanza de una variable aleatoria Y, hallando primero
su esperanza condicional sobre otra variable aleatoria X, y luego tomar la esperanza de la

expresidn resultante con respecto a la distribucién de X. Es decir, la operacion es
EE(Y|X =z)] = / [/yp(ylz)dy] p(z)dz

arreglando y sustituyendo la densidad conjunta para el producto de la condicional y densidad

marginal, tenemos que

//yp(y,w)dydw = L[Y]

la cual es la esperanza incondicional de Y.

El resultado se generaliza para cualquier funcién de Y, es decir

E[E(9(Y)|X = x)] = E[q(Y)]

o7
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