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Resumen

En el presente trabajo se estudian las generalidades en sistemas dinamicos
discretos, definiciones y propiedades basicas mas representativas, los conjun-
tos donde las érbitas presentan algin tipo de recurrencia, como también una
vision rapida de las medidas de Borel, para luego analizar nuevas definiciones
con propiedades medibles.

El primer capitulo muestra una vision general de los sistemas dindmicos
discretos, dindmica en S* y medidas de Borel.

En el segundo capitulo se estudian las nociones de expansividad, POTP jun-
to con algunas propiedades por ejemplo que son invariantes por conjugacion.
Se continia luego mostrando el resultado siguiente de Peter Walters, todo
homeomorfismo expansivo con la propiedad de sombreamiento en un espacio
métrico compacto es topolégicamente estable.

En el tercer capitulo se hace un estudio de las definiciones dadas por Carlos
Morales sobre p-expansividad (expansividad respecto a una medida) y pu-
POTP (propiedad de sombreamiento respecto a una medida), en esta iltima
se aportan algunas propiedades analogas a las de POTP.

Finalmente, en el cuarto capitulo se demuestra el resultado analogo al de
Walters que todo homeomorfismo p-expansivo que tiene a su vez u-POTP
es p-topologicamente estable. De ello se obtienen consecuencias y resultados
en S! pero analizando las medidas de Borel, Por ejemplo que los homeomor-
fismos p-expansivos son los Denjoy, lo cual muestra la importancia de estas
definiciones. A su vez también se prueba que no existen homeomorfismos

expansivos de S! pero utilizando este enfoque medible.
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Introduccion

En el analisis de sistemas dinamicos las dérbitas periddicas tienen la
caracteristica mas simple e interesante de un sistema dindmico, por esto
es que analizo las pseudo oOrbitas, que ha sido importantes para la com-
prensién de la dindmica global. En [39] se muestra uno de los resultados
importantes de los sistemas dindmicos dado por Walters el cual dice
que todo homeomorfismo expansivo que tiene POTP es topolégicamente
estable. Entrando ya en la rama de dindmica medible, en [20], se define la
p-expansividad de un homeomorfismo respecto a una medida de Borel u
cuando la medida de la bola dindmica en cada punto es nula; y en [13],
una medida de Borel p se dice tener POTP respecto a un homeomorfismo
f (propiedad de sombreamiento) si para todo e positivo, existe ¢ positivo
con un boreliano B de medida total, tal que cada d-pseudo-orbita que pasa
por B puede ser e-sombreado en f, para mantener una notacién similar a
la dada en [20], se dird que un homeomorfismo f tiene p-POTP, cuando
la medida p tiene POTP respecto a un homeomorfismo f, de manera
similar se dird que un homeomorfismo f es p-topoldgicamente estable si
para todo € positivo, existe ¢ positivo tal que cada g d-cercano a f exis-
te una semiconjugacion respecto p entre f y g que es e-cercana a la identidad.

Siguiendo ese camino, el objetivo es mostrar un resultado analogo al teo-
rema de estabilidad de Walters en el contexto de una medida, dada por Carlos
Morales y Keonhee Lee. Asi también se da una introduccién a estas nuevas

definiciones que de cierta manera generalizan a las usuales.



Capitulo 1

Preliminares

En esta seccién se muestran algunos topicos generales en sistemas dinami-
cos discretos. Formalmente, un sistema dindmico es una accion suave de los
reales o de los enteros en otro objeto. Cuando se tiene una acciéon de los
nimeros reales, el sistema se llama sistema dindmico continuo, y cuando se
tiene una accién de los nimeros enteros, el sistema se llama sistema dindmi-
co discreto, este trabajo se centrard en este ultimo donde la accién serd la

composicién enésima de un homeomorfismo definido en un espacio métrico.

1.1. Sistemas dinamicos discretos

Definicién 1.1.1 (Homeomorfismo) Sean X,Y espacios topolégicos. Un
mapeo biyectivo f : X — Y se llama homeomorfismo si f y f~1 son conti-

nuas.

Sea X un espacio topolégicoy f : X — X un homeomorfismo. Naturalmente

uno puede escribir

frla) = (oo of) (@)

N

n veces

Para todo n € Z. Cuando n es negativo, se referird a la composicion de la

inversa f~1, |n| veces y f° se referira al homeomorfismo identidad id.



Al par (f,X) se le llama sistema dindmico discreto. El objeto de
estudio principal es un espacio métrico cuya topologia es la inducida por su
métrica.

Definicién 1.1.2 (Espacio métrico) FEs un conjunto X con una funcion
distancia asociada, llamada métrica, d : X x X — R. Lo que quiere decir que

para todo x,y,z € X, esta funcion debe satisfacer las siguientes condiciones:
i. d(z,y) =0+ x =y,
it. d(z,y) = d(y,z),
iii. d(z,z) < d(x,y)+d(y,2),
. d(z,y) >0,

Una métrica define naturalmente una topologia donde los conjuntos abier-
tos son uniones de las bolas abiertas.

Definicién 1.1.3 (Espacio métrico producto) Sean X y Y espacios
métricos con métricas dy y do respectivamente. El espacio métrico produc-
to es el conjunto X XY con la métrica

d((z,y), (2',y)) = méx{di(z,2"),dao(y, ) };  (z,y),(¢",y) € X x Y.

Definicién 1.1.4 (Espacio compacto) Un espacio topoldgico X se dice
compacto si, dado un cubrimiento por abiertos de X cualquiera, existe un
subcubrimiento finito del mismo.

Teorema 1.1 Sea X un espacio métrico. X es compacto si y solo si toda
suceston de X admite una subsucesion convergente.

De ahora en adelante X sera un espacio métrico compacto con métrica d
y f un homeomorfismo de X en si mismo, siempre que no haya confusion.

De ser necesario se indicara cuando el espacio X no necesite ser compacto.

En los sistemas dinamicos el estudio se centra en conocer el comportamiento



de la dindmica de los puntos del espacio, es decir su comportamiento
mediante las iteraciones (interpretado como el tiempo discreto) por el
homeomorfismo o por su inversa (interpretado como el futuro y pasado).

Definicién 1.1.5 (()rbita) Sea v € X, se le llama drbita de x respecto a
f al conjunto

Wx) ={f"(x): n€Z}.

También llamado f-orbita de x o solo orbita si no hay confusion.

Algunas veces es conveniente tener en cuenta sélo las iteraciones positivas
Ut (z) = {f"(x): n € Z,n > 0} (llamada dérbita positiva) o sélo las iteracio-
nes negativas (llamada érbita negativa v~ (x) = {f"(z) : n € Z,n < 0}). Se
tiene ¥(x) = ¥+ (z) UI~ ().

Definicién 1.1.6 (Homeomorfismo minimal) A un homeomorfismo f

se le denomina minimal si para todo x € X, U(x) es densa en X (i.e.

I(z) = X).

Esta definicién da la idea de que cualquier punto llega a “cubrir” todo
el espacio en el transcurso del tiempo, mas adelante se observara que las
rotaciones irracionales en S! son minimales. Otro ejemplo es el homeo-
morfismo S : T? — T2, si se considera en el 2-toro T2, definido por
S(z,y) = (r+a,y+ ), donde 1, a, B € R son racionalmente independientes.

Definicién 1.1.7 (Homeomorfismo topolégicamente transitivo) Un
homeomorfismo f es topologicamente transitivo si existe xo € X tal que

Y (xg) es denso en X (i.e. O(xg) = X).

= Es claro que si f es minimal entonces f es topoldgicamente transitivo.
Proposicion 1.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es topologicamente transitivo.

2. 51U,V son conjuntos abiertos no vacios entonces existe n € 7 tal que

FUYNV £ 0.



Definicién 1.1.8 (Conjunto invariante) Un conjunto A C X se llama
invariante por f o f-invariante si f(A) = A.

= Si A es invariante entonces f*(A) = A para todo k € Z.

Definicién 1.1.9 (Conjunto minimal) Un conjunto cerrado E C X el
cual es f-invariante es llamado conjunto minimal con respecto a f si f|g :

E — E es minimal.

Un hecho béasico descubierto por G. D. Birkhoff es que en todo sistema
dindmico (X, f), con X compacto, existen conjuntos minimales, esto debido

al lema de Zorn.

Definicién 1.1.10 (Punto fijo) Un punto x € X se llama punto fijo de f
si f(x) = .

» El conjunto de puntos fijos por f es denotado por Fix(f).

Definicién 1.1.11 (Punto periédico) Un punto x € X se llama punto

periddico de [ si existe un entero estrictamente positivo n tal que f"(x) = x.
» El conjunto de puntos periédicos por f es denotado por Per(f).

Definicién 1.1.12 (Punto errante) Un punto x € X se llama punto
errante de f si tiene una vecindad disjunta para todos sus iterados positi-
vos. Es decir existe una vecindad U de x tal que f*(U)NU = 0 para todo
ke N.

Definicién 1.1.13 (Punto no errante) Un punto x € X es no errante de
f si no cumple la definicion anterior, es decir si para toda vecindad U de x,
existe un entero positivo k tal que f*(U)NU # .

» El conjunto de puntos no errantes de f es denotado por Q(f), cuando

no hay confusiéon se escribe solo 2.

= El conjunto {2 es cerrado e invariante, ademas un punto es no errante

por f siy sélo si este es no errante por f1.



Definicién 1.1.14 (w-limite) Dado un punto x € X se define el conjunto
w-limite respecto a f como

wr(z) ={y € X : 3 una sucesion n; — +oo que cumple f"(x) — y}.

Definicién 1.1.15 (a-limite) Dado un punto x € X se define el conjunto
a-limite respecto al homeomorfismo f como

af(r) ={y € X : 3 una sucesidn n; — +oo que cumple " (x) = y}.

Definicién 1.1.16 (Punto recurrente) Un punto x € X se llama recu-
rrente st v € we(x) N ay(z).

» El conjunto de puntos recurrentes respecto a f se denota por R(f)

Definicién 1.1.17 (Conjunto limite) Sean los conjuntos

Li(f) = Upexws(@), L_(f) = U,ex af(x) entonces se define al conjunto
limite

L(f) = Ly.(f) U L_(f).

Definicién 1.1.18 (J-pseudo érbita) Sea X wun espacio métrico con
métrica d. Una sucesion de puntos {x;}icz es llamado una d-pseudo drbi-
ta de f st d(f(x;),xit1) <0 para i € Z.

» Si{z;} = {x0, 21, ..., 2, } se llama d-pseudo érbita finita.

» Si una d-pseudo 6rbita finita {z;}? , cumple que zy = x, entonces se

llama d-pseudo érbita periddica.

Definicién 1.1.19 Sea f: X — X. Una sucesion {x;}icz C X se dice que
es e-sombreado por f si existe x € X tal que

d(f"(z), x,) < e.

» También se dice que {z;} es e-sombreado por x respecto a f.



Definicién 1.1.20 (Punto recurrente por cadena) Sea X un espacio
métrico con métrica d. Un punto x € X es recurrente por cadena de f si,
para cada 0 > 0 existe una d-pseudo orbita periddica x = Ty, X1, ..., Ty = X.

» El conjunto de puntos recurrentes por cadena de f se denota por CR(f).

Proposicion 1.2 Los conjuntos w(x), a(x) para cualquier xz € X y los con-
guntos Q(f), CR(f) son cerrados e invariantes.

Proposicion 1.3 Se cumple

Fix(f) € Per(f) € R(f) C L(f) € Q(f) € CR(f).

1.1.1. Equivalencia Dinamica

Un objetivo clasico dentro de la teoria de sistemas dindmicos, consiste
en determinar las propiedades que se mantienen bajo “perturbaciones”. Es
decir los sistemas que tienen la caracteristica de conservar las propiedades
topoldgicas de su estructura de dérbitas. El siguiente ejemplo dado en [35]
muestra esta idea.

Ejemplo 1.1.1 Considerando el intervalo unitario I = [0,1]. Sean las fun-
ciones f,qg: I — I definidas por

2z st 0< 2 < —,

fx) = » 9(x) = 4dz(1l —x).

—_ N -

<z

o= O

2(1—xz) si

IN

El homeomorfismo h(x) = sen? (”—;) lleva las orbitas de una dindmica en
otra, O4(h(xo)) = h(¥f(x0)) para cualquier punto zo € [0, 1].

Se puede definir una métrica sobre el espacio de homeomorfismos de X
en sf mismo. Sea X un espacio métrico compacto con métrica d. Hom(X)
es el conjunto de todos los homeomorfismos f : X — X. A este conjunto

Hom(X) se le puede dar una estructura de espacio métrico definiendo la



métrica d, (debido a los elementos donde actiian no dard mayor confusién
con la métrica del espacio X). Sea f,g € Hom(X):

d(f,9) = sup{d (f(z), 9(x))}.

zeX

Definicién 1.1.21 (Homeomorfismo J-cercano) Dado un homeomorfis-
mo f € Hom(X), se dice que g € Hom(X) es -cercano a f si d(f,g) < 0.

La siguiente definicién da una idea de cuando dos homeomorfismos son
“iguales”. Indica una equivalencia entre ambos homeomorfismos puesto que
muchas caracteristicas se preservan bajo esta propiedad, como se muestra en
el Teorema [1.2

Definicién 1.1.22 (Homeomorfismos topolégicamente conjugados)
Sean X,Y espacios métricos compactos, f € Hom(X) y g € Hom(Y). En-
tonces f se dice topologicamente conjugado a g si existe un homeomorfismo
h:X —Y tal que ho f =goh.

= También se puede decir que f y g son conjugadas o que h conjuga a ¢
con f.

= Si, en particular, A no es inyectivo, entonces f se dice topolégicamente
semi-conjugado a g.

= La conjugaciéon topoldgica es una relacion de equivalencia.
Observacién. Si f es topoldgicamente conjugado a g, se cumple que
g" o h(z) = ho f"(x) para todo z € X.

Teorema 1.2 Sean f,g € Hom(X). Si f y g son topolégicamente conjuga-
dos por h € Hom(X), entonces:

1. p es periddico por f si y solo si h(p) es periddico por g.
2. p es recurrente por f si y sélo si h(p) es recurrente por g.
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3. hwy(x)) = wy(h(z)).

4. G es minimal por [ si y sélo si h(G) es minimal por g.

5. h(Q(f)) = Q(g).
6. f es transitivo si y solo si g es transitivo.

La conjugacion es la manera matematica de decir que un homeomorfismo
es igual a otro, en resumen el Teorema indica que las propiedades
topoldgicas de un homeomorfismo se van a preservar en cualquier otro que
sea conjugado a este.

Para finalizar, los conceptos generales sobre dindamica discreta, se dara
un resultado interesante debido a Keonhee Lee y Park sobre un conjunto con
una propiedad interesante. En el espacio de homeomorfismos de un espacio
métrico compacto X, Hom(X) se le puede equipar con la topologia inducida

por la C%-métrica:

do(f, g) = méx{d(f,g),d(f", g7 ")}

Definicién 1.1.23 Sea M wuna variedad compacta y sin borde. Dado
h € Hom(M), se dice que se cumple el closing lemma para h en v € X
si para cada § > 0 eziste g € Hom(M) con do(h,g) < § tal que x € Per(g).

» Se denotard por CL(h) al conjunto de puntos que cumplen el closing
lemma para h en x.

Teorema 1.3 Sea M wuna wvariedad compacta y sin borde. Para
h € Hom(M) se cumple que CR(h) = CL(h).

Este resultado es dado por Lee y Park en [14].



1.2. Dinamica en S!

A continuacién se dard un repaso amplio sobre la bien estudiada dinamica
en el circulo.

La circunferencia unitaria S puede ser expresada como el cociente R/Z.
{z€C:|z|] =1} = St ¥ R/Z. La identificacién estd dada por:

exp: R/Z — S!
t  — exp(t) =

Se dota a S! de la topologia cociente, es decir, un conjunto U es abierto en
St si y sélo si la preimagen w1 (U) es abierto en R, donde

7 R — St
r — wx) =[z]=x+2Z.
7: R — St

r — w(z) =¥

Ambas nociones se podran utilizar indistintamente.

Definicién 1.2.1 (Rotacién de éngulo o) Es un mapeo R, : S' — 5!
definida por

Ro([z]) = [z + o
donde a € R.

» Equivalentemente R, (e?™*) = e2mi(t+e)

= Es claro que R, € Hom(S'), la inversa es R;! = R_,,.

= R, es una isometria para todo o € R.
Ejemplo 1.2.1 Sea una rotacién Ry, si a € Q entonces Per(R,) = S!

Demostracién. Sea [z] € STy a = £ (p,q € Z) donde p y ¢ > 0 son primos
relativos. Se tiene entonces



Asi de forma inductiva

R = [o+a2
[+ p]
[z]
Por tanto [x] € Per <R§> = Per (R,), esto es ST C Per (R,). O

S es un espacio métrico compacto, con métrica d definida por
d([z],ly]) = min{la—b| € R: a€[z],be€ [y}

Proposicion 1.4 Para cada o ¢ Q, la rotacion R, € Hom(S*) es topoldgi-

camente transitiva y minimal.

Demostracion. Los puntos de la 6rbita R, son todos distintos para cualquier
x € S'. Pues en caso contrario existirfan m,n € Z tal que m # n y R ([z]) =
R ([x]). Entonces [x+na] = [x+ma], lo que indicarfa que (n—m)a € Zlo que
es una contradiccion al hecho de que o ¢ Q. En particular Per(R,) = (). Por
otro lado ¥ (z) tiene una subsucesién convergente. Es decir dado 0 < ¢ < %,

existen enteros p > ¢ > 0 para los cuales se satisface
A(RY(2),R(x)) < e.
Dado que R, es una isometria, escribiendo k = p — ¢ se tiene
0 < d(RE(2),Ra(2)) = d(RV(z),R%(2)) < e.

De esto se puede afirmar que d(RV*V¥(2), R¥*(2)) < ¢ para todo j € N lo que
quiere decir que {R}\(2)}/% es una e-pseudo-6rbita. Entonces {RZ(x)}/
que es subconjunto de la érbita positiva de z, divide a S* en intervalos de
longitud menor a e. Asi, se tiene

—+00

st = |J(R¥ (@), R (2) + <). (1.1)

i=1
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Finalmente, como ¢ es arbitrario, para cualquier y € S!, habra alguno de
estos intervalos que contenga al punto y, en otras palabras 9(x) es denso en
S1 lo que concluye la prueba. Por otro lado, de se puede afirmar que
dado y € S* se encuentra una sucesién k; — oo tal que R (z) — 5, es decir
y € w(x). Andlogamente, si se utiliza la 6rbita negativa y € a(z), se prueba

ademas que
a(z) = w(z) = S

Ejemplo 1.2.2 Sea R, una rotacion y x € S*,
si v € Q se tiene

Por otro lado si o ¢ Q
w(z) = a(z) = S

Demostracién. Sea z € S'. Si a € Q, del Ejemplo existe n tal que
RI(xz) = x, esto a su vez implica que la drbita de z tiene un nimero finito
de elementos ¥(z) = {x = zg,...,2n_1}. De este modo cualquier sucesién
convergente de elementos de V() converge en ¥(z) esto es w(z)Ua(x) C ¥(x).
Por otro lado para cada z; € J(x) se toma la sucesién n; = {k,k +n,k +
2n,k + 3n,...} cuando n; — oo se tiene Rl (z) — x, y R™(x) — x (2).
Por tanto ¥(z) C w(z) Na(z). Lo que queda de la prueba es inmediato de la
Proposicién [1.4] O

1.2.1. Numero de rotacion

Lema 1.1 Sea f: S* — S' una funcién continua. Dados zg,y0 € R, p € S!
con m(xo) = p, 7(yo) = f(p), existe 6 > 0 (independiente de xy y yo) y una
funciéon F : [xg — 6,20 + 6] = R continua que cumple:

m ToF = fom,

» F(z0) = 9.

12



Demostracién. Como S! es compacto y f es continuo, implica que f es

uniformemente continuo. De ello se toma d > 0, § < }L, tal que

F(lp 8.0+ 80) € [F) — 1.5 () + 1) (1.2

para cualquier p € S'. Dado que se cumple 7([xg — d, 29 +0]) = [p— 0, p+ 4],
de (1.2)) se tiene que
1 1

f 9] 7T(.’£0 - 5, Xo + 5) g W([yo — Zyo -+ Z_l])

Sea o : [f(p)—1. f(P)+7] = [Yo— . Yo+ 7] la funcion inversa de 7 [, 1 1 1.
A partir de ello se define F': [xg — d,29+ ] = R por F' =0 o for cerca de

oy como f y o son continuas, entonces F' es continua. Ademéas cumple que
moF =fory F(xg) =00 fon(xg) =0c(f(p))=yo. O

Proposicion 1.5 Sean f: S* — S continua, zo € R y yo € 77 1(f(7(x0))).

Entonces, existe un unico mapeo continuo F : R — R tal que:
1. F(l’o) = Yo-

2. moF = fom.

Definicién 1.2.2 (Levantamiento) Un mapeo continuo F : R — R que

verifica wo F' = f om se llama levantamiento de f.

» Si F} y Fy son dos levantamiento de f, entonces Fy(z) = Fy(z)+ k para
algin k € Z.

= Sea F' un levantamiento de f. Entonces de mo F' = f ox se deduce que
existe m € Z tal que F(x 4+ 1) = F(x) + m. Este m no depende del
levantamiento.

Definicién 1.2.3 (Grado) Se llama deg(f) al entero m tal que
F(zx+1) = F(x) +m, donde F es un levantamiento de f.

Definicién 1.2.4 Se dice que f € Hom(S"') preserva orientacion si un le-
vantamiento F de este, es una funcion creciente.

13



» Se denota como f € Hom, (S").

Si f € Hom,(S') y F es un levantamiento de f. Entonces:
» F': R — R es un homeomorfismo creciente.

deg(f) = 1.

F(x 4+ m) = F(x) + m, para todo m € Z.

F*(x +1) = F"(z) + 1, para todo n € NU{0}.

F —id: R — R es periddica de periodo 1.

F" —id : R — R es periddica de periodo 1 para todo n > 0.

Lema 1.2 Sea {a,}nen una sucesion de nimeros reales tal que
‘aern — Qm — an’ S C

a
para todo m,n € N y alguna constante C' € R. Entonces lim,,_, o, — eziste.
n

2C
Demostracién. Para ¢ > 0 escojamos N € N tal que N < e. Debido a la

hipdtesis
lag, — ap —a,| < C
las, — agp — ay| < C
|4y, — azn —a,] < C
|Gmn — Q10 — an| < C
resulta

|@mn — may,| < (m—1)C

Luego, para n,m > N, se obtienen las expresiones

(m—1)C _C ¢
<< o<

’amn . Qn
mn n

mn n
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‘amn . (n—l)C’<C<€
mn ml~ mn T m 2
Sumando estas expresiones, para n,m > N, se tiene
o] [ O (O]
n - m mn n mn  m
Es decir {a, }nen es una sucesion de Cauchy y por tanto converge. U

Teorema 1.4 (Poincaré) Sean f € Hom, (S') y F' un levantamiento. En-

tonces, para todo x € R existe

F’I'L
P

n—-+oo n

y es independiente de x.

Demostracion. Primero se prueba la independencia de x, es decir si x,y €
R, x <y, existen m, k € Z tal que

m<r<y<m+k.
Si F' un levantamiento de f, se tiene F™ es creciente y entonces
F'(m) < F"(z) < F"(y) < F*"(m + k),
de ello se tiene
[F"(z) = F"(y)| < [F"(m + k) — F"(m)].
Como, F™"(m + k) = F™(m) + k, se tiene

[ () — F™(y)| < [K]

y entonces
F'(z)  F'(y) _ F"(x) = F"(y)
‘F”m . F"<y>' _ K
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Aplicando el limite se obtiene

Fm "
tm 2@ gy, F0)
n——+oo n n——+oo n

Ahora se prueba la existencia, sea x € R, se definen a, = F"(z) —x y k, de
modo que k, < a, < k, + 1. Se cumple que

= [F(w) — F(o) — (@) + al
[FP(F"(a)) ~ F7 ()~ (F"() — a)

‘am+n — am — an’

Luego debido a k, < a, < k, + 1
k, < F"(z) —z <k, +1 (1.3)
r+k, <F'(z)<z+k,+1
Como F™ es creciente
F'(x+k,) <F™"(F"(z)) < F™(x + k, + 1)

y luego
F™(z)+ k, < F™"(F"(z)) < F™(x) + k, + 1

k, < F™(F"(x)) — F™(x) < k, + 1
junto con (|1.3)) tenemos
[F"(F (@) = F™ (@) = (F"(2) —@)| < [kn +1— ko] <1

Lo que implica |ay1n — am — a,| < 1,y por el Lema [1.2] el limite

a F'(x)—=x
im == = lim L
n—+oo N n—-+oo n
(0
existe, luego lim,, 0) también existe. O
n

Definicién 1.2.5 (Nimero de traslacién) Sea F un levantamiento de
f € Hom,(S'). Se define el nimero de traslacién del levantamiento F como

p(F) = lim F”(x)

n—-+oo n
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= Si F} es otro levantamiento de f, entonces Fy(z) = F(z)+ k para algin
k € Z, e implica que p(Fy) = p(F) + k.

= p(F™) = mp(F).

Definicién 1.2.6 (Numero de rotacién) Sea f € Hom(S'). Se llama
nimero de rotacion de f a p(f) = w(p(F)) = p(F)modl, donde F es un
levantamiento de f.

El ntimero de rotacién estd bien definido debido al Teorema [1.4]

Numero de rotacién racional

Proposicion 1.6 Sea f € Hom(S"). Entonces
p(f) € Q(mod1) siy sdlo si [ tiene puntos periddicos.

En este caso, si p(f) = g, con (p,q) =1, todos los puntos periddicos tienen

periodo q.

Demostracién. (<) Sea F' levantamiento de f. Como f tiene un pun-
to periédico m(x) (digamos de periodo ¢) entonces existe p € Z tal que

Fi(z) = x + p. Luego, F™(x) = x 4+ np y por lo tanto
r+np p

Fra
tim £ g L
n—oco  Ng n—oo N q

y por lo tanto p(f) = £(modl).
(=) Por la propiedad del numero de rotacién

p(f™) = mp(f)(mod1)

Sip(f) = £ entonces p(f?) = 0. Basta demostrar que si p(f) = 0, entonces f
tiene puntos fijos. Sea F' tal que p(F') = 0. Si F' no tiene puntos fijos, como
F —id es periddica, existe 0 tal que |F(x) — x| > 0. Por otra parte F/(z) > x
para todo x o F(x) < z para todo x. Si se supone lo primero F(x) > z (el
otro caso es andlogo), entonces

F(0) > 8, F2(0) > F(0) + 6 > 26, ..., F"(0) > nd.

17



Entonces 6 < 2O _y 0.

Finalmente si p(f) = g, (p,q) = 1y se ve que todos los puntos periédicos
tiene periodo ¢. Sea F' un levantamiento de f tal que p(F) = Ly sea 7(x)

periédico por f. Entonces, existen r, s tales que F"(z) = x + s. Ahora

entonces, s = mp y r = mq para algin m. Si se supone Fi(zx) —p > z,

entonces
Fq(x) = 2p = FU(F(x) —p) —p > F'(z) —p > x.

Entonces x < F™(x) —mp = F"(x) — s, lo cual es absurdo. Analogamente
si F9(z) — p < x se llega a una contradiccién. Asi w(x) es periédico por f si
y s6lo si F%(x) = x + p. Por consiguiente, todos los puntos periédicos de f
tienen periodo gq. O]

Proposicion 1.7 El nimero de rotacion es invariante por conjugaciones.

Demostracién. Sean f,g € Hom, (S'), donde g = h™! o f o h, para algtin
h € Hom(S'), para tal caso sea F' levantamiento de f y H levantamiento
de h, de esto H~! es un levantamiento de h~!, ademas G = H ' o F o H es
un levantamiento de g. Luego, existe L tal que |H'(y) — y| < L, para todo
y € R lo que implica que |G™(x) — F"(H (x))| < L, para todo entero n y asi

p(G) = nlggo GHT(JC) — JLIEO(H_I(F%H(IK)T)L) — F"(H(x)) n F”(Z(m)))
p(G) = lim w = p(F),
de donde se concluye p(g) = p(f). u

Nimero de rotacién irracional

Teorema 1.5 Sea f € Hom, (S') con p(f) ¢ Q(mod1). Entonces Q(f) es
minimal.
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Demostracién. Sea A C Q(f) compacto e invariante no vacié. Entonces
ST\ A es abierto. Sea I = (a,b) una componente conexa de S'\A. Luego
f™(I) N1 = (), para todo n positivo, pues de lo contrario f tiene puntos
periédicos. Luego I C S1\Q(f). De esto Q(f) C A. Por tanto, Q(f) es
minimal. OJ

Teorema 1.6 Sea f € Hom(S') con p(f) ¢ Q. Entonces Q(f) = St o

Q(f) es perfecto con interior vacid (i.e., es un conjunto de cantor).

Demostracién. Q(f) es perfecto pues es minimal. Si (f) no tuvie-

ra interior vacid, entonces w(f) serd abierto y como es también cerrado,

Q(f) = St O

Proposicion 1.8 Sea f € Hom,(S') con p(f) = a ¢ Q. Sea F levanta-
miento tal que p(F) = a. Entonces para todo ni, ny, my, my € Z se cumple

ni + my < noa + mo < F™"(x) + my < F™(x) + mo.

Demostracién. Se fijan ny,ny, my,my € Z. Como p(F) ¢ Q, el signo de
p(z) = F™ +m;—F"(x)+ms no depende de x. Luego dados ny, na, my, my €
Z,si F™ (x)+my < F™(x) 4 mgy para algun x se tiene la misma desigualdad
vale para todo x. <= Para x = 0, esto es

Fnl(O) — an(()) < Mo — My
si se toma y = F™2(0) se tiene
Fm=™(y) —y < mg —my.

Luego esta relacién se cumple para todo y, en particular para y = 0. Entonces
Fm=m2(0) < my — my, de ahi que F*M=72)(0) < my — m;, entonces

Fk(nl_n2)(0) m2 — ml

k(ni —ns) — ng—ng

Suponiendo que n; — ny > 0. Se hace tender k£ a +00 y se obtiene

mo —Mmy
o< ——

711—712.
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Como a ¢ Q, se tiene
mo — 1M
a < ————.
ny —mng

De donde
nia+ mp < nax + Me.

Y Andlogamente si F™(z) +my > F"(z) 4+ may se tiene
nio +my > Noaw + mao.
O

Definicién 1.2.7 Dados f,g € Hom, (S') se dice que f es semiconjugado
a g si existe un mapeo h : S* — S continuo y sobreyectivo (de grado 1y

preservando orientacion) tal que ho f = goh.

Teorema 1.7 Sea f € Hom (S') con p = a ¢ Q. Entonces f es semicon-
jugado a R, (donde h preserva orientacion). Ademds, si f es transitivo, f es
conjugado a R,.

Demostraciéon. Sea F' un levantamiento de f y x € R. Considerando el
conjunto B = {F"(z) +m : n,m € Z}. Se define una funcién H : B — R
por

H(F"(z)+m)=na+m.

Luego H es monétona y H(B) = R. Entonces existe una tnica extensién
continua de H a B, monétona y ademéds H(B) = R. Entonces hay una
unica extension de H a R de forma mondtona. Luego se tiene H : R — R
continua, mondtona y sobreyectiva. Se verifica H o F' = T, o H. Ademas
H(x +1) = H(x) + 1. Luego se define h : S' — S por h(n(z)) = 7(H(z)).
h es continua, sobreyectiva y ho f = R, o h. Por otra lado, si f es transitivo
se tiene que B = R y H es un homeomorfismo. ([l

Todo lo visto, anteriormente, es conocido como teorema de clasificacion de
Poincaré. Para mds detalles sobre la dindmica en S' se puede consultar [12|
30, 33, 35].
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Numero de rotacion § cQ Numero de rotacién o ¢ Q

Orbitas periédicas con el mismo Una érbita densa en St que estd
periodo que Rg y ordenado ordenado de la misma manera como
de la misma manera que una una 6rbita de R, (como son los dos
orbita de R%' casos siguientes).

Una o6rbita homoclinica: se acerca Una orbita densa en un conjunto

a una orbita peridédica dada cuando | de Cantor.
n — 400 y cuando n — —oo.

Una o6rbita heteroclinica: se acerca
a dos diferentes érbitas periddicas Una orbita homoclinica a un
cuando n — 400 y cuando conjunto de Cantor.

n — —oo (esto pasa siempre y

cuando existe mas de una 6rbita

periddica).

Cuadro 1.1: Clasificacién de Poincaré

1.2.2. Teorema de Denjoy
Los siguientes resultados pueden encontrarse en [10].

Definicién 1.2.8 Sea f : St — S, J C St. Se dice que J es un intervalo
errante St

o J f(J), f2(J), -+ son disjuntos dos a dos.
» w(J) =U,e w(®) no es una tinica orbita periodica.

Ejemplo 1.2.3 Sea f € Hom(S'), p(f) =a ¢ Q, Q(f) € S'. Una compo-
nente de S™\Q(f) es un intervalo errante.

Lema 1.3 (Distorsién limitada) Sea f : S — S un difeomorfismo de
clase C*. Entonces existe C' tal que

w ex S i) — f°
Pl = p(CZ\f( ) f(y)|>.



Lema 1.4 Sea f : S* — S! difeomorfismo de clase C*. Sea J C S' intervalo
tal que Y, 5o |f™(J)| < 0o. Entonces existe T' 2 J tal que [f"(T)| < 2[f"(J)],
para todo n > 0.

Teorema 1.8 Sea f : S' — S' un difeomorfismo de clase C?. Entonces f

no tiene intervalos errantes.

Corolario 1.1 Sea f : S* — S!' un difeomorfismo de clase C?, con

p(f) ¢ Q. Entonces f es conjugado a R,y).

Este corolario, debido a Schwarz (en [34]) es generalizado por Denjoy y con-
sidera hipdtesis mas débiles pues, no es necesario que f sea de clase C%. En
[T0] Denjoy muestra que existen difeomorfismos de clase C! con niimero de

rotacién irracional los cuales no son conjugados a una rotacion.

Teorema 1.9 (Denjoy) Sea o ¢ Q. Entonces existe un difeomorfismo f :
St — St de clase C' con p(f) = a y f tiene un intervalo errante.

Demostracién. Sea {\,}ncz tal que A, > 0 paratodon € Z, > , A\, =1

’ )\n—i-l . 2
y ademas — 1. Por ejemplo )\, = . Se coloca en S*
n 3(|n + 1)(In| + 2)
intervalos I,,, |I,| = A\, y se ordenan en S' de la misma forma que {z, =

R5(0) : n € Z}. Se sabe que si g : S' — S es continua y [, g = 1 entonces
existe f: S — S! tal que f' = g. Luego en I,, = (a,,b,) se define

(an — x)(x — bn)‘

f'(x) = g(x) =1+ kn

A2
flx)y=1siz¢ U I,
nez
Donde 6
kn — >\_(>\n+1 - >\n)
Entonces

b kn A3
[ @)= [ atw) =+ 5 =

n
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Entonces [q, g(x) = 1. Asf se define f : S' — S* por

flz)=a1 + /xg(a:)dx.

ao

Se verifica que f(I,) = 41, en efecto

flan) = ai+ [ g(a)dx

a1+ D kg Claoan) Jp, 9(T)dT

= a+ Zk:xke(mo,xn) [ Ihy1]

= 01+ D hae(or,on) Hil = Qp.

Finalmente sea h : U, o, In — S* por h(l,) = R}(0) = ,. De esta forma
h preserva orientacién y tiene dominio y rango denso en S!, por tanto h se
extiende continuamente a h : S' — S! sobreyectiva. Ademés ho f = R, o A,

es decir f es semiconjugado a R,. Entonces p(f) = a. [

Definicién 1.2.9 (Mapeo Denjoy) Se llama mapeo Denjoy a f €
Hom(S") si p(f) ¢ Q y no es topoldgicamente conjugado a Ryy).

Debido a todo lo visto en esta seccién se tiene que un mapeo Denjoy es un
homeomorfismo del circulo sin puntos periédicos pero que no es topoldgica-
mente conjugado a una rotacién del circulo.

1.3. Conceptos Basicos de Medidas de Borel

Una medida es una funciéon que asigna un nimero real positivo o cero
a un subconjunto del espacio en estudio. Este concepto es importante para
el andlisis matematico, la geometria y para la teoria de la probabilidad. No
siempre es posible asignar una medida a cualquier subconjunto por lo que

estos deben cumplir ciertas condiciones.

Definicién 1.3.1 (o-algebra) Una familia de subconjuntos de X, ¥, es
una o-dlgebra de X st cumple con las siguientes condiciones

(i) 0eX.
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(i) Si A€ X entonces X\A € X.

(i1i) Si {A;}ier C X (una familia numerable de elementos de Y.) entonces
UieIAi € 3.

Los elementos de un o-algebra X se denominan conjuntos medibles. Un par
ordenado (X,Y), donde X es un conjunto y 3 una o-algebra sobre X, se

denomina espacio medible.

Definicién 1.3.2 (Funcién medible) Una funcion entre dos espacios me-
dibles se denomina medible si la preimagen de todo conjunto medible es tam-
bién medible; esto es, si (X,%1) y (Y,3s) son dos espacios medibles, una
funcién f : X =Y es medible si para todo E € X9 implica que f~1(E) € 3.

Definicién 1.3.3 (Medida) Una medida es una funcion de una o-dlgebra
Y sobre X en el intervalo extendido [0, 0]

w3 — [0, 00]
que cumple las siguientes condiciones

i. p(0)=0.

ii. {Aitier C X (una familia numerable de conjuntos medibles) disjuntos

dos a dos A; NA; =0 (i#j ) entonces p(UicrA;) = > cp (As).
Se denomina espacio de medida a la terna (X, X, p).

Definicién 1.3.4 (Medida de Dirac) Una medida m, de un conjunto X
(con cualquier o-dlgebra de subconjuntos de X ) se define para un puntop € X
y cualquier conjunto (medible) A C X por

0, p¢A;

Definicién 1.3.5 (0-algebra generada) Si F es una coleccion de subcon-
Juntos de X, la interseccion de todas las o-dlgebras que contienen a F es
también una o-dlgebra, denotada por o(F) y denominada o-dlgebra generada
por F. Esta es por construccion la menor o-dlgebra posible que contiene a la
coleccion F.
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Algunos ejemplos son los siguientes

» Si P(X) es el conjunto potencia del conjunto X entonces P(X) es una

o-dlgebra sobre X (es la mayor o-algebra posible sobre X).

» Para cualquier conjunto X, el conjunto {), X} es una o-dlgebra sobre

X (es la menor o-dlgebra posible sobre X).

= La familia de subconjuntos de X que son contables o de conjunto com-
plementario contable (esta familia es distinta del conjunto potencia de
X siy s6lo si X es no numerable). Esta es la o-dlgebra generada por
los conjuntos unitarios de X.

Definicién 1.3.6 (o-dlgebra y medida de Borel) Si (X, 7) es un espa-
cio topoldgico, a o(T) se le denomina o-dlgebra de Borel, la cual se suele
denotar como B(X), y a sus elementos se les llama borelianos. Evidente-

mente una medida p definida sobre o(7) se le llama medida de Borel.

En el espacio euclidiano R", cabe destacar otro o-algebra: la formada
por los conjuntos Lebesgue-medibles. Esta contiene més conjuntos que el
algebra de Borel en R”, y es la que se prefiere en teoria de integracion. La
construccion de la medida de Lebesgue, basada en medidas exteriores, se
debe a Constantin Carathéodory, y se realiza de la siguiente manera:

Para cualquier subconjunto B de R", se puede definir

A (B) = inf {vol(M) "MDByM= UCZ} :
i=1
donde cada C; es un producto cartesiano de n intervalos reales finitos.
Ademas, vol(M) es la suma de los productos de las longitudes de los intervalos
que forman cada C;. Se dice entonces que un conjunto A es Lebesgue-medible

si
A (B) = X(ANB) + A" (B — A) para todo conjunto B.

Los conjuntos Lebesgue-medibles forman una o-algebra, y la medida de Le-
besgue se define como Leb(A) = A*(A) para todo conjunto medible A.
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Definicién 1.3.7 (Soporte) FEl soporte de una medida de Borel pn es el
conjunto de todos los puntos x € X tal que p(U) > 0 para cada vecindad
U dex.

» El soporte de una medida p se denota por supp(p).

Definicién 1.3.8 (Atomo) Sea (X,X, ). Un punto © € X se le llama
dtomo de la medida pv si p(G) > 0 para todo G € ¥ con z € G.

Definicién 1.3.9 (Medida no atémica) Una medida p es no atémica si

no existen dtomos en X.

s Se llamard espacio métrico no atomico, al espacio métrico en el cual

existen medidas de Borel de probabilidad no atomicas.

Los siguientes resultados se encuentran en [27].

Teorema 1.10 Sea X un espacio métrico separable completo sin puntos ais-

lados entonces existe una medida no atomica sobre X.

Corolario 1.2 Sea X un espacio métrico separable completo con un nimero

de puntos no numerable entonces existe una medida no atomica sobre X .

Definicién 1.3.10 (Conjunto de medida total) Sea (X,%, pu) un espa-
cio de medida, un conjunto B € ¥ se dice de medida total si (X \B) = 0.

Definicién 1.3.11 (Pullback) Sean X, Y dos espacios métricosy f : X —
Y un mapeo continuo. Sea p una medida de Borel sobre X se define la medida
pullback f.(pn) sobre' Y como

Fo(p)(A) = p(f~1(A)); para todo A € B(Y)

Definicién 1.3.12 (Medida invariante) Sea f : X — Xun mapeo conti-

nuo de un espacio métrico X. Una medida de Borel i de X es invariante si
Jere = .

Para finalizar este capitulo, se tendra en cuenta lo siguiente. Todo mapeo
Denjoy f tiene una tinica medida invariante, ademas el soporte de esta medida

es el unico conjunto minimal de f. El complemento de este conjunto minimal

se le llama gaps de f. A mayor detalle puede leerse [2], 12].
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Capitulo 2

Expansividad, POTP y
Estabilidad Topoldégica

En este capitulo se muestran propiedades sobre expansividad, POTP y
estabilidad topoldgica y en la tltima seccién se evidencia el resultado de

Walters referente a estas definiciones meramente topoldgica.

2.1. Expansividad

La propiedad de ser expansiva indica de alguna forma que las orbitas de
dos puntos distintos se pueden diferenciar una de la otra en cierto tiempo
en el futuro o en el pasado de estas. “El hecho de que cada punto tenga un
significado dindmico distinto, permite prever una rica interaccion entre la

dindmica y la topologia” [18].

Definicién 2.1.1 (Expansividad) Sea X un espacio métrico compacto.
f € Hom(X) es expansivo, si existe ey > 0 tal que st d(f™(x), f"(y)) <
para todo n € Z entonces x = y.

» ¢4 es llamado constante de expansividad y puede variar respecto a la
métrica pero la nocion de ser expansivo es independiente de la métrica.

Este concepto fue introducido por Utz en [36].
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Al conjunto T/ (x) = {y € X : d(f*(z), f"(y)) < &;Vn € Z} se le llama
comunmente bola dindmica. La definicion de expansividad también podria

expresarse de la siguiente forma
f es expansivo < 3> 0¢ tal que I'V(2) = {2}, Vo € X

En los siguientes ejemplos vemos porque es necesario que se separen en
algin n positivo o negativo, en vez de pedir una de las dos opciones.

Ejemplo 2.1.1 Sea A : R — R" una transformacion lineal diagonalizable

para la cual todos sus valores propios son mayores que uno (o menores).

En efecto, dados dos puntos = y y distintos, se cumple que la distancia entre
x e y para los iterados futuros es

[A"e — A"y[| = X[z — y]],

donde A denota el menor de los valores propios. Asi tomando z y y distintos,
su distancia tiende a infinito para los iterados hacia el futuro.

Ejemplo 2.1.2 Se define en S* (pensado como los puntos del plano complejo
con |z| =1) f: 8" — S de forma tal que f(z) = 2%

Demostracion. En efecto, dados dos puntos distintos, por ejemplo x; =

27ty

e y oy = €2 con ty — t; € Z, en algin momento futuro se separan. Se

tiene

f(wy) = 2™ e {1,2).
Basta ver que los conjuntos 2"t; +Z ={zx € R: 2 =n+2";; n€Z}ly
2"y +7Z ={x € R:x=n+2"; n € Z} estan lejos para algin valor de n.
Pues si |t —ta| < 411 para algiun n > 0 se tiene 2"|t; — to| = |2"t; — 2"to| > i
O
El siguiente Teorema debido a Utz [36] brinda la respuesta de que la expan-
sividad no se debe dar solo para algtin sentido.

Teorema 2.1 (Utz) Sea f: M — M homeomorfismo expansivo y M espa-
cio métrico compacto. Entonces, si es expansivo al futuro (i.e. existe o > 0
de forma tal que d(f"(z), f"(y)) < a VYn > 0 implica x = y) entonces M es
un conjunto finito.
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Demostracién. Se resume, a continuacion, la demostracion dada en [I8] en
la cual se muestran muchas de las ideas con las que se trabaja en el contexto
de homeomorfismos expansivos.

Primero se ve que todos los puntos tienen que ser “estables” para el pasa-
do, es decir, existe un valor ¢ < o de forma tal que todo punto x € M posee
un entorno U, que cumple que si y € U, entonces d(f~"(z), f"(y)) < €
para todo n > 0. Esto se tiene que cumplir pues en caso contrario exis-
tiran puntos y, — x de forma tal que para cierto valor k, se cumple que
d(f~*(yn), f*(x,)) > € (suponiendo que este valor k, es el primero para el
cual pasa lo mencionado pues ¥, se encuentra a menos de € de x). Se observa
que k, tiene que tender a 400 pues siendo f uniformemente continua, nece-
sita cada vez mas iterados para hacer que puntos arbitrariamente cercanos
superen la distancia € que se encuentra fija. Ahora, se considera los puntos
2y = [T (y,) v wy = f7*(2) que cumplen que d(z,,w,) > €y ademais,
verifican que d(f(z,), f'(w,)) < € para todo 1 <1 < k,. Sea n; — +oo de
forma tal que z,, — 2z y w,; — w por lo cual se tiene que d(z,w) > € en par-
ticular, son puntos distintos. Se ve como f(z) y f(w) se mantienen siempre
a menos de para el futuro(3) violando la expansividad al futuro. Para eso, se

utiliza que
AP (), ) = i d(™ (), ™ ) < €

pues para n; suficientemente grande (de forma tal que k,, > m) se cumple
que d(f™ (zp;), [™ (wn,;)) < €.

Es facil ver que si dos puntos se mantienen cerca para el pasado tienen

que también acercarse. Ademas, se puede ver que lo hacen uniformemente.
Lo que se quiere decir es que Ve > 0 (e < a) y V6 > 0 existe un valor de N
de forma tal que si d(f"(z), f"(y)) < e ¥n > 0 entonces se cumple que
sim > N entonces d(f~"(x), f~"(y)) < é.
Si esto no pasara, para todo N existiran puntos son xy e yy verificando que
§ < d(f ™ xn), f*yn)) < € < a para todo 0 < k < N. Si se considera
N; — +oo de forma tal que f~Yi(zn,) = 2z e [~ (yn,) = w se cumplird
que d(z,w) > § pero sin embargo d(f"(z), f"(w)) < € < «a(5) para todo
n > 0 violando la expansividad al futuro.
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Con lo obtenido se puede probar que M es un conjunto finito. Como
todo punto tiene un entorno U, para el cual los puntos se mantienen cer-
ca para el pasado, se tiene un cubrimiento de M por estos abiertos del
cual se puede seleccionar un subcubrimiento finito por la compacidad de
M. SeaU,,,U,,,...,U,, ese subcubrimiento y sea n; — oo de forma tal que
fm(x;) — aoVi.

Como se sabe que para ny suficientemente grande f~"*(U,,) se encuen-
tra en un entorno arbitrariamente pequeno de z{° al mismo tiempo que
f7™ (M) = M se concluye que M = {x$°, 25°, ... 25°}. O

En los Ejemplos y no se cumplen las hipétesis del teorema, en
el primer caso por no ser R"” compacto y en el segundo por la transformacion

no invertible.

Ejemplo 2.1.3 (EIl shift de Bernoulli de dos simbolos) Sea
Y = {0,1}% dotado de la topologia producto dada al poner la topologia
discreta en {0,1}. Esta topologia en ¥ = {{z,} : a, € {0,1}Vn € Z} es

sabido que es equivalente a la inducida por la siguiente métrica

d(x,y) = Z %Tyl,ﬁ" = {zi}iez,y = {yitiez € {0, 1}%.
i€Z
y por ser producto de compactos es un conjunto compacto. En ¥ se puede
definir la siguiente transformacion o : ¥ — 3 dada por o({x,}) = {yn},
donde y,, = Tp_1. En pocas palabras, o mueve la sucesion {x,} un lugar para

la derecha. o es expansivo.

Demostracién. Tomando dos sucesiones diferentes {z,} vy {y,}. Por ser
distintas, existe ng tal que x,, # Yn, por lo cual |x,, — yn,| = 1, luego

n n |xnn_ynn| |xn _yn|
do™ ({an}), ™ ({ga}) = D =g 2 g = L

nel

Lo que prueba que 1 es una constante de expansividad. 0]

En [12] se puede encontrar una introduccién a esta transformacién junto

con algunas propiedades, como el que sus puntos periddicos son densos.
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Ejemplo 2.1.4 (El Anosov en T?) Tomando en R? la transformacion li-

(1)

Esta matriz, tiene coeficientes enteros y determinante uno, por lo cual la

neal A dada por la matriz

inversa también tiene coeficientes enteros. Los valores propios son uno mayor
y otro menor a uno y sus vectores propios (ortogonales) hacen con el eje
Oz un dangulo irracional. Se puede por lo tanto, inducir a partir de esta

transformacion, un difeomorfismo en el toro T? pensado como R?/Z2.

Diagonalizando la matriz y tomando dos puntos diferentes, se ve que al-
guna de sus coordenadas difieren. Por ejemplo, la asociada al valor propio
mayor que uno, pero entonces, la distancia en esa direccion crecerd exponen-
cialmente en R?. Para ver que en T? se puede encontrar una constante de
expansividad se argumenta de forma similar al Ejemplo probando que si
los puntos estan suficientemente cerca, su distancia crece exponencialmente,
por lo cual en algiin momento han de encontrarse lejos. Es facil, en este caso,

encontrar puntos que se mantienen cerca para el futuro.

Observacién. Para mas detalles acerca del ejemplo anterior puede verse
[32, 12, 33]. En este tltimo se muestra que un difeomorfismo Anosov lineal
f " — T™ es expansivo, transitivo y ademas que el conjunto de puntos
periddicos es denso en el conjunto no errante el cual es todo T™.

Ahora, se muestra una equivalencia para la expansividad, estos resultados
se pueden encontrar en [16] y [1§].

Definicién 2.1.2 (Funcién de Lyapunov) Sea f : M — M un homeo-
morfismo donde M es un espacio métrico compacto. Se dice que V' : {(x,y) €
M x M :d(z,y) < a} = R continua es una funcion de Lyapunov para f si

se verifican las siguientes propiedades:

» V(z,z)=0 Vre M.

w AV(z,y) =V (f(z), fly)—V(zx,y) >0 Vz #y siempre que esté bien
definido.
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A partir de las funciones de Lyapunov se puede caracterizar los sistemas
expansivos como se ve en el siguiente teorema. En [I8] se puede revisar la

prueba completa.

Teorema 2.2 f : M — M es expansivo si y solo si f admite una funcion
de Lyapunov.

Demostracién. (<) Sean z e y en M distintos de forma tal que V' (z,y) > 0
(en caso contrario se argumenta de igual forma para el pasado) y suponiendo
que se mantienen a menos de para el futuro. Entonces, se sabe que se tiene
definido V(f"(z), f*(y)) para todo n > 0 y que verificard V (f"(x), f"(y)) >
V(f(z), f(y)) > 0 para todo n > 0 (esto es por la segunda condicién para
V). Como V es continua y vale cero en la diagonal, teniendo en cuenta que
existe € > 0 de forma tal que si d(z, w) < € entonces V(z,w) < V(f(z), f(y))
por lo tanto, se concluye que d(f"(z), f*(y)) > € para todo n > 0. Como
K ={(z,w) € M x M : e <d(z,w) < a} es compacto y V es positiva en
dicho conjunto, lo que implica que V' alcanza un minimo ¢ > 0 en K. Juntando
esto con la definicién de V, se concluye que V(f"(x), f*(y)) > (n —1)d lo
cual es absurdo pues por ser K compacto V' tiene que encontrarse acotada
alli. OJ

Keynes y Robertson en [I5] dan las siguientes definiciones.

Definicién 2.1.3 (Generador) Sea f € Hom(X). Un cubrimiento finito
A de X es un generador para f si para toda bisucesion {A},cz de miembros

de A se tiene que

ﬂ f"(A,) es a lo mds un punto.

n=—oo

Definicién 2.1.4 (Generador débil) Sea f € Hom(X). Un cubrimiento
finito A de X es un generador débil para f si para toda bisucesion {A},ez,
de miembros de A se tiene que

ﬂ f"(An) es a lo mds un punto.

n=—oo
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Si A, B son cubrimientos abiertos de X, escribiendo A V B al cubrimiento
AVB = {ANB : A € A, B € B}. Un cubrimiento abierto  es un refinamiento
del cubrimiento abierto A si para todo B en B existe A en A que contiene
a By se denota como A < B. Si f : X — X es un mapeo sobreyectivo,
entonces f~1(A) := {f'(A) : A € A} es un cubrimiento abierto de X y se
cumple lo siguiente:

fTHAVB) = fTHA) Vv fH(B),
fTA< f1(B)si A< B.

Con ello se puede probar que tener un generador o un generador débil es

equivalente a ser expansivo.

Teorema 2.3 Sea X un espacio métrico compacto y f € Hom(X) entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) [ es expansivo,
(2) f tiene un generador,
(3) f tiene un generador débil.

Demostracién. (1) = (2). Sea ¢ una constante de expansividad para f y
por la compacidad se puede tomar un cubrimiento finito A de bolas abiertas
de radio 5. Ahora, suponiendo que existen x y y tal que

vy e () f (A,

nez

donde A, € A. Entonces x,y € f~"(A), para todo n € Z. Lo que implica
(), f*(y) € A,,Yn € Z.

Por tanto d(f"(x), f"(y)) < € para cada n que debido a la expansividad de
f se tiene x = y. Lo que prueba que A es un generador de f.
(2) = (3). Esto es claro pues para cualquier generador A y una sucesiéon A,

de este se tiene [,c, [T (An) € Nyez [ " (An). El mismo generador es un
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generador débil.

(3) = (1). Suponiendo que A es un generador débil. Sea ¢ > 0 un nimero
de Lebesgue para A. Si d(f"(x), f"(y)) < € para n € Z, luego para cada n
existe A, en A tal que f"(z), f"(y) € A, y entonces x,y € [,z [ "(Ay) el
cual es a lo mas un elemento significa que x = y. Por tanto f es expansiva.

0
Proposicion 2.1 Sea k € Z\{0}, f es expansivo si y sélo si f* es expansivo.

Demostracién. Si f es expansivo por el teorema anterior se tiene que
existe un generador A para f entonces AV f~H(A)V f2(A) V-V FIEEL(A)
es un generador para f*. Si A es un generador para f* también lo es para f. [J

En el siguiente teorema se muestra un resultado muy conocido, este
muestra una equivalencia de expansividad y un conjunto aislado (puede
verse en [I]). Se denota por A = {(z,z) : = € X} a la diagonal de
X x X. Recordando dado un mapeo f de un espacio métrico, se llama ais-
lado a un conjunto invariante [ si existe una vecindad compacta U tal que
I={ze€U: f"(2) €U, paratodon € Z}.

Teorema 2.4 Un homeomorfismo f de un espacio métrico X es expansivo
st y solo si la diagonal A es un conjunto aislado de f x f.

La propiedad expansiva es invariante por conjugacion.

Teorema 2.5 Sea f € Hom(X) expansivo. Si g es topoldgicamente conju-

gado a f entonces es expansivo.

Demostracién. Sea h en Hom(X,Y). Sea g =ho foh™' € Hom(Y). Por
la continuidad de h=! sea 2,y € Y se tiene que para todo § > 0 existe ¢ > 0
tal que d'(x,y) < € implica que d(h~!(z),h"!(y)) < §. Entonces se toma &
cuando ¢ es una constante de expansividad de f. Luego Si d'(¢"(z), g"(y)) <
g, para todo n € Z. Fijando n € Z implica que d(h~! o g"(z),h " 1g"(y)) < 0.
Esto es
d(f"oh™(z), fToh7H(y)) <

Se cumple para todo n € Z por la expansividad de f se sigue que h™!(z) =
h='(y). Por tanto = = y. O
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Definicién 2.1.5 Se dice que un punto z es un punto con semiorbitas que
convergen bajo una biyeccion f : X — X si a(z) y w(z) se reduce a un
singleton.

» Se denota A(f) el conjunto de puntos con semiérbitas que convergen
bajo f.

El siguiente teorema es dado por Jacobsen y Utz y puede revisarse con mas
detalle en [I1]. En el siguiente capitulo se mostraré otro medio de demostrarlo
seguin los conceptos andlogos respecto a las medidas de Borel en el Corolario

B4

Teorema 2.6 No existen homeomorfismos expansivos en un intervalo com-

pacto.

Demostracién. Sea f € Hom([0,1]), entonces f cumple que f(0) = 0y
f(1)=10 f(0) =1y f(1) = 0. en ambos casos f? induce un homeomorfismo
de [0,1]. Entonces Fiz(f?) es cerrado. Si Fiz(f?) = [0,1] entonces todos los
puntos en [0, 1] tienen semiorbitas convergentes bajo f?, y entonces f? no es
expansivo. Si Fiz(f?) # [0,1], entonces U = [0, 1]\ Fiiz(f?) es un conjunto
abierto no vacio, por tanto U es union numerable de intervalos disjuntos I;.
Para x € U, existe un I; tal que x € I;.Entonces los puntos extremos de /; son
puntos fijos de f2. Por tanto se tiene que parax € [, x > f*(x) > f4(x) > ...,
oz < f3(z) < f4x) < .... En cualquier caso {f*(z)]i > 0} converge a un
punto fijo de f2. Como I; es no numerable, f no es expansivo. OJ

Teorema 2.7 No existen homeomorfismos expansivos en S*.

No se da una prueba a este teorema, pues en el siguiente capitulo se muestra

en el Corolario [4.4]

Para finalizar esta seccién se mencionan dos resultados dados por Reddy
en [31]. En el siguiente capitulo se obtienen resultados andlogos.
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Para todo z,y € X, n € Ny m € NU{0} se define A(z,y,n,m) como el
conjunto de puntos z € X que satisface

. . 1
A(z,y,n,m) = {z : maz{d(f~(2), x),d(f"(2),y)} < —, Vi = m}.
n
La definicion de este conjunto sirve para el siguiente resultado.

Lema 2.1 Para cada mapeo biyectivo f : X — X de un espacio métrico

separable X existe una sucesion xp € X que satisface

ANnc U Al zw.n,m). (2.1)

neN k,k’ ,meN

Un resultado a consecuencia de este lema es el siguiente (se puede encontrar
también una prueba en el Teorema 2.2.22 de [2]).

Teorema 2.8 Sea f € Hom(X) expansivo. El conjunto de puntos con se-

miorbitas que convergen bajo f es numerable.

Los homeomorfismos expansivos en variedades ya han sido bien estudiados.
En el Ejercicio se ve que T? admite homeomorfismos expansivos y co-
mo se comenta en la observacion de este ejercicio T™ también los admite. Por
tanto existen homeomorfismos expansivos en variedades de cualquier dimen-
sién. O’Brien y Reddy prueban que toda superficie de género mayor que 1
admite un homeomorfismo expansivo (ver [26]). Una pregunta comin es ;qué
sucede en S? y dimensiones mayores? Lewowicz prueba en [17] que no existen
homeomorfismos expansivos en S2. Ademads, se completa la clasificacién de
los homeomorfismos expansivos, en T? son conjugados a los Anosov lineales
y las superficies de genero mayor son conjugados a los pseudo-Anosov. En
dimensiones mayores se complica esta clasificacién pero hay varios resultados
interesantes como los dados por Vieitez en [37, B8] que utiliza la hip6tesis de
que el conjunto de puntos peridédicos topologicamente hiperbélicos son toda
la variedad, con ello Vieitez prueba que el difeomorfismo es conjugado a un
difeomorfismo de Anosov lineal de T3.
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2.2. Propiedad de sombreamiento (POTP)

Sea (X, d) un espacio métrico.

Definicién 2.2.1 (POTP) Sea f € Hom(X), se dice que f tiene la pro-
piedad de sombreamiento (POTP: pseudo-orbit tracing property) si para todo
e > 0 emiste d > 0 tal que toda d-pseudo orbita de f puede ser e-sombreado
por algin punto x € X.

Es claro que tener POT P no depende de la eleccién de la métrica en X y
ademas se conserva bajo conjugacién topoldgica. En esta seccién se hara un
resumen de este concepto debido a Bowen, puede leerse muchos més resulta-
dos en [2].

La definiciéon es en general para espacios métricos y en el caso cuando
X es un espacio métrico compacto es suficiente si es valido para un lado de
las d-pseudo-6rbitas es decir: f € Hom(X) tiene POTP si para todo € > 0
existe & > 0 tal que toda d-pseudo drbita “positiva”{x;}:£5 de f puede ser
e-sombreado por un punto de X. En efecto, si f tiene POTP entonces es
claro que se cumple la afirmacién anterior. Si se supone que se cumple para
d-pseudo érbitas positivas, sea {x;};cz una d-pseudo 6rbita para f. Para cada
n > 0 se define {z'}1% donde 2" = z;_,, para todo i > 0, es decir son d-

pseudo oOrbitas positivas lo que implica que existe 2™ tal que

d(f'(z"),2") <& Vi,n >0

Luego fijado i la sucesién {2"}729 por la compacidad de X existe una sub-

sucesién ny, — +oo tal que 2™ — z y por la continuidad de f? se tiene que
fi(z™) = f'(z) cuando k — +oo, ademéds z,'"* — x; cuando k — +oo por la
forma como esta definida. Por tanto

d(fi(z"),2"*) < e; Yk >0

) =

Aplicando el limite respecto a k se tiene d(f%(z),z;) < ¢ para todo i € Z,
por lo que {z;};cz es e-sombreado por f.
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Ejemplo 2.2.1 Denotando id al mapeo identidad de X. Entonces id tiene
POTP siy solo si X es totalmente disconezo.

Demostraciéon. Si X es totalmente disconexo, para € > 0 existe un recubri-
miento abierto finito {Up, Uy, ...,U,} de X tal que U; NU; = 0 para i # j y
diam(U;) < e para 0 < i < n. Escogiendo 6 > 0 con ¢ < min{d(U;,U;,),i # j}
y se fija una d-pseudo-6rbita {zy}rez para id. Entonces existe U; tal que
{zk}rez C U; y entonces se puede encontrar en U; un punto que e-sombrea a
{xk}kGZ'

Suponiendo que diam(X) # 0. Entonces existe un subconjunto F' C X cerra-
do conexo tal que diam/(F') > 0. Como F' es compacto, diam(F') = d(x¢,yo) =
g9 para algin xg,yo € F. Sea ¢, = 5. Como F es conexo, para cualquier
0 > 0 se puede construir una J-pseudo orbita de xy a yo en F el cual no es

g1-sombreado. O

Lema 2.2 Sea f € Hom(X) y N € N, entonces para todo ¢ existe 6 > 0 tal
que cada §-pseudo drbita finita {x;}, satisface que d(f'(zo),r;) < € para

0<i<N (ie. ese-sombreado por su primer término).

Demostracién. Suponiendo que se cumple para N — 1. Como f es unifor-
memente continua, para todo ¢ > 0 existe 0 < g1 < ¢ tal que d(z,y) < &;
implica d(f(x), f(y)) < 5. (a.y € X).

Por la suposicion existe 0 < §; < e tal que cada d;-pseudo Orbita finita
{2} es e1-sombreado por g € X.

Sea una %-pseudo 6rbita finita {x;}¥, por f. Como la %—pseudo érbita
finita {x; fi’ol es una o;-pseudo érbita finita, entonces es e;-sombreado por
zg. Esto es d(fi(zo),7;) < &1 < g, para 0 < i < N — 1. En particular
d(fN " (wg),zn_1) < &1 lo que implica que

d(fN(zo), f(zn-1)) <

Por otro lado como {z;}Y, es una %-pseudo orbita finita, se tiene

DN ™

d(f(xn_1),zn) < %1 < § lo cual implica

d(f" (wo), xn) < d(f¥ (o), flazn-1)) +d(fan-1),2n) < e
Por tanto d(f(xg),z;) < &, para 0 < i < N. O
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Teorema 2.9 Sea f € Hom(X) y k un entero positivo. Entonces f* tiene
POTP siy solo si f tiene POTP.

Demostracion. Se tiene lo siguiente:

1. Sea € > 0. Para

d(f'(z), ['(y)) <

.. . . R
ii. Por el Lema para cada e;-pseudo orbita-finita es $-sombreado por
su primer término.

existe 0 < &1 < § tal que d(z,y) < &1 implica que
para 0 <1< k

o NIM

iii. Para la primera parte, de ¢; existe §; < &, por POTP de f*.
iv. para 0; existe § < 0; por el Lema (respecto a f).

De esta forma dado € > 0 existe > 0 como antes. Ahora bien, sea {y; }1%
una d-pseudo orbita de f, escribiendo x; = y;; @ > 0.
Fijando 7 entero positivo. {ykiﬂ}f:o es una d-pseudo orbita finita por f. De
la parte (iv).

A (Yri)s Yrivg) < 01; 0 < j <k
Sij =k, d(fk(yki),yk(iﬂ)) = d(f*(z;),zi11) < 6;. Como se cumple para
i > 0, se tiene que {z;}; 5 es una d;-pseudo drbita por f*. Entonces existe
y € X tal que

(fF(y), z:) <er; Vi=0

Por otro lado {yk;+; }ﬁ‘;:o es una o0;-pseudo orbita finita por f entonces

A7 (i), Yring) <1< =3 0< j <k, Vi >0

DO ™

Ademés
APy, F ) = O (), £ () < 550G <k, Vi 2 0.

Esto implica que

A(f¥ 9 (y), yriy) <0< j <k, Vi>0
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Por tanto

Asf {y;}15 es e-sombreado por f. Por tanto f tiene POTP.
Para la segunda parte sea € > 0 existe 6 por POTP de f y sea k € N. Asi

sea {z;}% una d-pseudo drbita por f*. Entonces se construye
y; = R () sikm <i<k(m+1); YVm>0

{yi}i20 = {zo, f (o), f2(x0), ., [ (wo), 1, f@1), f2 (1), ooy [ (1), 22, .}

{y:}; % es una d-pseudo 6rbita por f. Entonces es e-sombreado por f, esto

es existe y € X tal que
d(f'(y),y) < & Vi 0.

En particular
d(f*i(y), yri) < e; Vi >0

d(fri(y), ;) <& Vi>0
{x;}icz es e-sombreado por f*. Por tanto f* tiene POTP. O

Teorema 2.10 Sea f € Hom(X). Si f tiene POTP entonces f~1 tiene
POTP.

Demostracion. Dado e > 0 existen 9; > 0 tal que toda d;-pseudo érbita es e-
sombreado por f, por la POT P de f. Asi, para §; se toma 0 tal que d(x,y) < 0
implica d(f(z), f(y)) < 1 por la continuidad uniforme y escribiendo g = f~!.
Sea {y;};=5 una d-pseudo érbita para g entonces d(g(y;), yir1) < ¢ para todo
i >0 lo que implica que d(f(g(v:)), f(yi+1)) < 91 para todo i >0

d(yi, f(yit1)) < 01;Vi > 0.

Escribiendo x; = y_; para todo ¢ > 0 se tiene que:
d(z i, f(x_i-1)) < 61538 >0
d(xivr, f(x)) <013 Vi>0
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Por tanto, {z;}i>¢ es una d;-pseudo érbita por f, entonces existe x € X tal
que
d(f'(z),z;) <eVi>0

Por cambio de indice

Lo que implica que {y;};-5 es e-sombreado por g = f~1. 0

Corolario 2.1 Sea f € Hom(X). Se tiene que f tiene POTP si y sdlo si
f* tiene POTP para cualquier k € 7.

Demostracién. La prueba es evidente de 2.9y [2.10] O

Teorema 2.11 Sean f € Hom(X) y g € Hom(Y') se define

(f xg)(x,y) = (f(2),9(y)); (z,y) € X x Y.

Entonces f x g tiene POTP si y solo si ambos f y g tienen POTP.

Demostracién. Sean di, ds y d las métricas de X, Y y X X Y respecti-
vamente. Suponiendo que f x g tiene POTP. Sea ¢ > 0 se escoge d por la
POTP de f x g, luego tomando {z;} % v {v:}.5, d-pseudo érbitas de fy
g respectivamente. Entonces {(z;, )} es una d-pseudo 6rbita por f x g

pues para todo ¢ > 0.

d(f x g(xi, yi)s (Tivr, yiv1)) = d((f(@), 9(41)), (@it Yis1))
max{dy (f(2:), vi1), d2(9(¥:), Yir1)}

Pero
di(f(x3), wip1) < 0,da(g(yi), Yit1) < 0

Lo cual implica que
d(f < g(xi, ¥i), (Tit1, Yir1)) <0 Vi>0
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Por tanto, debe existir (z,y) € X x Y tal que

d((f x g9)"(z,y), (x4, 1)) < & Vi >0
d((f “(x),9' W), (i, 4:)) <€ Vi >0
méx{d; (f*(x),2:),da(g"'(y), v:)} < € Vi > 0.

Entonces '

di(f'(z),z;) <e; Vi>0

da(g'(y), yi) <& Vi>0
Lo que implica que {z;} vy {y;} son e-sombreables por f y g respectivamente.
Ahora, suponiendo que f y g tienen POTP. Sea ¢ > 0 cualquiera. Para este ¢
existen d; y o por la propiedad de sombreamiento de f y g respectivamente.
Tomando 6 = min{él, 9o}
Sea {(z;,y;) };55 una d-pseudo érbita por f x g, entonces

d(f x g(@i,yi), (Tiv1, Yis1)) = d((f (i), 9(yi))s (Tig1, Yiv1)) <6
= max{dy((f(7:), Tiy1), d2(9(¥i), yir1)} <6

di((f(zi), Tig1) <6 <015 Vi>0
d2(9(¥i), Yir1) <0 <23 Vi >0
Asi, existen x y y tal que

di((f(x), ) <& Vi>0
do(g'(y), yi) <& Vi>0

Por tanto,
max{dy ((f*(x), zi),d2(g"(y), y:)} <& Vi =0
d((f'(2).9' W), (xi,9:)) < &5¥i 20
d((f x 9)'(z,y), (x5, y;)) < & Vi = 0.
Lo que concluye la prueba. O

La propiedad de sombreamiento es invariante por conjugacion.

Teorema 2.12 Sea f € Hom(X) y h € Hom(X,Y') homeomorfismo donde
Y es un espacio métrico, escribiendo g = ho foh™!. Entonces f tiene POT P

sty solo si g tiene POTP.
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Demostracién. Sea ¢ > 0 existe e > 0 tal que d(z,y) < &; implica
d'(h(x),h(y)) < e, donde d' es una métrica para Y; z,y € X. Para ¢; existe
91 > 0 por POTP de f. Para d; se toma 6 > 0 talque d'(x,y) < 0 implica
que d(h™(z),h " (y)) < d1.

Se puede tomar este § > 0 para afirmar que toda d-pseudo orbita por g puede
ser e-sombreado. En efecto, sea {y;}:£5 una d-pseudo érbita por g, entonces
para todo 2 > 0

d'(ho foh ™ (yi),yir1) <0 —d(foh (1), h™ (yis1)) < 0

Luego escribiendo z; = h™*(y;), {x;}:£5 es una §;-pseudo érbita por f.
Por tanto existe y € X tal que d(f(y),z;) < e1;Vi > 0. Lo que implica que
d(h(f*(y)), h(z:)) = d(h(f*(y)), yi) <& Vi =0

d(g'(h(y)),y;) < &Vi>0

Es decir {y;} es e-sombreado y entonces g tiene POTP. De manera contraria

si g tiene POTP se puede demostrar analogamente que f tiene POTP. [

Ejemplo 2.2.2 (Shift) Sea X” = [[_, X; donde cada X; = X para todo
i € Z. Una métrica d' para X% es definida por

{d(% Yi)

9lil } o= {x;}iez, y = {vitier € X7

X7% es un espacio métrico compacto pues es producto numerable de espacios
métricos compactos. El mapeo Shift o : X% — X%, definida usualmente por
o({x;}) = {y;} donde y; = x;41, i € Z, es un homeomorfismo. Entonces o
tiene POTP.

Demostracién. Para todo ¢ > 0, se escoge 6 con 0 < 2§ < e. Sea {z'}icz
una J-pseudo orbita para o. Entonces para i € Z
do(x ), aitt) _ d(wig, 7i)

U i i+1 _ .
d>d(o(x"), ™) > Sl = Sl ;VkeZ

Asi d(miﬂ,x?l) < 2lkl§ para i,k € Z. Escribiendo z =

{.xg2 xgt, 28, x),22,...}. Entonces 2 € X% se tiene (¢/(x))x = 25™ con
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i,k € Z. Si k > 0 entonces
d(xg, @) < Y d(@ 7, o) < 26
y si k < 0 entonces
d(xf;rk,m};) < olkl+ls,
Por tanto, d'(o%(x), ") < 20 < ¢ para i € Z. O

Lema 2.3 Si f tiene POTP, entonces para todo € > 0 ewiste 6 > 0 tal

que cada d-pseudo drbita periddica puede ser e-sombreado por algin punto

en R(f).

Demostracién. Sea ¢ > 0, de 5 se toma § dado por la POTP de f. Sea

{z;}?_, una d0-pseudo oOrbita periddica de f. Con z,, = Ty mod n entonces

existe x € X tal que
d(f"H(x), Tpiry) = d(f"H (x),2;) < =3 Vi; 0< 5 < n. (2.2)
En particular si j = 0 se tiene

d(f"(x),x0) <

Mi(2) € Dlao, g]; Vi

Es decir, que la 6rbita de x por f" esta contenida en la bola cerrada de centro

7o y radio .

£
Vg (x) C Dlxo, 5}7

U n () es compacto e invariante por f”. Entonces 9 g () contiene un conjunto
minimal M para f". Sea zy € M entonces

T (z0) = wpe(20) = aga(z0) = M
Por tanto zg € wyn(20) Napn(20) C we(z0) Nap(20), es decir
20 € R(f)
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M C pa(z); si 29 € 9pn(x) entonces existe k € Z tal que 2o = [ () y asi
se tiene d(f™19(z),z;) < £;0 < j < n. Luego

A (z0).2)) < 55 0<j <.

Ast {z;} es e-sombreado (respecto a f) por zy € R(f).

Ahora, si zy € wgn(x) y suponiendo que {z;} no es e-sombreado por z; esto
es d(f%(z),zj,) > € para algin 0 < jy < n. Por la continuidad de f, existe
una vecindad G (de z) tal que f*(G) C X\D(zj,,). Como zy € wpn(x)
existe una sucesiéon {k;} C N tal que f™i(r) — z cuando k; — oo. Por
tanto existe K suficientemente grande K € {k;} satisfaciendo f"¥(z) € Gy

d(frH0(x), 25,) > e

lo cual es una contradiccién de (2.2)).
Anélogamente si zg € ayn(z). Por tanto {z;};cz es e-sombreado por zg (res-
pecto a f), donde zg € R(f). O

Teorema 2.13 Si f tiene POTP entonces Q(f) = R(f).

Demostracién. Es claro que R(f) C Q(f). Para cada € > 0, se toma § < £
como en el Lema 2.2
Seax € Q(f), existe w € D(x,d) y un entero m con f™(w) € D(x,0) entonces

se tiene

{zi}i2o = {w, f(w), ... f"H(w), w}
es una o-pseudo orbita peridédica por f. Por el Lema existe z € R(f)
tal que d(f'(2),z) < §; V0 < i < m. En particular d(z,z) = d(z,w) < §,
entonces d(z,z) < d(z,w) + d(w,r) < 5+ 5 < €. Como ¢ es arbitrario se

hace ¢ — 0, por tanto = € R(f). O
Teorema 2.14 Si f tiene POTP, entonces QU(f) = CR(f).

Demostracidn. Es claro que Q(f) C CR(f). Luego sea x € C'R(f), entonces
para todo 5 > 0 existe 6 > 0 por la propiedad de sombreamiento. Para este
J existe una J-pseudo 6rbita periddica {z = xg, z1,x9,...,x, = x}. Luego,
existe y € X tal que d(f*(y),z;) < § para 0 < i < n. Por tanto f"(D(x,e))N
D(z,e) # (. Como ¢ es arbitrario, se tiene z € Q(f). O
Este resultado puede verse en el Teorema 3.12 en [2].
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2.3. Estabilidad topolégica

Esta seccién tiene por objetivo mostrar los resultados expuestos por Peter
Walters en [39]. También puede leerse [7]. X serd siempre un espacio métrico

compacto con métrica d.

Definicién 2.3.1 Sea f € Hom(X), f topoldgicamente estable si para todo
e >0, existe § > 0 de modo que para cada g € Hom(X) §-cercano a f existe
un mapeo continuo h : X — X con

i. hog= foh,
ii. do(h,id) < e.

Si g € Hom(X) es d-cercano a f, entonces cada o6rbita, (¢™(x))nez de g es
“casi” una 6rbita de f en el mismo sentido que d(f(g"(x)),g" ™ (x)) < §
para todo n € Z, entonces la estabilidad topoldgica indica una importante
caracteristica para el homeomorfismo pues cualquier perturbacién de éste no
cambiard sus propiedades topoldgicas.

Lema 2.4 Sea f € Hom(X) expansivo con coeficiente de expansividad €
relacionado a la métrica d. Para cada N > 1 existe § con la propiedad que
d(z,y) < & implica d(f"(x), f"(y)) < € para todo |n| < N. De igual forma,
dado € > 0 existe N > 1 tal que d(f"(z), f*(y)) < ef para todo |n| < N
implica que d(x,y) < e.

Demostracion. Sea N dado. Por la continuidad de f para todo ¢, existe
0n, 0 < n < N, tal que

d(f" (@), "N (W) < 0n — d(f"(x), ["(y))
d(f" (@), "2 (Y) < Ou—1 — d(f"H2), 1Y)

< &p=¢f

< gnflzén

W@ @) < — A ) < o2=d
d(z,y) <o — d(f(z), f(y)) < e1=2d

Tomando €, = €5y &; = ;41 para 1 < ¢ < n, queda demostrado que existe
tal §; como se requiere. Andlogamente utilizando la continuidad de f~! se

obtiene para —N < n < 0 cierto d_; y se toma § = min{d_4, d; }.
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Por otro lado sea € > 0 dado. Si no pudiera escogerse N > 1 tal como se
requiere entonces para cada N > 1 existe x,,y, € X con

d(f"(xn), " (yn)) <ep;Vncon |n| < Ny d(xy,, yn) > €
Tomando N; con z,, = =y y,, — y entonces
d(z,y) > ey también d(f"(z), "(y)) < es;Vn
Lo cual contradice la propiedad expansiva de f. 0

Lema 2.5 Sea f € Hom(X) expansivo con POTP y ¢y coeficiente de ea-
pansividad. Si € < £ y 0 corresponde a € como en la definicion de POTP

entonces existe un unico x € X que e-sombrea a una d-pseudo orbita dada.

Demostracion. Se tiene que para todo ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que
toda & pseudo-6rbita, {x,}, es e-sombreado por algin x € X, es decir
d(f™(x),z,) < e.

Sea e < L. Suponiendo que y € X también e-sombrea a {x,} se cumple que

d(f™(y), z,) < €, entonces

d(f" (@), ["(y)) < d(f"(x), zn) + d(@n, [ (y))

<2e<epVneli

Por la expansividad de f implica que y = x. O
Ahora se demostrara el teorema de Walters [39], el cual motiva el objetivo

de este trabajo, al tenerse una adecuacion de la misma respecto a medidas.

Teorema 2.15 Sea f € Hom(X) expansivo con POTP entonces f es to-
poldgicamente estable. Mds ain, si €y es constante de expansividad entonces

Ef
3

con d(g, [) < 0 existe un inico mapeo continuo h: X — X conhog= foh
y d(h,id) < e.

para todo € > 0 con € < eziste 6 > 0 de manera que dado g € Hom(X)
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Demostracion. Sea e < %f por la POT P existe 6 > 0 tal que cada ¢ pseudo-
orbita por f es e-sombreado para algin punto de X.

Sea g : X — X un homeomorfismo con d(g, f) < 0, sea x € X y su 6rbita
por g, {g"(z) }nez, es una d-pseudo orbita por f puesto que

d(fog"(x),g" " (x)) = d(fog"(x),g0g"(x)) <d(f,g) <0
Por el Lema [2.5] existe un tinico punto = € X cuya 6rbita por f sombrea a
{g™(2) }nez- es decir
d(f"(z),9"(z)) <e

Esto define un mapeo
h:X — X cond(f"h(x),g"(x)) <e;Vn € Z;Vr € X (2.3)

Poniendo n = 0 da d(h,id) < e.
Luego de (2.3)

d(f"(h(g(x))), g" " () = d(f"(h(g(x))), g"(g(x))) < &;Vn € Z
d(f*(f(h(x))), ¢" (x)) = d(f*"(h(x)),g" " (2)) < &;Vn € Z

Se tiene que ambos h(g(z)) y f(h(z)) e-sombrean a {g""'(z)}nez, por el
Lema [2.5| y como se cumple Vo € X, implica que hog = foh.

Ahora se prueba que h es continuo. Sea A > 0 dado. Usando el Lema
se escoge N de modo que

d(f"(u), f*(v)) <ef; Vncon |n| < N — d(u,v) < A
Luego para N se escoge 17 > 0 tal que
d(z,y) <n—d(g"(z),d"(y) <e < %f; Vn con [n| < N

Entonces si d(z,y) < n

d(f"h(z), f*h(y)) = d(hg"(z),hg"(y))
< d(hg"(z),9"(x)) + d(g"(x), 9" (v)) + d(g™(y), hg"(y))
< e+ %f +é

d(f*h(x), f*h(y)) < e Vmncon |n| <N
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Por tanto d(z,y) < n implica que d(h(z), h(y)) < A, lo que prueba la conti-
nuidad.

Finalmente se prueba que h es tnico. Si [ es otro homeomorfismo con la
propiedad lo g = folyd(l,id) < e.

d(f"l(z), f"h(x)) = d(lg"(x), hg"(x)) < d(lg"(x), 9" (v)) + d(g"(x), hg" (7))

d(f"l(z), ["h(z)) < d(lg"(x), idg"(x)) + d(idg" (), hg" (z))
<ete<le
d(f"l(z), f"h(x)) <ef;Vn € Z
Por la expansividad de f se concluye que [(x) = h(x). O
Lema 2.6 Sea f : X — X un homeomorfismo expansivo con POTP. Si la
perturbacion g : X — X de f (como en el teorema anterior) es también
un homeomorfismo expansivo con constante €, mayor o igual a dos veces la

contante de expansividad de f entonces el mapeo conjugado correspondiente
h es inyectivo.

Demostracién. Sea h(x) = h(y). Entonces
d(g"(x), 9" (y)) < d(g"(x), hg"(x)) + d(hg"(x), hg"(y)) + d(hg"(y), 9" (v))

= d(idg"(x), hg"(z)) + d(f" h(z), " h(y)) + d(hg"(y),id g"(y))

< e+e<g
Lo que implica por la expansividad de g que = = y. 0
Definicién 2.3.2 Un homeomorfismo f : X — X tiene la propiedad de

sombreamiento finito si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que toda 6-pseudo
orbita finita es € sombreado por f.

Lema 2.7 Suponiendo que f € Hom(X) tiene la propiedad de sombreamien-
to finito entonces f tiene la POTP.
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Demostracion. Sea ¢ > 0 dado, se escoge 6 > 0 por la propiedad. Sea
{Zn }nez una pseudo érbita para f. Luego para cada m > 0 existe 2 e X
con d(f"(2™), x, ) <&0<n < 2m.

Escribiendo w(™ = f™(2(™) se tiene d(f’(w™),z;) < &, |j] < m — 1,
Se puede elegir una subsucesién convergente {w(™)} — w. Entonces
d(f7(w),x;) < &; para todo j € Z y por lo tanto {z,},cz es 2e-sombreado
por w. [

Para finalizar este capitulo se dara resultados conocidos donde intervienen
las definiciones principales dadas en este trabajo. El siguiente resultado es
debido a Morimoto en [23].

Proposicion 2.2 Todo f € Hom(S") topoldgicamente estable tiene POTP.
Los siguientes resultados puede verse con més detalle en [29] 4T], 25].

Definicién 2.3.3 Un difeomorfismo f de S* es llamado Morse-Smale si

Per(f) # 0 y ademds cada punto periddico es hiperbdlico.
Teorema 2.16 ([25]) Cada Morse-Smale es topoldgicamente estable.

Teorema 2.17 ([41]) Sea f € Hom(S') se tiene que f es topoldgicamen-
te estable si y solo si es topolégicamente conjugado a algun difeomorfismo

Morse-Smale.

Como la estabilidad topoldgica es invariante bajo conjugacion, por el Teorema
2.16, cada homeomorfismo conjugado a algin difeomorfismo Morse-Smale es
topologicamente estable.

No se mostrard la prueba completa (ello puede consultarse en el libro de
Pilyugin [29] o directamente en el articulo de Yano [41]). Pero si la siguiente
observacion dada en la prueba.

f € Hom(S') es conjugado a algin difeomorfismo Morse-Smale si y solo si
satisface las siguientes condiciones:

(a) Per(f) es no vacio y finito.

(b) Cada elemento de Per(f) es topolégicamente hiperbdlico.
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Capitulo 3

Expansividad y POTP respecto

a una medida

Nuestro trabajo es motivado por la expansividad respecto a una medida
de Borel dado por Morales en [20], en [I3] se dan las definiciones de medida
expansiva, medida con POTP y medida topolégicamente estable, pero esto
puede causar confusién pues se esperaria estudiar cierto tipo de perturbacion
en el espacio de medidas. Por ello se cree conveniente reescribir las definiciones
y mantener la notacién de [20].

3.1. Expansividad respecto a una medida

Sea f : X — X un homeomorfismo de un espacio métrico compacto X.
Dado B C X, se dice que una sucesion (x,,)nez pasa por B si xy € B.

Definicién 3.1.1 (u-expansividad) Un homeomorfismo f € Hom(X) es
p-expansivo si existe 0 > 0 tal que la medida de cualquier bola dindmica de

radio d es nula, es decir,
,u(F(;(x)) = 0, Ve € X.

0 es llamado constante de expansividad.
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Proposicion 3.1 Todo homeomorfismo expansivo es p-expansivo, para toda
medida p no atémica sobre el espacio X (si existe).

Demostracién. Pues existe 6 > 0 tal que u(I's(z)) = p({z}) = 0. O
Esta proposicion nos indica que el conjunto de homeomorfismos u-

expansivos contiene al conjunto de homeomorfismos expansivos.

Definicién 3.1.2 Sea X wun espacio métrico, f € Hom(X) es medible-
expansivo st f es p-expansivo para toda medida de Borel de probabilidad no

atomica (.

Definicién 3.1.3 (Isometria) Un mapeo f : X — X de un espacio métrico
X se llama isometria si d(f(zx), f(y)) = d(z,y), para todo x,y € X .

Ejemplo 3.1.1 No hay isometrias jp-expansivas en un espacio métrico
separable.

Demostracién. Suponiendo por contradiccién que existe una isometria f
p-expansiva de un espacio métrico separable X para alguna medida de pro-
babilidad de Borel u. Como f es una isometria, se tiene

Do) = {ye X d(f"(@), ["(y) < &Vn € 2}
{ye X :d(z,y) <e;VneZ} = Dix,0]

Donde Dz, ] denota la d-bola cerrada alrededor de z. Si § es una cons-
tante de expansividad de f, entonces u(Dl[z,d]) = u(I's(x)) = 0 para todo
x € X. Sin embargo, dado que X es separable (y por lo tanto Lindelof),
se puede seleccionar una cubrimiento numerable {C},Cy, -+ ,C,,,--- } de X
de subconjuntos cerrados de modo que para todo n existe x,, € X tal que
C,, C D|x,,0d]. Por lo tanto,

p(X) < 32 (Cr) < X2 (D, 6]) = 0,

lo que es una contradiccion. Esto prueba el resultado. 0

En particular, el mapeo identidad en estos espacios o (como la definicién
no es solo para espacios compactos) las rotaciones en R? o las traslaciones en

R"™ no pueden ser medible-expansivos.
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Ejemplo 3.1.2 Dote R™ con un espacio métrico con la métrica euclidiana
y denote por Leb la medida de Lebesque en R™. Entonces, un isomorfismo
lineal f : R" — R" es Leb-expansivo si y solo si f tiene valores propios de

modulo menor que 1 o mayor que 1.

Demostracién. Como f es lineal se tiene I's(z) = I's(0) + z, por lo tanto
Leb(T's(x)) = Leb(I'5(0))

para todo z € R" y § > 0. Si f tiene valores propios de médulo menor o
mayor que 1, entonces ['s(0) estd contenido en un subespacio propio de R”,
que implica Leb(I's(0)) = 0 . Por lo tanto, f es Leb-expansivo. O

Ejemplo 3.1.3 Un homeomorfismo f es p-expansivo, para alguna medida de
Borel 1, si y solo si hay un boreliano invariante Y de f tal que la restriccion
f/Y esv-expansiva en'Y para alguna medida de Borel v de Y.

Demostracién. La primera parte es evidente. Ahora, asumiendo que existe
una medida v tal que f/Y es v-expansiva,fijado § > 0, Como Y es invariante,
se tiene que o [ (z) NY = 0 o bien I (z) NY C Fg/y(y) NY para algin
yey. ’ ’

Lo que implica que o T (z) NY = () o bien p (F’g (x)) < pu (Fg/y(y)> para
algin y € Y donde p es la medida de Borel de p2robabilidad de X definida
por

H(A) = V(ANY)

De esto se obtiene que para todo x € X existe y € Y tal que pu (F’; (a:)) <
2
v (Fg/ Y(y)) Si se toma § como una constante de v-expansividad de f/Y se
cumple que p (F’; (a:)) <v (F{{”@)) = 0, para todo = € X. Por tanto f es
2

p-expansiva con constante de expansividad %. O

Proposicion 3.2 (Invarianza topolégica) Sea p una medida de Borel en
X y f sea un homeomorfismo p-erpansivo. Si h : X — Y es un ho-
meomorfismo entre espacios métricos compactos, entonces h o f o h™ es

h.(p)-expansivo.
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Demostracién. Claramente h es uniformemente continua, por la compaci-
dad, asi que para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que d(z,y) < ¢ implica que
d(h!(z), k" (y)) <e.

hofoh~1

zel; (y) < d(hofioh™(z),hofloh™(y) <4, VieZ
= d(fioh™(z), ffoh™(y)) <e Vi€ Z
= h™!(z) € TL(h~Y(y))
= € h(TL(h~'(y))).
Es decir

Tl (y) C h(DL(h N (y))); Wy e Y.

he() (57 () < o (71 (MTL(RH())))) = p(TL(R())-

Se tiene h™'(y) € X, tomando € como la constante de expansividad de f, se

obtiene que ¢ es una constante de h.(u)-expansividad para ho foh !, [

Lema 3.1 Sea f € Hom(X). Si § es constante de p-expansividad de f en-

tonces también es constante de f.pu-expansividad de f.

Demostracién. Tenemos que f(I's(z)) = ['s(f(x)), para todo (z,d) € X X

R*. Se puede obtener lo mismo para f~!, entonces

fen(Ts(z)) = u(f~(Ts(@))) = p(Ts(f(2))) =0,

para todo z € X. O
La definicién de expansividad respecto a una medida se podria cambiar
a una definicion mas débil cuando se cumpla para casi todo punto x € X.

Pero el siguiente lema muestra que es equivalente.

Lema 3.2 Sea f € Hom(X), pu medida de probabilidad de Borel sobre X.
[ es p-expansivo si y sélo si existe § > 0 tal que u(T's(x)) = 0 para p-c.t.p.
reX.
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Demostracién. La primera parte obvio. Ahora, sea § tal que u(I's(z)) =0
para fi — a.e, v € X. Supongamos que 2 no es una constante de j-
expansividad de f. Entonces existe zy € X tal que p(T 5 (x9)) > 0.

Sea. A = {x € X : p(ls(z)) = 0}. Por hipdtesis A es de medi-
da total entonces pu(A) = 1. De esto se obtiene que A N Fg(xo) +
(). Pues de lo contrario F% (rg) € X\A lo que significaria que

Fg(a:o) = 0. Asi existe yp € AN Fg(xo), es decir p(I's(y0)) =0y

o € Dylao) = d(/ (), f(20)) < 5. i € Z
Por otro lado se tiene
A ‘ )
S Fg(mo) & d(f'(x), fi(x)) < 1 1EZ
= d(f'(z), ['(yo)) < d(f'(), f'(w0)) + d(f*(x0), ['(v0))
6 0 _
< B + 5 =0,1€Z

= T &€ F(s(yo)

Esto es Fg(fﬂo) C I's(yo), por tanto ;L(Fg(xo)) < u(Ts(yo)) = 0 lo cual es una
contradiccion de la suposicion inicial. Il

Corolario 3.1 Sea f € Hom(X). Entonces f es p-expansiva si y solo si
existe 0 > 0 tal que u(I's(x)) = 0 para todo x € supp(p).

La siguiente propiedad es anédloga a los homeomorfismos expansivos (Pro-

posicion .

Proposicion 3.3 Sea f € Hom(X), n € Z\{0}. u una medida de Borel. f
es p-expansivo si y solo si f* es p-expansivo.

Demostracién. Para cada i € Z, se define el conjunto D/ [z,¢] = {y € X :
d(fi(x), fi(y)) < e}. De esto se tiene que

Tf(x) =) D[z,

1EL
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Si f es p-expansivo y n € N, entonces existe ¢ > 0 tal que (T (x)) = 0, para
todo € X. para § existe 0 > 0 tal que, para todo z,y € X con d(z,y) < ¢
implica d(f*(z), f*(y)) < £, para cada 0 < k < n. Sea i € Z, se tiene que

yeD'[z,8] = d(f"(z), f"(y) <3
= d(f*"(x), M (y) <5 0<k<n
= d(f*(x), fMy)) < 5 ni <k <n(i+1)
= yE D,J:[x,g]; ni <k<n(i+1)
= ye My Dllw,e]
Por tanto
n(i+1)
b f AR
D] |z, 5] - kO Di|z.e|; Vi e Z.
Luego
5 n(i+1)
m f _ f
ﬂDz [x7§] g ﬂ ﬂ Dk[xag] - ﬂDz [:U7€]7
iE€EZ 1€Z k=ni 1€EZL

de donde I”gm(x) C T'/(z), por tanto & es una constante de j-expansividad

para f".
Ademas

(z) = A{y:d(g'(x),g'(y) <& VieZ}
{y:dlg7i(z),g7'(y)) < VieZ} = T9 ' (a),

de esto se tiene que si f™ es p-expansivo entonces f~" es p-expansivo (con las
mismas constantes de expansividad). Lo que implica que f™ es p-expansivo,
para cualquier n € Z\{0}.

De manera contraria, si para algiun n € Z\{0}, f" es p-expansivo, se tiene

yelli(z) = d(f'(z),fi(y) <eViel
= d(f"(x), ["(y) < e Viel
= yell'(v),

entonces I'/(x) C T/"(z). Si £ es una constante de p-expansividad de fm

implica que f es p-expansivo (con la misma constante). 0
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A continuacién se mostrard un resultado equivalente del Teorema [2.4]
desde un punto de vista medible.

Definicién 3.1.4 Sea g un homeomorfismo de un espacio métrico X y sea v
una medida de Borel de probabilidad de X . Un conjunto invariante I respecto
a g, se llama v-aislado si existe una vecindad compacta U de I tal que

v{zeX : ¢g"(2) e U,VneZ})=0

Teorema 3.1 Sea f € Hom(X) y sea p una medida de Borel de probabilidad
sobre X, f es p-expansivo si y solo si la diagonal A es un conjunto p*-aislado
de f x f. Donde p* = p X pu.

Demostracién. Fijando § > 0y una é-vecindad de Aie. Us = {z € X x X :
d(z,A) < d}. Sea g = f x f entonces se afirma lo siguiente

{re X xX : g"(2) €Uy, ¥n € Z} = | J{x} x Ts(x). (3.1)

zeX

En efecto, sea z = (z,y) € {z € X x X : ¢"(2) € Us,Vn € Z}, asi
g"(x,y) € Us para todo n € Z es decir d(¢"(x,y), A) < é para todo n € Z,
de donde existe p, € X tal que d(f™(x),pn) + d(f"(y),pn) < 0 para todo
n € Z, por tanto

d(f"(z), f"(y)) <9, para todo n € Z

Lo que quiere decir que y € I';(x) y por ende z = (2,y) € U, cx {7} x Ts(x).
Inversamente si z = (z,y) € U,ex{iz} x Is(x) implica que (z,y) €
{z} x I's(z) entonces d(f™(x), f"(y)) < ¢ para todo n € Z en tanto

A" (z.). (F*(@), (@) = d(f*(y). f*(x)) < 6 para todo n € Z Io cual
implica ¢"(z,y) € Us para todo n € Z es decir z = (z,y) € {z € X x X :

g"(z) € Us, ¥n € Z}. Esto prueba (3.1)).
Sea F' la funcién caracteristica del lado izquierdo de (3.1)).

F(SC,y) = XFJ(I)(y>7 \V/(LC,y) € X x Xa
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de donde se tiene
Pz € XX X g €U € Z)) = [ [ \ryow) dulw) du(o). (32)
xJx

Ahora, suponiendo que f es pu-expansivo, con constante d. Se obtiene

/ Xrs(2)(¥) dp(y) =0, Vo e X.
X

Debido a (3.2)) se implica p?>({z € X x X : g"(2) € Us, Vn € Z}) = 0, que
significa que la diagonal A es p?-aislado.
Inversamente si p?({z € X x X : ¢g"(z) € Us, Vn € Z}) = 0 para algin

d >0,y de (3.2)) se tiene
[ [ o) duty) duta) =
xJx

esto implica u(I's(z)) = 0 para p-c.t.p. € X. Y usando el Lema se
concluye que f es u-expansivo. 0]

Continuando con las equivalencias, en las Definiciones y se
vio las nociones sobre generador que sirvieron para obtener propiedades de

expansividad. De esa misma forma se puede definir una nocién equivalente.

Definicion 3.1.5 A un cubrimiento A de X se le llama pu-generador de un
homeomorfismo f si para toda sucesion {A, : n € Z} C A se tiene

u <ﬂ f"(A_n)> =0.
neZ
Teorema 3.2 Sea f € Hom(X) y pu una medida de Borel de probabilidad.

Un homeomorfismo es p-expansivo si y solo si tiene un p-generador.

Demostracién. Primero si f es u-expansivo con constante . Si se toma A
como la coleccién de bolas abiertas de radio ¢ y centrada en cada x € X.
Entonces cualquier sucesién {A,},cz C A cumple

M /() € Ts(ea).

nel
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por tanto

uOWWOQ)sﬂ@wmnzo

nez
Es decir, A es un u-generador de f.
De forma contraria si f tiene un p-generador A y sea 0 un numero de Le-
besgue de A. Si x € X, entonces para cada n € Z existe A,, € A tal que la
d-bola centrado en f"(x) pertenece a A,. De ello se tiene

nez
de donde
MR@D<M<ﬂf”MM>:O
nez
Esto significa que f es p-expansivo, lo que termina la prueba. O

En el Teorema [2.8|se menciona que el conjunto de puntos con semiérbitas
que convergen bajo un homeomorfismo expansivo es contable, entonces se

puede obtener un resultado similar referente a una medida.

Teorema 3.3 Sea f un homeomorfismo de un espacio métrico separable. Si
f es p-expansivo entonces el conjunto de puntos con semiorbitas que conver-

gen bajo f tiene medida nula respecto a pu.

Demostracién. Sea f € Hom(X) y sea z;, una sucesién como en el Lema
2.1] Suponiendo por contradiccién que existe una medida p tal que f es
p-expansivo y p(A(f)) > 0. Aplicando la ecuacién (2.1)) se obtiene

u( U A(wk,xk/,n,m)>>0, Vn € N.

k&' meN

Fijando una constante de p-expansividad € y un entero positivo

3=
VAN
oM

lo anterior existen k, k', m € N tal que
pw(A(zg, g, m,m)) > 0.
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Afirmacién: Existe z € A(xy, zp,m,m) y dp > 0 satisfaciendo
w(A(zg, g, n,m) N D]z,0]) >0, V0 <9 <. (3.3)

En efecto, si fuese lo contrario, para cada z € A(xg,xx,n,m) se puede en-
contrar ¢, > 0 tal que

p(A(zg, xp,m,m) N D|z,8,]) = 0.

Se puede ver que

)
{D(z, Ez) 2z € A(zg, xryn,m)}
es un cubrimiento abierto de A(xy, g, n,m). Como X es un espacio métrico
separable, se tiene que A(z, xg, n,m) también lo es, y, X es Lindelof, de ello
el cubrimiento abierto tiene un subcubrimiento numerable que denotaremos

como {D; : i € N}. Por tanto
p(A(xg, xgpr,ny,m)) < Zp(A(mk, zr,n,m) N D;) =0
ieN

Lo cual es absurdo. Debido a esto de prueba la afirmacién en ((3.3).
Por otro lado, como f es continuo, fijando z y m. Se puede encontrar
0 < 61 < 4 tal que

d(f'(2), f'(w)) <

siempre que |i| < my d(z,w) < ;.

’

DO | ™

Afirmacién:
A(xka Ly N,y m) N D[Z7 51] g FE(Z)'

En efecto, tomando w € A(xy,zp,n,m) N D[z, §].Como w € D]z, ] uno

tiene d(z,w) < §; entonces
d(f'(w),f'(z)) <e, V-m<i<m.
Como z,w € A(xg, T, n,m) y % <

d(f 7 (w), [7(2)) < d(f 7" (w), ) +d(f 7 (2),21) < ¢



y también
d(f'(w), f'(2)) < d(f'(w), zp) +d(f(2), 2w) < &, V]i] > m.

Todo esto junto prueba que w € I'.(z) y por ende la afirmacién.
Por tanto
0 < Az, zir,n,m) N D[z, 61]) < pu(Te(2))

Lo cual es absurdo pues £ es una constante de p-expansividad, es decir
u(I.(2)) = 0. O

Lema 3.3 (Lema 4 en [6]) Si f : X — X es un mapeo continuo y w(x)
es finito para algin x € X, entonces existe un punto periodico z € X de f
tal que d(f™(z), f"(2)) = 0 cuando n — co.

Demostracién. Tomando cualquier subconjunto cerrado propio F C w(zx).
Se puede afirmar que F ﬂw\_F # (). De lo contrario existen conjuntos abiertos
01,0, tal que w(@)\F C O, F € Oy y Oy N f(O1) = (). Para n suficiente
grande f"(x) pertenece a O; o bien a Oy y en ambos para infinitas ”n”. Enton-
ces, existe un sucesién infinita ny, con f™(z) € Oy y también f™+1(z) € O,.
Cualquier punto limite y de f™(z) satisface que y € O; N f~'O; entonces
O, N f(O1) # 0 1o cual es absurdo. Lo que prueba la afirmacién.

Luego como w(z) es finito existe una 6rbita periddica P C w(z). Si P # w(x)
podemos aplicar la afirmacién inicial al subconjunto cerrado F' = w(x)\P
que cumple (w(z)\P) N P # 0 lo cual es absurdo. Por lo tanto P = w(z), de
donde se obtiene lo necesario. 0J

Definicién 3.1.6 Sea f : X — X un biyeccion sobre el espacio métrico X .
Se llama punto heteroclinico al punto para el cual sus conjuntos o y w-limite

(respecto a f) se reduce a orbitas periddicas.

» Se denota Het(f) al conjunto de puntos heteroclinicos respecto a f.
Lema 3.4 Si f € Hom(X), entonces

Het(f) < | J A(f™.

neN
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Demostracién. Si © € Het(f), entonces a(x) y w(x) son conjuntos fi-
nitos. Aplicando el Lema se obtiene un punto periédico y tal que
d(f™(z), f"(y)) — o cuando n — oc.

Denotando n, el periodo de y se obtiene d(f*(z),y) — 0 cuando k — oo
y entonces wyny (x) = {y}. Andlogamente, am.(x) = {z} para algin punto
periédico z de periodo ny.

Tomando n = nyn, se obtiene n € N tal que am(r) = 2 y wm(z) =y
entonces x € A(f") y con ello se prueba el lema. O

Teorema 3.4 Sea f € Hom(X) p-expansivo. El conjunto de puntos hete-

roclinicos de f tiene medida nula respecto a pu.

Demostracién. Sea f € Hom(X). debido al Lema [3.4] se obtiene
Het(f) < | J A(/™).
neN

Ahora, sea una medida u tal que f es p-expansivo. Por la Proposicion [3.3
se tiene que f" es p-expansivo y por tanto pu(A(f™)) = 0 para todo n € N
debido al Teorema B.3l Por tanto

uwaU»sH(UAuw)zo

neN

lo que prueba el resultado. O

Corolario 3.2 Sea f € Hom(X). Si [ es u-expansiva entonces el conjunto
de puntos periodicos de f tiene medida nula respecto a pu.

Demostracién. Sea Fiz(f) = {x € X : f(x) = x} el conjunto de puntos
fijos de un mapeo f. De ello se tiene

Per(f) = U Fix(f").

De la Proposicion se tiene que f" es p-expansivo para todo n, ademas
cada elemento de Fiz(f™) es un punto heteroclinico de f™ por tan-
to w(Fiz(f")) = 0 para todo n debido al Teorema [3.3] Por lo tanto

p(Per(f)) < 2 pen m(Fiz(f")) = 0. o
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Teorema 3.5 Sea f € Hom(I), I un intervalo compacto. f no es pu-
expansivo para cualquier medida de probabilidad p de 1.

Demostracién. Supongamos por contradiccion que existe una medida p
de I tal que f es u-expansivo. Tenemos que Fiz(f) # 0 y es cerrado por
la continuidad de f. Su complemento I'\Fiz(f) consiste en una cantidad
numerable de intervalos abiertos J. Luego cada punto en J es un punto con
semiorbitas convergentes, por tanto p(I\Fiz(f)) = 0 debido al Teorema 3.3}
Pero también se tiene pu(Fiz(f)) = 0 por el Corolario entonces u(l) =
u(Fiz(f)) + p(I\Fiz(f)) =0 lo cual es absurdo. O

Proposicion 3.4 Sea f € Hom(X) medible-expansivo. El conjunto de pun-
tos periodicos es numerable.

Demostracién. Como Per(f) = |J, ey Fiz(f") es suficiente probar que
Fixz(f™) es numerable para todo n € N. Supongamos que no es numerable
para algin n. Como f es continuo se tiene que Fiz(f™) es también cerrado,
por lo que es completo y separable respecto a la topologia inducida. Asi
(por el corolario 6.1 en [27]) existe una medida de Borel de probabilidad no
atémica v sobre Fiz(f™). Tomando

w(A) =v(Fiz(f")NA), VA € B(X)

se obtiene una medida p de Borel de probabilidad no atémica de X, donde
w(Fiz(f™)) = 1. Luego Fiz(f") C Fix(f) se concluye que p(Per(f)) = 1.
Sin embargo, como f es p-expansivo y por el Corolario se tiene
u(Per(f)) =0, que es una contradiccién. Con ello se prueba el resultado. [

Como cada homeomorfismo expansivo de un espacio métrico compacto es
medible-expansivo, la Proposicién [3.4] también se puede utilizar para demos-

trar el siguiente resultado de Utz (Teorema 3.1 en [30]).

Corolario 3.3 El conjunto de puntos peridodicos de un homeomorfismo ex-

pansivo de un espacio métrico compacto es numerable.
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Proposicion 3.5 No existen homeomorfismos medible-expansivo de interva-

los compactos.

Demostracién. Supongamos por contradiccion que existe f € Hom([) que
es medible-expansivo. Como la medida de Lebesgue Leb de I es no atémica,
se obtiene que f es Leb-expansivo. Sin embargo debido al Teorema no
existen tales medidas sobre un intervalo I. ([l

De esta tultima proposicién se puede obtener como consecuencia un re-
sultado muy conocido debido a Jacobson y Utz en [11], demostrado desde el
punto de vista medible (Corolario [2.6] también puede encontrarse en [J]).

Corolario 3.4 No existen homeomorfismos expansivos de un intervalo com-
pacto.

Demostracién. Suponiendo por contradiccién que existe f € Hom([)
expansivo. Como la medida de Lebesgue Leb en [ es no atéomica, esto implica
que f es Leb-expansivo. Pero ello entra en contradiccion con el Teorema [3.5]

Lo que prueba este resultado muy conocido. O

Se pueden obtener ejemplos adicionales de homeomorfismos que no son p
expansivos para todas las medidas de probabilidad de Borel p de la siguiente

manera.

Ejemplo 3.1.4 Existen homeomorfismos expansivos en ciertos espacios

métricos compactos que no Son [L-erpansivos.

Demostracién. Considere el mapa p(z) = 2% en R y defina

X ={0,1,-1} U {p"(c) : n € N,c € {3,5}}. Se tiene que X es un
espacio métrico compacto infinito (pero contable) con la métrica inducida
d(z,y) = |z — y|. Observe que no hay medidas de probabilidad de Borel no
atémicas en X, como cada conjunto no aislado de X debe estar contenido en
{0,1, —1}. Definiendo f(z) = p(z) para € X se obtiene un homeomorfismo
expansivo f que no es p-expansivo para cada medida de probabilidad de
Borel. 0
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Si X = M es una variedad cerrada (es decir, compacta y sin borde) y
f es un difeomorfismo, se dice que un conjunto invariante H es hiperbdlico
si hay una descomposicién constante de haces tangentes invariantes Ty M =
Ej, @ E}, y constantes positivas K, A > 1 tal que

IDf"(2)/E;| < KAy m(Df"(x)/E;) > K~'\"

para todo x € H y n € N (m denota la operacién conorma en M). Se dice
que f es el Axioma A si €2(f) es hiperbdlico y el cierre del conjunto de puntos

periddicos.

Ejemplo 3.1.5 Cada difeomorfismo Azioma A con conjunto no errante in-
finito de una variedad compacta sin borde es p-expansivo para alguna medida
de Borel de probabilidad .

Demostracién. Considere un difeomorfismo Axioma A de una variedad
cerrada. Sabemos que existe una descomposicion espectral Q(f) = H; U
.-+ U Hj que consiste en un nimero finito de clases homoclinicas disjuntas
Hy,---, Hg de f (estos conceptos pueden leerse a detalle en [12]). Como Q(f)
es infinito, se tiene que H = H; es infinito para algunos 1 < i < k. También,
f/H es expansivo. Por otro lado, H es compacto sin puntos aislados debido a
que es una clase homoclinica. Se deduce que f/H es v-expansivo para alguna
medida de probabilidad de Borel v de H, entonces, f es u-expansivo para
algunos . 0

3.2. POTP respecto a una medida de Borel

Sea f : X — X un homeomorfismo de un espacio métrico compacto X.

Definicién 3.2.1 (u-POTP) Un homeomorfismo f € Hom(X) tiene la
propiedad de sombreamiento para una medida de Borel p de X (se dird que
tiene u-POTP), si para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 y un boreliano B C X de
medida total tal que toda § pseudo-drbita {x;}icz que pasa por B puede ser
e-sombreado por f.
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Evidentemente la propiedad de sombreamiento puede restringirse a un
conjunto invariante. Pero esta definicion de sombreamiento respecto a una
medida de Borel no se trata de solo restringirlo para casi todo punto z € X,
pues no necesariamente la pseudo oOrbita esta totalmente contenida en el
Boreliano, basta con que un elemento este dentro. Continuando con el analisis
se dardn resultados equivalentes a los vistos en la seccién 2.2

Teorema 3.6 Sea f € Hom(X), k un entero positivo y sea j una medida
de Borel de X. f* tiene u — POTP si vy solo si f tiene yu — POTP.

Demostracién. (=) Se tiene lo siguiente:

» Sea ¢ > 0. Para § existe e; > 0 tal que d(x,y) < & implica que
d(f'(z), f'(y)) < § para0 <i < k.
y ademads por el Lema para cada ei-pseudo érbita finita es 3-

sombreado por su primer término.
» para £, existe §; y un boreliano B C X por u — POTP de f*.
» para §; existe d < g1 por el Lema [2.2] (respecto a f).

De esta forma sea € > 0 existe § > 0 como antes y B = B(e;) por u— POTP
de f%. Ahora bien, sea {y;}icz una d-pseudo érbita de f que pasa por B.
Luego se escribe x; = y;;1 € Z. Fijando @ € Z. {ykiﬂ-}f:o es una J-pseudo
orbita finita por f.

d(fj(yki)aykiJrj) <0< <k

Sij =k, d(f*(yri), ysir1)) = d(f* (i), zig1) < 6
Como se cumple para i € Z, se tiene que {x;};ez es una d;-pseudo 6rbita por
f*. 29 = yo € B entonces Jy € X tal que

(f(y),2:) < e3Vi€Z
Por otro lado {yit; }¥_y es una §;-pseudo 6rbita finita por f entonces

A(f (Yrs), Yning) < €50 < j < k,Vi € Z
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Ademas
d(f ), (k) < d(f (), f (@) S e 0 <G <k Vi € Z
Esto implica que
(/" (), yrivs) S0 < j<kVi€ L

Por tanto
d(fn(y>7yn> < €§vn €z

Asi {y; }iez es e-sombreado por f. f tiene up — POTP.
(<) sea € > 0 existe 0 y el Boreliano de medida total B por u — POTP de
f vy sea k € N. Asf sea {x;};cz una é-pseudo 6rbita por f* que pasa por B.

Entonces construimos

{0, f(@o), F2(w0), ooy [¥7 M @o) s 21, [ (1), [2(21)s ooy [ (1), 2, .}

yi = [ (@) st km < i < k(m+1);Vm € Z

{yi}icz es una d-pseudo 6rbita por f, que pasa por B pues yg = zo € B.
Entonces es e-sombreado por f, esto es existe y € X tal que

d(f'(y),y:) <e;VieZ

En particular
d(f*(y), ywi) < Vi€ Z
d(f*(y), x:) <& VieZ
{x;}icz es e-sombreado por f*. Por tanto f* tiene y — POTP. OJ

Teorema 3.7 Sea f € Hom(X). Si f tiene u-POTP entonces [~ tiene
u-POTP.

Demostracion. Sea ¢ > 0 existen d; > 0 y el Boreliano de medida total
B C X tal que toda d;-pseudo 6rbita es e-sombreado por f por la u— POTP
de f. Asi para ¢; se toma ¢ tal que d(z,y) < 0 implica d(f(z), f(y)) < ;.
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Sea {y; }icz una d-pseudo-6rbita para f~! que pasa por B (yo € B) entonces
d(f~(y:),yir1) < 8;Vi € Z lo que implica que

d(yi, f (yi+1)) < 01;Vi € Z
Si se escribe x; = y_;; Vi € Z se tiene que:
d(x_, f(x—i1)) <03 Vi€Z
Haciendo un cambio de indice.
d(xipy, f(2)) <0 Vi € Z

Por tanto {z;};cz es una 6;-pseudo 6rbita por f que pasa por B, zo = yo € b,
entonces existe x € X tal que

d(fi(w),2;) <eViel
Por cambio de indice
d(f ' (x),x) < e VieZ
d((f7)' (@), p) < eVieZ

Lo que implica que {y;}:cz es e-sombreado por f~1. O
De este modo obtenemos el equivalente al Corolario [2.1

Corolario 3.5 Sea f € Hom(X) , k € Z\{0} y sea p una medida de Borel
de X. f* tiene u — POTP siy sélo si f tiene . — POTP.

Proposicion 3.6 Sea f € Hom(X) que tiene u-POTP y g € Hom(Y') que
tiene v-POTP, entonces si u,v son medidas de Borel finitas f x g tiene
1 ®v-POTP.

Demostracién. Sea € > 0, entonces existen 41, By C X por u-POTP de f
y 02, By C X por v-POTP de g. Tomando 6 = min{d;,d2} y B = By x By se
cumplird lo que se pide. En efecto, X x Y\B C (X\B;) x B, U (Y\B2) x By
lo que implica

V(X X Y\B) < @ v((X\By) x By) + p® v((Y\By) x By)
1@ (X x Y\B) < u(X\By)w(By) + v(Y\By)u(By) = 0.
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Definicién 3.2.2 Se dice que un homeomorfismo h € Hom(X) preserva
borelianos de medida total respecto a la medida de Borel u, si dado cualquier
boreliano B de X de medida total se cumple (X \h(B)) = 0 = p(X\h™(B)).

Observacién. Si p es una medida de Borel, finita e invariante en X entonces
todo homeomorfismo ¢ € Hom(X) preserva borelianos de medida total res-
pecto a u, en efecto sea B C X un boreliano se tiene que u(B) = u(¢~(B)).
Ademas p(¢(B)) = u(B) pues ¢(B) también es un boreliano.

w@d(B)) = u(B) = (¢~ (B)); ¥ € Hom(X). (3.4)

Por otro lado se tiene

W(X) = p(B)+ p(X\B)
— W(é(B)+u(X\6(B)) Vo€ Hom(X).  (3.5)
u(¢'(B)) + n(X\61(B)

Lo que implica que:

w(X) = w(B)+ pu(X\B)

u(B) + u(X\@(B)) ;Y9 € Hom(X).

w(B) + u(X\o~'(B))

u(X) = u(B) = u(X\B) = W(X\¢(B)) = u(X\¢~'(B))  (3.6)

Para todo boreliano B de X. En particular si B es de medida total

0= u(X\B) = u(X\¢(B)) = n(X\¢~"(B)); V¢ € Hom(X)
Lo que prueba que ¢ preserva borelianos de medida total respecto a pu.

Teorema 3.8 Sean g,h € Hom(X), i una medida de Borel de probabilidad.
Si g tiene u — POTP entonces ho goh™! tiene hyyy — POTP.

Demostracién. Escribiendo f = hogoh™!. Sea ¢ > 0 existe £; > 0 tal que
d(z,y) < ey implica d(h(x),h(y)) < € con z,y € X. Para ¢ existe 6; > 0
y B C X por p — POTP de g. Para 6; se toma § > 0 talque d(z,y) < 0
implica que d(h™(z), h~1(y)) < d;.
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Tomando este § > 0 y h(B) (Boreliano de medida total). Sea {y;};cz una
d-pseudo-drbita por f que pasa por h(B),

d(hogoh ™ (y;),yix1) <6 = d(goh™ (), h " (yir1)) < &

Entonces {h™(y;) }icz es una d;-pseudo-6rbita por f que pasa por B pues
Yo € h(B) entonces zp = h™'(yy) € B. Por tanto existe y € X tal que
d(g'(y), h~(y;)) < &1 para todo i € Z. Lo que implica que d(h(g'(y)), ;) < €
para todo i € Z

d(f'(h(y),yi) <& VieZ

Es decir {y;} es e-sombreado por f. Por tanto f tiene u — POTP. O

La propiedad de sombreamiento respecto a una medida invariante es in-

variante por conjugacion.

Corolario 3.6 Sea p una medida finita invariante, g,h € Hom(X) y f =
hogoh™t Entonces g tiene u — POTP si y sélo si f tiene p — POTP.

Demostracién. Debido a la observacion de la Definiciéon [3.2.2l cada ho-

meomorfismo h € Hom(X) preserva borelianos de medida total. Y por el
Teorema [3.8] queda demostrado. O

Lema 3.5 Sea f € Hom(X) y i una medida de Borel. Si f tiene y— POT P
Entonces para todo ¢ > 0 existe d > 0 y un boreliano B C X, de medida total,
tal que cada d-pseudo orbita periodica que pasa por B puede ser e-sombreado
por algun punto en R(f).

Demostracién. Sea ¢ > 0. De 5 se toma 0 y B dados por la u-POTP de
f. Sea {z;}I, una d-pseudo 6rbita periédica de f que pasa por B, esto es
ro € B. Escribiendo ¥,, = %, moa n Para m € Z. Entonces existe x € X tal
que

d(f™ (%), ym) < %;Vm €Z
Que es lo mismo que escribir

d(fni+j($),$ni+j mod n) — d(fni+j(;p), l’j) < ;Vi € Z vy0<j<n (3.7)

DN ™
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En particular si j = 0 se tiene

d(f"(x),m0) < Vi€ Z

DN ™

f"(x) € Dlxo, z;Vi € Z

DO ™

Es decir que la érbita de x por f™ esta contenida en la bola cerrada de centro
xo y radio .

972(x) € Dlao, 3]

U () es compacto e invariante por f".

Entonces ¥ (x) contiene un conjunto minimal M para f". Sea z € M en-
tonces

Upn(2) = wpn(2) = agn(z) = M
Por lo tanto z € wm(z) Naym(z) Cwyr(z) Nay(2)

z € R(f)

M C Ua(x); si 2 € Ipa(z) entonces existe k € Z tal que z = f™*(x) Luego
de (3.7)) se obtiene que

d(f'(2), ) <

;0<j<n

N ™

Asi {z;} es e-sombreado por z en f. Ahora suponiendo que z € w(z) y {z;}
no es e-sombreado por z. Esto es d(f%(z),xj,) > € para algin 0 < jo <n
Por la continuidad de f, existe una vecindad G que contiene a z tal que
(@) € X\D(zj,,€) como z € wyn(z) existe una sucesién {k;} C N tal que
f™i(z) — 2z cuando i — oo.

Por lo tanto existe K suficientemente grande, K € {k;}, satisfaciendo
fr8(z) € Gy d(fr*9(z),2;,) > € lo cual es una contradiccién de (3.7).
Analogamente si z € aym(x). Por tanto {z;};cz es e-sombreado por z para

f, donde z € R(f). O

En los Teoremas y se demostréo que un homeomorfismo f con
POTP en un espacio métrico compacto cumple que CR(f) = Q(f) = R(f). A
continuacion se probaran resultados similares desde el punto de vista medible.
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Teorema 3.9 Si f tiene p— POTP entonces existe un boreliano de medida
total B C X tal que

Q(f) N B C R(f)
Demostracién. Sea + > 0 (n € N). Para 5~ existe 6, > 0 y un boreliano de
medida total B,, C X por p — POTP de f. Tomemos

B=()B.
ieN
Sea z € Q(f) N B. Fijado n € N, para 4,, existe 0 < d,, tal que d(z,y) <
implica d(f(x), f(y)) < 6, para z,y € X. Como x € §(f) existe w € D(x,0)
y un entero m con f™(w) € D(x,d) entonces se tiene

{Zz}?io = {Iv f(w)’ ) fm_l(w)vr}

es una d,-pseudo érbita periédica por f que pasa por B, puesto que zy =
x € B C B, por el Lemaexiste z € R(f) tal que d(f*(2),2) < 5-; para
todo 0 <7 < m. En particular
1
d(z,z0) = d(z,z) < —.

n

Como n es arbitrario se concluye que x € R(f). O

Teorema 3.10 Si f tiene u-POTP, entonces existe un boreliano de medida
total B C X respecto a v tal que

CR(f) N B S Q(f).

Demostracion. Para cada %, n € N, existe 0,, y B,, (boreliano de medida
total de X) por la u-POTP de f. Sea z € CR(f) N B donde

B=()Bn (3.8)

neN

1
n+17

{x = xo, 21,29, ..., 1, = 2} y por u-POTP de f, existe y € X tal que

Entonces para todo n € N, existe una §,-pseudo orbita periddica

~ 1
d(f'(y),z;) < ] para 0<i<k.
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d(yvxo) = d(yvx)
d(fk( )sx) = d(f*(y),x)

De ) y € D(z, L) entonces f*(y) € f* (D (z %)) y f*(y) € D (z,1). Por

tanto . .
4 (D (#3))ne(n3) 20
n n
para cualquier n € N, asi z € Q(f). O

Corolario 3.7 Si f € Hom(X) tiene u-POTP, para alguna medida de Borel
W, entonces
WCRINO) = 0
pQUN\R(S) = 0
)

Ejemplo 3.2.1 Sea f € Hom(S') topoldgicamente estable. Se construye g €
Hom(M), donde

M=S5'"U{0}~{peC:lp|=1Vp=0},

x) si veS!
g(x):{f%> St xiO

Entonces de la Proposicion f tiene POTP, g tiene leb-POTP, pero
ademdas g tiene POTP.

El estudio de la propiedad de sombreamiento en un conjunto de medida
total surgi6 del analisis de la propiedad de sombreamiento cuando todas las
pseudo orbitas pasan por algin mismo punto, a estos puntos Morales les

llamé sombreables [22].

Definicién 3.2.3 (Punto sombreable) Un punto x € X se llama som-
breable (respecto a f € Hom(X)) si para todo € > 0 eziste 6 > 0 tal que toda
0 pseudo-orbita (de f) que pasa por {x} es e-sombreable.

» El conjunto de puntos sombreables de f se denota por Sh(f).

Observaciones. Si Sh(f) C X es un boreliano de medida total respecto a
w entonces f tiene u-POTP. Si Sh(f) = X entonces f tiene POTP.
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Ejemplo 3.2.2 Tomando X = {2,0, 1, %, }l, %, ...} con la métrica inducida y

definiendo el homeomorfismo f como:

1 .
f(O):O, f(2):2, f(l):%’ f(i):{ Qn{2 , St n es par

2n iz, SI M es impar
1. f es expansivo.

2. f no tiene POTP.

3. Sh(f) ={2}.
Demostracién.

(1) En efecto, sea ¢ = % se toma dos elementos distintos x,y € X, para
cualquiera que sea de la forma £ con p < 1, para algin k se tendrd

A(f* (), () > p

(2) Para cualquier QW% < d < 5w se puede construir una § pseudo-6rbi-
ta {z;}icz, donde {z;};cz estd formado por O continuando con parte
de la 6rbita de sy (desde sy hasta 5me) luego volver a 0, y asf

sucesivamente. Esta pseudo érbita no puede ser e-sombreado.

(3) Siguiendo la idea del item (2), cualquier punto distinto a 2 tiene J-
pseudo érbitas que no pueden ser sombreados. O]

Ejemplo 3.2.3 Sea la aplicacion identidad id € Hom(N). Donde N = C' U
[1,2] y C es el congunto clasico de Cantor. Entonces id tiene u-POTP, donde
w:B(N) — [0,00] estd definida por

n(A) =v(AnC),

v es la medida de probabilidad no atomica que existe en todo espacio metrico
completo separable sin puntos aislados [27]. Como la identidad solo tiene
POTP si estd definida sobre un espacio totalmente disconexo por el ejemplo

2.2.1], entonces se tiene que para todo € > 0 se escoge el boreliano de medida

total B = C\{1} = Sh(id).
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Lema 3.6 Sea f € Hom(X). f tiene POTP a través del subconjunto K si
y solo si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que cada d-pseudo orbita de f que
pasa por D[K, 0] puede ser e-sombreado.

Demostracién. Supongamos, por contradiccién, que f € Hom(X) tiene
POTP a través de K pero existe € > 0 y una sucesién de + c-pseudo orbitas
{$n tnez que pasan por D[K, E] los cuales no puede ser 2e- sombreables (k €
N).

Para este € se toma ¢ de la POTP a través de K. Se puede asumir § < €.
Luego existe una sucesién y*) € K tal que d(x((]k), y0) < % para todo k € N.
Como X es compacto, f es uniformemente continua entonces se puede fijar
k suficientemente grande tal que max{d(f(x k)), fy™)), 1} < 4. Teniendo
este k se puede definir 7 = {Z,, },ez por

~ _{xﬁf), si m#0

x
y*®  si n=0

De ahf es claro d(f(Z,), Tpi1) < § < 8 para n # —1,0. Luego de

d(f(7-1), 7o) = d(F@Y),y™) < d(f@Y), 2)+d@, y™) < %% - % <
junto con
d(f (@), 31) = d(f(y™),al") < d(f(y™), () +d(f(2”), 217) < %+% =3,

se obtiene que Z es una d-pseudo 6rbita. Tenemos Zo = y*¥) € X por la
definicién se obtiene que T puede ser e-sombreado, es decir existe z € X tal
que d(f"(2),z,) < € para todo n € Z.

De forma similar d(f”(z),x%k)) = d(f"(2),7,) < e < 2e para n # 0. Luego

para n = 0, se obtiene de

d(f(2),2P) = d(z,2{") < d(z,y®)+d(y®, 2?) = d(z,fo)—k% < g+g < 2

Por lo tanto d(f"(z), x;k)) < 2¢ para todo n € Z. Esto es {z%} puede ser 2e-
sombreado, lo cual es absurdo. El reciproco es obvio tomando en particular

las d-pseudo orbitas que pasan por K. O
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Lema 3.7 Sea f € Hom(X). Entonces para todo z € Q(f) N Sh(f) y cada
e >0 existe k € N yy € X tal que fP*(y) € D|z,¢] para todo p € Z.

Demostracién. Fijando z € Q(f) N Sh(f) y € > 0. Sea § > 0 dado por el
Lema para § con K = {z}. Se puede asumir que § < ¢. Como z € Q(f),
existe z € X y k € N tal que z, f*(z) € D[z, 3].
Considerando la sucesion {z, },ez definido por zppy, = f"(z) con p € Z
y 0 < r < k. No es complicado notar que esta es un d-pseudo érbita con
xg € Dlz,0], y entonces del Lema [3.6| existe y € X tal que d(f"(y),z,) < &
para todo n € Z. tomando n = pk con p € Z se obtiene d(f*(y),z) < Sy
por tanto d(f?*(y), z) < d(f**(y),z) + d(z, z) < §+ £ = € para todo p € Z.
0

Si f tiene POTP a través de K, entonces cada punto de K es sombreable.
El siguiente resultado muestra el reciproco de esta afirmacion cuando K es
compacto.

Lema 3.8 Sea f € Hom(X). f tiene POTP a través de un subconjunto
compacto K si y solo si todo punto en K es sombreable.

Demostracion. La primera parte es obvia por la misma definicién de POTP
a través de un conjunto. Ahora, sea f € Hom(X), supongamos por contra-
diccién que existe un subconjunto K C Sh(f) y sin embargo que f no tenga
POTP a través de K. Entonces existe ¢ > 0 y sucesiones {a:gc)}nez que son
%—pseudo orbitas que pasan por K las cuales no pueden ser 2e-sombreados.
k e N.

Como K es compacto, se puede asumir que z(k), converge a p para algin
p € K, de donde p € Sh(f). Asi pues se toma § > 0 de la propiedad de
sombreamiento de p para e. Luego se define la sucesién 2 = {ﬁ(ﬁ)}nez por

(k) .
F) = JFny St n70 k e N.
" p, st n=0,
Se nota que cada sucesién pasa por {p} y ademds
d(f(@),aW), si n#£0,1
dr@). 20 =4 d(fp),ay, si m=1
d(f@Y).p),  si n=0
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entonces

% ; st n#0,1
d(f(@2),30) < S d(f(p), I PN +L,osi on=1
(%,)—i—%, si n=0.

Como f es continuo y a:gk) — p, se obtiene que 7 es una é-pseudo 6rbita

para k suficientemente grande. De este modo, para este k suficientemente
grande existe z € X tal que d(f™(zg), 2 )) < ¢ para todo n € Z. De ello
d(f™(zg), (k )) <eparan#0.Y como

d(zy, 23) < d(xg, p) + d(p, 2)) < e+ d(p, 2,

se tiene d(f"(wk),xgk)) < 2¢ también para n = 0 con k suficientemente
grande. De todo esto se puede concluir que z*) puede ser 2e-sombreado,
para k grande. Lo que es una contradiccion. 0

Teorema 3.11 Sea f € Hom(X). EL conjunto de puntos sombreables es

mvariante.

Demostracién. Sea x € Sh(f). Sea ¢ > 0 fijo, como X es compacto, [ es
uniformemente continuo y por tanto existe &’ > 0 tal que para y,z € X con
d(y,z) < €, implica d(f(y), f(z)) < e. Para este €', se toma ¢’ > 0 dado
por la propiedad de sombreamiento de x. De este §’ existe § > 0 tal que
para y,z € X con d(z,y) < § implica que d(f~(y), f~1(z)) < §'. Pues f~!
también es uniformemente continua.

Ahora tomando una d-pseudo 6rbita {z,}n,cz que pasa por {f(x)}. De la
forma como se escogié ¢ se tiene que d(f(x,), Tn1) < d implica

d(f 7 (f(@a))s S @ngn)) = A (), f 7 (@naa)) <0
Esto significa que {f (x,)}nez es una ¢’-pseudo érbita que pasa por {z}.

Por la forma como se escogié ¢ se sigue que {f (z,)}nez puede ser &'-
sombreado, esto es, d(f"(z), f~'(z,)) < € (para algin z), lo que a su vez
implica que d(f"(f(2)),x,) < €, todo ello para n € Z, y prueba que {z, }nez
es e-sombreado. Por tanto, f(x) € Sh(f), entonces f(Sh(f)) C sh(f).

De forma similar se prueba f~1(Sh(f)) € Sh(f) y se concluye que

f(Sh(f)) = Sh(f). -
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Lema 3.9 Sea f € Hom(X). Si un punto recurrente por cadenas es som-
breable, entonces es no errante. Es decir,

CR(f) N Sh(f) € Q(f).

Demostracidn. Fijado x € CR(f)NSh(f) y e > 0, se toma 6 > 0 de € segiin
la propiedad de sombreamiento de x, como x es recurrente por cadenas, luego
existe una d-cadena {x; : 0 <1i < k} de z en si mismo. Se define la sucesién
€ ={zn}tnez PO Zppyi = x; parap € Zy 0 < i < k. £ es una d-pseudo 6rbita
que pasa por x, entonces existe y € X tal que d(f"(y), z,) < e para todo
n € Z. En particular d(y, x) < € y entonces

f¥(Dlz,€])Dlw,e] # 0.

Dado que ¢ es arbitrario, se obtiene z € Q(f). O
Ahora se podra probar el resultado del Teorema [2.14] utilizando los resul-
tados vistos sobre el conjunto sombreable, sin que f tenga la propiedad de

sombreamiento.

Teorema 3.12 Sea f € Hom(X). Si todos los puntos recurrentes por cadena
son sombreables, entonces CR(f) = Q(f).

Demostracién. Se sabe que Q(f) € CR(f) de la Proposicién [1.3 Si
CR(f) € Sh(f), debido al lema [3.9]se tendria CR(f) C Q(f), lo que prueba
el teorema. O

Es claro que si un homeomorfismo tiene POTP también tendra p-POTP
pues se tomaria X como el boreliano de medida total, esto nos indica que
de forma similar en un espacio métrico compacto el conjunto de homeomor-
fismos con u-POTP contiene al conjunto de homeomorfismos con POTP.
Actualmente se estudia estos conjuntos para una medida fija y se intenta
encontrar resultados sobre Hom(X).
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Capitulo 4

Estabilidad topolégica respecto
a una medida de Borel

Antes de mostrar la definicién de Morales sobre la estabilidad topologi-
ca respecto a una medida, mencionaremos definiciones basicas sobre mapeos
multivaluados (ver [5]). Se denota 2% al conjunto formado por los subcon-

juntos de X.

Definicién 4.0.1 (Mapeo multivaluado) Sean X y Y espacios topoldgi-
cos. Si para cada x € X existe un conjunto F(x) C Y correspondiente,

Entonces F(-) se llama mapeo multivaluado de X a Y. Y se denota por
F:X=3Y.

Un ejemplo de este tipo de funciones es el Subdiferencial utilizado en analisis
convexo. Sea f : R™ — R una funciéon convexa. Entonces, para x € R", el
mapeo Jf : R" = R" definido por

Of(x)={seR": s'(y—z) < f(y) — f(z),Yy € Dom(f)}

es llamado el mapeo subdiferencial de f en x. Una funciéon f : X —
Y también puede ser visto como un mapeo multivaluado si se define
F(z) = {f(z)} (el conjunto correspondiente a cada = es unitario). Para
este trabajo se consideran mapeos multivaluados sobre un espacio métrico

compacto X en si mismo.
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Sea un mapeo multivaluado H : X = X, el dominio de H es el conjunto
de elementos de X tal que su conjunto correspondiente en 2% es distinto del
vacio, es decir

Dom(H) ={zr € X : H(z) # 0}.

Se dird que H es multivaluado compacto si H(x) es compacto para cada
x € X. Se escribe d(H,id) < ¢ si para algin € > 0 se cumple H(z) C D]z, €],
es claro que esta inclusion es valida para cualquier x ¢ Dom(H).

Definicién 4.0.2 Un mapeo multivaluado H de X es inyectivo si para todo
z,y € Dom(H) distintos (x # y) entonces H(x) N H(y) = 0.

Definicién 4.0.3 Un mapeo multivaluado H de X es semicontinuo superior
(scs) si para cada x € Dom(H) y cada vecindad U de H(x) existe n > 0 tal
que siy € X satisface d(z,y) < n implica que H(y) C U.

Habiéndose dado una introduccién en el capitulo anterior de los conceptos
medibles dados por Morales se procede a mostrar también el concepto medi-

ble sobre la estabilidad topolédgica, para ello se tiene la siguiente definicién.

Definicién 4.0.4 (u-semiconjugacién) Dada una medida de Borel j se
dice que H es una p-semiconjugacion entre homeomorfismo f,g : X — X,

st H es un mapeo multivaluado compacto de X con dominio medible tal que
i. w(X\Dom(H)) =0,
i. poH=0 (pwH(x))=0Ve e X ),

ii. foH=Hoyg.

Definicién 4.0.5 (Estabilidad topolégica respecto a una medida)
Un homeomorfismo f es topolégicamente estable respecto a una medida
de Borel (o es p-topologicamente estable), si para cada ¢ > 0 existe
0 > 0 tal que para cada homeomorfismo g que es d-cercano a f existe una
p-semiconjugacion H entre f y g tal que d(H,Id) < e.

80



A continuacién se prueba el resultado analogo del teorema de Walters, Teo-
rema [2.15] respecto a una medida de Borel. Esta es la respuesta afirmativa de
la cuestion principal de este trabajo. Este teorema es obtenido por Morales
en [I3] con las definiciones reescritas aqui.

Teorema 4.1 Todo homeomorfismo p-expansivo con ju-POTP, sobre un es-

pacio métrico compacto, es j-topologicamente estable.

Demostracién. Sea p una medida de Borel y f p-expansivo con u-POTP,
en un espacio métrico compacto X. Sea e constante de expansividad de f.
Tomando € > 0 cualquiera y 0 < &’ < min{$,e}. Para este ¢’ se toma § y B
dados por la p — POTP de f, fijando un homeomorfismo ¢ con d(f, g) < 9,
Entonces se define el mapeo multivaluado H de X mediante

H(x) = () f"(Dlg"(x),€]).x € X. (4.1)

ne”L

Es claro que se trata de un mapeo multivaluado compacto de X. Ademas se

tiene lo siguiente:

y € H(z) & d(f"(y),g"(x)) <&',Vn € Z.
Para demostrar este teorema se debe probar lo siguiente:
1). Dom(H) es medible.
. H es semicontinua superior.

. w(X\Dom(H)) = 0.

)

)

4). o H=0.
). d(H,id) < .
). foH=Hog.

(1) Tomando la sucesién x € Dom(H) que converge para algin z € X.
Como z, € Dom(H), se puede escoger una sucesiéon y, € X tal que

d(f"(yx), 9" (zx)) < € ,Vk € N,n € Z.
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Por la definicién de H se tiene que:

H(zg) = () f(Dlg" (wx),€]) # 0, ¥k € N.

neL

Entonces para cada k € N se toma y;, € H(zy),
< d(f"(yx), ¢"(xx)) < €',Vn € L.

Como X es compacto, se puede asumir que yx — y para algin y € X, (esto
pues cualquier sucesién contiene una subsucesién convergente en este caso
Yk, — Y pero la subsucesion xy, — x por tanto se puede renombrar a estos
como las sucesiones iniciales). Ahora fijando n € Z y haciendo k — oo se
obtiene

d(f"(y),g"(x)) <e',VneZ
&y e H(x).

Lo que quiere decir que H(z) # (). Entonces © € Dom(H) y por tanto
Dom(H) es cerrado y por ende medible.

(2) Fijado + € Dom(H) y sea O una vecindad de H(x) arbitraria.
Definiendo para cualquier y € X

Hy(y)= () f(Dlg"w).€)).

n=—m

o0

H(y) = () Hu(y)

{H;(y)} es una familia de compactos encajados, H(y) C Hp11(y) C Hu(y)
para todo m € N y y € X. Tomando y = z se obtiene m € Z tal que
H,,(xr) C O. Se afirma que existe n > 0 tal que H,,(y) C O siempre que
d(x,y) < n pues de lo contrario existirdn sucesiones yx — y v 2x € Hp(yx)\O
para todo k € N, ( 2z, € H(yx) A 2z ¢ O ). Luego, como X es compacto, se
puede asumir que z; — z € X. Se tiene que H,,(yx)\O es cerrado, entonces
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z ¢ O. Sin embargo z; € Hy(yx) <> d(f™(2k), 9" (yx)) < €' para todo k € N
y —m < n < m. Entonces

d(f"(2), 9" () < d(f"(2), f"(z)) + d("(2), 9" (wk)) + d(g" (wk), 9" ()

d(f"(2), 9" (@) < d(f"(2), ["(2)) + € +d(g"(yn), 9" (2)), ¥V —=m <n <m
Haciendo k — oo se obtiene d(f"(z),g"(z)) < & para —m < n < m por
tanto z € H,,(x), como H,,(z) C O lo que implicaria que z € O lo que es
una contradiccién. Por tanto H(y) C H,,(y) C O siempre que d(z,y) < n,
H es semicontinuo superior.

(3) En efecto, Como d(f,g) < ¢, la g-6rbita de cualquier punto = € X,
{g™(2) }nez, s una d-pseudo 6rbita de f. Tomando = € B, la d-pseudo érbita
(respecto a f) {¢"(x)}nez pasa por B, entonces (por la y — POTP) puede
ser £’-sombreado en f, es decir, existe y € X tal que

d(f"(y),g"(x)) <€ ,\VneZ
& ye H(x).

De esto se tiene que H(z) # () para todo € B. Entonces B C Dom(H) y
por tanto u(X\Dom(H)) < u(X\B) = 0.

(4) Esto es u(H(z)) = 0 para cada x € X. Se toma x € X y y € H(x).
Si z € H(x) se tiene d(f"(z),g"(z)) < ¢ para todo n € Z. Como
y € H(x), se tiene d(f"(y),¢"(z)) < ¢ para todo n € Z. Todo esto
implica que d(f"(y), f*(z)) < 2¢',Vn € Z. y como 2¢’ < e, se concluye que
z € I'e(y), se probd que H(z) C T'e(y). Y por tanto u(H(x)) < pu(Te(y)) =0

(5) Debido a la definiciéon de H se tiene H(z) C Dlz,€'] para = € X,
entonces d(H(z),id(x)) < &' < e. Por tanto, d(H,id) < e.

(6) En efecto, si x € Dom(H) se tiene que H(x) # () satisfaciendo

f(H(z)) = [ (ﬂ f”(D[g"(x),E’])>

ne”l
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f(H(z)) = () [ (Dlg" (). )

f(H (@) = () f(Dlg" (@), €)
fH (@) = () f(Dlg"(9(x)), )

fH(x)) = H(g(x)).
Ademas g(z) € Dom(H) entonces x € Dom(H) lo que implica que si
x ¢ Dom(H) — g(x) ¢ Dom(H). Por tanto f(H(x)) =0 = H(g(x)) cuando
x € X\Dom(H). O

De forma similar al Lema [2.6] podemos obtener una p-semiconjugacion

inyectiva.

Teorema 4.2 Sea f un homeomorfismo p-expansivo con pu-POTP entonces
es p-topologicamente estable, como el teorema anterior, si la perturbacion g
de f es expansivo con constante de expansividad e, > e, entonces el mapeo
multivaluado correspondiente H es inyectivo.

Demostracién. Si H(x) N H(y) # 0 para algunos z,y € X. Sea z € H(x) N
H(y) es decir z € H(x) Az € H(y) siy sélo si

d(f"(2),9"(x)) <€ Nd(f"(2),9"(y)) < €';Vn € L.

Entonces

d(g"(x), f"(2)) +d(f"(2),9"(y)); YVn € Z
26/ <e<eyVnel

€g;VN € Z

U
—
Ne}

3

8
Q

3
-
IA AN

Lo que implica, por la expansividad de g, que = = y. O
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Proposicion 4.1 Sea p una medida de Borel en X. Si f,h € Hom(X), f
es p-topolégicamente estable entonces h™' o f o h es h;'(u)-topoldgicamente
estable.

Demostracién. Fijando € > 0. Por la compacidad de X se tiene que A~ ! es
uniformemente continua por lo que existe g9 > 0 tal que

d(z,y) < ey — dh Y (z),h ' (y) <& Var,ye€X. (4.2)

Para este ¢; se obtiene 6y > 0 dado por la p-estabilidad topolégica de f.
Nuevamente por la compacidad de X, h es uniformemente continua. Asi
existe 0 > 0 cumpliendo que

d(z,y) <0 —d(h(z),h(y)) <eo; Vr,y € X. (4.3)

Luego se toma un homeomorfismo g € Hom(X) que sea d-cercano a h™'o foh,

esto es

do(g.h "o foh) < 6.
Entonces para todo y € X
d(g(y), k=" o foh(y)) < 0.

Debido a (4.2) se sigue

d(hog(y), foh(y)) < do.

Escribiendo g = hogoh™, y y = h™(z).

d(g(x), f(x)) < do,

y esto para todo z € X. Por tanto, dy(g, f) < do y esto implica decir que
g es dp-cercano a f. Luego por la p-estabilidad topoldgica existe una u-
semiconjugacion H entre f y g. A partir de este mapeo multivaluado se
define

H=h"'oHoh. (4.4)

Primero H es claro que es un mapeo multivaluado por como lo se definié. H

es multivaluado compacto pues para cada = € X, H o h(x) es compacto y
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por tanto H(z) = h™' o Hoh(x) es compacto. Asi también, se tiene que para
cada © € Dom(H) y cualquier vecindad U de H(x) existe n > 0 tal que si
d(x,y) < n implica H(y) C U. Sea x € Dom(H) y O una vecindad de H (z),
entonces h(O) es una vecindad de H o h(x) de esta forma existe 1y > 0 tal
que si d(h(z), h(y)) < no implica H(h(y)) € H(O). Tomando n respectivo a
no segun (4.2) de esta forma si d(z,y) < n implica H(h(y)) € H(O) y luego
H(y) C O, por tanto H es semicontinuo superior.

Ahora, se probard que H es una h;!(u)-semiconjugacién entre g y
h™' o f o h. Teniendo en cuenta que h;'(u)(A) = u(h(A)) para todo
A€ B(X). Dom(H) = {x € X : H(x) # 0}, entonces se obtiene las
siguientes equivalencias

x € Dom(H)

Lo que significa que Dom(H) = h™'(Dom(H)), es decir

)
(H) (4.5)

y como Dom(H) es medible entonces Dom(H) también lo es. Ademds
h7 () (X\Dom(H)) = u(h(X\Dom(H))) como h es un homeomorfismo
h(X\Dom(H)) = X\h(Dom(H)) y debido a (4.4)

h(Dom(H)) = Dom

hy () (X\Dom(H)) = p(X\Dom(H)) =

En adicién si bt (p)(H(z)) = p(h(H(z))) = p(H(h(z))) para todo = € X,
dado H es una p-semiconjugacién h;(u)(H(z)) = p(H(h(z))) = 0 para
todo x € X. Por otro lado d(H,id) < &g, esto es d(x,y) < &y para todo
r € X, y € H(z) luego de (4.1) se obtiene d(h~*(z),h *(y)) < e para todo
r € X,y € H(x), es decir d(h™',h~ o H) < ¢ y por tanto

d(H,id) = d(h™'o Hoh,id)
d(h=to H,h™1)
< e
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Finalmente, se tiene

(Wlofoh)oH = h'lofoHoh
= hiloHogoh
= h_loHohog

av
<

Con lo cual se concluye la prueba. 0

Teorema 4.3 Para todo homeomorfismo u-topologicamente estable f y e >
0 existe 0 > 0 tal que para todo homeomorfismo g que es d-cercano a f se

tiene que la g-orbita de x puede ser e-sombreado por f para p—c.t.p.x € X.

Demostracién. Fijando ¢ > 0 y sea 6 > 0 por la p-estabilidad topoldgica

de f.

Tomando g, 6-cercano a f, para este g sea H de igual forma por la estabilidad

topoldgica de f respecto a p. De esto, sigue que existe y € H(z) para casi

todo punto x € X, por hipotesis.

Entonces, f"(y) € f"(H(z)) = H(¢"(z)) C Dl[g"(z),e] y entonces

d(f"(y),g"(z)) < e, para todo n € Z. O
Un homeomorfismo se dice que es periédico si cada punto es un punto

periodico.

Teorema 4.4 Un homeomorfismo minimal aprorimado por homeomorfis-
mos periodicos de un espacio métrico compacto no es p-topologicamente es-

table para cualquier medida.

Demostracién. Supongamos, por contradiccién, que existe f € Hom(X)
que es u-topologicamente estable y puede ser aproximado por homeomorfis-
mos periodicos.

Sea ¢ > 0 la constante que nos da la propiedad p-topolégicamente estable de
fecone=1.

Se puede afirmar que cada g € Hom(X) d-cercano a f se tiene p(Per(g)) = 0.
En efecto, si fuese de otra forma que p(Per(g)) > 0 para algin g d-cercano a
f. Por hipdtesis, existe un mapeo multivaluado semicontinuo superior H tal

que
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(1) Dom(H) es medible,
(2) p(X\Dom(H)) = po H =0,
(3) foH=Hog.

Como p(Per(g)) > 0y de (2) se tiene que Per(g) € X\Dom(H) por tanto
existe x € Per(g) N Dom(H). En particular H(z) # (). Sea n en periodo de
x respecto a g. Se define

A= Hig@)

Claramente A es compacto. Ademas

s (U H(g%x))) - U7 (@) = U o™ @) = J He' @)

F(A) = A

es decir A es invariante, luego de (2)

H(4) = g (U H(g%x») < i ( @) =0,

Escogiendo y € H(x). Ya que (z) C A. Pero f es minimal entonces la f-6rbi-
ta de y es denso en X. Como A es compacto e invariante se obtiene que la
cerradura de esta f-orbita esta contenida en A. Asi se concluye que X = A
y entonces u(X) = u(A) = 0 que es una contradiccién. Esto prueba la afir-
macién.

Continuando la prueba, de la hipdtesis se deduce que existe un homeomorfis-
mo periddico g tal que d(f,g) < 0. Como g es periddico, se tiene Per(g) = X
y por la afirmacién p(X) = p(Per(g)) = 0. Esto es una contradiccién lo cual
prueba el resultado. O

Definicién 4.0.6 Un punto periddico x es un sumidero si existe una vecin-
dad U de x tal que w(y) es la drbita de x (por f) para todo y € U.
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Definicién 4.0.7 Una fuente es un sumidero para el tiempo en reversa, es

decir en el sistema 1.

Teorema 4.5 Sea f € Hom(X) p-topoldgicamente estable, entonces no
existen puntos aislados de X en supp(p) ni dtomos de p entre los sumideros
o fuentes de f.

Demostraciéon. Asumiendo por contradiccién que existe un punto aislado
x € supp(p). Entonces existe € > 0 tal que D|x,¢| = {z}. Como z € supp(u),
también se tiene u(D[z,e]) > 0 entonces u({x}) = u(D[z,e]) > 0 por tanto
2 es un atomo.

Para este €, sea 0 > 0 de la estabilidad topoldgica respecto a p, y el corres-
pondiente mapeo multivaluado (de g = f) semicontinuo superior y compacto
H con dominio medible de X satisfaciendo pu(X\Dom(H)) = po H = 0
y d(H,id) < e. Como pu({z}) > 0y pu(X\Dom(H)) = 0, se tiene que
{z} € X\Dom(H). Por lo tanto x € Dom(H).

Asi, se puede escoger y € H(zx). Como d(H,id) < ¢, se obtiene d(x,y) < € en-
tonces y € D[z, e] = {z} probando que y = x. De esto se sigue que = € H(x)
(de hecho H(x) = {z}) asi se tendria

0 < p({z}) < p(H(z)) = (Lo H)(x) =0,

lo cual es absurdo. Esto prueba que no existen puntos aislados de X en
supp(p)-

Ahora, se probara que no existen atomos de u entre los sumideros y fuentes,
por contradiccion, asumiendo que existe un &tomo x de p entre los sumideros.
Como z es un sumidero, existe € > 0 tal que w(y) es la f-6rbita de x para
todo y € Dlz,e]. Para este € se escoge § de la estabilidad topoldgica de
1. Entonces, la definicion correspondiente con ¢ = f produce un mapeo
multivaluado semicontinuo superior y compacto H con dominio medible de
X satisfaciendo pu(X\Dom(H)) =po H =0,d(H,id) <ecy foH =Ho f.
Como x es por tanto un atomo de gy u(X\Dom(H)) = 0, se obtiene igual
que antes que z € Dom(H). Sea n el periodo de x y

A= H@).
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Desde que x € Dom(H), se tiene que H(z) y A son conjuntos no vacios. De
foH = Ho f, se obtiene que A es un conjunto invariante de f. Ademas, A
es compacto y como po H = 0 se obtiene u(A) = 0.

Ahora, tomando y € H(z). Como d(H,id) < ¢, se obtiene d(y,z) < ¢, esto
es y € Dlx,¢e]. Luego, se deduce de la elecciéon de £ que w(y) es la f-6rbita
de x. Dado y € A, el cual es un conjunto compacto invariante de f, entonces
w(y) estd también contenida en A. De esto se concluye que la f-érbita de z
estd contenida en A. En particular, z € A y entonces 0 < p({z}) < pu(A) =0
lo cual es absurdo. 0

Teorema 4.6 Sea f € Hom(X) y u una medida de Borel no atémica sobre

X. 8i f es topologicamente estable entonces es ji-topologicamente estable.

Demostraciéon. Sea f : X — X un homeomorfismo topolégicamente estable
de un espacio métrico compacto X y sea p una medida de Borel no atémica
sobre X. Fijado € > 0 y 6 como en la definicién de estabilidad topoldgica
para f. Tomando g un homeomorfismo d-cercano a f. Entonces, existe un
mapeo continuo h : X — X tal que d(h,id) < ey foh = ho g. Definiendo
un mapeo multivaluado H de X por H(z) = {h(z)} para todo z € X. De
aqui es obvio que H es estricta (o sea que Dom(H) = X) y compacto.
Ademas, como h es continuo, entonces H es semicontinuo superior. Se puede
tomar al boreliano B = X, y cumplird las condiciones p(X\Dom(X)) = 0.
Luego por la propiedad no atémica, u(H(z)) = p({h(z)}) = 0 para todo
x € X. Finalmente, d(H(z),z) = d(h(z),z) < € para todo z € X. Ademas,
foH=Hog. O

Segun este ultimo teorema se deduce que este nuevo tipo de estabilidad
es un concepto més general al usual, hablando sobre Hom(X), de esta
forma se amplia los conceptos de expansividad y POTP para abarcar
mas homeomorfismos pero teniendo un tipo distinto, pero interesante, de
estabilidad.

En [28] se prueba que en todo espacio métrico completo separable no

numerable existe una medida de Borel no atémica. De esto se puede verificar
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el siguiente corolario.

Corolario 4.1 Todo espacio métrico compacto que admite homeomorfismos
topologicamente estables los cuales no son p-topologicamente estables es nu-

merable.

Demostracién. Por el Teoremal4.6]se tiene que ese espacio no tiene medidas
de Borel de probabilidad no atémicas, y finalmente el espacio es numerable
por el resultado en [28] descrito antes. O

Definicién 4.0.8 Se dice que un homeomorfismo f de un espacio métrico
compacto no numerable X es topologicamente medible-estable si es p-topologi-
camente estable para toda medida de Borel no atomica.

El ultimo Teorema [4.6| puede ser re expresado diciendo que todo homeomor-
fismo topologicamente estable de un espacio métrico compacto no numerable
es topoldgicamente medible-estable.

4.1. Resultados en S!

Teorema 4.7 Sea f € Hom(S"), entonces existe una medida p tal que f es

p-expansivo si y solo si f es Denjoy.

Demostracién. Sea f € Hom(S') Denjoy. f no tiene puntos periddicos
y muestra un conjunto minimal tnico C' el cual es un conjunto de Cantor
(Tabla también puede leerse la observacion después del Lema 11.2.8 en
I12]).
En particular, C' es compacto sin puntos aislados, debido al Corolario [1.2],
se tiene una medida de Borel de probabilidad v no atémica, como f/C es
expansivo y entonces f/C es v-expansivo. Asi, debido al Ejemplo f es
v-expansivo.

Ahora, si f € Hom(S') es p-expansivo. Suponiendo que f no es Denjoy.
Se tiene que o bien f tiene puntos periddicos o bien es conjugado a una
rotacion.

En el primer caso se puede asumir por la Proposicion que f* tiene un
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punto fijo para algiin entero k. Entonces se puede abrir S* a lo largo del
punto fijo para obtener una medida v de tal forma que g € Hom(I) sea
v-expansiva pero esto contradice el Teorema [3.5]

Para la otra opcion se tendria f conjugado a una rotacién, como es u-
expansivo en consecuencia de la Proposicién [3.2] existen una rotaciones del
circulo h,p-expansivos. Sin embargo debido al Ejemplo tal rotacion no
existe pues son isometrias. Se ha obtenido una contradiccién, lo cual finaliza
la demostracion. U

Lema 4.1 Sea f € Hom(S'). Para toda medida i1 tal que f es p-expansivo
se tiene que supp(p) C Q(f).

Demostracién. Supongamos que existe x € supp(u)\Q(f) para alguna me-
dida p. Sea § una constante de p-expansividad. Como = ¢ Q(f) se puede
asumir que la coleccién de intervalos abiertos f"(D(z,d)) cuando n avanza
en Z es disjunta. Por tanto existe NV € N tal que la longitud de f™*(D(z,J))
es menor que ¢ para |n| > N.

Luego por la continuidad de f, usando el camino de la prueba del Lema [2.4]
se puede obtener ¢ > 0 tal que d(z,y) < ¢ implica que d(f™(x), f"(y)) <6
para todo |n| < N.

Por tanto D(z,e) C T's(z) de esto u(Is(xz)) > wp(D(x,e)) > 0 pues
x € supp(p). Lo que contradice la propiedad de p-expansividad. 0

Corolario 4.2 Sea f € Hom(S'). No existe p tal que f sea u-expansivo y
supp(p) = S*.

Demostracion. Por contradiccion, suponiendo que existe tal homeomorfis-
mo f y la medida u. Por el Teorema f es un mapeo Denjoy, y entonces,
Q(f) es denso en ninguna parte. Sin embargo del Lema [4.1] supp(n) C Q(f)
que significarfa que S* es denso en ninguna parte lo cual es absurdo. O

Corolario 4.3 No existe f € Hom(S"') medible-expansivo.

Demostracién. Si existiese tal homeomorfismo f en S!. Entonces f seria

Leb-expansivo, contradiciendo el Corolario pues supp(Leb) = St 0
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Corolario 4.4 No ezisten homeomorfismos expansivos de S*.

Demostracién. Suponiendo que existe f € Hom(S') siendo expansivo,
debido a la Proposicién [3.1) f es p-expansivo para cualquier medida p
no atémica sobre S! es decir f es medible-expansivo lo que contradice el
Corolario (4.3 O
El Corolario [4.4] es un resultado conocido debido a Jacobsen y Utz
[11], y se ha probado mediante los nuevos resultados con un enfoque
medible. Las pruebas clasicas se pueden encontrar en el Teorema 2.2.26
en [2], Subseccién 2.2 de [19], Corolario 2 en [31] y en el Teorema 5.27 de [40].

Ahora se demostraran algunos lemas que permitan resumir al final un
teorema con los casos mas relevantes que caracterizan los homeomorfismos

topoldgicamente estables respecto a una medida.

Lema 4.2 Sea M una variedad compacta sin borde, y sea f € Hom(M). Si
p & CR(f), entonces existe g > 0 tal que p ¢ CR(g) para todo g € Hom (M)

que es dg-cercano a f.

Demostracién. Sea Hom(M) equipado con la C%-métrica. Suponiendo
por contradiccién que no se cumple el lema, entonces existe una sucesion de
homeomorfismos g, € Hom(M) con d(gx, f) — 0 cuando k — oo tal que
p € CR(gy) para todo k € N.

M es una variedad compacta y sin borde, implica que CR(h) = CL(h) del
Teorema para cada h € H(M). Entonces, reemplazando h por g, se
obtiene p € C'L(gx) para cada k € N.

Para todo k € N, ambos g, v f son homeomorfismos, y d(gx, f) — 0 cuando
k — oo, se tiene que dy(gg, f) — 0 cuando k — oo también.

p € CL(gy), se puede escoger una sucesion g € Hom(M) con do(Gk, gi) < 7
tal que p € Per(gx) para todo k € N. Pero

Ao £) < oG 96) + ol ) < 7+ ol )

Y do(gk, f) — 0 cuando k — oo también d(gy, f) — 0 cuando k — oo. Debido
a que p € Per(gy) para todo k, asi se concluye que p € C'L(f). También por
el Teorema [1.3|p € CR(f). Esta contradiccién finaliza la prueba. O
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Lema 4.3 Sea f € Hom(S') yp & CR(f). Si f tiene m,-POTP, entonces
es my,-topoldgicamente estable.

Demostracién. Fijo p ¢ CR(f) tal que f tiene m,-POTP (medida de
Dirac, Definicién [1.3.4)). p ¢ CR(f) se tiene que p ¢ Q(f) (Proposicién [L.3)).
Entonces, existe una vecindad U de p tal que los iterados f*(U), n € Z, son
disjuntos dos a dos. De esto se obtiene que A > 0 tal que

) Elp—Ap+A] Veep—Ap+AlneZ\{0}. (4.6)

Luego se fija 0 < € < 1. El espacio es el circulo S!, al reducir A arriba si es

necesario, se puede asumir

d(fm(€), f"(p)) <5 Y€elp—-Ap+ALneZ. (4.7)

p ¢ CR(f), se puede aplicar el Lema a M = S obteniendo d; > 0 tal
que p &€ CR(g) para cada g € Hom(S') que es dp-cercano a f. En particular,
todo g € Hom(S") que es dp-cercano a f satisface

g"(p) # ¢"(p) para distintos n,m € Z. (4.8)

Ahora, se toma ¢; > 0y el boreliano B; de la m,-POTP de f correspondiente
a min(;,A).
Note que m,(X\B;) < ¢ < 1. De esto sigue de la definicién de m, que

my(X\B1) = 0 pues p ¢ X\ como p debe estar en el boreliano de medida
total B;.
Definiendo § = min{dy, d;}. Se toma un homeomorfismo g que es d-cercano

a f. Se puede afirmar que
K #penp—Ap+A] talque d(f"(§),9"(p) <&, YneZ. (49)

En efecto, pues g estd d-cercano a f, implica que {g"(p) }nez s una J-pseudo-
6rbita de f que pasa por {p}. Como p € By, se tiene que {g"(p) }nez es una
d-pseudo Orbita que pasa por B;. Entonces de la propiedad de sombreamiento

respecto a m,, y la eleccién de & se obtiene y € S* tal que

min{e, A}

5 Vn € Z. (4.10)

d(f™(y),9"(p)) <
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Si y # p, se puede escoger £ = y y entonces (4.9) se prueba de (4.10)). Luego
si y = p de (4.10) implica

d(f"(p),g"(p)) < 5, Vn € Z.

DO | ™

Escogiendo € # p en [p — A, p+ A] se tiene de (4.7)) que

d(f"(€),9"(p)) < 5, Vn € Z.

DO ™

Y con eso se prueba la afirmacién (4.9)).
Ahora, definiendo el mapeo multivaluado H de S* por

B 0, x ¢ g — orbit of p.
e = { {f"(©}, = =g"(p) para algin n € Z.

Este mapeo esta bien definido por (4.8 y estd claro que es un mapeo multi-
valuado compacto. Con este mapeo multivaluado para terminar a prueba se

debe demostrar que
(i) p(X\Dom(H)) = 0,
(ii) po H =0,
(iii) H es scs,
(iv) foH=Hog,
(v) d(H,id) < e.

(i) Debido a que H(p) = {&} # 0 se obtiene p € Dom(H). Que implica que
p ¢ S"\Dom(H) y con ello

my,(ST\Dom(H)) = 0.

(ii)Lo que equivale mostrar que p ¢ H(x) para cada x € S'. Suponiendo,
por contradiccién, que p € H(x) para algin z € S'. En particular H(z) # ()
entonces * = ¢"(p) y por tanto p = f"({) para algin n € Z. Como
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£e€lp—A p+ Al se concluye de (4.6) que n = 0. De esto se tiene p = & lo
que contradice la eleccién de € en (4.9). Asi m, 0o H = 0.

(iii)Fijo « € Dom(H) y una vecindad O de H(x). Se sigue de la defi-
nicién que x = ¢"(p) para algun (tnico) n € Z y que {f™(£)} C O. Sea xy,
una sucesién que converge a z. Se tiene que probar que H(z;) C O para
k suficiente grande. Se puede asumir que x; € Dom(H) para cada k. Por
tanto, z, = ¢"*(p) vy H(zx) = {f™ (&)} para alguna sucesién ny € Z. Como
n es fijo y g continuo, se obtiene ¢g~"(zx) — g "(x) = p. Luego ¢"* "(p) — p
como k — 00. Pero g es dp-cercano a f entonces p ¢ C'R(g) por la eleccién
de 0y de la afirmacion anterior. De eso se concluye ny = n y por tanto
H(zy) ={f™ (&)} ={f"(&)} C O para k suficientemente grande. Por tanto,

H es semicontinuo superior.

(iv) Si = no estd en la g-6rbita de p, entonces f(H(z)) = f(0) = 0.
Es més ¢g(z) no estd en la g-6rbita de p también implicando H(g(x)) = 0.
En este caso se obtiene f(H(z)) = 0 = H(g(z)). Ahora, en el caso que

¢ = g(p) para algiin entero n se tiene f(H(x)) = f(Lf*()}) = [/™(€)}
v H(g(x)) = H(g""(p)) = {f*"Y(¢)} implicando de igual forma

f(H(z)) = H(g(x)). Por tanto foH = Hog.

(v) Finalmente, si © = ¢"(p) para algin entero n se obtiene H(x) = {f™(£)}.
Esto implica H(xz) C B[g"(p), ] por (4.9). De esto se obtiene d(H,id) < e
con lo que finaliza la demostracion. O

Corolario 4.5 Si f € Hom(S") tiene POTP, entonces f es my,-topoldgica-
mente estable para cada p & Q(f).

Demostracién. Si f tiene POTP, se tiene Q(f) = CR(f) del Teorema [2.14]

Luego, f tiene m,-POTP. Entonces, el resultado se obtiene aplicando el Lema

.3 pues p ¢ CR(f). O
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Corolario 4.6 Si f € Hom(S') es topoldgicamente estable, entonces f es
my,-topoldgicamente estable para cada p ¢ Q(f).

Demostraciéon. Como se ve en la Proposicion todo homeomorfismo to-
poldgicamente estable en S! tiene POTP y por el corolario anterior se obtiene
el resultado. 0
En la parte final (el Teorema se completara con el reciproco de este

corolario.

Lema 4.4 Las rotaciones del circulo no son p-topologicamente estables para
cualquier medida fu.

Demostracién. Sea R, una rotacion de angulo « del circulo. Si « es irra-
cional entonces R, es minimal. Tomando una sucesién de niimeros racionales
convergiendo a a se obtiene que R, puede ser aproximado por rotaciones
racionales. Debido a que las rotaciones racionales son homeomorfismos pe-
riédicos, del Teorema [4.4] se concluye que no existen medidas para las cuales
f pueda ser u-topoldgicamente estable.

Entonces, queda asumir que « es racional. De esto se puede escoger € > 0
tal que la unién U,,ezR} ([y — &, y+¢]), invariante bajo R,, es un subconjunto
propio de S!, para cada y € S*.

Se puede afirmar que si g es una rotacién irracional, entonces una g-orbita
puede ser e-sombreado por R,. Ahora, suponiendo por contradiccion que R,
es p-topolégicamente estable para alguna medida. Para la eleccion de antes
de € se escoge § > 0 como en el Teorema [1.3]

Tomando un nimero irracional o/ cercano a « se obtiene una rotacion irracio-
nal g = R, satisfaciendo d(R,, g) < §. Entonces, del Teorema se obtiene
un boreliano X C S con u(S'\X) = 0 tal que la g-6rbita de cada x € X
puede ser e-sombreado en R,. Sin embargo, la afirmacién dice que cada g-
6rbita no puede ser e-sombreado por R,. De esto se concluye que X = () por
tanto u(S1) = u(S'\X) = 0 contradiciendo que u(S*) > 0. O
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Lema 4.5 Sea f € Hom(S') un mapeo Denjoy. Si existe u tal que f es
p-topologicamente estable su soporte estd contenido en el gaps de f.

Demostracion. El gaps es el complemento del inico conjunto minimal de
f como se menciond al final del primer capitulo. Entonces supp(p) N My # 0
donde My denota el conjunto minimal de f. Verificando primero la siguiente
afirmacion.

Existe 6 > 0 tal que cada homeomorfismo g que es d-cercano a f se
cumple que pu(Per(g)) = 0.
En efecto, fijado € > 0 tal que D[z,¢] es un intervalo para cada =z € S'.
Para este € se toma 0 de la p-estabilidad topoldgica. De esta forma se escoge
g € Hom(S") que es §-cercano a f. Entonces existe un mapeo multivaluado
compacto H de S! satisfaciendo p(S'"\Dom(H)) = po H =0, d(H,id) < ¢
yfoH=Hog.
Ahora, suponiendo que u(Per(g)) > 0 ello implica Per(g) ¢ X\Dom(H)
por tanto existe un punto periédico z € Dom(H), de d de periodo n. Se
obtiene que H(z) es un conjunto compacto invariante no vacio de f" el
cual estd contenido en D[z,e]. Ya que la tltima bola es un intervalo por
la forma como se escogi6 a e, se obtiene que los nimeros @ = min H(x) y
b = méx H(x) estan bien definidos. Del hecho que H(z) es invariante para
f™ que a su vez preserva el orden para f, se obtiene que a y b son puntos
peridédicos. Y como el mapeo Denjoy no tiene puntos periddicos se llega a

una contradiccion. Lo que prueba la afirmacién.

Suponiendo por contradiccién que f es u-topoldgicamente estable tal que
supp(p) N My # 0 donde My es el conjunto minimal de f. Se escoge x €
supp(p) N My. Debido a que My es minimal y también implica que estd
contenida en C'R(f), debido al Teorema [1.3] Del Lema[4.2]implica que existe
go € Hom(S') que es g cercano a g tal que todo punto en un intervalo abierto
I que contiene z pertenece a Per(g). Y como x € supp(p), se tiene pu(1) > 0.
Asf se tendra que existe g € Hom(S') con d(f,g) < d(f,go) + d(go,g) <6

satisfaciendo p(Per(g)) > p(I) > 0 contradiciendo la afirmacion. O
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Teorema 4.8 Sea f € Hom(S"), se cumple:

(1) Si f es topoldgicamente estable, entonces f es m, - topoldgicamente

estable si y solo sip & Q(f).

(2) SiQ(f) =S, entonces f no es u - topoldgicamente estable para cual-

quier medida fi.

(8) Si f tiene un nimero finito de puntos periddicos, entonces f es Leb-

topologicamente estable si y solo si f es topologicamente estable.

Demostracién. (1) Si f es m,-topoldgicamente estable, p no es ni un
sumidero ni una fuente por el Teorema [4.5. Pero f es topoldgicamente
estable entonces los sumideros y las fuentes constituyen Q(f). Y por tanto
obtenemos p ¢ Q(f). El reciproco es dado por el Corolario [4.6]

(2) Esto es inmediato de la Proposicién tomando como conjugacion

una rotacién.

(3) Si f es topoldgicamente estable, entonces es Leb-topoldgicamente es-
table por el Teorema [1.6] Inversamente asumiendo que f es Leb-topoldgica-
mente estable.Por otra parte como supp(f) = S, se tiene que cada punto
periédico es topolégicamente hiperbdlico. Entonces se satisfacen los {tems (a)
y (b) del Teorema [2.17] entonces f es topolégicamente estable. O
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Capitulo 5

Conclusiones

Se ha dado un resumido estudio de conceptos nuevos en dinamica dis-
creta con caracteristicas medibles, que generalizan a los conceptos topoldgi-
cos. Particularmente es interesante el concepto de p-estabilidad topoldgica,
que amplia la conjugacién como una funcién multivaluada. Asi el resultado
principal fue probar que todo homeomorfismo expansivo con propiedad de
sombreamiento también sera topoldgicamente estable respecto a una medida
de Borel en cada caso, es decir se amplia la cantidad de homeomorfismos
en las que se cumple este resultado a comparacion del caso de teorema de
Walters, pero teniendo este singular concepto medible de estabilidad.

Entre otras cosas, se probd también lo siguiente.

= La expansividad respecto a una medida de Borel es invariante bajo

conjugacion topologica.

= En un homeomorfismo expansivo respecto a una medida:
El conjunto de puntos heteroclinicos tiene medida nula.
El conjunto de puntos periddicos tiene medida nula.

= No existen homeomorfismos expansivos en el intervalo compacto.

= La propiedad de sombreamiento respecto a una medida invariante, es

invariante bajo conjugacion.
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= En un homeomorfismo con la propiedad de sombreamiento respecto a
una medida de Borel:
El complemento del conjunto recurrente respecto al conjunto no errante
tiene medida nula.
El complemento del conjunto no errante respecto al conjunto recurrente

por cadenas tiene medida nula.

= La estabilidad topoldgica respecto a una medida es invariante bajo

conjugacion.

= En la circunferencia unitaria:
Los homeomorfismos expansivos respecto a una medida son los Denjoy.
No existen homeomorfismos expansivos en la circunferencia.
Un homeomorfismo topoldgicamente estable serd topolégicamente esta-
ble respecto a la medida de Dirac sobre un punto si solo si dicho punto

es errante.

Recomendaciones

En el transcurso de este trabajo se mostraron resultados respecto a ho-
meomorfismos en espacios métricos compactos, podria seguirse revisando los
articulos de C. Morales, K. Lee, H. Villavicencio, N. Kawaguchi A. Arti-
gue, etc. En los cuales se analiza en condiciones més débiles. Por ejemplo
en [24] se analiza los puntos sombreables fijando una precisién en el som-
breado, en [13] se hace aproximaciones por homeomorfismos minimales o
periédicos. Este trabajo puede completarse con ejemplos que muestren la di-
ferencia entre los conceptos dados. Encontrar ejemplos interesantes también
contribuye fuertemente, como en [9] donde se muestra un homeomorfismo
n-expansivo el cual no es (n — 1)-expansivo. También se puede seguir el es-
tudio sobre conceptos como de finito-expansivo, numerable-expansivo [21],
cw-expansivo [3, 4], etc. Son extensos los caminos que se pueden tomar pa-
ra continuar la investigacion cientifica relacionada al area abarcada en este

trabajo.
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