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Resumen

El objetivo del presente trabajo es poder construir secuencias exactas cortas no se-
paradas dentro del algebra Jacobiana asociada a una superficie.

En el capitulo I introducimos el concepto de carcajes con potenciales, estos nos per-
mitiran definir el concepto del algebra Jacobiana. En el capitulo II repasamos el
concepto de superficies marcadas, asi como el de triangulaciones y los carcajes aso-
ciados a estas. Definimos un potencial para los carcajes de este tipo y presentamos
algunos resultados referentes al algebra Jacobiana asociada a este tipo de carcajes.

En el capitulo III introducimos la herramienta combinatoria que nos ayudara duran-
te todo el trabajo: grafos serpientes. Se presenta la definicién general de este tipos
de grafos y ademés como podemos asociar a una triangulacion un grafo serpiente.
Se define la superposicién y cruce de estos grafos y se muestra la relacion que estas
operaciones tienen con nuestros arcos en la superficie.

En el capitulo IV definimos el concepto de cadenas y moédulo cadenas. Estos seran
elementos del dlgebra Jacobiana que nos permitiran encontrar las secuencias exac-
tas mencionadas al inicio. Ademads, establecemos una biyeccién entre los arcos y las
cadenas.

En el capitulo V establecemos la relacién que hay entre suavizar curvas y los modu-
los cadena, asi como la caracterizaciéon de secuencias exactas cortas usando el cruce
de médulos cadena.

Finalmente, en el capitulo VI definimos la categoria de conglomerado asociada a

una superficie marcada, asi como la relacion que existe entre el cruce de arcos y los
tridngulos en la categoria.
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Abstract

The objective of the present work is to be able to construct non-separable short
exact sequences within the Jacobian algebra associated to a surface.

In chapter I we introduce the concept of quivers with potentials. These will allow
us to define the concept of Jacobian algebra. In Chapter II we review the concept
of marked surfaces, as well as that of triangulations and the quivers associated with
them. We define a potential for the quivers of this type and present some results
concerning the Jacobian algebra associated to this type of quivers.

In chapter III we introduce the combinatorial tool that will help us throughout the
work: snake graphs. We present the general definition of this type of graphs and also
how we can associate a snake graph to a triangulation. We define the superposition
and crossing of these graphs and show the relationship that these operations have
with our arcs on the surface.

In chapter IV we define the concept of string and string modules. These will be
elements of the Jacobian algebra that will allow us to find the exact sequences men-
tioned at the beginning. We also establish a bijection between arcs and strings.

In Chapter V we establish the relationship between smoothing curves and string
modules, as well as the characterization of short exact sequences using the cross of
string modules.

Finally, in Chapter VI we define the cluster category associated with a marked

surface, as well as the relationship between the crossing of arcs and triangles in the
category.
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Introduccion

Las Algebras de Conglomerado fueron definidas por Fomin y Zelevinsky en el articu-
lo [12] como herramienta para el estudio de la positividad total y las bases canénicas
duales en la teoria de Lie. Sin embargo, este tipo de algebras han ido apareciendo en
distintas ramas de la matematica a lo largo de los anos. Por ejemplo, en el articulo
28] se asocia un Algebra de Conglomerado a una superficie de Riemann marcada,
complementando este estudio en el articulo [40], donde se define de manera explicita
una base para el Algebra de Conglomerado en el caso en que la superficie no tuviera
pinchaduras.

La categoria de conglomerado fue definida en el articulo [36], dando pie a la ca-
tegorificacion de las algebras de conglomerado. Este trabajo se fundamentd en el
estudio de las dlgebras Jacobianas, las cuales fueron definidas en los articulos [3] y
[41], definiendo los carcajes con potenciales y sus respectivas mutaciones.

En el caso de las superficies de Riemann marcadas sin pinchaduras, las algebras
Jacobianas son algebras gentiles, las cuales fueron estudiadas en el articulo [1]. Este
tipo de algebras, asi como la respectiva categoria de modulos, han sido estudiadas a
lo largo de los anos en numerosos trabajos de investigacion. Gracias a estos trabajos,
en [4] se estudiaron las secuencias exactas cortas no partidas en las dlgebras gentiles
que provienen de superficies, encontrando asi tridngulos en la respectiva categoria
de conglomerado.

En el presente trabajo vamos a seguir [4], haciendo un recuento de los resultados
necesarios con referencia a las adlgebras Jacobianas, asi como también de los médu-
los cadena asociados a estas. Aprovecharemos la geometria de nuestra superficie
para entender los cruces de curvas como médulos cadenas, y asi poder encontrar las
secuencias exactas cortas mencionadas anteriormente; todo esto expuesto en el teo-
rema 5.5, el cudl nos permitird encontrar dos resultados mas (corolario 6.2): definir
una base para el espacio Ext(M, N), asi como también encontrar una férmula para
su dimensioén, resultados sumamente importantes dentro del estudio de las algebras
gentiles.

Cabe recalcar que durante la mayoria del trabajo estaremos trabajando con super-
ficies sin pinchaduras; sin embargo, los conceptos mencionados aqui son de vital
importancia para poder entender trabajos posteriores que abordan el caso de las
superficies con pinchaduras, como por ejemplo, el articulo [42], donde se analiza el
caso en el que haya una pinchadura usando las relaciones de Skein.

XI



Capitulo 1

Carcajes con potenciales

En este capitulo estudiaremos los carcajes con potenciales y sus respectivas mutacio-
nes. Vamos a utilizar una notacién distinta a la expuesta en el apéndice. Seguiremos,
principalmente, las referencias [3] y [23].

1.1 Carcajes y algebra de caminos

Definicién 1.1 ([3], Seccién 2.1). Un carcaj es una cuarteta @ = (Qo, @1, h,1t)
donde:

e (o es un conjunto finito denominado el conjunto de vértices de Q.

e ()1 es conjunto finito denominado el conjunto de flechas de Q.

h: @1 — Qg es una funcién denominada head function.

t: Q1 — Qo es una funciéon denominada tail function.

Una flecha o € @1 con h(a) = j e t(a) = i la representaremos por « : i — j.

Un carcaj se representa como un grafo miltidirigido, esto quiere decir que pueden
haber varias flechas uniendo dos vértices. El grafo subyacente de un carcaj, es aquel
grafo que se obtiene de () eliminando las orientaciones de sus flechas.

Definicién 1.2 ([3], Seccién 2.1). Un camino de longitud d > 0 en un carca]
(), es una secuencia de flechas ay,...,aq tales que t(a;) = h(aj41) para todo j €
{1,...,d —1}. Graficamente, un camino lo podemos ver como:

i =t(aq) 2d, h(ag) — -+ — t(az) 2 h(ay) = t(a1) 2 h(ar) = j

y lo denotaremos por (i|ai, ..., aq|j) = a. Un camino serd un d-ciclo si es un camino
de longitud d que satisface h(a;) = t(aq). Un carcaj serd aciclico si no tienen ningin
ciclo de cualquier longitud.

Definiciéon 1.3 ([3], Seccién 2.1). Dado un carcaj @ y dos caminos o = (ja|aq, . . ., a1]k)
y B = (i|b,...,b1|71). El producto de estos caminos, denominado muchas veces la
concatenacion, se define como:

ab = 5j1j2(i|br7 ceey bl,ad, ce ,CL1|]€)



Note que el producto de caminos, nos da 0 si j; # js. Caso contrario tenemos:
Dado un carcaj @) y K un cuerpo, denotamos por:
R=K%={f:Qy— K| fes funcién}
A=K% ={f:Q; — K| f es funcién}

R es un K-algebra conmutativa con las operaciones puntuales usuales, esta algebra
recibe el nombre de algebra de vértices. Por otro lado A es un (R, R)-bimddulo,
denominado el espacio de flechas, con las acciones:

(e- f)a) = e(ha)f(a) (f-e)(a) = fla)e(ta), Vee RVfeA

Vamos a ver nuestros vértices como elementos de R y nuestras aristas como elemen-
tos de A. Para esto, dados i € Qg y o € Q1 vamos a definir:

e Qo — K, e(j) =10y
101 : Ql — K, 10[(5) = 6aﬁ

Un calculo inmediato muestra que {e; }icg, v {1atacg, son bases para Ry A respec-
tivamente. La siguiente proposicién nos dice que cualquier (R, R, )-bimédulo, tiene
la forma de A para cierto carcaj.

Lema 1.1 ([23], Paginas 5 y 6). Dado Qo un conjunto finito y R = K% . Entonces
todo (R, R)-bimddulo B de dimension finita B tiene la forma B = K@ para cierto

carcaj @ = (Qo, Q1)-

Demostracion. La base {e;} es una base de idempotentes. Luego podemos expresar:

B= P Bi;
1,5€Qo
donde B; ; = e;Be; C B para cada 4,7 € ()y. Como B es de dimensién finita cada
subespacio B;; lo es, definimos asi )1 como la unién de todas las bases de cada
B, ;. Note que ()1 es un conjunto finito pues B es de dimensioén finita. Asi para
a € Q1NB;; definimos h(a) = iy t(a) = j. Tenemos asi un carcaj @ = (Qo, Q1, h, t)
tal que B = K9, O

Observacién. Vamos a representar un (R, R)-bimédulo B por una matriz (B;;),
donde la entrada (7, j) es el subespacio B; ;. En este caso, la accién a izquierda (resp.
derecha) de un elemento ¢ = > ¢;e; € R se traduce en multiplicar a izquierda (resp.
derecha) la matriz diagonal cuyas entradas no nulas son exactamente las ¢;. Con
esto, el producto tensorial resulta en el producto usual de matrices, siendo explicitos:

(B®rC)ij = EB Bir ® Cy
k



Para un carcaj () con espacio de flechas A y d > 0 definimos:
A =R
A= A®r A®R - @ A (d veces)
Observacién. Notemos algunos hechos importantes del bimédulo A¢:
e Podemos expresar A = (P, ; A;; donde A, ; = e;Ae;.

e Sea o € ()1, entonces 1, € A; ; siy solo si h(a) =iy t(a) = j. Para ver esto,
solo es necesario usar la definicién de las acciones:

Lo € Aiy & 1a(a) = ei(h(@) fla)es(t(a), fe A

Entonces, una flecha o estd en A;; si esta va de j a <.

e Tenemos que (A® A);; = @ker A @ Ay ;. Luego

Aep A= P EP(Air @ Ary)

,j€EQo k

Luego {1, ® 15 | o, B € Q1,h(B) = t(a)} es una base para A @ A. Note que
st h(B) # t(a) 1, ® 15 = 0, por esta razén podemos pensar en el producto
tensorial como el producto de caminos. A partir de ahora consideraremos af3
en vez de 1, ® 14 sin confusion.

e De manera general, {1,, ® - ® 1o, | & € Q1, h(aiy1) = (), Vi € [1,d — 1]}
es una base para A%. Resumiendo todo lo anterior, A? es un espacio vectorial
generado por los caminos de longitud d > 0.

Definicién 1.4 ([23], Definiciones 2.1 y 2.2). Dado un carcaj Q:

a) El édlgebra de caminos de ) se define como el algebra tensorial:
R(A) = € A
d=0
b) El dlgebra de caminos completa de @) se define como:
R{(A)) = [ A°
d=0

Las componentes R(A);; = e;R(A)e; se denominan el espacio de caminos de j
a 7. La unién de todas las base de A? se denomina la base de caminos de
R(A). Los elementos de R((A)) son combinaciones lineales (posiblemente infinitas)
de elementos de la base de caminos de R(A). La multiplicacién en R((A)) extiende
naturalmente la multiplicacién en R(A).



Observacién. Los elementos de R{{A)) los denotaremos por x = (2%)450, donde
z¢ € A? para cada d > 0.

Ejemplo 1. Consideremos el carcaj que se muestra en la Figura 1:

aC'l

Figura 1: Carcaj )

En este caso R= K% =2 K y A = K% = (1,) = Ka. Asf el 4lgebra de caminos es
R(A) = KJa] y el dlgebra de caminos completa es R({A)) = K][[a]].

Ahora consideremos m = m(A) el ideal bilatero maximal de R((A)) dado por:
m(4) = J[ A
d=1

Los elementos de m(A) son de la forma (z%)45¢ con 2° = 0. Como tenemos que
A'AJ C A la potencia n-ésima de m resulta ser:

m(A)" = ﬁ Al

De manera general, a partir de un ideal podemos construir una topologia sobre
nuestro anillo. Lo mostramos a continuacion:

Proposicion 1.2. Sea A un anillo e I un ideal. El conjunto:
{z+I"|neNzxe A}

es una base para una topologia, denominada la topologia I-adica. En esta topologia
se tienen las siguientes propiedades:

a) Un conjunto U es abierto si y solo si para cada x € U, existe n > 0 tal que
x4+ 1" CU.

b) Para U C A se tiene que:
U=(\U~+1"
n=0

Demostracion. La union de todos los elementos del conjuntos no da A claramente.
Ahora, consideremos = + I" e y + I"™ tal que z € (z + I") N (y + I"™). Debemos
encontrar u + I* conteniendo a z y contenido en la interseccién. Supongamos sin
pérdida de generalidad que n > m, en este caso tenemos que I™ C I™. Pongamos
que z=x+a=y+bdondea eI ebe ™ tenemos que x —y =b—a € [ y asi
x €y—+I™ Tenemos que z € .+ " C (z+ I") N (y + I"™) probando que {x + I"}
forma una base.



a) Sea U abierto y x € U, tenemos que U es una unién de elementos de la base
por lo que x € y + [" para algin y € A y n > 0. Asi, se tiene que z =y +p
con p € I" por lo que x + I" C y+ [" C U. El reciproco es evidente, pues
cada x + I™ C U es abierto.

b) Procedemos por doble inclusién.

(C) Seax € U yn € N. El conjunto = + I" contiene a = por lo que intersecta
a U digamos en z. Se tiene entonces que z = x + p donde p € I™, luego
x=z—p € U+1I". Como el n fue arbitrario se tiene la primera inclusion.

(D) Seax € N, (U+I™), si suponemos que x ¢ U entonces existe algiin abierto
B conteniendo a z tal que BN U = (). Por la parte a) existe algin n tal
que x + I" C B, asi x + I"NU = () algo imposible.

]

Por la proposicién anterior, R({A)) junto con la topologia m-ddica es un espacio
topologico. Veamos algunas propiedades de este espacio.

Proposicién 1.3 ([23], Pégina 7). El dnico ideal mazimal de R{{A)) que tiene
interseccion nula con R es m.

Demostracion. Sea x € R{(A)) \ m. Si probamos que (z) N R es no vacio se tendria
lo pedido. Asi, pongamos X = ((9));50, como = ¢ m podemos escribir:

donde z(® € R es no nulo e y € m. Si multiplicamos por izquierda y derecha a z
podemos suponer que 29 = ¢; v que e;y = y = ye;. Definimos:

z=e—y+y’—y’+ - € R((4))

Haciendo cédlculos obtenemos que: xe; = x, 2y = y + y?, xy? = > + >, .. ., entonces
rz=x —y=e¢; € RN (x) probando lo pedido.
O

Proposicién 1.4. Sea A y A’ dos (R, R)-bimddulos de dimension finita. Conside-
remos ¢ : R((A)) — R((A")) un homomorfismo de dlgebras tal que p|r = id.

a) o' (m(A") =m(A), asi ¢ es continua.

b) Sip es un automorfismo de dlgebras, entonces lo es como espacios topoldgicos
también. Ademds ¢ es abierta y cerrada.

¢) Sea ¢ : A — m(A") un homomorfismo de (R, R)-bimddulos, entonces se puede
extender a un homomorfismo de dlgebras topoldgicas ¢ : R{({A)) — R((A")) tal

que ¢lp = id y §la = o.

d) ¢ estd determinado unicamente por pla : A — m(A’).



Demostracion. Veamos cada caso:

a)

Procedemos por doble inclusion.

(C) Consideramos = € ¢ '(m(A")), entonces p(xr) € m(A’). Supongamos
que z ¢ m(A), al igual que en la proposicién anterior podemos encontrar
z € R((A)) tal que 2z = e;. Luego p(x)p(z) = e; € m(A’) algo imposible.

(2) Seay € m(A), supongamos que (y) ¢ m(A’). Luego y—p(y)® ¢ m(A),
sin embargo ¢(y — ¢(y)®) € m(A’) algo imposible por lo anterior.

Luego para cada n y para cada z se tiene que o~ !(z + m(4)") = o ! (z) +
m(A)", por lo que ¢ es continua.

Si ¢ es un automorfismo, por a) (aplicado a ') se tendria que ¢! es continua
y asi ¢ serfa un automorfismo como espacios topolégicos. Para lo segundo
probemos que ¢ es cerrado, asi como es biyectivo tendriamos que también es
abierto. Dado U C R((A)), entonces:

Esto prueba que ¢ es cerrada.

Como ¢ es un homomorfismo de bimédulos, podemos extender ¢ linealmente
a ¢: R(A) — R((A")) haciendo:

dlay ... aq) = d(ar) ... d(ay)

Afirmamos que R{A) = R{({A)). En efecto, sea z = ()40 € R({A)) y U
un abierto conteniendo a x. Luego existe n € N tal que x +m™ C U, entonces

definimos z = (29) 50 — (D)4, € R(A) NU por lo que z € R(A).
Por lo anterior, podemos extender (continuamente) ¢ a un tinico homomorfis-
mo de dlgebras topoldgicas ¢ : R((A)) :— R((A’)) como se queria.

La restriccion ¢|4 va de A am(A’), usando ¢) podemos extender a ¢ de manera
unica por lo que ¢ = ¢ y asi ¢ queda determinada por su restriccion.

]



Comom(A’) = A/@m(A")?, podemos expresar ¢|4 = (o), @) donde o) : A — A’
y @A m(A’)?2. Una aplicacién de la proposicién 1.4 nos da lo siguiente.

Proposicién 1.5 ([23], Proposicién 2.4). El par (o1, o) de homomorfismos
de (R, R)-bimddulos da lugar a un inico homomorfismo de dlgebras topoldgicas
¢ : R{A)) — R{{A") tal que plgr = id y pla = (W, 0?). Ademds ¢ es un
isomorfismo si y solo si M) es un isomorfismo.

Demostracion. La primera parte de la proposicién ya lo probamos en la proposicion
1.4. Para la segunda parte:

(=) Tenemos que ¢ es un isomorfismo, entonces:

— ¢ es sobreyectivo. En efecto, sea y = (y@)4s0 € A, luego existe
xz € R((A)) tal que p(z) =y. Tenemos:

y=p(r) =20+ p(aW) + oz — 2@ —2)
Asf necesariamente (%) = 0. Despejando:
p(zV) =y — gz — 2 — 2)
Como x — 2 — 2 € m(A)?, entonces p(x — 2 — z()) € m(A")2.

Asi, por la relacién anterior tendriamos que ¢ (z™M)) = y probando la
sobreyectividad.

— ¢ es inyectivo. Sean a,b € A tales que M (a) = ¢ (b). Tenemos:

W(a) + ¢ (a) + @ (b)
D) + @ (a) + ¢ (b)
(b) + »?(a)

pla) + o2 (b)

¥
¥
¥

Ahora, existe 71 € R({A)) tal que p(z;) = ¢®(b) € m(A’)2. Entonces
1 € p Y (m(A)?) = m(A)?. Andlogamente existe T, € m(A)? tal que
¢(x3) = ¢?(a). Reemplazando:

p(a) +p(r1) = p(b) + p(r2) = a+x1 =0+,

Asi a = b y tenemos la inyectividad.

(<) Como ¢ es un isomorfismo, podemos identificar A con A’ y asumir que
el isomorfismo es la identidad. La matriz infinita que expresa ¢ como un
mapa K-lineal en la base de caminos, es triangular inferior con entradas 1 en
la diagonal (ordenamos los elementos de la base tal que sus grados estén de
manera creciente). Esta matriz es invertible, por lo que ¢ es invertible.



1.2 Potenciales e Ideales jacobianos

Recordar que para d > 0:

Al = @ Aﬁj

,j€Qo

donde Azd,j = ¢;A%;. Este espacio estd generado por los caminos a; .. .a, tales que
t(aq) = jy hlar) = i.

Definicién 1.5 ([23], Definicién 3.1). Para un carcaj @ = (Qo, Q1, h,t) definimos:

a)

b)

La parte ciclica de A? como el sub (R, R)-bimddulo generado por los d-ciclos.
d d
Acyc - @ Ai,i
1€Qo

Un potencial S como cualquier elemento de R((A)) que es una combinacién
lineal (posiblemente infinita) de ciclos, esto es, si pertenece al sub-espacio
vectorial cerrado:

R<<A>>C}’C = H Agyc
d=1
La derivada ciclica de £ € A* se define como el mapa K-lineal y continuo
O¢ : R((A))cye = R((A)) definido en caminos como:
d
Oe(ay ...aq) = Zﬁ(ak)akﬂ L ..Ggaq . . . Qg1

k=1

y extendiendo linealmente a todo R{(A))cyc-

El ideal Jacobiano de un potencial S como:

J(5) = R((A)10(5) [ € € A} R((A))
es decir, como la clausura del ideal bildtero en R((A)) generado por los ele-
mentos 0¢(S) con & € A*.

El dlgebra Jacobiana de S como el cociente R((A))/J(S). Denotamos a esta
algebra como P(Q,S) o P(A,S5).



Observaciones. De las definiciones anteriores, notar que:

1) R((A))cyc es cerrado, en efecto, sea y € R((A))cyc, entonces para cada n > 0:
y € (R{(A))eye +m")

Supongamos que y = (y@)gs0 ¢ R({A))eye, entonces existe algtin d > 0 tal

que y'@ ¢ Affyc. Luego por lo anterior se tiene que:

Y € (R({A))eye +m™H)

Asiy = (2350 + (2511 por lo que y@ = 2@ € A4 algo imposible.

cyc

2) Si denotamos Q* el carcaj obtenido de () al invertir las orientaciones de sus
flechas tenemos que A* se identifica con el espacio de flechas de Q*.

3) Recordar que @y es una base de A, denotamos @ = {a* : a € @} la base
dual asociada. Para una flecha a € )7 definimos 9, = 0, y asi:

d

8a(a1 c. CLd) = E 5a,aka/k+1 coeQgQy .. Q1
k=1

4) La derivada ciclica 0¢ no depende de la eleccién de la base de caminos.

Definicién 1.6 ([23], Definicién 3.2). Diremos que dos potenciales Sy S son cicli-
camente equivalentes si S — S’ estd en la clausura del espacio generado por los
elementos de la forma ay...aq — as...aqa1, donde a; ... aq son d-ciclos.

Proposicién 1.6 (][23], Proposicién 3.3). Si los potenciales S y S’ son ciclicamente
equivalentes entonces 0¢(S) = 0¢(S"), para todo & € A*.

Ejemplo 2. Consideremos el carcaj () mostrado en la Figura 2:

1o 0

Figura 2: Carcaj ) formado por dos flechas

Tenemos que R = K9 = Ke; @ Kes y A = K9 = Ka @ Kb. Notar que los ciclos
en @ son de la forma (ab)™ o (ba)™ para n > 1. Siendo maés especificos si d es impar
Al ={0} ysi d = 2k es par tenemos que AZ . estd generado por (ab)* y (ba)*. Los
potenciales (salvo equivalencia ciclica) son de la forma:

Z an(ab)", o, € K
n=1

9



Ahora calculemos las derivadas ciclicas, para (ab)™ consideremos la siguiente nota-
cion: pongamos a; = a si es que ¢ es impar y a; = b si es que ¢ es par, luego:

2n

0a((ab)™) = ((ab)(ab) ... (ab)) =) Gaay@hr1- - G2a01 - .. Gty

k=1

= Z Aok - - . Aoy - - . Aof—2 = Z b(ab)" " = nb(ab)"*
k=1 k=1

Siguiendo la misma idea que en el calculo anterior, se obtiene que:
9a((ab)™) = nb(ab)"' = 9,((ba)™) 'y p((ba)") = na(ab)"~* = dy((ba)")
Introducimos ahora un “cédlculo diferencial” con las derivadas ciclicas, consideremos:
R((ANGR((A)) = [] A% @k A°
d,e>0

Dotamos a este espacio de una topologia que tiene como sistema basico de entornos
alrededor del 0 a los conjuntos de la forma:

I] A‘®x 4, n>0

d+e>n

Con esta topologfa R({A)) ®x R({A)) es denso en R{{A))®R((A)) ([23], Prop. 3.7).
Luego, para £ € A* definimos el mapa K-lineal y continuo:

Ag: R((A)) = R{{A))®R((A))
haciendo A¢(e) = 0 para todo e € R y para caminos:

d

Ag(ay...aq) = Zﬁ(ak)al Q1 R Ay - - - g
k=1

Observacion. Al igual que en el caso de la derivada ciclica, para a € ()1 definimos
A, = Aa*. Luego por la definicién, para un camino ay . ..ay tenemos que:

M=

Aa(al . CLd) = (5a,aka1 Q1 @ Qg1 - - - Qg

T

1

Ejemplo 3. Consideremos el mismo carcaj del ejemplo 2, en este caso:

2n
Aq((ab)") = Aq((ab)(ab) ... (ab)) = Gaa 1 .- Gp_1 ® Gps1 .. - gy
k=1
= Z Qy...09%-9 R Aok . . . Aoy = Z:(ab)k’1 ® b(ab)™*
k=1 k=1

n

Realizando un célculo similar tenemos que: Ay((ab)”) = Z(ab)k’la ® (ab)™*.
k=1

10



Definimos ahora el mapa K-bilineal continuo:
O: (RUADBR((A))) x R{{A)) = R{(4))
determinado por (v ® v)dg = vgu para todo u,v € R(A) ([23], Pag. 11).

Proposicién 1.7 (Regla ciclica de Leibniz, [23]|, Lema 3.8). Sea f € R((A))i; ¥
g € R((A));i parai,j. Entonces para & € A*:

9:(fg) = Ae(f)Og + Ac(g)Of

De manera general para cualquier sucesion finita de vértices en Q iy, . .. ,1q, tqr1 = 11
y cualquier sucesion de elementos de R((A)) fi,..., fa tales que fi, € R((A))iiri
para todo k, se tiene que:

U

Oc(fr-- ) = D Ae(fi)Dfirr - fafi- - fum1)

k=1

Demostracion. Como A¢ y ¢ son bilineales y lineales respectivamente, basta probar
para f = aj,...,aq y g = Ggy1,---,0q+s dos caminos tales que h(a;) = t(agys) y
t(aq) = h(ags1). Aplicando la definicién tenemos:

d+s

9(fg) = Zf(%)akﬂ R AR R O S |

k;l

= Zg(ak)(ak+1 .ag)g(ay ... ap_1)
k=1

+ Z §(akya)(Ahparr - aays) f(aas - aare—1)
k=1

d

= ZS(ak)(al Q1 ® Ag+1 - - - CLd)Dg

k=1

+ Z E(ktd)(@dt1 - - - Qath—1 @ Qgyrtt - - - Gars) If
=1

= Ae(f)0g + Ae(g)Tf
Para probar el caso general, simplemente se realiza induccién sobre d. ]

Proposicién 1.8 (Regla ciclica de la cadena, [23], Lema 3.9). Sea ¢ : R({A)) —
R{{A)) tal que @|r = id, para cada potencial S y & € A™ se tiene que:

0e(0(5)) = > Aclip(a)Tep(0a(S))
ac@Q

Demostracion. Al igual que en la prueba de la proposicién anterior, basta probar la
igualdad para un d-diclo S =a;...a4 € Afyc. Por el caso general de la proposicién
1.7, aplicado a ¢(ay), ..., p(aq), tenemos que:

11



M=

0(p(5)) = ) Aelp(ar))D(p(ahr - - - agas - ag-1))

k=1

Esta suma la podemos expresar de otra manera, note que como ¢ es un homomor-
fismo, entonces ¢(0) = 0. Ahora dada cualquier flecha a € 1 puede ser que a # ay
para todo k{1,...,n}, en este caso la suma:

E akH...adal...ak_l:O

k,ar=a

Por lo tanto podemos expresar J¢(¢(S)) como una suma sobre todas las flechas, ya
que si a # ay el sumando nos dara 0. Tenemos entonces:

0e(2(5)) = Y Acl(@)Tp( Y g1 ... agar ... ax_1)

a€Q k.ax=a
=) Ac(p(a))Tp(0a(S))
ac@Q1

]

Las dos proposiciones anteriores nos permitiran encontrar una forma de encontrar
isomorfismo entre algebras Jacobianas asociadas a dos quiver.

Teorema 1.9 (23], Proposocién 3.7). Todo isomorfismo de dlgebras ¢ : R{({A)) —
R((A")) cumpliendo p|gp = id, envia J(S) en J(p(S)) e induce un isomorfismo
P(Q,5) = P(A, ¢(5)).

Demostracion. Procederemos por doble inclusién que ¢(J(5)) = J(¢(S)).

(D) Sea £ € A™, por la proposicién 1.8 se tiene que J¢(¢(S)) estd en el ideal
generado por {¢(0,(5)) : a € Q1} C {p(0(S)) : £ € A*}. Como J(S) es
generado por {0¢(S5) : £ € A*} esto prueba lo pedido.

(C) Aplicamos lo anterior para el caso de ¢!, en efecto:

J(9) = J(e7H((9))) € ¢ (J(#(9)))
= ¢(J(5)) € J(p(9))

]

El teorema anterior nos da una forma de encontrar isomorfismos entre algebras
Jacobianas. Comenzamos con un par de homomorfismos de bimédulos ™) y ¢ tal
que oM es isomorfismo. Luego, este par determina de manera tinica un isomorfismo
¢ : R((A)) = R((A")) tal que p|g = id y asi tendriamos el isomorfismo buscado.
Note que no siempre debe existir tal (") y apriori no tenemos una forma clara de
construirlo.

12



1.3 Carcajes con potenciales

Definicién 1.7 (]23], Definicién 4.1). Sea () un carcaj con espacio de flechas A =
K9 y S € R{{A))eye un potencial. Decimos que (A, S) es un carcaj con potencial,
abreviado simplemente QP, si cumple las siguientes condiciones:

1) @ no tiene lazos, es decir A;; = 0 para todo i € Q.

2) Ningun par de ciclos que aparecen en S son ciclicamente equivalentes.

Ejemplo 4. Consideremos el carcaj () mostrado en la Figura 3. Podemos considerar
dos potenciales S; =0y Sy = abe.

1¢ 3
a

Figura 3: Carcaj con potencial @)

Observacién. Cuando nos refiramos a un QP (A,S) estd tacito que este estd
determinado por un carcaj @Q tal que K9 = A.

Definicién 1.8 (]23], Definicién 4.2). Sean (A, S) y (A, S’) dos QP con el mismo

espacio de vértices (Jy. Una equivalencia a derecha es un isomorfismo de algebras:
p: R{(A)) = R{(4"))

tal que p|g =1id y ¢(9) es ciclicamente equivalente a S’. Denotaremos en este caso
(A, S) = (A", S") y diremos que son equivalentes a derecha.

Se puede ver que un homomorfismo de algebras ¢ como en la definicion anterior, lleva
potenciales ciclicamente equivalentes en potenciales ciclicamente equivalentes (ver
[23], Pdg. 12). Por esta razon si tenemos dos equivalencias a derecha su composicién
sigue siendo equivalencia a derecha y asi también la inversa de una equivalencia a
derecha sigue siéndolo. Asi ser equivalente a derecha nos define una relacién de
equivalencia, a sus clases las denominaremos clases de equivalencia a derecha.

Por la proposicién 1.5 un isomorfismo de dlgebras ¢ : R({(A)) — R((A’)) induce un
isomorfismo @) : A — A’ asf que al trabajar con QP equivalentes a derecha pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que A = A’. Ademaés por las proposiciones
1.6 y 1.9 tenemos que si (4,5) = (A, S’) entonces P(A,S) = P(A,S").

Definicién 1.9 (23], Pagina 12). Para (A, 5) y (A", S") dos QP con el mismo espacio
de vértices @y, definimos la suma directa como: (A4,S5) @ (A", S") = (Ad A", S+ 5)

13



Observacion. Lo anterior esta bien definido pues hay encajes canénicos de R((A))
y R({A")) en R({A& A")).

Consideremos un carcaj con potencial (A4, S) donde S € A?, en este caso tenemos
que 9(5) = {0¢(S) : £ € A*} C A. Si se cumple la igualdad es claro que el algebra
Jacobiana P(A, S) es isomorfa a R.

Definicién 1.10 ([23], Definicién 4.3). Diremos que un QP (A,S) es trivial si
S e A% y 9(S) = A, equivalentemente si P(A,S) = R.

Definicién 1.11 ([23], Definicién 2.5). Sea ¢ : R({A)) — R((A)) un automorfismo
con ¢|4 = (M, ). Si ) =0 diremos que ¢ es un cambio de flechas.

Proposicién 1.10 ([23], Proposicién 4.4). Sea (A, S) un QP con S € A?, entonces
el carcaj es trivial si y solo si consiste de 2N flechas distintas a1,by,...,an,bn tal
que para cada k € {1,..., N} se tiene que apby es un 2-ciclo y existe ¢ un cambio
de flechas tal que p(S) es ciclicamente equivalente a a1by + ...+ ayby.

Proposicién 1.11 ([23], Proposicién 4.5). Sea los QP (A,S) y (C,T) donde el
sequndo es trivial. Entonces el encaje candnico R{(A)) — R({(A & C)) induce un
isomorfismo de dlgebras Jacobianas P(A,S) X P(A® C,S+1T).

Demostracion. Sea L la cerradura del ideal en R({A@® C)) generado por C, entonces
L contiene combinaciones lineales (posiblemente infinitas) de caminos donde cada
uno de ellos contienen al menos una flecha de C'. Luego se tiene que:

R((A®C)) = R{{A)) © L

Sea S = (ai,...,as) y T = (c1,...,¢s) se tiene que para & = (£,&) € (A CO)* =
A C*:

0e(S+T) = &lar, cx)(ars, corr) - - (as, ) (ar,e1) - (ap-1, ce-1)
k=1
= Z &i(ak)(ars1, cprr) - - (as, ¢5)(ar, 1) .o (ap—1, co-1)
k=1
+) &) (@i, o) - - (as, ¢5)(ar, 1) - (ap—1, cr_1)

k=1

= (851(S> + Zaai(s)aa&(s) + Zacz(s))
k=1 k=1
Por lo anterior se concluye que J(S+T) = J(S)® L y ast:

PA®C,S+T) =

R((A®C)) _ R{A) L  R{(4))
J(S+T

14



Definicién 1.12 ([23], P4dgina 13). Para un QP (A, S) denotamos por S € A? la
componente de grado 2 de S. Si S = 0 entonces (4, S) se denomina reducido.

Definicién 1.13 (]23], Pagina 13). Para un QP (A, S) definimos:

o Ayiv = Auiv(S) = 3S? el espacio de flechas trivial.

o Areq = Area(S) = A/0S@ el espacio de flechas reducido.
Teorema 1.12 (Splitting theorem, [3], Teorema 10). Para un QP (A,S) existen:

e Un QP trivial (Apiv, Striv)-
o Un QP reducido (Ayeq, Sred)-

tales que (A, S) = (Apivy Striv) © (Aveds Srea). Mds aun, la clase de equivalencia a
derecha de cada uno de los QP (Aiivy, Striv) Y (Ared, Sred) €std determinada por la
clase de equivalencia a derecha de (A, S).

Demostracion. Ver en [3]. O

Denominaremos a los QP (Ared, Sred) ¥ (Atriv, Striv) la parte reducida y la parte trivial
de (A, S) respectivamente. Esta definicién estd bien definida salvo equivalencia a
derecha.

1.4 Mutacion de carcajes QP

Sea () un carcaj e ¢ € (Jy un vértice, un i-gancho es un camino ab donde se tiene

. b . .
t(a) = i = h(b); en otras palabras es de la forma - = i = - Vamos a definir una
operacién en un carcaj, denominada mutacién, en [3] no se pide que @) sea 2-aciclico;
sin embargo para el propésito del presente trabajo pediremos esté condicion.

Definicién 1.14 ([3], Definicién 1). Dado un carcaj @ sin 2-ciclos ni lazos e i € Qo
un vértice, la premutacién de @) en la direccién i es el carcaj u;(Q)) obtenido de @
siguiendo los pasos:

i) Para un i-gancho ab introducimos la flecha [ab] : t(b) — h(a).

ii) Para cualquier flecha a que contiene a i se invierte su orientacién obteniendo
a*. Siendo especificos, si a : i — h(a) entonces a* : h(a) — iy si b: t(b) — i
entonces b* : i — t(b).

La mutacion de ) en la direccién i es el carcaj u;(Q)) que se obtiene de la premutacién
u;(Q) eliminando los posibles 2-ciclos que se pudieron haber obtenido en el paso i).

Observacién. En [12] se define la mutacién sobre vértices mutables, haciendo
una clasificacién de los vértices en mutables y congelados. En la definicién 1.14 no
estamos considerando vértices congelados por lo que podemos mutar en cualquier
direccion.
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Ejemplo 5. Consideremos el carcaj () mostrado en la Figura 4.

2 >3 € 4
/ \ Q

1 )

Figura 4: Carcaj @

Consideramos 3 € @y, la premutacién u3(Q) contiene un 2-ciclo como se muestra en

la Figura 5:
>4
[ab] / \ [ed]
5)

Figura 5: Premutacién u3(Q)

Eliminando el 2-ciclo obtenemos la mutacién ugz(Q):

7o

Figura 6: Mutacién uz(Q)

Proposicion 1.13. La mutacion de carcajes satisface las siguientes propiedades:

1) Para todo i € Qy se tiene que u;(u;(Q)) = Q, es una involucion.

2) Sean j.k € Qo tal que no existan flechas entre si, entonces w;(ui(Q)) =

Uk(%(@))

3) Sea r(Q) = QF el quiver opuesto de Q, entonces para i € Qo se tiene que

ui(r(Q)) = r(ui(Q))-
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Ahora extenderemos la nociéon de mutacion para el caso de carcajes con potenciales
(seguiremos [3]). Fijemos un QP (A,S) e i € Qg, podemos suponer que S no
contiene ningun ciclo empezando en i (si fuera el caso, podemos reemplazar S por

otro potencial ciclicamente equivalente). Denotamos A el espacio de flechas de la
premutacion u;(Q). Definimos:

e [S] el potencial en A que se obtiene al reemplazar todo i-gancho ab por [ab).
e A(Q) = Z b*a*[ab] donde la suma se toma sobre todos los i-ganchos.

Note que A;(Q) es la suma de todos los nuevos 3-ciclos tras la premutacion.

Definicién 1.15 ([3], Definicién 11). Definimos la premutacién de (A4, S) en la
direccion i como el QP u; (A, S) = (u;(A), w;(S)) = (A,S) donde:

e A es el espacio de flechas de ;i (Q).
o S=[5]+A:(Q).

La mutacién de (A, .S) en la direccién i se define como la parte reducida de u;(A, S),
es decir u; (A, S) = (Wi (A)red, Wi (S)rea)

Ejemplo 6. Consideremos los potenciales S; = 0y Sy = abc en el carcaj () mostrado
en la Figura 7. Calculemos las premutaciones uy(A, S1) v ua(A, S2).

2

Figura 7: Carcaj con potencial @)

En ambos casos debemos encontrar la premutacién de @, note que solo hay un
2-gancho bce por lo que debemos agregar una flecha [bc].

2

Figura 8: Premutacion s (Q)

Denotamos por A al espacio de flechas de la premutacion obtenida. Para el primer
potencial tenemos 51 = ¢*b*[bc], note que (A, S;) es reducido por lo que la mutacién

es UQ(A, Sl) = (A, Sl)
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Ahora Sy = afbe] + ¢*b*[be], la parte reducida de (A, S) es us(A, S3) = (A4,0) donde
A es el espacio de flechas del carcaj:

c b*

1 3

Figura 9: Carcaj con espacio de flechas A

Ejemplo 7. Consideremos el carcaj mostrado en la Figura 10 y el potencial S =
dcba. Vamos a realizar primero la mutacion en la direccion 2.

4 3
1 >2

Figura 10: Carcaj @)

C

N

a

La premutacién us(Q)) se muestra en la Figura 11, note que solo hay un 2-gancho.
El espacio de flechas de este carcaj lo denotamos por A.

Cc

4
ba
dl ba, |
1 i

Figura 11: Premutacién s (Q)

N
W

N
"}

El potencial en este caso es S = defba] + a*b*[ba], note que (A, S) es reducido por
lo que uz(A,S) = (A,S). Ahora vamos a mutar (A, S) en la direccién 3, reali-
zando la premutacion de u(Q) obtenemos el carcaj de la Figura 12 (hemos puesto
que f =b*, g = [ba] y e = a*). Denotamos por A’ al espacio de flechas de este carcaj.

El potencial S’ = @3(S) es e[fg] + d|cg] + g
no es reducido. Su parte reducida resulta (A4,
carcaj mostrado en la Figura 13.

[f9] + g"c*[cg], luego el QP (A, .5")

f*
0) donde A es el espacio de flechas del



A4

4 3
[f9]
1 29

€

N

Figura 12: Premutacién de uy(Q) en la direccién 3

7l

Figura 13: Carcaj con espacio de flechas A

\\\\ a
A4

Proposicién 1.14 ([23], Teorema 5.2). La clase de equivalencia a derecha del QP
(A, S) =ux(A,S) estd determinada por la clase de equivalencia a derecha de (A, S).

Corolario 1.15 ([23], Corolario 5.4). Sea un QP (A,S) y ux(A4,S) = (A,S). Si
(A,S) es un QP reducido tal que:

(A,5) = (A, S@) @ (4,5)

Entonces la clase de equivalencia a derecha de (A, S) estd determinada por la clase
de equivalencia a derecha de (A, S).

Demostracion. Ver en [23]. O

La proposicién 1.14 y el corolario 1.15 nos dicen que las premutaciones y mutaciones
estan bien definidas bajo equivalencia a derecha. Ademas, al igual que en la mutacion
usual, tenemos que la mutacién es una involucion.

Proposicién 1.16 ([23], Teorema 5.7). Sea (A, S) un QP tal que A es el espacio
de flechas de un carcaj Q (sin lazos ni 2-ciclos), entonces u?(A,S) es equivalente a
derecha a (A, S).

Demostracion. Ver en [23]. O

19



Capitulo 2

Triangulaciones y potenciales

En este capitulo haremos un breve repaso sobre la teoria de superficies marcadas
para luego asociar un carcaj con potencial a una triangulacion de estas.

Nos centraremos en el caso de superficies marcadas sin pinchaduras. No abordaremos
el caso en que la superficie las tenga. El lector puede consultar el capitulo 7 de [28]
para una referencia mas amplia sobre este tema.

2.1 Triangulaciones en superficies marcadas

Definicién 2.1 ([28], Definicién 2.1). Una superficie marcada es un par (S, M)
donde:

a) S es una superficie de Riemann conexa con borde 0S posiblemente vacio.

b) M C S es un conjunto finito de puntos que se denominan puntos marcados.
Este conjunto cumple la propiedad de que en cada componente conexa del
borde existe por lo menos algin punto marcado.

Usualmente denotaremos por S a una superficie marcada, obviando el conjunto de
puntos marcados (salvo se diga lo contrario).

Definicién 2.2 ([28], Definicién 2.1). Sea S una superficie marcada, a los puntos
marcados que se encuentran en el interior de S se les denominan pinchaduras.

A partir de ahora p denotard el nimero de pinchaduras y ¢ el nimero de puntos
marcados que estan en el borde de S.

Ejemplo 8. La Figura 14 muestra una esfera con 4 puntos marcados. Nuestra
superficie tiene género g = 0, el borde es vacio y no tiene componentes conexas
(aqui b denota el nimero de componentes conexas del borde).

Ejemplo 9. La Figura 15 muestra un bitoro con un hueco y con 5 puntos marcados.
Nuestra superficie tiene género g = 2 y el borde tiene una componente conexa.



ok o
1
O O O

Figura 14: Esfera con cuatro pinchaduras

- B
>

o Q
[l
W NN

Figura 15: Bitoro con un hueco

Nuestras triangulaciones tomaran como vértices a los puntos marcados de nuestra
superficie. Por esta razon, por lo menos en el presente trabajo, solo trabajaremos
con superficies con algun punto marcado. Ademds, queremos obviar el hecho que
una superficie no pueda tener una triangulacion o esta sea tnica. Por esta razén
asumiremos que (.S, M) no puede ser:

e Una esfera con p=1,2, 3.
e Un m—gonconp=0,1ym=1.
e Unm—gonconp=0ym=23.

Definicién 2.3 ([28], Definicién 2.2). Sea (S, M) una superficie marcada, un arco -y
en S es una curva (considerada bajo isotopia) que satisface las siguientes condiciones:

a) Sus extremos son puntos marcados.

b) No tiene autointersecciones, salvo posiblemente en sus extremos.
¢) «v es disjunto de M y 0, salvo posiblemente en sus extremos.

)
)
)
)

d) 7 no corta a un monogon ni un digon, ambos sin pinchaduras.
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Las curvas que unen dos puntos marcados y caen integramente en el borde sin pasar
por un tercer punto marcado, se denominan segmentos de borde. Por la condicion
d) este tipo de curvas no se consideran arcos de una superficie marcada pues cortan
a un monogon o digon (el corte se debe a que forman parte del borde de estos). A
una curva cuyos extremos coinciden se le denomina lazo.

Ejemplo 10. Consideremos el toro con un hueco y 5 puntos marcados como muestra
la Figura 16. En este caso ; no es un arco, efectivamente es un segmento de borde
(bajo isotopia). Por el contrario v y 73 si son arcos del toro.

Figura 16: Curvas en el toro con un hueco

Definicién 2.4 ([28], Definicién 2.4). Sean v y 7' dos arcos en una superficie mar-
cada S. El nimero de intersecciones de estos arcos, denotado por e(,v’), se define
como el nimero entero:

e(v,7') = min{nimero de intersecciones de a, &/ | @ >~ v,/ ~ '}

Dos arcos seran compatibles si e(y,7") = 0. Cabe decir que las intersecciones siempre
se toman en el interior se la superficie.

Definicién 2.5 ([28], Definicién 2.6). Dada (S, M) una superficie marcada, una
triangulacién ideal de S es una coleccién maximal de arcos compatibles dos a dos
junto con los (posibles) segmentos del borde.

Ejemplo 11. La Figura 17 nos muestra una triangulaciéon del anillo con 4 puntos
marcados, de los cuales uno es una pinchadura.

Las triangulaciones cortan a la superficie en triangulos, denominados triangulos
ideales. Un triangulo ideal se denomina interior si es que las posibles intersecciones
con el borde son puntos marcados. Un triangulo ideal interior que tiene solo dos
arcos como lados se denomina triangulo auto-plegado, este tipo de triangulo consiste
en un lazo y un arco que une una pinchadura.
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Figura 17: Triangulacién en el anillo

W
Lazo

Radio

Figura 18: Tridngulo auto-plegado

Teorema 2.1 ([28], Proposicién 2.10). Sea (S, M) una superficie marcada y T una
triangulacion ideal. El nimero de arcos de T" viene dado por:

n=6g+3b+3p+c—6
El nimero n se le llama el rango de (S, M).

Demostracion. Ver en [28]. O

Ahora asociaremos un quiver a una triangulacién de nuestra superficie. Sea T =
{71,...,7m} una triangulacién en una superficie marcada de rango n, es decir tiene
n arcos. Vamos a suponer que 7, . ..,7, son los arcos y los restantes los (posibles)
segmentos de borde. Los vértices de nuestro quiver Q(7') van a estar en relacién bi-
univoca con los arcos de T' y denotaremos simplemente por ¢ al vértice asociado a ;.

Las flechas en nuestro quiver Q(7") se definen como sigue. Para cualquier tridngulo
ideal A en T' que no sea autoplegado, anadiremos una flecha i — j siempre que se
cumpla alguna de las siguientes condiciones:

a) 7,7, son lados de A, ademds ~; sigue a 7; en sentido horario.

b) 7; es el radio de algin tridngulo autoplegado con lazo v, y 7;, v son lados de
A tal que 7; sigue a ~; en sentido horario.
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Figura 19: Caso b) en la definicién de Q(T))

¢) 7 es el radio de algun tridngulo autoplegado con lazo v, y 7;, 7 son lados de
A tal que v, sigue a ; en sentido horario.

Figura 20: Caso ¢) en la definicién de Q(T)

d) v y 7; son radios de tridngulos autoplegados con lazos v, y v, tal que v,
sigue a 7, en sentido horario.

Figura 21: Caso d) en la definicién de Q(7T)

Definicién 2.6. Al quiver Q(T') construido se le denomina el carcaj de adyacencia
asociado a la triangulacién 7. A la matriz de intercambio (no estamos considerando

vértices congelados) se le denomina la matriz de adyacencia de Ty se denota por
B(T).

Observaciéon. En [9] se define la matriz de adyacencia sin el uso de carcajes;
sin embargo, la definicion que hemos dado coincide. Para ver esto, dada T una
triangulacién e ¢ un arco, defina 77 (i) = r si es que i es el radio de un tridngulo
auto-plegado y r el lazo de este o mp(i) = i caso contrario.
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Dado A un triangulo ideal no auto-plegado, definimos la matriz entera B$ por:

(1 si A tiene como lados a m7(i), m7(5) v
7r(1) sigue a mp(j) en sentido horario

B2 ={ —1; siAtiene como lados a 7r(i),7r(j)y
(i) sigue a mr(7) en sentido antihorario

[ 0; caso contrario

Luego la matriz de adyacencia es:

donde la suma se toma sobre todos los tridangulos que no son auto-plegados. De la
misma definicién se nota que B(T') es antisimétrica.

Definicién 2.7 ([3], Definicién 8). Sea T una triangulacién de (S,M). Si una
pinchadura p es incidente a exactamente solo dos arcos i; y iy, anadimos en Q(7T)

las flechas i1 — 15 y iy — 4;. El carcaj resultante se denota por Q(7") y se denomina
el carcaj de adyacencia no reducido.

—

Note que en Q(T) tenemos un potencial S € A? formado por el 2-ciclo que anadi-
mos. A continuacion veamos algunos ejemplos de triangulaciones con sus respectivos
carcajes.

Ejemplo 12. Consideremos la triangulacién ideal T' del monogon con dos pincha-
duras mostrada en la Figura 22. Note que existe un triangulo auto-plegado por lo
que debemos usar b) y c¢) para poder encontrar el carcaj asociado.

Figura 22: Triangulacién del monogon
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Hemos asignado una numeracién a los arcos de 7', con esta, el carcaj asociado Q(T)
se muestra en la Figura 23 junto con su respectiva matriz de adyacencia.

’ B(T)
0 0 1 -1
T 0 0 1 -1
L ATy o 1 =10 0
1 10 0
4

Figura 23: Carcaj y matriz de adyacencia

Ejemplo 13. Consideremos la triangulacién ideal T del anillo con dos puntos mar-
cados mostrada en la Figura 24. En este caso el carcaj asociado es el quiver de
Kronecker.

22

QT) 1 ——
B(T) (_02 g)

Figura 24: Carcaj y matriz de adyacencia

Ejemplo 14. En la Figura 25 se ve una triangulacion de un cuadrado con una

—

pinchadura, asi como Q(T) y Q(T).

DN Y

Figura 25: Carcaj de adyacencia reducido y no reducido
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2.2 Potenciales en superficies

En esta seccién definiremos un carcaj con potencial para una triangulacién siguiendo
el capitulo 3 de [3]. Consideremos una superficie marcada (S, M) y para cada
pinchadura p € P escogemos z,, € K arbitrario. Vamos a fijar las elecciones (z,),ep-

Definicién 2.8 ([3], Definicién 23). Sea T' una triangulacion ideal de (S, M), aso-
ciaremos un potencial S(T") € R((A(T))) donde A(T) es el espacio de flechas de

Q(T). Denotaremos por A\(T ) el espacio de flechas de Q(T).

e Todo tridngulo interior no autoplegado A induce un tridngulo orientado SA
en Q(T') salvo equivalencia ciclica.

e Si el tridngulo interior no autoplegado A con lados j, k,[ es adyacente a dos
tridngulos autoplegados como muestra la Figura 26 definimos (bajo equivalen-
cia ciclica) TS = bobsby/x,x, donde p, ¢ son las pinchaduras de los tridngulos
autoplegados. En cualquier otro caso ponemos T2 = 0.

iL)m

Figura 26: Tridngulo ideal incidente a dos tridngulos autoplegados

e Si una pinchadura p € P es adyacente a exactamente un arco ¢ de 7', entonces
1 es radio de algun triangulo autoplegado y se tendria la configuracion que se
muestra en la Figura 27. Si k y [ son arcos de T'y no forman parte del borde
de S, definimos (bajo equivalencia ciclica) S? = —abyby/x,,.

e Si una pinchadura p € P es adyacente a més de un arco de 7', borramos todos
los lazos adyacentes a p que son lazos de algin triangulo autoplegado. Las
flechas entre los demds arcos adyacentes a p forman un tnico ciclo af ... a}
que da una vuelta a};ededor de p en sentido anti-horario. Definimos (bajo

equivalencia ciclica) SP = x,a} ... al.
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Figura 27: Pinchadura adyacente a exactamente un arco ¢

Definicién 2.9 ([3], Pag. 13). El potencial no reducido S(T') € R{(A(T))) se define
como:

STy =Y (84 +T4+> 5

A peP
donde la primera suma se toma sobre todos los triangulos interiores no autoplegados.

Definicién 2.10 ([3], P4g. 13). Definimos el carcaj con potencial asociado a la

~

triangulacién T', denotado por (A(T), S(T)), como la parte reducida de (A(T), S(T)).

Ejemplo 15. Si la superficie no tiene pinchaduras, es decir todos los puntos mar-
cados caen en el borde, entonces para cada triangulacién T' de (S, M) se tiene que
(A(T),S(T)) = (A\(T), §(T)), donde S(7') es suma de tridngulos orientados de Q(7T')
provenientes de tridngulos ideales interiores. En este caso resulta que el dlgebra Ja-

cobiana cumple:

J(Q,W)’ém

donde I(T) es el ideal generado por todos los 2-caminos determinados por los 3-ciclos
de tridngulos interiores de la triangulacion.

Ejemplo 16 ([3], Ejemplo 25). Sila triangulacién ideal 7" de (S, M) no tiene tridngu-
los autoplegados y cada pinchadura es incidente a almenos 3 arcos de T'. En este

caso (A(T), S(T)) = (A(T), S(T)) donde:
STy =Y "5+ wal...d}
A

peEP

es la suma de los tridngulos orientados de Q(7") provenientes de tridngulos ideales
interiores y multiplos de ciclos alrededor de la pinchadura.
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Ejemplo 17. Consideremos la triangulacion ideal T' del hexdgono con dos pincha-
duras como se muestra en la Figura 28.

Figura 28: Triangulacién de un hexagono con dos pinchaduras

El carcaj de adyacencia asociado se muestra en la Figura 29.

Figura 29: Carcaj de adyacencia

En este caso tenemos que S(T) = a8y + dne + (pw/zpxy)) — (V€/xp) — (epA/zy).

~

Asi (A(T), S(T)) es reducido, por lo que (A(T), S(T)) = (A(T), S(T)).
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Ejemplo 18. Podemos realizar un flip a la tringulacién anterior sobre uno de los
lazos de los triangulos autoplegados, obteniendo la Figura 30.

Figura 30: Triangulacién del hexdgono obtenida tras un flip

El carcaj de adyacencia asociado se muestra en la Figura 31 (note que en ¢ hay
exactamente dos arcos incidentes por lo que anadimos a y b).

Figura 31: Carcaj de adyacencia

En este caso tenemos que S(T) = afy + 6%pb + aly* — (awv*/z,) + z,ab. En

este caso (Q(T), S(T)) no es reducido. Consideremos el isomorfismo de R-dlgebras

¢ : R((A(T))) — R({(A(T))) definido en las flechas por a — a — (0*p/z,),b —
b— (An*/z,) + (wv*/zpx,) v la identidad en el resto de las flechas.
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Este resulta ser un equivalencia a derecha entre (A(T), S(T)) y (A(T), rqab+afy —
(0*pAn*/xy) + (6" pwv*/xpxy)). Luego el QP asociado a T, salvo equivalencia a
derecha, es (Q(T),S(T)) donde S(T') = afy — (8*pAn*/z,) + (0% pwv*/z,x,).

Teorema 2.2 ([3]|, Teorema 30). Sea T' y T" dos triangulaciones ideales de (S, M)
tal que T" = w;(T). Entonces u;(A(T),S(T)) y (A(T"),S(T")) son QP equivalentes
a derecha.

Finalizamos este capitulo con un resultado sobre la dimension del dlgebra Jacobiano.
Denotaremos al algebra Jacobiana asociada a una triangulacién 7' (més precisamente
a su quiver asociado (Q(T), S(T")) = (Q(T),W(T))) como J(Q, W).

Teorema 2.3 ([3], Teorema 36). Sea (S, M) una superficie con borde no vacio. Para
una triangulacion T' de (S, M) el dlgebra Jacobiana J(Q, W) es de dimension finita.

Demostracion. Supongamos que (S, M) no tenga pinchaduras y sea T' una trian-
gulacién de (S, M). Para cada punto marcado m tenemos una configuracién local
como muestra la Figura 32.

Figura 32: Configuracién local alrededor de un punto marcado

Las flechas af*, ..., a7 estdn determinados tinicamente por m. Sea:
N = max{d,, |m € M}

Luego, cada camino en Q(T') que tiene longitud mayor que N debe tener como factor
a ab = 0.(S(T)), para algun tridngulo orientado abc que aparece en S(T)).

Sea T} la triangulacién de (S, M U P;) obtenida al agregar una pinchadura dentro
de algun triangulo y anadir tres aristas conectando P; con los vértices del triangulo.
Tenemos que J(7T') C J(T}) y asi todo camino en Q(77) de longitud mayor que N +2
estd en J(T). Esto prueba lo pedido para este caso.

Para ver la prueba en el caso de pinchaduras, el lector puede consultar [3]. O
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Capitulo 3

Grafos serpientes

3.1 Definicién y grafo de banda

En este capitulo introducimos el concepto de grafos serpiente. Asociaremos un
grafo serpiente a las triangulaciones de superficies e interpretaremos la interseccion
de arcos en términos de estos. Principalmente seguiremos las referencias [9], [16],
[17] y [18]. El lector interesado en el célculo de grafos serpiente puede revisar [16]
con mas detalle.

Definicién 3.1 ([16], Pdgina 2). Una tesela G es un cuadrado (de longitud fija) en
el plano cuyos lados son paralelos a la base candnica.

Entenderemos una tesela G como un grafo de 4 vértices y cuatro aristas como se
muestra en la Figura 33. En una tesela distinguiremos sus cuatro lados por los
puntos cardinales: norte,sur,este y oeste.

Norte

Oeste G Este

Sur

Figura 33: Tesela GG

Definicién 3.2 ([16], Pédgina 2). Una grafo serpiente es un grafo plano conexo
conformado por una secuencia de teselas Gy,...,G4 con d > 1 satisfaciendo la
siguiente condicién:

e Las teselas G; y ;11 comparten una arista en comun e;, donde o bien e; es el
norte de G; y el sur de G; ;1 o bien e; es el este de G; y oeste de Gy 1.

Ejemplo 19. Por convenciéon asumiremos que si d = 0, el grafo de serpiente serd
dos vértices unidos con una sola arista. En al Figura 34 se muestran grafos serpiente
para d =4, 9.
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Figura 34: Ejemplos de grafos serpiente

Denotaremos un grafo serpiente por G = (Gy,...,G,) indicando las teselas que la
definen. Note que estas no definen un unico grafo, podemos pegarlas de distinta
forma y obtener dos grafos no isomorfos.

Definicién 3.3 ([16], Pagina 2). Sea G = (G, ..., Gy) un grafo serpiente, entonces:

a) Las aristas ej,...,eq_1 se denominan aristas interiores y las restantes aristas

de borde.
b) El interior de G se define como: int(G) = {ey,...,eq 1}
c¢) El sur-oeste de G se define como: gy G = {sur de G, oeste de G }.

d) El nor-este de G se define como: GNF = {norte de Gy, este de G4}

Observacién. Si d = 0 entonces los conjuntos giG y GV¥ son vacfos. Un grafo
serpiente se denomina recto si sus teselas se encuentran en una misma fila o columna
y se denomina zig-zag si no hay tres teselas consecutivas rectas.

Definicién 3.4 ([16], Seccién 2.1). Sea G = (G4, ...,G,4) un grafo serpiente, una
funcién signo en G es una funcién ¢ : {aristas de G} — {£} que satisface:

a) Para todo i, el norte y oeste de G; tienen el mismo signo.
b) Para todo i, el sur y este de G; tienen el mismo signo.

c¢) Para todo i, el norte y el sur de G; tienen signos opuestos.

Si fijamos el signo de una arista, definimos toda la funcién signo haciendo cumplir
cada una de las condiciones de la definicion. Asi solo existen dos funciones signo
para un grafo serpiente.

Ejemplo 20. En la Figura 35 se muestran las dos funciones signos asociadas al
grafo serpiente G con 9 teselas.
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Figura 35: Funciones signo para un grafo serpiente

3.2 De triangulaciones a grafos serpiente

En esta seccién trabajaremos con superficies sin pinchaduras, la principal razon es
que queremos evitar los triangulos auto-plegados en nuestras triangulaciones ideales.
Consideremos una triangulacion ideal 7" de (S, M), el objetivo de esta seccién es
asignar un grafo serpiente a 7. Sea v un arco en S que no estd en 7', fijemos una
orientacién en v, s € M su punto inicial y ¢ € M su punto final. Denotaremos por:

S = Do, P1,P2, -, Pd+1 =1

a todos los puntos de interseccién de  con T' (en orden con la orientacién fijada).
Para cada j € {1,...,d} consideramos las siguientes notaciones:

e 7;, el arco de T' que contiene a p;.
o A;_1,A; los dos tridngulos ideales en T" que estdn a cada lado de 7;,.

e Con lo anterior tenemos que 7;; y 7;,,, son arcos de A;, denotamos por ¢; al
tercer arco de A;.

Figura 36: Arco ~ cortando a una triangulacion
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Ahora, sea G; el cuadrildtero en T' que tiene a 7;; como diagonal, vamos a pensar
en este cuadrildtero como una tesela etiquetada por los arcos de S. Por ejemplo, en
la Figura 36 tenemos GGy y G como muestra la Figura 37. Note que pueden haber
dos formas de obtener la tesela respetando o no la orientacion de nuestra superficie.

G

G
€1 €1 €9
AV)

Figura 37: Teselas G| y G»

Definicién 3.5 ([9], Definicién 4.1). Diremos que la tesela G; tiene orientacién
relativa +1 si es que respeta la orientacién de S y —1 si no la respeta. Denotaremos
a esta por rel(G;, T).

Para obtener el grafo serpiente seguiremos los siguientes pasos:

e Fijar una orientacion relativa en la primera tesela (G, o bien +1 o bien —1.

Para i > 1 las teselas G;_1 y G; cumplen que rel(G;_1,T) # rel(G;,T). En
otras palabras, alternamos las orientaciones.

Pegar G; v Giy1 a lo largo de e;. Obtenemos un grafo G.,.

Por dltimo, eliminar todas las diagonales de cada tesela.

Definicién 3.6 ([9], Seccién 4.2). Dado v ¢ T, el grafo serpiente que acabamos de
construir lo denotaremos por G, o simplemente G, y lo denominaremos el grafo
serpiente asociado a .

A este grafo serpiente podemos asignarle una funcién signo f como sigue:

a) f(e;) =+ si e; cae a la derecha de v cuando pasa a travéz de A;.

b) f(e;) = — cualquier otro caso.

Observacion. La orientacién de la primera tesela siempre se considerara +1 salvo
se diga lo contrario. Cuando nos refiramos al grafo serpiente asociado a una arco,
siempre consideraremos la funcion signo mencionada anteriormente.

Ejemplo 21. Consideremos el anillo con dos pinchaduras junto con la triangulacion
T mostrada en la Figura 38. Consideramos el arco vy ¢ T con la orientacién indicada,
este intersecta a la triangulacion en tres puntos pi,p2 v ps.
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Figura 38: Anillo con dos pinchaduras

En este caso solo hay tres tridngulos ideales, el grafo serpiente asociado a v se mues-
tra en la Figura 39 (parte de arriba). Si hubieramos considerado la otra orientacién
en v se hubiera obtenido el grafo serpiente de abajo.

2 1 2
| |
al 1 b 2 a1 |0
| |
2 1 2
2 1 2
| |
b172b|1a

2 1 2
Figura 39: Grafo serpiente asociado al anillo
Ejemplo 22. Consideremos un hexagono con la tridngulacién formada por las dia-

gonales 1,2 y 3 como muestra la Figura 40. Consideramos la orientacion de v de
izquierda a derecha, el grafo asociado se muestra en la Figura 41.

Figura 40: Hexagono (6-gon)
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Figura 41: Grafo serpiente asociado a v en el hexagono

Ejemplo 23. Consideremos el anillo con 4 puntos marcados en el borde con la
triangulacién formada por los arcos 1,2,3 y 4 como se muestra en la Figura 42.

Figura 42: Anillo con 4 puntos marcados

En este caso tenemos cuatro puntos de interseccién, las aristas interiores de nuestro
grafo serpiente son a,b,6 y 5, este se muestra en la Figura 43. La funcion signo,
por ejemplo, sobre la arista interior nos da +1 pues el segmento de borde a estéd a
la derecha de v cuando pasa por el segundo tridngulo ideal.

1 2
I
3] 4 5 1 |a
s T
21 3 |4
2 b —
5] 1 «a 3
|
4 1

Figura 43: Grafo serpiente asociado a 7y en el anillo
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3.3 Superposiciéon y cruces

La interseccion de dos arcos se pueden interpretar en términos de sus grafos serpien-
te asociados. Para esto vamos a definir el concepto de superposicion de dos grafos
serpientes y también la nocion de cuando dos grafos se cruzan.

Sea G = (G4, ...,Gy) un grafo serpiente denotaremos por G|i, 7+ t] al subgrafo de G
formado por las teselas G;,...,G; s donde 1 <7< dy 0 <t <d—1 Similarmente
parai>2e i+t <d— 1 definimos G(i,i +t) como G[i,i +t]\ {e; 1, €44}

Definicién 3.7 ([17], Pégina 4). Sea G = (Gy,...,G,4) un grafo serpiente y e; una
arista interior. Definimos el grafo serpiente G \ pred(e;) como el grafo obtenido de
G removiendo los vértices y aristas que son predecesores de e;, es decir:

G \ pred(e;) = Gli+ 1,d]
Similarmente, si e € GNF definimos G \ pred(e) = {e}.

Definicién 3.8 ([17], Pégina 4). Sea G = (G, ..., G4) un grafo serpiente y e; una
arista interior. Definimos el grafo serpiente G \ succ(e;) como el grafo obtenido de
G removiendo los vértices y aristas que son sucesores de ¢;, es decir:

G \ succ(e;) = G[1,1]
Similarmente, si e € gyG definimos G \ succ(e) = {e}.

Ejemplo 24. Consideremos el grafo G como muestra la Figura 44. En este caso
para ey se define G \ pred(es) y G \ succ(es).

Gy

G\ pred(es)

(&
er| e 7P

G\succ(es) | Gy | Ge

Figura 44: Grafos G \ pred(es) y G \ succ(es)

Cuando tengamos dos grafos serpientes G; y G, consideraremos que un encaje (em-
bedding) i : G — G; siempre cumple que i(G) es o bien G o bien una rotacién de
180° de G o bien una reflexién respecto a y = x o y = —x. En particular siempre
se mapeard el vértice sur-oeste de la primera tesela de G al vértice sur-oeste de la
primera tesela en i(G) o al nor-este de la tltima tesela en i(G)
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Definicién 3.9 ([17], Seccién 2.5). Sean Gy = (G1,Ga,...,Gq) y Go = (G, ..., Gl))
dos grafos serpientes. Diremos que G; y Gy tiene una superposiciéon G si G es un
grafo serpiente con al menos una tesela y ademas existen dos encajes i; : G — Gy e
19 : G — Gy que cumplen lo siguiente:

a) Si G tiene al menos dos teselas y existe G’ con encajes i} : G' — Gy,ib : G' — G
tal que i1(G) C i1(G") yi2(G) C i5(G'), entonces i1(G) = i1 (G") y i2(G) = i5(G").

Los encajes i;, Z; deben respetar el orden de las teselas (j = 1,2).
b) Si G tiene una tesela, ponemos Gy = i;(G), G}, = i2(G). Entonces:

a) ke{l,d} ok € {k,d'} o

b) 1 <k<dl<k <dy (Gra,Gr Gr1), (G_1, Gy Glyq) son ambos
rectos o ambos zig-zag.

Ejemplo 25. En la Figura 45 se muestra dos grafos serpientes G; y G, con una
superposicién G. En este caso G tiene 4 teselas.

Figura 45: Superposicién G caso a)

Ejemplo 26. En la Figura 46 se muestra dos grafos serpientes G; y Gs con una
superposicion G. En este caso G tiene solo 1 tesela.

G/
2 7
Gk Z
% %
G
g1 2

Figura 46: Superposicién G caso b)
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Extendamos lo anterior para el caso de una superposicién en el mismo grafo ser-
piente. Para esto consideremos G; un grafo serpiente y 71 : G — Gy,i5 : G — Gy
dos encajes tales que i1(G) = Gi[s,t] # i2(G) = Gi[s/,t'] donde s < ty s < t.
Asumiremos que 7; mapea el sur-oeste de la primera tesela de G en el sur-oeste de
Gs en Gls, t].

e Diremos que 71,75 estan en la misma direccién si i mapea el sur-oeste de la
primera tesela de G al sur-oeste de G’ en Gi[s, t'].

e Diremos que 71,75 estan en direccion opuesta si io mapea el sur-oeste de la
primera tesela de G al nor-este de G} en G;[s,t'].

Definicién 3.10 ([17], Pdgina 7). Diremos que G; tiene una auto-superposiciéon G
en la misma direccion, si G es un grafo serpiente con una funcién signo f y ademas
existen i1 : G — Gy,19 : G — Gy encajes en la misma direccién tal que:

e i1(G) # i2(9).
e Satisfacen a) y b) de la definicién de superposicién.
e Las 2 funciones signo inducidas por f son iguales.

Definicién 3.11 ([17], Pdgina 8). Diremos que G; tiene una auto-superposiciéon G
en la direccion opuesta, si G es un grafo serpiente con una funcién signo f y ademas
existen i1 : G — Gy,19 : G — G5 encajes en la misma direccién tal que:

e i1(G) Niy(G) =0 y hay como minimo una tesela entre ellos.
e Satisfacen a) y b) de la definicién de superposicion.
e Las 2 funciones signo inducidas por f son opuestas.

Ejemplo 27. En la Figura 47 se muestra una auto-superposicion G en la misma
direccién. Note que las funciones signo coinciden.

77777

Wiz

Figura 47: Auto-superposicién G en la misma direccion
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Ejemplo 28. En la Figura 48 se muestra una auto-superposicion G en la direccion
opuesta. Note que las funciones signo son opuestas.

Figura 48: Auto-superposicién G en direccién opuesta

Diremos que una auto-superposicion tiene interseccion si es que i1 (G)Niz(G) contiene
al menos una tesela.

Ejemplo 29. En la Figura 49 se muestra una auto-superposicion G en la misma
direccién con interseccién, en este caso tiene tres teselas.

Figura 49: Auto-superposicién G con interseccién

Sea G, = (Gi,...,G4),G2 = (GY,...,G)) con una superposicién en G con encajes
i1(G) = Gi[s, t] y i2(G) = Go[¢', t']. Fijemos una funcién signo f en G, esta induce dos
funciones signo f; y fo en Gy y G respectivamente. Por la maximalidad tenemos:

files—1) = —falely_y)
filer) = —fa(ey)
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Definicién 3.12 ([16], Definicién 2.4). Con las notaciones anteriores, diremos que
los grafos serpientes G; y G, se cruzan en G si se cumple una o ambas de las siguientes
condiciones:

i) a) fi(es—1) = —fi(et), si s > 1,t < d o bien

f
fa(el_ 1) = —faley)sis’ > 1, <d

o

) i
) fal
i) a) file) = falel_y),sis=1,t<d,s’ >1,# =d o bien
) fil

b) fi(es—1) = faley),sis > 1L t=d, s =1t <d
La definicién anterior no depende de la funcién signo, simplemente depende del

mismo grafo serpiente. En la practica podemos asignar + o — sin problemas a una
de las aristas.

Ejemplo 30. Consideremos los dos grafos mostrados en la Figura 50, fijemos cual-
quier funcién signo, note entonces que:

fl(es—l) = _f1(6t>

€¢r

t |t t’

€s—1

Figura 50: Cruce en G

Al igual que en el caso de una superposicién, extendemos la definicién de cruce
al caso que se de en un mismo grafo. Sea G; = (G4,...,Gy) un grafo serpiente
con auto-superposicién en G y encajes i1(G) = Gi[s, t],i2(G) = Gi[s/, ] con s < .
Fijamos una funcion signo f en G, arbitraria.

Definicién 3.13 ([16], Definicién 2.6). Diremos que G; se auto-cruza en G si se
cumple las siguiente condiciones:

i) f(es—1) = —f(es), si s >1o0bien f(e, ;) =—f(e,)sit <d.
i) f(e) = fles—1)
Al igual que en las auto-superposiciones, la definicién anterior no depende de la

funcion signo. Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 31. Consideremos el grafo serpiente mostrado en la Figura 51. Las aristas
es_1, €y V € se muestran también. Es inmediato verificar que:

f(65'71) = _f(et'>
f(et) = f(QS’—l)

€t

T

/es’—l t’/
\

8/

e,”” [N

Figura 51: Auto-cruce en G

Ejemplo 32. Consideremos el grafo serpiente mostrado en la Figura 52. Las aristas
es_1, €y V € se muestran también. Es inmediato verificar que:

f(es’—l) = _f(et’)
f(et) = f(es’—l)

et/?‘\

t/

€t &

65’—1/_\\8/ ﬂ

Figura 52: Auto-cruce en G
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3.4 Resolucion de cruce

En esta seccion definiremos ciertos tipos de grafos serpientes para asi poder en-
contrar correspondencias entra las intersecciones de arcos y nuestros grafos. Estos
grafos seran elementos de un grupo abeliano libre, que nos permitira operar grafos
serpientes.

Definicién 3.14. Definimos R el grupo abeliano libre generado por todas las clases
de isomorfismo de uniones disjuntas de grafos serpientes y de banda.

Recordar que G es el grafo opuesto de G, que se obtiene al reflejar adecuadamante
y asi obtener la secuencia de teselas opuestas a la inicial.

Sean G, G, dos grafos serpientes con superposicion G, que se cruzan en G con encajes
G = Gi[s, t] = Gols', t']. Vamos a definir 2 grafos G y G, como sigue:

a) GL=Gi[l,s —1]UGy[s' — 1,1].

b) Gh = Gold', ¥ + 1] UGyt + 1,d].
donde:

a) G- se pega como sigue:

— Si G4 esta al este de G4_1, entonces se pega a lo largo del norte de G4_;
y del este de G%,_;.

— Si G4 esta al norte de G,_1, entonces se pega a lo largo del este de G4_;
y norte de G%,_,.

a) Gg se pega como sigue:

— Si G4 estd al este de Gs_1, entonces se pega a lo largo del norte de G4_;
y del este de G%,_;.

— Si G4 esta al norte de G4_1, entonces se pega a lo largo del este de G4_;
y norte de G, _.

Fijamos f5 y fs funciones signo en Gi y Gj respectivamente. Ahora, definimos los
grafos Gs, G4, G5 y Gs como sigue:

g3 = gl[l, t] U gg[t, + 1, d/]
donde los grafos se pegan a lo largo de ¢, € G}'® N gwG 4,
Gis = Go[1, '] UGt + 1,d]

donde los grafos se pegan a lo largo de ¢; € G"E N g Gy
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g: sis>1,8>1
Gs = ¢ Gt \ succ(e) sis' =1
Gt \ pred(e) sis=1

donde en el caso s’ = 1, e es la ultima arista en int(Gs )Usw G5 tal que fs5(e) = f5
y en el caso s = 1, e es la primer arista en int(GL) U GEE tal que f5(e) = f5(e

G sit<d,t' <d
g6 =

Ees—l)

1—_1)s

Gg \ succ(e) sit=d
Gg \ pred(e) sit' =d

donde en el caso t = d, e es la dltima arista en int(Gj) U sw Gy tal que fo(e) = fs(e})
yen el caso ¢’ = d, e es la primer arista en int(G5) U Go'F tal que fs(e) = fo(ey).

Definicién 3.15 ([17], Definicién 3.1). Con las notaciones anteriores, diremos que
(G3UGy) 4+ (G5 UGg) € R es la resolucién de cruce de Gy y Go en la superposicién G.
Lo denotaremos por Resg(G1,G2) o simplemente Res(Gy, Ga).

Ejemplo 33. Consideremos los grafos mostrados en la Figura 53, estos tienen una
superposicién. Note ademas que s > 1,t < d,s > 1,t' < d'.

Figura 53: Grafos G; y G

El grafo G3 se obtiene pegando dos grafos como sigue:

Figura 54: Grafo G3
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El grafo G4 se obtiene pegando dos grafos como sigue:

Go[1,1] Gi[t+1,4d]

Figura 55: Grafo G,

Los grafos G y G§ son:

Gi[l, s —1] Gals'—1,1]

NG A

Gold', t" +1]

gl[t+ 13 d]

Figura 56: Grafos GL y G

Como s > 1,t <d,s" > 1,t' < d entonces los grafos G5 y Gg coinciden.

Ejemplo 34. Consideremos los grafos mostrados en la Figura 57, estos tienen una
superposicion. Note que s =1y t' = d por lo que G5 y Gg no coinciden con Gf y Gg.

Figura 57: Grafos Gy y Go

Los grafos g3 v G4 se muestran en la Figura 58:
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T Ga

Gilt+1,d]

Figura 58: Grafos G3 y G4

Los grafos GL, G} se muestran en la Figura 59 y G5, Gg en la Figura 60.

G5 =Gafs'— 1,1]

Figura 59: Grafos Gf v G

Gs

Gs

Figura 60: Grafos G5 y Gg

Ejemplo 35. Consideremos los grafos mostrados en la Figura 61, estos tienen una
superposicién. Note que s =1y t' = d por lo que G5 y Gg no coinciden con G; y Gg.

Los grafos G3 y G4 se muestran en la Figura 62 y los grafos G5 v Gg en la Figura 63
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Figura 61: Grafos G; y Gs.

Gs

Ga

Figura 62: Grafos Gs y G4.

3.5 Grafting

En esta seccion definiremos otra operacién que asigna dos pares de grafos serpientes
a dos grafos. Esta operacién no involucra las superposiciones estudiadas anterior-
mente y serviran mas adelante en la prueba de algunos teoremas.

Sea G; = (Gy,...,Gyq), G2 = (G}, ...,GY) dos grafos serpiente y f; una funcién
signo en Gy. Sea 1 < s < d tal que G4 # G}. Tenemos dos casos:

e Sis#d.

— Si G441 esta al norte de G, denotaremos por d3 la arista este de G, por
5 la arista oeste de Gs11, por d5 la arista oeste de G} y por J; la arista
sur de GY.

— Si G estd al este de G, denotaremos por d3 la arista norte de G, por
J5 la arista sur de G411, por 95 la arista sur de G} y por 4, la arista oeste
de GI.

Las notaciones anteriores se pueden observar en la Figura 64
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gs Ge

Figura 63: Grafos G5 y Gg.

55 Gs+1

Gs |03 03 Gst1 | Gi

55 5{))

K2
-

Figura 64: Posibles casos para Grafting

Definiremos cuatro grafos serpientes:

— G3 = Gy[1, s] U Ga, donde los subgrafos se pegan a lo largo de d3 y 0.

— Gy = Gy \ pred(e), donde e € Int(G;[s + 1,d]) UGI'E es la primera arista
tal que fi(e) = f1(d3).

— G5 = G1 \ succ(e), donde e € Int(Gy[1, s]) U sw@; es la dltima arista tal
que fi(e) = fi(d3).

— Gs = Go[d',1]UGy[s + 1, d], donde los subgrafos se pegan a lo largo de las
aristas 05 y 5.

e Si s =d. Escogemos un par de aristas (ds, d3) tal que d3 sea la arista norte en
Gs y 0% la arista sur en G} o d3 la arista este de G5 y d5 la arista oeste de GY.
Sea fy una funcion signo en G, tal que f2(0%) = f1(d3), definimos cuatro grafos
serpientes como sigue:

— G3 = G1[1, s] U Gy, donde los dos grafos serpientes se pegan a lo largo de
las aristas d3 y 95.

— Gy ={d3}.
— G5 = Gy \ succ(e), donde e € swG; U Int(Gy[1,2]) es la dltima arista tal
que fi(e) = f1(d3).
— Gs = Gy \ pred(e), donde e € Int(Gs) U GNE es la primera arista tal que
fa(e) = fa(d5).
Definicién 3.16 ([17], Definicién 3.6). Con las notaciones anteriores, diremos que

el elemento (G3 U Gy) + (G5 U Gg) € R es la resolucién del grafting de Gy en Gy y lo
denotaremos por Grafts s, (G1, G2).
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Ejemplo 36. Consideremos los grafos serpientes G; y G, mostrados en la Figura
65. Siguiendo los pasos establecidos, se muestran también las aristas ds, 95, 05 y 0%.

Ga

D%

Figura 65: Grafos G; y G

En la Figura 66 se muestran cada uno de los cuatro grafos que constituyen la reso-
lucion del grafting.

G4 Gs

g3 Ge

Figura 66: Grafting

3.6 Intersectando arcos

Las nociones definidas anteriormente tienen una razén en su complicada definicion.
En nuestra superficie intersectar dos arcos va a tener una nocién dual con la de
superponer grafos serpientes. Uno de los principales usos de la teoria que esta-
mos desarrollando es para poder evitar la homotopia dentro de nuestra superficie,
suavizar arcos puede terminar siendo un trabajo complicado, por lo que los grafos
serpientes nos dan una mano en ese aspecto.

Consideremos v; y 7, dos arcos que no estan en una triangulacion 7' y que se
intersectan en p € S\ 9S.
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Fijemos una orientacién en v, y 72 y denotaremos por pg, pi, ..., Pat1 (respectiva-
mente pi,ph, ..., Ply,q) alos puntos de interseccion de 7, (respectivamente 7;) con
T teniendo en cuenta sus puntos de inicio y final.

Denotaremos por 7;; al arco de T' que contiene a p; y a A; el tridngulo que contiene
a Ty ¥ Tiy,- Al tercer lado de A; lo denotaremos por e; o 7(;. Andlogamente, 7,
j/

es el arco de T' que contiene a p} y A} el tridngulo que contiene a Ti,// y Ti,// . Al
J J'+1
tercer lado de A’ lo denotaremos por e;-/ 0 T[’j,].

€1

€2

Po

Figura 67: Curva v,

Podemos asumir que p esta en el interior de algtin triangulo de T, este triangulo
resulta ser A; para algin j y A’, para algin j'. Tenemos algunos casos:

- Si Aj es el primer o el ultimo tridngulo, podemos suponer que A; = A;.
Anélogamente si A;, es el primer o el dltimo tridangulo, podemos suponer que
AL, = AL

7’ 1

- En otro caso, habrd por lo menos un lado de A; que es cortado por vy y 72, en

— / . = / . f— / . —

otras palabras se puede tener que 7;; = TZ-;/ 0T, = Ti;/+1 0Ty = 7'2.;/ 0T, =

7, . Podemos asumir, intercambiando la orientacion si fuera necesario, que:
i'+1

/ /
Ti; = T O T = T,
i it Uit

Los casos expuestos anteriormente se muestran en las Figuras 68 y 69.

Definicién 3.17. Si se cumple las condiciones de la Figura 68 diremos que los
arcos 7y; y 72 Se cruzan en p con una superposicion no vacia. En el caso que se
cumplan las condiciones de la Figura 69, diremos que los arcos se cruzan en p con
una superposicion vacia.
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72
>N

72

AV
2
=

71

72

I
—1

Figura 68: Cruce con superposicion

\. /

$ 2

b2

Figura 69: Cruce sin superposicion

Ahora, si recordamos la nocién de superposicién en grafos serpiente, estaba presenta
una cierta maximalidad en el sentido de no poder agregar a la izquierda o derecha
nuevas teselas. Esta nocion de maximalidad la vamos a trasladar a las curvas.

Supongamos que los arcos se cruzen en p con una superposicion no vacia. Ponemos:

Jg+1 si 7 #7)

S =

donde k es el mayor entero tal que 7;,_,

J
J+l

donde [ es el mayor entero tal que 7;,,, =

j—k si 7, =1,
7

v

’
J

)
J

:7--/. 7""Tij—k

4 /
Sl Ti. T
1541 % Zj/+1

si Tijpr = Ty

/

-/
1.
341
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Definicién 3.18. A la secuencia (7;,,...,7,) = (7} ,...,7, ) la denominaremos la
s/ t!
supoerposicion local de v, v v, en p.

Observacion. Las definiciones anteriores se pueden aplicar para el caso de un solo
arco -y, para esto se consideran dos copias de 7.

La nocién de superposicion de arcos esta estrechamente ligada a la cruze y auto-cruze
en grafos serpientes. El siguiente teorema nos da muestra de dicha relacion.

Teorema 3.1 ([17], Teorema 6.1). Sean v; y 72 arcos generalizados y Gi,Gs los
correspondientes grafos serpientes asociados. Entonces:

)

a) Y1, Se cruzan con una superposicion local no vacia (1;,, ..., T;,) = (Ti;,, T,
si y solo si Gy, Gy se cruzan en Gi[s, t] = Gyls', t'].

b) v se auto-cruza con una superposicion local no vacia (7;,, ..., 7;,) = (7‘1-/5,, o ,7’1';,)
si y solo si G, tiene un autocruce en G, [s, t] = G,[s',t'].

Demostracion. Ver en [17]. O

La relacién que existe entre las resoluciones y la interseccién de arcos viene dada
por los siguientes teoremas. Suavizar dos arcos que se intersectan tendra su analogo
en los grafos serpientes asociados: la resolucion.

Teorema 3.2 ([17], Teorema 6.2). Sean 71,7 dos arcos generalizados que se cruzan
con una superposicion local no vacia y Gy,Gy los grafos serpientes asociados (con
superposicion en G ). Entonces los grafos serpientes de los cuatro arcos obtenidos al
suavizar los arcos se obtienen por la resolucion de cruce Resg(Gi,Ga) de los grafos
serpiente Gy y Go en la superposicion G.

Demostracion. Ver en [17]. O

Similarmente tenemos un resultado analogo para el caso de Grafting, en este caso
consideraremos un auto-cruce particular que no se corresponde con un cruce con
superposicion.

Teorema 3.3 ([17], Teorema 6.4). Sea 71 y 2 dos arcos que se cruzan en un
tridngulo A con una superposicion local vacia y Gi,Go los correspondientes grafos
serpientes. Supongamos que A = A[ es el primer triangulo que v, corta. Entonces,
los 4 grafos serpientes que se obtienen al suavizar la interseccion de vy y yo en A se
obtienen por la resolucion Gmft&%(gl, Gs) del Grafting de Gy en G donde 0 < s < d
es tal que A = Ay y si s =0 0 s =d entonces d3 es el unico lado de A que no es
intersectado mi por 1 mi por 7ys.

Demostracion. Ver en [17]. O
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Capitulo 4

Modulos cadena

4.1 Definiciones principales

Fijemos un carcaj @ = (Qo, Q1) e I un ideal admisible. Denotaremos por A al
algebra K@ /I formada al cocientar el ideal con el dlgebra de caminos.

Para una flecha o € Q1 definimos la inversa formal como la flecha o~ que se obtiene
tomando como inicio el final de a y como final el inicio de «, en otras palabras
s(a™') =t(a) y t(a™!) = s(a). Denotaremos:

Ql'={at:aeQ}

el conjunto de todas las inversas formales posibles de Q. A los elementos de Q;UQ7*
los denominaremos letras, ademés diremos que:

e u es directa si u € Q).
e u es inversa si u € Q.
Definicién 4.1. Una palabra w = u; - - - u,, es una cadena si:

a) t(u;) = s(us1) para todo i € {1,...,n —1}.

)
b) u; o u; ' son elementos de Q.
) uiq # u; .

)

d) Ninguna subpalabra de w o su inversa esta en I.

Para una cadena w ponemos s(w) = s(uy) y t(w) = t(u,) su inicio y final. De
manera natural definimos la inversa de w como la cadena w™' = u;'---u;'. Para
un vértice x € )y tenemos dos cadenas de longitud cero, que denotaremos por 1, )

¥ l(,—1), en esencia son las mismas y tienen como inicio y final a .

Definicién 4.2. Diremos que una cada w es directa si todas las letras que la con-
forman son directas. Analogamente, diremos que w es inversa si todas las letras que
la conforman son inversas.



Dadas dos cadenas u y v, diremos que estén relacionadas si es que u = v o u = v~1.

Esta relacion es una de equivalencia, denotaremos por S al conjunto de las cadenas
via cociente esta relacion.

Definicién 4.3. Para una cadena u = uy - - - u, en A = KQ/I, definimos la funcién:
t:{O,l...,n}—>Q0

. s(up) si =0
Hi) = { t(u;) si i#0

Para un vértice x € )y ponemos:
L, ={i|t(i) =z}
El médulo cadena asociado a u, denotado M (u), se define como:

a) Para cada x € @)y consideramos el espacio vectorial:

sz@f(i

i€l

donde K; = K para cada 1.

b) Para una flecha a : * — y definimos el morfismo:

Ma:@f(i%@m

icl, il
donde la matriz que lo define tiene entradas:

1 sij=i+1Luj=a
(Ma)ij = 1 SlZ:]‘Fl,Uz :a_l
0 caso contrario

Observacién. Para x se suele fijar una base para M,, a los elemento bésicos los
denotaremos por z; con i € I, y a z; se denomina el elemento bésico entre u; y ;1.

Ejemplo 37. Consideremos el carcaj que se muestra en la Figura 70 con el ideal
admisible I = (ab, a?,b*). Note que solo existen dos flechas a y b.

1
GeDb
Figura 70: Carcaj @)
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Ahora, consideremos la cadena u = ba~'b~'ab™! (es inmediato verificar que cumple
las cuatro condiciones de la definicién). En este caso solo hay un vértice 1 para el
cual se tiene:

L={i:tl)=1}y={0,1,...,5}

Lo anterior se debe a que todas las flechas de nuestro quiver inician y terminan en
el vértice 1. Por esta razén, el espacio vectorial asociado serfa M; = K°®. Ahora bien
el morfismo respecto a a sera:

gpa:K6—>K6

con matriz:

o O O O OO
SO O~ OO
SO OO o oo
OO oo oo
OO, O OO
S OO oo oo

esto debido a que uy = a y us = a~! por lo que las entradas 3-4 y 2-1 serén 1. El
morfismo respecto a b sera:

gpb:K6—>K6

con matriz:

o O O o= O
OO OO
OO oo oo
OO oo oo
OO oo oo
OO oo oo

esto debido a que u; = by ug = b~! por lo que las entradas 0-1 y 3-2 serén 1.

Dada una cadena w vamos a definir 4 sub-cadenas ,w, wy,, .w, w. que nos permitiran
manipular la interseccién de moédulos cadena.

Definicién 4.4 ([4], Pagina 8). Sea w una cadena:

a) Obtenemos ,w siguiendo los siguientes pasos. Si w es una cadena inversa
ponemos pw = 0, caso contrario pw se obtiene de w eliminando la primera
flecha directa en w y la cadena inversa que la precede. En este caso diremos
que pw se obtiene de w eliminando un gancho en s(w).

b) Obtenemos .w siguiendo los siguientes pasos. Si w es una cadena directa
ponemos .w = 0, caso contrario .w se obtiene de w eliminando la primera
flecha inversa en w y la cadena directa que la precede. En este caso diremos
que .w se obtiene de w eliminando un co-gancho en s(w).
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¢) Obtenemos wy, siguiendo los siguientes pasos. Si w es una cadena directa
ponemos w, = 0, caso contrario w;, se obtiene de w eliminando la ultima
flecha inversa en w y la cadena directa que le sigue. En este caso diremos que
wy, se obtiene de w eliminando un gancho en t(w).

d) Obtenemos w,. siguiendo los siguientes pasos. Si w es una cadena inversa
ponemos w, = 0, caso contrario w, se obtiene de w eliminando la ultima flecha
directa en w y la cadena inversa que le sigue. En este caso diremos que w, se
obtiene de w eliminando un co-gancho en ¢(w).

Ahora volvamos a las superficies marcadas sin pinchaduras, fijemos 7" una triangula-
cién de (S, M) y (Q, W) el carcaj con potencial asociado. De los capitulos anteriores
sabemos que el potencial W esta formado por sumas de ciclos orientados, cada uno
proveniente de los triangulos interiores de 7T'.

Sea J(Q, W) el lgebra Jacobiana asociada, en [1] se prueba que esta dlgebra coincide
con el algebra gentil que vamos a construir a continuacion. Antes recordemos la
definicién de lo que es un algebra gentil.

Definicién 4.5. Sea Q) = (Qo, Q1) un carcaj e I un ideal admisible. Un élgebra A
es gentil si es que es Morita equivalente a KQ)/I y cumple las siguientes condiciones:

a) Cada vértice de @ es el punto de inicio de como méximo dos flechas y es el
punto final de como maximo dos flechas.

b) Para cada flecha a@ € ), existe como maximo una flecha § € @ tal que
aff ¢ Iy existe como maximo una flecha v € @; tal que ya ¢ 1.

¢) I es generado por caminos de longitud 2.

d) Para cada flecha o € )1 existe como maximo una flecha § € @), tal que ad €
y existe como méaximo una flecha ¢ € @)y tal que ea € [.

Observacién. Al par (@, I) satisfaciendo las condiciones anteriores se denomina
un carcaj gentil acotado.

Definicién 4.6. Un dlgebra A = K@Q/I donde I estd generado por caminos y (Q, I)
satisface las condiciones a) y b) se denomina un algebra de cadenas.

Los médulos cadena resultan ser médulos indescomponibles en A = KQ/I pero
no son los tnicos. En [5] se clasifican todos los médulos indescomponibles usando
palabras w como al inicio del capitulo, definiendo el concepto de médulo de banda.
Resulta que todo A-mdédulo indescomponible es o bien un médulo cadena o un
modulo de banda.
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Para una superficie (S, M) donde no existen pinchadura, se puede probar que el
algebra Jacobiana J(Q, W) es isomorfa a KQ/I(T') donde I(T) es el ideal generado
por aafa, Bava,vaaa donde A es un triangulo interior de T

Proposicién 4.1. Sea T una triangulacion de una superficie (S, M) sin pinchadu-
ras. Entonces J(Q,W) es un dlgebra de cadenas.

Demostracion. Sabemos que J(Q, W) es de dimensién finita, por lo que basta probar
que el carcaj (Q(T),I(T)) cumple las condiciones a) - d) de la definicién.

c) Es evidente que el ideal I(T') estd generado por caminos de longitud dos.

a) Sea a un vértice de Q(T") que corresponde a un arco a de T'. En este caso, a
debe ser diagonal de algin cuadrilatero en T' como muestra la Figura 71.

1

Figura 71: Carcaj Q(T")

Entonces existen como maximo dos flechas que comienzan en a que serian
a — ¢y a — c. Andlogamente habrian como maximo dos flechas que
terminan en a que serian by — a y by — a.

b) Sea a € @, digamos que « : i — j, la flecha a proviene de un tridngulo
con lados i, j, k (ver Figura 72). Si hay algin tridngulo a la derecha podemos
encontrar como mucho una flecha § tal que a8 ¢ I (note que el tridngulo
no puede existir o que hayan segmentos de borde, pero si lo hay a lo mucho
encontraremos una sola flecha). Del mismo modo analizamos para el lado
izquierdo.

Figura 72: Tridangulo i, j, k

d) Se procede de manera andloga al item b) en este caso solo tenemos que analizar
en el tridngulo 1, j, k.

]
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4.2 Cadenas vs arcos

En esta pequena secciéon vamos a encontrar una biyeccion entre arcos y cadenas, por
lo que los resultados obtenidos para arcos lo podemos establecer para cadenas y asi
para mddulos cadena, esto se verda de mejor forma en el proximo capitulo.

Proposicién 4.2. Sea T una triangulacion de una superficie marcada (S, M) sin
pinchaduras. Entonces, existe una biyeccion v — w(y) entre las curvas (clases de
homotopia) que no estin en T' y las cadenas de J(Q, W).

Demostracion. Sea una cadena:
o (e} Qg—1
W=1T1 > Ty > -+ > x4

Definiremos una curva y(w) como sigue. Los arcos 1 y xs pertenecen a un mismo
triangulo que lo denotaremos por 77, esto debido a que estan unidos por una flecha
en J(Q,W). Unimos los puntos medios de z; y z2 mediante una curva 7; en el
interior de T}. Procediendo de manera analoga para los arcos restantes, obtenemos
curvas s, . .., vs—1 que unen los puntos medios de sus respectivos arcos.

Ahora, , pertenece a dos tridngulos, el triangulo 77 y otro triangulo Ty. Sea P € M
el punto marcado en 7y opuesto al arco ;. Unimos P con el punto medio de x; por
una curva g en el interior de Ty. Anédlogamente para el final de la cadena, unimos
el punto medio de x4 con un punto marcado () mediante una curva ~,.

Finalmente v(w) = 771 - - . Vs, como se muestra en la Figura 73.

Yo e 72 V3 Ys—1| v /@

Figura 73: Curva y(w)

Ahora sea una curva 7 que no estd en 7. Podemos asumir que la curva intersecta
transversalmente a la triangulacién T (si no lo es, bajo homotopia podemos obtener-
lo). Sea Py @ el inicio y final respectivamente de la curva, denotamos {z1, ..., zs}
los arcos internos que 7 corta (no todos distintos). Podemos suponer que el nimero
de intersecciones es minimo, asi x; # x;41. Asi tenemos que:

QT = Tip1 0yt xip — x; en Q(T)
La cadena que buscamos es:

w(w):xlﬁxgaé-~@xs
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Capitulo 5

Extensiones para el algebra
Jacobiana

5.1 Cruce de mododulos

Sea J(Q,W) el algebra Jacobiana asociada a una triangulacién de una superficie
marcada (S, M) sin pinchaduras, tal que cada componente del borde tiene por lo
menos un punto marcado. En este capitulo vamos a interpretar el cruce de arcos en
términos de los correspondientes médulos cadena sobre J(Q, W).

Denotaremos por Pred(«) a la subcadena que precede una flecha o una flecha inversa
a en una cadena w. Similarmente, denotaremos por Succ(«) la subcadena que sucede
a una flecha o flecha inversa a en una cadena w.

Definicién 5.1 ([4], Definicién 3.1). Diremos que un médulo cadena M cruza a un
modulo cadena N si existen cadenas wy, y wy tales que M = M(wy) y N = M(wy)
y ademas alguna de las siguientes tres condiciones se cumplen:

1) Existe una cadena w € S, que puede ser que solo tenga un vértice, tal que
wyr, wy no empiezen ambos en s(w) o no terminen ambos en t(w) y ademads:

wyr = Pred(a) & w L Suce(B)

wy = Pred(e) = w L Succ(9)

donde «, 5, ¢, son flechas en (1. Si «v (resp. €) no existe, entonces wyy (resp.
wy) comienza con w y si 5 (resp. J) no existe, entonces wy (resp. wy)
termina con w.

2) Existe una flecha o en Q7 tal que wyy, L wy €8.

3) Existe un 3-ciclo:



a
a—= 4y
)
5 ‘
c
en @ tal que ad, 5, fa € I y tal que a estd en wyy, s(wy) = ¢ y no empieza

ni termina en d o § ni sus inversos.

Si se cumple 1) diremos que M y N se cruzan en un médulo, si se cumple 2) diremos
que M y N se cruza en una arista y si se cumple 3) diremos que M y N se cruzan
en un 3-ciclo.

Teorema 5.1 ([4], Proposicion 3.3). Sea M y N dos mddulos cadena sobre J(Q, W)
con arcos asociados Yy y yn en (S, M). Entonces vy y yn Se cruzan si y solo si
M se cruza con N o N se cruza con M.

Demostracion. Primero supongamos que M y N se cruzan y que M = M(wy) y
N = N(wy). Veamos caso por caso:

a) Se cruzan en médulo. En este caso existe w € S tal que:
wy; = Pred(a) & w £ Succe(B)
wy = Pred(e) < w KN Succ(d)
Si las aristas «a;, (8, ¢ y ¢ existen, tenemos la configuracion local como se muestra

en la Figura 74. En este caso, es evidente que los arcos se cruzan con una
superposicién no vacia.

C
Ja T2
A B
M TN
w P
N r =B
Cl

Figura 74: Curva y(w)

Si a no existe, por ejemplo, entonces wy; tiene que comenzar en w y asi yps
comienza en C'. Por hipdtesis debemos tener necesariamente que ¢ si existe,
por lo que 75 v vy se cruzan con superposicion vacia. Caso analogo sucede si
no existe 9.



b) Se cruzan en flecha. En este caso tenemos que:
Wy — WN
Escribimos: g <> &1 ¢ -+ <> Ty — Y1 <> Y1 <> -+ <> y,. En la Figura 75 se

muestra la configuracion obtenida, es claro que en este caso los arcos se cruzan
con superposicion vacia.

B

T Y™ C

YN
A

Figura 75: Cruce en flecha

¢) Se cruzan en un 3-ciclo. El ciclo en cuestion es:

b

hé

c

que cumple o € wyy, s(wy) = ¢y que wy no empieza ni termina en 4, 4 o sus

inversas. En este caso la configuracion que se obtiene se muestra en la Figura
76 y nuevamente tenemos un cruce con superposicion vacia.

(0%
aq ——
B

C

Figura 76: Cruce en 3-ciclo
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Ahora reciprocamente, si vy, v Yy se cruzan. En este caso tenemos cinco posibili-
dades que se muestran en la Figura 77.

%% S\
///\ /N

Figura 77: Cinco posibles casos para el cruce de arcos

El primer caso se reduce al segundo y los dos ultimos casos corresponden a cruce
en un 3-ciclo y cruce en flecha de los médulos cadena asociados como se vi6 en la
primera parte de la prueba. Resta ver el segundo y tercer caso. En cualquiera de
ellos tenemos la configuracién que se muestra en la Figura 78. Los arcos 7,...,7,
son los arcos que son intersectados por los arcos, donde posiblemente se repitan
algunos.

A /
TN
&
5
TAB Tn C’
Y 0
w
B B’

Figura 78: Casos 2 y 3
Tenemos varios casos:

e Si vy, corta a 7o ponemos wy = uprawBuy donde ups, w y vy son cadenas.
e Si t = ~lwdvy dond d
N corta a Tc4 ponemos wy = uye wdvy donde uy,w, vy son cadenas.

e Si ) inicia en C' ponemos wy; = wB 1vyy.
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e Si vy inicia en C' ponemos wy = wovy.

Si vamos combinando los casos, vamos a obtener todas las posibilidades. Por ejemplo
si vy corta a 7cp y YN corta a To4 entonces tenemos que los médulos M (wyy) y
M (wy) se cruzan en médulo. Andlogamente con los demds casos. O

Lema 5.2 ([4], Lema 3.4). Sea Q un quiver asociado a una triangulacion de (S, M).
Dados dos cadenas w y v de la forma:

w = Pred(a) = u L Suce(5)

v = Pred(y) < u RN Succ(9)

donde uw € S y «a, 3,7,0 son flechas en Q1. Si las flechas a y v existen, entonces
avy € I y existe una flecha v en Q) tal que:

b

Ny

c

es un 3-ciclo en Q conya € I, oo € I y b= s(u). Andlogamente, si las flechas 5 y
0 existen, entonces 6 € I y existe una flecha p en Q) tal que:

o
aq ———
o

d «

0 3

-~

es un 3-ciclo en Q y Bp € I, pd € I yd = t(u).

Demostracion. Probaremos el primer caso, el segundo se procede de manera analoga.
Digamos que la cadena u tiene la forma:

7 7 i3 7
U=u & uy ES ug Eoug-u, S5 ou,

Luego tenemos que ap; € Sy v i1 € S. Debemos tener p; € Q1 o ;' € Q1
en el primer caso tendriamos que o € kQ y ajuy € Iy en el segundo p; 'y € kQ
y uyty ¢ I. Como J(Q,W) es gentil, debemos tener que ay € I. Como J(Q, W)
proviene de una superficie existe o flecha que cumple la propiedad pedida.
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5.2 Suavizando modulos cadena

Si tenemos dos curvas que se intersectan, podemos suavizarlas y asi obtener cuatro
curvas mas. Esta accion se puede codificar mediante grafos serpientes, como vimos
en capitulos anteriores mediante el uso de la resolucion y el grafting. Haremos algo
analogo para el caso de médulos cadena.

Sean dos moédulos cadena M; = M (w) y My = M(ws) en modJ(Q, W) tal que los
arcos asociados y; y o se cruzan en (S, M). Definiremos cuatro nuevos médulos.

Definicién 5.2 ([4], Definicién 3.5). Sean M; y M, dos mdédulos cadena sobre
J(Q, W) con cadenas asociadas w; y wy respectivamente.

1) Supongamos que M; y Ms se cruzan en un médulo M(w). Por definicién
tenemos que:

w;, = Pred(a) & w L Suce(f)
wy = Pred(y) < w LN Succ(6)

donde «, 3,7, ¢ son flechas en (). Definimos:

Pred(a) < Pred '(v) si s(w;) # s(w), s(ws) # s(w)
c) ws = ¢ Pred(a). si s(wq) = s(w)
Pred(v), si s(wq) = s(w)
Suce™(B) £ Suce(d) si t(wy) # t(w), t(ws) # t(w)
d) we = . Succ(p) si t(wy) = t(w)
pSuce(d) si t(wy) = t(w)

donde o, p son como en el lema 5.2.

2) Supongamos que M; y My se cruzan en una flecha av. Supongamos sin pérdida
de generalidad que s(«a) = t(wq) y t(a) = s(wy). Definimos:

a) wy = w; = wy.
b) wy = 0.

c) ws = (wy)e.

d) pws.
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3) Supongamos que M; y M, se cruzan en un 3-ciclo:

donde w; = Pred(a) < Succ(a). Definimos:

a) ws = Pred(a) <~ ws.

)
b) wy = (s(a) = Suce(a)).
¢) ws = (Pred(a) = t(a))s.
d) we = wy* £ Succ(a).

A los 4 médulos cadenas definidos anteriormente se les denominan el suavizamiento

de M, y Ms.

Proposicién 5.3 ([4], Proposicién 3.6). Sea 71 y 72 dos arcos que se cruzan en
(S, M) con cadenas wy y we respectivamente. Consideremos una interseccion de
Y1 Y Yo, entonces los arcos s, V4, Vs Y Ve definidos por las cadenas de la definicion
anterior, corresponden a los arcos obtenidos al suavizar el cruce entre 1 Yy ¥a.

Antes de ver la prueba de esta proposicién veremos una correspondencia entre los
grafos serpiente y S. Dado un arco v, consideremos w,, M(w,) y G, la cadena,
modulo cadena y grafo serpiente asociados a este arco. Pongamos que:

w'y:€1"‘€d71

y (01,...,04-1) las aristas interiores de G,. Definimos una funcién signo f, en G,
haciendo f,(0;) = ¢(¢;) donde para cada 1 <i <d—1:

we={ 0 559,

Denotamos por R al conjunto de pares (G,, f,) donde 7 es un arco tal que v no estd
en la triangulacion T'. Tenemos la siguiente proposicion que es inmediata del hecho
que hay una relacién biunivoca entre cadenas y arcos.

Proposicidn 5.4. Ezxiste una biyeccion entre el conjunto de cadenas S sobre J(Q, W)
y el conjunto R dada por el mapa que asocia a (G, f+) la cadena w., para cada arco

v¢T.

Demostracion de 5.3. Por el teorema 5.1 dos arcos se cruzaran si y solo si sus modu-
los cadena asociados se cruzan. Por la proposicién anterior los grafos serpientes estan
en relacién uno a uno con las cadenas (arcos) por lo que si observamos la definicién
de suavizamiento de modulos veremos que estas son compatibles con la de suaviza-
miento de arcos terminando la prueba. O
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5.3 Extensiones

Usando la nocién de cruce de médulos cadena, vamos a caracterizar cuando tenemos
una secuencia exacta corta en J(Q, W) y cuando no. En el caso que la haya, vamos
a describir los términos medios en términos de los arcos obtenidos al suavizar la
interseccion.

Teorema 5.5 ([4], Teorema 3.7). Sea M, y My dos médulos cadena en modJ(Q,W).

1) Si My y My se cruzan en mddulo, entonces los mdodulos M3 y My obtenidos al
suavizar los modulos cadena nos dan una secuencia exacta corta no separada
en mod J(Q, W) de la forma:

0—> My — Mg My — M; —0

2) Si My y My se cruzan en una flecha, entonces el mdédulo Mz obtenido al sua-
vizar los modulos cadena, nos da un secuencia exacta corta no separada en

mod J(Q, W) de la forma:
0—> My —> Mg — M, —0

3) Si My y My se cruzan en un 3-ciclo, entonces los mddulos Ms y My obtenidos al
suavizar los modulos cadena, no nos dan ningin elemento de Ext},(Q’W)(Ml, Ms).

Demostracion. Ver en [4]. O

El teorema anterior tiene una interpretacién geométrica. En el caso 1) el cruce de
los médulos My v M, se corresponde con el cruce de los arcos v; v 72 v los modulos
Ms vy My se corresponden con los arcos 73 v 744 de la Figura 79.

4! 2

=
S«
IS

Figura 79: Primer caso del teorema 5.5

En la Figura 80 (izquierda) se muestra el caso 2), en este, 74 es o bien un segmento
de borde o un arco de la triangulacion y el respectivo modulo My es el médulo cero.
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En la Figura 80 (derecha) es muestra el caso 3).

Figura 80: Segundo y tercer caso del teorema 5.5
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Capitulo 6

Categorias de conglomerado

En este capitulo daremos una breve y no rigurosa presentacién de la categoria de
conglomerado, asi como una extensién del teorema 5.5 para este caso. El lector
interesado en conocer més sobre estas categorias puede revisar [33], [34], [35] v [36].

6.1 DG Categorias

Fijemos k£ un anillo conmutativo.

Definicién 6.1 ([34], Pagina 2). Una k-categoria A es una categoria donde el
conjunto de morfismos es un k-modulo y la composicion es un mapa k-bilineal.

Definicién 6.2. Un k-mdédulo graduado es un k-médulo V' que tiene una descom-
posicién como suma directa de k-mddulos indexada por los enteros:

V=vr
PEZL

Los elementos v € V" se denominan homogéneos de grado n y escribiremos en este
caso |v| = n o también deg(v) = n.

Definicién 6.3. Un morfismo de k-médulos graduados de grado n es un morfismo
k-lineal f : V — V' tal que:

f(VP) C VP para todo p € Z

El producto tensorial de los k-médulos graduados V' 'y W es el k-mdédulo graduado
V ® W que tiene como componentes:

Vew)y =g vvew!

ptg=n

El producto tensorial de dos morfismos de k-médulos graduados f : V. — V' y
g: W — W’ se define como:

(f@g)vew) = (-1)"f(v) ® g(w)

donde ¢ tiene grado p y v tiene grado q.



Definicién 6.4. Una k-algebra graduda es un k-médulo A junto con morfismo
multiplicacién A ® A — A que tiene grado 0, es asociativo y admite unidad 1 € A°.

Definicién 6.5. Un k-modulo graduado diferencial, abreviado simplemente por dg
k-médulo, es un k-médulo graduado V' junto con un morfismo de grado 1 dy : V — V
que cumple d3 = 0.

El producto tensorial de dos dg k-médulos es el k-modulo graduado V' @ W junto
con el diferencial:

dy @ 1w + 1y ® dw

Definicién 6.6 ([34], Seccién 2.1). Una categoria graduada diferencial, abreviada
simplemente por dg categoria, es una k-categoria A donde el conjunto de morfismos
son dg k-moédulos y sus composiciones son morfismos de k-moédulos graduados.

Sea B un k-élgebra y C(B) la categoria de complejos de B-médulos a derecha:
..._>Mpd£>Mp+l_>...

Para dos complejos L y M y un entero n definimos Hom(L, M)™ como el k-mddulo

formado por los morfismos de B-médulos f = (fP) : LP — MP™ p € Z. Defini-

mos Hom(L, M) como el k-médulo graduado con componentes Hom(L, M)™ y cuyo
diferencial se define por:

d(f) = daro f—(=1)"fody
Definicién 6.7. La dg categoria Cqy(B) es aquella que:

e Tiene como objetos a todos los complejos.

e El conjunto de morfismos se define como: Cqg(B)(L, M) = Hom(L, M).

Lo anterior nos dice que si tenemos un k-algebra podemos asociar una dg categoria.

Definicién 6.8. Sea A una dg categoria arbitraria, la dg categoria opuesta, deno-
tada por A°P, es aquella que:

e Tiene los mismos objetos que A.

e Los morfismos se definen por:
Hom 4o (X,Y") = Hom4(Y, X)
e Para f € Homer (Y, X)P v g € Hom 4o (Z, Y)? se tiene que la composicién es:

(=1)rgo f
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Definiremos ahora dos categorfas siguiendo [31]. La categoria Z°(A) es aquella que:

e Tiene los mismos objetos que \A.

e Los morfismos se definen por:
HOIHZO(A)(X, Y) = ZO(HOIDA(X, Y))

donde Z° es el kernel de d : Hom4(X,Y)? — Hom4(X,Y)!.
La categorfa H°(A) es aquella que:

e Tiene los mismos objetos que A.

e Los morfismos se definen por:
HOIﬂHO(A) (X, Y) = HO(HOIIlA(X, Y))

donde HY es la 0-homologia de Hom 4(X,Y).
Cuando B es una k-algebra tenemos que:
Z°%(Cag(B)) = C(B) y H%(Cag(B)) = H(B)
donde H(B) es la categoria de complejos homotépica (ver [34], pdgina 4).

Definicién 6.9. Sean A y A’ dos dg categorias. Un dg funtor F : A — A’ es un
funtor entre ambas categorias donde la asignacién entre morfismos es un morfismo
de dg k-modulos.

Definiciéon 6.10. El producto tensorial A ® B de dos dg categorias es aquella
categoria que tiene como objetos a Obj(.A) x Obj(B) y como espacio de morfismos:

Hom e5((X,Y), (X", Y")) = Homu (X, X’) ® Homp(Y,Y”)

Definicién 6.11 ([31], Seccién 31). Sea A una dg categoria pequena. Un dg A-
moédulo a izquierda es un dg funtor:

L:A— Cdg(k’)
Analogamente un dg A-mdédulo a derecha es un dg funtor:
M : AP — Cye(k)

Observacién. Un dg A-médulo M viene dado por un conjunto de complejos M (X)
de k-moédulos, donde X es un objeto de A y, ademéds, morfismos de complejos:

M(Y)® Homa(X,Y) — M(X)
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Consideremos dos dg funtores F,G : A — B. El complejo de morfismos gra-
duados, denotado Hom(F,G), tiene como componente n al médulo formado por
los morfismos ¢x € Homp(FX,GX)" tal que (Gf)(¢x) = (¢v)(Ff) para todo
f € Homu(X,Y). A los elementos de Hom(F, G) se les llama morfismos entre los
funtores F' y G.

Definicién 6.12 ([34], Pagina 5). La categoria de dg médulos, denotada por C(A),
tiene como objetos a los dg A-médulos y como morfismos a los morfismos L — M
entre dg funtores.

Asi como para una k-algebra asociamos una dg categoria, para una dg categoria A
haremos lo mismo. Sean A y B categorias, la categoria Hom(.A, B) es aquella que:

e Tiene como objetos a los dg funtores.
e Tiene como morfismos a Hom(F, G).

Definicién 6.13 ([34], Seccién 3.1). Sea A una dg categoria, definimos la categoria

Cag(A) como:
Cdg(.A) = HOHI(.AOP, Cdg(k‘))

Definicién 6.14 ([34], Seccién 3.1). Sea A una dg categoria, la categoria de los dg
A-médulos bajo homotopia se define como:

H(A) = H(Cag(A))

Sea A una dg categoria con un solo objeto asociado a una k-algebra B. En este caso
los A-mddulos coinciden con los compleejos de B-médulos. Tenemos entonces que

C(A) = C(B) y H(A) = H(B).

Definicién 6.15 ([34], Seccién 3.2). La categoria derivada D(.A) es la localizacién
de la categoria H(.A) respecto a la clase de cuasi-isomorfismos.

Observaciones.

1) Los cuasi-morfismos en el contexto de dg categorias es andlogo al visto en el
apéndice D.9, con la diferencia que ahora son funtores que bajo homologia
(H) es una equivalencia de categorfas. Para mds detalles ver [34], seccién 2.3.

2) La nocién de localizacién requiere un espectro amplio de conocimientos de
teoria de categorias. En el apéndice D.9 definimos la categoria derivada sin
mencionar el concepto de localizacion; sin embargo, de una manera informal
usamos este concepto. D(A) es la localizacién de la categoria homotépica
respecto a los cuasi-isomorfismos. El lector interesado en profundizar sobre
este tema puede revisar [37]

¢) En [33] partiendo de una dg algebra A definen dos categorias C(A) y H(A).
Estas dos categorias, junta con la categoria derivada, siguen la misma construc-
cion que hemos dado aqui para el caso de dg categorias. El lector interesado
puede revisar la seccién 2.12 de [33].
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6.2 La dg algebra de Ginzburg

De la observacién ¢) de la seccién anterior, tenemos que si tenemos una dg algebra
podemos construir una categoria derivada asociada. En esta seccion definiremos una
dg algebra que servira para la definiciéon de categoria de conglomerado.

Definicién 6.16. Un carcaj graduado es un carcaj junto con una funciéon grado
sobre cada una de las flechas.

Observacion. Los grados en un carcaj graduado son niimeros enteros (positivos o
negativos). El grado de un camino se define como la suma de grados de todas las
flechas que lo involucran.

Sea (Q,W) un carcaj con potencial, construiremos un carcaj graduado () como
sigue:

1) Los vértices de @ son los mismos que los de Q).

2) Las flechas de Q son:

— Las flechas de @), estas tienen grado 0.
— La flecha a* : j — ¢ de grado —1 para cada flecha a : i — j en Q.
— El lazo t; : i — i de grado —2 para cada vértice ¢ de Q).

En palabras simples estamos agregando las “inversas” de cada flecha en () y también
lazos para cada vértice.

Definicién 6.17 ([36], Definicién 3.1). Sea (@, W) un carcaj con potencial y Q el
carcaj construido anteriormente. La dg dlgebra de Ginzburg, denotada I'(Q, W), es
la dg k-algebra cuya &lgebra graduada es el dlgebra de caminos R({A) = k@ y el
diferencial es el inico endomorfismo lineal homogeneo de grado 1 que satisface la
regla de Leibniz

d(uv) = (du)v + (—1)Pudv

donde u es homogéneo de grado p y v es cualquier elemento, y toma los siguientes
valores en las flechas de ):

e da = (0 para toda flecha a de Q.
e d(a*) = 0, para toda flecha a de Q.
o d(t;) = e;(>_,la,a*])e; para todo vértice i de Q.

Observacion. En la seccién 2.6 de [33] se define la dg lgebra de Ginzburg completa
(@, W). A diferencia de I'(Q, W), el dlgebra graduada asociada de I'(Q, W) es el
algebra de caminos completa.
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6.3 Extensiones en la categoria de conglomerado

Definicién 6.18 ([36], Definicién 3.5). Sea (Q), W) un carcaj con potencial y I' =
['(Q, W) la dg élgebra de Ginzburg. Sea PerI" la subcategoria triangulada més pe-
quena de D(I") que contiene a I' y que es estable tomando sumas directas. También
consideremos DT la subcategorfa de D(T") formada por los I'-médulos cuyas homo-
logias son de dimensién finita. La categoria de conglomerado asociada a (Q, W),
denotada C(Q, W), se define como el cociente de categorfas trianguladas Per'/D"T.

Observacion. La definicion anterior, al igual que en otros pasajes de este capitulo,
necesita conocimientos algidos sobre teoria de categorias que escapan al propdsito
de este trabajo. El lector interesado puede revisar [33], [34], [36] y [30] para obtener
mas informacién acerca de la teoria de categorias envuelta en la categoria de conglo-
merado, ademds, puede revisar [38] para encontrar la definicién exacta de cociente
de categorias trianguladas.

Sea (S, M) una superficie marcada y T',7" dos triangulaciones. Consideremos los
carcajes con potenciales asociados (Q,W) y (Q',W') respectivamente. En [33],
teorema 3.1, se prueba que C(Q, W) y C(Q',W') son equivalentes, por lo que la
categoria de conglomerado asociada a una superficie no depende de la triangulaciéon
elegida.

Definicién 6.19. Sea una categoria C cualesquiera. Un objeto X se denominara
indescomponible si es que no se puede expresar como un coproducto no trivial de
objetos de C.

En [5] se clasifican los mddulos indescomponibles sobre una élgebra de cadenas, ob-
teniendo que o bien son isomorfos a modulos cadena o bien a médulos de banda. En
[2] se estudia los objetos indescomponibles de C(S, M), obteniedo que, por ejemplo,
los objetos cadena estan en relacién biyectiva con las clases de homotopia de curvas
no contractiles que no son homotdpicas a un segmento de borde. El resultado exacto
se puede revisar en el teorema 1.1 de [2]. En el apéndice de [4] se prueba que los
indescomponibles en la categoria de conglomerado se corresponden biyectivamente
con los arcos en la superficie.

Sea My = M(v) y My = M(v2) dos médulos cadena en J(Q, W) correspondientes
a objetos cadena 71 y 2 en C(S, M). Por el teorema 5.5 tenemos que:

e Si My y M, se cruzan en un moédulo, entonces se encuentra una secuencia
exacta corta no partida en ModJ(Q, W) de la forma:

O—>M2—>M3@M4—>M1—>O

e Si My y M, se cruzan en una flecha, nuevamente se encuentra una secuencia
exacta corta no partida en ModJ(Q, W) de la forma:

0— My — M;— M; —0
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En [34], lema 4.4, se prueba que toda secuencia exacta corta en modJ(Q, W) se
levanta a un tridngulo en C(S, M). Més precisamente, para una secuencia exac-
ta corta en modJ(Q, W), existe un tridngulo en C(S, M) tal que su imagen via
Homesw (T, .) es isomorfa a la secuencia dada. Usando lo anterior obtenemos:

e Si M; y M, se cruzan en un médulo y My = M (v3) y My = M(~,) son los
modulos obtenidos al suavizar los médulos cadena, entonces existe un triangulo
no partido en C(S, M) dado por:

Yo = Y3 By = 11— Y2l

e Si My y M, se cruzan en una flecha y My = M(~3) es el médulo obtenido
al suavizar los modulos cadena, entonces existe un tridngulo no partido en

C(S, M) dado por:
Y2 =@y = — e[l

donde 4 # 0 si y solo si 4 no es un segmento de borde.

Teorema 6.1 ([4], Teorema 4.1). Sean v, y 2 dos objetos cadena en C(S, M) tal
que los arcos correspondientes se cruzan en (S, M). Sean vs,v4,7s Yy Ve los objetos
cadena correspondientes al suavizamiento de los arcos vy y 2. Entonces existe un
tridngulo no partido en C(S, M) de la forma:

Yo = Y3 Dy — 11— Vo[l

y si el cruce de v, y v no es un auto-cruce son superposicion en una triangulacion
de (S, M), entonces se obtiene un tridngulo no partido de la forma:

T =YD — Y2 = [l

donde v3,%4,7s Y Y6 son objetos cero en C(S, M) si es que se corresponden con
segmentos de borde.

Corolario 6.2 ([4], Corolario 4.4). Sean M y N dos méddulos cadena sobre J(Q, W)
Yy Ym Yy YN los arcos correspondientes en (S, M) tal que vy y yn no se cruzan en
un auto-cruce con superposicion. Entonces:

1) Una base de Extb(QW)(M, N) viene dada por todas las secuencias cortas exac-
tas encontradas en el teorema 5.5.

2) Se tiene la igualdad:
dimExt}](Qw)(M, N)+ dz’mExt}I(Qyw)(N, M) = Int(yy,yn) — k — K

donde k (resp. k') es el nimero de veces que M cruza a N (resp. N cruza a
M) en un 3-ciclo. En particular si M = N tenemos que:

2dim Exty g wy(M, N) = Int(yar, yv) — 2k
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En [39] se define la accién de cortar una superficie a lo largo de un arco. Siendo
especificos, consideremos una triangulacion 71" de la superficie que contiene al arco
a. La superficie se puede obtener pegando los triangulos de T" a lo largo de cada
uno de los lados emparejados (compartidos). Ahora, la superficie obtenida al cortar
a lo largo de «, denotada por (S, M)/«a, se obtiene de los mismos tridngulos de
T respetando el pegado, salvo por los lados que corresponden a «. Esta nueva
superficie tiene la propiedad de que la categorias de conglomerados asociadas son
equivalentes. Para més detalles y una prueba de esto el lector puede consultar [39],
teorema 5.

Prueba del teorema 6.1 (extraida de [4]). Realizaremos la prueba para los tres tipos
de cruces que hemos definido en el capitulo anterior. Consideremos los mdédulos
cadena asociados a 1 y vo: My y M, respectivamente.

a) Cruce en médulo. Consideremos el caso en que el médulo My = M (w;)
cruza a My = M (ws) en un médulo. Por el teorema 3.1, en términos de grafos
serpientes este cruce se corresponde con un cruce de grafos serpientes en G.
Como se coment6 anteriormente, usando el teorema 5.5 obtenemos el triangulo
no partido:

Yo = V3B Y = 11— Ve[l

Ponemos w, = PiwS; vy wes = PawS, donde w se corresponde con G. Sean
Ty, T2, ..., Ty los arcos correspondientes a G (en orden). Ahora probaremos la
segunda parte del teorema, es decir, los triangulos que involucran a 5 y vs.

1) Si P, #0,5 #0,P, # 0,5y # 0. En este caso en la superficie tenemos
la configuracién que se muestra en la Figura 81

Figura 81: Configuracién local de 1), extraida de [4], pag. 28

Como el cruce de los arcos no es un auto-cruce, existe un arco a = T4
que une A y By cruza a los arcos 7;. Si consideramos 1" la triangulacion
que contiene a T4p v que, ademas, cualquier flip de los arcos 7; que estén
en T" estan conectado a A pero no cortan a 745, entonces la configuracion
local de T se veria como se muestra en la Figura 82
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Figura 82: Triangulacién 7", extraida de [4], pagina 29

Sea J(Q',W') el algebra Jacobiana respecto a la triangulacién 7", w]
la cadena asociada a y; en (S, M,T") y ws la cadena asociada a o en
(S, M, T"). De la Figura 82 se tiene que wj contiene la palabra b «— a — d
y que w, ' (orintacién invertida) contiene la palabra e — a < c. Entonces
el médulo M4 = M (wj) cruza al médulo M| = M (w]) en el médulo M(a).
Por el teorema 5.5 obtenemos una secuencia exacta corta no partida:

0— M] — M;& M — M, —0

donde M} y M son los médulos cadena en J(Q', W) correspondientes a

los arcos 5 v 76 en T". Como la categoria no depende de la triangulacion,
obtenemos el triangulo:

1= DY — Y2 — 1l

Si PL=0,5 #0,P #0,S; # 0. Primero supongamos que P, no es una
cadena directa. Tenemos la configuracién mostrada en la Figura 83

— 'k

s(71) % "t

Figura 83: Configuracién local de 2), extraida de [4], pagina 29
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En la figura se tiene que A es un punto marcado, necesario para que la
cadena no sea directa. Consideremos B el vértice del ltimo triangulo.
Siguiendo la misma estrategia del caso anterior (encontrar la tringulacién
T") se obtiene el mismo tridngulo.

Supongamos ahora que P, es una cadena directa. Sea B la componente
del borde que contiene a s(7;). Hay algunos casos que ver:

i) Sies que B contiene otro punto marcado A diferente de s(71) y s(72) no
esta en B, entonces se procede como en el caso en el que P, no era directo
(ver lado izquierdo de la figura 84)

Figura 84: Casos i) y ii), extraida de [4], pagina 29.

ii) Si s(y1) es el tnico punto marcado y s(7v1) # s(72). Consideremos el
conjunto M C M’, que resulta de agregar un punto marcado A € B (ver
lado derecho de la figura 84) Anadimos el arco 7 = AX y completamos
la triangulacién 7' a una nueva triangulacién 7" de (S, M’). Usando el
mismo argumento que en el caso en el que P, no era directa, encontramos
un tridngulo C(S, M’) dado por:

Y1 = DY — Y2 — 1l

Obtenemos ahora una triangulacién T™* realizando un flip a 7", tal que T*
contiene el arco 7’ alrededor de B (ver circunferencia punteada en la figura
84). Este nuevo arco forma un tridangulo A en 7*. Ahora cortamos la
superficie a lo largo de 7/, encontrando una superficie isotépica a (.S, M),
ya que toda componente homemomorfa al triangulo A la borramos. Como
las categorias son equivalentes se obtiene el tridngulo en C(S, M):

M= D% = v = Nl
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3)

Si s(y2) estd en B. Este caso se reduce al caso en el que P no era directo
y al caso ii). Andlogo si s(71) = s(72).

Los caso restantes se reducen a los anteriores (ver [4] para més detalles).

b) Cruce en flecha. Supongamos que M; y M, se cruzan en flecha.

1)

Si el cruce ocurre en un tridngulo interior de 7. Sea 7 = BC' (ver Figura
85 (a)). Realizando un flip a 7, obtenemos 7’ que nos da una superposicién
y nos permite aplicar el método que se uso en el cruce de médulo para
obtener el triangulo:

Y1 =B v — Y2 — (1]

Figura 85: Cruce en flecha, extraida de [4], pagina 33.

Si el cruce ocurre en un triangulo de 7" donde BC' es un segmento de
borde. En este caso se tiene la configuracién mostrada en la Figura 85 (b).
Consideremos (S, M’) donde M’ se obtiene al agregar un punto marcado
X que esta en BC. Completamos la triangulaciéon 7' anadiendo 7 =
AX, obteniendo una superposicion por este arco. Nuevamente usando
los métodos de cruce de médulos obtenemos un tridngulo en C(S, M’):

T = VB Y — Y2 — [l

Si cortamos a lo largo de 7/, entonces 74 se corresponde con un segmento
de borde, por lo que el tridngulo se convierte en un tridngulo en C(S, M)
de la forma:

M= =2 = ]

¢) Cruce en un 3-ciclo. Se aplican las mismas ideas que en el caso de cruce de
flechas. Para ver mas detalles revisar [4].
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Conclusiones

e Utilizando los grafos serpientes se expresé los cruces de curvas en el lenguaje de
modulos cadena y asi se evito el problema de la isotopia en nuestra superficie.

e Usando el cruce de moédulos cadena se encontré sucesiones exactas no partidas
en la categorfa modJ(Q, W).

e Las secuencias exactas en la categoria de mdédulos dan lugar a tridngulos en la
categoria de conglomerado.

e En el corolario 6.2 se definié una base de Extlj(Q_W) formada por las secuencias
exactas cortas obtenidas al suavizar los modulos cadena; asi como también se
encontré una férmula para la dimension de este espacio.
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Apéndice A

Teoria de modulos

A.1 Definiciones basicas

Definicién A.1. Sea R un anillo con 1 # 0, un R-médulo a izquierda es un conjunto
M, donde:

a) (M,+) un grupo abeliano.

b) Una funcién - : R x M — M (denotaremos -(r,m) = rm) que cumple las
siguientes condiciones:

- (r+sm=rm+sm, Vr,se R,¥Yme M.
(rs)ym =r(sm), Vr,s € R,Ym € M.
-r(m+n)=rm+mn, r€ RVm,née M.

-1lm=m, Vme M.
Observaciones.

e Si R es un cuerpo, entonces un R-mddulo resulta ser un espacio vectorial sobre
R, de ahi que se considere a estos como un caso particular de los modulos.

e Se define un R-moédulo a derecha considerando una funcién - : M x R —
M que cumple las mismas condiciones (salvo por el orden de los factores).
Salvo se diga lo contrario, siempre consideraremos que nuestros médulos son
a izquierda.

e Si R es conmutativo y M es un R-moédulo a izquierda, podemos considerarlo
también como un R-mdédulo a derecha definiendo mr = rm.

Definicién A.2. Sea R un anillo y M un R-médulo. Un subconjunto no vacio
N C M es un sub R-médulo de M si para todo r € Ry x,y € N se tiene que
x+ry e N.

Si se restringe las operaciones de M a N un sub R-moédulo resulta ser un R-médulo
por si mismo.



Definicién A.3. Sea R un anillo con 1, M y N dos R-médulos. Un homomorfismo
de médulos a izquierda es un mapa ¢ : M — N tal que para todo z,y € M yr € R:

p(re +y) = ro(z) + ()

De manera analoga, un homomorfismo de médulos a derecha es un mapa ¢ : M — N
que satisface p(zr +y) = @(x)r 4+ ¢(y). Diremos que un homomorfismo de médulos
es un isomorfismo de R-moédulos si es biyectivo y se denotard por M = N.

Definicién A.4. Dado ¢ : M — N un homomorfismo de R-moédulos, el kernel de
@ es el conjunto:

Ker(p) = {m € M | ¢(m) = 0}
Se puede verificar facilmente que Ker(y) es un R-mdédulo.

Proposiciéon A.1. Sean R un anillo conmutativo con 1, M y N dos R-mddulos,
denotamos por Homg(M, N) al conjunto de todos los homomorfismos de R-mddulos
de M a N. Considerando la suma puntual y la accion:

(re)(m) = re(m),  ¥me M
donde r € R y ¢ € Homg(M, N), se tiene que Homg(M, N) es un R-mddulo.

Definicién A.5. Sea M un R-médulo y N un sub R-mdédulo de M. El grupo
abeliano (M /N, +) se puede convertir en un R-mdédulo haciendo:

r(x+ N)=(rz)+ N

Este moédulo se denomina el modulo cociente de M por N. La proyeccion candnica
m: M — M/N definida por 7(z) = z + N es un homomorfismo de R-médulos con
kernel N.

Teorema A.2 (Teoremas del isomorfismo). Fijemos un anillo R con 1 # 0.

1) Sean M y N dos R-mddulos y ¢ : M — N un homomorfismo. Entonces:

M
Ker(p)

2) Sean A y B dos submddulos de M, entonces A+ B es un submddulo y:

= p(M)

A+B _ A
B  ANnB

3) Sean A y B dos submddulos de M con A C B, entonces:

M/A M
BJ/A B

4) Sea N un submddulo de M, entonces el conjunto de submddulos de M que con-
tienen a N estd en relacion biyectiva con el conjunto de todos los submddulos

de M/N. Esta relacion viene dada por A <> A/N.
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Sea M un médulo y Ny,..., N submédulos de M. Se define:
Ni+...+Ny={a1+...+ar|a; € N;}
Efectivamente, este conjunto resulta ser un submodulo de M, pues para r € R:
(e +...4+ag) +r(by+ ... +bx) = (ag +7by) + ... + (ag + 7by)

Se puede verificar facilmente que la intersecciéon arbitraria de submodulos es un
submédulo. Con este comentario, para un subconjunto A de M definimos el submédu-
lo generado por A como la interseccion de todos los submédulos de M que contienen
a A. Al submddulo generado lo denotamos por (A).

Proposicion A.3. Sea M un R-mddulo y A C M no vacio. Entonces:
<A> = RA = {T1a1+T2G2+...+Tmam | r; € Rya; € A,m € N}

Si (A) = N, diremos que N genera el médulo A. Si N es finito, diremos que N es
finitamente generado. Note que en este caso, todo elemento de N se expresa como
una combinacién lineal finita de elementos de A.

Ejemplo 38. Sea R un anillo con 1 y n € Z, tenemos que R" es un R-médulo con
las operaciones:

(al,...,an)—i—(bl,...,bn):(al—l—bl,...,an—l—bn)
r(ay,...,a,) = (raj,...,ra,)

Si denotamos por e; = (0,...,1,...,0) al vector entero cuya unica coordenada no
nula es justo la i-ésima, entonces:

R" = Re; + ...+ Re,

A.2 Productos directos y sumas directas

Dada una coleccién finita o no, vamos a construir un médulo a partir de estos, en
esta seccion salvo se diga lo contrario consideraremos R un anillo con 1 # 0.

Definicién A.6. Sea I un conjunto arbitrario no vacio y {A;}ie; una familia de
conjuntos. El producto cartesiano de {A;} se define como el conjunto de todas las
funciones:

fI—={JA
i€l

que satisfacen f(i) € A; para todo i € I. El producto cartesiano se denota por

H A; v a sus elementos H a;, haciendo referencia que f(i) = a; € A;. Para cada j,
iel icl
el conjunto A; se denomina la j-ésima componente del producto cartesiano.
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Definicién A.7. Sea {M;};c; una familia arbitraria de R-médulos. El producto
directo de los M; se define como el producto directo de los M; vistos como grupos
abelianos (considerar el producto cartesiano y la operacién definida componente a
componente), con la accién:

(112) 11

iel iel
Denotaremos al producto directo como H M;, se puede ver que es un R-médulo.
iel

Definicién A.8. Sea {M;};c; una familia arbitraria de R-mddulos. La suma directa
de los M; es el subconjunto de [] M; que consiste en todos los elementos [ m; tal
que solo una cantidad finita de componentes m; son no nulas junto con la accién:

() -0

icl iel

Denotaremos la suma directa como @Mi, se puede ver que es un sub R-modulo
iel

del producto directo.

En el caso en que [ sea un conjunto finito, las nociones de producto directo y suma
directa coinciden. Sin embargo, en el caso general esto no sucede.

Proposiciéon A.4. Sea {N;}ic; una familia de sub R-mddulos de un mddulo M.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) El submddulo de M generado por todos los N; es isomorfo a la suma directa

de los N;.
i) Si{iy, ..., ik} es cualquier subconjunto finito de I, entonces N;jy N (N, + ...+
iii) Si{i1,...,ix} es cualquier subconjunto finito de I, entonces Ny + -+ + Ny =
N, ®...+®N,.

iv) Para todo elemento x de M, el mddulo generado por los N;, existen unicos
elementos a; € N; tal que x =Y a;, donde los a; son cero salvo un nimero
finito de indices.

Definiciéon A.9. Un R-médulo F' se denomina libre sobre el subconjunto A de F,
si para cada elemento no nulo x € F, existen tnicos r{,...,7, € Ry ay,...,a, €
A tales que x = riay + reas + ... + rya,. En este caso, diremos que A es un
base o conjunto de generadores libres de F. En el caso que R sea conmutativo, la
cardinalidad de A se denomina el rango de F'.
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Proposicién A.5. Dado A un conjunto, existe un R-mddulo libre F'(A) sobre A que
satisface la siguiente propiedad universal: si M es cualquier R-maédulo y p : A — M
es cualquier mapa, entonces existe un unico homomorfismo de mddulos 1) : F(A) —
M tal que ¥(a) = ¢(a) para todo a € A, esto es, que el siguiente diagrama conmute:

A — F(A)
X l‘”
M

Si A={ay,...,a,}, entonces se tiene que F(A) = Ra; @ ... ® Ra, = R".

A.3 Producto tensorial

Sean A un R-modulo a derecha y B un R-médulo a izquierda. Consideremos F
el grupo abeliano libre en A x B y K el subgrupo de F' generado por todos los
elementos de la forma:

(a+da',b) — (a,b) — (d,b)
(a,b+10)— (a,b) — (a,b)
(ar,b) — (a,rb)

donde r € R,a,a’ € Ay bt/ € B. Definimos el producto tensorial de A y B
(bajo R), denotado A ®g B, como el cociente F//K. A las clases de A ®g B, las
denotaremos:

(a,b) + K=a®b

y en este caso decimos que a ® b es el producto tensorial de a y b. Los elementos
del producto tensorial son de la forma:

Z n;(a; @ b;)

finito

De la misma definicién, el producto tensorial satisface las siguientes propiedades:
o (a1 +a)®b=0a; b+ ay®b.
e a® (b +by)=a®b +a® bs.
e (ar)®b=a® (rb).

Tenemos el mapeo canénico i : A x B — A ® B definido por i(a,b) = a ® b.
Reescribiendo las propiedades anteriores, podemos definir un tipo de mapa que nos
permitira caracterizar el producto tensorial.
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Definicién A.10. Sea M un R-médulo a derecha, N un R-modulo a izquierda y L
un grupo abeliano (escrito aditivamente). Un mapa ¢ : M x N — L se denomina
R-balanceado si satisface:

1) o(my +ma,n) = p(my, n) + @(ma,n).
2) p(m,n1 +n2) = p(m,n1) + ¢(m, na).
3) p(m,rn) = p(mr,n).
para todo m,my,mgy € M, n,ny,ny € Nyr e R.

Como se menciono antes, ¢ resulta ser un mapa R-balanceado. Este tipo de mapas
nos dan otra propiedad universal para el producto tensorial.

Proposiciéon A.6. Sea R un anillo con 1, M un mddulo a derecha y N un modulo
a izquierda. Entonces:

1) Si¢p: M &N — L es un homomorfismo de grupos (L es un grupo abeliano)
entonces p = ¢ o1 es R-balanceado.

2) Reciprocamente, supongamos que L es un grupo abeliano y ¢ : M X N — L

un mapa R-balanceado. Entonces existe un unico homomorfismo de grupos
p: M®N — L, tal que p = ¢ o1.

Equivalentemente, la correspondencia p <> 1 en el diagrama conmutativo:

MxN—- M®N
x |#
L
establece una biyeccion entre los mapas R-balanceados ¢ y los homomorfismos de
grupos ¢ : M @ N — L.

Corolario A.7. Si D es un grupo abeliano y i’ : M x N — D es un mapa R-
balanceado tal que:

1) La imagen de i’ genera D como grupo abeliano

2) Para todo mapa R-balanceado ¢ definido en M x N, existe ¢ satisfaciendo:
p=¢oft.
Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos f : MQN — D tal que i = foi.

Definicién A.11. Si R y S son anillos con 1, un grupo abeliano M se denomina
un (S, R)-bimédulo si M es un S-moédulo a izquierda, un R-médulo a derecha y
s(mr) = (sm)r para todo s € S;r € Ry m € M.

Ejemplo 39. Sea R un anillo conmutativo, entonces un R-médulo a izquierda M,
siempre se le puede dar una estructura de R-médulo a derecha, haciendo mr = rm.
Entonces, podemos ver a un R-médulo a izquierda como un (R, R)-bimédulo. De
manera analoga podemos hacerlo para moédulos a derecha, haciendo rm = mr.
Cuando dotamos de esta estructura a un R-moédulo, diremos que tiene la estructura
estandar.
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Supongamos ahora que M es un (S, R)-bimédulo y N un R-mdédulo a izquierda.
Podemos definir una accién en S a izquierda por:

finito finito

Faltaria ver que estd bien definida, en efecto, para s € S el mapa (m,n) — (sm)®n
es R-balanceado de M x N a M ® N. Por la proposicién A.6, existe un homomorfis-
mo de grupos (bien definido) Ay de M ® N en si mismo, tal que A\;(m®n) = (sm)®n.
Luego As (> m; ® n;) no depende de la representacién del tensor y usando el hecho
que Ag es un homomorfismo se llega a que coincide con ) (sm;) @ n;.

Con esta accién M ® N es un S-modulo a izquierda. Analogamente, si M es un
R-médulo a derecha y N es un (R, S)-bimddulo, entonces M @ N es un S-médulo
a derecha con la accion:

(Z m; ®ni> s = Z m; ® (n;s)
finito finito

Consideremos ahora que M es un (R, R)-mdédulo, donde R es un anillo con 1. El
producto tensorial de M n veces:

ME"=MQM..QM

por lo anterior serd un R-bimdédulo a izquierda y derecha, por lo que serd un (R, R)-
bimodulo por si mismo.

Proposiciéon A.8. Sean M un R-mddulo a derecha, N un (R, S)-bimddulo y L un
S-mddulo a izquierda. FEntonces la correspondencia (m @ n) @ L — m @ (n ® 1)
establece un isomorfismo de grupos abelianos :

(MON)xL2M®(N®L)

Cabe decir, que si R es conmutativo y M, N son R-médulos (a izquierda y por lo
tanto a derecha) entonces M ® N es un R-moédulo con la accion:

r(m®mn)=(rm)®n=m® (rn)

En este caso el mapeo candnico i satisface ri(m,n) = i(rm,n) = i(m,rn), este tipo
de mapa los denominaremos R-bilineal.

Definicién A.12. Sea R un anillo conmutativo con 1 y M, N, L R-mddulos. Un
mapa ¢ : M X N — L se denomina R-bilineal si:

i) @(rimq +rame,n) = rie(my, n) + rap(mse, n).

ii) p(m,ring + rang) = rie(m,ny) + rop(m, ny).
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Proposicion A.9. Supongamos que R es un anillo conmutativo con 1 y M, N dos
R-médulos a izquierda (donde M tiene la estructura estindar). Entonces M @ N es
un R-modulo a izquierda tal que:

r(m®n) = (rm) @n =m® (rn)
y el mapeo candnico v es R-bilineal. St L es cualquier otro R-mdodulo a izquierda

hay una biyeccion entre los mapas R-bilineales y los homomorfismo de modulos entre
M&N y L.
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Apéndice B

Teoria de algebras

B.1 Algebras y moddulos sobre algebras

Fijamo un cuerpo K arbitrario. Siempre que nos referiramos a un anillo, estamos
suponiendo que es un anillo con 1 # 0.

Definicién B.1. Un K-algebra A, es un anillo que tiene una estructura de K-
espacio vectorial (a izquierda) satisfaciendo:

A(ab) = (Aa)b = a(Ab)

para todo A € K y a,b € Ay también que 1514 donde 1k es la identidad de K y
14 es la identidad de A. Diremos que A es de dimensién finita si su dimension como
espacio vectorial es finita.

Definicién B.2. Sean Ay B dos R-algebras, un homomorfismo (resp. isomorfismo)
entre A y B es un homomorfismo (resp. isomorfismo) de anillos ¢ : A — B que
cumple:

e p(1)=1.

e o(A\a) = p(a) para A € K y a € A.

Un K-espacio vectorial B de un K-algebra A se denomina una K-subdlgebra de A si
es que 14 € By ademas b’ € B para todo b,b € B. Un K-espacio vectorial I de A
es un ideal a izquierda (resp. a derecha) si ax € I (resp. xa € [)parax € [ ya € A.
Un ideal bilatero de A es un ideal a izquierda y a derecha. En este caso podemos
cocientar y obtener el dlgebra cociente A/I junto con la proyeccién candnica w : A —
A/I definida por 7(a) = a+ I. Esta proyeccién es un homomorfismo de K-algebras.

Ejemplo 40. El cuerpo C = R ¢ Ri es un R-dlgebra 2-dimensional, pero como
Q-algebra es de dimensién infinita.

Ejemplo 41. Sea R™*" el conjunto de todas las matrices de orden n x n sobre
R. Este conjunto es un R-dlgebra de dimensién n?. A su vez, el conjunto T, (K)
formado por las matrices triangulares inferiores es un subalgebra de R™*".



Ejemplo 42. Sean A; y A; dos K-dalgebras, el producto de K-algebras A; y A,
es el producto A = A; x Ay como espacios vectoriales con la operacién adicional
(a1,a2)(b1,ba) = (a1by, ashy) para ai,by € Ay y az, by € As.

Ejemplo 43. Sea A un K-algebra, el algebra opuesta de A, denotada A° es el
K-éalgebra que como espacio vectorial es A pero su operacién de multiplicacién se
define como a * b = ba para a,b € A.

Definicién B.3. Sea K un cuerpo y A una K-élgebra, un A-médulo a izquierda es
un conjunto M, donde:

a) (M,+) es un K-espacio vectorial.

b) - : Ax M — M es una operacién binaria que satisface las condiciones:

v) a(Az) = (Aa)z = Aax).

Definicién B.4. Sea K un cuerpo y A una K-algebra, un A-mdédulo a derecha es
un conjunto M, donde:

a) (M,+) es un K-espacio vectorial a derecha.

b) -: M x A — M es una operacién binaria que satisface las condiciones:

i) (x4 y)a = za + ya.
ii) z(a+b) = za + xb.

1)
i)
iii) x(ab) = (za)b.
)
)

iv) 214 = .

v) (zA)a = z(Aa) = (za) .

Diremos que un A-médulo es de dimension finita, si la dimension como espacio
vectorial es finita.

Definicién B.5. Seean M, N dos A-médulos a izquierda(resp. a derecha). Un mapa
lineal f : M — N a izquierda (resp. a derecha) se denomina un homomorfismo de
A-médulos si f(ax) = af(z) (resp. f(za) = f(x)a) para todo z € M y a € A.
Si f es biyectivo, diremos que es un isomorfismo y que los médulos son isomorfos
(M = N).

Sea A un K-édlgebra y M un A-médulo a derecha. Un subespacio M’ de M se
denomina un submédulo de M si xa € M’ para todo x € M’ y a € A. El espacio
vectorial cociente M /M’ tiene una estructura de A-mddulo a derecha definida por
(x + M")a = za+ M’ (de manera andloga para el caso de médulos a izquierda). Un
submédulo M’ de M es propio si M # M'.
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Definicién B.6. Para un ideal a derecha I y M un A-mddulo a derecha, el conjunto:
MI ={zya1 + ...+ zsa5 | x; € M,a; € I,s € N}
es un submaédulo de M denominado el submdédulo generado por I.

Definicién B.7. Un médulo M se denomina finitamente generado si existen zy,...,x, €
M tal que para cada x € M existen a; € A tales que x = x1a; + - - - + x,a5. En este
caso denominamos a los x; los generadores de M.

Para M, ..., M, submoédulos de M, definimos:
My+- -+ Mg={x1+...+x5|z; € M;}
Es inmediato ver que M; + ...+ M, es un submodulo de M.

Proposiciéon B.1. Sea A un K-dlgebra de dimension finita y M un A-mddulo a
derecha. Entonces M es finitamente generado si y solo si M es de dimension finita.

Sean A una K-élgebray M, N A-mddulos a derecha. Denotaremos por Hom 4 (M, N)
el conjunto de todos los homomorfismo de M a N. Es inmediato ver que Hom 4 (M, N)
es un K-espacio vectorial con la adicién y producto por un escalar usual: (f+g)(x) =
f@)+g(x)y (fA)(x) = f(z)) = f(z)\. Si M, N son de dimensién finita, enton-
ces Homy (M, N) también lo es pues es un subespacio de Homg (M, N). El mapa
composicion:

- Homa (M, N) x Homyu (L, M) — Homu(L, N)

es K-bilineal, como se puede verificar facilmente. Denotaremos End (M) = Homy (M, M),
este espacio vectorial resulta ser un K-algebra con identidad la funcién identidad.

Definicién B.8. Sea f € Hom (M, N):

a) El kernel de f es el conjunto:
Ker(f) = {z € M| f(z) = 0}

b) El cokernel de f es Coker(f) = N/Im(f).

Se verifica que Ker(f), Im(f) y Coker(f) son A-mddulos a derecha. Ademads la co-
rrespondencia z + Ker(f) +— f(x) establece un isomorfismo de A-mddulos entre

M/Ker(f) y Tm(f).

Definicién B.9. La suma directa de A-médulos a derecha M, ..., M, se define
como la suma directa como subespacios vectoriales M; & ... & M, junto con la
operacion:



donde z; € M; ya € A. Denotaremos M" como la suma directa M @&- - - M m veces.
Diremos que un A-médulo M es la suma directa de los A-submédulos My, . .., M,
si todo elemento m € M se expresa de manera Uinica como m = mq + ...+ m, con
m; € M;. Esto lo denotaremos M = M; & ... H M,.

Definicién B.10. Un A-médulo a derecha M se denomina indescomponible si M
es no nulo y no es suma directa de dos submodulos a derecha de M.

Proposicion B.2. Sea A una K-dlgebra, M es un A—mddulo a derecha y My, ..., M,
submddulos a derecha de M. Entonces M = My, & ... & M, si y solo si se cumplen
las siguientes condiciones:

1) M =M, +---+ M,.

.....

Definicién B.11. Sean A, B,C K-élgebras. Un (A, B)-bimédulo M, es un K-
espacio vectorial que es un A-moddulo a izquierda y un B-mddulo a dereceha y
ademas satisface:

a(xb) = (ax)b

para © € M,a € Ab € B. Un (A, A)-bimédulo simplemente se denomina un
A-bimédulo.

Todo A-médulo a derecha M es un (K, A)-bimédulo considerando Am = m\ para
m € M, \ € K. Andlogamente todo A-mddulo a izquierda N es un (A, K)-bimédulo
haciendo nA = An paran € N, A € K.

B.2 Producto tensorial

Sea A un K-édlgebra, X un A-moddulo a derecha e Y un A-mdédulo a izquierda.
Consideremos F' el K-espacio vectorial con base X X Y y Fy el subespacio de F'
generado por los elementos de la forma:

(z+2,y) = (z,y) — («,y)
(r,y+y) = (z,9) — (z,9)
(za,y) = (v,ay)  Az,y) = (Az,y)
donde z,2' € X,y,y € Y,a € Ay A € K. Consideramos el espacio cociente:
X®aY :=F/F,
Denotaremos = ® y a la clase (x,y) + Fy. De la misma definicién se tiene que:
4+ )Qyu=2r2y+ry

92



rRy+y)=ry+zrxy
(xa) @y =2 ® (ay) Mzrz®y)=(A\)®y

donde z,2’' € X,y,y/ € Y,a € Ay A € K. Los elementos de X ® 4 Y son expresiones
de la forma:

Z Ti @Yi
i=1

donde z; € X,y; € Y. El K-espacio vectorial X ®4 Y se denomina el producto
tensorial de X e Y sobre A.

Definicién B.12. Dado V un K-espacio vectorial, un mapa ¢ : X XY — V es
A-bilineal si para todo z,z1, 79 € X,y,y1,y2 €Y v ay, a9 € K:

1) ¢(x, cryr + asya) = and(x, y1) + d(,y2).
2) ¢la1m1 + aTa,y) = a19(x1,Y) + azd(r2,y).
3) ¢(xa,y) = ¢(x,ay).

La proyeccién canénica 7 : X XY — 2®,4Y definida por 7(x,y) = x @ y claramente
es A-bilineal.

Proposicién B.3 (Propiedad universal). Sea X un A-mddulo a derecha, Y un A-
modulo a izquierda, V un K-espacio vectorial y ¢ : X XY — V' un mapa A-bilineal.
Entonces, existe un unico mapa lineal ¢ : X @4 Y — V tal que p(x @ y) = ¢(z,y)
para todo x € X,y € Y, en otras palabras que el siguiente diagrama conmute:

XxY "5 XY
Xlso
Vv

Sea M un (A, B)-bimédulo, X un A-médulo a derecha e Y un B-médulo a izquierda.
Los productos tensoriales X @4 M y M ®p Y tienen una estructura de B-moédulo a
derecha y A-médulo a izquierda respectivamente definidas por:

(r ®@m)b=x & (mb) alm®y) = (am) Ry

parax € X,y € Y,m € M,a € A,b € B. Més ain si X es un (A, C)-bimédulo e Y
es un (C, B)-bimdédulo, se tiene que X ®¢Y es un (A, B)-bimddulo con la estructura:

a(z ® y)b = (az) ® (yb)

parax € X,y € Y,a € A,b € B. La siguiente proposiciéon nos dice que se cumple la
asociatividad para el producto tensorial.

93



Proposiciéon B.4. Sea X4 un A-mddulo a derecha, Y un (A, B)-bimédulo y Z un
B-mddulo a izquierda. Entonces el mapa:

oxyz: (X ®@4Y)®pZ = X®4 (Y ®pZ)

definido por oxyz((x@y)®z2) =2 @ (y®2), para x € X,y € Y,z € Z es un
isomorfismo.

Finalizamos esta secciéon con la definicién del algebra tensorial. Dado K un cuerpo
y Aq,..., A, K-algebras. Entonces el producto tensorial:

Al @ Ay @k -+ Qi Ay
es una K-algebra con multiplicaciéon definida por:
(1 ®ay® - Ra,) (b @by R+ Rby,) = (a1 @ asby @ - -+ @ ayby,)
donde a;,b; € A; y:
1A, @kAs@k @K An = 14, Ok 14, Qk -+ QK 1a,
En el caso en que A; = A denotaremos:
AP = Ak AQk -+ Qg A (n veces)

Esta dlgebra se denomina la n-ésima algebra tensorial de A.

Ahora sea M un A-bimdédulo, definimos:
(M) = A
T(M) =M @4 M ®4--- @4 M (n veces)

Entonces, el K-espacio vectorial:
T(M) =P 1" (M)
n=0

es un K-algebra donde la multiplicacion viene dada por:
(71220 QL) (YN QP @ QYn) = (110 Ly @Y -+ @ Yn)

para (11 QT2 ® - R Ty) ET™(M), (Y1 QY2 ® -+ - R yy,) € T™(M) y la identidad 14
es la misma que la identidad de T'(A).

Ademas T'(A) también es un A-mdédulo, basta considerar las estructuras:
A(T1 T2 ® - ®Tpy) = (aT1) ® -+ @ Ty,
(T1Q01: Q0 QTp)a=71 @ @ (Tma)

paraa € A=T(M)yx ® - Qx, € T™(M).
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B.3 Modbdulos proyectivos e inyectivos

Sea A una K-algebra de dimension finita. Un médulo F' se denomina libre si es que
F es isomorfo a una suma directa del médulo A (el algebra vista como un médulo).

Definicién B.13. Un moédulo P se denomina proyectivo si es que para cada epifor-
mismo h: M — Ny f € Homu (P, N), existe g € Homa(P, M) tal que hg = f. En
otras palabras, si el siguiente diagrama es conmutativo:

Lema B.5. Sea P un mddulo, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) P es un médulo proyectivo.
i1) Todo epimorfismo h : M — P es una retraccion.

iii) Eriste un mddulo libre F' y un mddulo P tal que P& P’ = F.

Demostracion. Ver en [25]. O

Definicién B.14. Sea A un algebra de dimensién finita, un médulo E se denomina
inyectivo si es que para cualquier monomorfismo u : M — N y w € Homu (M, E)
existe v € Homy (N, E) tal que w = vu. En otras palabras si el siguiente diagrama
es conmutativo:

M —25 N
E

Lema B.6. Sea E un modulo, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) E es un mddulo inyectivo.

ii) Todo monomorfismo f: E — M es una seccion.

Demostracion. Ver en [25]. O



B.4 El espacio de extensiones

Definicién B.15. Una secuencia de homomorfismos (finita o infinita):

N LN LN 'SR
se denomina exacta si Ker(h,) = Im(h,_;) para todo n. En particular:
0—+L=M=N—=0

se denomina una sucesion exacta corta si u es un monomorfismo, r un epimorfismo
e Im(u) = Ker(r).

Definicién B.16. Sea una secuencia exacta corta:

0sASBY S0

Diremos que es partida si existe un isomorfismo f: B —+ A® C tal que foa: A —
A®C eslainclusién y po f = b. Esto se puede representar por el siguiente diagrama
conmutativo:

0 s A sy B s s ()

bbbk

A—s AsCc s C

0 0

~
~

Figura 86: Diagrama conmutativo de una secuencia partida

Una resolucién proyectiva de un médulo M es una secuencia exacta de la forma:

dn dn d d
i PSP P PSP M0

donde todos los médulos P, son proyectivos. Diremos que una resolucion proyectiva
. . d . .
es minima si Py — M y d,, : P, — Im d,, son cubiertas proyectivas para cada n.

Dualmente, una resolucion inyectiva de un médulo M es una secuencia exacta de la
forma:

dO dl i dn+1
O—-M—5L—-LHLH— =11 — 1L, —11—

donde todos los moédulos I, son inyectivos. Diremos que una resolucién proyectiva

. . d° . .
es minima si M — Iy y Im d"* — I,, son sobres inyectivos para cada n.

Vamos a estudiar a partir de ahora lo que es una extensiéon y el espacio de extensiones
correspondiente. Fijemos A un K- dlgebra de dimensién finita.
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Definicién B.17. Una secuencia exacta corta de A-modulos:
E-0LLME NS0

se denomina extension de L por N. Diremos que dos extensiones son equivalentes
si existe h € Hom (M, M') tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 oL M2 N s 0
lidL lh lidN
f/ / 9/
0 s L s M s N > 0

En este caso escribiremos E = E' y es facil ver que h es un isomorfismo.

Para dos médulos L y N denotaremos por £4(N, L) el conjunto de todas las exten-
siones de L por N. Tenemos que ser equivalente es una relaciéon de equivalencia y
denotaremos:

exty(N,L) =ea(N,L)/ =
Lema B.7. Sean L y N maodulos sobre A y:
E:0—-L5M% N0
E:0—L5 M4 NS0
dos extensiones de L por N. Entonces existe una extension:
B0 Mm% N o
de L por N donde M" =V/U,
V=A{(m,m') e M®& M| g(m)=g'(m')}
U=A{(f(z),—f'(x) e M& M|z e L}

f": L — M" viene dado por f"(x) = (f(z),0)+U parax € L yg": M" — N viene
dado por ¢"((m,m') + U) = g(m) = ¢'(m’) para (m,m’) € V.

Demostracion. Ver en [25]. O

La extensién E” del lema anterior se denota por E + [E'. El siguiente lema nos dice
que esta extensioén define una operacion.
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Lema B.8. Sean L y N dos mddulos y:
E:0oLLME N0, oLl SN0
E:O%LLHQN—W, E’:O—>L7—/>M/§—,>N—>O
extensiones de L por N tales que E = E yE’%E/. Entonces E+E' ~*E+E.

Demostracion. Ver en [25]. O

Podemos definir una adicién en ezt (N, L) dada por la suma de clases:
[E] + [E] = [E + E]
Ahora, sean L, N médulos sobre A y:
E:0sLL M5 N0

una extension de L por N. Para un homomorfismo v : V' — N de mddulos, existe
un diagrama conmutativo:

0 s L — s M xyV -2V > 0
P
0 s L N V) g N s 0

Un resultado analogo se tiene para u : L — U. Asi, tenemos dos mapas:
exty (N, u) : exty (N, L) — ext (N, U)
exth(v, L) : ext (N, L) — exty(V, L)

tal que ext! (N, u)([E]) = [uE] y extl(v, L)([E]) = [Ev]. Més atin, estos mapeos
resultan ser lineales.

Sean L, N modulos, definiremos un espacio vectorial Ext}(N, L), que consistird en
una resolucién proyectiva minimal y dos morfismos lineales:

Ext!y (N, u) : Exty(N, L) — Ext! (N, U)
Ext! (v, L) : Ext4(N, L) — BExt!(V, L)
Consideramos la resolucién proyectiva minimal:

dn dn, d d
R iy R NI N e W e A
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Aplicamos el funtor contravariante Hom4(—, L) : mod(A) — mod(K) que nos da:

Hom 4 (d1,L) Hom 4 (d2,L)
_— —_—

Hom (P, L) Hom(Py, L) Hom(Py, L)

donde Hom 4(ds, L)Hom4(d;, L) = Hom4(dydy, N) = 0.
Definicién B.18. Definimos el espacio de extensiones como:

Ker(Hom4(ds, L))
Im(Homy(dy, L))

ExtL(N, L) =
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Apéndice C
Carcajes y sus representaciones

Definicién C.1. Un quiver o carcaj es un cuarteto @ = (Qo, @1, s,t) donde:

e ()y es un conjunto cuyos elementos se les denominan vértices.
e ()1 es un conjunto cuyos elementos se les denominan flechas.

e s5,1: Q1 — Qo que asocia una flecha a € )7 su punto de inicio a = s(a) y su
punto final b = t(«). Esto lo denotaremos simplemente por « : a — b.

Observaciones. Diremos que un carcaj es finito si )y y ()1 son conjuntos finitos.

Definicién C.2. Sea Q = (Qo,Q1,8,t) un carcaj y a,b € Qp. Un camino de
longitud [ > 1 con inicio a y final b es una secuencia de flechas oy € Q) tales que
s(ay) = a,t(ag) = s(ags1) v t(ag) = b para cada k{1,...,l —1}. Esto lo podemos
ver como:

aq @2 aj
a=ay —>a —> a3 —> - —>aq_1—aq==b

Denotaremos por @); al conjunto de caminos de ) que tienen longitud {. Un camino
se denominara ciclico si su inicio y final coinciden. Un quiver que no tiene ciclos se
denominara aciclico.

Observacion. Para abreviar, denotaremos a un camino como en la definicién an-
terior simplemente por: (a | ag, ag, -+ ,aq | b).

Dados dos caminos (a|ay,ag, - ,a;|b) y (c|p1, B2, -, Bk|d) de longitud I y k
respectivamente, definimos el producto de estos como su concatenacién, en otras
palabras:

(CL|O[1,0CQ,"‘ ,Oél|b)(C|/817/827"' a/ﬁk|d) :5(70((1'04170[2,"' 70117517"' 7/6k|d)

donde &y, es el delta de Kronecker. Si el punto final del primer camino no coincide
con el inicio del segundo, entonces su producto sera el camino cero.



Definicién C.3. Sea () un carcaj finito y K un cuerpo. El algebra de caminos
KQ es el K—4élgebra que visto como espacio vectorial es aquel que tiene como base
a todos los caminos de longitud [ > 0 y como producto al producto de caminos
definido anteriormente.

Tenemos que el algebra de caminos se puede descomponer como:
KQ=KQ®KQ DKQ® - DKQ D

donde para cada | > 0 K@), es el subespacio de K generado por todos los caminos
de longitud [. Mas ain, tenemos que (K@Q;)(KQ,,) C KQ1, para todo [,m > 0
por lo que K@) es un algebra n-graduada sobre K.

Definicién C.4. Sea () un carcaj finito, el ideal de flechas es el subespacio:
RQ:KQl@KQQ@"'@KQJ@"'

del algebra de caminos K(). De manera similar, para [ > 1 definimos:

Ry~ @ K0,

m>1

Definicién C.5. Un ideal bilatero I de K se denomina admisible si es que existe
m > 2 tal que:

m 2
Ry CIC R

En este caso al par (@, ) lo denominamos carcaj acotado y al dlgebra cociente
KQ/I el algebra de carcaj acotada.

Proposicion C.1. Sea QQ un carcaj finito e I un idela admisible de KQ. Entonces
KQ/I es un dlgebra de dimension finita.

Demostracion. Ver en [25]. O

Definicién C.6. Sea ) un carcaj, una relaciéon en K () es una combinacion lineal
de la forma:

n
E Aiw;
i=1
donde w; son caminos en ) de longitud al menos 2 que tienen el mismo inicio y el

mismo final.

Proposicion C.2. Sea Q) un carcaj finito, K un cuerpo e I un ideal admisible en
KQ. Entonces I estd generado por un numero finito de relaciones.

Demostracion. Ver en [25]. O
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Definicién C.7. Sea () un carcaj finito, una representacién de () es una coleccion:

M = (Maagoo)? a € QOaa S Ql

donde M, son espacios vectoriales y ¢, : Mgy — My son mapeos lineales. Di-
remos que la representaciéon es finita si es que cada espacio M, es de dimension
finita.

Definicién C.8. Sean M = (M,,p.) vy N = (N,,1,) dos representaciones de @
sobre K. Un morfismo de representaciones f : M — N es una familia f = (f,)acq,
de mapas lineales f, : M, — N, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

M) —== My

lfs(a) lft(a)

c—% p

Un morfismo f = (fu)eeq, de representaciones se denomina isomorfismo si todos
los f, son isomorfismos. Denotaremos por Homg(M, N) el conjunto de todos los
morfismos de representaciones de M a N.

Sea @ = (Qo, @1, s,t) un carcaj finito e I un ideal admisible de K. Consideremos
una representacién M = (M,, ¢,) y un camino w = ajas - - - ; de longitud [ > 1 en
(. Definimos el siguiente mapa lineal:

P = PoyPayr—1" " PasPay * Mo(ar) = Myay)

que se denomina mapa de evaluacion de M en el camino w. Para una combinacién
lineal (relacion):

r
T = E /\zwz
=1

de caminos en () teniendo el mismo inicio a y final b. Definimos:
©r = Z)\l@wl : Ma — Mb
i=1

Definicién C.9. Diremos que una representacion M estd acotada por I o que
satisface las relaciones en I, si tenemos ¢, = 0 para todas las relaciones 7 € I.

Para un carcaj acotado (@, I) denotaremos Rep(Q, I) a la categoria de represen-
taciones de () acotadas por I. Se puede verificar que es una K-categoria.

Teorema C.3. Sea A = KQ/I, existe una equivalencia lineal entre categorias:

F: Mod A — Repr(Q, 1)
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Expondremos como asociar una representacién a un modulo Consideremos () =
(Qo, @1, s,t) vy para cada vértice a € Qo tenemos el idempotente £, = (al|a) de KQ
que nos da el idempotente e, = ¢, + 1.

Dado un moédulo M, para cada vértice a € Qg hacemos M, = Me, y para cada
flecha o € () definimos:

Pa - Ms(a) — Mt(a)
por po(x) = zax donde x € M) y @ = a+1. Se puede comprobar que efectivamente

F(M) definido como lo hemos hechos esté acotada por I. Para poder ver més detalles
sobre la prueba de este teorema el lector puede consultar [25].
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Apéndice D

Teoria de Categorias

D.1 Conceptos basicos

Definicién D.1 (Categoria). Una categoria C consiste en la siguiente informacién:

1) Clase de objetos: Ob(C).

2) Para A, B € Ob(C) existe un conjunto Hom¢(A, B) de morfismos que cumple
las siguientes condiciones:

— Para todo A € Ob(C) existe 14 € Hom¢(A, A).
— Para f € Hom¢(A, B) y g € Home (B, C') existe una funcion:

o: Home(A, B) x Home(B, C') — Home (A, C)

que asocia al par (f, g) el morfismo go f. Esta operacién se conoce como
composicién. Denotaremos al morfismo f € Hom¢(A, B) simplemente
por f: A— B.

3) La composicion de morfismos es asociativa, es decir:

(hog)of=ho(gof)
4) Para todo morfismo f: A — B se cumple que foly =1go f=f.

Definicién D.2 (Isomorfismos). Sea C una categoria. Diremos que f € Hom¢(A, B)
es un isomorfismo si existe g € Home (B, A) tal que:

gof=1lay fog=1p
Se prueba que g, si existe, es tinica. Denotaremos, usualmente, g = f~1.

Diremos que los objetos A, B € Ob(C) son isomorfos si y solo si existe un isomorfismo
f:+A— B. A un morfismo de la forma f : A — A lo denominaremos endomorfismo
y denotaremos End(A) = Hom(A, A). Si f € End(A) es un isomorfismo, diremos
que es un automorfismo.



Ejemplo 44. La categoria de grupos Grp donde los objetos son los grupos y los
morfismos son los homomorfismos de grupos. La categoria de R-mdédulos Mod
donde los objetos son los R-mddulos y los morfismos son los homomorfismos de
modulos. La categoria de espacios topoldgicos Top donde los objetos son los espacios
topoldgicos y los morfismos son las funciones continuas.

Definicién D.3 (Monomorfismo). Diremos que f : A — B es un monomorfismo si
para todo objeto Z y todo par de morfismos o/, a” : Z — A se cumple:

fOO_//:fOO_/" — o =a

Definicién D.4 (Epimorfismo). Diremos que f : A — B es un epimorfismo si para
todo objeto Z y todo par de morfismos ', 5" : B — Z se cumple:

/Blof:ﬂﬁof:>ﬁ/:/8//
Definicién D.5 (Objeto inicial y final). Sea C una categoria, diremos que:

a) I € ODb(C) es inicial si para todo objeto A se tiene que Hom(/, A) es un
singleton.

b) F' € Ob(C) es final si para todo objeto A se tiene que Hom(A, F') es un
singleton.

c¢) Si un objeto es inicial y final diremos que es un objeto cero de la categorfa.

Productos y coproductos. Consideremos dos conjuntos A, B y su producto car-
tesiano A x B. Existen dos funciones m4 : Ax B — Ay nmg: A x B — B definidas
por ma(a,b) = a y wg(a,b) = b. El par (m4,7p) satisface una propiedad univer-
sal que detallamos a continuacion. Sea Z cualquier otro conjunto y dos funciones
fa:Z — A, fg: Z — B. Entonces existe una tunica funcién o : Z — A x B tal que
el siguiente diagrama conmuta:

Ja

/B
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La construccién de o es sencilla, basta considerar o(z) = (fa(2), fg(z)). Podriamos
haber considerado, en vez de simples conjuntos, espacios topologicos. En este caso la
propiedad universal tiene sus refinamientos, encontrando que o deberia ser continuo
por ejemplo. Con este pequeno ejemplo nos damos cuenta que podemos tener la
nocion de productos en un contexto totalmente general.

En una categoria C consideremos dos objetos A y B. El producto de A y B, deno-
tado A X B, es un objeto equipado con morfismos w4, 7g que cumplen la propiedad
universal mencionado al inicio de la seccion.

Ejemplo 45. Consideremos A y B dos conjuntos (o objetos de cierta categoria).

Vamos a construir una categoria C(A, B) como sigue.

e Los objetos serdan los diagramas de la forma:

e Dados dos objetos:
h A f2 A
M‘B %B

Un morfismo entre estos objetos es el diagrama conmutativo:

A
2
o
Z1 """""" > Zg
AN
B
g1

En esta categoria los productos son los objetos finales. Es decir, el producto de A y
B existird si es que C(A, B) tiene objetos finales.
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Diremos que una categoria tiene finitos productos si es que para cualquier par de
objetos A y B existe el producto de ellos.

Nuevamente regresemos al caso de los conjuntos. Sean A y B dos conjuntos dis-
juntos, tenemos ahora dos funciones inclusiéon iy : A > AUBeig: B — AUB
definidas por is(a) = a e ig(b) = b. El par (i4,ip) satisface una propiedad univer-
sal que detallamos a continuacion. Sea Z cualquier otro conjunto y dos funciones
fa:A— Z fgp: B — Z. Entonces existe una tnica funcién o : AU B — Z tal que
el siguiente diagrama conmuta:

Ja

/s

La funcién sigma se construye facilmente, basta tomar o(a) = fa(a) paraa € Ay
o(b) = fp(b) para b € B.

De manera general, sea C una categoria y A, B dos objetos. El coproducto de Ay
B es un objeto, denotado por A LI B, equipado con dos morfismos iy, : A - AU B
eig: B — AU B que satisfacen la propiedad universal mencionada anteriormente.

Diremos que una categoria C tiene finitos coproductos si para dos objetos A y B
existe el coproducto de ambos.

Aligual que en el ejemplo 45 se puede construir una categoria donde los coproductos
sean los objetos iniciales de esta.

Ejemplo 46. Sean A y B dos conjuntos cualesquiera en Set, la categoria de con-
juntos. Esta categoria tiene finitos coproductos, basta considerar:

AUB=AwYD
donde A’ 2 A, B'=~ By A'NB’' = (). Por ejemplo, podemos considerar A" = {0} x A

y B' = {1} x B. Es claro que se cumple cada una de las condiciones anteriores.
Ahora, los morfismos i4 e ip se definen por:

ia(a) = (0,a) y ig(b) = (1,b)
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Definicién D.6 (Categoria aditiva). Una categoria A es aditiva si satisface las
siguientes condiciones:

a) Tiene un objeto cero.

C

)

b) Tiene finitos productos.
) Tiene finitos coproductos.
)

d) Hom(A, B) es abeliano y o es bilineal.

Observacién. En algunos textos a las categorias que cumplen d) se les denomina
pre-aditivas. Se puede demostrar que en este tipo de categorias si existe el producto
también existird el coproducto y viceversa.

Ejemplo 47. La categoria Ab de los grupos abelianos es aditiva, basta ver que:

e Los grupos triviales son los objetos ceros.
e Los productos y los coproductos de dos grupos G y H son G x H.

e Hom(A, B) es un grupo abeliano.

Definicién D.7 (Kernel de un morfismo). Sea A una categoria aditivay ¢ : A — B
un morfismo. Diremos que un morfismo k : K — A es el kernel de ¢ si ook =0 y si
para todo vy : Z — A con o~y = 0 se tiene que existe un unico morfismo v : 7 — K
tal que el siguiente diagrama conmuta:

ANy . 4
oy
Vi

Definicién D.8 (Cokernel de un morfismo). Sea A una categoria aditiva y ¢ :
A — B un morfismo. Diremos que un morfismo 7 : B — C es el cokernel de ¢ si
mow = 0y sipara todo f: B — Z con 0 = 0 se tiene que existe un tinico
morfismo 5 : C' — Z tal que el siguiente diagrama conmuta:

B

C

B

v

U
A——B Z

P B

Al kernel y cokernel lo denotaremos por Ker y Coker respectivamente.
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Lema D.1. Un morfismo ¢ : A — B en una categoria aditiva:

a) Es un monomorfismo si y solamente si para todo morfismo vy : Z — A se tiene

que poy=0 = v=0.

b) Es un epimorfismo si y solamente si para todo morfismo : B — Z se tiene

que fop =0 = [ =0.

Demostracion. Sea ¢ : A — B un morfismo.

a)

Si ¢ es un monomorfismo, sea v : Z — A con ¢ oy = 0. Luego se tiene que
poy=0= o0 yasi v =0. Reciprocamente, veamos ahora que ¢ es un
monomorfismo. Para esto tomemos un objeto Z cualesquieray o/, o” : 7 — A
dos morfismos tales que p o o/ = p o @”. Tenemos que:

/

po(a—a”)=0
Luego por la hipdtesis obtenemos que o —a” =0 y asi o = o”, es decir, ¢ es
un monomorfismo.

Si ¢ es un epimorfismo, sea § : B — Z con o ¢ = 0. Luego se tiene que
Bopwy=0=00¢yasi §=0. Reciprocamente, veamos ahora que ¢ es un
epimorfismo. Para esto tomemos un objeto Z cualesquieray p',5" : B — Z
dos morfismos tales que 3’ o ¢ = 3" o p. Tenemos que:

(8"= 8" op=0

Luego por la hipétesis obtenemos que f' — 5" = 0 y asi ' = 3", es decir, ¢ es
un epimorfismo.

O

Lema D.2. En una categoria aditiva los kernel son monomorfismos y los cokernel
son epimorfismos.

Demostracion. Sea ¢ : A — B un morfismo y cokery : B — C su cokernel. Veamos
que cokery es un epimorfismo, para eso usaremos el lema anterior. Sea v : C — Z
morfismo tal que v o Cokery = 0, queremos ver que v = 0. Tenemos que:

(7o Cokerp)ogp =0

Por la propiedad del cokernel tenemos que existe un tnico morfismo o : C' — Z tal
que o o Cokerp = v o Cokerp = 0. Como ~v y 0 cumple la relaciéon anterior, por la
unicidad tenemos que 7 = 0 necesariamente. Andlogo se prueba para el caso del
kernel. O

109



Ejemplo 48. Consideremos la categoria Ab. Dado ¢ : G; — G5 un morfismo
(homomorfismo de grupos) y el grupo abeliano:

H ={g € Gi|e(g1) = 0}

Consideremos el morfismo i : H — G definido por i(h) = h para todo h € H. Se
tiene que (poi)(h) = p(i(h)) = ¢(h) = 0 para todo h € H, asi poi = 0.

Ahora, sea £ : H' — G morfismo tal que p 0 £ = 0. Como (¢ o &)(h) = 0 se tiene
que £(h) € H para todo h € H'. Entonces H' C £7(H), por lo que podemos definir
¢ H — H por &(h) = £(h). De la misma definicién se tiene que el diagrama
mostrado abajo conmuta, por lo que Kerp = 1.

Lo anterior coincide con la nocién que tenemos de Kernel en el algebra abstracta.
Normalmente el grupo H se denomina el Kernel de ¢; sin embargo, para nosotros
el Kernel es el morfismo 4, que no es mas que una inclusion.

Consideremos ahora el grupo abeliano L = ——— y el morfismo 7 : G5 — L definido

Im(¢p)
por m(g) = g. No es dificil probar que Coker p = .

Definiciéon D.9. Una categoria aditiva A es abeliana si:

e Los kernel y cokernel existen.
e Todo monomorfismo es el kernel de algin morfismo.

e Todo epimorfismo es el cokernel de un morfismo.

Ejemplo 49. La categoria Ab es una categoria abeliana. Sea R un anillo conmu-
tativo, la categoria de R-mddulos es una categoria abeliana también.

Definicién D.10 (Imagen y coimagen). Sea ¢ : A — B un morfismo en una
categoria abeliana A. Definimos:

e 5 =1Imyp = Ker(Coker ).
e a = Coimy = Coker(Ker ).

Observacion. En [29] (seccién 1.4 del capitulo IX) se prueba que para una categoria
abeliana los productos y coproductos coinciden, denotandolos por A @ B.
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Definicién D.11 (Funtor contravariante). Sean C y D dos categorias. Un funtor
contravariante es una correspondencia F que satisface lo siguiente:

e Para todo A € Obj(C) se tiene que F(A) € Obj(D) (asocia a cada objeto de
C un objeto en D).

e Para cada morfismo f: A — B se asocia un morfismo F(f) : F(A) — F(B).
Esta asociacion satisface cada una de las siguiente condiciones:

a) f(lA) = 1]~'(A)'
b) F(Boa)=F(B)oF(a).

Denotaremos al funtor como F : C — D, teniendo en cuenta que F actia en los
objetos y en los morfismos de la categoria C.

Observacién. Dada una categoria C, vamos a definir la categoria opuesta C°P.

e Los objetos de C°P son los mismos que C.

e f € Homeww(A,B) = f € Home(B,A), es decir, los morfismos en la
categoria opuesta son morfismos “invertidos” de la categoria inicial.

e Sea f € Homeen (A, B) y g € Homeer (B, C'), entonces:
go f=fogé€ Homeo(A,C)

Cabe decir que la composicién de la izquierda no es la misma que la de la
derecha, pero por fines practicos no haremos ninguna distincién entre ambas.

Definicién D.12 (Funtor contravariante). Un funtor contravariante F : C — D es
un funtor covariante entre C°? y D.

Sea G : C — D funtor contravariante. Si en C tenemos lo siguiente:

Via G se invierten las flechas:

6(A) 2% g3y g )

G(Boa)
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Definicién D.13. Sean C,D dos categorias y F : C — D un funtor covariante.
Diremos que:

e F es fiel si para todo A, B € Obj(C) se tiene que la funcion:
F : Hom¢ (A, B) — Homp(F(A), F(B))

es inyectiva, es decir, si f: A — By g: A — B son tales que F(f) = F(9)
entonces necesariamente f = g.

e F es total si la funcién anterior es sobreyectiva.

e F es esencialmente sobreyectivo si F induce una biyeccién y ademas se cumple
que para todo Y € Obj(D) existe X € Obj(C) tal que F(X) =Y.

Definicién D.14 (Equivalencia de categorias). Diremos que un funtor F : C — D
covariante es una equivalencia de categorias si es totalmente fiel y esencialmente
sobreyectivo.

Ejemplo 50. Sea R un anillo, denotemos por R* al grupo de unidades de R. Todo
homomorfismo de anillos R — S induce un homomorfismo de grupos R* — S*. Esta
operacion define un funtor covariante entre Ring y Grp.

Ejemplo 51. Consideremos la categoria que tiene como objetos a los enteros no ne-
gativos y como Hom(m,n) al conjunto de matrices de orden n x m sobre un cuerpo
K. En esta categoria la composicion es la multiplicacion usual de matrices.

La categoria construida anteriormente, que denotaremos por Mat,,, es equivalente a
la categoria de los K- espacios vectoriales de dimensién finita. Para ver esto vamos
a construir un funtor F como sigue.

Al nimero n lo vamos a enviar al espacio vectorial K", es decir F(n) = K”. A una
matriz A de cualquier orden la vamos a enviar al mapa lineal que tiene como matriz
representante a A (todo con respecto a la base canénica).

El funtor anterior es fiel, pues si tomamos dos matrices que representan al mismo
mapeo lineal (en la base candnica) entonces necesariamente son iguales. Ademads es
total, pues todo mapeo lineal (sobre espacios vectoriales de dimensién finita) siem-
pre tiene una matriz que la representa.

Finalmente, es esencialmente sobreyectivo, pues si tomamos un espacio vectorial V'
de dimensién finita, digamos n; entonces n — K" = V', por lo que F(n) = V.

Ejemplo 52. Sea () un carcaj, entonces la categoria de representaciones de () es
equivalente a la categoria de modulos sobre el algebra de caminos de Q).
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D.2 Categorias de complejos

Definicién D.15 (Complejos). Sea A una categoria aditiva, un complejo es una
familia:

X = (X,,dX)

donde X,, € Obj(A) y d¥ : X,, — X,,_; son morfismos que cumplen d,, o d,,1; = 0
para todo n € Z. Un complejo lo podemos representar graficamente como se muestra
a continuacion:

d

n+1 dn
— Xn—l—l Xn

Definicién D.16 (Morfismo de complejos). Consideremos dos complejos sobre 4
X =(X,,d¥)eY = (Y,,d’). Un morfismo entre X e Y, f : X — Y, es una familia

de morfismos:
fon: Xpn =Y, neZ

que cumple: dY o f, = f,_1 0 dX para todo n € Z. Esto tltimo equivale a decir que
el siguiente diagrama conmuta:

Si consideramos como objetos a los complejos y como morfismos a los morfismos
entre complejos, se puede comprobar que, en efecto, estos forman una categoria.

Definicién D.17 (Categoria de complejos). Sea A una categoria aditiva. La cate-
goria de complejos, denotada por C(A), es aquella que:

e Tiene como objetos a los complejos sobre A.

e Tiene como morfismos a los morfismos entre complejos.
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Teorema D.3. La categoria C(A) es aditiva.

Demostracion. Probaremos cada una de las condiciones necesarias.

e Home()(A, B) es abeliano y o es bilineal. En efecto, basta ver que el con-
junto de morfismos es abeliano, pues si esto se cumple la bilinealidad es una
consecuencia inmediata. Sean f,g € Home(4)(A, B) morfismos cualesquiera,
entonces definimos la suma de morfismos como sigue:

f +g = (fn +gn)n€Z

Tenemos que f,, g, : A, — B, € Hom(A,, B,,). Como A es aditiva, tenemos
que Hom 4(A,,, B,) es un grupo abeliano, por lo que la operacién definida hace
de Home(4)(A, B) un grupo abeliano también. Lo tinico que faltaria probar es
que, en efecto, f+ ¢ también es un morfismo de complejos. Para esto debemos
de probar que para n € Z se cumple:

df © (fn—i—l +gn+1) = (fn +gn) o dl:

Como f y g ya son morfismos de complejos, tenemos que:
dfofn—i-l :fnod;? ydgogn—i-l :gnOd;?

Como o es bilineal, ya que A es aditiva, tenemos que:

dr]_zg © (fn+1 +gn+1) = df O fnt1 +df O gn+1
= fuod) 4+ good)

e Tiene objeto cero. En este caso el objeto ceroes 0 = (04,d) donded : 04 — 04.
Para ver esto consideremos cualquier complejo A = (4,,d?). Como 04 es
objeto cero, en particular inicial, existen inicos morfismos f, : 04 — A, tal
que el siguiente diagrama conmuta:

04— 50, —d o,

fn+1 fn fn—l
An—l—l An An—l
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Hemos encontrado un morfismo de complejos f : 0 — Ay, debido a la unicidad
es unico. De manera andloga se razona para encontrar un
morfismos g : A — 0, por lo que 0, en efecto, es un objeto cero de C(A).

de los f,, este

e FExisten productos y coproductos. Veamos la existencia de los coproductos, la
idea es analoga para el caso de los productos.

Sean X = (X,,,dX) e Y = (V,,d?) dos complejos. Definimos:

XUY = (X, UY,, dp)nez

donde d,, es el inico morfismo obtenido de la propiedad universal como muestra
el siguiente diagrama:

ZanlodT)L(
X,
\ n
X, UYy-mmmm- > X1 UY,
Y, /Y
n
/LXn—lod:

Afirmacion 1. X LY es el coproducto de X e Y. En efecto, veamos primero
que d, 1 od, = 0. Consideremos el diagrama mostrado abajo, como X e Y
son complejos se tiene que d_; odX =0y dY_,od’ =0.

X X
XnL Xn-1 dn%l Xn—o
an an—z
XoUY) —" s X, UY=L UY,
iYn v v Z.Yn—2
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Todo el diagrama anterior se puede simplificar al siguiente diagrama:

Por la unicidad de los d,, se tiene que d,,_1 o d,, = 0 como se queria. Ahora,
veamos que X LI'Y satisface la propiedad universal. Definamos:

ix = (ix,)nez € iy = (iy, Jncz

En efecto, ix e 7y son morfismos debido a la misma definicién de los d,,. Re-
cordar que se cumple d, oix, =ix, ,odX, que justamente es el requerimiento
para que ix sea un morfismo. Analogo con iy.

Resta ver que X UY junto con los morfismos ix e iy cumplen la propiedad
universal. Sean fx : X — Zy fy : Y — Z dos morfismos cualesquiera donde
7 = (Z,,d?) es un complejo. Trabajando en las componentes n-ésimas, por la
propiedad universal tenemos que existe tnico f, tal que el siguiente diagrama
conmuta:

Definimos f = (fy)nez. Como f, 0ix, = (fo)n ¥ fn o iy, = (fy)n se tiene que
foix = fo ¥y foiy = fy. Todo lo anterior equivale a decir que el siguiente
diagrama conmuta:
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Lo tnico que faltaria ver es que, efectivamente, f es un morfismo y también
que este es el inico. Consideremos el diagrama que se muestra a continuacion:

X

Xn dn Xn—l

ZXnQ an—l
(F. 0 x v v Yy (),

fn fn—l
Zn L Zn—l

Como ix es un morfismo el cuadrado de arriba conmuta. Ademds, como f,
también es un morfismo el cuadrando grande también conmuta, todo esto
quiere decir que:

. . Z .
fn—loanZXn — dn OanZXn

Como iy, es un epimorfismo (o usando la unicidad de la propiedad universal
de los coproductos) se tiene que:

fnfl o dn = dg o fn
Esto dltimo prueba que f es un morfismo. La unicidad de f es consecuencia

de la unicidad de los f,; si existe otro morfismo g que cumpla la propiedad,
encontraremos otros g, satisfaciendo la misma propiedad que los f,,.

[]
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D.3 Categoria de complejos homotdpica

Fijemos A una categorfa aditiva y f,g: X — Y dos morfismos en C(A).

Definicién D.18 (Homotopia de morfismos). Diremos que f y ¢g son homotépicos,
denotado f ~ g, si es que existe una familia de morfismos s, : X,, — Y,,.1 tales que
para todo n € Z se cumple:

Jn—Gn = dZ_HSn + Sn—lda)f

Lema D.4. La relacion ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Probaremos las tres condiciones que son necesarias.

e Como f, — f, = 0 se sigue que f ~ f.

e Si f ~ g, existen s, : X,, = Y, tales que para todo n € Z se cumple:
Jon—gn = d31/+13n + spadyy
Esto equivale a:
gn = fr = Ay (=8n) + (=sn1)dy

Asi los —s, : X,, = Y,,11 cumplen por lo que tenemos que g ~ f.

e Sean f,g,h : X — Y tales que f ~ gy g ~ h. Entonces existen morfismos
Sp i Xp = Yo vt 0 X, = Y, tales que:

Jn—Ggn = dr};—&—lsn + Sn—ldr)f
Gn — hn = dthn + tn—ldf
Sumamos ambas igualdades y obtenemos que:
fo—hy =dY 1 (Sn+ t) + (Sp1 + too1)dX

Asi los s, +t, : X,, = Y, 11 cumplen por lo que tenemos que f ~ h.
O

Lema D.5. Sean f,g: X — Y morfismos tales que f ~gya: W — X, 8:Y — Z
morfismos arbitrarios. Se tiene que:

Ja~gaypBf~fBg
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Demostracion. Probaremos que fa ~ ga, el otro caso se analiza de manera analoga.
Como f ~ g existen s, : X,, — Y,.1 tales que:

fn —gn = dz;ﬂsn + Sn—ldf
Multuplicando por «,, y simplificando tenemos que:
fnan — gnOp = dz+1<5n05n> + Sn—ldfan

Como « es un morfismo tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

Entonces dX o o, = a,,_1 0 d?V, por lo que tendrfamos lo que querfamos:
n n
_ Y w
JnQn = Gntn = d) 1 (5p0) + (Sp_10,—1)d,,
H

El lema anterior nos dice que la composicion, en cualquier sentido, esta bien definida
sobre las clases de homotopia. Esto nos permite definir lo siguiente.

Definicién D.19 (Categoria de complejos homotépica). Sea A una categoria adi-
tiva. La categoria de complejos homotdpica, denotada por IC(A), es aquella que:

e Tiene como objetos a los complejos al igual que C(A).

e Los morfismos son las clases de homotopia de los morfismos de complejos:

HOIIlC(A) (X, Y)

~Y

HOHI;C(A) (X, Y) =

Proposicién D.6. Sea A una categoria aditiva, entonces IC(A) también es aditiva.

Demostracién. Definimos una suma en /C(A) por:

1+ 19l =1f +4]
Esta operacién esta bien definida, pues si f ~ f'y g ~ ¢’ tenemos que:
fo = fo = dyiysn + spady
gn — 97/1 = d;/ﬂtn + tn—lan

donde s,,t, : X,, = Y,,11. Sumando estas dos expresiones obtenemos que:
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(fot90) = (fh 4 gh) = db 1 (Sn 4 ) + (Sne1 + tao1)dyy

Ast f4+g ~ f'+¢ porloque [f+g] = [f'+¢']. Con esta operacién es facil demostrar
que Homy(4)(X,Y’) es un grupo abeliano y que o es bilineal. Ademads, el elemento

cero de K(A) es el mismo que el de C(A).

Resta ver que existen los coproductos. Recordemos el diagrama que obtuvimos en
la prueba de que C(A) es aditiva:

Tomemos iy ~ ix, entonces por los lemas vistos anteriormente obtendriamos que
foiy ~ foix = f.. Asi[f]ol[ix]=[f]c[ix] = [f:], por lo que el diagrama sigue
conmutando si consideramos las clases de homotopfia.

m

A continuacién probaremos que la categoria C(.A) es abeliana, pero que K(.A) no lo
es, necesariamente. Consideremos un morfismo cualesquiera ¢ : A — B y suponga-
mos que existen o = Coimy = Coker(Kerp) y f = Imp = Ker(Coker ¢). Tenemos
el siguiente diagrama:

Ker A

Cokerp
P, p Coker,

A C

0 . p
A B’

Como Cokerp o ¢ = 0, de la definicién de 5 = Ker(Coker ) se tiene que existe un
unico morfismo v : A — B’ tal que el tridngulo mostrado en la Figura 87 conmuta.

Por lo anterior tenemos que S o~y oKery = 0, por lo que 7o Kerp. Por la definicion

de a = Coker(Ker ), existe un tinico morfismo ¢’ : A" — B’ tal que el diagrama
mostrado en la Figura 88 conmuta.
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% KergpA P /BCokergpc

Q fy/; 15

B v/

Figura 87: Propiedad universal de Ker(Coker )

Ker ©.

Coker
Y B

A C

Figura 88: Propiedad universal de Coker(Ker )

Entonces, si los kernel y cokernel existen, para un morfismo ¢ : A — B hemos
encontrado un unico morfismo ¢’ : A" — B’ tal que el diagrama anterior conmuta.

Definicién D.20. Una categoria aditiva A es abeliana si satisface las siguientes
condiciones:

1) Los kernel y cokernel existen.
2) Para todo morfismo ¢ : A — B, el morfismo ¢’ : A — B’ es un isomorfismo.

Observacién. La definiciéon anterior y la que dimos anteriormente coinciden, el
lector puede ver esto en [30].

Proposiciéon D.7. Sea A una categoria abeliana. La categoria de complejos C(A)
es abeliana también.

Demostracion. Ya probamos que C(A) es aditiva, por lo que solo resta probar las
dos condiciones de la definicion D.20.

a) Sea f: X — Y un morfismo. Como A es abeliana tenemos que cada morfismo
fn: X, = Y, tiene un kernel, digamos:

Kerf, : K, — X,
Usando el hecho f es un morfismo de complejos tenemos que:

fn_lodifoKerfn:dgofnoKerfn:()
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Por la propiedad de los kernel existe un tnico morfismo df K, > K,_; tal
que el siguiente diagrama conmuta:

dioKerfn fn—1

Kn% Xn—lﬁifn—l

df\\y[?%erfnl

n—1

Luego, usando lo anterior tenemos que:

K JK X K
Ker f,_10d, od, , =d; oKerf,od,
X gX
= dn 0] dn+1 o Ker fn+1

=0

Si llevamos lo anterior al diagrama 89 y usamos la unicidad de los d% ob-
tenemos que df¥ o d¥ , = 0, por lo que K = (K,,dY) es un complejo.
Usando las propiedades de los objetos K, se puede probar que, en efecto,
d = (ker f,,) : K — X es el kernel buscado.

0 fn-1
Kppgn— X1/ Y 1

dy ody 7,
\4[ Ker fn -1
K

n—1
Figura 89: Propiedad universal de Kerf,

b) Afirmacién. f = (f,) : X — Y es un isomorfismo si y solo si cada f,, también
es un isomorfismo. En efecto, si f es un isomorfismo es evidente que cada f,
lo es también. Reciprocamente, supongamos que cada f,, es un isomorfismo.
En este caso existe para cada n la inversa g, = f,!. La inversa buscada es
g=1(g) Y = X. Que g sea la inversa es evidente del hecho de que cada g,
es la inversa de f,. Lo tnico que resta por demostrar es que, en efecto, g es
un morfismo de complejos. Esto es cierto debido a que:

dr)z(ﬂ O Gnt1 =GgnO fno dr)z(ﬂ O gn+1
=Ggn© d7{+1 O fnt10 Gni1
=0n© d;/ﬂ
Sea f: X — Y un morfismo y f: X’ — Y’ el morfismo asociado. Como A es

abeliano, se tiene que cada f], es un isomorfismo, por lo que se concluye que
f" es un isomorfismo también.

]

122



Como se mencioné al inicio de la seccién, la categoria IC(A) no es abeliana. Veamos
un ejemplo en donde la condicién a) falla.

Ejemplo 53 ([31], Ejemplo 2.6). Consideremos la categoria abeliana Ab y el mor-
fismo f : X — Y mostrado en la Figura 90. El complejo X solo es no nulo en la
entrada 0 y el complejo Y en las entradas 1 y 0 (estamos considerando un orden
descendente en la indexizacion).

7

0—>0 0
L
0—7 957 —50

Figura 90: Morfismo f.

En C(Ab) el morfismo f es no nulo; sin embargo, en C(Ab) es nulo ya que es ho-
motopico al morfismo 0 via la funcién identidad. Lo que vamos a ver es que f no
tiene kernel en K(Ab). En efecto, supongamos lo contrario. Consideremos el mor-
fismo Ker f : K — X, como X solo es no nulo en la entrada 0 podemos considerar
que Ker f = fy : Ky — Z, pues los demés morfismos serdan 0. Como fo(Ky) es un
subgrupo de Z tiene la forma de rZ con r € Z.

Pongamos K’ = X y definamos para cada i € Z el morfismo i : Z — Z por i(x) = ix.
Podemos considerar i : K’ — X, simplemente basta considerar i en la componente 0
y en las deméds los morfismos 0. Como f = 0 (bajo homotopia) tenemos que foi = 0.
Por la propiedad universal de los kernel existe un tnico morfismo wu; : K/ — K tal
que Ker f ou; =i bajo homotopia. Como u; va de X a K y X solo es no nulo en la
entrada 0, es imposible que exista algin morfismo no nulo homotépico a u;, por lo
que la igualdad anterior se cumple como morfismos.

Nuevamente, podemos considerar u; como un morfismo que va de Z a Ky, pues los
demés morfismos seran 0. Como la imagen de fy o u; esta contenida en la imagen
de fy que es rZ, entonces la igualdad fy o u; =i es imposible para un i # r.

Si bien K(A) en general no es abeliana, la categoria de complejos homotépica nos
da la estructura para un nuevo tipo de categorias: las categorias trianguladas.

D.4 Categorias trianguladas

Definicién D.21 (Funtor aditivo). Un funtor ¥ entre dos categorias aditivas A y
B se denomina aditivo si es que para cualquier par de objetos X,Y en A se tiene
que el mapeo:

Y :Hom(X,Y) — Hom(X(X), X2(Y))

es un homomorfismo de grupos abelianos. Si 3 : A — A, en otras palabras si es un
automorfismo, se denomina funtor de traslacién.

Fijemos una categoria aditiva Ay ¥ : A — A un funtor de traslacion.
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Definicién D.22 (Tridngulos, [31], Pdgina 9). Un tridngulo en A es una sucesion:

Definicién D.23 ([31], Pagina 9). Sean dos tridngulos X = Y = Z & ¥X y

x' Yyt Yz ® $X7 Un morfismo de tridngulos es una tripleta (f, g, h) de
morfismos tales que el siguiente diagrama conmuta:

X—=Y—"—=7——>%X

AN

X Sy 7t X

Diremos que el morfismo (f, g, h) es un isomorfismo de triangulos si y solo si los
morfismos f, g y h lo son también.

Definicién D.24 (Categoria triangulada, [31], Definicién 3.1). Una categoria trian-
gulada es una categoria aditiva 7 junta con un funtor de traslacién ¥ y una coleccion
de triangulos distinguidos que satisfacen los siguientes axiomas:

1) Todo tridngulo isomorfo a un tridngulo distinguido es distinguido también.

2) Para todo objeto X en T, el tridngulo X X 50— 32X es distinguido.

3) Para todo morfismo f : X — Y en T existe un tridngulo distinguido de la
forma X 5V = 7 - £X.

4) El tridngulo X &Y % Z 5 £X es distinguido si y solamente si el triangulo
Y5 7% nX 2% NY es distinguido.

4) Sean X LYV 5 255Xy X' 5y 2 27 ™ ¥X tridngulos distinguidos,
entonces todo diagrama conmutativo:

XV —"—7-5>vX

Pk

!

Xyt v s

se puede completar a un morfismo de tridangulos, es decir, encontrar un mor-
fismo h : Z — Z' tal que el diagrama anterior sea conmutativo.

5) Sean los triangulos distinguidos X =Y — 72/ =YX, Y 5 7 — X' = XY
vy X 5 Z 5 Y — ¥X, entonces existe Z' — Y’ — X' — X7’ un tridngulo
distinguido tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
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Id -

A Y'—X’ DIV

Observacién. El axioma 5) se conoce como el axioma octaedral. En [31] se pueden
encontrar dos equivalencias de este axioma, ademas de las referencias para otras
equivalencias mas.

Teorema D.8 ([31], Teorema 6.7). Sea A una categoria aditiva, entonces la ca-
teogria de complejos homotépica KC(A) es una categoria triangulada.

D.5 Categorias derivadas

En esta seccién consideraremos A la categoria de R-médulos sobre un anillo R.

Definicién D.25 ([31], Definicién 7.1). Sea X = (X,,,dX) un complejo en C(A).
La n-homologia de X se define como:
_ Kerdy

~ Imd},,

H,(X)

Diremos que X es exacto si H,(X) = 0 para todo n € Z.

Definicién D.26. Sea f: X — Y un morfismo de complejos. Definimos:
H,(f): H,(X) — H,(Y)

por z+Imd,, — fn(z)+Imdy), . Estonos permite definir los funtores de homologfa
H, :C(A) — A, donde n € Z.

Observacion. El mapa H,(f) se denomina el mapa inducido por f en homologia.

Definicién D.27 ([31], Definicién 7.4). Un morfismo f : X — Y de complejos se
denomina cuasi-isomorfismo si los mapas H,(f) son isomorfismos para todo n € Z.
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Teorema D.9 ([31], Teorema 7.10). Sea A una categoria abeliana. Eziste una
categoria D(A), denominada la categoria derivada de A, y un funtor L : K(A) —
D(A) que cumple las siguientes condiciones:

a) Para todo cuasi-isomorfismo q en K(A), L(q) es un isomorfismo en D(A).

b) Sea D cualquier categoria y un funtor F : K(A) — D que mapea cuasi-
isomorfismos a isomorfismos. Entonces existe un funtor G : D(A) — D tal
que G o L = F. FEsto implica que D(A), si existe, es unica salvo equivalencia
de categorias.

Demostracion. Ver en [31]. O

Lema D.10 ([31], Lema 7.11). La clase Q de cuasi-isomorfismos en K(A) satisface
las siguientes condiciones:

a) Para todo objeto X en K(A) la identidad Idx estd en Q.
b) Q es cerrado bajo composiciones.

c¢) Dado un cuasi-isomorfismo q € Q y un morfismo f en K(A), existe un objeto
W, un morfismo g y un cuasi-isomorfismo t € ) tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

| b

X —Y

Andlogamente, dado un cuasi-isomorfismo q € Q y un morfismo f en K(A),
existe un objeto V', un morfismo h y un cuasi-isomorfismo r € @ tal que el
siguiente diagrama es conmutativo:

J

Y ——X

qJ hk

X —V

d) Para dos morfismos f,g: X —Y en K(A) son equivalentes:

i) Friste un cuasi-isomorfismo q:Y — Y’ en Q) tal que go f = qog.

ii) Existe un cuasi-isomorfismot: X' — X en Q tal que fot =got.

Demostracion. Ver en [31]. O
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El lema D.10 nos permitira describir los morfismos en la categoria derivada. En el
teorema D.9 (ver en [31]) se establece que los morfismos en D(.A) son la clase de
equivalencia de una expresién de la forma:

fiogitofaogto...ofrog!

donde los f; son morfismos en K(A) y los ¢; son cuasi-isomorfismos. Usando la
propiedad ¢) del lema anterior tenemos que para un morfismo f y un cuasimorfismo
q se tiene que:

¢ lof=gotTly foql=rtoh

donde g, h son morfismos y ¢, r son cuasi-isomorfismos. Usando lo anterior podemos
mover todos los cuasi-morfismos (las inversas formales) a la derecha, por lo que los
morfismos en la categorfa derivada se pueden representar de la forma f o ¢! donde
f es un morfismo y ¢ un cuasi-isomorfismo. Esto se representa como un “techo”:

X
f
Xy \Y

Sean dos techos (¢, f) v (t,g). Diremos que son equivalentes si existe otro techo
(r,h) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Se puede probar que la relacion anterior es de equivalencia, para ver detalles de esto
el lector puede revisar [32] o [31]. Ahora vamos a definir la composicién de techos.
Para esto consideremos (q, f) y (¢, g) techos, usando ¢) del lema D.10 obtenemos un
techo (¢, ¢') tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

/\
Za /\

X
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La composicion de techos (t, g) o (q, f) se define como la clase de equivalencia repre-

sentada por (got’,gog’). Se puede probar que esta composicién no depende de las
clases (ver [31]).

Definimos la categorfa D(A) como sigue:

e Tiene los mismos objetos que D(A) y por lo tanto que (A) también.

e Los morfismos en D(A) se definen como la clase de equivalencias de los techos.

Teorema D.11 ([31], Proposicién 7.13). Sea A una categoria abeliana. La categoria
D(A) es equivalente a la categoria derivada D(A).

Demostracion. Ver en [31]. O

Proposicién D.12 ([31], Proposiciones 7.15y 7.18). Sea A una categoria abeliana.
Entonces D(A) es una categoria aditiva, es mds, también es triangualada.

Demostracion. Ver en [31]. O

128



Bibliografia

1]

[9]

Assem, 1., Briistle, T., Charbonneau-Jodoin, G., & Plamondon, P. G. (2010).
Gentle algebras arising from surface triangulations. Algebra & Number Theory,
4(2), 201-229.

Briistle, T., & Zhang, J. (2011). On the cluster category of a marked surface
without punctures. Algebra & Number Theory, 5(4), 529-566.

Labardini-Fragoso, D. (2009). Quivers with potentials associated to triangulated
surfaces. Proceedings of the London Mathematical Society, 98(3), 797-839.

Canakci, 1., & Schroll, S. (2017). Ezxtensions in Jacobian algebras and cluster
categories of marked surfaces. Advances in Mathematics, 313, 1-49.

Butler, M. C., & Michael Ringel, C. (1987). Auslander-reiten sequences with few
middle terms and applications to string algebras. Communications in Algebra,
15(1-2), 145-179.

Labardini-Fragoso, D. (2009). Quivers with potentials associated to triangulated
surfaces, Part II: Arc representations. arXiv preprint arXiv:0909.4100.

Irelli, G. C., & Labardini-Fragoso, D. (2012). Quivers with potentials associated
to triangulated surfaces, Part I1I: tagged triangulations and cluster monomials.
Compositio Mathematica, 148(6), 1833-1866.

Labardini-Fragoso, D. (2016). Quivers with potentials associated to triangulated
surfaces, part IV: removing boundary assumptions. Selecta Mathematica, 22(1),
145-189.

Lee, K., & Schiffler, R. (2015). Positivity for cluster algebras. Annals of Mathe-
matics, 73-125.

[10] Schréer, J. (1999). Modules without self-extensions over gentle algebras. Journal

of Algebra, 216(1), 178-189.

[11] Dummit, D. S., & Foote, R. M. Abstract algebra (Vol. 3). Hoboken: Wiley

(2004).

[12] Fomin, S., & Zelevinsky, A. Cluster algebras. 1. Foundations. J. Amer. Math.

Soc. 15, 2 (2002), 497-529 (electronic).

129



[13] Fomin, S., & Zelevinsky, A. Cluster algebras. II. Finite type classification. In-
vent. Math. 154, 1 (2003), 63-121.

[14] Fomin, Sergey, & Andrei Zelevinsky. Cluster algebras IV: coefficients. Compo-
sitio Mathematica 143.1 (2007): 112-164.

[15] Hungerford, T. W. Algebra, volume 738 of. Graduate Texts in Mathematics,
(1980) 20-31.

[16] Canakci, 1., & Schiffler, R. (2013). Snake graph calculus and cluster algebras
from surfaces. Journal of Algebra, 382, 240-281.

[17] Canakei, 1., & Schiffler, R. (2015). Snake graph calculus and cluster algebras
from surfaces II: self-crossing snake graphs. Mathematische Zeitschrift, 281(1),
55-102.

[18] Canakei, I., & Schiffler, R. (2019). Snake graph calculus and cluster algebras
from surfaces III: Band graphs and snake rings. International Mathematics Re-
search Notices, 2019(4), 1145-1226.

[19] Caldero, P., Chapoton, F., & Schiffler, R. (2006). Quivers with relations arising
from clusters (A, case). Transactions of the American Mathematical Society,
358(3), 1347-1364.

[20] Musiker, G., & Williams, L. (2013). Matriz formulae and skein relations for
cluster algebras from surfaces. International Mathematics Research Notices,
2013(13), 2891-2944.

[21] Schiffler, R., & Thomas, H. (2009). On cluster algebras arising from unpunctu-
red surfaces. International Mathematics Research Notices, 2009(17), 3160-3189.

[22] Schiffler, R. (2010). On cluster algebras arising from unpunctured surfaces II.
Advances in Mathematics, 223(6), 1885-1923.

[23] Derksen, H., Weyman, J., & Zelevinsky, A. (2008). Quivers with potentials and
their representations I: Mutations. Selecta Mathematica, 14(1), 59-119.

[24] Musiker, G., & Schiffler, R. (2010). Cluster expansion formulas and perfect
matchings. Journal of Algebraic Combinatorics, 32(2), 187-209.

[25] Skowroniski, A., & Yamagata, K. (2011). Frobenius algebras (Vol. 12). European
Mathematical Society.

[26] Serge. L. Algebra. Graduate texts in mathematics (2002).
[27] Spanier, Edwin H. Algebraic topology. Springer Science & Business Media, 1989.

[28] Fomin, S., Shapiro, M., & Thurston, D. (2008). Cluster algebras and triangula-
ted surfaces. Part I: Cluster complexes. Acta Mathematica, 201(1), 83-146.

[29] Aluffi, P. (2021). Algebra: chapter 0 (Vol. 104). American Mathematical Soc.

130



[30] Mac Lane, S. (2013). Categories for the working mathematician (Vol. 5). Sprin-
ger Science & Business Media.

[31] Holm, T., & Jogrgensen, P. (2010). Triangulated categories: definitions, proper-
ties, and examples. Triangulated categories, 375, 1-51.

[32] Gelfand, S. 1., & Manin, Y. L. (2013). Methods of homological algebra. Springer
Science & Business Media.

[33] Keller, B., & Yang, D. (2011). Derived equivalences from mutations of quivers
with potential. Advances in Mathematics, 226(3), 2118-2168.

[34] Keller, B. (2006). On differential graded categories. arXiv preprint
math/0601185.

[35] Keller, B. (1994). Deriving DG categories. In Annales scientifiques de 1'Ecole
normale supérieure (Vol. 27, No. 1, pp. 63-102).

[36] Amiot, C. (2009). Cluster categories for algebras of global dimension 2 and
quivers with potential. In Annales de l'institut Fourier (Vol. 59, No. 6, pp. 2525-
2590).

[37] Krause, H. (2008). Localization theory for triangulated categories. arXiv pre-
print arXiv:0806.1324.

[38] Zhou, P., & Zhu, B. (2018). Triangulated quotient categories revisited. Journal
of Algebra, 502, 196-232.

[39] Marsh, R. J., & Palu, Y. (2014). Coloured quivers for rigid objects and partial
triangulations: the unpunctured case. Proceedings of the London Mathematical
Society, 108(2), 411-440.

[40] Musiker, G., Schiffler, R., & Williams, L. (2013). Bases for cluster algebras
from surfaces. Compositio Mathematica, 149(2), 217-263.

[41] Derksen, H., Weyman, J., & Zelevinsky, A. (2008). Quivers with potentials and
their representations I: Mutations. Selecta Mathematica, 14, 59-119.

[42] Dominguez, S., & Elsener, A. G. (2021). Eztensions in Jacobian algebras via
punctured skein relations. arXiv preprint arXiv:2108.07844.

131



