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RESUMEN

Esta TESIS trata del analisis, formulacion, disefio, aplicacion y simulacién grafica de
tres técnicas sofisticadas de control digital dinamico, nolineal multivariable, que permiten
realizar el control de la trayectoria espacial de los dispositivos de operacion final de un
robot de seis articulaciones angulares, respecto de un determinado sistema referencial. El
objetivo principal es dotarle al robot la capacidad de operar libremente en el espacio
cartesiano, con todas sus articulaciones accionadas simultdneamente por motores DC sin
escobillas. Previamente se ha analizado, formulado y simulado la Geometria del robot,
para posicionar y orientar al efector operacional, la Cinemética del robot, para especificar
el movimiento espacial, la Dinamica del robot, para describir su comportamiento fisico,
incluyendo ademas, las ecuaciones de los motores y de los transductores de posicion y

velocidad, para obtener la formulacion dindmica total del sistema actuador-robot-sensor.

Para logar el objetivo se debe plantear una “Ley de Control Dinamica Digital” que
genere las variables de voltaje de los motores para cada articulacion y asi controlar el
vector articular del robot para que siga la trayectoria planificada en el espacio articular o
cartesiano. Estas técnicas de control son: 1) Control por Compensacién Nolineal, se aplica
cuando la dinamica total del sistema est4 formulada con precision y no est4 afectada por
perturbaciones ni incertidumbres. 2) Control por Compensacion Adaptiva, se aplica
cuando la dinamica del sistema esta bien especificada y el efecto de las perturbaciones y
variaciones estructurales existentes, se pueden identificar y atenuar con la adaptacion de un
controlador optimo cuadréatico residual. 3) Control Optimo Adaptivo Autosintonizable, se
aplica cuando la dinamica del sistema carece de precision y esta expuesta a perturbaciones
o0 incertidumbres y sujeta a variaciones estructurales, utilizando para ello, un método de
identificacion dinamica de parametros del sistema y disefiando una estrategia de control

Optimo cuadratico recursivo y adaptable para cualquier trayectoria espacial.

Luego de formular y analizar cada técnica de control se presenta la simulacion
gréfica de las variables involucradas en el tiempo y espacio utilizando el programa MatLab

seguido de una tabla-resumen concluyente mostrando resultados satisfactorios.
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ABSTRACT

This THESIS deals with the analysis, formulation, design, application and graphical
simulation of three sophisticated techniques of nonlinear multivariable dynamic digital
control, that allow to realize the spatial trajectory control of the end operation devices of a
six angle joints robot, respecting a determined referential framework. The main proposed is
to endow it the robot the capacity to operate freely in the cartesian space with all joints
simultaneously driven with brushless DC motors. Previously it has been the analyzed,
formulated and simulated the Robot Geometry, to position and orient the operational
effector, Robot Kinematics, for specifying the spatial movement, the Robot Dynamics for
describing the physical behavior, including besides, the motors’ equations, position and
speed transducers’ equations, in order to obtain the total dynamic formulation of the

actuator-robot-sensor system.

In order to achieve, it must be established a "Digital Dynamic Control Law" to
generate voltage variables of motors of each joint and so, to control the robot joint vector
to follow a planned trajectory in the joint or cartesian space. These control techniques are:
1) Control by Nonlinear Compensation, it is applied when the system total dynamics is
formulated precision and is not affected by disturbances neither uncertainties. 2) Control
by Adaptive Compensation, it is applied when the system dynamics is fully specified and
the effect of extant structural variations and disturbances can identify and attenuate them
by the adaptation of an optimal residual quadratic controller. 3) Optimal Adaptive Self-
tuned Control, it is applied when the system dynamics lacks precision and it is exposed to
disturbances or uncertainties and subjected to structural variations, utilizing for that, a
dynamic identification method of system parameters and designing an optimal recursive

and adaptable control strategy for any spatial trajectory.

Therefore to formulate and analyze each control technique it is included the
graphical simulation of involved variables in time and space using the MatLab program

followed by concluding table-summary showing satisfactory results.
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INTRODUCCION

Un robot industrial es un manipulador de uso general constituido por eslabones rigidos
conectados en serie mediante articulaciones, las cuales se accionan con elementos motrices
utilizando dispositivos sensoriales para captar las variables mecanicas y realizar el control
de trayectorias planificadas utilizando técnicas y algoritmos sofisticados de control,

elaborando para este fin una arquitectura electronica a base de microprocesadores.

Con el objetivo de formular, describir, analizar, disefiar y simular graficamente la
aplicacion de tres técnicas de control de trayectorias de un robot de seis articulaciones

accionado por motores DC sin escobillas, la Tesis, se organiza en diez capitulos.

En el capitulo 1 se presentan las definiciones teoricas y los conceptos generales de

Robdtica Industrial junto con la descripcion de un robot de seis grados de libertad.

En el capitulo 2 se formulan y analizan las ecuaciones geométricas directa e inversa de
la estructura fisica del robot utilizando la representacién espacial, mediante matrices de
transformacion homogénea propuestas por Denavit-Hartenberg para determinar la posicion
y orientacion del efector operacional del robot respecto de un marco referencial base,

formulando ecuaciones articulares y relacionando con ecuaciones cartesianas.

En el capitulo 3 se determinan, analizan y simulan las formulaciones de la cineméatica
para describir el movimiento del robot en el espacio cartesiano relacionando con el espacio
articular tanto en la trayectoria, velocidad y aceleracion cartesianas y articulares usando

funciones apropiadas en el tiempo.

En el capitulo 4 se determina, analiza y simula graficamente la dindmica espacial del
robot aplicando la metodologia de Lagrange, que utiliza las energias cinética y potencial

totales del robot para obtener una formulacion dindmica vectorialmente estructurada.

En el capitulo 5 se realiza la formulacion, la descripcion, el analisis y la linealizacion
del modelamiento dinamico de los actuadores motrices que son motores DC sin escobillas
debido que se utilizan actualmente en el dmbito de la Robdtica por presentar buena

respuesta dindmica y permiten obtener una regulacion éptima de posicién y de velocidad.



En el capitulo 6 se elabora y analiza la formulacion dindmica del robot integrando los
motores y transductores de posicion y de velocidad con el fin de obtener la Formulacion
Dinamica total inversa y directa del sistema actuador-robot-transductor y se realiza la
simulacidn grafica en el tiempo aplicando métodos de solucion de ecuaciones diferenciales

no lineales multivariables.

En el capitulo 7 se desarrolla, analiza, disefia y simula graficamente la técnica de
control utilizando “Compensacién Nolineal” que se aplica cuando se conoce la dindmica
del robot de forma precisa considerando que no existen perturbaciones, ni incertidumbres.
En esta seccion se utiliza una linealizacion instantdneamente mediante una ley de control
nolineal y un conjunto de controladores Proporcional-Diferencial (PD) para el sistema

linealizado.

En el capitulo 8 se desarrolla, analiza, disefia y simula graficamente la técnica de
control utilizando “Compensacion Adaptiva” que se aplica cuando se conoce la dindmica
del robot con un cierto grado de incertidumbre o cuando existen variaciones estructurales
generalmente en el efector final de forma continua e incierta o perturbaciones. Es necesario
realizar la identificacion del sistema mediante un método recursivo de minimos cuadrados
para controlar las variables residuales mecanicas y reducir el error producido en las

trayectorias espaciales aplicando una ley vectorial de control 6ptima de un paso.

En el capitulo 9 se desarrolla, analiza, disefia y simula graficamente la técnica de
control utilizando “Control Adaptivo Autosintonizable” que se aplica cuando no se conoce
la formulacion dinamica del robot de forma precisa, cuando existen perturbaciones,
incertidumbres y variaciones estructurales, para esto se utiliza un método de identificacion
dinamica de parametros del sistema mediante el método de minimos cuadrados recursivo
para obtener de forma instantanea un sistema lineal equivalente para luego aplicar control
Optimo adaptable incluyendo integradores de error para corregir errores y desviaciones que

puedan aparecer en la respuesta al seguir una trayectoria referencial establecida.

Finalmente en el capitulo 10 se describen, analizan y simulan de forma gréafica los
tipos de generacion de trayectorias en el tiempo, tanto en el espacio articular como en el
espacio cartesiano, empleando diversas técnicas. La generacion de trayectorias en el
espacio articular es mas practico de realizar, pero mas util es la realizacion de la

generacion de trayectorias en el espacio cartesiano.



CAPITULO 1
GENERALIDADES DE ROBOTICA

1.1 Introduccién

La Robotica es una area multidisciplinaria compleja en la cual intervienen diversas
areas tecnoldgicas y especialidades de Ingenieria, como Ingenieria Mecéanica, Ingenieria
Electrénica, Ingenieria Automatica, Ingenieria Informatica, Procesamiento digital de
sefiales, Inteligencia artificial, etc. haciendo uso de las ciencias béasicas teoricas y

aplicadas.

De forma general se puede definir en la actualidad la Robética como el conjunto de
conocimientos tedricos y practicos que permiten concebir, realizar y automatizar sistemas
basados en estructuras mecanicas poliarticuladas, dotados de un determinado grado de
“inteligencia” y destinados a la produccion industrial o a la sustitucion del hombre en muy
diversas tareas. Un sistema robético se puede describir, como aquel que es capaz de recibir
informacion, de comprender su entorno a través del empleo de formulaciones, de realizar y
de ejecutar planes y de controlar o supervisar su operacion. La nocién de Robotica implica
una cierta idea preconcebida de la estructura mecanica universal capaz de adaptarse, a muy
diversos tipos de acciones y en la que concurren, en mayor o menor grado segun los casos,
las caracteristicas de movilidad, gobernabilidad, autonomia y polivalencia, unida a la

versatilidad y variedad de los elementos operacionales que utiliza.

Un robot manipulador es una estructura mecéanica en el cual se integran una variedad
de mecanismos metalicos, dispositivos eléctricos y electronicos, elementos motrices 0
motores y sensoriales (transductores), se incorpora un sistema multiprocesador digital para
procesar y ejecutar los algoritmos de control en tiempo real que permiten realizar el
movimiento requerido, obtener la percepcion del entorno y ejecutar operaciones; también

se puede incluir un sistema de comunicacion.

En la figura 1.1 se muestra el esquema integrado de un sistema rob6tico que incorpora

los principales componentes con su entorno externo.
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Figura 1.1 Sistema de un robot y su interaccion con el entorno operacional.
Gréfica elaborada por el autor

1.2 Definicién de un Robot Industrial

La mayoria de los robots industriales son esencialmente brazos articulados que se
denominan robots manipuladores, constituidos por un conjunto diverso de dispositivos
cuyo nexo comun y fundamental es el hecho de tratarse de artificios mecéanicos destinados
a la manipulacion de objetos o dispositivos y dotados de algun tipo de grado de libertad en
sus movimientos, para uso universal a base de procedimientos de programacion electrénica
de sus secuencias de movimientos u operaciones en el espacio tridimensional denominado
espacio operacional. En la actualidad existen diversas definiciones para un robot industrial
0 manipulador debido a la variedad de formas de robots que existen dependiendo sobre
todo de las aplicaciones, capacidad, eficiencia, precision, flexibilidad, etc. del robot. Cada
cientifico, tecndlogo o técnico conocedor del area de Robotica puede dar su propia
definicién. La definicion mas aceptada por la “Comunidad Robotica” es la que da el
“ROBOT INSTITUTE OF AMERICA” (RIA): “Un robot industrial es un manipulador
programable multifuncional disefado para mover materiales, piezas, herramientas o
dispositivos especiales, mediante movimientos variados, programados para la ejecucion

de tareas distintas ”.



1.3 Componentes de un robot

Un robot es un sistema complejo que generalmente estd constituido por diversos
componentes de distinta naturaleza que depende generalmente de la aplicacion de cada

robot. Los componentes mas resaltantes de forma bésica se describen a continuacion:
e Arquitectura mecanica

La arquitectura o estructura mecéanica de un robot se compone por diversos eslabones
y articulaciones de formas variadas y de distinto tipo de material que conforman una
cadena estructural abierta, cerrada o ramificada, en la mayoria de robots manipuladores
estd constituida por una cadena cinematica eslabonar abierta, es decir fija en un extremo y
movil en el otro. Para realizar los desplazamientos espaciales se utilizan dispositivos de
transmision de movimiento, como diversas clases de engranajes, poleas, fajas, tornillos sin
fin, cremalleras, impulsores armonicos (Harmonic Drives), etc., para reducir los efectos
friccionales se usan distintas clases de rodamientos (conicos o esféricos). En la arquitectura
mecénica normalmente se distinguen el “brazo” articulado que permite realizar el
posicionamiento, la “mufeca”, que permite realizar una orientacion deseada y el 6rgano
terminal o efector operacional, el cual puede ser intercambiable o modular que pueden ser
herramientas de cualquier tipo como pinzas o diversos dispositivos especificos para

realizar distintas tareas. El efector final va adherido al extremo movil del robot.
e Elementos actuadores

Los actuadores son elementos motrices que segun el tipo de articulacién, generan
torsiones o fuerzas necesarias para accionar la estructura mecanica desplazando
relativamente los eslabones del robot en el espacio, segun la operacion que se requiera
realizar. Los actuadores o motores de un robot se deben seleccionar segun la aplicacion,
eficiencia, precisién y/o potencia desarrolladas, los cuales pueden ser de tecnologias

diversas como:

o Actuadores hidraulicos que pueden ser cilindros y motores, normalmente para
desarrollar altas potencias.
o Actuadores neumaticos que pueden ser cilindros o motores, normalmente para

desarrollar medianas potencias.

o Actuadores eléctricos que son diversos, normalmente para desarrollar bajas, medianas

y altas potencias.



Los actuadores eléctricos mayormente son los mas utilizados en Robdtica y su
clasificacion es muy variada, que pueden ser motores de corriente directa DC de distinta
potencia, motores de corriente alterna AC que puede ser monofasicos o trifasicos, motores
de conmutacidén electronica que a su vez son motores de pasos 0 motores sin escobillas,
éstos ultimos se vienen utilizando actualmente en la impulsién de las articulaciones de los

robots para alcanzar altas precisiones.
e Elementos sensores

Los sensores o transductores transforman distintos tipos de variables fisicas en
variables eléctricas que permiten detectar y determinar las magnitudes de dichas variables
de forma proporcional, en el mejor de los casos en magnitudes eléctricas. Los sensores que
se utilizan en Robotica son diversos, de distinta clase, elaborados de distinta naturaleza,
con distinta precision segun sea la aplicacion del robot; pero basicamente se pueden

clasificar en sensores internos y sensores externos.

Los sensores internos son dispositivos que permiten captar normalmente las
magnitudes de posicidon, velocidad y esfuerzo de las articulaciones del robot en tiempo real
para determinar y controlar la posicion y orientacion deseadas del efector operacional del
robot en el tiempo, respecto de un determinado sistema de coordenadas espaciales,

utilizadas como sistemas de referencia.

Los sensores externos se utilizan para captar las condiciones exteriores del robot y la
percepcién del entorno de operacion del manipulador y éstos pueden ser de alcance, de
proximidad, de contacto, de color, de temperatura, de sonido y hasta camaras de
adquisicion de imagenes para obtener una descripcion precisa de la geometria de los
objetos incluidos en la escena de operacion. La utilizacion de los sensores externos

depende basicamente de las aplicaciones del robot.
e Sistema de conversion de energia

La unidad de conversion de energia permite transformar la forma y magnitud de la
energia eléctrica en energia Util y necesaria normalmente para energizar a los elementos
motrices, usando diversos dispositivos electrénicos en la elaboracion de amplificadores de
potencia. Esta unidad también incluye dispositivos adecuados y necesarios para adecuar la
sefial del controlador del sistema y convertirlo en un nivel de potencia suficientemente

necesaria utilizadas como sefiales de control del sistema.



e Sistema de control

El sistema de control tiene por objetivo conducir y gobernar a las variables mecénicas
del robot para realizar una trayectoria espacial en el tiempo y en el espacio a partir de la
informacion procedente de los transductores internos y de los puntos de consigna de la
trayectoria deseada a realizar, ejecutando algoritmos de técnicas de control establecidos
para ser ejecutados mediante un procesador o sistema de procesadores digitales, para
realizar alguna tarea determinada de forma especifica reaccionando ante los cambios del
entorno mediante los sensores externos, eligiendo algun tipo de decision o autonomia. El
sistema de control de un robot se puede analizar y descomponer funcionalmente en niveles

segln su estructura jerarquica.

En el nivel interior de control se realizan las tareas de servocontrol y supervision de
las articulaciones con la mayor precision posible. La mayoria de robots industriales en la
actualidad emplean servomecanismos con realimentacion de posicion y velocidad que
permiten generar sefiales o variables de voltaje de control hacia los actuadores motrices
para generar las torsiones o fuerzas sobre las articulaciones utilizando diversas estrategias

de control.

El segundo nivel trata de la generacion de trayectorias de la evolucién del efector final
normalmente en el espacio operacional al desplazarse de una posicion a otra. EI generador
de trayectorias debe suministrar a los servomecanismos las variables de energia para
conseguir la evolucion requerida del efector operacional del manipulador a partir de la

especificacion del movimiento deseado.

Los niveles superiores de control se ocupan de la interpretacion de los programas de
operacion, comunicacion con el operador, comunicacion con otros robots, percepcion

sensorial y planificacién de tareas.

El movimiento espacial de un robot se describe mediante un conjunto de ecuaciones
diferenciales no lineales continuas acopladas dindmicamente. Los esquemas de control de
un robot se basan en formulaciones analiticas de estrategias de control de variables fisicas
que determinan el desarrollo de las trayectorias espaciales. Los métodos de control deben
ser suficientemente exactos para que el movimiento resultante sea o mas preciso posible,
esto se consigue seleccionando la técnica de control apropiada y asi se puede obtener un

rendimiento eficaz, eficiente y efectivo en el control de trayectorias espaciales.



e Arquitectura electronica

La arquitectura electronica de un robot industrial consiste generalmente en un sistema
multiprocesador interconectado, normalmente un microprocesador por cada articulacion y
para procesar los algoritmos de control de las trayectorias se suele utilizar un computador
central de alta velocidad de procesamiento de informacion. Ademas de incorporar
microprocesadores, la arquitectura electronica se elabora a base de dispositivos
microelectrénicos, que incorporan dispositivos de diversos tipos de memoria, dispositivos
programables de control de entrada/salida de datos, dispositivos controladores de tiempos
que pueden ser temporizadores, contadores, osciladores, dispositivos controladores de
interrupciones y otros. EI computador central de preferencia es un computador industrial
(IPC) de alta velocidad de procesamiento numérico y gran capacidad de almacenamiento,
capaz de procesar los algoritmos de control, las tareas programadas, la interpolacion y
generacion de trayectorias con un sistema operativo de tiempo real, y permitir la
simulacidn grafica, ademas debe incorporar buses de comunicacion paralela o serial de alta
velocidad y fidelidad que interconecten todos los procesadores mediante protocolos de

comunicacion segura y efectiva.

El sistema electronico debe incluir también conversores de sefial analdgica a digital de
alta velocidad y de buena resolucion para digitalizar todas las variables fisicas captadas por
los sensores internos y/o externos, digitalizar y procesar sefiales de video, etc. asi como
conversores de sefial digital a sefial analdgica para transmitir las sefiales de mando a los

actuadores del robot.

1.4 Especificaciones de un robot

Las especificaciones de funcionamiento y operacion de los robots corresponden a las
caracteristicas que los robots deben cumplir para tener un buen desempefio y eficiencia,

por lo general son:

Espacio de operacion. El espacio o volumen de operacion se constituye por todas las
posiciones del espacio accesible por el extremo del efector operacional del robot. El

espacio de operacién depende basicamente de la configuracion mecéanica del robot.

Grado de libertad. Es cada uno de los movimientos independientes que una articulacion

del robot permite efectuar entre dos elementos adyacentes.



Resolucion espacial. Se define como el incremento o decremento mas pequefio de

movimiento que puede ejecutar el efector final del robot en el espacio operacional.

Exactitud. Se refiere a la capacidad de un manipulador robotico para situar el extremo del

efector final en un punto sefialado o especifico dentro del volumen o espacio de operacion.

Repetibilidad. Se define como el radio de la esfera que abarcan los puntos alcanzados por
el efector final del robot, tras sucesivos movimientos al situarse en el mismo punto destino
programado con iguales condiciones de operacion. Es una medida de la capacidad del
robot para ubicar el extremo del efector final o herramienta a un punto anteriormente

definido en el volumen de operacion.

1.5 Estructuras basicas de Robots Industriales

La estructura tipica o genérica de un manipulador robético consiste en un brazo
articulado compuesto por elementos articulares entre si, mediante articulaciones lineales o
traslacionales y angulares o rotacionales. En el ultimo enlace se coloca el érgano terminal

o efector operacional, encargado de realizar alguna tarea determinada.

El espacio operacional es el conjunto de puntos en los que se puede situar o fijar el
efector final del robot. Para poder acceder a todo punto en el espacio de operacion se
necesitan tres articulaciones o ejes (ejes mayores para los movimientos primarios) y para
orientar al efector final en cualquier direccion espacial se necesitan otras tres articulaciones

0 ejes (ejes menores para los movimientos secundarios).

Las estructuras generales de robots tienen diferentes propiedades en cuanto a su
espacio operacional, accesibilidad y movilidad a determinadas posiciones espaciales, pero
se suele precisar siempre de tres ejes en la estructura que configura el brazo, responsable
del posicionamiento del elemento operacional del robot. Ciertas configuraciones se han
consolidado y se han convertido en un marco obligatorio de referencia para la mayoria de
clasificaciones. Las coordenadas que definen el movimiento son: coordenadas cartesianas
(%, y, z), coordenadas cilindricas (a, z, p), coordenadas esféricas (a, S, p) y coordenadas

angulares (a, £, 7).

En la figura 1.2 se muestran las cuatro configuraciones basicas de manipuladores de
tres ejes de posicionamiento: cartesiana, cilindrica, esférica y angular [3]. Estas estructuras

a su vez se pueden clasificar en otras de distinta configuracion.
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Figura 1.2 Configuraciones basicas de manipuladores rob6ticos.
Gréfica elaborada por el autor en base a [3]
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Para determinar y realizar la orientacion completa de un robot es necesario establecer
tres articulaciones para especificar la estructura de la “mufieca” en la cual va anclado 0
fijado el efector final [14]. En la figura 1.3 se muestra la arquitectura esférica de una
mufieca cuyos ejes de giro coinciden en un mismo punto y en la figura 1.4 se muestra la

arquitectura no esférica de la mufieca de un robot.

Figura 1.3 Arquitectura esférica de la mufieca de un robot.
Grafica elaborada por el autor en base a [14]

Figura 1.4 Arquitectura no esférica de la mufieca de un robot.
Gréfica elaborada por el autor en base a [14]

En la arquitectura no esférica de la mufieca se pueden establecer tres angulos
denominados también angulo de giro, de elevacion y de desviacion respectivamente que

permiten dar una interpretacion fisica desde el exterior.
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El robot que se ha elegido en este trabajo, es un manipulador de estructura angular
para la posicion, y para la orientacion del efector final se ha optado por emplear la
arquitectura de la “mufieca” esférica con tres articulaciones, resultando un robot de seis
articulaciones angulares o rotacionales, lo que le proporciona al robot una alta flexibilidad
articular y cartesiana, pero con un grado elevado de acoplabilidad intrinseca. La finalidad
de haber elegido la estructura del manipulador robético de seis grados de libertad con todas
sus articulaciones angulares, es para realizar el estudio, analisis, de la geometria (directa e
inversa), cinematica (directa e inversa), dinamica (directa e inversa) de forma completa y
realizar el disefio de los métodos de control no lineal multivariable y asi mostrar la

validacion de las aplicaciones mediante la simulacion gréafica.

En la figura 1.5 se presenta la estructura mecanica del robot de seis articulaciones
rotacionales, tres para el posicionamiento y tres para la orientacion del efector final que se

trata de una pinza de desplazamiento paralelo.

Figura 1.5 Estructura mecanica del robot de seis articulaciones.
Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab
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CAPITULO 2
FORMULACION GEOMETRICA DEL ROBOT

2.1 Introduccioén

La formulacién geométrica o cinematica de posicion de un manipulador robético trata
de la relacién entre las variables asociadas a las articulaciones ¢ del robot y la localizacion
del efector operacional (posicion P y orientacion R) respecto de un determinado sistema de
referencia, que se puede establecer en la base del robot y que se define teniendo en cuenta
la tarea que se desea desarrollar. En un manipulador este sistema de coordenadas se suele
elegir de tal manera que esté asociado al efector operacional del robot, con lo cual se
estudia la relacidn entre las variables articulares g del robot y la posicién P y orientacion R
con relacion al marco referencial fijo en la base del robot. En la formulacion geométrica de
un manipulador robotico se describen y analizan la Formulacion Geométrica Directa
(FGD) y la Formulacion Geométrica Inversa (FGI) en funcion de los pardmetros

geométricos del robot.

En la figura 2.1 se ilustra la relacion general de la Geometria Directa e Inversa de un

robot manipulador.

Geometria Directa

(GD)
Variables de Posicion Py
articulacion Parametros del robot orientaciéon R del
q efector final

UL

Geometria Inversa
(GI)

Figura 2.1 Relacion general de la Geometria Directa e Inversa de un robot.
Gréfica elaborada por el autor



2.2 Representacion matricial de Denavit-Hartenberg

Para describir la relacion traslacional y rotacional entre elementos adyacentes, Denavit
y Hartenberg (D-H) propusieron un método matricial para establecer de forma sistematica
un sistema de coordenadas de referencia denominado referencial (ligado al cuerpo) de cada
elemento de la cadena articulada del robot. La representacion de Denavit-Hartenberg se
expresa mediante una matriz de transformacion homogénea T de dimension 4x4 que
representa cada uno de los sistemas referenciales de los elementos en la articulacion del
robot con respecto al referencial del elemento previo. Asi, mediante transformaciones
secuenciales, el efector final del robot expresado en las “coordenadas del objeto” se puede
transformar y expresar en “coordenadas cartesianas de la base”, generalmente en un

referencial fijo el cual constituye el sistema inercial del manipulador [8], [11], [13].
En la figura 2.2 se muestra el esquema geométrico de un par eslabon-articulacion
asociados mediante un sistema de coordenadas o referencial X, Y.z, fijo en el elemento

geométrico k que se encuentra desplazandose respecto de un sistema de coordenadas o

referencial x,_1Y_1Zx_1. Estos dos referenciales se encuentran relacionados mediante

cuatro pardmetros geométricos que son a, , ¢y, d, y 6, .

Elemento k

Xk-1

Figura 2.2 Pardmetros del par elemento-articulacion k de un robot.
Gréfica elaborada por el autor
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Los pardmetros del par eslabdn-articulacion a, , o, d, y 6, se especifican como:
a, : Distancia desde el eje z,_; al eje z, alo largo eje Xy .

a, - Angulo de separacion desde el eje z,_; al eje z, respecto del eje x, .

d, : Distancia desde el eje x,_; al eje x, alo largo del eje z,_; .

0, : Angulo de desplazamiento desde el eje x,_; al eje x, respecto del eje z,_; .

El sistema referencial x,y,z, se relaciona con el sistema referencial x,_;Yx_1Zk_1

mediante rotaciones y traslaciones como el producto de matrices de transformacion

homogénea en funcion de los pardmetros a, , «,, d, y 6, . La transformacion del sistema

k-1 hacia el sistema k se puede describir por una secuencia de rotaciones y traslaciones:

una rotacion de un angulo de torsion «, con respecto del eje x,, una traslacion de
longitud a, a lo largo del eje x, , una traslacion de magnitud d, a lo largo de z,_; y una
rotacion de un angulo 6, con respecto al eje z,_,, obteniéndose asi una matriz de

transformacion homogénea total D-H realizando la siguiente secuencia como sigue [8]:

1T < =Rot(z,6,) Tras(0,0,d, ) Tras(a ,0,0) Rot(x, o ) (2.1)
cosg, —seng, 0 0(|1 0 0 a ||l 0 0 0
k_|seng, cosg, O 0|10 1 O O |0 cosgy —seng O
k—lT = (22)
0 0 1 0{|0 0 1 dy||lO0 seng cosg, O
0 0 0 1]/0 O 11]/0 0 0 1

Multiplicando las matrices de transformacion de la ecuacion (2.2) se obtiene la matriz
resultante de transformacion _ T K del sistema referencial Xk YiZk respeto del sistema
referencial X,_;Yx_1Zx_1 que se expresa como:

cosf, —cosgy send,  sengy senf,  a, CosH,

K |seng, cosq,Cosf, —sena Ccosf, ay seng

I = 2.3
k-1 0 sen CoS dy (23)

0 0 0 1

La matriz de transformacion k_lTk corresponde a un grado de libertad ya sea

traslacional o rotacional. La inversa de la matriz de la ecuacion (2.3) representa la

15



transformacion homogénea del referencial x,_1Y,_1Zx_1 respeto del referencial x y.zx y

Se expresa como:

cos G sen 6, 0 —ay
kafl _ | ~cosey sen 6 COSq COSH, senay -dy sengy (2.9)
sena seng,  —sengy CosH, Ccosay  -dy COSay
0 0 0 1

La estructura de un robot manipulador considerandola como una cadena articulada
serial de n grados de libertad se puede formar por elementos como el que se muestra en la
figura 2.2, cada uno de los enlaces o elementos k se conectan en sus extremos a otros dos

elementos mecanicos para establecer dos ejes de articulacion z,_; y z, y mantener una

configuracidn fija entre sus articulaciones.

La distancia mas corta a, que viene a ser la recta normal y comdn entre los ejes de
articulacion z,_, y z, a lo largo del eje x, se denomina longitud del eslabon k, y el
angulo ¢y que se forma desde el eje z,_; al eje z,, medido en el plano perpendicular al
eje xk se denomina angulo de torsion del elemento k; por lo tanto, un eslabon tiene dos
dimensiones o parametros inherentes a, y « (pardmetros del eslabon) y son los que

determinan su estructura geométrica.

Se debe establecer un eje z,_; para la k-ésima articulacion en la conexion de dos

elementos adyacentes, el cual presenta dos normales conectadas a dicho eje, para cada uno

de los elementos adyacentes ax_1; y &, en las direcciones de los ejes X._; Y Xy
respectivamente. La posicion relativa d, de tales elementos conectados (elemento k-1 y
elemento k) es la distancia medida a lo largo del eje de articulacion z,_; entre las normales
ax_1 Y ay. El &ngulo de articulacion 6, formado desde el eje x,_; al eje X, se mide en
un plano normal al eje de la articulacion z,_;. A los pardmetros d, y 6, se les denomina

distancia y angulo de desplazamiento respectivamente entre los elementos adyacentes

(parametros de la articulacion).

Estableciendo un convenio de signos para cada pardmetro, se puede determinar
completamente la configuracién geométrica de un robot mediante la representacion de

Denavit-Hartenberg.
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Para una articulacion giratoria, angular o rotacional de un robot, los literales a, , o, Yy
d, son los pardmetros del elemento k y permanecen invariantes o constantes para la
estructura del robot, mientras que el parametro 6, es la variable de articulacion gy
independiente que varia cuando el elemento k gira con respecto al eje z,_; asociado al

elemento k-1. En la figura 2.3 se muestra la configuracion estructural mecéanica para una

articulacion de tipo rotacional o giratoria g, =6, con los elementos adyacentes y sistemas

referenciales respectivos. [6]

Articulacion k Articulacién k+1

s s

Articulacién k-1

O Ok-1

Enlace k-1 Enlace k+1

Figura 2.3 Pardmetros de una articulacion rotacional 6, .
Grafica elaborada por el autor en base a [6]

Para una articulacion prismatica o traslacional, los literales de un robot ¢, a, y 6y

son los parametros del elemento o eslabdn k y permanecen invariantes o constantes, para la

estructura del robot, mientras que el parametro d, es la variable de la articulacion q
independiente que varia cuando el elemento k se desplaza a lo largo del eje z,_; relativo al

elemento k-1. En la figura 2.4 se muestra una configuracion estructural mecéanica para una

articulacion de tipo traslacional o prismatica g, =d, con los elementos adyacentes y

sistemas referenciales respectivos. [6]
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Articulacion k

TTTT Articulacion k+1

l.'
1
Ly

Enlace k+1

Articulacion k-1

\

‘(\_"‘) Ok

Enlace k

Enlace k-1

\ \ Zk-1
\
\
. < ag >
\
\ A \4 - k
\
’ o
\.“ Ok L Xk-1 k
\
.\. ﬁ L >Xk
‘.
\
5 Ok

Figura 2.4 Pardmetros de una articulacion traslacional d, .
Grafica elaborada por el autor en base a [6]

Para expresar la formulacion geométrica para cada par articulacion - eslabon de una
articulacion rotacional como la que se muestra en la figura 2.3, o de una articulacion
traslacional como la que se muestra en la figura 2.4, se hace uso de la representacién D-H.
Una vez establecido el sistema referencial para cada grado de libertad, se desarrolla una
matriz de transformacion homogénea que relacione el sistema de coordenadas k-ésimo con

el sistema de coordenadas (k-1)-ésimo en funcidn de sus respectivos parametros.

Los ejes del sistema referencial Xy, z, se seleccionan de la siguiente manera:

1. El eje z; del sistema k debe coincidir con el eje de la articulacion k+1, alrededor del

cual el desplazamiento o rotacion g, Se esta realizando.

2. El eje x, se debe alinear con cualquier normal comin que exista (usualmente la

normal entre los ejes de articulacion z,_; y z,) y se direcciona desde la articulacion k
a la articulacion k+1. En el caso de que los ejes de las articulaciones se intercepten, el

eje x, se elige para ser paralelo o anti paralelo al producto vectorial de z,_; x z, .

3. Eleje yy debe satisfacer la condicion z, x x, = .
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La variable de articulacion rotacional q, = 6, se define como el angulo formado entre
losejes X,_; Y X, respecto del eje z_;.

Para la articulacion rotacional o angular entre los referenciales sucesivos k-1 y k con

qx =6y segun la figura (2.3) se expresa mediante la matriz de transformacion homogénea

como sigue:

COSQ, —COSey Senqy,  Senqy Seng,  a, CoSqy
senq,  COSq COSQ, —Sena COSQ, & Senqy

k
4= 2.5
k-1 0 sen o COS &, dy 29
0 0 0 1
La inversa de la matriz de la ecuacion (2.5) se expresa como:
COSQ sen g 0 —ay
kT _ —COS ¢, Senqy COS¢| COSQy  Sena _dk sen o (2 6)
k-1 sengy senq,  —Seng; Cosqg, COSq -0, Cosey
0 0 0 1

Para la articulacion traslacional o lineal entre los referenciales sucesivos k-1 y k con

gk = dy segun la figura (2.4) se expresa mediante la matriz de transformacion homogénea

como sigue:

cosf, —cosoy senf, senogsend, 0O
Tk seng, cosgy CcOsO, —senagy cosf, O 27)
k-1 0 sen oy COS 0y Ok '

0 0 0 1

La inversa de la matriz de la ecuacion (2.7) se expresa como:

cos O, sen o, 0 0
kafl _ | ~Cosay senay  cOsay €Os 6 seng, -Qysengy 2.8)
sen oy senfy —Sengy C0sH, Cosay -0 COSay
0 0 0 1

Una vez que el sistema de coordenadas se asigna a cada eslabon de un robot

determinado y se establecen los parametros a,, o, d, y 6,, con k =1, 2,3,..., n, se

determinan, las matrices de transformacion homogénea | _¢T K de las ecuaciones (2.5) o

(2.7) que dependen solo de las coordenadas o variables articulares g, . Luego de haber
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obtenido las matrices de transformacién homogénea entre los sistemas referenciales de
coordenadas sucesivas, se obtiene la transformacion entre los referenciales asignados al

ultimo enlace con el sistema referencial base.

Para un robot serial de n grados de libertad, el etiquetado de cada referencial comienza
desde la base soporte hasta el efector final del robot. La relacion entre elementos

adyacentes se representa mediante una matriz de transformacion homogenea | _,T K Cada
sistema referencial correspondiente a un grado de libertad se determina y establece sobre
tres reglas generales:
1. Eleje z,_; yace alo largo del eje de la articulacion.
2. Eleje x, esnormal al eje z,_, y apunta hacia afuera de él.
3. Eleje y, completa el sistema de coordenadas dextrogiro segun se requiera.

Con las tres reglas establecidas, se aplica el algoritmo de Denavit-Hartenberg para

establecer un sistema de coordenadas ortonormal y consistente en cada par elemento-

articulacion del robot.

2.3 Especificaciones del efector operacional

Para un robot de n grados de libertad existen n articulaciones accionadas libremente,
con la articulacion g, conectando al enlace k-1 y al enlace k. Por convencion el enlace 0 se
fija en el referencial xgYygzy de la base y el enlace n se dispone para que sea movil. En el

Gltimo enlace se fija la herramienta de trabajo, pinza o efector operacional que se utiliza en
la operacidn espacial del manipulador para la realizacién de diversas tareas que difieren de
robot a robot. [8]

En la figura 2.5 se representa el esquema del efector final que se debe fijar en el enlace
n de un determinado robot de n grados de libertad, en el cual se establecen los ejes de

orientacion (n, s, a) con el origen establecido en el punto P (py, py,p,), extremo del

efector final del robot que se pueden referenciar respecto del sistema de coordenadas base

XoYoZo Y la orientacion del efector final a su vez se puede representar mediante rotaciones
con angulos generalizados (9y,3,,9,) respecto de los ejes principales del sistema de

referencia XyYoZg -
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Efector final

R
T

Figura 2.5 Posicion y orientacion del efector operacional de un robot.
Gréfica elaborada por el autor
La posicion espacial del efector final se especifica por un vector P respecto del

referencial de la base XyYzq Vy la orientacion del efector final o de la herramienta se puede

expresar en coordenadas rectangulares por medio de una matriz de rotacion R, donde las
tres columnas de esta matriz corresponden a los vectores: normal n, de deslizamiento s y
de aproximacion a respectivamente. La posicion y la orientacion se pueden expresar

mediante una matriz de transformacién homogénea como sigue:

T oR" Poj_|N s a P 2.9)
0 o 11 /00 0 1 '

e EIl vector de aproximacion a esta alineado con el eje de giro de la herramienta y se
indica hacia fuera de la mufieca. Este vector especifica la direccion en la cual esta
apuntando la herramienta.

e El vector de deslizamiento o de orientacién s, es ortogonal al vector de aproximacion y
esté alineado con el eje de “abre-cierra” de la herramienta.

e EIl vector normal n, es ortogonal al plano definido por los vectores de deslizamiento y

de aproximacion, completa las coordenadas de referencia de un sistema dextrogiro.
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La localizacién del efector final u operacional del robot se representa por medio de
una matriz de transformacion homogénea 4T " que describe la posicion Py la orientacion
R con respecto al sistema de coordenadas de referencia x,Yy,z, de la base. La matriz R se

constituye por nueve elementos; esta matriz simplifica muchas operaciones, pero no
conduce de forma directa a un conjunto completo de coordenadas generalizadas; tal
conjunto se puede obtener y expresar mediante tres angulos de rotacion (SX Iy 92)
respecto de los ejes principales X,, Y,, Z, del sistema de coordenadas de la base
respectivamente, como se aprecia en la figura 2.5. Otra forma generalizada es utilizar los
&ngulos de Euler (¢ ¢ v) denominados también &ngulos de desviacion, de elevacion y de
giro respectivamente, son también angulos de rotacion respecto de los ejes principales del
referencial base X,Y,z,, como se aprecia en la figura 2.6. En Robdtica es posible utilizar

diferentes configuraciones de los angulos de Euler.

En la figura 2.6 se muestra el esquema de una configuracion formados por los angulos
de Euler: de giro y, de elevacion ¢y de desviacion ¢ respecto de los tres ejes principales

que permite describir la orientacion del efector final de un robot. [8], [9], [13]

Desviacion de

¢ la mufeca
Elevacion de v
la mufieca a
(flexion)

Giro de la

mufieca
(oscilacion)

Placa frontal
(en la cual se une
’ el efector final)

Brazo robot

Figura 2.6 Tres grados de libertad asociados con los &ngulos de Euler.
Gréafica elaborada por el autor en base de [9]
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Realizando las respectivas rotaciones pero respecto de los ejes Xy, Yo, Zo de la figura

2.6 se obtiene la matriz de rotacion total del efector final del robot de la siguiente forma:

0 R" = ROt(l//, @, ¢) = ROt(Z’ V/) ROt(y’(p) ROt(X’¢)

Cy —Sy 0||Cp 0 Se|ll O 0
oR"=|Sy Cy 0| 0 1 0|0 Cp —-S¢ (2.10)
0 0 1/-Sp 0 Cop|l0 S¢ C¢

Realizando la multiplicacion de las matrices de rotacion de la ecuacion (2.10) se

obtiene la matriz de rotacion expresada mediante los angulos eulerianos como:

CyCp CySpSp-SwC¢ Cyw SpCsh+Sy S¢
oR"=[SyCp SwSpSp+CwC¢ Sy SpCh-Cy S¢ (2.11)

-S¢ CopS¢ CpCq

Igualando la parte de la rotacion de la matriz de la ecuacion (2.9) con la matriz de la
ecuacion (2.11) se relacionan los componentes de los ejes de orientacion del robot con los

angulos de Euler mediante la siguiente ecuacion matricial:

Ny Sy ay CyCp CySpSp-SyCop Cy SpCp+ Sy S¢
oR"=In, s, a,|=|SyCp SySpSp+CyC¢ Sy SpCp-Cy S¢| (2.12)
n, s, a -So Cop S¢ CpCo

De la ecuacion (2.12) se obtienen las expresiones de los angulos de Euler de forma

explicita en funcion de los componentes de los vectores de orientacion como:

é=tan"1(32) (2.13.)
a‘Z
o= tan—l(%) (2.13.b)
e +ny
1,y
w =tan (n—) (2.13.c)

X

Conelvector [x vy z ¢ o z//]T de coordenadas cartesianas se puede obtener la

matriz de transformacion total ,T" del robot, reemplazando la ecuacion (2.12) en la

ecuacion (2.9) como sigue:
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CyCp CySpSp-SyC¢p CySpCo+Sy Sy P,
SyCp SySpSg +CyCo SySpCe-CySyp P,
-Sop Cop S¢ CpCqo P,
0 0 0 1

ol "=

El movimiento de la mufieca del robot permite orientar adecuadamente al efector final
para realizar alguna tarea especifica. Para realizar una orientacion espacial, la mufieca del
robot debe disponer de hasta tres grados de libertad que se definen como:

e Giro de la mufieca y. También se denomina oscilacion de la mufieca, implica la
rotacion del mecanismo de la mufieca alrededor del eje de aproximacion a del efector
final del robot.

e Elevacion de la mufieca ¢. También se denomina flexion de la mufieca, implica la
rotacion hacia arriba o abajo de ésta, respecto del eje de orientacidn o deslizamiento s
del efector final del robot.

e Desviacion de la mufieca ¢. Implica la rotacion a la derecha o a la izquierda de ésta

respecto del eje normal n del efector final del robot.

2.4 Formulacion Geométrica Directa del robot

La formulacion Geométrica Directa (FGD) de un manipulador robdtico consiste en
expresar y determinar geométricamente la localizacion (posicion Py orientacién R) del
efector operacional con respecto a un sistema establecido de coordenadas referenciales,
conociendo el vector articular g de variables independientes y las magnitudes de los
parametros geométricos de los elementos o eslabones que constituyen la estructura

mecanica del robot.

Para expresar la localizacion del efector final del robot, con respecto a un sistema de
coordenadas cartesianas de referencia XyYpZ, establecido de forma conveniente, se
multiplican secuencialmente todas las matrices de transformacion homogénea k_lTk
correspondientes a cada par eslabon-articulacion k del robot, obteniéndose una matriz total
de transformacion homogénea general ;T " que especifica la posicion P y orientacion R
del n-ésimo referencial con respecto al sistema referencial de coordenadas X,YyZg

establecido normalmente en la base del robot.
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La relacion matematica del referencial x,_1Y,_12_1 (fijado en el elemento k-1) con el

referencial x, y,z, (establecido en el elemento k), se representa mediante una matriz de

transformacién homogénea , ;T¥ de dimensién 4x4 la cual se describe en funcién de los

parametros de eslabén-articulacion k del robot. A esta representacion se denomina matriz
de transformacion homogénea compuesta de Denavit-Hartenberg (D-H) que representa el

desplazamiento articular g, del enlace k respecto del sistema referencial x,_;Yx_12x_1 que

se establece para cada grado de libertad del manipulador roboético.

La Formulacién Geométrica Directa (FGD) del robot se obtiene multiplicando las
matrices de cada grado de libertad del robot que estan representadas mediante las
ecuaciones (2.5) o (2.7) segun sea el tipo de articulacion, obteniendo la matriz de

transformacion homogeénea total de la siguiente forma:
oTH T2, T3 TN T" (2.14)

La posicion P y la orientacion R del efector final del robot respecto del sistema

referencial base xyYyzp Se expresa como:

(2.15)

G I

0 1

Igualando la ecuaciéon (2.9) con la ecuacion (2.15) se obtiene la expresion del
Modelamiento Geométrico Directo para el robot de n grados de libertad como sigue:

nX SX aX pX

;T = n(@) s(a) a@) P(a) _[Ny Sy & DBy
0 0 0 1 n, s, a, p,

0 0 0 1

(2.16)

La Formulacion Geométrica Directa o Cinemaética Directa de Posicion expresado

mediante la ecuacion (2.16) para un robot de n grados de libertad se obtiene como una
Unica matriz ;T" que esta en funcion directa del vector de articulacion g. En general la

expresion de la Geométrica Directa de un manipulador rob6tico también se puede definir

como sigue:
r= 1(q) (2.17)

Las variables involucradas en la ecuacién (2.17) se definen como:
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q : vector de variables internas de articulacion g, q, 03 - qn]T

r : vector de coordenadas cartesianas externas r=[pX Py P, 4 @ z//]T.

f : vector constituido por funciones no lineales que dependen del vector articular q.

2.5 Formulacion Geométrica Inversa del robot

La Formulacion Geométrica Inversa (FGI) para un manipulador robético de n grados
de libertad, consiste en determinar las magnitudes del vector de variables articulares g con
el fin de alcanzar la posicion P y la orientacion R del efector operacional del robot para
lograr un objetivo en la localizacion establecida; es decir si se establece la localizacion
(posicion P y orientacion R) del efector operacional del robot, conociendo los pardmetros
geométricos de los elementos de la estructura mecéanica, es posible determinar los valores
de los angulos/desplazamiento de articulacion g del robot de manera que se pueda
posicionar al efector operacional como se desee y analizar ademas si el efector operacional
puede o no alcanzar dicha localizacion y ademéas determinar de cuantas maneras lo puede
hacer, debido que la solucion de la Geometria Inversa de un manipulador robético no es
Unica. Como las variables independientes en un robot son las variables de articulacion q y
una tarea determinada se suele especificar en términos del sistema de coordenadas del
espacio de operacién, por lo que el problema Geométrico Inverso se utiliza con mayor
frecuencia cuando se trata de solucionar la geometria de un robot. En general la expresion
de la Geométrica Inversa de un robot manipulador se puede deducir de la ecuacion (2.17) y

definirla como:

q= f1(r) (2.18)

2.6 Geometria Directa e Inversa del robot propuesto

El robot que se ha elegido en este trabajo representado en la figura 1.3 se vuelve a
representar esquematicamente y de forma analitica en la figura 2.7, en el cual se muestran
los sistemas referenciales establecidos a cada grado de libertad y asociando las respectivas

variables articulares.

En la figura 2.7 se muestra la secuencia de las articulaciones netamente rotacionales y
las longitudes de los eslabones geometricos que se utilizan para poder determinar la

Formulacion Geométrica Directa respectiva.
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Y2

Y1

Yo

Figura 2.7 Estructura mecanica y analitica del robot de seis grados de libertad con
articulaciones angulares.

Grafica elaborada por el autor mediante MatLab
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Con la estructura robotica de la figura 2.7, es posible posicionar la herramienta en
cualquier punto espacial arbitrario alcanzable y orientar al efector operacional en cualquier
direccion también de forma arbitraria, solo esta restringido por los rangos o limites fisicos
de las variables articulares y por la estructura mecanica. Las Unicas ligaduras que existen,
son las acotaciones fisicas del vector articular g del robot ya sea de forma individual o en

conjunto, asi como también por el espacio ocupado por los elementos del mismo robot.

La matriz de la expresion (2.3) para la articulacion k del robot propuesto se vuelve a

escribir de la siguiente manera:

cos(d,) —cos(ey)sen(d,) sen(ay)sen(dy) a,cos(by)
k| sen(@) cos(ay)cos(fy)  —sen(ay)cos(fy) ay sen(by)
I T 0 sen(ay ) cos(ary ) dy
0 0 0

(2.19)

Los parametros geométricos correspondientes a cada par eslabon - articulacion del
robot manipulador representado en la figura 2.7 que se obtienen al aplicar directamente el

algoritmo D-H se muestran en la tabla 2.1. [11]

Tabla 2.1 Parametros geométricos del robot de seis grados de libertad.

k ay ay dy 0, (variable)

1 -90° 0 L, —-180°<6,<180°
2 0° L, 0 —225°< 0, <45°
3 90° 0 0 —45°< 6,5<225°
4 -90° 0 L, -165°<60,<165°
5 90° 0 0 ~135°< 6 <135°
6 0° 0 Lg -165°< 04 <165°

Reemplazando los parametros geométricos de la tabla 2.1 en la ecuacion (2.19) se
obtienen seis matrices de transformacion homogenea _,T k para cada grado de libertad

del manipulador robético.
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Matriz de transformacion homogeénea para la variable articular g; = 6;

cos(d¢) O —sen(d;) O

T1_ sen(#;) 0 cos(@;) O
0 0 -1 0 H,
0 0 0 1

Matriz de transformacion homogénea para la variable articular g, =6,

cos(d,) —sen(d,) 0 L,cos(d,)
sen(d,) cos(d,) O Lysen(6,)
0 0 1 0
0 0 0 1

2
7o =

Matriz de transformacion homogénea para la variable articular q; = 65

cos(fd3) 0 sen(d;) O

T3 sen(@3) 0 —cos(d3) O
2 0o 1 0 0
1

0 0 0
Matriz de transformacion homogénea para la variable articular q, = 6,

cos(@,) 0O —sen(d,) O

T4 sen(d,) 0O cos(@,) O
3 0o -1 0 L,
0 0 0 1

Matriz de transformacién homogénea para la variable articular gs = 65

cos(fs) O sen(@s) O
5 _ sen(ds) 0 —cos(ds) O
4 0o 1 0 0

0 0 0 1

Matriz de transformacion homogénea para la variable articular gg = 6

cos(dg) —sen(ds) O
16 _ sen(fg) cos(ds) O
T =
0 0 1
0 0 0
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Como todas las articulaciones del robot propuesto son de tipo rotacional entonces el

vector articulares q=6.

La expresion del Modelamiento Geométrico Directo para el robot de 6 grados de
libertad, el cual expresa la posicion Py la orientacion R del efector final del robot respecto

del sistema referencial base xqYgz, se formula aplicando la ecuacion (2.14) como sigue:

Ny Sy ay Py
n s a P n, s, a p
TLT2 7374 75,76 = T6 = |y Ty Ty Ry 2.21
ol 1l "2l "3l 41 5 0 000 1 n, s, a, , ( )
O 0 0 1

Los vectores de la matriz de transformacion total de la ecuacion (2.21) se denominan:

a : vector de aproximacion del efector final respecto del referencial base XY,z -

s : vector de deslizamiento del efector final respecto del referencial base XqY,z, .

n : vector normal del efector final respecto del referencial base XyYoZg -

P : origen del referencial del efector final respecto del referencial base x,Y,z,.

Reemplazando las matrices de las ecuaciones (2.20) en la ecuacion (2.14) operando y
relacionando con la ecuacion (2.21), se obtienen literalmente las expresiones para cada uno
de los vectores de la matriz de transformacion ;T " del efector final como sigue:

Ny | | (C1C23C4Cs —5154Cs —C;S2355)Cq —(C1C2354 +51C4)Ss
n=|ny |=|(5;C3C4Cs +C1S4Cs5 —5152355)Cq —(51C235, —C1C4)Se | (2.22.3)

n, —(S23C4Cs +Cy3S5)Cpq + S2354S6
Sy | | —(C1Cp3C4Cs —S154Cs5 —C1S,355)Sg — (C1C3S, +S1C4)Cq
$=|8y | =| —(51C23C4Cs +C154Cs5 —5152355)Se —(S1C2354 —C1C4)Cp | 2.22.b)
S; (S523C4Cs +C3355)Sg +S52354Cp

ay (C1C3C4 —51S4)S5 +C1S93Cs
a= ay = (81C23C4 + C184)85 + 81523C5 (222C)
a, —S23C4 S5 +Cy3C5

L,C1Co + L4CySp3 + Lg (C1C23C4 S5 — 515455 +C153Cs)

PX
P = Py = L281C2 + L481823 + LG (SlC23C4S5 +C134S5 + 81823(:5) (222d)
P, Hy = LyS; + LyCosz + Lg (=S23C4 S5 + C13Cs)
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La expresion de la posicion cartesiana P de la ecuacion (2.22.d) se puede escribir de
forma simplificada en funcién de los componentes del vector de aproximacion de la

siguiente manera:

Px LoCiCy + LyCySps + Lgay
P = py = L281C2 + L481823 + L6ay (2228)
P; Hi — LS, + L4Cos + L,

Las relaciones abreviadas de las ecuaciones consecutivas (2.22) corresponden a las
funciones trigonométricas:

Si =sen(6;), Sij =sen(6; +0;)

C; =cos(6;),Cj; = cos(6; +6;)

Para evaluar y determinar analitica y explicitamente el Modelamiento Geométrico

Inverso (MGI) del robot manipulador de seis articulaciones (con el vector de articulaciones

angulares g=@0) se usa como base el Modelo Geométrico Directo (MGD) descrito

mediante las ecuaciones (2.22).

De la ecuacidn (2.22.e) correspondiente a la posicion cartesiana se despejan las

expresiones S,z y C,3 Yy Se obtiene:

Sy = (2.23.3)
p, —L,$Cr, -Lga
Syy=-" s 4 (2.23.b)
491
-H;+L,S,—-L
Cps = P, —HA1+Lp9-Lea, (2.23.0)

Si S; =0 se usan las ecuaciones (2.23.a) y (2.23.c) y se obtiene la solucion para la

variable articular 6; como:

-L —-L
tan(6, + 65) = c8;23 _ P } 2C1Co—Leay 1
23 P;—Hi+LS;-Lga, C

Py —LpCiCy —Lg ay oL

03 = atan(
p,—H;+L,S;,-Lga, C

J -0, [+7] (2.24.9)
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Si C; =0 se usan de las ecuaciones (2.23.b) y (2.23.c) y se obtiene la solucion para la

variable articular 63 como:

S -L,S,C, —L:sa
23 P;—Hp+LS,-Lga, S

-L,5,C, - Lz a
03:atan( Py ~"291%2 ~ 16 8y xlj-ﬁz[iﬁ] (2.24.b)
P, —Hi+LyS; —Lga, S

Igualando las ecuaciones (2.23.a) y (2.23.b) se obtiene la siguiente relacion:

pX — L2C1C2 — LG ax _ py - LZS].CZ - L6 ay
L,C, L,S,

Sz = (2.25)

Operando adecuadamente la ecuacion (2.25) se obtiene la solucion para la variable

articular ¢; como:

Cl px - L6 ax
—Lsa
o, —atan| 2" 8N | [4q] (2.26)
X L6 ax

Elevando al cuadrado las expresiones (2.23.a) y (2.23.c), luego sumando miembro a

miembro y operando adecuadamente se obtiene la siguiente relacion trigonométrica:
Asen(d,)+Bcos(d,)=C (2.27.a)
Las literales A, B, y C de la ecuacion (2.27.a) se definen como:

A:(pz _Hl_L6az)C12 ; B:_(px_LGax)Cl ;

(py — Lgay )?+(p, —H; — Lga, )?CZ + L5C2 — L5C}
2L,

C=

Elevando al cuadrado la ecuacion (2.27.a) y dividiendo entre cos®(6,) se obtiene una

expresion polinémica cuadratica:

(A% —C?)tan?(6,) + 2ABtan(b,) + (B> —C?) =0
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Resolviendo la ecuacién cuadratica anterior se obtiene la solucién para la variable

articular €, como sigue:

—AB+C+/A?+B%-C?

A% _C?

ta.n((gz ) =

_AB+C+/A? +B?_C?

2 o2 ) [27] (2.28.a)

6, = atan(

Elevando al cuadrado las expresiones (2.23.b) y (2.23.c), luego sumando miembro a

miembro y operando adecuadamente se obtiene la siguiente relacion trigonométrica:
Asen(d,) + B cos(d,)=C (2.27.b)
Las literales A, B, y C de la ecuacion (2.27.b) se definen como:

A=(p, —H;—Lga,)S{; B= _(py - I-6""y)51?

2 202 ,12c2 2a2
(py —Leay) +(p, —Hy —Lga, )°Sf + L5387 —L3Si
oL,

C:

Elevando al cuadrado la ecuacion (2.27.b) y dividiendo entre cos®(6,) se obtiene una
expresion polindmica cuadratica:
(A2 —C?)tan?(6,) + 2ABtan(d,) + (B> —C?) =0

Resolviendo la ecuacién cuadratica anterior se obtiene la solucién para la variable

articular €, como sigue:

_AB+C+/A?+B%-C?

A —C?

tan(d,) =

—AB+C-/A?+B?-C?
A2 _c2

0, =atan( ) [x7] (2.28.b)

También existen otras formas equivalentes para determinar la solucion de las
ecuaciones (2.27). De las ecuaciones (2.28) se deduce que existen dos soluciones distintas
para la articulacion 6, , debido al doble signo + siempre y cuando la expresion del radical
D=A?+B2-C2>0. Si el radical D < 0 significa que la posicién y/o la orientacion

especificadas para el efector final no es alcanzable por el 6rgano terminal del manipulador.
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Las ecuaciones (2.26), (2.28) y (2.24) corresponden a la solucion geométrica inversa
del portador del robot. Para solucionar los angulos de la orientacion del efector final se
eligen los vectores de orientacién n, s y a de la matriz de rotacion representados por las
ecuaciones (2.22.a), (2.22.b) y (2.22.c).

Utilizando la ecuacion (2.22.a) se pueden elegir las magnitudes escalares n, y n, con
la expresion C,3Cs —S,3C, S5 # 0, entonces se puede despejar las expresiones de Cg y de
Sg como:

T (S1C2384 —C1Cq )y +(C1Cp3S4 +5:Cy )ny

5 = (2.29.3)
CZSCS - S230485

(5152355 — S1C23C4Cs — C184Cs )Ny +(C1C23C4Cs — S154C5 — C1S23S5)
C23C5 —S23C4 S5

Ny
.= (2.29.)

Utilizando las ecuaciones (2.29) se obtiene la solucion para la articulacion 65 como:

—(S1C23C4Cs+C1S4C5—51523S5 )Ny, +(C1C23C4C5—5154C5 —C1 5355 )y

tan(6 )=
—(S1C2384 —C1Cy )Ny +(C1C354 +51Cy )”y
g = atan —(81C23C4Cs+C154C5—5152355 )N+ (C1C23C4C5-515,Cs —Clszsss)”y 7]
—(81C2384 —C1Cq )Ny +(C1CpS4 +S1Cy )0y

(2.30)

Si los valores de los componentes ny y n, de la ecuacion (2.30) son nulos entonces se

puede utilizar la ecuacion (2.22.b) y elegir los escalares s, y s, pero con la expresion
C,3Cs —S3C4 S5 # 0, entonces se puede despejar las expresiones de Cg y Sg como:

(S1C23S4 —C1C4q )3y —(C1Cp3S4 +51C4 )3y

5 = (2.31.9)
CZ3C5 - SZ3C485

(5132335 —51C3C4Cs5 —C13,Cs )Sx + (C1C23C4C5 —5154C5 —C1S2355 )5
C23C5 —S523C4 S5

5 = Y (2.31.h)

Utilizando las ecuaciones (2.31) se obtiene la solucion para la articulacion 65 como:

(81C23S4 ~C1C4 )8, —(C1C2384 +51C4 )5y

tan(6; )=
5 ) —(81C23C4Cs+C154C5-5152355 )sx +(C1C23C4C5-5154C5 —C1S2355 )5y
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(S1C25S4 —C1C4 )8, (C1C2384 +51C4 )8y L]
- (51(323C4CsJr C154C5—5152355 )Sx+ (C1023C4C5—5154C5 —C15,355 )Sy
(2.32)

O = atan{

Utilizando la ecuacion (2.22.c) eligiendo las magnitudes escalares a, y a, con la

expresion S,3S, # 0, entonces se puede despajar las expresiones de Sy y de Cg como:

51538y —C1538,
g =
—S2354

(2.33.3)

_ —(S1Cp3C4 +C1S4 Jay +(C1Cp3Cq —S1S4 Jay
;=
—S2354

(2.33.h)

Utilizando las ecuaciones (2.33) se obtiene la solucion para la articulacion 65 como

sigue:
tan(d ) = 51838y —C1Sx3ay
> —(S1C23C4 +C1S4)ay +(C1CpsCy — $1S4)ay
S1Sy3a, —C;S,3a
05 =atan 1723 % 717237y [+7] (2.34)
- (51C23C4 + C154)<'3‘>< + (C1C23(34 - S154)ay

Si los valores de los componentes a, y a, son nulos entonces se puede reemplazar

las expresiones de Cq y Sg de las ecuaciones (2.29) en el término a, de la ecuacion

(2.22.a), luego de operar, simplificar y factorizar se obtiene la siguiente expresion:

Sg C1S23Ny +S1S73ny, +Cx3n,

Cs  (S1S4 —C1Cp3Cq) N —(CyS4 +S1C23C, )Ny +Sp3Cy,

De la ecuacion anterior se obtiene la solucion para la articulacion 65 de la siguiente

manera:

O — C1Sg3Ny +51S3ny +Cy31;,
- =atan
(3154 —C1C3Cy )Ny —(CyS4 +51C3Cy) Ny +S3C4N,

}[m] (2.35)

También se pueden reemplazar las ecuaciones de Cq y Sg de las ecuaciones (2.31) en

el término s, de la ecuacion (2.22.b), luego de operar, simplificar y factorizar se obtiene la

siguiente expresion:
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Ss C1S238x + 515238y +Cyss;

Cs (5154 —CiCy3C4) Sy —(C1S4 +S1C3Cy)'sy +S23Cys,

De la ecuacion anterior también se obtiene la solucion para la articulacion €5 como

sigue:

O — C1S238x + 515238y + Cp38,
5 = atan
(5154 —C1Cp3Cy) ¢ —(C1Sq + 81C23C4)Sy +5,3C4s;

}[m] (2.36)

Reemplazando las expresiones Cs y Sg de las ecuaciones (2.33) en el término a, de

la ecuacion (2.22.c), luego operando, simplificando y factorizando adecuadamente se

obtiene la siguiente ecuacion:

Sy _ -S1a,+Cpay

C; CulCiac+Siay)-Sxua,

De la ecuacion anterior se obtiene la solucion para la articulacion €, como sigue:

-S;a,+Cy ay
g, = atan [x7] (2.37)
CylCra,+S;a,)-Sxsa,

2.7 Simulacion Grafica de la Geometria del robot propuesto

En esta tesis se han realizado las simulaciones gréficas en funcion del tiempo mediante
el programa MatLab tanto para la Geometria Directa como para la Geometria Inversa del
manipulador robotico de seis articulaciones mostrado en la figura 2.7; para ello se hacen
uso de los pardmetros geométricos del sistema motor-robot que se encuentran definidos en

el Anexo A.

2.7.1 Simulacion Grafica de la Geometria Directa

Para la realizacion de la simulacion grafica de la Geometria Directa o Cinematica de
posicion directa del robot de seis articulaciones, representado en la figura 2.7, en funcion
del tiempo t=KT, se ha utilizado el programa MatLab. Las graficas consecutivas mostradas

en la figura 2.8 corresponden a la representacion del vector de las variables de posicion

articular en funcion del tiempo q(t) = O(t) = [0, (t) qx(t) ga(t) g4 (t) as(t) g (t)]", estas
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trayectorias temporales estdn definidas mediante interpolaciones a base de funciones
trigonométricas (10.10) que son curvas suaves por naturaleza, (se exponen en el capitulo
10) con magnitudes apropiadas segun las limitaciones de las articulaciones del robot
mostradas en la tabla 2.1 y se van a utilizar como variables referenciales para aplicar las
técnicas de control en los capitulos 7, 8 y 9. Las gréficas siguientes se representan respecto

del sistema referencial XyYpzy y son funciones que dependen de forma directa de las
variables de articulacion q(t) del robot.

La trayectoria que se origina en el espacio tridimensional es Unica pero no es
previsible el espacio por el cual se va a desarrollar, depende de las variables articulares y

de la configuracion geométrica del robot y por lo tanto es posible que se presenten

colisiones entre los eslabones del robot.
La gréfica de la figura 2.9 representa al vector de posicion cartesiana del efector
operacional ﬁ(t):[px(t) Py (1) pz(t)]T del manipulador robdtico respecto del sistema

referencial base X,Yyz, que se obtiene aplicando la ecuacion (2.22.d). La gréfica de la

figura 2.10 representa al vector unitario normal ﬁ(t):[nx(t) ny (t) nz(t)]T del efector
final del robot respecto del sistema referencial base Xx,Yy,z, que se obtiene aplicando la
ecuacion (2.22.a). La gréafica de la figura 2.11 representa al vector unitario de
deslizamiento §(t)=[sx(t) sy() s, (t)]T del efector operacional del robot respecto del

sistema referencial base xgYypzy que se obtiene aplicando la ecuacion (2.22.b). La gréafica

de la figura 2.12 representa al vector unitario de aproximacion é(t):[ax(t) ay(t) a, (t)]T

del efector operacional del robot respecto del sistema referencial base x,y,z, que se

obtiene aplicando la ecuacion (2.22.c). La grafica de la figura 2.13 describe la orientacion
generalizada del efector final del robot descrita mediante las ecuaciones de los &ngulos de

Euler [¢(t), o(t), w(t)] que se muestran en la figura 2.6 y se expresan respecto de los ejes
principales del sistema referencial base XyYyZ Y que se obtienen aplicando las ecuaciones
(2.13). En la gréfica de la figura 2.14 se muestran las graficas de los cosenos directores

y(t)= [;/X(t) ry (@) 7, (t)]T del origen del referencial del efector final situado en el punto P

de la figura 2.7 respecto del sistema referencial base XgYgZg -
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Variables de Posicion Articular 6(t)
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Figura 2.8 Gréficas de la posicion articular 4(t) en funcion del tiempo t.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Coordenadas Cartesianas de Posicion Lineal p(t)

08mr T T T T T 7 r . : _
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1.25 m
1.00 m
0.78 m
0.50 m

1t(seg)
0

Figura 2.9 Coordenadas cartesianas del vector de posicion p(t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Coordenadas Cartesianas del Vector Normal n(t)
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10

Figura 2.10 Coordenadas cartesianas del vector normal n(t).

Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 2.11 Coordenadas cartesianas del vector de deslizamiento S(t).
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 2.12 Coordenadas cartesianas del vector de aproximacién af(t).
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 2.13 Gréficas de los &ngulos de Euler [¢(t),o(t),w (1)].
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 2.14 Graficas de los cosenos directores y(t) de la trayectoria
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Las funciones de las coordenadas [py(t) py(t) p,(t)] en el tiempo del vector de

desplazamiento cartesiano p(t) mostradas en la figura 2.9 que a su vez dependen del
vector articular q(t) se pueden graficar en el espacio cartesiano que describe la trayectoria

espacial respecto del referencial xyyyzy como una curva cartesiana tridimensional y

paramétricamente temporal Z(t) =[x(t) y(t) z(t)]T como se muestra en la figura 2.15.
Esta gréafica representa la trayectoria que realiza el efector final del robot mostrado en la

figura 2.7, respecto del sistema de coordenadas cartesianas XpYygZo Y que dependen de

forma directa de las trayectorias articulares q(t) :[ql(t) g, (t) az(t) g, (t) g5(t) gg (t)]T

mostradas en la figura 2.8.

Posicion P(q(t)) en 3D

s

1 D N S
1257

100.].-"""

z(m![]?ﬁx f
0501 T 5

075  0.75

Figura 2.15 Trayectoria espacial del robot de seis articulaciones.
Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab
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2.7.2 Simulacion Gréfica de la Geometria Inversa

Para realizar la simulacion de la Geometria Inversa o Cinemaética de Posicion Inversa
del robot se ha establecido una trayectoria espacial #(t) =[x(t) y(t) z(t)]" respecto del
sistema referencial x,YqZg, la cual consiste en una curva sinusoidal esférica que el efector
final del robot debe imprimir sobre la superficie interna de una esfera de radio R, truncada
en la parte superior e inferior como se aprecia en la figura 2.16. El vector de aproximacién
a del efector debe ser radial es decir siempre normal a la superficie y apuntando hacia el
exterior de la esfera, el vector normal n del efector siempre debe ser tangente a la curva
apuntando hacia la direccion de avance y el vector deslizante s del efector se debe deslizar

sobre la esfera de forma paralela en cada punto de la trayectoria #(t) .

150 map
1.256 m -

1.00 rm -

075 m -
0.50 m -

Figura 2.16 Trayectoria sinusoidal esférica tridimensional.
Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab
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En la figura 2.17 se muestran las componentes cartesianas [py(t) py(t) p,(t)] de la

trayectoria tridimensional #(t) respecto del sistema referencial XyYyZ -

De las condiciones del problema el vector de aproximacién a debe ser radial a la
esfera de radio R con centro en el punto P, =(x, Y, Z.) ', entonces este vector se obtiene

y se expresa de la siguiente manera:

(Px®-%) (Py®-Ye) (P, ©)-2))"

a(t) =
JP®-%) 2+ (py® - ) 2 + (P, (1) - 26)?

El vector normal n debe ser tangente a la curva #(t) entonces este vector se obtiene y

se expresa de la siguiente manera:

d d d T
(dt @ So,0 & pz<t)j

2 2 2
\/L‘j't . (t)} . [j't py(t)} . [;’t 0, (t)}

El vector deslizante s debe ser ortogonal a los vectores ha y n entonces este vector se

n(t) =

obtiene y expresa de la siguiente manera:
s(t) = a(t) x n(t)
En la figura 2.18 se muestran los componentes cartesianos de la vector normal n del

efector final respecto del sistema referencial XyYyyzy. En la figura 2.19 se muestran los

componentes cartesianos del vector de deslizamiento s del efector final respecto del

sistema referencial XpYyozy. En la figura 2.20 se muestran los componentes cartesianos del

vector de aproximacion a del efector final respecto del sistema referencial XyYyZzg .

Las variables articulares &, (t), 05 (t), 03(t), 0,(t) O5(t) y G5 (t) que desarrolla el

robot para que el efector final pueda realizar la trayectoria espacial correspondiente a una
funcién sinusoidal esférica de la figura 2.16 se obtienen aplicando de forma adecuada las
ecuaciones (2.24), (2.26), (2.28), (2.30), (2.32), (2.34), (2.35), (2.36) y (2.37) de la
cinematica inversa, obteniéndose las gréficas de las articulaciones de la figura 2.21. De

todas las gréaficas mostradas en la figura 2.21 la articulacion 6, (t) permanece inalterable,

mientras que las otras graficas adquieren un comportamiento singular en el tiempo.
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Figura 2.17 Coordenadas cartesianas de la trayectoria p(t) sinusoidal esférica.

Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 2.18 Coordenadas del vector n(t) al generar la curva sinusoidal esférica.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Coordenadas Cartesianas del Vector Deslizante s(t)
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Figura 2.19 Coordenadas del vector s(t) al generar la curva sinusoidal esférica.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 2.20 Coordenadas del vector a(t) al generar la curva sinusoidal esférica.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 2.21 Graficas articulares €(t) que generan la curva sinusoidal esférica.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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CAPITULO 3
FORMULACION CINEMATICA DEL ROBOT

3.1 Introduccioén

En el disefio de estaciones de operacion robotizadas, tipicamente los temas que se
estudian conciernen al esquema de componentes de la estacion, la morfologia del robot, la
localizacion relativa del robot y la cinematica de la trayectoria del efector final del robot.
Algunos problemas de factibilidad de tareas relacionadas con los temas de disefio de
estaciones robotizadas de operacion, se relacionan con la presencia o no de obstaculos en
las zonas accesibles al efector final del robot, ya que éste podria colisionar con tales

obstaculos presentes en la estacion de operacion.

La geometria de un brazo robotico proporciona una formulacion matematica que se
puede usar para colocar la herramienta o efector final en una posicion y orientacion
arbitraria dentro del espacio operacional. Usando las ecuaciones de la geometria como un
paso previo, un problema de mas alto nivel viene a ser el movimiento en el espacio de

operacion, para desempefar tareas significativas de manipulacion.

La formulacion cinematica de un robot trata del analisis del volumen de operacién y
de las expresiones que relacionan el movimiento del robot, asi como de las velocidades que
se desarrollan tanto en el espacio cartesiano como en el espacio articular que resultan ser

atiles para las aplicaciones del robot.

3.2 Andlisis del Espacio Operacional del robot

El espacio o volumen de operacion se basa en el conjunto de puntos en el espacio
tridimensional que se puede alcanzar por el efector final del robot [7]. Analizando el
ambito de operacion basado en las posiciones alcanzables por el extremo de la herramienta
como un punto de referencia, se debe incluir los efectos tanto de los ejes mayores usados

para ubicar la “mufieca” como de los ejes menores usados para orientar la herramienta. La



forma o geometria del &mbito de operacién varia de robot a robot; sin embargo, el &mbito
de operacion se puede también analizar dentro de la estructura del espacio articular n-
dimensional. En el espacio articular, el &mbito de operacion se caracteriza tipicamente por
los limites resultantes de la combinacion lineal de las variables articulares del robot. Las
limitaciones de esta naturaleza generan un poliedro convexo de n variables articulares,

denominado “ambito de operacidn del espacio articular”.

Si Ui Y Gmax € R" 0N vectores que denotan los limites de las articulaciones y C es

una matriz de acoplamiento de mxn, entonces el conjunto de todos los valores que las
variables de articulacion q pueden asumir se denomina “ambito de operacion del espacio

de articulacién accesible”, denotado por Q, y definido como:

Qa E{q eR" * Ummin ngc‘max}
El limite minimo del vector articular q es q,,;, Yy el limite maximo del vector articular

g es Onax - El caso especial mas simple de &mbito de operacion del espacio articular ocurre

cuando C =1, lo cual no representa acoplamiento entre ejes, en este caso, el nimero de
limitaciones m equipara al nimero de variables de articulaciéon n. En general, la matriz de
acoplamiento de articulacion C puede ser rectangular (m=n) y puede contener términos
diagonales diferentes de cero. Esto ocurre por ejemplo, cuando existen limites articulares

en combinaciones lineales (sumas o diferencias) de variables articulares.

El ambito de operacion del espacio de articulacion accesible Q, es relativamente facil

de caracterizar; éste es el conjunto de puntos en el espacio tridimensional que puede ser
alcanzado por el extremo de la herramienta del robot. EI conjunto de todos los puntos P
alcanzables desde una orientacion especifica por el extremo de la herramienta se refiere al
ambito de operacion total, que se denota por ¥ y el conjunto de los puntos alcanzables
desde una orientacion arbitraria de la herramienta se le denomina ambito de operacién

diestro y se denota por Y 4. El &mbito de operacion diestro es mas pequefio pero mas

practico que el &mbito de operacidn total. EI &mbito de trabajo de un manipulador se puede

expresar directamente en términos del espacio articular accesible Q, y en funcion del

extremo de la posicion P (g) como sigue:

Y={p(q)cR®:qe Q|
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El &mbito de operacién ¥ representa la imagen en el ambito de operacion del espacio

articular accesible Q, mediante la funcién de la posicion cartesiana P (q) de la
herramienta del robot, que corresponde a la cuarta columna de la matriz de transformacion
homogénea g, T 5" () de la geometria del brazo robético. Alternativamente, la

posicion y la orientacion del efector operacional de un robot se describen mediante un
vector r (t) de dimension mx1. La funcion del posicionamiento P (q) de la herramienta del
robot corresponde a las tres primeras componentes del vector r (t) de la configuracion de la
herramienta y las componentes restantes describen la orientacion del efector operacional
respecto de un sistema referencial. Las m componentes del vector cartesiano r (t) se

denominan coordenadas operacionales del efector final del robot (m<6). El vector r (t)

se puede escribir de la siguiente forma:

r=[x1 Xy - Xm]T

La configuracion articular de un robot manipulador se define mediante el vector q de
dimensién nx1. La n componentes de q se denominan coordenadas generalizadas del
robot, que describen la posicion relativa de un eslabon del robot, respecto del eslabon que

le precede. El vector articular q se representa como:

9=l @ - a]

El conjunto de configuraciones libre de colisiones de un robot, es el conjunto Qs que

Se expresa como:
Qs ={qeQ,/ M(q)nEy =T}

La expresion M (q) es la superficie del espacio cartesiano ocupado por los eslabones

del robot y E; es la superficie del espacio cartesiano ocupado por los obstaculos en el

ambito de operacion.

El espacio de operacion libre W; es la imagen en el espacio operacional del conjunto
de configuraciones libre de colisiones Q¢ , bajo el modelo de la posicion geométrica

directa o sea:

W = f(Qr)
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3.3 Formulacion Cinemética Directa del robot

La geometria de un robot de n articulaciones se expresa mediante la ecuacion matricial

(2.9) que se vuelve a escribir como:

n s a R P
TN= Pl (3.1)
0 001 0 1
La formulacién geométrica de un robot o cinematica de posicion también se puede

expresar en funcion del tiempo partiendo de la ecuacion (2.17) de la siguiente manera:
r(t)y= f(a() (3.2)

El vector r (t) de dimensién mx1 se conforma por las coordenadas cartesianas del

efector final (posicion y orientacion p(q),$(q)) y el vector q (t) de dimensién nx1 se

conforma por las coordenadas articulares de la estructura del robot. El vector generalizado

r (t) y la vector g (t) se definen en el tiempo respectivamente como:
=[x yo 20 %O 40 %O

a0 =[a®) a® as®) - g, @]

La Formulacion Cinematica Directa (FCD) de velocidad r(t) de un manipulador

proporciona la variacion del vector cartesiano del efector final r (t) respecto del tiempo en

términos de la velocidad articular q(t) y se expresa como:

9

F(t) = =

f(q(®) =JI(@q() (3.3)

La matriz J (q) de la ecuacion (3.3) de dimensién mxn denota la matriz jacobiana del

vector r (t) respecto del vector articular q (t) de la estructura del robot.

La matriz jacobiana J (q) aparece también en la ecuacion diferencial directa del robot,
la cual proporciona el desplazamiento diferencial del efector final dr en términos del

desplazamiento diferencial de las variables articulares dg como:
dr(t) = J(q) da(t) (3.4)

La matriz jacobiana tiene multiples aplicaciones en robotica; la mas usada es el

calculo computacional de su inversa para determinar la soluciéon de la formulacion de la

geometria inversa por el método numérico Aq=J 1(q)Ar . La transpuesta de la matriz

o1



jacobiana se utiliza en la formulacién estatica para determinar las fuerzas y torsiones

articulares = necesaria para ejercer las fuerzas y momentos F especificados en el espacio
cartesiano 7 =J'(q)F . La matriz jacobiana se utiliza también para determinar las

singularidades y para analizar el espacio operacional asequible de los robots.

La matriz jacobiana J(q) se obtiene mediante la diferenciacion total aplicando

derivadas parciales a la ecuacion de la funcién geomeétrica (3.2) del robot como sigue:

[ofi(@)  ofy(a) |
@=L @] o (35)
q)=—f(q)= : . : :
o9 (@ (@)
0y oqp,

La matriz jacobiana J(q) para el robot de seis articulaciones en estudio se puede
expresar en dos partes, con el objetivo de relacionar las velocidades cartesianas lineal

Vp(t) y angular w,(t) del efector final en el punto P(t) con respecto del sistema

operacional de referencia XyYyyz, en términos del vector articular q(t) como sigue:

) 3,(q()
o= Y (36)
@O ()

De la ecuacion (3.6) se puede determinar las ecuaciones de las velocidades cartesianas

lineal v, y angular @, del efector final, relacionadas con el vector de velocidad articular

g de la siguiente manera:
v () =Jy (a®)act) (3.7.3)
wp (1) =3, @®)q(t) (3.7.b)
Las matrices J,(q) y J,(q) son de dimension 3xn.

Para el manipulador de n articulaciones se utiliza el vector posicion P del sistema
referencial del efector final de la ecuaciéon (3.1), el cual se expresa mediante la formulacion

geomeétrica directa, por lo tanto la matriz J,(q) de la ecuacion (3.7.a) se deduce de la

siguiente manera:
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Jv(q)zap(q):{ﬁp(q) opa) 6p(q)} 3.9)

oq o, dqp oqp,

La matriz J,(q) de la ecuacion (3.7.b) se puede expresar del siguiente modo:

Jo@=[a120 &z -+ Ezn4]

El vector z,_; es el tercer vector unitario del sistema referencial x,_1Y,_1Zx_1; con
respecto del marco referencial base X,Yyozy Yy el escalar &, indica el tipo de articulacion k

(es 1 si la articulacién es rotacional y es 0 si la articulacion es prismatica), si todas las

articulaciones del robot son de tipo angular entonces la matriz J,(q) se expresa como:

Jo@=[z0 7z - z44] (3.9)

Usando las ecuaciones (3.6), (3.8) y (3.9) se puede obtener la expresion completa del

jacobiano del efector final de la siguiente manera:

 Jp@ Jp@  Jp@ |
} Z Zxep, 2

- (3.10)

JV
Jp(q)z[Jw((?)

(@)  z@ o zZpa(@)

La ecuacion del vector aceleracion lineal cartesiana a,(q,9,q) = p(t) del efector final
con respecto del referencial X,Yyyzy Se interpreta como la variacion del vector velocidad
lineal v, (t) del efector final respecto del tiempo t en términos de la posicion, velocidad y

aceleracion articulares q(t), q(t), g(t) y se expresa como:

ap(t)= ;ltvp (t)=p® = (:tJ La®)a(®) +JI(a®)a(t) (3.11)

La ecuacion del vector aceleracion angular cartesiana a(q,q,4) del efector final con
respecto del referencial XxyYpzp se interpreta como la variacion del vector velocidad
angular w (t) del efector final respecto del tiempo en términos de la posicion, velocidad y

aceleracion articulares q(t), q(t), g(t) y se expresa como:
a,(t) = jtwp t)= (gtJ »(A(0))adt) +J ,(a(t))d(t) (3.12)

53



La ecuacion del vector rotacion angular §p(q) del efector final con respecto del
referencial base XyYygzy Se interpreta como la integracion del vector velocidad angular
w,(t) del efector final en el tiempo en términos de la posicion articular q(t) y se expresa

como: (*)

30 = [ @)= [ Iu(a)dq (3.13)

3.4 Formulacion Cinematica Inversa del robot

La Formulacion Cinematica Inversa (FCI) del robot expresa la relacion entre el vector

de velocidad articular g con el vector de la velocidad cartesiana r deseada del efector

final. EI Modelamiento Cinemaético Inverso es equivalente al Modelo Diferencial Inverso
del robot, que determina la variacion diferencial dq de las variables de articulacion que
corresponde al desplazamiento diferencial de las coordenadas cartesianas dx del efector

final del manipulador robdtico.

Si la matriz jacobiana J(q) de la ecuacion (3.3) es invertible, es decir no singular,

entonces la Formulacién Cinematica Inversa del robot se determina despejando el vector

de velocidad articular g de la ecuacién (3.3) del siguiente modo:

q) =37 (@)r (3.14)

El diferencial inverso dq se determina utilizando la ecuacion (3.4) de la siguiente

manera.
dg=J"1(q)dr (3.15)

Los vectores articular q y cartesiano r que estan relacionados en las ecuaciones (3.14)
y (3.15) se definen respectivamente como:

at)=[a, g a3 - o)

r(t):[px Py Pz Sy 19y 19Z]T

En el caso de que la matriz jacobiana J(g) no sea cuadrada se aplica el concepto de la

inversion matricial pseudoinversa.

* Ecuacion deducida por el autor
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3.5 Formulacién de la Cinematica del robot propuesto

La Formulacién Geométrica Directa del robot de seis grados de libertad (n=6) en
estudio esta expresada mediante las ecuaciones (2.22) y el vector posicional P esta
formulado mediante la ecuacion (2.22.d), por lo tanto el Modelo Cinemaético Directo de
velocidad se puede determinar formulando las velocidades cartesianas haciendo uso de la

ecuacion (3.6) de la siguiente manera:

o [34@
0] e
L)p (t)}— 4=, @40 (3.16)

J,(9)

La matriz jacobiana J,(q) de dimension 6x6 que permite relacionar la velocidad

cartesiana con la velocidad articular se escribe como:

Ipx@ Ipk(@ Ip@ Ip@ Ipx@ 2 py(a)]
J 0 Zxp J 03 2N J0s J0s
apy(@ 2Ipy@ Ipy(@ Jpy@ 2Ipy(@ 2 py(a)
aq 24P 03 2N J0s s
op,(a 2ap,@ 2Ip,@ Ip, (@ 2Ip, (@) 2Ip,(a)
Jy(@) J 0 0y J 03 0y 05 J Qg
- (3.17)

Jo (@) 20x(@)  215(@)  Zox(@) Z3x(@) Zax(@) 254(a)

2oy(@)  z1y(@) 2oy(Q) z3y(q) z4y(@) Zs54(Q)

ZOz(q) le(q) ZZz(q) Z3z(Q) Z4z(q) ZSz(Q)

Todos los elementos de la matriz jacobiana J,(q) de la ecuacion (3.17) se expresan

explicitamente a continuacion:

2 px()

on —L551Cy — 1451823 — Ls (S1C23C4 S5 + C1S4S5 + 515,3Cs)
1

ﬂﬁp)((q(q) =—L5C1S; + L4C1C3 — L (C1S23C4 S5 — C1C23Cs)
2

ﬂ;a(q) = L4C1Co3 — L6 (C1523C4S5 — C1C23Cs)
3
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2 pye(a) _ —Ls (C1C35,4S5 + 51C4Ss)
ZAN

ﬁapa(q) = L (C1C23C4Cs —5154Cs — C1S2555)
5

ap@) _
1z

2 py(Q)
2q;

= LyCiCy + LyCy S5 + Lg (C1C3C4 S5 — 5154 S5 +C1S23Cs)

2 py(q)

o4 =—1551S; +145:Co3 — L6 (S1523C4 S5 — S1C53C5)
2

J py(a)
ds

= 1451C03 — L6 (51523C4 S5 — 51C3Cs)

ﬁofa(q) =—L5(51C2354S5 —C1S4Cs + S152355)
4

29,0

Sae e (8iCaCiCs +CiS4Cs —5:52555)
5

7h@
s

9 p.(Q) _,
oqp

5;;«1) = —L,Cy — L4S,3 — Lg (Cp3C4 S5 + Sp3Cs)
2

P (9) _ —L4S23 — L6 (C23C4Ss + S23Cs)

03

I p,(a)

Z Pz —1.8..5,S
2 a. L6S235455
(s

56



() _
2 0g

Zox(9) =0

Z5y () =0

Z5,(9) =1

23, (@) =-S5,

z;,(@)=C4

2;,(a)=0

25,(@) =-S;

Z,,(a) =C4

Z5,(9) =0

23,(A) =C;S53

Z3,(9) = S1553

23,(9)=—Cx

244 (@) =—C1C2354 —5,Cy

24y(0) = =51Cp33, +C,Cy

24,(0) = S35,

Z5, (@) = (C1C23C4 —5154)S5 +C1523Cs5
Z5, (A) = (51C23C4 +C1S4)Ss5 +5152Cs

Z5,(q) = —S3C4 S5 +Cy3C5
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3.6 Simulacién Graéfica de la Cineméatica del robot propuesto

Para realizar la simulacién grafica de la cinematica del robot de seis articulaciones
representado en la figura 2.7, en funcion del tiempo t=kT (durante 10 segundos), se ha
elaborado un programa mediante MatLab de las ecuaciones cinematicas de posicion,
velocidad y aceleracion tanto articulares como cartesianas. Para ello se establecen todas las

funciones articulares de posicion angular q(t) = 8(t) , como curvas suaves de tipo senoidal,
con sus respectivas derivadas en el tiempo: velocidad articular g(t) = o(t) y aceleracion

articular ¢(t) = 6(t). Las variables cartesianas vectoriales del efector final del robot

respecto del sistema referencial base XgYqzq: posicion lineal cartesiana p(t), velocidad

lineal cartesiana Vv (t), aceleracion lineal cartesiana a(t), posicion angular cartesiana & (t),
velocidad angular cartesiana @ (t) y aceleracion angular cartesiana « (t) se obtienen en
funcién de las variables articulares vectoriales q(t), q(t) y ¢(t). En la figura 3.1 se
muestran todos los vectores cartesianos involucrados en la cinemaética del efector final del
robot, los cuales se expresan respecto del sistema referencial base X,Yyyz, al realizar una

trayectoria espacial p(q(t)).

o
N
Q|

> 5

Trayectoria espacial

. p(g()
A\

Cannng

Figura 3.1 Esquema tridimensional que ilustra la cinematica espacial del robot.
Gréfica elaborada por el autor
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Los vectores cartesianos del movimiento del efector final del robot: posicion,
velocidad y aceleracion, mostrados en la figura 3.1 se obtienen matematicamente en

funcidn de los vectores de posicion articular q(t), velocidad q(t) y aceleracion ¢(t) como:

P = T, (a(t) (3.18.)
V() = 3, (a() 4) (3.18.)
() = (, IAONIO +I, @) (3.18.0)
8(1) =[5 Iuldda (3.18.)
a(t) = 3, O (3.18)
()= (9. (A0)IO + )0 (3.18.)

La forma de las variables articulares consecutivas en funcion del tiempo: posicion

q(t) (linea curva color azul), velocidad q(t) (linea curva color verde) y aceleracion ¢(t)
(linea curva color rojo) se muestran agrupadas adecuadamente en las figuras 3.2

En la figura 3.3 se muestran las graficas correspondientes a las coordenadas
cartesianas de la posicion lineal ﬁ(t):[px(t) py (t) pz(t)]T descrita en la ecuacion
(3.18.a). En la figura 3.4 se muestran las graficas correspondientes a las coordenadas
cartesianas de la velocidad lineal V(t):[vx(t) vy (t) vz(t)]T descrita en la ecuacion
(3.18.b). En la figura 3.5 se muestran las gréficas correspondientes a las coordenadas
cartesianas de la aceleracion lineal ﬁ(t):[ax(t) ay(t) a, (t)]T descrita en la ecuacién
(3.18.c). En la figura 3.6 se muestran las graficas correspondientes a las coordenadas
cartesianas de la posicion angular §(t):[9X(t) Gy (t) SZ(t)]T descrita en la ecuacion
(3.18.d). En la figura 3.7 se muestran las graficas correspondientes a las coordenadas
cartesianas de la velocidad angular a(t):[a)x(t) @y (t) a)z(t)]T descrita en la ecuacion
(3.18.e). En la figura 3.8 se muestran las graficas correspondientes a las coordenadas
cartesianas de la aceleracion angular 07(t)=[ax(t) ay(t) a, (t)]T descrita en la ecuacion

(3.18.f).
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Variables de posicion, velocidad y aceleracién articulares
3[][] ~ T T . T T .o T
0, (°/s) 6, (°/s?)
150} '
000
160
-300

250
000
-250
-500

640
320
000
-320)
540 &

1600
800
000
-800
-1600

t(seg)

1500
750
000
-750
-1500 £

t(seq)

2000
1000
0ooo
-1000
-2000

Figura 3.2 Posicion, velocidad y aceleracion articulares: £10(t), = 0(t) y&o(t).
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Coordenadas Cartesianas de Posicion Lineal p(t)
DEmF T T T T T T

gix\fﬂ/‘/\ /\X(t)f\ [\!\F\’/t(seg)
ol NN VW

0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
08mFr T T T T T T T T T =

mt (t) i
EE E _ /‘/\_/\-/\iy/t\j/—/\\W _ t(seg)

18 mk 1 1 1 1 1 1 1 1 1 B

1.50 m
1.26 m
1.00 m
0.7 m
0.50 m 1 t(Seg)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10
Figura 3.3 Posicién lineal cartesiana p(t) del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
Coordenadas Cartesianas de Velocidad Lineal v(t)
A0 misF T T T T T -

2omsl v\ Y WOV ]

4.0 mfs 1 1 -
0 1 2 3 4 5 6 7 a 9 10

I0misf ' ' ]
1.5 mis - V (t)

A f’\ A f\[\!\ A P\ N A kseq)
15 mis| vv YA VA VYA LN VV |

| | | |
0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10

20mis|

1.0 mfs

0.0 mis

-1.0 m's

_EU rn.-’s 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t(Seg)
0 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10

Figura 3.4 Velocidad lineal cartesiana v (t) del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Coordenadas Cartesianas de Aceleracion Lineal é(t)

24 mis?
12 mis2}
00 m/s?

A MAALAR A

A2 mis2h
24 mis2t

A

—

24 m/s?
12 mis?
00 m/s2
12 mis®
24 mis®

0

18 mis°F
09 m/sZF
00 m/s®

A M

18 m/s2k

| t(seg)

nﬂf\wnui
_Ugm_sg-a(t)UV UU U“" UVV i

0

10

Figura 3.5 Aceleracion lineal cartesiana a(t) del efector final del robot.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Coordenadas Cartesianas de Rotacién Angular 9(t)

450°
300° F 9, (t
150° /_/\/(_i ,_/\
000° t(Seg)
-15EI“ -
-300° k 1 1 1 1 | 1 1 1 -

0 2 3 4 g B 7 8 g 10
54[]“ - T T T T T T T T ]
360° -
180° - 9, (t) .
000° 4 t(seg)
-180“ w| 1 1 1 1 | |\\-/_IH_,—_

0 2 3 4 5 3] 7 8 g 10
HEU;‘ [ T T T T T ]
240° | 4, (t)
120° F -
000° == t(seg)
-120° ] ] ] \H'—‘ll ] ] ] i

0 2 3 4 g B 7 ] q 10

Figura 3.6 Posicion angular cartesiana 9 (t) del efector final del robot.

Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab

62




600%/s F
300%s -

000%/s
-300%/s

-600%/s
0

800%/s
400%s
000%/s

-400%s

-800°%s

B00%sF

AR AR AN

-600°%/s k

300%s
000%/s
-300%/s

Coordenadas Cartesianas de Velocidad Angular e (t)

| t(seq)

A A
Y VAV vV

AN AN N A
LERVSNVATEAV AV

| | | | | | |
1 2 3 4 b B 7 g g

0

| 1 | | | | | 1
1 2 3 4 b B 7 B 9

10

t(seg)

t(seq)

Figura 3.7 Velocidad angular cartesiana @ (t) del efector final del robot.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

5000%/s°
2500°/s2
0000%/s*
-2500°/5%
-5000°/5%

5000%/s”
2600°/5%
0000°/s2
-2500°/s?
-5000°/s2

4000°/s2

2000°/s®
0000°/5%
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Coordenadas Cartesianas de Aceleracion Angular o (t)

t(seg)

1 2 3 4 b B 7 g 9

N t(seq)

0

Al r\;l\'?‘}i/\

AN AN Al
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Figura 3.8 Aceleracion angular cartesiana « (t) del efector final del robot.

Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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CAPITULO 4
FORMULACION DINAMICA DEL ROBOT

4.1 Introduccién

La Formulacion Dinamica del robot trata de las ecuaciones fisicas o diferenciales del
movimiento que realiza el manipulador en el espacio tridimensional, considerando las
fuerzas y torsiones externas que actian sobre las articulaciones. Las ecuaciones fisicas del
manipulador describen la conducta dindmica en el tiempo y sirven para realizar el analisis,
sintesis y la simulacion del movimiento del robot en cualquier computador, realizar la
evaluacion del disefio estructural del robot, disefiar los servomecanismos que impulsan a

cada articulacion y para el control del movimiento en tiempo real del robot.

La formulacion dinamica de un robot se puede obtener a partir de leyes fisicas, tales
como las de la mecanica Newtoniana, mecanica Lagrangeana y otras. Existen diversos
métodos y algoritmos que permiten obtener la formulacion dindmica o modelamiento
fisico de un manipulador roboético. Las formulaciones mas utilizadas son las de Lagrange-
Euler y las de Newton-Euler. La metodologia de la formulacion de Lagrange-Euler se basa
en la aplicacién tanto de la energia cinética total como de la energia potencial total del
robot y permite obtener una ecuacion diferencial dinamica vectorialmente estructurada y
transparente, cuyos términos tienen una interpretacion fisica simple como: inercia total del
robot, fuerzas debido a la friccion, efecto debido a la gravedad, fuerzas centrifugas y de
Coriolis o fuerzas debido al acoplo de velocidades. Por su parte, la metodologia de la
formulacion Newton-Euler parte del anélisis vectorial de todos los efectos fisicos del robot
y mediante una formulacién recursiva primero hacia atrds y luego hacia adelante de las
ecuaciones diferenciales que describen el movimiento del manipulador, lo cual no s6lo
facilita su implementacion del algoritmo de control en el computador, sino que representa
una mayor potencia numérica y eficiencia computacional comparada con el método de
Lagrange-Euler, particularmente cuando aumenta el nimero de ejes o de articulaciones del

robot manipulador.



4.2 Ecuacion de la Dindmica de Lagrange

Los sistemas dinamicos complejos se pueden modelar fisicamente de forma directa
mediante la formulaciéon de Lagrange, que se basa en la nocion de la energia total, en el

movimiento de sus coordenadas generalizadas y en la aplicacion de fuerzas generalizadas.

Para un robot de n grados de libertad, se elige al vector articular q (de dimension nx1)
como el conjunto de coordenadas generalizadas, para describir fisicamente la dinamica de
manipuladores estructuralmente complejos, obteniendo asi formulaciones dindmicas para
robots multiarticulares, con una estructura matematica elegante y transparente de una
forma relativamente sencilla, asi como de su realizacion algoritmica en el computador.

La ecuacion de Lagrange L(qg,q) se define como la diferencia de la energia cinética

total E;(q,q) y la energia potencial total E,,(q) del robot como sigue [7], [13]:

L(q(t),a(t)) = Ec(a(t),q(t)) - Ep(q(t)) (4.1)

La ecuacion general del movimiento dindmico de un robot manipulador de estructura
cineméaticamente serial, se expresa en términos de la formulacion de Lagrange, de la

siguiente manera:

d 7
&t 2q, OO, q(t»—Tuq(t) AM)=Q® ; 1<k<n (4.2)

Las variables involucradas en la ecuacion (4.2) se define como:

Qy : Vector fuerza F, o torsion I'y generalizada que actla sobre la articulacion k para

mover al elemento k.

qx : Coordenada generalizada (variable de posicion articular k).

gy : Derivada de la coordenada generalizada (variable velocidad articular k).

n : Numero de grados de libertad del manipulador.

Para obtener las expresiones literales de la formulacion de Lagrange se determinan
previamente las ecuaciones de las energias cinética E.(q,q) y potencial E(q) totales del

robot, considerando una estructura mecanica constituida con todos los enlaces totalmente
rigidos. Primero se determina la contribucion de la energia del eslabon k, el cual se

encuentra moviendose en el espacio tridimensional respecto de un referencial fijo XyYoZg,

con sus respectivas velocidades lineal y angular relativo a su centro de masa.
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En la figura 4.1 se ilustra un eslabon o enlace k de un robot con su respectivo sistema
referencial X, y,z, en movimiento, en el cual se muestran todas las variables y vectores
que intervienen en la dindmica del k-ésimo enlace respecto del sistema de coordenadas de

referencia XyYpZg -

S
>

Articulacién k+1

Yo

Figura 4.1 Movimiento dinamico espacial del enlace k de un robot.
Grafica elaborada por el autor

4.3 Energia cinética total del robot

La energia cinética total del robot debido al movimiento lineal y rotacional de cada
eslabon k mediante el accionamiento de sus articulaciones en un espacio tridimensional
respecto de un sistema de coordenadas referencial se describe mediante la siguiente

expresion: [7]

Ec(q,C]):—l > [(Vk (,6))" my Vi (0,d) + (@ (a.4))" Dy (@) (a.4) (4.3)
2
k=1
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Las variables involucradas en la ecuacion (4.3) se denominan y especifican de la

siguiente manera:

my : Masa del k-ésimo enlace.

5k (g) : Tensor inercial variante de dimension 3x3 del k-ésimo enlace expresado con

respecto al sistema referencial base x,YyZ, trasladado a su centro de masa.

Vi (q,9) : Vector espacial de velocidad lineal del centro de masa del k-ésimo eslabon

moviéndose con respecto del sistema referencial base XyYoZg -

oy (9,9) : Vector de velocidad angular relativa a su centro de masa del k-ésimo
eslabon girando con respecto del sistema referencial base XgYyZ -
Para formular las ecuaciones de movimiento del manipulador mediante la ecuacion de

Lagrange (4.2), se requiere que la energia cinética del elemento k del manipulador esté

expresada como una funcion explicita de la variable articular q, y de la variable de
velocidad articular g, .

En cada enlace k del robot se establece un sistema de coordenadas cartesianas
denominado también sistema referencial x, y,z, de tal modo que el referencial x,y,z, y

el referencial XyYgzo estén relacionados por una matriz de transformacion homogénea
0T"(q) de la siguiente manera:
RK pk
OTk(q): oR"(9) (a) (4.4)

o' 1

La matriz R (q) de dimension 3x3 representa la rotacion del sistema referencial

Xk Yk Zk respecto del sistema referencial XyYpzg .

El vector Pk(q) de dimension 3x1 representa la posicion del origen del referencial

Xy Yk Zk respecto al referencial XyYpZg -

En la expresion (4.3) la energia cinética debido al movimiento rotacional del enlace k

también se puede expresar con respecto al referencial x, y,z, traslado a su centro de masa

mediante la siguiente relacién: ()
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o (0,9)Dy (@) @y (a,0) = 2 (,6) Ty 2 (a.6) (45)
Las variables de la parte derecha de la ecuacion (4.5) se definen como:

I, : Tensor inercial de magnitud constante de dimension 3x3 del k-ésimo enlace con

respecto al sistema referencial XY,z trasladado a su centro de masa.

0,(q,9) : Vector velocidad angular relativa a su centro de masa del k-ésimo eslabon

expresado con respecto del sistema referencial Xy, zy .

Con el fin de relacionar las velocidades w, y £, se utiliza la inversa de la matriz

0 Rk(q) que se representa como:

R @)™ = R*@=(R“(@)"
La matriz de rotacion kRo(q) permite realizar la transformacion desde el sistema

referencial XyYozo al sistema referencial x, Yy, z,, mientras que la matriz ORk(q) permite

realizar la transformacion desde el referencial x, y,z, al sistema referencial XYyZg .

Las velocidades angulares my y £, se pueden relacionar con las matrices de rotacion

anteriores de la siguiente forma: (*)
@, (0,0) = oR*(4) 24 (0,) (4.6.2)

2,(0,6)= (R°(@) o (0,9) (4.6.0)

La ecuacion (4.6.a) se interpreta como la transformacion de la velocidad angular €,
expresada en el sistema referencial x, Y, z, a la velocidad angular @, y la ecuacion (4.6.b)
se interpreta como la transformacion de la velocidad e, expresada en el sistema

referencial XqYozo ala velocidad £, .
Reemplazando la ecuacién (4.6.b) en la ecuacién (4.5) se obtiene:
o (0,9)Dy (@ (6,6) = o (@, DR (@] 1k [ R ()] (a,6) (4.7)

De la ecuacion (4.7) se deduce la relacion que existe entre los tensores inerciales I, y

D, (q) representandose mediante la siguiente ecuacion:
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Dy (@) =[oR* @11 [ R°(@)] (4.8)

De la figura (4.1) se aprecia que el vector C, (q) representa la posicion del centro de

masa del eslabon k, expresado con respecto al marco referencial base XyYyzy Y el vector

ACk denota la posicién del centro de masa del enlace k, expresado con respecto al

referencial asociado x, Y, z, , el cual esté fijo en el centro de masa (punto CM) del enlace k,

es decir, el vector ACk es de magnitud constante. Aplicando la suma vectorial, el vector
posicional C,(q) se expresa con respecto del referencial XYy, mediante la relacion

siguiente: (*)
C (@) = P (@)+ oR*(q) ACK (4.9)

El vector de velocidad traslacional cartesiana v, (q,q) de la ecuacion (4.3) se

determina aplicando la diferenciacion del vector posicional C,(q) de la ecuacion (4.9)

respecto del tiempo t como:

@)= 4 @ =7 Gyl (4.10)

De la ecuacion (4.10) se determina la ecuacién matricial siguiente:

oCy(@) _| Cx(@ = oCy(@
aq aqy o

---}J&(q) (4.12)

La matriz jacobiana J\',‘ (g) de la ecuacion (4.11) es de dimension 3xn.

Las velocidades cartesianas lineal v, (q,q) y angular ey (q,q) de la ecuacion (4.3) se

pueden relacionar con el vector de velocidad articular g de la estructura de manipulador de

la siguiente manera:
Vi (@,6) =35 (@) (4.12.a)
@ (0,6) = J5(a)d (4.12.b)

La matriz jacobiana Jg,(q) de la ecuacion (12.b) es de dimension 3xn y se puede

escribir de la siguiente manera:

* Ecuacion propuesta por el autor
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In@=azo -~ &Gzal@ 0 -] (4.13)

En la ecuacion (4.13), el literal z,_; es el tercer vector unitario del sistema referencial

Xk_1Yk—1Zx_1 con respecto del referencial base X,Yyozy Y el escalar &, indica el tipo de

articulacion k del robot (&, es 1 si la articulacion es rotacional y es 0 si la articulacion es
traslacional).

El vector velocidad articulares g=[¢;, d, - d,]"

Usando las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13) se obtiene la expresion matricial

denominada jacobiano del eslabon k de la siguiente manera:

" [0C (@  4C,()

) Jv (@ 2K ZK 0

M@= |= (4.14)
3%() $129 - SkZk-1(@) | O

Reemplazando las ecuaciones (4.12) correspondientes a las velocidades lineal y
angular con sus respectivas transpuestas y la ecuacion (4.7) en la ecuacion (4.3) se obtiene
una expresion general para la energia cinética total del robot que involucra al vector

velocidad articular g del modo siguiente:

n

E.(0)= ;qT{Z T @mal@ a8 LR @ lk[kR(’(q)]JE,(q)}}q (4.15)
k=1

Si se define la matriz D, (@) como el tensor inercial k que permite describir el

movimiento traslacional y rotacional del k - ésimo elemento del manipulador robético de la

siguiente manera:

D (@) = IX @mIk (@) +IX [ RO@IT KRO@WPE@  (416)

Sumando los n tensores de inercia Dy () de la ecuacion (4.16) correspondiente a cada

eslabdn k se obtiene el tensor de inercia total del manipulador que depende de la posicién

articular g y se expresa de la siguiente manera:

D(a)= Dy (a) (4.17)

k=1
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De la ecuacion (4.16) se deduce que si la matriz I, es simétrica entonces la matriz
D(q) de dimension nxn, es una matriz simétrica y ademas definida positiva que se

denomina Tensor de inercia total del manipulador.

Finalmente la expresion de la energia cinética total se puede escribir de una forma

compacta en términos de los vectores q y ¢ de la siguiente manera:

E.(q.9) =;qT D(g)§ (4.18)

4.4 Energia Potencial total del robot

La energia potencial almacenada en cada eslabén k de un robot, se define como la

cantidad de trabajo que se requiere para desplazar al enlace k hasta su centro de masa CM,

desde un plano de referencia horizontal en la direccion del vector C, (q) en presencia del

vector de la aceleracion de la gravedad g. La energia potencial total almacenada en los

eslabones del robot se representa de la siguiente manera: [7]

Ep(@)=->mg"C(a) (4.19)
k=1

La suma de los centros de masa vectoriales ponderados de los n eslabones por sus

masas respectivas se define como:
J— n J—
C(a)=> m, C(a) (4.20)
k=1

Utilizando la ecuacion (4.20), entonces la expresién compacta de la energia potencial

de la ecuacion (4.19) se puede expresar de forma sintetizada como:

Ep(@)=-9"C(q) (4.21)

En base a las expresiones simplificadas (4.18) y (4.21) tanto de las energias cinetica y
potencial, la expresion del Lagrangeano para el robot manipulador se puede escribir de una

forma compacta en términos del vector articular g y del vector velocidad articular ¢ de la

siguiente manera:
A . ~
L(@.4)= 4" D@ d+9'C(q) (4.22)
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4.5 Efecto Friccional de la articulacién

La fuerza o torsion debido al efecto de la friccion en la articulacion k del robot es una
magnitud que se opone al movimiento y depende de la magnitud y del sentido de la
velocidad articular ¢, normalmente se presenta en los ejes z,_; de articulacion o de
deslizamiento. En la figura 4.2 se representa la forma mas elemental de la grafica de la
fuerza friccional de la articulacion k [7].

by (G)

A
Pendiente : by

by

_blf

Figura 4.2 Gréfica del efecto de friccion vs la velocidad de la articulacion k.
Gréfica elaborada por el autor

El efecto de la friccidn articular k se puede expresar matematicamente en funcion de la

velocidad articular ¢, como sigue:

by (G ) =san (¢ ) bg +by ¢ (4.23)
Donde:

sgn : funcién signo de la velocidad articular q .

be : Torsion o fuerza necesaria para anular el efecto de la friccion estatica y poder

iniciar el movimiento de la k-ésima articulacion; cuando ¢, tienda a ser cero la

fuerza de friccion tiende a +by.

by : Coeficiente de friccion viscosa de la k-ésima articulacion que puede considerarse

constante e independiente de la posicion.
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4.6 Expresion general de la dinamica del robot

La fuerza/torsion generalizada que se aplica al eslabdn i-ésimo del robot se define
como la diferencia entre el torque aplicado a la articulacion i y las pérdidas de energia

debido al efecto friccional durante el movimiento y se expresa como:
Qi = 7 -bi () (4.24)

Relacionando las ecuaciones (4.2) y (4.24) se obtiene la expresion de la dinamica para
cada par eslabdn-articulacion i del robot en términos de la expresion de Lagrange del

siguiente modo: [7]

d & .0 . . .
— 19,9 -—L(@,g) +b @) =7 ; 1<i< 4.25
dt 24, (9.9) o0 (9,9) +b;(q) =7 i<n (4.25)

La ecuacion de la energia cinética total (4.18) del robot se puede expresar también de

la siguiente forma:

E.(.0)= ;Z S Dy Q)i (4.26)

k=1j=1

La ecuacidn de la energia potencial total (4.21) del robot se puede expresar también de

la siguiente forma:

3 n .
Ep(@=-2 > 9km;jc/(a) (4.27)

k=1 j=1

La ecuacion (4.22) de Lagrange en base de las ecuaciones (4.26) y (4.27) se puede

expresar también mediante la siguiente expresion:

L(q.6) = fZ ZDk, (@) G; + Z ngm c{ (a) (4.28)

kljl k=1j=1

Derivando la ecuacion de Lagrange (4.28) con respecto a la velocidad articular ¢; se

obtiene:
——L(q,9) =ff k-(q)qk<1-+—. gkm;cy (a)
o i o e ==t e
0 . N .
——L(9,6) = D_ Dy (a)q; (4.29)
od; i—1
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Derivando a la expresion (4.29) con respecto del tiempo t se obtiene:

ij (@)

d o
dtad, L(a, q)—dtZD.,(q)qJ ZD.J(q)qJ ZZ{

k=1 j=1

} q.q;  (4.30)

Derivando la funcion Lagrangeana (4.28) con respecto a la posicion articular q; se

obtiene:

-

k=1j=1 k=1 j=1

;&L(‘* V=%, {22 2Dy @dd; + Z > gemjc (q)]

n n n oc
aL(q,q)=;Z Z[ ! (q)}qkqj 3 g { Ck (q)}
k=1 j=1

o q k=1j=1 gl
oDy (a)
) q)——Z { g }qkqﬁZngm,J (@) (4.31)
aql k 1j=1 aql k=1 j=i

La matriz J (q) de la ecuacion (4.31) es la misma matriz J (q) de la ecuacion
(4.11) con filak y columna i.
Reemplazando las ecuaciones (4.30) y (4.31) en la ecuacién dinamica (4.25) se

obtiene la expresion de la dindmica del movimiento para la i-ésima articulacion del robot

como:

n n i ] n D )

ZDIJ(Q)qﬁkZlZi J(q)} kZZ{ kj(q)}lkq] —kzlzgkmﬂxi/? (a) +0;(9) =7
J= =1 J=i

(4.32)

Para simplificar la expresién de movimiento (4.32) se introducen dos expresiones:

dD;j(a) 1Dy (a)

cl(q) = 1<i,j,k<n 4334
i (@) o 2 oo ] ( )
3 n i )
h(@)=-> > gim;dl (@ 1<i<n (4.33.h)
k=1j=i

La matriz Cf(j (g) de dimension nxn de la ecuacion (4.33.a) representa la base del

acoplamiento de velocidades para la i-ésima articulacion del robot y el vector h(q) de

dimension nx1 representa al efecto de la gravedad. Con las expresiones C|i(j (@) y h(q) se
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puede desarrollar una formulacién concisa de la expresion dindmica del robot que se

encuentra moviéndose libremente en el espacio operacional como sigue:

n n.n .
D D@ + Y > Cyi (@G +hi(@)+bi(@) =7;; 1<i<n (4.34)
j=1 k=1j=1
El segundo término del extremo izquierdo de la ecuacion (4.34) se puede desdoblar en

dos términos representativos como:

n n n n n
kz:ljzﬂc&,- (D)d; = kzzlc‘kk ()¢ + kzzmzkci,- (@) (4.35)
El primer término de la ecuacién dinamica (4.34) es un término de aceleracion que
representa fisicamente las fuerzas y torsiones inerciales, que se generan durante el
movimiento del enlace i del robot. El segundo término es el producto de velocidades
asociado con la fuerza centrifuga y la fuerza de Corioles. El tercer término de posicion
representa el efecto de la gravedad que actGa sobre el enlace i. El cuarto término de

velocidad representa el efecto de la friccion que se opone al movimiento del enlace i.

Con el fin de simplificar la ecuacion (4.34) se puede utilizar la siguiente definicién

compacta:

n n . .
ci(a,d) =D, > Cy(@ayd; =4 C'(@)d; L1<i<n (4.36)
k=1j=1
La ecuacion de la dindmica (4.34) del enlace i se puede expresar fisicamente también

mediante la ecuacion siguiente:
n . . -
D Dy(@)d; +ci(@, @) +hi(@)+b(@)=7; 1<i<n (4.37)
j=1

En base a la ecuacion (4.37) se pueden obtener n ecuaciones escalares no lineales,
diferenciales y simultaneas que representan y describen el comportamiento dindmico total
de un manipulador robdtico de n articulaciones o grados de libertad, el cual se puede
desplazar libremente en su espacio operacional debido a la aplicacion externa de torsiones
y/o fuerzas que se aplican a cada articulacion, obteniendo de esta manera la formulacion
dinamica inversa, de forma estructurada, compacta y no lineal para el robot mediante la

expresion vectorial siguiente:

75



() = D(a(®) d(t) +c(a(®).q®) + h(a®) +b(a(t)) (4.38)

Los vectores y matrices involucrados en la ecuacion (4.38) se definen de la siguiente

manera:

q(t) : Vector de posicion articulacion del robot.

q(t) : Vector de velocidad articular del robot.

G(t) : Vector de aceleracion articular del robot.

7(t) : Vector fuerza o torsion que actla sobre el vector articular del robot.

D(q) : Matriz no singular que relaciona el efecto inercial de los enlaces y expresa la

fuerza inercial total debido al movimiento del robot.

c(q,q) : Vector fuerza o torsién generado por la reaccion de los efectos centrifugo y

de Corioles, debido al acoplo de velocidades durante el movimiento del robot.

h(q) : Vector fuerza o torsion, generado por la accion de la gravedad que actla sobre

los elementos del robot.

b(q) - Vector de fuerza o torsion de friccion, que se oponen al desplazamiento de las
articulaciones del robot.
En la figura 4.3 se representa el diagrama de bloques constituido por todos los

componentes que conforman la expresion matematica de la Dinamica Inversa del robot

expresado mediante la ecuacion (4.38).

q(®) '
i | & a0 =
— T -1 D(q(t))
" .
S e O] I N
- S— » b(q(t)) +
L g : h(q(t))

Figura 4.3 Representacion grafica de la Dinamica Inversa de un robot.
Gréfica elaborada por el autor
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4.7 Formulacién y Simulacién Grafica de la dinamica del robot propuesto

Con el objetivo de obtener una expresion dinamica relativamente sencilla para el robot
elegido de seis articulaciones representado en la figura 2.7, cuyos eslabones se muestran en
el Anexo C y asi poder realizar la simulacion gréafica de la formulacion dinamica del
sistema, se ha optado por considerar elementos mecanicos sencillos que consisten
Gnicamente de cilindros huecos metalicos ideales de pared delgada (cascardn cilindrico) y
que se representan esquematicamente en la figura 4.4. Cada elemento i del manipulador

presenta masa M;, longitud L; y radio R; cuyas magnitudes de cada eslabon se

encuentran definidas en el Anexo A

N

Figura 4.4 Elemento i-esimo para determinar la dindmica del robot propuesto.
Grafica elaborada por el autor

La masa de cada eslabdn i-ésimo del manipulador que se presenta en la figura 4.4, se
considera idealmente que se distribuye homogéneamente a lo largo de su longitud, por lo
que el tensor de inercia de cada elemento respecto de sus ejes geométricos ubicados en el

centro de masa se expresa de forma simétrica y matricial mediante la siguiente expresion:

2 2
v, L +OR, 0 0
12 o
I = 0 = ;SRi 0
0 0 M;R?
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Las expresiones dindmicas que se obtienen como resultado de aplicar directamente la
ecuacion (4.38), la cual describe de forma explicita la estructura de la Dinamica Inversa del
robot de seis articulaciones y que estd conformada mediante los términos literales
nolineales D(q(t)), c(q(t),q(t)), h(q(t)) y b(q(t), debido a su complejidad matematica
(expresiones literalmente extensas), se han obtenido con ayuda del programa de
Matematica Simbolica del MatLab, logrando obtenerlas en formato de texto las cuales se

muestran expresadas y descritas en el Anexo B.

Para realizar la simulacién en el tiempo de las ecuaciones de la Dinamica Inversa se
hace uso del esquema mostrado en la figura 4.3 para lo cual es necesario establecer
trayectorias articulares arbitrarias definidas adecuadamente en el tiempo q(t)=46(t),
mediante dos ecuaciones polindmicas cubicas (cuyas magnitudes deben estar dentro del
rango de las variables articulares establecidas para el robot) con sus respectivas derivadas
que son velocidad articular q@t) = 0(t) y aceleracién articular G(t) =0(t), (durante un
tiempo t=kT=10 seg.), las cuales se muestran en las figura 4.5, en donde se grafican
consecutivamente las funciones en el tiempo: 6, (t), 6?i(t) y éi(t), considerando que las
velocidades articulares al inicio y final de cada trayectoria son nulas (funciones
polinbmicas cuadréaticas), pero existe discontinuidad en las aceleraciones articulares

(funciones polindmicas lineales). Las expresiones del desplazamiento, velocidad y

aceleracion se encuentran definidas en el capitulo 10 en las ecuaciones (10.6).
Las graficas o funciones correspondientes a las torsiones externasz(t) que se aplican a
las articulaciones del robot es decir: z(t) = [rl(t) 7o (t) 73(t) 74(t) 75(t) 74 (t)]T que de

forma consecutiva se obtienen aplicando directamente la ecuacion (4.38) se muestran en la

figura 4.6.

De las gréficas obtenidas en las figuras 4.6 se visualiza y se deduce de forma clara la
alta nolinealidad de las ecuaciones dindmicas del sistema, el acoplamiento interarticular
que existe y el comportamiento dindmico, asi como el valor relativo de las torsiones z(t)
(en N.m) que se deben aplicar a cada articulacién, lo cual permite realizar la eleccion de los
elementos motrices (actuadores con las debidas especificaciones), necesarios para accionar
a las articulaciones del manipulador roboético y asi poder aplicar las técnicas propuestas de

control de trayectorias.
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Figura 4.5 Posicion, velocidad y aceleracion articulares: & 0(t) o(t) y @é(t) :
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Torsion Angular aplicado al robot z(t)
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-3.0 Nm | | | | 1 | | | ]
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Figura 4.6 Componentes del vector torsion z(t) aplicado al robot.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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CAPITULO 5

FORMULACION DINAMICA DEL MOTOR SIN ESCOBILLAS
(BRUSHLESS MOTOR)

5.1 Introduccién

Los actuadores para accionar a las articulaciones del robot propuesto son motores sin
escobillas (brushless motor) de corriente directa (DC) de conmutacion electrénica
disparado por posicion. La caracteristica distintiva de estos motores, es el mecanismo
inherente de la deteccién de posicion, que se utiliza como realimentacion del controlador
de secuencia, que permite determinar en qué instante conmutar al siguiente paso de la
secuencia, el motor efectla el paso a la siguiente posicion y luego espera en ésta. La
secuencia del controlador para realizar la conmutacion de los actuadores electronicos, que
incorporan dispositivos de potencia (transistores BJT, MOSFETSs, IGBTS), permiten excitar
a los devanados del motor siguiendo una determinada secuencia ciclica. A medida que los
polos del rotor se acercan a la alineacion con ciertos polos del estator en particular, este
acercamiento se usa para disparar la energizacion de los siguientes polos del estator de la
secuencia. Por tanto, un polo del rotor del motor s6lo pasa por el polo del estator al que se
estd acercando, atraido por el siguiente polo o combinacién de polos de la periferia del
estator, incluyendo sensores de efecto de Hall acoplados en el interior de la carcasa del

motor sin escobillas.

Para controlar la posicion angular y/o velocidad angular, asi como invertir el sentido
de giro del motor sin escobillas, es necesario utilizar amplificadores de potencia de
inversion de sentido de giro o bidireccionales (se recomiendan utilizar dispositivos IGBTS)
de alta velocidad de conmutacién, operando mediante modulacion de ancho de pulso
(PWM) para excitar a los devanados de los polos del estator por medio de una fuente de
poder de tension de doble polaridad. [23], [24]

En la figura 5.1 se ilustra el esquema general de un motor DC sin escobillas de cuatro
polos y tres fases activado por IGBT’s.



ol ol e I
D D
2 K ) D—R)

Brushless DC motor

Figura 5.1 Esquema general de un motor DC sin escobillas de cuatro polos y tres fases.
Gréfica elaborada por el autor

El motor sin escobillas (brushless motor) desarrolla potencias y torques moderados,
libres de fallas y de larga vida, presentando buena eficiencia mecanica con un buen rango
de velocidades y una potencia méxima de aproximadamente de 1 HP. El sentido de giro de
este tipo de motores es reversible mediante la conmutacion electronica de mandos

digitales.

La desventaja de estos motores, es que por lo general son susceptibles a interferencias
electromagnéticas del entorno debido que el sensor de efecto de Hall se encuentra

incorporado interiormente.

5.2 Modelamiento fisico del motor sin escobillas

El motor DC sin escobillas considerado para accionar a cada articulacion del robot es
un motor sincrono de iman permanente, de tres fases, cuatro polos en el rotor y con voltaje
de fuerza contra electromotriz de caracteristica sinusoidal trifasica. El sistema incluye un
reductor de velocidad mediante el disefio de un conjunto de engranajes que permite obtener
bajo porcentaje de desviacion al cambiar de sentido de giro de la posicion angular, en cuyo
eje de giro de salida se ensambla o se conecta el enlace correspondiente a la i-ésima

articulacion del robot.

En la figura. 5.2 se representa el esquema electromecanico equivalente del motor DC

sin escobillas en su conjunto.
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Figura 5.2 Representacion electromecanica del motor DC sin escobillas.
Grafica elaborada por el autor

La ecuacién del voltaje del circuito equivalente para los bobinados del estator se puede
expresar mediante la siguiente ecuacion:

Vas Ias q Ias sen(6; )
Vis | = Rs [ dps |+ Ls dt Ips |+ Koo, | sen(6, — o, ) (5.1)
Ves Ics Ics sen(6, +o;)

La ecuacion (5.1) con parametros eléctricos simétricos, también se puede escribir en

forma matricial como:

Vas | [Rs 0 0 |[ig ’ L 0 0 ||ig sen( 6, )
Vps |=| 0 Ry 0 || i +a 0 Ly O ||y [+Kea|sen(8, -, )| (5.2)
Ves 0 o0 Ry|lis 0 o Lgflig sen( 6, + ¢y )

Las variables y pardmetros involucrados en la ecuacion (5.2) se definen como:

Vas, Vpss Vs : Voltajes aplicados al estator.

las» Ips» lgs @ Intensidades de corriente que fluyen por el devanado del estator.
s - Resistencia de cada bobinado del estator.

L : Inductancia de cada bobinado del estator.

o, : Velocidad eléctrica angular en el rotor.

0, : Desplazamiento eléctrico angular en el rotor.

@, - Angulo de desfasaje del desplazamiento eléctrico = %n :

K. : Constante de voltaje contra electromotriz.

83



El torque electromagnético que genera el motor se puede expresar como una relacién

proporcional con las intensidades de corriente del estator como:
7o = Ky [ias sin(0y ) +ips SIN(Or — ;) +igs SIN(0, + §0r)] (5.3)
La literal K;, es la constante de proporcionalidad entre las intensidades de corriente
del estator y el par o torque electromagnético.

El torque electromecanico, la velocidad y la posicion angular en el eje del rotor se

relacionan de la siguiente manera:
2 . 2
=l p Jno, + EBma)r+rD+nT (5.4)

Las velocidades mecanica y eléctrica se relacionan del siguiente modo:

2
a)m = E a)r
Las velocidades en el eje del motor y en el eje de la carga se relacionan asi:
w 0

—=—=n<1

On Oy
La ecuacion (5.4) del torque electromecanico también se puede expresar como:

Te = IOy + Bhom +7p +Nn7 (5.5)

Los parametros involucrados en las ecuaciones (5.4) y (5.5) se definen como:

Jn : Momento de inercia del rotor.
B, : Coeficiente de amortiguamiento friccional del rotor.

o : Velocidad mecénica angular en el eje de la carga.

6 : Desplazamiento angular en el eje de la carga.

P : NUmero de polos.

7 : Torsion aplicada en el eje de la carga para impulsar a la variable articular.

7p : Torsion que representa a los disturbios del motor.

n : Relacién mecanica de engranajes.

En la figura 5.3 se muestra el diagrama de bloques analitico del motor DC sin

escobillas representado por las ecuaciones (5.1) (5.3) y (5.4)

84



sen(6,) o

+ X LS S—i—RS

+ -
Vbs 1 |ins X % P 1 [|o |2|&m
>0 >| sen(6,— K, r N
X L stR, G o) P15 = 127 5B, |P|
- +
—)(Vcs ) L LN sen(6,+ ¢, ) "
+ ¥ LstR, [ A T
- T
K, | sen(b,) |e +
K. e sen(é,— ¢, ) | S
K., | sen(f,+ ¢, ) |«

Figura 5.3 Diagrama de bloques analitico del motor DC sin escobillas.
Gréfica elaborada por el autor
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Figura 5.4 Diagrama de bloques del motor DC sin escobillas con simple entrada de
control y generacion de PWM.

Gréfica elaborada por el autor
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El controlador de voltaje sinusoidal de modulacién por ancho de pulso (PWM) de la
estructura variable y no lineal del motor sin escobillas se puede linealizar de forma digital
considerando una ganancia constante ka, la cual representa la ganancia de los actuadores
electronicos que operan en la funcion de PWM con la realimentacion de las intensidades de
corriente del estator, para esto se realiza una conversion de voltaje de corriente directa DC
a voltajes sinusoidales mediante el controlador digital obteniéndose un sistema fisico de

una sola entrada v, tal como se muestra en la figura 5.4.

Del diagrama de la figura 5.4 se obtienen las expresiones de los voltajes eléctricos:

Vas Ve sen(0;) — gy igs
Vps [ = Ve SeN(Or —@r) = Gylps [Ka (5.6)
Ves Ve sen(fy +¢r) — gyigs

Del diagrama de la figura 5.3 se obtienen las intensidades de corrientes eléctricas:

s Vys — Kesen(6, ) o,
ibs | = | Vos — Kesen(Or —oy)op |~ (5.7)

: Lss+R
Ies Vs — Kesen(6, + o), | )

Reemplazando la ecuacién (5.6) en la ecuacion (5.7) se obtiene:

Ias sen(d;)
ips |=| sen(fy — ;)
i | Lsen(0 +0,)

kAVr — Kea)r

(5.8)
Lss+Rs +0,ka

Reemplazando la ecuacion (5.8) en la ecuacion (5.3) e igualando con la ecuacién (5.5)

se obtiene la siguiente expresion:

t kAVr—Kea)r X§=Jm3@r+8mgwr+‘[D+nT (59)
LS+Rs+0,ky 2 P P

La ecuacion (5.9) representa la expresion de un sistema linealizado y perturbado del
motor con una variable de entrada y una variable de salida, debido que matematicamente

se cumple la siguiente identidad trigonométrica:
2 2 2 3
sen(6,)+sen“ (6, —¢,)+sen“ (6, + ;) = 5

La ecuacién (5.9) también se puede escribir en funcion de la velocidad angular o de la

carga como:
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L1 .
JmLsa)+H(BLS +JIm(Rs +0, kA))w+(%PKt Ke + B (Rs + 0 kA))a)
; (5.10)
+nlg(ip +7) +n(Rg + g, ka)Nzp +nr):§n Ky KaV,

La ecuacién (5.10) también se puede expresar en funcion del desplazamiento angular &

de la carga como:

w1 .. .
ImLsf +H(BmLs +Jm (R +0, kA))¢9+(%P K¢ Ke + B (Rs + 0, kA))H
(5.11)
+nLy(ip +7)+n(Rg + 9, ka)(zp +nr):2n Ky KaV,

En la figura 5.5 se muestra el diagrama de bloques del motor correspondiente a las
ecuaciones (5.4), (5.9) y (5.10), con variable de voltaje v, de entrada y posicion angular 8

como variable de respuesta.

ai nz

A

1 o |2 |lo|1] 6
J s+B P S

m m

+ + L s+R, 2 +

A
A

Figura 5.5 Diagrama de blogues simplificado y linealizado del motor DC sin escobillas.
Gréfica elaborada por el autor

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion (5.11) y despejando la variable
O(s) se obtiene la expresion matematica para el desplazamiento angular del motor en
términos de la transformada de Laplace y en funcién de la variable de voltaje de entrada,

de la variable de torsion en el eje de giro y de todos los pardmetros fisicos del motor como

sigue:
3nK;K nL.s+n(R, +g,K
oy L V()= (LSJ ! a)(FD(s>+nf(s))
O(s) = m=s s (5.12)
J 52, Bnls +Im (R +g|Ka)s+%PKtKe+Bm(Rs+glKa)

LS‘] m LS‘] m
La expresion (5.12) se puede expresar de una forma simplificada como:
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bV, (s) — (bys +b3)(7p (s) + n7(s))

33 + 3.132 +drS+ay

O(s) = (5.13)

Los coeficientes de la ecuacion (5.13) se relacionan con los parametros del motor
como sigue:

bzsnKtKa : bzzi; bgzn(RS+g|Ka)

23 L I Lo

_Bnls+In(Re+91Ka) . _%PKtKe"'Bm(Rs"'glKa) _
LsJm e LoJn ’

al a3 =0

Si las inductancias del motor producen un efecto imperceptible en la dindmica del

motor, entonces se puede considerar que Ly =0 por lo tanto la ecuacion (5.11) se reduce a

la siguiente expresion:
J(Re+g, Ko )0 + i(% PKK¢+Bp, (Rs+9, Ka))é +n(Rg+g, K, )(rp+n7) = gn KK,V
(5.14)
La ecuacion (5.14) se puede simplificar y se vuelve a escribir como:
u=K,0+Kz0+K,rp+Krr (5.15)
Las cantidades constantes involucradas en la ecuacion (5.15) se denotan como:

_12; RetgiKa
“ n3 M KK,

_EE%PKtKe"'Bm(Rs"'gIKa)

K

Kp

n3 Ki{Ka
— Rs +91Ka
7 KK,
R K
KT:n Slz-gK| a
t™a
u=yv,
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CAPITULO 6
FORMULACION DINAMICA DEL SISTEMA MOTOR-ROBOT

6.1 Sensores Internos

Para poder realizar el control espacial de trayectorias del efector operacional del robot
es necesario incorporar transductores de posicion y de velocidad, normalmente estos
dispositivos se incorporan y se fijan en los ejes de giro de los motores y asi se puede
obtener la lectura digital de la posicion y la velocidad articulares de forma indirecta a
través de los dispositivos de transmision de movimiento. El sistema robot esta conformado
por la estructura mecéanica, los motores y los sensores tanto de posicion como de velocidad
articulares y para realizar la simulacion de las técnicas de control se deben incluir las
ecuaciones fisicas de los actuadores, asi como las ecuaciones de los transductores de
posicion y velocidad articulares a las ecuaciones de la formulacion dinamica del

manipulador robdtico.

Como transductores de posicion articular para poder realizar la deteccion de las
magnitudes (angulares) de las respectivas articulaciones para un robot generalmente se
utilizan los codificadores dpticos incrementales, los cuales presentan en algunos casos dos
pistas 0 a veces Unicamente una, pero en cualquiera de los casos requiere de una logica
adicional que permita identificar los impulsos de conteo o desconteo (de incremento o
decremento), segun el sentido de giro o segun el sistema de inicializacién. En la figura 6.1
se muestra el esquema basico de un codificador dptico incremental, el cual se compone de
un disco codificado que se encuentra fijado en el eje motriz, con una pista ranurada que al
girar genera sefiales fotovoltaicas cuadradas de deteccion Ay B y se encuentran desfasadas
en 90° (configuracion en cuadratura), que se captan mediante fototransistores
(fotodetectores), mas una sefial adicional de voltaje que se puede utilizar como referencia
R. Cuando se realiza el giro en un determinado sentido la sefial B se adelanta respecto de la
sefial A y cuando el giro se realiza en sentido inverso la sefial B se atrasa respecto de la
sefial A. [3]



Emisor de luz

Mascara

Sefial A

| W

Sefial B

B

‘. Referencia R

Fotodetectores

Eje motriz del
codificador

Figura 6.1 Esquema de un transductor de posicion angular optico incremental.
Fuente: Gréafica obtenida de Internet y adaptada por el autor

A partir de las sefiales A y B se puede cuadruplicar la precision del sensor disefiando

una légica digital de deteccion de flancos ascendentes y descendentes, obteniendo la sefial

que indica el giro a la derecha Gp y la sefial que indica el giro a la izquierda G,. Mediante

un Flip-Flop R-S se detecta también el sentido de giro D/l y finalmente utilizando un

Contador Binario Reversible (ascendente/descendente) de N bits se detecta el valor digital

de posicion articular. EI esquema de forma general se muestra en la figura 6.2.

Ao—

Bo—

Circuito
detector de
flancos

N

iy,

D/I _
Go R Q / U/D
Flip-Flop Contador
R-S Reversible
(Biestable) Digital
Gy S >CLK
Detector de )
sentido de giro RST
CLK

Figura 6.2 Esquema general del circuito para obtener la posicion angular de forma digital.

Grafica elaborada por el autor

En la figura 6.3 se muestra el circuito digital 16gico que permite detectar los flancos

ascendentes y descendentes que se convierten a impulsos de reloj para incrementar y/o

decrementar la cuenta digital del contador binario reversible. En la figura 6.4 se muestran

las graficas en el tiempo del procedimiento que permite cuadruplicar la precision del

sensor obteniendo una secuencia de pulsos que se utilizan como oscilador de mayor

frecuencia para el contador y la deteccion del sentido de giro de la articulacion del robot.
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Figura 6.3 Circuito detector de flancos para cuadruplicar la precision de un codificador
incremental.

Gréfica elaborada por el autor
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Figura 6.4 Gréficas que describen la obtencion del sentido de giro y la deteccion de
flancos para generar pulsos con frecuencia cuadruplicada.

Grafica elaborada por el autor
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La expresion matematica del transductor de posicion angular & de n,_ ranuras en

funcion del valor digital n expresado en el sistema decimal se puede expresar como:

~ 360°

=""""_
4n,

Para realizar la deteccion del valor de la velocidad angular w(t) de las articulaciones
del robot se suelen utilizar dispositivos denominados tacogeneradores que convierten la
energia rotacional del eje motriz en energia eléctrica, proporcional a la velocidad angular.
Para generar el voltaje a partir del giro se acopla al motor, una serie de espiras situadas
dentro de un campo magnético fijo (generado por dos imanes), al girar el motor, las espiras
giran en el interior del campo, lo que genera una sefial eléctrica como se muestra en la
figura 6.5. En la figura 6.6 se representa una fotografia de un tacémetro. La variable de
voltaje v(t) del transductor proporcional a la velocidad angular w(t) en el eje del motor se

expresa como:

v(t)=Kw(t)

Iman permanente
fijado en el estator

Eje motriz +V
Iméan
MOTOR \
=
Conmutador
U
Acoplamiento Escobillas
Armadura de Iman -~ de carbon
alambre enrollado RY,

Figura 6.5 Esquema basico de un tacémetro acoplado al eje de un motor.
Gréfica elaborada por el autor

Figura 6.6 Fotografia de un tacometro.

Fuente: Gréafica obtenida de Internet
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6.2 Formulacion Dinamica del Sistema Motores-Robot

La formulacion dindmica del robot manipulador que se expresa mediante la ecuacién
(4.38) se puede combinar con la expresion dindmica del motor sin escobillas (considerando
para este caso todas las inductancias del estator como nulas) que se ha expresado mediante
la ecuacion (5.15) para obtener una sola ecuacion dindmica compacta que represente a la
del sistema del manipulador robético con elementos motrices (actuadores) en todas las

articulaciones.

La ecuacion (5.15) se puede particularizar para la articulacién i del robot agregando el
subindice i a cada constante y variable de esta ecuacion y adaptandola como variable del

sistema robot se puede expresar como:
Ui = Kyidi + K g0 + Kpizpi + Kyt (6.1)

La torsidn z; se aplica al eje de articulacion, por lo que la ecuacién (4.38) se vuelve a

escribir de forma equivalente como:

n
7 = > dii (@)d; +c;(a,d) +hi (q) +b; (6;) (6.2)
j=1
Las ecuaciones (6.1) y (6.2) se pueden combinar para formar una sola ecuacion para
representar la dinamica del eslabon-articulacion i accionada por el motor i de la siguiente

manera: (*)
n
Ui = Kty + K 5d; +Kyizp +Kri| D di (@) +¢;(a,6) + by (@) +b; (G;) (6.3)
i=1

La ecuacion dinamica (6.3) para la articulacion i se vuelve a escribir mediante la

siguiente expresion:
n
Ui ={K i i+Ki D dijdi 31+ Krici (9,6) +{K 56; + Krib; (6)FKrihi (@) + K izp  (6.4)
=1

De la ecuacion (6.4) se sintetiza la formulacion dinamica para la articulacion i de
forma compacta en una sola ecuacion matricial vectorial para el sistema actuador-robot-

Sensor como sigue: (*)

u=M(a)j+£2(q,q) +I'(q) +P(q) +d(t) (6.5)

* Ecuacion deducida por el autor
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Los términos involucrados en la ecuacion (6.5) se expresan como:

G=[d, & - ¢l
G=[, 4 - Gl

mp1(q) myp(@) - Mye ()
My (@) Mpp(@) -+ My (@) | . M;i(a) =Ky +Krid;i ()

M(q)= " m;(9) = Keidjj (@) coni#

M@ Mep(@) Mg (@)
20.9) =[Ky1€1(@.9) KroCa(@d) - KreCs(a.a)]"
r(@)=[Krih@ Krahp(@ - Krehg(@)]'
D(G) = [Kpahy + Kraby (@) Koy + Kraby(d) -+ Kt +Krghs (G)]"

T
d(t)= [Knlfol Ky2Zp2 - KUGTDG]
Los términos involucrados en la ecuacién (6.5) se denominan como:

M(q): Matriz de dimensién 6x6 que representa el efecto inercial total del sistema.

0(q,q): Vector de dimension 6x1 que representa el efecto debido a la caracteristica

del motor y a la fuerza centrifuga y de Corioles que acttan sobre el sistema.

@(q): Vector de dimension 6x1 que expresa el efecto friccional sobre el sistema.
I'(q) : Vector de dimension 6x1 que expresa el efecto gravitatorio sobre el sistema.

u(t): Vector de dimensidn 6x1 que expresa el voltaje aplicado a los motores del robot.
q(t): Vector de posicion articular del robot de dimension 6x1.

q(t) : Vector de velocidad articular del robot de dimension 6x1.
G(t) : Vector de aceleracién articular del robot de dimension 6x1.

d(t): Vector de perturbacion de dimension 6x1.
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En la figura 6.7 se representa el diagrama de blogues de la dindmica del sistema, el
cual esté constituido por todos los componentes que conforman la expresion matematica de

la dindmica inversa del sistema actuador-robot expresado mediante la ecuacion (6.5).

d(t)
at) |
4
: +
qM| d [0 X u(t)
——-—o—> pm > M(a®) - >
R +
durerehrennenennanens ,
FR— 5| 2a).a()
S | @)
e :3 .............. > F(Q(t))

Figura 6.7 Representacion grafica de la Dindmica Inversa del sistema robot.

6.3  Representacion del Sistema Robot en el espacio de estados

La ecuacion diferencial de la dinamica del sistema motor-robot formulada por la
ecuacion (6.5) representada como un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo
orden también se puede expresar como un sistema de 2n ecuaciones diferenciales
nolineales de primer orden mediante ecuaciones de estado. Esto es factible debido que la

matriz del tensor inercial M (q) del sistema motor-robot es definida positiva y siempre no

singular.

De la expresion (6.5) se puede despejar el vector de la aceleracién articular ¢ para

obtener la ecuacion diferencial vectorial siguiente:
G=M" () [u—1(@)-2@.9) -2 -dv)] (6.6)

Si se definen las siguientes variables:

I xa@® ] _fa® ]| . _ _
X(t){xz(t)}{q(t)} pu®=v, @, yt) =q(t)
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La formulacién dinamica del sistema se representa vectorialmente en el espacio de
estados mediante ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden de la siguiente

manera:

S “ |
Xo | | M7Hxq) [u(t) - 2(x) - I'(x,) - D(x;) —d ()]

En la Figura 6.8 se muestra el diagrama de blogues correspondiente a la expresion
dindmica directa del sistema motor-robot expresado en el espacio de estados mediante la

ecuacion vectorial nolineal (6.7).

d(t)

t X i G(t) i(t) q(t)
= —O—{ v 0o | ] B
P e

T ICTORIG) I D— erenneee ,

+ : :

D(G(t)) [aernrrnnsnnnnnnnnanaa H :

+

|+ S
raw) [ :

Figura 6.8 Representacion gréafica de la Dindmica Directa del sistema robot.
Grafica elaborada por el autor

Considerando que el vector de entrada al sistema u(t) es n-dimensional, entonces de la
ecuacion (6.7) se puede obtener una ecuacion vectorial nolineal en el espacio de estado

como 2n ecuaciones diferenciales de primer orden como sigue:
X(t) = £(x(),u(t),d()) (6.8)

Si se considera al vector de posicion articular x; =q como el vector de respuesta del

sistema entonces la ecuacion vectorial de salida del sistema robdtico se escribe de la

siguiente forma:

X (1)

XZ(J:Cx(t) 6.9)

y(t) = 0]{
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6.4 Solucion de la ecuacion de la dinAmica directa del Sistema Motores-Robot

Las ecuaciones vectoriales (6.7) o (6.8) representan un sistema de 2n ecuaciones
diferenciales escalares nolineales acopladas entre si, por lo que es imposible obtener la
solucién del vector de estado x(t) en el tiempo de forma analitica o literal, ademas el
vector de entrada u(t) al sistema, esta cambiando de forma no restringida en el tiempo y
también el vector perturbador d(t) no siempre es posible determinarlo ni medirlo, entonces,

para obtener la solucion de los vectores x;(t) =q(t) y X, (t) =q(t) se recurre a métodos

de solucién numérica recursiva de ecuaciones diferenciales multivariables nolineales.

La solucién de la expresion (6.7) consiste en determinar el vector x(t) con el tiempo
t=kT, k>0, conociendo el vector de estado inicial x(0), con un vector de entrada u(t)

no restringido y eligiendo el tiempo apropiado de muestreo T, mientras mas pequefio sea T

mas pequefio es el error de iteracion pero aumenta el calculo computacional.

En la figura 6.9 se muestra el esquema a utilizar para la realizacion de la solucién y
simulacion de la expresion de la dindmica del sistema sin considerar las perturbaciones
d(t). Primero se determina el vector de control u(t) evaluando la dinamica inversa descrito
por la ecuacion 6.5 en funcion de los vectores articulares referenciales q, (t), d,(t) vy G, (t)
y luego se utiliza el vector u(t) como variable de entrada en la solucion de la dindmica
directa descrita por la ecuacién 6.7 con la finalidad de comprobar la solucion de los

vectores q(t) y q(t) con los vectores referenciales g, (t) y g, (t).

q Dinamica Inversa Dinadmica Directa

| .Y y_ . . :

.1 = q g q 11 q

_r-—o—)% —{ M Mflﬁ‘j “I-‘-—»
g

T Yo P

€ rrnnnnnnnnnnns

0 !

(-u---u----uu:---uu--u

N

R ——— <

CEELEREERELELES - 7)) QD |€mrrnnnnnnnnnnss

sEEEsEmEEEEEEEEEEEEE@EEEmEEn
Sasssnnmnnnnnnnnnfpuafunnnnnsn

| <sssmsmsEsEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

3 Dl

g — I

Figura 6.9 Esquema de la Dinamica Inversa y Directa del Sistema motor-robot.
Gréfica elaborada por el autor

Nota: En los diagramas de bloques, cuando la entrada es flecha sélida la respuesta es igual al producto de la ganancia
por la entrada y cuando es flecha punteada, la respuesta esta en funcién de la entrada de forma nolineal.
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Para obtener la solucion de la Dinamica Directa descrita mediante las ecuaciones (6.7)
0 (6.8) en base de la figura 6.8, de determina el vector de voltaje u(t) de la Dinamica
Inversa expresado por la ecuacion (6.5), para ello se ha optado por utilizar dos métodos de
solucion de ecuaciones diferenciales nolineales multivariables: Método de Euler en

adelanto y método de Runge Kutta de orden 4.

Solucion mediante el método de Euler en adelanto

Esté método de solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales nolineales, es el
maés sencillo de programar utilizando cualquier lenguaje de programacion. Mediante este
método es posible también realizar la discretizacidn directa en tiempo discreto de cualquier
sistema fisico descrito en tiempo continuo. La ecuacion de la Dinamica Directa (6.8) sin
considerar el vector de perturbacion se puede expresar de forma aproximada en tiempo

discreto como:

X(KT+T)-x(kT) _ (

X(t)~ =

x(kT),u(kT)) (6.10)

La ecuacion (6.10) se puede adaptar convenientemente para expresar la ecuacion
general de la solucion del sistema, considerando el tiempo T constante, entonces se obtiene
una expresion recursiva que se utiliza en el método de Euler en adelanto de la siguiente

manera.:
x(k +1) = x(K) +T f(x(k),u(k)) (6.11)

Dadas las ecuaciones (6.7) representadas en el espacio de estados en tiempo discreto
las cuales describen de la Dindmica Directa del sistema robdtico, es posible obtener la
solucion determinando los vectores X;(kT), Xx,(kT), para k>0 y un periodo de
discretizacion T, utilizando el método recursivo de Euler en adelanto identificando
previamente los vectores de estado inicial X;(0), X,(0) con el vector de entrada u(kT)

no restringido en un rango de voltaje determinado, formulando las siguientes ecuaciones

recursivas:

Xq(K+1) = X; (K) +T Xy () (6.12.a)

Xa (K+1) = Xa (k) +T M (x1 (K)) [u(k) - 2(x(k)) - T'(%¢ (K)) (x> (k)] (6.12.b)
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Solucion mediante el método de Runge-Kutta de orden 4

Este método de solucion de las ecuaciones (6.7) también es un método recursivo, es
mas preciso que el método anterior utilizando el mismo periodo de muestreo T pero
requiere mas tiempo del célculo computacional, la precision aumenta con la disminucion
del tiempo de muestreo T. Para obtener la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

nolineales (6.7) se debe conocer o establecer el vector de estado inicial x;(0), x,(0), para
determinar los vectores X;(kT), X,(kT) con t=kT, k>0, estableciendo el periodo de

discretizacién T de forma apropiada. Las ecuaciones recursivas de solucion del sistema en

tiempo discreto utilizando este método se formulan como sigue: (*)

E4 () = 20¢, (k) x5 (K)+ T (%1 (K)) + (x5 ()

hya =X3 (k)

hyg =M~ (x4 (k) [u(k) - E1 (k)]

E(k)= 206K+ Pua oK)+ hg) + T (xa(K)+ Pya) + @(a(K)+ 2 )

hy A :X2(k)+12-h18
s =M (xa(K)+ ) [u0) - E (0]

T T T T
E3(k):Q(Xl(k)+§h2A’Xz(k)+§h23)+r(xl(k)+ EhZA)+¢(X2(k)+Eh2B)
h3a :Xz(k)+;h28

s =M 206K+ 7 ) [U(K) - Es (1]

E4(K) = 2(xq(K)+T hga, Xo (K)+T hag) + I(X; (K)+T hga) + D(x5 (K)+T hyg)
hya =X, (K)+T hgg
hag =M (X1 (K)+T hga) [u(k) — E4 (K)]

Utilizando las expresiones h;y h;z se obtienen las ecuaciones recursivas para la

solucion numérica de la ecuacion (6.7) de la Dindmica Directa en tiempo discreto como

sigue:

X (k +1) = xl(k)+-g(h1A+2h2A+2h3A+h4A) (6.13.2)

Xo(k+1) = xz(k)+-g(h1B +2hyg +2hgg +hyp) (6.13.b)

* Ecuaciones daptadas por el autor
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6.5 Simulacion Gréfica de la dinamica del sistema propuesto

Para realizar la simulacion de la Dindmica Inversa del robot de seis articulaciones
incluyendo sensores y motores que se expresa en la ecuacion (6.5) y en base a los datos de
los anexos A y B, se ha elaborado un programa en MatLab, para esto se definen funciones

en el tiempo (para 0 <t <10seg. con t=KkT), que representan los componentes del vector
de posicion articular q(t) = 6(t) ; estas funciones temporales describen el desplazamiento
dindmico de cada articulacion del robot, con sus respectivas derivadas, las primeras
derivadas del vector q(t) conforman los componentes del vector velocidad articular

4(t) =6(t) vy las segundas derivadas del vector q(t) conforman los componentes del

vector aceleracion articular ¢(t) = &(t), como se muestran en las graficas consecutivas de
la figura 6.10. En estas gréaficas, las velocidades articulares ¢(t) se han establecido para ser

nulas tanto al inicio como al final de cada trayectoria con la finalidad de evitar grandes

efectos inerciales y sacudidas en la estructura mecanica del robot.

La ecuacion de cada trayectoria articular 6;(t) estd constituida por dos funciones
polinémicas cubicas continuas en funcion del tiempo t=kT, ecuacion (10.6.a), por lo que la

ecuacion de cada velocidad articular éi (t) se constituye por dos funciones polindmicas

cuadréticas continuas, ecuacion (10.6.b) y la ecuacion de cada aceleracion articular éi ()

se constituye con dos funciones polindmicas lineales continuas, ecuacién (10.6.c) con

valores distintos de cero al inicio y final de las trayectorias.

Las graficas consecutivas de la figura 6.11 representan los componentes del vector de

control del sistema u(t)=v.(t), que son curvas de voltaje, cuyos valores de cada

componente se deben normalizar y establecer en un rango aproximado de voltaje entre

—15V <u(t)<15V con fines de control mediante un sistema multiprocesador digital,

cada componente representa el voltaje aplicado a los amplificadores de potencia de los
actuadores del robot, por lo que en base a estas graficas se pueden elegir los motores asi
como disefiar los amplificadores de potencia. Estas gréaficas se obtienen aplicando
directamente la ecuacion dindmica (6.5) utilizando los valores de los pardmetros
temporales del sistema con los vectores de articulacion q(t), q(t) y q(t). Los valores del
vector de control varian con la forma y la velocidad de la trayectoria articular del robot y

con el tipo de trayectoria cartesiana del efector final del robot.
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Variables de posicion, velocidad y aceleracién articulares
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Figura 6.10 Posicion, velocidad y aceleracion articulares: ﬁa(t) R CIORY @é(t) .
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Vector de control v, (t) aplicado al sistema
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Figura 6.11 Variables de Control u(t) = v, (t) aplicado a los motores.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Para realizar la simulacién de la Dinamica Directa del robot propuesto de seis
articulaciones incluyendo los sensores y los motores expresado en la ecuacion (6.7), se han

elegido como componentes del vector de control u(t)=v.(t) a las mismas curvas

obtenidas en las graficas consecutivas de la figura 6.11 con la finalidad de compararlas con
la gréficas de las figuras 6.10 y ver la eficacia y precision del algoritmo de solucién de
ecuaciones diferenciales.

Las gréficas expuestas en las figuras consecutivas 6.12 conforman los componentes
del vector de posicion articular x4 (t) =q(t) = 6(t) y los componentes que conforman el
vector de velocidad articular xz(t)zq(t):é(t), aplicando el algoritmo recursivo de
solucion de ecuaciones mediante el metodo de Euler en adelanto expresado en las

ecuaciones (6.12).

Las graficas expuestas en las figuras consecutivas 6.13 conforman los componentes
del vector de posicion articular x;(t) =q(t) = 6(t) y los componentes que conforman el
vector de velocidad articular xz(t):q(t):é(t), aplicando el algoritmo recursivo de
solucion de ecuaciones mediante el método de Runge-Kutta de orden 4 que se expresa en

las ecuaciones (6.13).

Las gréaficas de las figuras consecutivas 6.14.a — 6.14.f corresponden al vector de
posicion articular xq(t) =q(t) = 0(t) obtenido mediante el método Euler en adelanto
mostrado las figuras 6.12 y al vector x;(t)=q(t)=6(t) obtenido mediante el método
Runge-Kutta mostrado en las graficas de las figuras 6.13 utilizando el mismo periodo

muestreo T, con el vector de entrada u(t) = v (t) mostrado en las figuras 6.11.

Las graficas de las figuras consecutivas 6.15.a — 6.15.f corresponden al vector
velocidad articular xz(t)zq(t)zé(t) obtenido mediante el método Euler en adelanto
mostrado en las figuras 6.12 y al vector X, (t) =q(t) = d(t) obtenido mediante el método

Runge-Kutta mostrado en las figuras 6.13 utilizando el mismo periodo muestreo T, con el

vector de entrada u(t) =v.(t) mostrado en las figuras 6.11.

En el conjunto de gréaficas mostradas en las figuras 6.14 y 6.15 se presentan las
graficas de error de la respuesta respecto de las variables de referencia mostradas en las

figuras 6.10. En ambos métodos siempre existe un arrastre final de error.
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Variables articulares obtenidas mediante el método de Euler
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Figura 6.12 Variables ﬁé’(t) .y 6(t) obtenidas con el método de Euler en adelanto.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Variables articulares obtenidas mediante el método de Runge Kutta 4
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Figura 6.13 Variables ﬁ@(t) .y 6(t) obtenidas con el método Runge-Kutta orden 4.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 6.14.a Variables de posicion articular &, (t) usando los dos métodos de solucion.
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Figura 6.14.b Variables de posicion articular 6, (t) usando los dos métodos de solucion.
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Figura 6.14.c Variables de posicion articular 03 (t) usando los dos métodos de solucion.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Comparacion de Variables de la Posicion Avticalar 8 4(1)
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Figura 6.14.d Variables de posicion articular 8, (t) usando los dos métodos de solucion.
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Figura 6.14.e Variables de posicion articular 65 (t) usando los dos métodos de solucion.
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Figura 6.14.f Variables de posicion articular 84 (t) usando los dos métodos de solucion.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

107



120%'s
B0%s
00%s

-60°%/s

-120%s

3%s
2°lg

0%s

1%/s |

-1%s
0

- . B
Clornparaeion o

Variables de ln Velocidad

i !I .l"-rlu'il"l"l-' -'Il'lI I i 1 |I: t :I

= T T T T T T T —
- fylt) .
- | | | | | | | | | =

tfse)

0

1 2 3

Evrror de Heraeion i1 I:."
T T T T

4 5 B 7 g 9

v -
|k da Vi

Cpp H =810

() — i (F)

.'In'.'|"|l;|'|'1|'|'|'|'1 y, !|_|".rl|lin"r’.l .'I|'|'_|" I"Il |: .rI :l
T T T T T

_— .",-“ if) Faler

—— ()~ R K

tfse)

1 2 3

4 5 B 7 8 9 10

Figura 6.15.a Variables de velocidad articular 91(t) usando dos métodos de solucién.
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Figura 6.15.b Variables de velocidad articular 92 (t) usando dos métodos de solucion.
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Figura 6.15.c Variables de velocidad articular 93 (t) usando dos métodos de solucion.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 6.15.d Variables de velocidad articular 94 (t) usando dos métodos de solucion.
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Figura 6.15.e Variables de velocidad articular &5 (t) usando dos métodos de solucién.
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Figura 6.15.f Variables de velocidad articular 96 (t) usando dos métodos de solucion.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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CAPITULO 7
SISTEMA DE CONTROL POR COMPENSACION NOLINEAL f+

7.1 Introduccién

Para controlar la trayectoria de un manipulador robético aplicando esta técnica de
control se realiza una linealizacion multivariable por compensacion no lineal, que también
se denomina linealizacidn por realimentacion, es una técnica aproximada para el disefio del
control no lineal. La idea central es transformar de forma algebraica instantdneamente la
dinamica del sistema no lineal en una dinamica lineal (total o parcial), para poder aplicar

cualquier técnica de control de sistemas lineales en tiempo real.

La técnica de linealizacion por realimentacion se puede ver como una forma de la
transformacion del modelamiento fisico del sistema original en un modelo equivalente

pero de una forma mas simple y con otro vector de control.

La linealizacién por realimentacion se emplea satisfactoriamente para solucionar
problemas de control de un robot conociendo completamente la formulacion dinamica con
toda precision y cuando el sistema no esté afectado por perturbaciones ni incertidumbres o
la estructura de la carga que sujeta el efector final es constante en forma, tamafio y peso en
el tiempo. Sin embargo existen una serie de inconvenientes y limitaciones asociadas con la
linealizacién por realimentacion. En robdtica, cuando el vector de control es torsion o

fuerza, a esta técnica también se le denominan “Control de Torque Calculado”.

7.2 Planteamiento del método de control

Este método de control utiliza las ecuaciones dindmicas de movimiento del sistema
robot expresadas mediante el algoritmo de Lagrange-Euler (L-E), que consiste en leer las
variables de estado mediante los transductores de posicion y velocidad, realizar el calculo
de los términos no lineales y luego determinar las magnitudes de las variables de voltaje de

entrada a los motores para accionar a las articulaciones del robot en tiempo real, de tal

+1 Método propuesto en [7] y adaptado por el autor



manera que se pueda obtener una trayectoria articular temporal muy cercana como sea
posible a la trayectoria deseada. La variable de voltaje de cada motor requerido para
controlar la trayectoria del robot, se determina evaluando continuamente la formulacion
Din&mica Inversa del sistema. Las caracteristicas de tension o corriente del motor también
se formulan en el esquema de célculo de la dinamica que se convierten en la sefial para ser
aplicada al motor de cada articulacion del robot. Debido a los errores de modelamiento
fisico y a la variacion de los parametros de la estructura dindmica, se miden las variables
de posicion y velocidad y se usan como retroalimentacién, para calcular los componentes
de correccion, que al sumarse a los términos no lineales del vector de control, proporcionan

la sefial de activacion correctora a las variables de control de articulacion.

La técnica de compensacion no lineal basicamente es un tipo de control anticipativo o
estimado que contiene componentes directas y en retroalimentacion. Las componentes
directas compensan la dindamica de las fuerzas y torsiones de interaccion de todas las
articulaciones y las componentes de retroalimentacién permiten la correccién necesaria

para compensar cualquier desviacion respecto de la trayectoria deseada.

En la figura 7.1 se ilustra la estructura general del sistema de control mediante

compensacion no lineal para el manipulador de seis articulaciones.

r(k) Controlador | Y i Compensacion | u(k) Sistema y(k)i
— lineal no lineal > robdtico
A :
: x(K) :
Yasemsssnnsnnnennnnnnnnnnd

Figura 7.1 Esquema general del Sistema de Control de Compensacion Nolineal.
Gréfica elaborada por el autor

La formulacion de la Dinamica Inversa multivariable del sistema actuadores-robot
expresada mediante la ecuacion (6.5) se vuelve a expresar de forma general, estructurada y

vectorial de la siguiente manera:
u=M(a)d+£2(q,q)+7(q)+P(q)+d(t) (7.1)

La formulacion de la Dinamica Directa multivariable del sistema actuadores-robot
expresada mediante la ecuacion general (6.8) se expresa como una ecuacion vectorial

nolineal como 2n ecuaciones diferenciales de primer orden como sigue:
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X(t) = f(x(t),u(t),d(t)) (7.2)

La formulacion de la Dinamica Directa del sistema motor-robot también se puede
expresar mediante variables de estado como en la ecuacion (6.7) que se vuelva a escribir
como un sistema de 2n ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden de la siguiente
forma:

SRR ORI RS
X [ M7H(x) [u=2() I (%) - @(x;) ~d (1)]
Los términos involucrados en la ecuacion (7.3) se definen como:

T

x=[x; %,]" =[q §]" : Vector de estado del sistema de dimensién 12x1.

X1 (t) = 0(t) : Vector de posicion articular del robot, de dimension 6x1.

X, (t) = 6(t) : Vector de velocidad articular del robot, de dimension 6x1.

u(t) = v, (t) : Vector de voltaje aplicado a los actuadores, de dimension 6x1.

Las expresiones M(x,), 2(X), I'(x;), ®(x,) de la ecuacion (7.3) representan los
términos no lineales totales del sistema robot que generan: el efecto inercial, el efecto

debido al acoplo de velocidades y fuerza centripeta, el efecto gravitatorio y el efecto
debido a la friccion respectivamente.

Para aplicar esta técnica de control se considera que el sistema robot no presenta

perturbaciones como un caso ideal, es decir d(t)=0, por lo tanto la ecuacion (7.3) se

puede reescribir en el espacio de estados como:

(= L= X2 74
X M - { ML) [20 + T (xg) + 0() |+ M*(xl)u} (74)

En la ecuacién (7.4) se identifican dos expresiones generales no lineales y se pueden
definirlas como:

M (%) = a(x)

M (xp) [R(X) + (%) +D(X,)]= B(X)

Por lo tanto la ecuacién (7.4) se vuelve a expresar de forma simplificada y compacta

de la siguiente manera:
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SN
Xo - f(X)+a(X)u

El vector no lineal p(x) es de dimension 6x1 representa todos los efectos de las

fuerzas y torsiones intrinsecas del sistema robot.

La matriz no lineal a(x) de dimension 6x6 es cuadrada y existente debido que la

matriz M (x;) es no singular por lo tanto es invertible.

7.3 Vector de control nolineal

Para implementar el sistema de control del robot con los actuadores incorporados,
aplicando la técnica de compensacion no lineal, los terminos no lineales de la dindmica
real del sistema de la ecuacién (7.4) o (7.5) se deben expresar mediante términos
calculados digitalmente, mas los términos relativos a las incertidumbres o errores que
ocurren debido al modelamiento fisico del robot, a la influencia de las inductancias de los
motores actuadores no consideradas en las ecuaciones de la dindmica, a las perturbaciones
externas o al tiempo de calculo del procesador después de realizar la lectura del vector de

estado x(t) del siguiente modo:

M(x1) =M (X)) +AM(X;) 0 AM(X) =M (x;)-M(X;) (7.6.9)

Q(x) = 2:(x) +AL2(X) 6 AQ(X)=2(x)-2:(x) (7.6.b)
I'(x)=Te(x) +AL(X) 6 AI'(Xy) = I'(X1)-T'¢(Xq) (7.6.c)
D(Xp) = D (%) +AD(X) 0 AD(Xp) = D(Xp)- D (X2) (7.6.d)

Los nuevos términos involucrados en las ecuaciones (7.6) se definen literalmente

como:

o M .(Xq), 2.(x), I';(X1), P.(x,) representan las cantidades o valores evaluados

(calculados) numéricamente correspondientes a los efectos no lineales del robot: efecto
inercial total del robot, efecto de acoplo de velocidades y fuerza centrifuga, efecto de

gravedad y efecto de friccion respectivamente.

o AM, AQ, AI', A® denotan las incertidumbres o errores respectivos al medir y evaluar

los términos de la dinamica del sistema robot.
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Las ecuaciones (7.4) y (7.5) representan vectorialmente la forma normal de un sistema
de control no lineal involutivo, con el vector de control u(t) despejable que indica
fisicamente la representacion de un sistema controlable que permite la cancelacion y
eliminacion directa de los términos nolineales simplificados a(x) y #(x), mediante una
compensacion dinamicamente calculada en linea de forma instantanea a una velocidad
suficientemente alta. Para cancelar los términos no lineales de la dinamica del sistema
robot, se plantea una ecuacion de control nolineal aproximada para linealizar la ecuacion

(7.5) la que se expresa como:

u(t) = ag > (x) [B. (x) +v(t)] (7.7)

Las expresiones a.(x), p.(x) de la ecuacion (7.7) son los términos calculados que
corresponden respectivamente a las expresiones no lineales a(x), f(x) de la ecuacion
simplificada (7.5).

El vector v(t) incluido en la ecuacion (7.7) con unidades de aceleracion articular
(rad/seg?) es el nuevo vector de control pero del sistema linealizado con los términos
nolineales eliminados/cancelados tedricamente en su totalidad, el cual también depende de

la rapidez con la que se evalGan los términos nolineales de la dinamica del sistema, de la

precision con la que se realice la medida instantanea del vector de posicién q(t) vy

velocidad ¢(t) en tiempo real.

La ecuacion de control nolineal u(t) que permite linealizar la expresion vectorial de la

dinamica (7.5) se determina reemplazando las ecuaciones (7.6) en la ecuacién de control
(7.7) y se obtiene una expresion en términos de las cantidades nolineales calculados que se

expresa como:
u(t) = [ (X) + I (Xg) + D (X1) ]+ M (X)V (1) (7.8)

La ecuacion de control (7.8) en tiempo discreto considerando un periodo de muestreo

T apropiado se puede expresar como sigue: (*)
u(k) = [ (x(K) + I (X1 (K)) + Be (x5 (K) ]+ M (X, (K))v (K) (7.9)

En la figura 7.2 se muestra el diagrama de bloques que representa al sistema de control
del robot linealizado mediante la compensacion no lineal dinamica en tiempo continuo,

expresado mediante las ecuaciones (7.4) y (7.8).
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Figura 7.2 Diagrama de blogques del control por realimentacion nolineal.
Gréfica elaborada por el autor

Reemplazando la expresion de control nolineal de la ecuacién (7.8) en la ecuacion de

la dindmica del sistema (7.4) y luego ordenando se obtiene:

x| X2
M {-M—l(x) [20) ~ 2. () + T () ~ T () + D(x) ~ P (Y] + M~ ()M (X) v}
Reemplazando la expresion de los errores de calculo de las ecuaciones (7.6) en la

Gltima ecuacion y operando adecuadamente se obtiene:

== %2 (7.10)
Xp | |- M7H(x)) [AQ(X) + AT (Xq) + AD(Xy) + AM (X)) V]+V

La ecuacién (7.10) depende de las incertidumbres intrinsecas, pero si la formulacién es
precisa y se realiza la evaluacion de la dinamica del robot de manera exacta y a una
velocidad suficientemente alta, entonces las incertidumbres de las ecuaciones (7.6) se
pueden despreciar, por lo tanto la expresion interna del extremo derecho de la ecuacion

(7.10) en el mejor de los casos se puede aproximar a cero, es decir:
AQ(X) + AI'(X1) + AD(X5) + AM (X1)v =0 (7.11)

Pero por lo general la ecuacion (7.11) no siempre se cumple, por lo que se debe tratar
como un sistema de parametros y valores intrinsecamente inciertos, entonces el vector de
incertidumbres de la ecuacion (7.10) de forma instantanea se puede linealizar y expresarla

mediante una ecuacion matricial lineal en términos del vector de estado X(t) y del vector

de control v(t) aproximadamente como: (*)
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M (%) [A4R2(X) + AT (X)) + AD(Xy) + AM (X)) V]~ APy Xy + AA Xy + ABV (7.12)

Los términos 4A;, 4A, y 4B de la ecuacion (7.12) se considera que son matrices
diagonales de dimension 6x6 con pardmetros cambiantes e inciertos de magnitudes
pequefias como resultado de la cancelacion y eliminacion en gran magnitud de los efectos
no lineales de la dinamica del sistema robdtico, con lo cual la ecuacion (7.10) queda
linealizada y desacoplada en cada instante y sintetizada con nuevos parametros inciertos y

con el vector de control v(t), que junto con la ecuacion de respuesta (6.9), mediante

variables de estado el sistema se puede expresar linealmente como:

x={xl}z{ 0 ! }{Xl}{ 0 }v (7.13.3)
X, | |—4B, —4A || %, | | (1 - 4B)
y=[1 o]{xl}:cX (7.13)
X2

En la figura 7.3 se representa el diagrama de bloques del sistema linealizado

correspondiente a las ecuaciones (7.13).

V—)l—ABT)Qﬁ)j X_leyj _11_>|_y)
) AP, APy
_l_
+

Figura 7.3 Diagrama de blogues equivalente del sistema linealizado.
Grafica elaborada por el autor

El sistema fisico linealizado representado en la figura 7.3 también se puede expresar

en términos de la transformada de Laplace como sigue:

Y(s) = (152 + AAs + 4A, ) (1 - BV (5) (7.14)

La ecuacidn (7.14) encapsula n ecuaciones de segundo orden y de tipo cero, por lo que
si no se incluyen integradores en lazo cerrado apareceran desviaciones o errores en
régimen permanente para entradas de referencia tipo constante, pero si la incertidumbre

4A, es lo suficientemente pequefio se puede considerar de tipo uno.
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7.4 Vector de control lineal

Para formular la ecuacion de control v(t) del sistema linealizado que resuelve el

problema de control de trayectoria del robot denotada por la ecuacién (7.13), asumiendo
que se especifica y planifica una trayectoria de referencia r(t) suficientemente suave que

presente al menos dos derivadas, se puede implementar diversas formas de acciones de

control. Entre éstas se describen de forma concreta las siguientes:

7.4.1 Controlador Proporcional-Diferencial con aceleracion referencial

Esta ley de control consiste en una accion de control PD acelerado que permite al
robot obtener una respuesta rapida especialmente cuando se trata de seguir en el tiempo a

la variable de referencia g,(t) pero origina valores muy grandes en el vector de control

cuando el vector de referencia varia de forma rapida en el tiempo. Esta ley de control se

expresa matricialmente utilizando la siguiente ecuacion:
v(t) =4, () + Kp (g, (t) —q(t)) + Kp(a, (t) —a(t)) (7.15)
Los términos K, y K de la ecuacién matricial (7.15) representan las ganancias

matriciales diagonales y ajustables de dimension 6x6 que permiten el desacoplamiento del
sistema para controlar a las articulaciones del robot de forma independiente. Estas matrices
estan asociadas con las ganancias de error de posicion y de velocidad de las articulaciones
del robot respectivamente. La ecuacion (7.15) se puede representar en términos de la

transformada de Laplace como:
V(s) = (152 + Kps+ Kp)Q, (s) — (Kps + Kp)Q(s) (7.16)

Reemplazando la ecuacion (7.16) en la ecuacién (7.14) y operando adecuadamente se

obtiene la ecuacion del sistema de lazo cerrado como:
Q(s) =¥(s) (1-4B) (1s*+ K ps + Kp)Q, (s) (7.17)

La expresion ¥(s) de la ecuacion (7.17), representa el polinomio caracteristico del

sistema linealizado y desacoplado que se expresa de la siguiente manera:
P(s)= 1%+ (AA+(1-4B)Kp )5 +( AAg+( 1-4B)Kp ) (7.18)

El polinomio matricial ¥(s) descrito en la ecuacion (7.18) es fundamental para
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disefar las ganancias de las matrices K, y K, del controlador con el fin de obtener un
Optimo desempefio del robot.

Utilizando el diagrama de blogues del sistema linealizado de la figura 7.3 e incluyendo
el controlador descrito mediante la ecuacién (7.15) se representa al sistema de control

completo en la figura 7.4.

Ay
q e + Vv q q q
?O—)KP n I-4B [ [ Fp—

Ahy

4A, (_AI

Figura 7.4 Controlador lineal Proporcional Diferencial con aceleracion referencial.
Gréfica elaborada por el autor

7.4.2 Controlador Proporcional-Diferencial (PD)

Esta ley de control permite obtener una respuesta moderada del sistema cuando se

trata de seguir a la variable de referencia q,. La accion del controlador PD mejora el

tiempo de respuesta y el factor de amortiguamiento y se expresa como sigue: (*)
v(t) = Kp Gy (t) —a()) + Kp(a, (t) —q(t)) (7.19)
Los términos K, y Ky de la ecuacion matricial (7.19) representan las ganancias

matriciales diagonales y ajustables de dimensién 6x6. La ecuacion (7.19) se puede

representar en términos de la transformada de Laplace como:
V(s) = (Kps+Kp)Q(s) - (Kps + Kp)Q(Ss) (7.20)

Reemplazando la ecuacion (7.20) en la ecuacién (7.14) y operando adecuadamente se

obtiene la ecuacion matematica del sistema de lazo cerrado como:

Q(s) = (s) (1-4B) (Kps + Kp)Q (5) (7.21)

La expresion ¥(s) de la ecuacion (7.21), representa el polinomio caracteristico

* Método deducido y sugerido por el autor 118



matricial y es el mismo que el de la ecuacion (7.18), es fundamental para determinar las

ganancias de las matrices K, y K del controlador, este polinomio se expresa como:

P(s) = I5%+ (AA+ (1-4B)K p )s + (4Ay+ (1-4B)Kp ) (7.22)

Utilizando el diagrama de blogues del sistema linealizado de la figura 7.3 e incluyendo
el controlador descrito mediante la ecuacion (7.19) se representa al sistema de control
completo en la figura 7.5.

Or e \Y ol q q
Kp 1-4B
ngOammelip J B

AAy

Figura 7.5 Controlador lineal Proporcional Diferencial.

Gréfica elaborada por el autor

7.4.3 Controlador mediante realimentacion de estados

Para disefiar un controlador mediante realimentacion de estados, las ecuaciones (7.13)

se pueden escribir de una forma simplificada como:

X=AX+Bv (7.23.9)
y=CX (7.23.b)

La ley de control para el sistema linealizado expresado por las ecuaciones (7.23)
permite realizar la realimentacién de los estados X(t) para seguir a una variable de

referencia q, y se expresa mediante la siguiente ecuacion: (*)
v=-K x+Kgq, (7.24)

La matriz de realimentacion de estados K =[K; K] de la ecuacion matricial (7.24)
esta formada por dos matrices K; y K, diagonales de dimension 6x6 cada una y la matriz
K, es la matriz de prealimentacion directa también de dimension 6x6. El disefio de la

matriz K se puede realizar de forma independiente para cada articulacion aplicando el
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método de ubicacidon de polos o mediante la aplicacion de Control Optimo considerando

que las matrices de incertidumbres 4A;, 4A, y AB son despreciables o nulas. La matriz
K, se determina de tal manera que la respuesta vectorial q(t) siga a una entrada tipo
escaldn por lo que en estado estacionario se debe cumplir g(«) =q; .

Utilizando el diagrama de bloques del sistema linealizado de la figura 7.3 e incluyendo

el controlador descrito mediante la ecuacion (7.24) se representa al sistema de control

completo en la figura 7.6.

L)KO

Figura 7.6 Controlador mediante realimentacion de estados.

Para la aplicacion del método de Compensacion Nolineal para el robot propuesto se ha
elegido el controlador Proporcional-Diferencial usando la ecuacion (7.19) como ley de

control de tal forma que esté relacionada con las variables involucradas en el robot.

En términos de las variables fisicas del sistema de control, la ecuacion (7.19) en

tiempo discreto se puede formular de la siguiente manera:
v(k) = K (8, (K) —0(K)) + Kp (8, (k) —0(K)) (7.25)

En la figura 7.7 se ilustra el diagrama de bloques de la estructura total utilizando la
técnica de control digital con compensacion no lineal (linealizacion dindmica por
realimentacion) en tiempo discreto de acuerdo a las ecuaciones (7.9) y (7.25) en el cual la
parte derecha del diagrama debe cancelar la dindmica no lineal indeseada del sistema,

mientras que la parte izquierda inserta la dinamica de control lineal deseada.
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Figura 7.7 Diagrama del Sistema de Control con Compensacién Nolineal.
Grafica elaborada por el autor

Para determinar las matrices K, y K del sistema de control representado en la

figura 7.7 se hace uso de las ecuaciones (7.18) y (7.21) pero de forma independiente para
cada grado de libertad del robot puesto que el sistema de control se encuentra totalmente
desacoplado por lo que cada articulacion del robot se puede controlar independientemente
por lo tanto se deduce para cada articulacion una funcion de transferencia linealizada

como:

Y (s) _ O(s) _ (1-4B)(Kps+Kp)
R(S) 6,(5) s%+[44, +(A— 4B)Kpls+[44, +(1— 4B)Kp]

(7.26)

El calculo de las ganancias escalares Kp y Kp se realiza considerando las

incertidumbres nulas, es decir se evalGan para 44, =0, 44, =0y 4B =0; por lo tanto la

expresion (7.26) se reduce simplemente a una funcion de transferencia de segundo orden
de simple entrada y simple salida independiente de la dinamica del sistema robot de la

siguiente manera:

0(s)  Kps+Kp

- (7.27)
0, (s) s“+Kps+Kp

El polinomio de segundo grado del denominador de la expresion (7.27) se puede
relacionar con el polinomio general de un sistema de segundo orden normalizado del

siguiente modo:

s2+Kps+Kp =5%+2¢ @, s+wf =0 (7.28)
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Por lo tanto los valores de las ganancias del controlador K, y K incluidas en el

polinomio caracteristico de la ecuacion (7.27) se eligen convenientemente en términos de

los parametros apropiados de funcionamiento § y o, para sistemas lineales de segundo

orden, entonces igualando los coeficientes de los polinomios de la ecuacion (7.28) se
obtienen los valores de las ganancias del controlador Proporcional Diferencial para cada

articulacion del robot:

Kp=w? y Kp=2w, (7.29)

n

El comportamiento dindmico de un sistema de control de segundo orden esta
determinado por la frecuencia natural no amortiguada w, y por el coeficiente de
amortiguamiento . Por razones de seguridad, el sistema no puede presentar una respuesta
subamortiguada para una entrada de posicién articular tipo escal6n, sino que debe
presentar una respuesta sobreamortiguada o criticamente amortiguada, para evitar
vibraciones o sacudidas debido a las oscilaciones, por lo que se requiere que se cumpla la
condicion ¢ > 1. Debido a la existencia del cero en la funcion de transferencia de la
ecuacion (7.27) se altera el régimen transitorio apareciendo normalmente sobreimpulsos,
disminuyendo el tiempo de establecimiento de la respuesta y con el fin de no excitar la
oscilacion estructural y la resonancia de la articulacion, la frecuencia natural w, se puede

fijar en o, <05w, , siendo o, la frecuencia resonante estructural de articulacion,

propiedad del material utilizado en la construccion mecanica del robot.

El proceso de linealidad y desacoplabilidad por esta técnica es aceptable cuando el
robot se mueve a velocidades moderadas; de lo contrario, esta técnica en tiempo real es
sumamente dificil o casi imposible, por lo que es necesario contar con un sistema
multiprocesador con una alta potencia numérica para procesar las operaciones matematicas
de la dindmica del robot a velocidades significativamente altas, porque al enviar el vector

de mando u(t), la dinamica del robot ya no es la misma debido al tiempo empleado en

calcular los términos de la ley de control expresada en la ecuacién (7.8).

7.5 Simulacion Grafica del Sistema de Control propuesto

La programacién y simulacion empleando esta técnica de control se ha desarrollado
utilizando el programa MatLab. Para esto se ha aplicado la ecuacion (6.5) de la Dindmica

Inversa del sistema para determinar los valores instantdneos de los componentes
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vectoriales nolineales que conforman el vector de voltaje calculado u,(t). Para determinar

los vectores de estados x(t) = [x,(t) xz(t)]T producto de la solucion de la Dindmica

Directa (6.7) del sistema se ha empleado el método de Euler haciendo uso de las
ecuaciones (6.12) con el objetivo de emular la dindmica real del sistema (en lugar de
realizar la lectura de los transductores del sistema), afiadiendo ademas perturbaciones
permanentes de tipo sinusoidal con el fin de obtener de forma maés real la simulacion de
control de trayectorias del sistema robot. Para realizar el control de trayectorias articulares
se han utilizado las leyes de control no lineal de la ecuacion (7.9) y la ley de control lineal
de la ecuacién (7.25), utilizando los valores constantes de los parametros del sistema
mostrados en el anexo A y las ecuaciones dinamicas expresadas en forma de texto que se

presentan en el anexo B.

Para realizar la simulacion de este método de control se han establecido funciones
temporales suaves para 0 <t =kT <10 seg. que representan los componentes del vector de
posicion articular referencial &, (t) , estas curvas se conforman con segmentos de funciones
trigonométricas con sus derivadas respectivas, las primeras derivadas conforman los

componentes del vector velocidad articular de referencia é?r (t) vy las segundas derivadas

conforman los componentes del vector aceleracion articular de referencia ér (t) que se
muestran en el capitulo 10, ecuaciones (10.10). En la figura 7.8 se muestran las graficas

que conforman la trayectoria articular 6, (t) y velocidad articular ér (t) de referencia.

Las gréficas de las figuras consecutivas 7.9.a - 7.9.f conforman los componentes

individuales del vector articular de referencia 6, (t), componentes del vector articular
controlado @(t) y del error de posicion articular de control entre éstos e, (t) =6, (t) —0(t) .
Las graficas de las figuras consecutivas 7.10.a - 7.10.f conforman los componentes

individuales del vector de velocidad articular de referencia ér (t), componentes del vector
de velocidad articular controlado 8(t) y error de velocidad articular de control entre éstos
é,(t) =0, (t)—0(t) . Las graficas de las figuras consecutivas 7.11.a - 7.11.f corresponden a

los componentes del vector de control de articulacion referencial u, (t) y real u(t) =v.(t)

que se aplican a los amplificadores de los motores actuadores, los cuales generan las

variables de torsion articular z(t) para ser aplicadas a las articulaciones del robot.
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Variables de posicion y velocidad articulares de referencia
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Figura 7.8 Variables de referencia de posicion y velocidad articulares: ﬁé’r ®y ér ).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.9.a Variables de la posicion articular No 1: 6,,(t), 6,(t) y ey ().

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.9.b Variables de la posicion articular No 2: 6,,(t), 6,(t) y ey, (t) .

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.9.c Variables de la posicion articular No 3: 6,5(t), 65(t) y egs(t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.9.d Variables de la posicion articular No 4: 6, ,(t), 6,(t) y eg4(t) .
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Posicion Articular Controlada &5 (t)
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Figura 7.9.e Variables de la posicion articular No 5: 6,5(t), 65(t) y egs(t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.9.f Variables de la posicion articular No 6: 8,4(t), G5(t) ¥ ey (t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.10.a Variables de la velocidad articular No 1: 9r1(t) , él(t) y €, (1).

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.10.b Variables de la velocidad articular No 2: 6,,(t), 6,(t) y €y, (t).

Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7. 10.c Variables de la velocidad articular No 3: érs(t) , 93(t) y €y3(1).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.10.d Variables de la velocidad articular No 4: 6,(t), 6,(t) Y 44(t) .
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Velocidad Articular Controlada 95 ®

450%/s F =
300°/s aslt)
150%s | /\ ur, | .
000°/s t(seq)
-160%s | \/
E VAV,
-450°%s | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Error de Velocidad Articular €5 (t)
16.0%'s T T T

A AYAYAE
ol N\ VRS

16.0%s 895 (1) = O,5(t) - 65 (1) |

_24_[]“!{5 1 | 1 | | | | | |
0 1 2 3 4 b B 7 g 9 10

Figura 7.10.e Variables de la velocidad articular No 5: é?rs(t), 95(t) y €,5(1).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7. 10.f Variables de la velocidad articular No 6: 6,(t), 65(t) Y €46 (1).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Voltaje de Control v, (t) que activa al motor 1
12 1|u||' T T T T T T T T T

A oA
0oV f\A n. Fat f t(seg)

_Eyli/-’u b\/\} ) W

'121'\I|r_ 1 | 1 | | | |
0 1 2 3 4 b B 7 g 9 10

Torsion 7, (t) aplicada a la articulacion 6, (t)

30 M.m
15 N.m
00 N.m t(seq)

-15 Nom

-30 N.m

Figura 7.11.a Variables de control de la articulacion No 1: u,((t), uy(t) =ve, (t), 74 (t).
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.11.b Variables de control de la articulacion No 2: u,,(t), u, (t) =ve, (t), 7, ().
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Voltaje de Control v, (t) que activa al motor 3
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Figura 7.11.c Variables de control de la articulacion No 3: u,3(t), us(t) =vs(t), 75(t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.11.d Variables de control de la articulacion No 4: u,4(t), us(t) =vea(t), 7, (1) .
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

132



Voltaje de Control Ves (t) que activa aI motor 5
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Figura 7.11.e Variables de control de la articulacion No 5: u,g(t), us(t) = vs5(t), 75(t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.11.f Variables de control de la articulacion No 6: U4 (t), Ug (t) =V (L), 74(1).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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En la figura 7.12 se muestran las gréficas que representan a las trayectorias cartesianas
tridimensionales, referencial p, (q(t)) (igual que la gréfica de la figura 2.15) y controlada
p(q(t)) (de forma indirecta), que realiza el efector final del robot en el tiempo con
respecto del sistema referencial xyYgzy. En la figura 7.13 se muestran las componentes

cartesianas de la trayectoria espacial p(t) =[py(t) py () pz(t)]T respecto del referencial

base XxgYgZo Obtenidas mediante la ecuacion (2.22.d). En la figura 7.14 se muestran las
componentes cartesianas de la velocidad lineal v(t) =[v,(t) vy (t) v, (t)]T respecto del
referencial base X,Ypz, obtenidas mediante la ecuacion (3.7.a). En la figura 7.15 se
muestran las componentes cartesianas de la velocidad angular e (t) =[w, (t) oy (t) o, (t)]T

respecto del referencial base X,Yyz, obtenidas mediante la ecuacion (3.7.b). En la figura

7.16 se muestran las graficas de las velocidades cartesianas absolutas tanto velocidad lineal

v(q(t)) = X/vf (t)+vg(t)+v7(t) como velocidad angular w(g(t)) = x/cof (t) + @5 (t) + f (t)

del efector operacional del robot respecto del sistema referencial base XqY,Z7g .

Posicion P(g) en 3D

-

z (m)

Figura 7.12 Trayectoria cartesiana P(t) tridimensional del efector final del robot.
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.13 Desplazamiento lineal cartesiano p(t) del efector final del robot.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.14 Velocidad lineal cartesiana V(t) del efector final del robot.

Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.15 Velocidad angular cartesiana @ (t) del efector final del robot.
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 7.16 Velocidades absolutas lineal v(t) y angular @(t) del efector final del robot.
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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7.6 Andlisis de los resultados obtenidos mediante la Simulacion Grafica

De acuerdo a las graficas mostradas en las figuras 7.9 se observa que las trayectorias
articulares controladas en el tiempo #(t) siguen realmente en su totalidad y de forma
simultanea a las trayectorias articulares de referencia 6, (t) presentandose variables de

error de magnitud articular tanto en régimen transitorio como en régimen permanente

eg(t) =6, (t) — O(t) entre los margenes pre-establecidos. La gréficas que se presentan en
las figuras 7.10 consecutivas muestran también que las variables de velocidad articular

6(t) se aproximan cercanamente a las variables de velocidad deseadas 0, (t) originandose

el error temporal entre éstas é,(t) =6, (t) — O(t) dentro de un margen admitido; los errores
ep(t) y €éy(t) son manejables dependiendo de las aplicaciones del robot, ajustando
adecuadamente los valores de las ganancias matriciales K, y K de la ley de control de

la ecuacion (7.19); estos errores pueden reducir de magnitud con la contraparte de que las
magnitudes de las sefiales de control aumentan sobre todo en los cambios grandes de las

variables articulares de referencia.
Las graficas que se presentan en las figuras 7.11 muestran las variables de control
V¢ (t) que se generan al ejecutar los algoritmos dinamicos de control en el procesador

digital, estas sefiales se aplican a la entrada de los amplificadores de potencia de los
respectivos motores con valores admitidos dentro de los margenes establecidos, las
magnitudes de estas sefiales se pueden ajustar también variando las ganancias de los
amplificadores de potencia. En las figuras 7.11 también se muestran las gréaficas que

corresponden a las torsiones z(t) generadas por los motores para accionar a las

articulaciones segun los efectos dinamicos del sistema y asi conseguir que el efector final

del robot realice estrechamente las trayectorias articulares requeridas &, (t) con sus

respectivas velocidades articulares 9r (t).

En la tabla 7.1 se muestran los valores maximos y minimos de las variables de
articulacion 6(t), de las velocidades articulares 8(t), de los errores de articulacion ey(t),
de los errores de velocidad articular €é,(t), de las variables de control v.(t) y de las

variables de torsiéon z(t) correspondientes a las seis articulaciones del robot manipulador

propuesto.
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Tabla 7.1 Resultados obtenidos al aplicar el método de control: Compensacion Nolineal.

Articulaciones

Variables, 1 2 3 4 5 6
Omax(°) | 181.0903 | 46.5207 | 227.4447 | 167.9284 | 138.6523 | -138.8069
omin(°) | -181.2665 | -226.9212 | -47.2181 | -168.2778 | -138.8069 | -170.1278
e, max (°) 12667 | 22172 | 24243 | 38732 | 43134 | 6.5065
e,min(°) | -1.2728 | -1.7468 | -25786 | -4.5878 | -4.3449 | -6.2432
fmax(°/s) | 184.2124 | 245.1960 | 293.7125 | 449.3659 | 436.6685 | 565.6974
fmin(°/s) | 226.4792 | -246.1883 | -292.5959 | -528.9834 | -435.9087 | -564.5247
¢,max(°/s) | 25340 | 4.6884 | 6.0504 | 151898 | 14.9248 | 20.6829
¢,min(°/s) | -2.3125 | -35827 | -6.4339 | -12.8628 | -14.4756 | -22.7753
v,max(V) | 120789 | 11.6757 | 11.7083 | 11.9269 | 10.8288 | 11.7040
vomin(V) | -11.4124 | -11.9298 | -11.3066 | -11.3954 | -11.4851 | -12.0310
rmax(Nm) | 287727 | 714551 | 26.0353 | 45266 | 4.0392 | 01713
rmin(Nm) | -28.5832 | -75.5341 | -23.4563 | -4.3854 | -4.3578 | -0.1622
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CAPITULO 8
SISTEMA DE CONTROL POR COMPENSACION ADAPTIVA %

8.1 Introduccioén

Basandose en la teoria de perturbaciones, se propone un método de control de
compensaciéon adaptiva que permite que un robot siga una trayectoria establecida tan
estrechamente como sea posible en el tiempo sobre un amplio rango de movimientos y
cargas del robot. Mediante esta técnica de control se relacionan todas las interacciones
entre las diversas articulaciones basandose en ecuaciones de perturbacién linealizada en la
vecindad de una trayectoria nominal especificada mediante alguna forma de interpolacion
articular con la posicion, velocidad y aceleracion nominales establecidas en cada instante.
Las ecuaciones dindmicas nolineales, fuertemente acopladas del robot se pueden linealizar
respecto de la trayectoria referencial del robot para obtener un sistema linealizado. El
sistema de control presenta componentes de realimentacion y componentes directas que se
pueden calcular de forma separada pero que actlan simultdneamente. Utilizando la
ecuacion de movimiento de Lagrange-Euler como la dindmica inversa del robot, se
calculan directamente los valores de la energia nominal que compensa todas las fuerzas de
interaccion entre las diversas articulaciones, a lo largo de la trayectoria nominal especifica
y con la componente de realimentacion se calculan los valores de energia debido a las
perturbaciones y errores totales que afectan la respuesta del robot, ambas componentes se
suman para reducir los errores de posicion y velocidad del robot en lo posible a cero, a lo
largo de la trayectoria nominal. Se utiliza un algoritmo de identificacion de pardmetros en
tiempo real para estimar los pardmetros del sistema mediante la medicién directa de las
variables de posicién y velocidad del robot. Se representa al sistema en el espacio de
estados con variables residuales y se disefia una ley de control 6ptima normalmente de un
paso, en base de los parametros estimados del sistema para controlar las variables
dinamicas del robot respecto de la trayectoria nominal. Los pardmetros y las ganancias de
realimentacion del sistema se modifican y ajustan en cada periodo de muestreo para

obtener el voltaje de control requerido. Las variables de voltaje total que se aplican a los

+1 Método propuesto en [8] y adaptado por el autor



actuadores de las articulaciones, se determinan a partir de las ecuaciones de movimiento de
la Dindmica Inversa y la parte residual de los componentes de perturbacion mediante la
ecuacion de Control Optimo. Esta estrategia de control de Compensacion Adaptiva reduce
el problema del sistema de control nolineal del robot al control de un sistema lineal
respecto de una trayectoria nominal, se aplica cuando se conocen las ecuaciones del
sistema robotico para poder determinar la variable de control nominal, sin embargo la
estructura de la carga que sujeta el efector final del robot puede estar variando, también
existen imprecisiones de las formulaciones fisicas del sistema robot o se desconocen las
perturbaciones que afectan a la respuesta del robot. En robética, a esta técnica también se

le puede denominar “Método de Control de Perturbacion Adaptiva”.

8.2 Planteamiento del método de control

Para formular el método de control se deducen las ecuaciones de perturbacion
linealizadas instantaneamente, con lo que se determina el controlador adaptable de
realimentacion de estado residual y asi se obtienen los valores de los voltajes de suministro
eléctrico a los motores de articulacion con el fin de reducir los errores de posicion y
velocidad articulares a lo largo de la trayectoria nominal. La ecuacion de movimiento de
Lagrange-Euler del sistema se puede expresar vectorialmente como en la ecuacion (6.5).
Con esta formulacion, el problema de control se reduce a encontrar una ecuacion o ley de
control para el vector u(t) de tal manera que la respuesta del sistema en lazo cerrado sea

asintoticamente estable y siga una trayectoria deseada.

La formulacion multivariable de la Dinamica Inversa del sistema actuadores-robot
expresada mediante la ecuacion (6.5) se vuelve a expresar de forma estructurada y

vectorial de la siguiente manera:
u=M(a)d+£(q,q)+I'(q)+P(q)+d(t) (8.1)

De la ecuacion (8.1) el vector de las perturbaciones d(t) no es medido por lo que no es
conocido, el objetivo es disefiar un sistema de control que permita eliminar su efecto.
Escribiendo la ecuacion de la Dinamica Directa (6.8) como una expresion no lineal

perturbada y variante en el tiempo como:

X(t) = f(x(t),u(t),d(t),t) (8.2)
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Conociendo el vector de estado nominal x,(t) =[q,(t) d,(t)]" del sistema robot a

partir de la trayectoria planificada, se pueden determinar las variables de voltaje de control

nominal correspondientes u,(t), utilizando las ecuaciones de movimiento de la Dinamica
Inversa en la ecuacion (8.1), ambos vectores, x,(t) y u,(t), satisfacen la ecuacion (8.2)

sin considerar el efecto de la perturbacion d(t). Evaluando la ecuacion (8.1) en los puntos
nominales x,(t) se obtiene el vector de control nominal u,(t) como:

u, () =M(x,)d, +2(x,)+I'(x,)+P(X,) (8.3

Utilizando la expansién mediante la serie Taylor de la ecuacion (8.2), respecto del

punto vectorial (x,,u,) de la trayectoria nominal obtenida de la ecuacion (8.3), el modelo

del sistema de control linealizado equivalente al modelo de la ecuacion (8.2) afectado no
solo por las perturbaciones sino por los términos de orden superior de la expansion de

Taylor en el instante t se puede expresar aproximadamente como:

X() = f(xp(),un () + ;( £ (Xn (©),u, (1)) (X(L) — X, (1) + aau (X, (), up () WUt) —u, (1)
(8.4)

Para expresar como una ecuacion de estado se definen las siguientes relaciones

residuales y las matrices correspondientes como:

Xp = F(Xp(@),un(®), ox(t) =x({) - x, (1) , Su(t) =u(t) -u, ()

A®) =§X £ (%o (). Un(®) . BV =§Jg(xn(t),un<t))

Las matrices A(t) y B(t) de dimensiones 12x12 y 12x6 respectivamente resultan ser

las matrices jacobianas, las cuales son variantes en el tiempo y se definen como:

o of ] o Of ]

P 0Xq OX1o P ouy Oug
A)=_F(xp,up)=| & o 0 B =_-g(xp,up)=| .
o Oy O ou Ohp | O

6)(1 6)(12 aul 6U6

La dindmica de perturbacion del sistema robot se obtiene en base de la ecuacion (8.4)

y se expresa en términos de los vectores residuales en el instante t como:

SX(t) = At) Sx(t) + B(t) Su(t) (8.5)
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El vector de estado residual ox(t) representa el efecto de las perturbaciones, debido al
posible error del modelamiento dinamico del sistema, a las incertidumbres intrinsecas, al
ruido de lectura del vector de estado x(t) que en total afectan a la respuesta del sistema, asi
como también al cambio estructural del robot sobre todo el que se produce en el efector
final, etc. y el vector residual du(t) es el incremento/decremento de energia que hace que el

vector de estado residual 6x(t) tienda a cero o disminuya de forma significante.

Para implementar el método de control del sistema robot en un procesador digital, es
necesario discretizar la ecuacion (8.5) con periodo de muestreo T, considerando al tiempo

t=kT. La ecuacidn de estado linealizada se puede expresar en tiempo discreto como:
Xk +1)=G(k)x(k)+ H(k)du(k) ;k=0,1,2,3, ... (8.6)

El vector du(k) representa el incremento o decremento de energia que hay que sumar
al vector nominal u,, (k) para que el vector residual ox(k) tienda asintoticamente a cero o

se reducen a una velocidad suficientemente alta.

Las matrices G(k) y H(k) de la ecuacion de estado (8.6) de dimensiones 12x12 y

12x6 respectivamente, son variantes en el tiempo y dependen de las variables de la
posicion y velocidad instantanea del manipulador a lo largo de la trayectoria nominal que
varian con el tiempo y se pueden obtener mediante un algoritmo de identificacion de
parametros. Para esto es necesario conocer los valores iniciales de las matrices G(0) y
H(0), las cuales se pueden obtener al discretizar la ecuacion (8.5) en el instante k=0 con un

periodo de muestreo T como:
G(0) =e”OT y H(0) z( | OTeAWdz)B(O)

Si la matriz A(0) es no singular entonces la matriz H(0) se expresa como sigue:
HO) =A™ (0)[G(0)-1]B(0)
En una aplicacion practica la discretizacidn de un sistema se puede aproximar como:

GO = I +TA(O)+T22A2(O) T;A3(0) 4—A4(0) (8.7.a)

H Q) = TB(0)+T22A(0)B(0)+AZ(O)B(O) A3(0)B(0) (8.7.h)
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Las matrices A(0) y B(0) se eligen de la ecuacion (8.5) de tal modo que la ecuacion
(8.1) esté en reposo sin efecto de perturbaciones. De la ecuacion (6.7) se deduce que los
vectores en un punto de reposo se cumple x(0) =0 y x,(0) =0 entonces los términos que
incluyan al g son @(x,(0)) =0 2(x;(0), x,(0)) =0, por lo que la ecuacion (6.7) con los

vectores Xx(0) y u(0) se expresa como:

0 0
M ) Lw-l(x1 O)[u© - r(x1<o>)]}
De la ultima ecuacion se deduce que en el punto de reposo se cumple la relacion.
u(0) = I'(x1(0))
Para realizar la regulacion del vector residual ox(k) se requiere que los elementos de
las matrices G(k) y H(k) de la ecuacién de estados (8.6) se conozcan en todo momento
para establecer un método de control del sistema y obtener que du(k) aproxime al vector

residual ox(k) a cero en todo instante a lo largo de la trayectoria nominal, para esto se

puede utilizar algin algoritmo de identificacion de pardmetros que permita determinar los

elementos de las matrices G(k) y H (k).

En la figura 8.1 se ilustra la estructura general del sistema de control mediante

compensacion de perturbacion adaptiva para el robot de seis articulaciones.

Perturbaciones

Xn(K) Dinamica  f y, (k) (k) i y(K)
Lo—) inversa del . . Slstgma —)
. + robotico
sistema
+ 1o5uK)
|
\ 4
Controlador Identificacién
Optimode |&H de paradmetros
un paso del sistema
Compensacion J
adaptiva ox(K)
— + x(k)

Figura 8.1 Esquema general del sistema de control de compensacion adaptiva.
Grafica elaborada por el autor en base a [8]
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El vector de control u(k) del sistema, es de dimension 6x1, de entrada constante a
tramos que resulta al sumar el vector nominal u,(k) con el vector de estado residual
ou(k) a lo largo del intervalo de tiempo entre cualquiera de dos instantes de muestreo

consecutivos para kT <t <(k+21)T . El vector de control u(k) se expresa como:
u(k) = u, (k) +du(k) (8.8)

El sistema de control se caracteriza por incorporar una componente nominal directa y
una componente residual en realimentacion. Dados los puntos de consigna de la trayectoria

planificada: de posicion q,(k), de velocidad q,(k) y de aceleracion ¢, (k) la componente
directa determina los voltajes nominales u, (k) correspondientes a las ecuaciones de

movimiento (8.3). La componente de realimentacion calcula las variables residuales de

voltajes de perturbacion su(k) que proporciona el incremento o decremento de la variable

de control para compensar las desviaciones de la trayectoria nominal. Mediante esta
estrategia se reduce el problema de control nolineal a un problema de control lineal
respecto de una trayectoria nominal y el calculo de las variables de los voltajes nominales

y las variables residuales se pueden efectuar simultaneamente de forma independiente.

El célculo de las variables de voltajes residuales se realiza en base de la ley de control

Optima de un paso que resulta de minimizar un indice de rendimiento o funcion de coste.

8.3 Identificacion de parametros del sistema

Para estimar los parametros del sistema robot se pueden aplicar satisfactoriamente
diversos algoritmos de identificacion, tales como los métodos de minimos cuadrados,
méxima verosimilitud, variable instrumental, aproximacion estocastica y correlacion
cruzada. Debido a su simplicidad y facilidad de implementacién, se ha seleccionado el
esquema de identificacion paramétrica por medio del algoritmo de Minimos Cuadrados

Recursivos (MCR) en tiempo real para identificar los parametros de las matrices G(k) y

H (k) de la ecuacion de estado (8.6).

En el esquema de identificacion, se asume que los parametros del sistema estan
variando lentamente cuya velocidad de variacion es mas lenta que la velocidad de

adaptacion, el ruido de medida es despreciable y las variables de estado x(k) del sistema

son evaluadas en cada instante.
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Aplicando la transpuesta a las matrices y vectores de la ecuacion (8.6) y agrupando de
forma conveniente se obtiene una ecuacién de estado transpuesta del sistema descrito de la

siguiente forma: (*)

G' (k)

X (k+1)=|x"(k) s’ (k)]{HT(k)

} k=0123 . (8.9)

La ecuacion (8.9) se puede simplificar y escribir en una forma compacta de la

siguiente manera:
& (k1) =" (k) A(K) (8.10)

El vector y' (k) de la ecuacion (8.10) involucra al vector de estado residual &x(t) y
al vector de control residual ou(t) de la ecuacion (8.9) en el instante k-ésimo como un

vector transpuesto de dimension 1x18 que se formula como:
p () =[8q(k) Sok) - k) dyk) - dgk)] (8.11)

La matriz 4(k) de dimension 18x12 involucra a los elementos desconocidos a ser
estimados tanto de la matriz G(k) como de la matriz H (k) y se escribe explicitamente de

la siguiente manera:

[ 912(K) - gp2.1(K) ]

GT ()| [9112(K) - G1210(K)
k)= -
A(k) |:HT(k):| hii(k) - hypg(K)

g (k) o hypg(K) |

La matriz compacta A4(k) de la ultima expresion también se puede expresar de forma

conveniente como:
AK) =lar(k) az(k) - ag(K)] (8.12)

El vector a; (k) de dimension 18x1 de la i-ésima columna de la matriz 4(k) de la

ecuacion (8.12) representa el vector de parametros desconocidos de la i-ésima ecuacion de

la dindmica del sistema en el instante k y se define asi:

a ()=[gi100) - gip®) hiK) - he®]; i=12.--12 (8.13)
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La i-ésima componente de la ecuacion de estado (8.6) del sistema robot representa la i-

ésima ecuacion diferencial y se puede escribir también como:
Sxi(k+D) =y Kea;(K); i=1,2,--,12 (8.14)

Con esta formulacién se puede identificar los parametros de cada columna de la matriz

A(k) usando el vector de mediciones y/T (k) . Para aplicar el algoritmo de estimacion de

parametros por Minimos Cuadrados Recursivo (MCR) la ecuacion (8.14) se escribe como:
ox;(k+1) =n//T(k)Ezi (K)+e;(k); i=12,--,12 (8.15)

El vector «; (k) de la ecuacion (8.15) representa al vector estimado del vector a; (k)
de ecuacion (8.14) y el valor e; (k) representa el error de identificacion al estimar el vector

a; (k) y se puede expresar también como:

e;(K)=5x;(K+D) -y (K& K) ; i=12,12 (8.16)

La identificacion de parametros mediante el algoritmo de MCR se determina por el
criterio de minimizar el error ponderado exponencialmente que coloca méas peso sobre los

errores al cuadrado de las medidas mas recientes y se expresa como:
K ka2 T
Ji(k)= > p e (i) = Ei (KE;(K) (8.17)
j=0

El vector de error E; (k) se define como:

BT (k)=| Jp"e(0) o Te(1) (k)] (8.18)

El escalar p comprendido entre 0 < p < 1 es el factor de olvido y k > 18 es el nimero

de medidas utilizadas para estimar los parametros del vector a; (k).

Para minimizar el error en la ecuacién (8.16) incluido en la ecuacion (8.17) se deriva

el indice de rendimiento J; (k) con respecto al vector de parametros desconocido a; (k) y

se utiliza el lema de inversion de matrices para obtener el algoritmo de identificacion del
sistema por el método de Minimos Cuadrados Recursivo para calcular el vector

desconocido a; (k). Después de realizar algunas manipulaciones algebraicas y matriciales

bésicas se obtiene el algoritmo de MCR aplicando las siguientes ecuaciones recursivas: [8]
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a; (k+1) = a; (k) + y(K) I (K) (k) &; (K) (8.19.a)

vk =(p+yT I E k) (8.19.0)
11(k+1) = 1) —~1(K) T K) (k) y" (KT (K) (8.19.0)

La entidad I7(k) es una matriz definida positiva simétrica de dimension 18x18 que se

denota por:

() = pleT v (k)

La representacion ¥ (k) =[1//(0) w@) - c//(k)] es la matriz de mediciones hasta el

instante de muestreo k. Si los errores e;(k) se distribuyen idéntica e independiente con
media nula y varianza o2, entonces la matriz IT (k) se puede interpretar como la matriz de

covarianza para la estimacion de parametros, si p = o?. La matriz I1(0) se puede iniciar

escogiendo los valores de I7(0) = al 5 ; el escalar a es un valor suficientemente grande.

Con la matriz de parametros estimados 4(k) y con el vector de error minimizado la

ecuacion de la dindmica del sistema robot (8.6) en el espacio de estados se puede expresar

aproximadamente como:
ox(k+1) ;é(k)&x(k)+ |:|(k)5u(k) (8.20)

Las matrices é(k) y I:I(k) de la ecuacion (8.20) son variantes en el tiempo y

contienen a los parametros del sistema robot a ser obtenidos mediante el algoritmo de

identificacion en el instante de muestreo k-ésimo.

8.4 Vector de Control Optimo Cuadratico Residual

Con la estimacion de los parametros de las matrices é(k) y H (k) se puede disefiar e

implementar una ley de control apropiada para establecer las variables de voltaje residual

ou(k) de correccion requeridos para reducir los errores de posicion y velocidad del robot

a lo largo de una trayectoria nominal. Esto se puede conseguir aplicando un control 6ptimo

ou(k) de un paso que minimice la funcion de coste J(k) que al mismo tiempo satisfaga

las ligaduras de la ecuacién (8.20) que se escribe como: [8]
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J(K) = ;[5xT (k+D)Q sx(k+D) +su' (K) R5u(k)] (8.21)

La matriz de ponderacion estacionaria Q de estados de dimension 12x12 debe ser
definida o semidefinida positiva y la matriz estacionaria R de dimension 6x6 debe ser

necesariamente definida positiva.

El objetivo del control 6ptimo es llevar a cero los valores de estado residual ox(k) de

la trayectoria nominal en un control de posicion y velocidad coordinada por paso mientras

que al mismo tiempo se impone un costo a la utilizacion del esfuerzo de control Ssu(k) .
Reemplazando la ecuacion (8.20) en la ecuacion (8.21) se vuelve a obtener la funcion de

coste J(k) en téerminos de las matrices é(k) y I:|(k) como:
J(K) = % {[SXT (K)GT (k)+3uT (k) HT(k)]Q [é (K)ox(K)}+ H (k)6u(k)]+ su’ (k) RSu(k)}

La solucion de control 6ptimo residual su(k) que minimiza la funcion de coste J(k)
en la ultima ecuacion se determina derivando a la funcién J(k) respecto del vector de
control residual du(k) con lo que se obtiene:

~ ~ 1 ~ ~
Su(k)= —[R +HT (K)QHT (k)T HT (k)QG (k) x(k) (8.22)
De la ecuacion (8.22) se deduce la matriz K (k) Optima de un paso, variante en el
tiempo que representa la ganancia del vector de estado residual ox(k) y se expresa asi:
5T 5T 1T ~
K(k) = [R+ H (k)QH (k)T H" (k)QG(K) (8.23)
El vector de control residual du(k) de la ecuacion (8.22) se puede expresar como:
ou(k) =—-K(k)ox(k) (8.24)

Reemplazando la ecuacién (8.24) en la ecuacion (8.20) se obtiene la expresion de

regulacion como una ecuacion de estado de la siguiente forma:
Sx(k +1) =[G(k) - H(K)K (k) |6 x(k) (8.25)

La solucién de la ecuacion variante en tiempo discreto (8.25) para el instante k se

expresa como:

Sx(K) =[GK) - HK)K(K)]* " sx(h) (8.26)
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De la ecuacion (8.26) se deduce que el vector residual ox(k) tiende asintéticamente a
cero a una velocidad suficientemente alta para la matriz K (k) adaptiva calculada de forma
Optima que permite regular la condicion inicial 6x(h). Reemplazando la ecuacion (8.24) en
la ecuacion (8.8) se obtiene el vector de control u(k) para activar a los amplificadores de

potencia de los motores del sistema y se expresa como:
u(k) = u, (k) — K (k) x(k) (8.27)
La ecuacion de respuesta del sistema robot, considerando la relacion y=x; =q en
tiempo discreto se escribe como en la ecuacion (6.9) del siguiente modo:
y(k) =Cx(k) (8.28)
En la figura 8.2 se muestra el diagrama de bloques de la estructura total del sistema de

control del robot, mediante la técnica de compensacion adaptiva en su conjunto que se
expresa por las ecuaciones (8.3), (8.19), (8.23), (8.27) y (8.28).

Parametros del sistema Perturbaciones
v PR RS
Dinamica ' i
Xn(K) inversa i | Motores |z(k) | Robotde f[:x(k) c y(k)
> sistema | Brushless —> 6G.L. —"): >
robotico Bt m———

K(k) Algoritmo de G(0)
N = (Optimo) [€—— identificacion €= H(0)
" G(k),A(k)] M.C.R.

'f p

. ox(K) .
0,k) 0,k) — + 0k),0k)

Figura 8.2 Diagrama del Sistema de Control con Compensacion Adaptativa.
Gréfica elaborada por el autor

8.5 Simulacién Grafica del Sistema de Control propuesto

La programacion y la simulacion de esta técnica de control se ha desarrollado y
elaborado utilizando el programa MatLab. Para esto se utiliza la ecuacion (8.3) de la

Dinamica Inversa del sistema para calcular el vector nominal u,(t). Para determinar los
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vectores de estados x(t) =[x,(t) X,(t)]" producto de la solucién de la Dinamica Directa

(6.7) del sistema, se ha empleado el método de Euler haciendo uso de las ecuaciones (6.12)
con el objetivo de emular la dinamica real del sistema (en vez de realizar la lectura de los
transductores del sistema), afiadiendo ademas perturbaciones permanentes de tipo
sinusoidal con el fin de obtener de forma mas real la simulacion de control de trayectorias
articulares del sistema robot. La identificacion del sistema se obtiene procesando las
ecuaciones (8.19) y luego se determina la ley de control haciendo uso de las ecuaciones
(8.23), (8.24) y (8.27), ademas se utilizan los datos numéricos del sistema situados en el

anexo Ay las ecuaciones dinamicas mostradas en el anexo B.

Para realizar la simulacion del método de control se han establecido funciones suaves
en el tiempo para 0<t<10seg. que representan los componentes del vector de posicién
articular nominal g (t) =6, (t) = 6, (t) = x,(t) , conformados con segmentos de funciones
trigonométricas y sus derivadas respectivas, las primeras derivadas conforman los
componentes del vector velocidad articular nominal d,,(t) =6, (t) =6, (t) =X, (t) y las
segundas derivadas conforman los componentes del vector aceleracion articular nominal
én (t) que se muestran en el capitulo 10, ecuaciones (10.10). En la figura 8.3 se muestran
las graficas que conforman la trayectoria articular &, (t) y velocidad articular ér (t) de
referencia.

Las graficas de las figuras consecutivas 8.4.a - 8.4.f conforman los componentes
individuales del vector articular de referencia 6, (), componentes del vector articular
controlado @(t) y del error de posicion articular de control entre éstos e,(t) =6, (t) —0(t) .
Las graficas de las figuras consecutivas 8.5.a - 8.5.f conforman los componentes

individuales del vector de velocidad articular de referencia ér (t), componentes del vector

de velocidad articular controlado 8(t) y error de velocidad articular de control entre éstos
€g(t) =ér (t)—6(t). Las graficas de las figuras consecutivas 8.6.a - 8.6.f corresponden a
los componentes del vector de control de articulacion nominal u,(t) =u,(t) y del vector
de control real u(t) =v.(t) que se aplican a los amplificadores de los motores actuadores,

los cuales generan las variables de torsion articular z(t) para ser aplicadas a las

articulaciones del manipulador robatico.
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Variables de posicion y velocidad articulares de referencia
2[‘][‘] T T T T T T T T T _]

000 \_/t(seg)
-100 F . -
200 Hrl(ow i

240
120

/X '
000 /_B‘\ w—\ t(seg)
i Wo

EEE: 9 10

300F 6:3() f{i:::h;:hk\\\\
150
000 w&“ &\\j@ t(seg)
150 |

N _

-300 ! ! ! ! ! ! ! !

54{] - T T T T T T T T T =
270

000 t(seg)

270 ‘
°
540 1 1 1 1 1 1 HM’( |/S) 1 1
0 1 2 3 4 5 6 T 8 g 10
480 F ' -

: TN
UUU />‘\ /)\5 t(seg)
_240 \->U \7{/ \-7U \)V

-480
0 EI

600

000 t(seg)
EAVAVAVAVAE

'EUU - 1 | | | | | | | | -
0 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10

Figura 8.3 Variables de referencia de posicion y velocidad articulares: ﬁ@r ®y é?r ®).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Posicion Articular Controlada @, (t)

180° -
120° -
60°

oo®

/

60° \_/ — (1)

-120° ¢
-180°

t(seq)

2 3 4 5 B 7 B 9

Error de Posicion Articular ey (t)

10

1.8°

1.2° ¢
0.6
l

0.0°

€gr(t) = 01 (1) - 61(1)

0.6 |
-1.2°

t(seg)

Figura 8.4.a Variables de la posicion articular No 1: 6,,(t), 6,(t) y ey (t).

Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Posicion Articular Controlada 6, (t)

EU“ E T T T T T T T T T |
00° LN, VAL t(seg)

_EU“ _\/ .

-120° Hoalt] |

-180° .

Haifl
'24[]“ C | | | | | | | 1 | 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Error de Posicion Articular e, (t)

1.0°F .

045" -
t(seg)

-1.0° F
-1.5°

0.0°
0.5° (\/

N

€92 (1) = Or2 (1) - 6 (1)

2 3 4 b B 7 B 9

10

Figura 8.4.b Variables de la posicion articular No 2: 6,,(t), 6,(t) y eg,(t) .

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Posicic’)n Articular Controlada 493 (t)

24[]“ - T T T T =
gl I
180° .
H

120° att) .

60" -
00 ~ t(seg)

'EUD C | | I | | I | 1 | ]

0 1 2 3 4 5 B 7 B8 9 10

Error de Posicion Articular egs (t)
2-4:' i T T T T T T T T T |
16°k €p3(t) = Or3(t) - O3(t) 1

N N N Al

-1 B° 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 b B 7 B 9 10

Figura 8.4.c Variables de la posicion articular No 3: 6,5(t), 65(t) y ey5(t) .
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Posicion Articular Controlada 6, (t)
1EUD L T T T T T T T T T ]

120° | ral?) §
60" F /\r fylt] i
0oe /\t(seg)
ARV
120° | i

180° £ . :
0 1 9 10

Error de Posicién Articular 994 (t)
200 .
1.0°F .
0.0°

_ t(seg)
2.0° e94(t) Ora(t)-04(t)

S3.0°F ! ! N
0 1 2 3 4 5 E T 8 g 10

Figura 8.4.d Variables de la posicion articular No 4: 6,,(t), 6,(t) y eg4(t) .
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Posicic’)n Articular Controlada 495 ®)

160° '

100° -
s0°F

oo®
50"
-100°
-150°

3.0°

20°F

1.0°
0.0°
-1.0°

207

NN N

He [t 4

i,..-I I

VLV %

g

Error de Posicion Articular egs (t)

9

10

l

eps(t) = 6,5 (t) - G5 (1)

t(seg)

0

AT ANANWA
VYV

10

Figura 8.4.e Variables de la posicion articular No 5: 6,5(t), 65(t) y egs(t).

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

180°
120°
60"
0°
-60°
-120°

-180°
0

3.0°F
20°F
1_EI“ -

0.0°

107k
207

Posicion Articular Controlada 6 (t)

AN N

it

i)

Yeall) ]

6t

t(seq)

VY VY

Error de Posicion Articular e% (1)

/\996 (t) = G,6(t) - G (t)/\

\/\/\/\/\/

t(seg)

10

Figura 8.4.f Variables de la posicion articular No 6: 8,4(t), G5(t) ¥ ey (t).

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Velocidad Artlcular Controlada 01 ®
160°/s | '

ol /\ /\
[][]“.-fs t(seg)
-BU“.-’S s iy(t) .
-160%s | -
_— H it
1

'240“."15 » L L 1 .
0 1 2 g 10
Error de Velocidad Articular ég (t)
E.Uu."lﬁ T T T T T T T T T
0.0%s M‘vﬂwhﬁﬁv ~———<— t(seg)
6.0%s {/ _ _ -
2o 1 (0) = 6 () - 61 ) 1
é = -

48.0%s | 01 rl 1 )
24 0%s b 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 g B 7 8 g 10

Figura 8.5.a Variables de la velocidad articular No 1: érl(t) : él(t) y €,(1).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Velocidad Articular Controlada 92 (t)

24[]“{’5 [ T T T T T T T - T T ]
i zl it
160°%s -
a0%s + zl | =
00%/s t(seg)
-BU".-"S | \/ |
-160%s | -
240%s | , , -
] 1 ?' B g 10
Error de Velocidad Articular é,, (t)
24_0“_,!’5 - T T T T T T T T T ]
18.0%s . ; ; -
; 692 (1) = 02 (1) - 6 (1)
12.0%s | -
6.0%s -
U_uu_."a - r"" hvﬁw/\-’-\w—— f\h-._.—n-.‘ t(Seg)
_E_Uﬂ.ln'g 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 1 2 3 4 5 6 7 g g 10

Figura 8.5.b Variables de la velocidad articular No 2: érz(t) , 92 (1) y éy ().
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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300%/s
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Figura 8.5.c Variables de la velocidad articular No 3: érS(t), 93(t) y €,5(1).

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.5.d Variables de la velocidad articular No 4: ém (1), 94 () y éy,(t).

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.5.e Variables de la velocidad articular No 5: é?rs(t) : 95 () y éy5(1).

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.5.f Variables de la velocidad articular No 6: 6,(t), 5(t) Y €46 (1).

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.6.a Variables de control de la articulacion No 1: u,, (t), uy(t) =V, (1), 7y ().
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.6.b Variables de control de la articulacion No 2: u,, (t), U, (t) = v, (t), 7, ().
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Voltaje de Control v4(t) que activa aI motor 3
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Figura 8.6.c Variables de control de la articulacion No 3: up3(t) , uz(t) =vca(t), z5(t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.6.d Variables de control de la articulacion No 4: up4 (t), us(t) =ve4 (1), 74(t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.6.e Variables de control de la articulacion No 5: up5(t) , ug(t) =vcs(t), z5(t) .
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.6.f Variables de control de la articulacion No 6: upg(t), Ug(t) =V (t), 74(t).
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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En la figura 8.7 se muestran las graficas que representan a las trayectorias cartesianas

tridimensionales, referencial p, (q(t)) (igual que la gréafica de la figura 2.15) y controlada
p(q(t)) (de forma indirecta), que realiza el efector final del robot en el tiempo con
respecto del sistema referencial XyYyzy. En la figura 8.8 se muestran las componentes
cartesianas de la trayectoria espacial p(t) =[py(t) py (t) pz(t)]T respecto del referencial
base XyYpzp obtenidas mediante la ecuacion (2.22.d). En la figura 8.9 se muestran las
componentes cartesianas de la velocidad lineal Vv(t)=[v,(t) v, (t) vz(t)]T respecto del
referencial base XyYpz, obtenidas mediante la ecuacion (3.7.a). En la figura 8.10 se
muestran las componentes cartesianas de la velocidad angular e (t) =[w, (t) oy (t) @, (t)]T

respecto del referencial base X,Yyz, obtenidas mediante la ecuacion (3.7.b). En la figura

8.11 se muestran las graficas de las velocidades cartesianas absolutas tanto velocidad lineal

v(q(t)) = X/vf (t)+vg(t)+v7(t) como velocidad angular w(g(t)) = \/wf (t) + @5 (t) + f (t)

del efector operacional del robot respecto del sistema referencial base XqYqZg -

Posicion P(g) en 3D

-

z (m)

Figura 8.7 Trayectoria cartesiana P(t) tridimensional del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.8 Desplazamiento lineal cartesiano p(t) del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.9 Velocidad lineal cartesiana v (t) del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Coordenadas Cartesianas de Velocidad Angular o (t)
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Figura 8.10 Velocidad angular cartesiana @ (t) del efector final del robot.

Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 8.11 Velocidades absolutas lineal v(t) y angular w(t) del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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8.6 Analisis de los resultados obtenidos mediante la Simulacién Gréfica

De acuerdo a las graficas mostradas en las figuras 8.4 se observa que las trayectorias
articulares controladas en el tiempo &(t) siguen realmente en su totalidad y de forma
simultanea a las trayectorias articulares de referencia 6, (t) presentandose variables de
error de magnitud articular tanto en régimen transitorio como en régimen permanente
ey (t) =0, (t)—0(t) entre los margenes pre-establecidos. Las graficas que se presentan en

las figuras 8.5 muestran también que las variables de velocidad articular 8(t) se aproximan

cercanamente a las variables de velocidad deseadas ér (t) origindndose el error temporal

entre éstas é,(t) = ér (t)— () dentro de un margen admitido; los errores e, (t) y €,(t) son
manejables dependiendo de las aplicaciones del robot, ajustando adecuadamente los
valores de las matrices de ponderacion Q y R de la funcidon de costo de la ecuacion

(8.21); estos errores pueden reducir de magnitud con la contraparte de que las magnitudes
de las sefiales de control aumentan sobre todo en los cambios grandes de las variables

articulares de referencia.

Las graficas que se presentan en las figuras 8.6 muestran las variables de control v, (t)

que se generan al ejecutar los algoritmos dinamicos de control en el procesador digital,
estas sefiales se aplican a la entrada de los amplificadores de potencia de los respectivos
motores con valores admitidos dentro de los margenes establecidos, las magnitudes de
estas sefiales se pueden ajustar también variando las ganancias de los amplificadores de
potencia. En las figuras 8.6 también se muestran las graficas que corresponden a las

torsiones z(t) generadas por los motores para accionar a las articulaciones del robot segln
los efectos dindmicos del sistema y asi conseguir que el efector final del robot realice

estrechamente las trayectorias articulares requeridas &, (t) con sus respectivas velocidades

articulares 6, (t).

En la tabla 8.1 se muestran los valores maximos y minimos de las variables de
articulacion (), de las velocidades articulares 4(t), de los errores de articulacién e, (t)
de los errores de velocidad articular €,(t), de las variables de control v.(t) y de las

variables de torsion z(t) correspondientes a las seis articulaciones del robot manipulador

propuesto.
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Tabla 8.1 Resultados obtenidos al aplicar el método de control: Compensacion Adaptiva.

Articulaciones

Variables, 1 2 3 4 5 6
omax(°) | 179.9241 | 45.0477 | 224.9620 | 164.9870 | 135.1017 | 165.0350
omin(°) | -179.9652 | -225.0256 | -44.9893 | -165.0829 | -135.1697 | -165.0981
e, max (°) 0.9975 | 1.0505 11164 | 20858 | 19646 | 2.5621
e,min(°) | -1.0824 | -0.8970 | -1.3130 | -2.2625 | -1.9723 | -2.4517
fmax(°/s) | 184.9143 | 244.6399 | 284.8033 | 443.9376 | 428.5151 | 553.7048
fmin(°/s) | -227.1361 | -240.2126 | -287.5022 | -520.1987 | -425.5860 | -551.1955
¢,max(°/s) | 28543 | 44259 | 6.0547 | 116761 | 11.8304 | 15.9782
é,min(°/s) | -36192 | -3.7500 | -5.8527 | -8.6716 | -10.8688 | -14.1184
u max(V) | 117909 | 11.5986 | 11.3949 | 11.5022 | 11.7064 | 11.9871
umin(v) | -11.2809 | -11.7975 | -11.2499 | -10.5663 | -11.3249 | -11.6841
rmax(Nm) | 28.0875 | 70.8598 | 25.3527 | 4.3884 | 4.0412 | 0.1740
rmin(Nm) | -28.6719 | -75.3584 | -23.4317 | -4.3902 | -4.3017 | -0.1524
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CAPITULO 9
SISTEMA DE CONTROL OPTIMO ADAPTIVO AUTOSINTONIZABLE f+

9.1 Introduccioén

El control adaptivo en general ha demostrado una gran potencialidad en diversos
campos de aplicacién del control automatico y la generalizacion de las aplicaciones de
microprocesadores ha facilitado enormemente su utilizacion en el control de una gran
variedad de sistemas. En Robdtica, la aplicacion de control adaptivo se presenta como una
de las mas prometedoras técnicas actuales y los resultados obtenidos tanto en simulacion
digital como en experimentaciones reales han demostrado la viabilidad de su utilizacion

practica y sus excelentes caracteristicas de funcionamiento.

La gran complejidad y la naturaleza no lineal del comportamiento dinamico de la
estructura mecanica articulada de un manipulador robético, unida a la variabilidad de las
condiciones de operacion, ha conducido al planteamiento de estrategias de control que
eviten la dependencia directa de la formulacion dindmica del sistema, permitiendo, sin
embargo, un comportamiento uniforme en una amplia gama de situaciones operativas del

manipulador robotico.

El control adaptivo Autosintonizable o por autoajuste de parametros aplicado a un
robot asume que el sistema fisico puede ser formulado en cada condicidn operativa por un
modelo lineal autorregresivo de estructura fija y con parametros dependientes de dicha
condicion. El sistema de control incluye un mddulo que estima los pardmetros del sistema
a partir de las sefiales de control (voltaje aplicado a los motores actuadores) y de la lectura
de posicion y velocidad articulares en tiempo real mediante los transductores, denominadas
variables de estado, formulando asi instantaneamente un “Modelamiento Dinamico
Linealizado ” equivalente del sistema para aplicar alguna ley de control lineal multivariable
que describa el funcionamiento del sistema robot. Esta técnica se puede aplicar eficaz y
potencialmente para controlar la trayectoria espacial cartesiana o articular del efector

operacional de un robot.

+1 Método propuesto y desarrollado por el autor



9.2 Planteamiento del método de control

El sistema de control adaptivo Autosintonizable multivariable aplicado al sistema

robotico realiza ciclicamente una secuencia de procedimientos que esta constituida por un

algoritmo que consta de la lectura de los transductores, identificacion de parametros del

sistema, integracion del vector de error de posicion articular, sintesis de la ley de control y

la accion del controlador éptimo proporcional integral. Esta secuencia se lleva a cabo en

cada instante de muestreo de tal forma que los parametros del sistema motor-robot y los

coeficientes del controlador se modifiquen o se adapten iterativamente hasta que alcancen

valores estacionarios en el caso de condiciones invariantes del sistema.

En consecuencia, el Sistema de Control Adaptivo Autosintonizable para el manipular

propuesto esta constituido por cuatro elementos fundamentales:

a

La identificacion de parametros del sistema robdtico, mediante el algoritmo del
“Método de Minimos Cuadrados Recursivo”, en funcion del vector de control y del
vector de estado medido mediante transductores del sistema controlado en cada
instante del tiempo, estima la dindmica a través de la determinacion del conjunto de

parametros de un modelo estructural preestablecido.

El uso de integradores de adelanto del vector del error entre el vector de posicion de
referencia y el vector de posicion articular real del robot, esta accién permite anular o
reducir significativamente los errores presenciales de modelamiento, incertidumbres

intrinsecas, perturbaciones, ruidos de medicion, etc. presentes en el sistema robot.

El disefio del controlador digital que se realiza en cada paso de la iteracion para
generar la accion de control 6ptimo proporcional-integral (PI), de paso mejorado a
partir del vector de la consigna y del vector de respuesta del sistema, es decir se realiza
la evaluacién dinamica (adaptacion) de los pardmetros del controlador 6ptimo Pl en

linea empleando el vector de estado del robot medido en cada instante de tiempo.

La implementacion del algoritmo de control, haciendo uso de los parametros del robot
suministrado por el algoritmo de estimacion y los parametros del controlador se

determina la accién mediante la ley control.

El Sistema de Control Adaptivo Autosintonizable aplicado a la estructura articulada y

compleja como es un manipulador, se plantea como un sistema de control no lineal Unico

multivariable que actta sobre todas las articulaciones de la estructura mecénica del robot
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(incluyendo actuadores y transductores), considerando de esta manera el acoplamiento
total de la interaccion de todas las variables fisicas y los efectos no lineales involucrados

en el sistema motor-robot.

En la figura 9.1 se presenta mediante un diagrama de bloques general la estructura

general del sistema de control adaptivo Autosintonizable.

G(k), H(K)

Algoritmo de

N Identlf!cauon -
de parametros

M. C.R.

Perturbaciones

rk) _ e(k) Iggegrr?gro gis &) | controlador u(k) Sistma x(K) - y(K)
> posicion == “gptimo Pl [~ robstico [ 1 L]
T 0(k), 0(K)
0(k)

Figura 9.1 Esquema general del Sistema de Control Adaptivo Autosintonizable.
Gréfica elaborada por el autor

La formulacion de la Dindmica Inversa del sistema motores-robot expresada en la

ecuacion (6.5) se vuelve a expresar de forma general, estructurada y vectorial como sigue:
u=M(a)d+£(q,9)+I'(q)+P(q)+d(t) (9.1)

Considerando el modelamiento fisico del sistema actuador-robot expresado mediante
la ecuacién (6.8) se puede escribir la Dinamica Directa del sistema como una expresion
vectorial no lineal variante en el tiempo, con la accion de las perturbaciones y presencia de

incertidumbres de la siguiente forma:
X(t) = f(x(t), u(t),d(t)) (9.2)

La ecuacion (9.2) que expresa la Dindmica Directa del sistema también se puede

expresar mediante variables de estado de la siguiente forma:

= “ }
X=| . = -1 (9.3)
X, | | M7Hxg) [u®) — Q) — I'(x,) —D(x,) —d (1)]
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De la ecuacion dinamica (9.2) o de la ecuacion de estado (9.3), el vector de estado
x(t) se define por x(t) =[x, (t) X,(t) ]" =[a(t) a)]", el vector de control u(t) =v,(t) y
el vector de perturbacion d(t) del sistema, no es medido por tanto no es determinado, pero
usando este método de control se incluye su efecto en el sistema a pesar que no se puede
medir. La dindmica del sistema robético se puede formular mediante un modelo lineal
variante en el tiempo que sea equivalente al modelo dindmico de la ecuacion (9.2) en cada

instante de tiempo t, que en términos de los vectores de estado x(t) y de control u(t) se

expresa en el espacio de estados como:
X(t) = A(t) x(t) + B(t) u(t) (9.4)

Las matrices variantes en el tiempo A(t) y B(t) de la ecuacion (9.4) son las matrices

instantaneas de estado y de control respectivamente en tiempo continuo. Para la realizacién
del sistema de control en un procesador digital, es necesario que la dinamica del sistema de
la ecuacion (9.4) se expresa en tiempo discreto con un periodo de discretizacion T,
considerando que el tiempo se define como t=KkT, la cual se debe expresar como una
ecuacion lineal de estado en tiempo discreto en cada instante incluyendo inclusive el efecto

perturbador de la siguiente manera:
X(k+1) =G(k)x(K)+H((K)u(k) ; k=0,1,2,3, (9.5)

Las matrices G(k) y H(k) de la ecuacion de estado (9.5) de dimensiones 12x12 y
12x6 respectivamente, son matrices variantes en el tiempo y dependen tanto de la posicion
y de la velocidad instantaneas del manipulador a lo largo de una determinada trayectoria
articular, que estan variando con el tiempo asi como también los efectos perturbadores y de
las incertidumbres presentes en el sistema. Las matrices de la ecuacién de estado (9.5) se
pueden estimar mediante algin método de identificacion de parametros de un sistema

multivariable con comportamiento nolineal.

El vector de estado Xx(k) de dimension 12x1 de la ecuacion (9.5) se obtiene realizando

mediciones en cada periodo de tiempo T mediante los transductores de posicion y
velocidad articulares y el vector de control u(k) de dimension 6x1, es un vector de
manipulacion constante a tramos que se obtiene ejecutando el algoritmo de control a lo
largo del intervalo de tiempo t entre cualquiera de dos instantes de muestreo consecutivo

con kT <t<(k+1)T para accionar a los motores de las articulaciones del robot.
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9.3 Identificacion de parametros del sistema

Para disefiar el controlador digital del sistema manipulador se requiere que los
parametros de la ecuacion de estado (9.5) se conozcan en todo instante de tiempo t=kT por

lo tanto se deben conocer los elementos de las matrices G(k) y H (k) y establecer de esta

forma un método de obtener el vector de control u(k) del sistema que permita llevar en
todo instante al efector final a través de una trayectoria planificada, por lo que se debe

utilizar alguna técnica de identificacion de parametros para estimar las matrices G(k) y

H (k) de la dindmica del sistema.

Para identificar y estimar los parametros de la dindmica discreta del sistema robot se
puede aplicar satisfactoria y eficazmente el algoritmo de identificacion paramétrica de
Minimos Cuadrados Recursivos (MCR), debido a la practicidad y la sencillez de la
implementacion en un procesador digital, para identificar los parametros contenidos en las

matrices G(k) y H (k) que conforman la ecuacion de estado (9.5).

En el esquema de identificacion de parametros, se hacen las siguientes hipotesis:

a) Los parametros del sistema presentan una velocidad de variacién mas lenta que la

velocidad de adaptacion.
b) El ruido de medida del vector de estado es despreciable.

c) Las variables del vector de estado x(k) del sistema son medidas en cada periodo de

muestreo.

Para aplicar el algoritmo de Mimicos Cuadrados Recursivo en la identificacion de
parametros del sistema expresado mediante la ecuacion (9.5), es necesario disponer de
ecuaciones apropiadas. Aplicando la transpuesta a las matrices y vectores de la ecuacion
(9.5) y agrupando de forma conveniente se obtiene una ecuacion transpuesta de estado del

sistema equivalente expresada como: (*)

G' (k)

X" (k+1) = [xT (k) u' (k)]{H )

} ;k=0,1,2,3, ... (9.6)

La ecuacidn transpuesta (9.6) se puede simplificar y escribir en una forma compacta

de la siguiente manera:

X' (k+1) =y (K)AK) 9.7)
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El vector w(k) de dimension 18x1 de la ecuacion (9.7) involucra al vector de estado
x(k) vy al vector de control u(k) de la ecuacion (9.6) en el instante k-ésimo y se puede

definir como:

w () =[a®) k) - xp®K) uk) - ugk)] (9.8)

La matriz 4(k) de dimension 18x12 de la ecuacion (9.6) involucra a los elementos a
estimar (desconocidos) del sistema tanto de la matriz G(k) como de la matriz H(k) y se

escribe explicitamente como:

_91,1(k) 912,1(")_

G' (k)| |9112(K) - D1222(K)
k) = =
A(k) |:HT(k):| (k) - hyas(k)

| hg(k) - hppg(K) |

La matriz de pardmetros del sistema A(k) de la Gltima expresion también se puede

expresar como sigue:
AK) =[ay (k) ay(k) - agp(K)] (9.9)

El vector «; (k) de dimension 18x1 de la i-ésima columna de la matriz 4(k) que esta

definida en la ecuacion (9.9) representa el vector de parametros desconocidos de la i-ésima
expresion escalar de la ecuacion de estado (9.5) de la dindmica del sistema en el instante

t =kT y se puede expresar como sigue:

@' (K)=[gi1K) - Gin® hik) - hg®]: i=12,-,12 (9.10)

La i-ésima fila de la ecuacion de estado (9.5) del sistema expresa la i-ésima ecuacion

diferencial del sistema y se puede expresar en términos de w(k) y de «; (k) como sigue:

Xik+D) =y K)o (k) ; i=12,--,12 (9.11)

Con la ecuacion (9.10) se desea identificar los parametros de cada columna de la

matriz A(k) basandose en el vector de medida w(k). Para realizar el algoritmo de

estimacion de parametros por el método de Minimos Cuadrados Recursivo la ecuacién

(9.11) se puede escribir como:
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x; (k1) =T (K)&; (k) +ei(k); i=12, 12 (9.12)

El vector a;(k) de dimension 18x1 expresado en la ecuacion (9.12) representa al
vector estimado del vector a;(k) de la ecuacion (9.11) y e;(k) representa el error de
estimacion del vector a;(k) debido al ruido, perturbaciones, incertidumbres, etc. y se

deduce de la ecuacion (9.12) del siguiente modo:
& (K)=x;i(k+D)—p' (Ka;(k); i=12:-,12 (9.13)

El algoritmo de identificacion de parametros por el método de Minimos Cuadrados
Recursivo, se determina minimizando el error ponderado exponencialmente, colocando
mas peso sobre los errores al cuadrado de las medidas mas recientes, mediante la ecuacion

escalar siguiente:

k
Jik)=> p* e (j) = E] (K)E; (k) (9.14)
j=0

El vector de error E; (k) se puede expresar del siguiente modo:

£ (k=[P ai(0) Vo' ai(1) - (k)] (9.15)

El escalar p es el factor de olvido comprendido en el rango 0< p <1 donde k >18 es
el nimero de medidas que se utilizan para realizar la estimacién del vector de parametros
estimados «; (k).

Para minimizar el error en la ecuacién (9.13) se deriva la ecuacion (9.14) con respecto
al vector de parametros desconocido «; (k) y utilizando el lema de inversién matricial se

obtiene un esquema de identificacion por el método de Minimos Cuadrados Recursivo

(MCR) que permite calcular el vector a; (k). Después de realizar algunas manipulaciones

algebraicas se obtienen las siguientes ecuaciones:

i (k+1) = (k) + 7 (k) (K (k) & (K) (9.16.2)
r®) = o+ QI KO) (9.16.b)
11(k+1) = 1K)~ (k)T Ry ()" KT (K) (9.16.0)
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La matriz IT(k) es definida positiva simétrica de dimension 18x18 y se denota asi:
k) =pl¥" K¥PE]

La matriz ¥ (k) = [W(O) v(@d) - y/(k)] se compone de las mediciones vectoriales
hasta el instante actual k-ésimo. Si el error e;(k) se distribuye idénticamente de forma
independiente con media nula y varianza ¢®, IT(k) se puede interpretar como una matriz de
covarianza de estimacion si p se escoge como o’. La matriz I7(0) se puede iniciar

escogiendo los valores de 171(0) = al 15 ; el escalar a es un valor suficientemente grande.

Para inicializar la ecuacion de recursion (9.16.a) es necesario conocer el vector inicial
a; (0) . Esto es posible conociendo los valores de las matrices iniciales G(0) y H(0) de la
ecuacion (9.4) evaluadas en k =0, para esto se deben conocer las matrices iniciales A(0)
y B(0) de la ecuacion (9.4) en el tiempo t =kT =0 y esto es posible conseguirlo cuando

el robot se encuentre detenido en un determinado punto espacial, en reposo v sin efecto de

perturbaciones con los vectores de tiempo inicial u(0) y x(0) completamente conocidos.

La ecuacion de la dinamica del sistema expresada por la ecuacion (9.2) suponiendo
conocida en estos puntos, se puede linealizar aplicando la expansion de Taylor alrededor

de los vectores u(0) y x(0) considerando Unicamente los términos lineales como sigue:

X(t) = f(X(O),U(O))Jra—i f(X(O),U(O))(X(t)—X(O))Jr% f(x(0),u(0))(u(t)-u(0)) (9.17)

La ecuacion (9.17) se puede simplificar y expresar mediante una ecuacion de estado

linealizada como:
X(t) = x(0) + A(0) ( x(t) - x(0)) + B(0)(u(t) - u(0)) (9.18)

Las matrices A(0) y B(0) de la ecuacidon (9.18) son matrices jacobianas que se

relacionan con la ecuacion (9.17) del siguiente modo:
0 0
A(0) =— f(x(0),u(0)) , B(0)=— f(x(0),u(0))
OX ou

En un punto espacial donde los vectores u(0) y x(0) son conocidos y el robot esta en

reposo con ausencia de disturbios, se deduce que la derivada del vector de estado es

x(0) =0 y también el vector velocidad x,(0) =0 por lo tanto los términos dindmicos de
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acoplo de velocidad y de friccion en t=0 son £(x,(0), X,(0))=0 y @(x,(0)) =0,
entonces al evaluar la ecuacion (9.3) con estos valores se expresa Unicamente en términos

del efecto gravitatorio por la presencia de energia potencial como:

0 0
M i [M*(xl(O» [u©) - r(x1<0))]} (3.19)
De la ecuacion (9.19) se deduce que en un punto de reposo se cumple la relacion:
u(0) = I'(x1(0))
Conocidas las matrices iniciales A(0) y B(0) se obtienen las matrices G(0) y H(0)

empleando relaciones aproximadas de discretizacién como sigue:

G(O)~I+TA(O)+£A2(O) iA3(0) —A4(O) (9.20.a)

T2 T3 T4

HQ) = TB(O)+2—A(O)B(O)+3—A2(O)B(O) A3(O)B(0) (9.20.b)

Con los parametros estimados contenidos en el vector «;(k), se obtiene la matriz

global de pardmetros estimados A~(k) , por lo que la dindmica en el espacio de estados de la

ecuacion (9.7) despreciando los errores de estimacion e; (k) se expresa como:

X" (k+D) =y (K)A(K) (9.21)

En base de la expresion (9.21), la ecuacion (9.5) se puede expresar también de forma

aproximada como:
x(k +1) ;é(k)x(k)+ ﬁ(k)u(k) (9.22)

Las matrices estimadas G (k) y H (k) involucradas en la ecuacién (9.22) son variantes

en el tiempo y representan a los parametros del sistema motores-robot que se obtienen
mediante el algoritmo de identificacion de parametros en el instante de muestreo k-ésimo,

considerando el vector de error de estimacion e; (k) muy pequefio que se puede despreciar.

La ecuacion de la respuesta del sistema de control en tiempo discreto con pardmetros

estimados, considerando la ecuacion (6.9) se vuelve a escribe como:

y(k) =C x(k) (9.23)
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9.4 Representacion Dindmica del Sistema incluyendo Integradores

En vista de que el sistema motor-robot estd afectado por sefiales de ruido, variables de
perturbacion, incertidumbres, asi como los errores que se cometen en la estimacion de
parametros que afectan a la respuesta dinamica del sistema de control de lazo cerrado, por
ello, se deben incluir integradores para disminuir la desviacion de la respuesta producida
por estos efectos. En este caso se ha optado por elegir Integracion Rectangular en adelanto

en tiempo discreto (accién rapida) que se puede formular de la siguiente manera: (*)
e(k)=e(k—=2)+e(k) =&k —1) + (r(k) — y(k)) (9.24)

El vector e(k) =r(k)—-y(k) =q,(k)—q(k) representa el error entre el vector de
variables articulares de consigna q, (k) y el vector de variables articulares de respuesta
real q(k). El vector &(k) de dimensién 6x1 representa la acumulacién del vector de error
de posicion articular e(k) a medida que transcurre el tiempo.

Adelantando un periodo de muestreo T, la ecuacion (9.24) se modifica y se puede

escribir de forma equivalente como:
ek+D)=ek)+r(k+1)—-yk+1) (9.25)
Manipulando adecuadamente las ecuaciones (9.22), (9.23) y (9.25) se obtiene la
ecuacion de diferencias del integrador como sigue:

e(k+1) =e(k)—C x(K+1) +r(k+2)
e(k +1) = —~CG (k) x(K) + &(k) — CH (k) u(k) + r(k +1) (9.26)

Combinando adecuadamente las ecuaciones (9.22) y (9.26) se obtiene un sistema de
control que se puede expresar en el espacio de estado, con el vector de estado ampliado

mediante una ecuacion dindmica matricial de la siguiente manera: [22]

{x(k +1)} { G (k) o“x(k)}{ H (k) }u(k) +Hr(k +1) (9.27)
ek+1) | |-CcGk) 1|le®) | |-CAK) '
Asi mismo, haciendo uso de la ecuacion (9.23) se obtiene la ecuacion de respuesta del

sistema ampliado de la siguiente manera:

(9.28)

k
wo-lc o
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Las ecuaciones (9.27) y (9.28) se pueden simplificar y representar de forma compacta

en un espacio ampliado de estados de dimension 18, considerando que el vector r(k +1) de
tipo escalon en adelanto es la consigna y al que el vector de respuesta y(k) =q(k) debe
seguir dindmica y constantemente mediante la accion del vector de control u(k). Por lo

tanto a las ecuaciones fisicas del sistema robdtico con parametros estimados en su conjunto

representa a un sistema de seguimiento a variables tipo escalon r(k+1) que se puede

expresar mediante las siguientes ecuaciones:
x(k +1) = G(k) %(k) + H (K) u(k) + Hr (k +1) (9.29)
y(k) = C X(k) (9.30)

El vector de estado X(k) y las matrices involucradas en las ecuaciones compactas

(9.29) y (9.30) se definen y se expresan respectivamente de la siguiente manera:

. K : : :

x(k) = {X((k))} , €s el vector de estado ampliado de dimension 18x1
&

. [ Gk) © . . o

G(k)= ~ , €s la matriz de estado ampliado de dimension 18x18
—CG(k) 1

. [ H(K) . . o

H(k) = o «) , es la matriz de control ampliado de dimension 18x6

H=[0 o I]T , es la matriz de referencia ampliada de dimension 186

C= [ 0 0], eslamatriz de respuesta ampliada de dimension 6x18

9.5 Vector de Control Optimo Cuadratico Proporcional Integral

La ecuacion de control que permite realizar las trayectorias articulares del robot, cuya
dindmica linealizada en el instante kT se expresa en la ecuacion (9.29), se plantea como

sigue:
u(k) = —K (k) x(k) + K, (k) &(k) (9.31)

La matriz variante en el tiempo K (k) de dimensidén 6x12 representa la ganancia de

realimentacion de los estados o variables mecanicas fisicas, mientras que la matriz K, (k)
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de dimension 6x6 también variante en el tiempo, representa la ganancia de la integracion

del vector de error g(k).

La ecuacion (9.31) se puede escribir en forma ampliada para compatibilizar con las

ecuaciones (9.27) y (9.28) de la siguiente manera:

(9.32)

k
uk) =-[K(K) —K, (k)]{x( )}

&(k)

La ecuacion de control (9.32) del sistema linealizado, para compatibilizar con las

ecuaciones (9.29) y (9.30) se puede escribir como:
u(k) = —K (k) X(k) (9.33)

La matriz de adaptacion ampliada K(k)=[K(k) =K, (k)] de dimension 6x18,
variante en el tiempo de la ecuacion (9.33), representa la ganancia Proporcional-Integral

del sistema de control y se determina de tal modo que la matriz K (k) sea Optima.

La ecuacion (9.29) representa la dinamica de un sistema de control de seguimiento a

una sefial de referencia r(k). Para determinar un vector de control éptimo u(k) segln la

ecuacion (9.33) se puede convertir el sistema a uno de regulacion anulando el vector de

referencia, es decir r(k+1) =0 para obtener la solucion homogénea, debido a las

condiciones iniciales por lo tanto la ecuacion (9.29) se expresa como.
x(k +1) = G (k) X(k) + H (k) u(k) (9.34)

Las ecuaciones (9.33) y (9.34) describen la dinamica de un sistema de regulacion por
lo que se puede disefiar una ley de control segin la ecuacion (9.33) para conseguir que el
vector de estado X(k) tienda asintéticamente a un punto de equilibrio en el espacio de

estado a una velocidad suficientemente alta. Esto se puede lograr obteniendo un vector de

control éptimo u(k) que minimice la funcion de coste J(k) denominado también indice

de rendimiento que al mismo tiempo satisfaga las ligaduras de la ecuacion matricial (9.34)
J(K) =; X" (K +1)QX(k+1)+u" (k) Ru(k)] (9.35)

El objetivo del control éptimo es minimizar la funcion J(k) para que el vector de

estado X(k) (posicion y velocidad) tienda a un punto de equilibrio coordinado por paso
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mientras que al mismo tiempo se impone un coste a la utilizacion del esfuerzo para la ley
de control u(k). La matriz de ponderacion ampliada y estacionaria de estados Q en el
tiempo de dimension 18x18 debe ser definida positiva o semidefinida positiva y la matriz
estacionaria R de dimension 6x6 debe ser necesariamente definida positiva.

Reemplazando la ecuacién (9.34) en la ecuacion (9.35) se vuelve a obtener la funcion

de coste J(k) en términos de las matrices de valores estimados é(k) y H (k) como sigue:
J(k) = ;{[XT KG K+u K HT (k)]d [G K) XK+ H (K) u(k)]+ u' (KR u(k)} (9.36)

La solucidon de control 6ptimo u(k) que minimice la funcién de coste J(k) en la
ecuacion (9.36) se determina derivando a esta funcion J(k) respecto del vector u(k) y se

obtiene:
uk) =[R+HTKQHT (I *HT (k)QG(K) X(K) (9.37)

De la ecuacion (9.37) se deduce la matriz K(k) Optima, obtenida en un paso y

variante en el tiempo que se muestra en la ecuacion (9.33) la cual representa la ganancia

del vector de estado X(k) y se expresa como:
; AT aNA T LT AR
KKk) =[R+AT QAT W] HT K)QG(K) (9.38)

Las matrices Q y R de la funcion de coste de las ecuaciones (9.35) o (9.36) son

estacionarias (constantes) y no garantiza la optimabilidad, adaptabilidad y estabilidad del

sistema al variar la dinamica del sistema robotico en el tiempo, por lo que se opta por
adaptar la matriz K(k) para sea dependiente de la dindmica del movimiento del robot.

Para esto se propone un Controlador Optimo de Paso Mejorado que consiste en seguir los

siguientes pasos: (*)

a) Obtener la ecuacion de estado en el punto de equilibrio inicial esto es parak =0
b) Proponer una funcion de coste o indice de rendimiento para la condicién inicial.
c) Minimizar el indice de rendimiento de condicién inicial con un esfuerzo éptimo.
d) Solucionar la ecuacion de Ricatti para esta condicion estacionaria.

e) Calcular la matriz de ganancia 6ptima estacionaria para esta condicion.

f)  Actualizar la solucidén de Ricatti en el tiempo en cada paso iterativo.
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Definiendo las matrices iniciales estacionarias éo =é(0), I:IO = I:I(O) y siguiendo

los pasos anteriores se plantea la ecuacion de estado alrededor del punto estacionario o de

reposo a partir de la ecuacion (9.34) de la siguiente manera:
X(k +1) =Gy x(K) + Ho u(k) (9.39)

Teniendo en cuenta que alrededor del punto de estado estacionario del sistema, en un
punto inicial determinado expresado mediante la ecuacion (9.39), se debe controlar
mediante un regulador 6ptimo cuadratico minimizando el indice de desempefio J, el cual se

modifica y se expresa de la siguiente manera:
- % 3 IKT (0 Q %(K) + T (k) Ru(k)] (9.40)
k=0

Al implementar el controlador 6ptimo en estado estacionario (invariante en el tiempo)
alrededor del punto de equilibrio se requiere minimizar la funcion del indice de
rendimiento J y como consecuencia, se debe solucionar la siguiente ecuacion de Ricatti en

tiempo discreto: [22]
ISO :é+ég ISO éo —é(-)r FA)O Ho [R+ Hg PO Ho]_l Hg PO GO (941)

En el estado de equilibrio inicial, la matriz de ganancia en estado estacionario K, se

obtiene al solucionar la ecuacion de Ricatti (9.41) y se expresa mediante la siguiente

expresion:
. _ TR 111 AT B. &
Ko =[R+Hg Py Hol " Hg Py Gy (9.42)
Definiendo como matrices iniciales K(0) =K, y PO) = ISO, en base de la ecuacion

(9.42) se deduce que la matriz K(k) Optima variante en el tiempo de paso mejorado que
depende del movimiento del robot y representa la ganancia del vector de estado x(k) para

k >0 se expresa como: [*]
K(k)=[R+HT &) PEK) HK]THT (K)PK)G(K) (9.43)
Si se cambia la matriz constante Q de la ecuacion (9.38) por la matriz I5(k) variante

en el tiempo denominada matriz de covarianza, entonces la ecuacion (9.38) resulta ser la

misma que la ecuacion (9.43). La matriz F3(k) depende del tiempo con la dinamica
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cambiante del sistema y la actualizacién se realiza recursivamente con valor inicial
P(0)=Q de la forma siguiente:

P(k+D) =Q +GTKP(K)GK)-GT KPK)HK[R+HTKPKHK]LHT KPK)GK)

(9.44)

La ecuacion recursiva de Ricatti (9.44) para tiempo discreto, indica que al variar la

dindmica del sistema del motor-robot, la matriz F3(k) también varia permitiendo la mejora

de la adaptabilidad y optimabilidad del sistema. En el caso que los parametros del sistema
permanezcan constantes entonces se trata de un sistema de control éptimo cuadratico en

estado estacionario.

Con la matriz K(k) obtenida en cada instante de tiempo y reemplazando la ecuacion

de control (9.33) en la ecuacion de estado (9.29), se obtiene la ecuacién de estado del
sistema de lazo cerrado con variable de referencia tipo escaldén considerando el vector

r(k +1) =r(k) la cual se puede expresar como:
x(k +1) = [G(K) - H (K) K (K)]X(K) + Hr (k +1) (9.45)

La ecuacion compacta de estado (9.45) del sistema de lazo cerrado de forma explicita
y desarrollada con fines de implementacion y simulacion se escribe mediante la siguiente

expresion:

{x(k+l)}_ G)-HIK(K)  HK, (k) {x(k)}{o}(k) (9.46)
e(k+1) | |CHK)K(K)-CG(K) I-CHKK,(K)| ek)] |I '

La ecuacion de la respuesta del sistema de control ampliado es la misma que de la

ecuacion (9.28) o sea:

(9.47)

vk =[c 0][“”}

&(k)
El vector de control real u(k) que se desarrolla en el controlador digital que permite

activar a los motores actuadores del robot que se expresa en la ecuaciéon (9.32) con la
finalidad de realizar la implementacion o la simulacion se vuelve a escribir mediante la

siguiente expresion:

k
u(k) =—[K(k) -K, (k)]{:((k))} (9.48)
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En la figura (9.2) se muestra el diagrama de bloques de la estructura completa del
sistema de control de trayectoria articular del manipulador robético de seis articulaciones
propuesto, el cual es accionado por motores sin escobillas, aplicando el método propuesto
de Control Optimo Adaptivo Autosintonizable Multivariable incluyendo integradores de
error de posicion articular e identificacion de parametros del sistema actuador-robot, el

cual se encuentra expresado basicamente mediante las ecuaciones (9.16), (9.22), (9.23),
(9.25) y (9.33).

6. Ak |
Algoritmo de
| | (1ENTIfICACION | mm—
M. C.R.
G(0), H(O)T
QR 1100), p Perturbacion
A 4 l A —— * """ 1
Kk) [u®fi | Motores [e(k) | Robotde |ifx(r=1y(k)
(Optimo) ™| Brushless [~ | 6G.L [ ‘T

q(k), g(k)

q(k)

Figura 9.2 Diagrama del Sistema de Control Adaptivo Autosintonizable Multivariable.

9.6 Simulacion Grafica del Sistema de Control propuesto

La programacion y simulacion gréfica empleando la técnica o estrategia de control
Adaptivo Autosintonizable se ha desarrollado utilizando el programa MatLab. Debido que
se realiza la identificacion de parametros del sistema global actuador-robot mediante el
algoritmo de Minimos Cuadrados Recursivo se utilizan las ecuaciones (9.16) para obtener
de esta manera, las matrices con valores estimados y poder representar dindmicamente al

sistema motor-robot mediante variables de estado. Para determinar el vector de estados

x(t):[xl(t) xz(t)]T producto de la solucion de la ecuacion (6.7) del sistema se ha

empleado el método Runge-Kutta orden 4 haciendo uso de las ecuaciones (6.13) para
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obtener la solucién diferencial de la Dinamica Directa del sistema, con el objetivo de
emular la dinamica real del sistema (en lugar de realizar la lectura de los transductores del
sistema) y luego haciendo uso de la ecuacion (9.42) se determina la matriz estacionaria
Optima de realimentacion de estados, mediante las ecuaciones (9.41), (9.43), (9.44), (9.46)
(9.47) y (9.48) se procesa el algoritmo de control y luego se determina la ley de control
Optima extendida de la ecuacién (9.43) como variables de voltaje, actualizando la ecuacién
recursiva (9.44) de Ricatti, ademas, utilizando los datos numéricos de todo el sistema
descritos en el anexo A y las ecuaciones dinamicas del sistema escritas en forma de texto

presentadas en el anexo B.

Para realizar la simulacion del método de control se han establecido funciones
temporales suaves para 0 <t =KT <10 seg. que representan los componentes del vector
posicion articular referencial g, (t) =, (t), estas curvas estan conformadas con segmentos
de funciones trigonométricas con sus derivadas respectivas, las primeras derivadas

conforman los componentes del vector velocidad articular referencial ér (t) vy las segundas

derivadas conforman los componentes del vector aceleracion articular referencial ér ®
que se muestran en el capitulo 10, ecuaciones (10.10). En la figura 9.3 se muestran las
graficas que conforman la trayectoria articular 6, (t) y velocidad articular ér (t) de
referencia.

Las gréaficas de las figuras consecutivas 9.4.a - 9.4.f conforman los componentes
individuales del vector articular de referencia 6, (), componentes del vector articular

controlado é(t), del error de posicion articular de control entre éstos ey (t) =8, (t) - 6(t) y
de la integral del error de posicion articular en el tiempo Ieg(t) dt. Las graficas de las

figuras consecutivas 9.5.a - 9.5.f conforman los componentes individuales del vector de

velocidad articular de referencia 9r (t), componentes del vector de velocidad articular

controlado @(t) y error de velocidad articular de control entre éstos ep(t) :ér t)—0(t).

Las gréficas de las figuras consecutivas 9.6.a - 9.6.f corresponden a los componentes del

vector de control de articulacion referencial u, (t) y del vector de control real u(t) =v,(t)

que se aplican a los amplificadores de los motores actuadores, los cuales generan las

variables de torsion articular z(t) para ser aplicadas a las articulaciones del robot.

182



Variables de posicion y velocidad articulares de referencia
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Figura 9.3 Variables de referencia de posicion y velocidad articulares: ﬁé’r ®y ér ).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Posicion Articular Controlada @, (t)
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Figura 9.4.a Variables de la posicion articular No 1: 8,,(t), 6,(t), ey (t) y Iegl(t) dt.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.4.b Variables de la posicion articular No 2: 6,,(t), 6,(t), ey, () y Jegz (t)dt.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.4.c Variables de la posicion articular No 3: 6,5(t), 65(t), ey5(t) y Ie93 (t)dt.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.4.d Variables de la posicion articular No 4: 6,,(t), 6,(t), ey, () y Jem (t)dt.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Posicion Articular Controlada 65 (t)
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Figura 9.4.e Variables de la posicion articular No 5: 6,5(t), 65(t), eg5(t) y _[995(t) dt.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.4.f Variables de la posicion articular No 6: 8,¢(t), G5(t), eys(t) vy je% (t) dt.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.5.a Variables de la velocidad articular No 1: érl(t) : él(t) y €,(1).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.5.b Variables de la velocidad articular No 2: érz(t) , 92 (1) y éy ().
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab

187




VeIomdad Artlcular Controlada 493 ®)
300%s ' ' ' . .

200%s Heall)

100%s rr’3| [
t(seg)

-200%/s \./ \/ \/

-300%s - . ]

000%s
| |
0 1 2 3 g 9 10

-100%/s

Error de Velocidad Articular éys(t)
S_ED,I'IS T T T T T T T T T

0.0%s t(seg)
1.8%s / \_/ \/ \l/ \

3.6°sk . ! . .
0 1 2 3 4 ; : 7 5 9 10

Figura 9.5.c Variables de la velocidad articular No 3: érS(t), 6"3(t) y €,5(1).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.5.d Variables de la velocidad articular No 4: 6'?“1 (1), 94 () y éy,(t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.5.e Variables de la velocidad articular No 5: é?rs(t), 95 () y éy5(1).

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.5.f Variables de la velocidad articular No 6: 6,(t), 5(t) Y €46 (1).

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.6.a Variables de control de la articulacion No 1: u,((t), u;(t) = v, (), 7;(1).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.6.b Variables de control de la articulacion No 2: u,, (t), u,(t) =V, (t), 7,5 (t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Voltaje de Control v ,(t) que activa al motor 3
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Figura 9.6.c Variables de control de la articulacion No 3: u,5(t), us(t) = v s(t), 75(t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Voltaje de Control v, (t) que activa al motor 4

Y e I e —
svl Vea ) |

VETY \/\/“uf‘“f\/\*useg)
3t 1
A2V E | A | ! ! ) ) ) I ]
] 1 2 3 4 q G T 3 g 10

4.0 N.m
2.0N.m
0.0 N.m t(seg)
20N.m

4.0 M.m

10

Figura 9.6.d Variables de control de la articulacion No 4: U4 (t), U, (t) =V (1), 74 (t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Voltaje de Control v (t) que activa al motor 5
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Figura 9.6.e Variables de control de la articulacion No 5: u,5(t), ug(t) = v (t), 75(t).
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.6.f Variables de control de la articulacion No 6: u,g(t), ug(t) =v,g(t), 74 (t).
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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En la figura 9.7 se muestran las graficas que representan a las trayectorias cartesianas

tridimensionales, referencial p, (q(t)) (igual que la gréafica de la figura 2.15) y controlada
p(q(t)) (de forma indirecta), que realiza el efector final del robot en el tiempo con
respecto del sistema referencial XyYyzy. En la figura 9.8 se muestran las componentes
cartesianas de la trayectoria espacial p(t) =[py(t) py (t) pz(t)]T respecto del referencial
base XyYpzp obtenidas mediante la ecuacion (2.22.d). En la figura 9.9 se muestran las
componentes cartesianas de la velocidad lineal Vv(t)=[v,(t) v, (t) vz(t)]T respecto del
referencial base XyYpz, obtenidas mediante la ecuacion (3.7.a). En la figura 9.10 se
muestran las componentes cartesianas de la velocidad angular e (t) =[w, (1) oy (t) @, (t)]T

respecto del referencial base X,Yyz, obtenidas mediante la ecuacion (3.7.b). En la figura

9.11 se muestran las graficas de las velocidades cartesianas absolutas tanto velocidad lineal

v(q(t)) = X/vf (t)+vg(t)+v7(t) como velocidad angular w(g(t)) = \/wf (t) + @5 (t) + f (t)

del efector operacional del robot respecto del sistema referencial base XqYqZg -

Pasician Plg) en 3D

z (m)

Figura 9.7 Trayectoria cartesiana P(t) tridimensional del efector final del robot.
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.8 Desplazamiento lineal cartesiano p(t) del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.9 Velocidad lineal cartesiana v (t) del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.10 Velocidad angular cartesiana @ (t) del efector final del robot.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 9.11 Velocidades absolutas lineal v(t) y angular w(t) del efector final del robot.

Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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9.6 Analisis de los resultados obtenidos mediante la Simulacién Gréfica

De las graficas mostradas en las figuras 9.4 se observa que las trayectorias articulares
controladas en el tiempo A(t) siguen realmente en su totalidad y de forma simultanea a las
trayectorias articulares de referencia 6, (t) presentandose variables de error de desfase

articular tanto en régimen transitorio como en régimen permanente e, (t) =6, (t) —o(t)
entre los margenes pre-establecidos, asi como las gréficas de integral de error .[ ey (t)dt.

Las graficas que se presentan en las figuras 9.5 muestran también que las variables de

velocidad articular (t) se aproximan cercanamente a las variables de velocidad deseadas
ér (t) originandose el error entre éstas €,(t) =9r (t)—6(t) dentro de un margen admitido;
los errores ey(t) y €y(t) son manejables dependiendo de las aplicaciones del robot,

ajustando adecuadamente los valores de las matrices de ponderacion Q y R del indice de

rendimiento de la ecuacion (9.40); estos errores se pueden reducir de magnitud a costa de
que las magnitudes de las sefiales de control aumenten sobre todo en los cambios grandes
de las variables articulares de referencia.

Las graficas que se presentan en las figuras 9.6 muestran las variables de control v,(t)

que se generan al ejecutar los algoritmos dindmicos de control en el procesador digital,
estas sefiales se aplican a la entrada de los amplificadores de potencia de los respectivos
motores con valores admitidos dentro de los margenes establecidos, las magnitudes de
estas sefiales se pueden ajustar también variando las ganancias de los amplificadores de
potencia. En las figuras 9.6 también se muestran las gréaficas correspondientes a las

torsiones z(t) generadas por los motores para accionar a las articulaciones del robot segun
los efectos dinamicos del sistema y asi conseguir que el efector final del robot realice

estrechamente las trayectorias articulares deseadas &, (t) con sus respectivas velocidades

articulares 6, (t).

En la tabla 9.1 se muestran los valores maximos y minimos de las variables de
articulacion O(t), de las velocidades articulares 8(t), de los errores de articulacion ey (t),
de los errores de velocidad articular €é,(t), de las variables de control v(t) y de las
variables de torsion z(t) correspondientes a las seis articulaciones del robot manipulador

propuesto.
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Tabla 9.1 Resultados obtenidos al aplicar el método de control: Control Adaptivo
Atosintonizable.

Articulaciones
Variables 1 2 3 4 5 6
fmax(°) 179.9759 | 45.0532 | 224.9388 | 165.0219 | 135.0411 | 165.0050
émin(°) -179.9498 | -225.0420 | -44.9851 | -165.0152 | -135.0333 | -165.0019
e, max (°) 0.8102 0.9343 1.0923 1.6680 1.6864 2.1138
e, min (°) -0.9270 -0.9644 -1.1440 -1.9496 -1.6763 -2.1193
Omax (°/s) | 183.4615 | 242.2540 | 287.3889 | 439.8786 | 424.1929 | 548.8514
@min(°/s) | -226.2832 | -242.5464 | -287.4669 | -518.4016 | -424.2239 [ -548.8627
é,max (°/s) 1.2270 1.5971 2.4782 6.1330 5.27172 7.0320
é,min(°/s) -1.3496 -1.8736 -2.4141 -6.1447 -5.3286 -7.0387
u, max (V) 11.8588 11.5235 11.4396 11.6076 11.2243 11.2429
u, min(V) -11.2588 | -11.8347 | -11.2481 | -10.4260 | -11.3333 | -11.0462
rzmax(Nm) 28.2125 70.4763 25.3936 4.4209 3.9310 0.1672
zmin(N m) -28.1149 | -74.9783 | -23.3997 -4.3803 -4.2781 -0.1606
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CAPITULO 10
GENERACION DE TRAYECTORIAS PARA EL ROBOT

10.1 Introduccion

Por generacion de trayectorias se entiende, al proceso de generar una secuencia de
puntos consigna, y control de trayectorias se refiere al hecho de que el efector final del
robot debe seguir a los puntos de consigna lo méas preciso posible mediante una ley de
control utilizando algun método de control, de tal manera que la herramienta del robot siga

alguna trayectoria planificada.

Para controlar una trayectoria espacial se requiere especificar la configuracion del
efector final del manipulador, tanto en la posicion inicial como en la posicion final, antes

de que se planifique la trayectoria del movimiento.

La propiedad bésica, con la cual todos los algoritmos de generacion y control de
movimiento son abastecidos por su funcionalidad, es que debe proporcionar continuidad y
uniformidad al movimiento entre las posiciones y orientaciones del efector final del robot

manipulador.

Los esquemas de planificacion de trayectorias para robots por lo general “aproximan”
o “interpolan” la trayectoria programada mediante funciones matematicas que se expresan
en el tiempo y que permiten generar una secuencia de “puntos de consigna del sistema de
control” durante el tiempo, para controlar la posicion y orientacion del efector operacional
del robot desde su posicion espacial de origen hasta su destino. Los extremos de la
trayectoria se pueden especificar ya sea en coordenadas articulares q(t) o en coordenadas
cartesianas r(t) para mover a los eslabones de la estructura del robot segun la tarea a
realizar. Por lo general las trayectorias se suelen especificar en coordenadas cartesianas
para visualizar facilmente la configuracion correcta del efector operacional, debido que las
coordenadas de articulacién no son adecuadas para formar un sistema de coordenadas de
operacion, porque los ejes de las articulaciones de la mayoria de robots no son ortogonales

y no se distingue la orientacion con la posicion.



10.2 Clasificacién de las trayectorias

Existen una variedad de trayectorias posibles para poder generar y realizar entre dos
puntos extremos especificos, por los que puede pasar el efector final del manipulador para
realizar alguna tarea especificada. En general las trayectorias planificadas del robot, ya sea
en el dominio de variables articulares o en el espacio cartesiano se pueden clasificar de la

siguiente forma:
e Trayectorias punto a punto

En este tipo de trayectorias el efector final del robot se mueve desde un punto inicial
hasta un punto destino sin importar cémo evoluciona el efector final en el espacio que esta

siguiendo.
e Trayectorias continuas

En este tipo de trayectoria, el efector final del robot se mueve a lo largo de una
trayectoria definida normalmente a través de interpolaciones en el dominio del tiempo,

generando multiples puntos intermedios en la curva que describe la trayectoria.

e Trayectorias continuas controladas

En este tipo de trayectoria se programa y controla el movimiento, velocidad y
aceleracion como funciones continuas y derivables del tiempo, asi como también se

pueden imponer restricciones de su realizacion fisica.
e Trayectorias optimizadas

En este tipo de trayectorias se usan aparte de los criterios anteriores, otros parametros

fisicos gque tienen como fin esencial:

e Disminuir el consumo energético del robot.

e Mejorar las rampas de aceleracion y frenado de los actuadores.
e Disminuir el desgaste de las partes electromecanicas.

e Optimizar las fuerzas y torsiones aplicadas.

e Aumentar el rendimiento y eficacia de los medios de produccion.

Para esto es necesario contar con métodos de control y algoritmos numéricos que
operen en sincronismo con los interpoladores de posicionamiento y de velocidad en forma

adelantada.
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10.3 Generacidn de trayectorias en coordenadas articulares

La generacidn o planificacion de trayectorias en variables articulares del robot consiste
en interpolar funciones en el tiempo y cada punto de las trayectorias sirve como puntos de
consigna para aplicar cualquiera de las estrategias de control estudiadas anteriormente,
siguiendo a las trayectorias “consigna” lo mas estrechamente como sea posible. En la

figura 10.1 se muestra el esquema de planificacion y control de trayectorias articulares.

qr(t) e T R , q(t)
Generacion de  [m—1 c; : |
trayectorias de | . vlterna de u): | Motores | z(t) | Robot de [~==f==>
y §. (1) CoNntrol |y Brushl —> o L | 4(0)
articulacion r digital | rusniess L. |
ﬁ g : ; #

R

Figura 10.1 Esguema de generacion y control de trayectorias articulares.
Gréfica elaborada por el autor

Para el robot en estudio todas las articulaciones son angulares por lo tanto en el
dominio articular se planifica la historia temporal de todas las variables de articulacion

q(t) y de sus dos primeras derivadas respecto del tiempo, con la finalidad de describir y

controlar el movimiento deseado.
La planificacidn de trayectorias en el espacio articular presenta tres ventajas:

1. La trayectoria se planifica directamente en términos de las variables controladas
q(t) y/o q(t) durante el movimiento.
2. La planificacion de la trayectoria se puede hacer casi en tiempo real.

3. Las trayectorias de la articulacion son mas faciles de planificar.

La desventaja asociada es la dificultad para determinar las posiciones de los diversos
elementos y del efector final durante el movimiento, condicion que muchas veces se
necesita para garantizar la evasion de obstaculos a lo largo de la trayectoria respecto del
sistema espacial de referencia. Este tipo de interpolacion generalmente se usa cuando no se
requiere la especificacion durante el recorrido del efector final del robot por una trayectoria

total especificada.

Entre los tipos de interpolaciones mas comunes se tiene: interpolacion polinébmica

lineal, clbica, quintica, de grado superior, trigopnométricas y otras.
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10.3.1 Interpolacién polinémica lineal
El caso mas simple de interpolacion articular en un intervalo de tiempo [d;,05],
utiliza un polinomio lineal para el vector articular q(t) del robot, en el tiempo t desde un

punto inicial ¢, hasta un punto final g, definiendo un polinomio de primer orden q(t) en

funcién del tiempo normalizado z(t) como sigue:

q(t) =qg; +z(t) (a2 —ay1) (10.1.3)
La expresion de la velocidad articular ¢(t) se describe mediante la siguiente ecuacion:

4 =20 -0 g, )= 2~ (10.1b)

El tiempo normalizada z(t) con 7, =0 y z, =1 de duracion T se define como:

t—t; t-t

0% T (102)

En la figura 10.2 se muestran las graficas correspondientes a las expresiones (10.1) de

la posicion, velocidad y la aceleracion angulares.

R
g2
01
T
n >t
. 1 2
440
T
>t
e t tz
Aq(t)
T f2 >t

tl |

Figura 10.2 Interpolacion articular polinémica lineal.
Gréfica elaborada por el autor
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De la figura 10.2 se deduce que la posicion articular varia de forma proporcional con
el tiempo y la velocidad es constante y no existe aceleracién en el intervalo abierto de
tiempo <t;,t, >, presentando discontinuidad de la velocidad en los puntos inicial y final,
esto genera vibraciones en la estructura mecanica, disminuyendo la precision en estos
puntos y perjudicando a los actuadores de las articulaciones, sobre todo cuando el robot se
mueve a grandes velocidades. La ventaja principal de la trayectoria polinémica lineal
radica en el minimo costo computacional utilizado sobre todo cuando se requiere dotar de

aprendizaje al robot.

10.3.2 Interpolacién polinémica cubica

En la interpolacion polindmica cubica, la trayectoria articular g(t) tiende a ser suave
debido que presenta dos derivadas continuas evitando de este modo aceleraciones infinitas,
por lo que el movimiento articular del robot presenta esta caracteristica, cuando éste se
mueve desde un punto inicial g; especificado a un punto final g, establecido en el espacio
articular en un intervalo de tiempo total [t;,t,], desarrollando la mayor velocidad en la
zona intermedia de la trayectoria. En este polinomio se pueden establecer condiciones

iniciales y finales de posicion (q;, g, ) Yy de velocidad (g, , d,).

El polinomio que representa una trayectoria polinomial clbica o de tercer grado en el
espacio articular en funcion del tiempo normalizado z(t) se expresa mediante la siguiente

ecuacion:
qt) =q(z(t)) = agr> (t) + a, 72 (t) + ayz(t) + a, (10.3.2)
La velocidad articular g(t) en funcion de z se describe en la siguiente ecuacion:

da(r) dz _ 1 dq(@) _ 1

q(z(t)) = N w T ar T ?(3a312 +2a,+ay) (10.3.b)

La aceleracion articular ¢(t) en funcion de 7 se describe en la siguiente ecuacion:

) d?q(z) dr, 1 d%q(z) 1
t))= — ) =— =—(6asr+2a 10.3.c
G(z(1)) 4.2 (dt) T2 4.2 T2( 37 +2ay) ( )
El tiempo normalizado z (t) = tt_ttl =t_Tt1 es el mismo de la ecuacion (10.2)
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Las ligaduras de posicion en los puntos inicial y final de la trayectoria articular son

respectivamente q(t;)=0q; vy a(t,)=q, Yy las ligaduras de velocidad articular en estos
puntos son respectivamente la velocidad inicial q(t;) =4, y la velocidad final g(t,)=4,.

Evaluando las ecuaciones (10.3) en el punto inicial y final se obtienen los coeficientes del

polinomio cubico q(t) como:

a8 =0

a; =0;T

ap =3(0z — 1) — (26, +d2)T
ag =—2(0y —dp) +(dy +Go)T

(10.4)

Reemplazando los coeficientes obtenidos de la ecuacion (10.4) en la ecuacion (10.3.a)

se obtiene la ecuacion polindmica para el desplazamiento articular cabico como:

A(z) =[(Gz + )T —2(0z —ap)J° ~[(20 + )T —3(d —ap)Je* +GTe+qy  (10.5)
Definiendo la velocidad media d,, =(q, —q,)/ T entre los puntos inicial y final en el

tiempo de T y reemplazando los valores de los coeficientes a; y d,, en las ecuaciones

(10.3) se obtienen las ecuaciones para el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion

articulares respectivamente como:
A() =[(0 +G)T ~ 26, TTe” ~[(26 +G2)T ~3(Gp ~G)le” +GyTe+0y  (10.6.8)
0(z) =3[ (G + 1) — 26 ]r° +2[36 — (201 + ) I+ (10.6.b)

G(r) = Tl{ﬁ [(@ + t2) — 20 I +2[3cm — (261 + G2)]} (10.6.c)

Evaluando en la expresion (10.6.c) con los valores de z = 0 y z = 1 se obtiene el valor
de la aceleracion articular inicial ¢; y final ¢, respectivamente como:
s _woon 2 Om (20 +Gp)
=§0)=6-"-2""=— 727
i =d4(0)=6 T

TR T — q.m (q.l 2q‘2)
- 1 _-6 2
SP) q( ) T ' 71_

(10.7)

En la figura 10.3 se muestra de forma grafica, la trayectoria polindbmica cubica q(t)
para cada articulacion desde un punto inicial g, hasta un punto final q,, en el intervalo de

tiempo de t; a t,; con su respectiva velocidad ¢(t) y aceleracion g(t)
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Figura 10.3 Interpolacién articular polinémica cubica.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Para no obtener trayectorias indeseadas en el tiempo se debe limitar las velocidades

inicial y final de cada articulacién mediante la siguiente relacion:

0<|g,

G2/ < |G|

Si las velocidades articulares inicial d; y final ¢, son iguales a la velocidad media
d, se obtiene un movimiento polindmico lineal en el tiempo, por lo tanto al reemplazar
d; y d, por d, en la ecuacion de velocidad articular (10.6.b) se obtiene una expresion

para la velocidad articular igual a la ecuacién (10.1).

Si la velocidad articular inicial d; y final g, son nulas, entonces se obtiene un

movimiento de interpolacion articular cibica en funcion del tiempo que se expresa de la

siguiente manera:
A(t) =0y +(-2+3)7° (6 —0ly) (10.8)
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La velocidad articular méxima (en el sentido positivo o negativo del movimiento) se
obtiene igualando a cero la expresion de la aceleracion en la ecuacion (10.6.c),
obteniéndose el valor de 7, donde ocurre un maximo o un minimo que es igual a:

_ 20; + 0 — 30
3d; +3d; — 64y

m

Reemplazando el valor de z, en la expresion de la velocidad (10.6.b) se obtiene la

velocidad articular méxima como:

. . (30 —2¢; —4y)°
. = +
Qmax/ min Q1 B(qu _ ql _ qz)

(10.9)

La ventaja principal de utilizar la interpolacion cubica para el movimiento de las
articulaciones del robot, es que la velocidad de la trayectoria aumenta desde que se inicia el
movimiento con la velocidad inicial especificada (normalmente nula) hasta obtener la
méaxima magnitud alrededor del punto intermedio de la trayectoria articular y luego
comienza a disminuir la velocidad hasta finalizar el movimiento con la velocidad final

especificada (normalmente nula).

Las limitaciones del polinomio cubico radican normalmente en la presencia de
discontinuidades de aceleracion al inicio y al final de la trayectoria que no se tiene control
y no se pueden especificar, originando vibraciones en estos puntos, sobre todo cuando se
desea realizar conexiones de movimiento entre segmentos distintos de trayectorias a altas

velocidades.

10.3.3 Interpolacion polindmica de grado superior

Al realizar interpolaciones polindmicas lineales o cubicas se presentan inconvenientes
y limitaciones que impiden obtener una trayectoria articular totalmente deseada, tanto en
posicion, como en velocidad y aceleracion. Para obtener trayectorias controladas y suaves
con al menos dos primeras derivadas continuas se necesita utilizar polinomios de orden
mayor que tres, entre las trayectorias de articulacion polinémicas interpoladas de grado

superior se formulan mediante los polinomios siguientes:

e Polinomio de orden cinco en los cuales se pueden establecer condiciones iniciales y

finales de posicion (g, g5 ), velocidad (44, g, ) y aceleracion (g, G,)
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e Polinomio de orden siete en los cuales se pueden establecer condiciones iniciales y
finales de posicion (g, g, ), velocidad (44, g, ) y aceleracion (¢, G,) Yy posicion en
los puntos de despegue y de asentamiento (q,, dp)-

e Polindbmicos combinados intersegmentales de grados 4-3-4, 3-5-3, etc. para establecer
puntos de inicio, de despegue, de asentamiento y final.

En la figura 10.4 se muestra la gréafica para una trayectoria articular de orden superior,

en la cual se distinguen los puntos de inicio, despegue, asentamiento y final en el tiempo

programado.
Articulacion
A
q(tZ\ ...... . Flnal
q(tp) Asentamierito

q(t)

q(ta) e Despegue

q(ta)| Inicial

ty ta ty t,  tiempo

Figura 10.4 Interpolacién polinémica articular de orden superior.
Gréfica elaborada por el autor

En la interpolacién polindmica de grado cinco, se especifican en el punto inicial la
posicion q,, velocidad ¢, y aceleracion ¢, iniciales y en el punto final se especifican la
posicion q,, velocidad ¢, y aceleracion ¢, finales que permiten determinar los seis
coeficientes del polinomio. En la interpolacion polindmica de grado siete se especifican en
el punto inicial la posicion q;, velocidad q§;, y aceleracion ¢, iniciales, en el punto
despegue se especifica la posicion q,, en el punto asentamiento se especifica la posicion
d, Y en el punto final se especifican la posicion g, , velocidad ¢, y aceleracion g, finales

que permiten determinar los ocho coeficientes del polinomio.
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En la planificacion de una trayectoria articular interpolada para un robot se deben

tener en las siguientes consideraciones:

1.

Cuando se coge un objeto con el efector final, el movimiento de la “mufieca” se debe
dirigir hacia fuera del objeto de lo contrario la “mufieca” puede golpear la superficie

soporte del objeto.

Si se especifica una posicion de partida (punto de despegue) a lo largo del vector
normal a la superficie desde la posicion inicial, y si se requiere que la “mufieca” del
robot pase a través de esta posicidn, entonces se debe generar un movimiento de
partida admisible. Si se especifica mas aun el tiempo necesario para alcanzar esta

posicion, se puede controlar la velocidad con la cual se despega el objeto.

El mismo conjunto de requisitos de despegue para el movimiento del robot, es también
valido cuando la mufieca del robot se acerca a la posicion final, de manera que se

pueda obtener y controlar la direccién de aproximacion de forma correcta.

De lo anterior, se especifica cuatro posiciones puntuales para cada movimiento de las

articulaciones del manipulador. Estas son: inicial, despegue, asentamiento y final.
Ligaduras de posicion:

a) Posicion inicial: son la velocidad y aceleracion (normalmente nulas).
b) Posicién de despegue: movimiento continuo a puntos intermedios.
c) Posicion de asentamiento: o mismo que para la posicion de despegue.

d) Posicidn final: son la velocidad y aceleracion (normalmente nulas).

10.3.4 Interpolacién trigonométrica

En este tipo de interpolacion, la trayectoria articular q(t) y todas sus derivadas entre

dos puntos especificados son curvas suaves y continuas ya que se utilizan funciones

trigonometricas para representar el movimiento. El desplazamiento interpolado de forma

trigonomeétrica presenta esta caracteristica, cuando el robot se mueve desde un punto inicial

q; a un punto final q,, en el espacio de la configuracion articular en un intervalo de

tiempo total [g1,05].

Las ecuaciones en el tiempo correspondientes a la posicion, velocidad y aceleracion

articulares mediante interpolacion trigonométrica se expresan como sigue:
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qz) =& ;qz _% ;‘h cos(z z(t)) (10.10.a)
G(c) = qzz“hx’Tzsen(m(t)) (10.10.b)
B 2
G(z) = qZZO'lx:Zcos(m(t)) (10.10.¢)
El tiempo normalizado ¢ (t) = tt _ttl = tfl_tl es el mismo que el de la ecuacion (10.2).
271

En la figura 10.5 se muestran las graficas de la interpolacion trigonométrica q(t) para
cada articulacion desde un punto inicial g; hasta un punto final g,, en el intervalo de

tiempo de t; a t, con su respectiva velocidad q(t) y aceleracion ¢(t) correspondientes a

las ecuaciones (10.10).

£q(t)
o))

O[]

qu

o]

Ay
Figura 10.5 Generacion de trayectoria articular trigonométrica.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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De la figura 10.5 y de las ecuaciones (10.10) de interpolacion trigonométrica, se

deduce que las velocidades articulares inicial q; y final g, son nulas mientras que las
aceleraciones inicial §; y final ¢, son distintas de cero y esto se puede interpretar como

una desventaja cuando se requiere que el robot realice varios tramos de movimiento en el
espacio, lo que indica que si las trayectorias articulares estan operando en el mismo
intervalo de tiempo el manipulador se detiene al finalizar cada segmento de la trayectoria

espacialmente especificada, con las inevitables discontinuidades en la aceleracion articular.

En vez de utilizar funciones temporales tipo coseno, se pueden utilizar también
funciones tipo seno o funciones tipo arcotangentes. A parte de las interpolaciones
anteriores en el espacio articular se pueden utilizar otro tipo de interpolaciones en funcién
del tiempo tales como: Perfil de velocidad Bang-Bang, perfil de velocidad Trapezoidal,
perfil de aceleracion continua con fase de velocidad constante, generacion de trayectorias
via puntos, interpolacion lineal combinado con aceleracion continua, generacion de
trayectorias con segmentos de funciones polinomiales cubicas, también se pueden utilizar
funciones hiperbdlicas, funciones exponenciales, sigmoides, funciones splines, curvas de

Bezier, etc.

10.4 Generacion de trayectorias en coordenadas cartesianas

Para realizar la generacion o planificacion en el espacio cartesiano se define la historia
temporal de la posicion del efector final del manipulador, la velocidad y la aceleracién, y
se deducen las correspondientes posiciones, velocidades y aceleraciones articulares a partir
de la informacion del efector final mediante las formulaciones geométrica y cinematica

inversas del robot.

Para robots sofisticados, se desarrollan algoritmos de generacién de trayectorias
espaciales mediante lenguajes de programacion, que permiten controlar la trayectoria del
manipulador, con la finalidad de realizar alguna operacion especifica en el sistema de
coordenadas cartesianas distinguiendo claramente la posicion y la orientacion del efector

final durante el movimiento.

En la figura 10.6 se muestra el esquema de la generacion y control de trayectorias en
el espacio cartesiano tridimensional de forma indirecta, esto es utilizando el control en el

espacio articular y transformando al espacio cartesiano.
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Figura 10.6 Esquema de generacion de trayectorias cartesianas y control en el espacio
articular.

r(t)| Geometria y [q:(t)

N’

En esta seccion se describe la generacion de trayectorias del robot por segmentos de
linea recta para el movimiento espacial del efector final. La velocidad y la aceleracion del
efector final entre estos segmentos también se pueden controlar, convirtiéndolas en
variables articulares mediante la Geometria y Cinematica Inversas y se puede suavizar

mediante rutinas de interpolacion cuadratica.

Las trayectorias temporales de los robots se suelen controlar en el espacio de las
variables de articulacion, mientras que los objetos que se manipulan se suelen expresar en

el sistema de coordenadas cartesianas.

En la figura 10.7 se muestra la trayectoria de linea recta que debe realizar el efector

final del robot asi como los vectores de orientacion tanto al inicio y final de la trayectoria.

z

"
——
I
-

y

Figura 10.7 Posicion y orientacion inicial - final de una trayectoria cartesiana.
Gréfica elaborada por el autor
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La trayectoria espacial que realizan algunos robots en el espacio cartesiano mediante
una linea recta corresponde al movimiento del punto P del efector final y la rotacion R a lo

largo de una trayectoria espacial recta desde la posicion P; y orientacion [n1 S1 al] hasta la
posicién P, y orientacién [n, s, a,| como se muestra en la figura 10.7. Para muchos

robots, el control del desplazamiento cartesiano depende mucho de la estructura fisica del
robot y es factible si el control de las articulaciones individuales se puede realizar de forma
simultanea transformando de forma adecuada el movimiento del espacio cartesiano al
movimiento del espacio articular mediante la cinemética de posicion inversa de una forma
geneérica, ya que se pueden presentar varias soluciones en el espacio articular y en otros
casos, algunos puntos cartesianos son inalcanzables o inaccesibles, también se pueden
Ilegar a puntos de singularidad o se encuentre con obsticulos externos o elementos del

mismo robot.

La generacion de trayectorias cartesianas generalmente se analizan y realizan mediante
la aproximacion de una trayectoria en linea recta de tal manera que cualquier trayectoria
curva espacial se puede representar por curvas rectas pequerias, registrando una secuencia

apropiada de puntos especificos en el espacio articular.

Existen diversos métodos de interpolacion o generacion de trayectorias cartesianas
para conducir al efector final de un robot en el espacio; pero los tipos que se van a
desarrollar para el manipulador de seis articulaciones son tres: interpolacion polinémica
vectorial cartesiana, interpolacion polindmica de una traslacion y una rotacion e

interpolacion polindmica de una traslacion y dos rotaciones.

Para realizar los tres tipos de interpolacion cartesiana en el tiempo t se considera la
expresion z(t) como una variable polinomial normalizada de tiempo tal que 7 [0,1] y el
tiempo t es el tiempo real en segundos tal que t[t;,t,] de duracion T segundos mediante

la expresion:

=4y _t-h (10.11)

‘L't: =
© tb-t; T

En vez de usar un polinomio lineal para generar la trayectoria r(z) también se puede

usar un polinomio de tercer grado con velocidades inicial y final nulas como sigue:

t-t t—t
t)=(-2— L +3)(— )2 (10.12)
t -1 t -t
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10.4.1 Interpolacion cartesiana vectorial

El movimiento del robot en el espacio definido por coordenadas cartesianas, entre la
localizacion inicial F; (posicion P; y orientacion [n1 S1 al]) y localizacion final F,
(posicion P, y orientacion [n2 S, az]) se aplica y se realiza sobre un segmento de linea

recta espacial, cuya velocidad puede ser constante o adoptar alguna forma polindbmica
apropiada. Si r; y rp denotan los vectores inicial y final respectivamente, en el espacio
cartesiano, la configuracién del efector operacional debe seguir una trayectoria cartesiana
expresada por el vector r(t) que permita describir tanto la posicion como la orientacion
expresada mediante los angulos de Euler. El vector de variables cartesiana se puede

escribir como:

r(0)=[x@) y@) 2() o) o) w@)] (10.13)

Los vectores inicial y final para generar la trayectoria en el espacio cartesiano se

representan por:
.
n=k 1 z & o ) (10.14.a)

L= Y2 2 & o vl (10.14.b)

La trayectoria general en linea recta para la herramienta en el espacio cartesiano se

puede representar en funcion del tiempo normalizado z(t) como:
r(z)=r +z(t)(r, —ry) (10.15)
La localizacion F(z) del efector final respecto del referencial base segun el vector de
las ecuaciones (10.13) o (10.15) en funcion del tiempo normalizado z(t) se expresa
mediante una matriz de transformacién homogénea de la siguiente manera:

(10.16)

R(z) P(z
LIRS

El vector de desplazamiento espacial P(z) de la ecuacion (10.16) se define como:

P@ =[x y@ @]
La matriz R(z) que representa la orientacion espacial de la ecuacion (10.16) se define

de la siguiente manera:

+ Método desarrollado por el autor
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Cy(r)Co(r) Cy(r)Se(r)S¢(r)-Sy(r)Cé(r) Cuy(r) Se(r) Coh(r) +Sy(r) S 4(z)
R(z)=| Sy(r)Co(r) Sy(r)Se(r)Sé(r) +Cu(r)Cé(r) Sw(r)Se(r)Ch(r)-Cy(r) S4(z)
-So(7) Co(7) S¢(7) Co(r) Co(r)
En la localizacion inicial el valor de z es cero, por tanto F (0) = F; y en la localizacion

final el valor de z es uno, por tanto F(1) =F,.
La ecuacion de la primera derivada r(t) del vector que describe la trayectoria r(t) se
obtiene derivando la ecuacion (10.15) expresandose como:

dr(t) _dr

F(t) = (tt) (r—1,) (10.17)

dt d

A cada punto del vector r(z) de la ecuacion (10.15) le corresponde un determinado
valor del vector articular q(t); por lo que se puede aplicar la formulacion geométrica
inversa del manipulador robético para determinar y evaluar las magnitudes de las variables
articulares, determinando asi una trayectoria en el espacio articular dependiente de la

trayectoria cartesiana.

Desde que las ecuaciones de la formulacion geométrica inversa se han de resolver para
cada punto conocido de la trayectoria r(z) que realiza el efector final del robot, es
deseable minimizar el nimero conocido de puntos espaciales y distribuirlos a lo largo de la

trayectoria programada de una manera optima.

Este método de interpolacion cartesiana puede producir en la trayectoria desviaciones
o errores significativos al ser evaluada en cada punto y esta sujeto a la estructura fisica y a
la velocidad desarrollada del robot. De exceder una tolerancia pre-establecida, se debe
corregir de forma inmediata para obtener una trayectoria de la mejor manera sin

desviaciones.

En las figuras 10.8.a - 10.8.b se muestran respectivamente las componentes cartesianas
de la trayectoria espacial P(t) desde la posicion P; hasta la posicion P, y los angulos de
rotacion respecto de los ejes principales desde la localizacién F; hasta la localizacion F,
(angulos de Euler) segun la ecuacion (10.15). En las figuras consecutivas 10.8.c - 10.8.e se
muestran de forma respectiva los componentes cartesianos de los vectores de orientacion
[n(t) s(t) a(t)] al aplicar la ecuacion (2.12) y con tiempo normalizado z(t) segun la

ecuacion (10.12).
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p(t)

Figura 10.8.a Vector de posicion cartesiano P del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Figura 10.8.b Vector orientaciéon O del efector final mediante los angulos de Euler.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 10.8.c Vector cartesiano normal n del efector final respecto del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

S(t
Si) sy ()

Figura 10.8.d Vector cartesiano de deslizamiento s del efector final robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

a(t)
f 3 ay (t) a, (1)

Figura 10.8.e Vector cartesiano de aproximacion a del efector final robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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10.4.2 Interpolacién cartesiana de una traslacion y una rotacion +

El desplazamiento del efector operacional de un manipulador a lo largo de una linea
recta entre dos puntos nudos especificados por las localizaciones F; y F, en el tiempo

total de T segundos donde cada localizacion se puede representar mediante una matriz de

transformacion homogénea F(z) con rotacion R(z) y traslacion P(z) que se expresa de

la forma conocida siguiente:

F(r)= {Rér) PY)} (10.18)

Este tipo de interpolacién consiste en una traslacion del punto referencial P(z) del
efector final del manipulador desde P; hasta P, junto con una rotacion desde R; hasta
R, . Considerando que z(t) es la variable de tiempo normalizado de la ecuacion (10.11) o
de la ecuacion (10.12) que representa la fraccion del movimiento para ser recorrida desde
el tiempo t; hasta el tiempo t, mediante un movimiento determinado. La posicion P(z)y
la orientacion R(z) del efector final en funcion del tiempo t se expresan respectivamente

de la siguiente manera:
P(z) =P +z(t) (P, — P,) (10.19.9)
R(z) = RyRot(u,z(t)y) (10.19.b)

La localizacion F(z) del efector final en funcién del tiempo normalizado 7 respecto

del sistema referencial base se expresa mediante una matriz de transformacion homogénea

de la siguiente manera:

(10.20)

F(t){R(T) P(r)Hn(r) s() a(z) P(r)}

0 1 0 0 0 1
En la localizacion inicial = 0, se cumple F(0) = F; yen la localizacion final =1, se
cumple F(1) =F,, significa que Rot(u,y) es la matriz total a rotar, es decir se realiza una

rotacion de un angulo y respecto de un eje o vector unitario u para orientar al efector final

desde R; hasta R,, entonces de la ecuacion (10.19.b) para el valor de z = 7 se obtiene la

expresion:

Rot(u,y) = R{*R, (10.21)

+ Método adaptado por el autor
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Las matrices R; y R, de la ecuacion (10.21) se definen respectivamente como

R, =[ns sp aa]y R, =[ng sg ag], entonces la matriz resultante se escribe como:
Rl_lRZ = SA.nB SA'SB SA.a.B (1022)
Para rotar los vectores de orientacion de la matriz R; hasta los vectores de la matriz

R, se determina un vector apropiado y unitario u que sirve como eje para rotar totalmente

el angulo y, tal como se muestra en la figura 10.9.

Na

Figura 10.9 Rotacion de y respecto del vector u del efector final de R; a R, .
Gréfica elaborada por el autor

La matriz Rot(u,y) que representa una rotacion de un &ngulo y respecto del vector

unitario u se expresa como:

uf 1-Cy)+Cy  uu, (1-Cy)—-u,Sy u,u, (1-Cy)+uy Sy
Rot(u,y) =| uguy (1-Cyp)+u, Sy uj (1-Cy)+Cy  uyu, (1-Cy)—u,Sy | (10.23)
Uy, 1-Cp)—uy Sy uyu, (1-Cyp)+u,Sy  uf (1-Cy)+Cy

Igualando término a término las componentes de los extremos de la derecha de las

expresiones (10.22) y (10.23) se obtienen las siguientes relaciones:
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u)%(l—Cy) +Cy=np.Ng
UxUy (1-Cy) +u,Sy=s,.ng
U, (1-Cy)—uySy=anng
UxUy (1-Cy)—u,Sy =np.sg
Uy (1—Cy) +Cy =545z (10.24)
uyu, (1-Cy)+u,Sy=ap.sg
Uy, (1-Cy)+u,Sy=ny.ag
uyu,(1-Cy)—u,Sy=spag
uZ(1-Cy)+Cy=anap

Realizando adecuadamente operaciones elementales en las ecuaciones (10.24) y

considerando que u es un vector unitario se obtienen las siguientes ecuaciones:

Sy= 0.5\/(aAsB —spag)? +(Npdg —aang)? +(SaNg —NaSg)?  (10.25.a)
Cy = 0.5(I”|AnB +SpSg +apdp —1) (1025b)

De las ecuaciones (10.25) se obtiene el &ngulo y que se expresa como sigue:
_ Sy
y = arctan(—"-) (10.26)
Cy

Manipulando las ecuaciones (10.24) el vector u se obtiene como sigue:

uT =|2ASB ~SA8s  Na3p —8aANg  SaNg ~NaSg (10.27)
2Sy 2Sy 2Sy
Las ecuaciones (10.19.a) y (10.19.b) se evallan una vez por segmento cuando el

destino F, esta fijo, de lo contrario se deberan evaluar cada vez que cambie F,.

En la figura 10.10.a se muestran las componentes cartesianas de la trayectoria espacial
P(t) desde la posicion P; hasta la posicion P, segun la ecuacion (10.19.a). En las figuras
consecutivas 10.10.c - 10.10.e se muestran de forma respectiva los componentes
cartesianos de los vectores de orientacion [n(t) s(t) a(t)] al relacionar y aplicar las

ecuaciones (10.19.b) y (10.20) y la figura 10.10.b muestra los angulos de Euler, para todos

los casos con tiempo normalizado 7(t) segdn la ecuacion (10.12).
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Figura 10.10.a Vector de posicion cartesiano P del efector final robot.
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Figura 10.10.b Vector orientacion O del efector final mediante los a&ngulos de Euler.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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Figura 10.10.c Vector cartesiano normal n del efector final robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

s(t)

A sy (t)

Figura 10.10.d Vector cartesiano de deslizamiento s del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

a(t)
A

a (t)

2, (1)

Figura 10.10.e Vector cartesiano de aproximacion a del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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10.4.3 Interpolacién cartesiana de una traslacion y dos rotaciones

Cuando el movimiento deseado del efector final de un robot manipulador se especifica
como una secuencia de puntos en el espacio de coordenadas cartesianas, cada uno de los
cuales se puede describir en téerminos de transformaciones homogéneas, que relacionan el
sistema de coordenadas de la mufieca del robot con el sistema de coordenadas del espacio
cartesiano de operacion. Las coordenadas de articulacion en estos puntos cartesianos, se
calculan mediante la solucion del problema geométrico inverso, y se puede utilizar un
polinomio cuadrético para suavizar los puntos nudos de dos articulaciones consecutivas en
coordenadas de articulacion. Esta técnica tiene la ventaja principal de permitir el control
del efector final para seguir a objetos mdviles. Para especificar como se mueve la
“muiieca” 0 efector final del robot de un punto transformado a otro se utiliza una traslacion
en linea recta seguido de dos rotaciones para conseguir el movimiento del robot entre dos

puntos cartesianos consecutivos. [8]

La expresion que relaciona la localizacion del efector final del manipulador en el
tiempo desde una localizacion inicial T; hasta una localizacion final T, y la localizacion

del objeto a manipular se puede expresar en la ecuacion matricial siguiente:
T herr DObj _ POb] 10 28
base herr (T)=pase (10.28)

T herr

base Matriz de transformacion homogénea 4x4 que describe la posicion y la

orientacion deseada de la herramienta en movimiento respecto del referencial base.

herr D% (1) - Matriz de transformacion homogénea 4x4 en funcion del tiempo que se

denomina “matriz de impulsion”, y describe la forma de la trayectoria temporal a seguir,
con el fin de que la herramienta pueda alcanzar al objeto. Esta matriz representa la

localizacion del objeto con respecto a la localizacion del punto final de la herramienta.

basePObJ . Matriz de transformacion homogénea 4x4 que describe la posicion y la

orientacion deseada del objeto en movimiento respecto del sistema referencial base.

De la ecuacion (10.28) se puede despejar la matriz baseThe", que describe la

configuracidn del robot para coger el objeto de forma correcta y deseada y se expresa asi:

h bj bj ¢y |t
base | o :ba'sel:)O : [herr D (T)] (10.29)
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T herr

Si la matriz se logra evaluar a una velocidad suficientemente alta y al

convertirse en los correspondientes angulos de articulacion, entonces se puede controlar al
robot para seguir la trayectoria planificada en la configuracion cartesiana.

Si se establecen dos puntos fijos P; y P, y se especifican las velocidades lineales y
angulares, entonces se puede determinar la distancia para ir de la localizacion F; a la
localizacion F, en el tiempo de T segundos. El andlisis se puede realizar con respecto a la
base considerando el origen del sistema de referencia como referencial del robot y que el
objeto se encuentra fijo. Entonces el movimiento del robot desde la localizacion F; hasta
la localizacion F, se expresa mediante una matriz de transformacion de “impulsion” D(z)
de dimension 4x4, donde 7 es una forma de tiempo normalizado dependiente del tiempo t,
dada por la ecuacion (10.11) o por la ecuacion (10.12).

La localizacion F(z) del efector final en funcion del tiempo normalizado  respecto

del sistema referencial base se expresa mediante una matriz de transformacion homogénea

de la siguiente manera:
F(z)=F;D(7) (10.30)

En la localizacion inicial el valor de z es cero, por tanto, D(0) es la matriz identidad
por lo que F(0)=F; y en la localizacion final el valor de 7 es uno, por tanto F(1)=F,,

significa que D(1) es la matriz total a rotar entonces se obtiene:
F,=F; D1 (10.31)

Despejando la matriz de impulsion D(1) total de la ecuacion (10.31) se obtiene la

siguiente relacion:
D(1) = F{1F, (10.32)

Expresando las localizaciones inicial y final F; y F, mediante sus respectivas

matrices de transformacion homogénea se obtiene:

Npa Sa aa  Pa
F = = 10.33.a
1= Fa {0 SO } (10.33.2)
Ng Sg ag Pg
F,=Fr = 10.33.b
2778 [ 0O 0 0 1 } ( )
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Invirtiendo la matriz F; y multiplicando por F, entonces la ecuacion (10.32) se

expresa como:

T T R T T _
D(1) = Ra —RaPa||Re Ps|_|RaRs Ra(Pg—pa) (10.34)
1 0 1 0 1
Desarrollando la ecuacion (10.34) se obtiene la matriz de impulsion total como:
NaNg NasSg Nadg Na(Pg—Pa)
D(1) = SaNg  SaSg Sadg  Sa{Pg—Pa) (10.35)

apnNg apsg anag aa(pPs—Pa)
0 0 0 1
Si la “funcion impulsion” D(z) se representa mediante un movimiento traslacional y
dos movimientos rotacionales, proporcionales a la funciéon temporal z(t). Si z varia
polindbmicamente con el tiempo, entonces el movimiento resultante representado por la
matriz impulsién D(z) corresponde a un movimiento lineal y dos movimientos angulares,

representandose como:
D(7) = L(z) Ry (7) Ry (2) (10.36)

El movimiento traslacional o lineal del robot se representa mediante la matriz de

transformacion homogénea L(z), el cual se realiza a lo largo de la linea recta llevando al

efector final del punto P; al punto P, mediante la ecuacion:

()X |

z(t)y

7(t)z
1

L(z) = (10.37)

o O O B+
o O +— O
o = O O

El primer movimiento rotacional del robot se representa mediante una matriz de

transformacion homogénea R, (z) y sirve para rotar el vector de aproximacion de F; hasta

el vector de aproximacion en F, mediante la ecuacion:

S% (1-C(za))+C(ta) -SyCy(1-C(ra)) CyS(ta)
—SyCy(1-C(ra)) C2y(1-C(ra))+C(ra) Sy S(1a)
—Cy S(rx) — Sy S(rax) C(ra)
0 0 0

R,(7)= (10.38)

r O O O
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Matematicamente, la matriz de rotacion R, (z) indica una rotacion de angulo z(t)x

que realiza el efector final del robot respecto del vector de orientacion o deslizamiento s de

la localizacion F4, el cual gira un angulo y respecto del vector de aproximacion a. O sea

en la matriz de rotacion R, (z), el &ngulo que se gira es z(t)a Yy el vector unitario es el

vector de deslizamiento v=[-Sy Cy 0]", alrededor del cual se realiza el giro.

El segundo movimiento rotacional del efector final del robot se representa mediante la

matriz Rg(z) v sirve para rotar el vector de deslizamiento s de la localizacion F; hacia el

vector de deslizamiento en la localizacion F, respecto del vector de aproximacion a. La

matriz Rz (7) matematicamente representa una rotacion de angulo z(t) 8 con respecto del

vector de aproximacion del efector final en la localizacion F, .

[cos(zf) —sen(zB) O
Ry (1) = sen érﬁ) cosér/?) (1)
0 0 0

.
0
0
1_

(10.39)

En la figura 8.11 se muestra el diagrama que ilustra las rotaciones R, (z) y Rg(7)

respecto de los ejes de rotacion indicados anteriormente.

’
a.B :aA

"
nB =nA

Figura 10.11 Rotaciones R, (z) y Rz(z) del efector final del robot desde F; hasta F,.

Gréfica elaborada por el autor
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Multiplicando las matrices de transformacion homogénea de las ecuaciones (10.37),
(10.38) y (10.39) de acuerdo a la ecuacion (10.36) se obtiene la matriz de impulsion

sintetizada como:

(10.40)

D(f){dn(r) ds(z) da() dp(r)}

0 0 0 1
Los vectores que describen la orientacion del efector final del robot: dn(z), ds(z) y
da(z) y el vector de posicion dp(z) respectivamente se denotan mediante las siguientes

ecuaciones:

C(E)[S°y (1-C(ra)) + C(za)]+ S(eB)[-SyCy(1-C(za))]
dn(z) =| C(xB)[-SyCy/(L-C(za))]+ S(1h)[C?y(1-C(za)) + C(za)] | (10.41.a)
C(z8)[-Cy S(za)]+ S () [-Sw S(za)]

—-S(B)[S%y (1-C(za)) + C(za)] + C(1A)[-SyCy(1-C(za))]
ds(z) =| - S(eB)[-SyCy(L-C(za))]+ C(sB)[Cy(L-C(z@)) + C(za)] | (10.41b)
= S(7B)[-Cy S(za)]+ C(h)[-Sy S ()]

Cy S(ra)
da(z) =| Sy S(za) (10.41.c)
C(za)
(R
dp(z) =| (10.41.d)

1z

Utilizando la técnica de la transformada homogénea inversa sobre la ecuacion (10.36)

se puede obtener la solucion para el punto x, y, z postmultiplicando la ecuacion (10.36) por
la matriz Rgl(r) R;l(r) e igualando los elementos del vector posicion con el vector de

posicion de la matriz de impulsién total D(z) de la ecuacién (10.35) se obtienen las

siguientes relaciones:

X=Na.(Pg-Pa)
y=sa{Pg-Pa) (10.42)
z=ap(pg-Pa)
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Al postmultiplicar ambos lados de la ecuacion (10.36) por la matriz Rgl(r) y a

continuacion premultiplicar por la matriz L‘l(r), se obtienen los &ngulos y y o al igualar

los elementos de la tercera columna de la matriz resultante con los elementos de la tercera

columna de la ecuacidn (10.35) como:

Sp.d
W= atan[ﬁj 7 —nly<n (10.43)
Ny .ag

2 2
Na.a +(Spa
a = atan \/( A@8)" *(Sa25) ; O0<asrx (10.44)
a,ag

Para determinar el angulo S, se premultiplica ambos lados de la ecuacion (10.36) por
la matriz L‘l(r) y luego por la matriz R&l (z) y se igualan los elementos respectivos de la

matriz resultante con los elementos de la matriz de la ecuacion (10.35) para obtener la

solucion de forma simplificada como:

Ki(nang)+Ky(sang)+ K3(aA'nB)} .

=at i —a<p< 10.45
¢ aan{ Ki(nasg) +Ky(sa-sg) +Ks(aaSg) mepsm ( )

Las expresiones K;, K, y Kj involucradas en la ecuacion (10.45) estan en funcion

de los angulos a y v y se definen de la siguiente manera:
Ky ==Sy Cy (1-C(a))
K, =C2y (1-C(a)) + C(c) (10.46)
Ks =— Sy S(a)

En la figura 10.12.a se muestran las componentes cartesianas de la trayectoria espacial
P(t) desde la posicién P; hasta la posicion P, segln la ecuacion incremental (10. 41.d).
En las figuras consecutivas 10.12.c - 10.12.e se muestran de forma respectiva los
componentes cartesianos de los vectores de orientacion [n(t) s(t) a(t)] al aplicar las

ecuaciones incrementales (10.41.a) - (10.41.c) y la figura 10.12.b muestra los angulos de

Euler a partir de la ecuacion (2.12) para todos los casos con tiempo normalizado z(t)

segun la ecuacion (10.12).
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p(t)

Figura 10.12.a Vector de posicion cartesiano P del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

Figura 10.12.b Vector orientacion O del efector final mediante los a&ngulos de Euler.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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n(t)

Figura 10.12.c Vector cartesiano normal n del efector final del robot.
Graficas elaboradas por el autor mediante MatLab

sy (t)

Figura 10.12.d Vector cartesiano de deslizamiento s del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab

af) a, (1)

Figura 10.12.e Vector cartesiano de aproximacion a del efector final del robot.
Gréficas elaboradas por el autor mediante MatLab
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CONCLUSIONES

El objetivo principal de esta Tesis es el estudio, analisis, disefio, aplicacion y
simulacion de las técnicas de control digital nolineal multivariable para controlar las
trayectorias articulares de un sistema robot de seis grados de libertad que son: 1)
Control por Compensacién Nolineal, 2) Control por Compensacién Adaptiva
Nolineal y 3) Control Optimo Adaptivo Autosintonizado y por lo tanto en base a los
resultados obtenidos mediante las simulaciones realizadas en los capitulos 7, 8 y 9 se

concluye que dicho objetivo se ha logrado con éxito.

En el capitulo 2 se ha desarrollado matematicamente la Formulacion Cineméatica de
Posicion Directa e Inversa del robot utilizando la representacion matricial de Denavit-
Hartenberg. En el espacio articular se han definido funciones temporales, suaves y
arbitrarias y se ha obtenido en el espacio cartesiano, una trayectoria de localizacion del
robot dependiente de las funciones articulares de forma impredecible. En la simulacion
grafica se muestra que el efector final del robot sigue una trayectoria cartesiana
tridimensional no predecible, asi como una orientacion indefinida del efector final
mediante los vectores: normal, de deslizamiento y de aproximacion; también la
orientacion realizada mediante los angulos de Euler. Para validar la Formulacion
Geometria Inversa se ha definido en el espacio cartesiano una trayectoria sinusoidal
esférica, con una orientacion definida del efector operacional obteniendo como
resultado trayectorias articulares indefinibles a simple vista con el objetivo de lograr

que el efector final del robot realice la trayectoria espacialmente especificada.

En el capitulo 3 se ha desarrollado matematica y analiticamente la Formulacion
Cinematica que permite describir el desplazamiento articular y espacial del robot con
sus respectivas velocidades y aceleraciones relacionando los espacios de articulacion y
cartesiano. Para validar la teoria se ha realizado la simulacion grafica de la posicién, la
velocidad y la aceleracion articulares y luego en funcion de las curvas articulares se

obtienen las graficas de desplazamiento, velocidad y aceleracion lineales y angulares



del efector final del robot en el espacio cartesiano respecto de un sistema de

coordenadas de referencia.

En el capitulo 4 se ha desarrollado la Formulacién Dindmica espacial del manipulador
aplicando la ecuacion generalizada de Lagrange y se han obtenido como resultado una
expresion matematica vectorial, estructurada nolineal y diferencial continuamente en
el tiempo, que permiten interpretar, analizar y describir fisicamente el comportamiento
del robot. En la simulacion grafica de la Dinamica Inversa de la estructura mecéanica
del robot, se obtiene el vector de torsién articular que se aplicaria a cada articulacién
para generar tedricamente las curvas de los vectores de posicion, de velocidad y de

aceleracion articulares propuestas.

Se han desarrollado las formulaciones dindmicas de los motores DC sin escobillas
(Brushless motors) asi como la linealizacion realizada mediante software, porque en la
actualidad se estan usando y aplicando ampliamente en el campo de la Robdtica, por
presentar buena respuesta de torque y de velocidad en el tiempo, cuyo control se

realiza necesariamente con un procesador digital de alta velocidad.

La Formulacién Dinamica Directa Sistema Robot o representacion matematica del
robot incluyendo actuadores y sensores se realiza en el espacio de estados de forma
integral, estructurada y compacta y se encuentra en el capitulo 6, asi como la solucién
se determina empleando dos meétodos: método de Euler en adelanto y método de
Runge-Kutta de orden 4. EI método mas preciso es el Runge-Kutta pero requiere mas
tiempo de célculo. Ambos métodos de solucién mejoran al disminuir el tiempo de
discretizacion. En una implementacion real ya no es necesario solucionar las
ecuaciones de la Dinamica ya que los transductores incorporados proporcionan los

valores reales de las variables de posicidn y de velocidades articulares en tiempo real.

El método de Control por Compensacion Nolineal Multivariable o linealizacion por
realimentacion nolineal, se puede aplicarlo cuando la Formulacion Dindmica o los
parametros del robot son conocidos de forma precisa y el efecto de las perturbaciones
o0 incertidumbres es minimo que se pueden despreciar. La precision de esta técnica de
control baja cuando el robot se mueve a velocidades y aceleraciones altas o cuando
hay presencia de disturbios no medibles que se pueden presentar en los actuadores, en
los sensores 0 en la parte mecénica de la estructura del robot. La simulacion de esta

técnica de control se encuentra elaborada en el capitulo 7 y de acuerdo a los resultados
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se deduce que los errores de posicion y de velocidad articulares son pequefios para

casos ideales y se pueden reducir ajustando las ganancias de los controladores.

El método de Control por Compensacion Adaptiva Multivariable o realimentacién de
perturbacion adaptiva, se propone aplicarlo cuando la Formulacion Dinamica del
robot se conoce pero que algunos de sus parametros varia; por ejemplo las diversas
herramientas acopladas al efector final del robot para realizar maltiples tareas o el
objeto que manipula el robot cambia de tamafio y/o de peso o cuando el efector final
se pone en contacto con superficies externas. La simulacion gréfica de esta técnica de
control se encuentra elaborada en el capitulo 8 y se concluye que el error articular de
posicion es mas pequefio mientras mas rapido se realiza el proceso de adaptacion y de
identificacion y los errores de posicion y velocidad articulares se pueden reducir

ajustando las matrices de ponderacion del indice de rendimiento.

El método de Control Optimo Adaptivo Autosintonizable se propone aplicarlo cuando
no se conoce de forma precisa la Formulacion Dindmica y/o cuando el sistema esta
afectado por perturbaciones, incertidumbres o los parametros de la herramienta o de
los objetos que se manipulan cambian en el tiempo o cuando se presentan contactos
superficiales con el exterior. Para aplicar este método se utiliza la identificacion
multivariable de parametros en el espacio de estados. La simulacion grafica de esta
técnica de control se encuentra elaborada en el capitulo 9, para reducir los errores de
posicion y velocidad articulares y minimizar el efecto de las perturbaciones e
incertidumbres se incluyen integradores adaptando las ganancias del controlador
optimo de forma dindmica. Para obtener una mejor respuesta se pueden ajustar las
matrices de ponderacion del indice de rendimiento o también se aumenta la velocidad
de adaptacion y los errores de identificacion de pardmetros se reducen aumentando la

velocidad de procesamiento de informacion.

La literatura actual de Control Adaptivo Autosintonizado trata mayormente de la
identificacion de pardmetros mediante la lectura de las variables de respuesta y la
magnitud de la accion de control, pero en esta Tesis se ha realizado la estimacion de
las matrices en el espacio de estados acoplando de esta forma todos los efectos
dinamicos del sistema, realizando en cada instante la lectura de los valores de los
estados fisicos (posicion y velocidad articulares) a costa de usar sensores de posicion y

de velocidad de precision, combinado ademas un conjunto de ecuaciones matematicas
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y de control que por primera vez se describen y aplican como estrategia de control

avanzado en esta Tesis de investigacion obteniendo una buena precision dinamica.

El controlador 6ptimo de paso mejorado utilizado en el sistema de Control Adaptivo
Autosintonizable es una alternativa que se propone para que el sistema de control sea
mas preciso porque la ecuacion de Ricatti cambia de acuerdo como varia la dindmica

del sistema robot.

Para los sistemas de control desarrollados en los capitulos 8 y 9, se emplea el
algoritmo del Método de Minimos Cuadrados Recursivo para la identificacion de
parametros, por ser el mas sencillo pero se puede mejorar aplicando el Método de
Minimos Cuadrados Recursivo Mejorado, el Método de Minimos Cuadrados
Recursivo Ampliado u otras técnicas de identificacion como Redes Neuronales,
Algoritmos Genéticos pero se requiere mayor calculo computacional.

De las gréficas obtenidas mediante la simulacion, al aplicar los tres métodos de control
se concluye que el error que se produce en el método Control Optimo Adaptivo
Autosintonizable es “error de desfase mas que de magnitud” que aumenta de valor,
cuando se producen cambios grandes en la trayectoria de referencia, por lo que
requiere mas tiempo de procesamiento que los otros dos. El error producido por el
método Control por Compensacion Adaptiva Multivariable es “error de desfase y de
magnitud”, alterandose tanto la magnitud como la fase de la respuesta respecto de la
trayectoria de referencia. El error producido por el método Control por Compensacion
Nolineal Multivariable es “error mas de magnitud que de desfase”, alterandose mas la
magnitud de la respuesta que la fase respecto de la trayectoria de referencia, debido a
las posibles incertidumbres y perturbaciones no contempladas en el sistema, este

método requiere menos tiempo de procesamiento que los otros dos.

Las funciones articulares utilizadas como trayectorias de referencia en el desarrollo de
las simulaciones de las estrategias de control, son curvas suaves con al menos dos
derivadas, con velocidades iniciales y finales nulas con el fin de no producir altas
vibraciones en la estructura mecanica. Si se utilizan trayectorias referenciales con
cambios bruscos se pueden originar fuertes vibraciones mecanicas exigiendo torsiones
de alta magnitud asi como sefiales de voltaje de activacion a los motores, que pueden

sobrepasar los margenes establecidos.
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Para realizar la simulacion de las tres técnicas de control propuestos, se ha invertido
un tiempo de computacion mucho mayor que el tiempo establecido para la simulacion
(10 seg.), esto se debe a que el programa de MatLab utiliza calculo de consistencia
numérica y grafica pero en la implementacion en un caso real el tiempo de célculo
disminuye utilizando por ejemplo lenguaje C++ y no es necesario desarrollar la
solucion de la Dinamica Directa, ya que la informacion de las variables de estado
(posicion y velocidad articulares) se obtienen directamente de los transductores y
también utilizando sistemas operativos en tiempo real en el Computador Central se
puede incrementar la velocidad de procesamiento de forma considerable, mejorando

por lo tanto la optimabilidad y la velocidad de procesamiento del algoritmo de control.

Para aplicar cualquiera de los tres métodos de control propuestos en una
implementacion fisica en tiempo real se plantea utilizar un sistema multiprocesador
utilizando un Computador Industrial (IPC) de alta velocidad de procesamiento digital
para procesar y ejecutar los algoritmos de control; el IPC debe estar operando con un
Sistema Operativo en Tiempo Real para procesar la informacion a la velocidad
requerida e incluir un procesador digital por articulacion de forma apropiada
(conectados en red paralela al Computador Central o Industrial), que pueden ser
microcontroladores, DSPs, 0 FPGA’s interconectados con buses y protocolos de alta
velocidad de comunicacion, que generen sefiales por Modulacion de Ancho de Pulso
(PWM) para activar a cada motor-actuador y asi accionar y controlar de forma
independiente a cada articulacion mediante el control de posicion y de velocidad de
los motores, ademas es necesario que las variables de posicion y de velocidad sean

medidas con alta precision mediante los transductores internos del sistema de control.

Para realizar las simulaciones en el contenido de esta Tesis se han elegido elementos
béasicos de forma cilindrica en la estructura mecénica del robot, con la finalidad de
elaborar un modelamiento dinamico sencillo, pero empleando programas especificos
de disefio y simulacion de estructuras mecanicas como el Solid Works o Inventor se
puede conseguir un disefilo mecanico mas realista del robot eligiendo formas
geométricas variadas y heterogéneas de los eslabones, indicando el tipo de material,
con lo que se puede obtener ademas la magnitud del juego de los engranajes, valores
estimados de la fricciones en los ejes de giro, el centro de masa y el tensor inercial de

cada elemento mediante el mismo programa de una manera mas exacta.
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Tabla A.1 Datos de los elementos del Robot de seis grados de Libertad

CONSTANTES Y PARAMETROS DEL SISTEMA

ANEXO A

Articulacion | Masa Mi | Longitud Li | Radiocilin | Coef Friccién | Coef Col Bsi

i (Kg) (m) Ri (m) Bvi N/rad/s (N)

1 M1=50 |L1=0.80 R1=0.10 Bv1 = 0.007 Bsl1 = 0.006
2 M2=40 |L2=0.40 R2=0.075 | Bv2=0.009 Bs2 = 0.008
3 M3=10 |L3=0.12 R3=0.06 Bv3 =0.006 Bs3 = 0.006
4 M4=30 | L4=0.30 R4 =0.05 Bv4 = 0.005 Bs4 = 0.004
5 M5=0.8 | L5=0.10 R5=0.04 Bv5 = 0.004 Bs5 = 0.002
6 M6=25 | L6=0.20 R6 =0.03 Bv6 = 0.002 Bs6 = 0.001

Tensores de los elementos del Robot de seis grados de Libertad

_—
N

w

Y
0

Lf+6R12

0
MR

12
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SN

(8]

(o)}

De las férmulas de los tensores de inercia de los eslabones para efecto de célculo se

escriben como:

Ixz1 = M1*(6*R1/2+L1/2)/12
lyz2 = M2*(6*R2/2+L2/2)/12
Ixy3 = M3*(6*R3"2+L3"2)/12
Ixz4 = M4*(6*R4"2+L4/2)/12
IXy5 = M5*(6*R5"2+L52)/12
IXy6 = M6*(6*R6"2+L6"2)/12

L2 + 6R2 ]
4 4 O O
12 )
0 M ,R? 2o 2
L2 +6R
0 0 =" 4
12 |
L2 + 6R2 ]
5 5 > 0 0
L2 +6RZ
0 Mg 0
12 )
L2 +6R2 ]
6 5 6 0 0
L2 +6RS
0 f———2 0
12 ,
0 0 M¢R2

lyl = M1*R1"2
IX2 = M2*R2"2
123 = M3*R3"2
ly4 = M4*R4/2
1z5 = M5*R5"2
1z6 = M6*R6"2

esto es Ixx1 = 1zz1,
esto es lyy2 =1zz2,
esto es Ixx3 = lyy3,
esto es Ixx4 = 1zz4,
esto es Ixx5 = lyy5,

esto es Ixx6 = lyy6,

lyyl=lyl
IXx2=I1x2
1zz3=ly3
IXx4=Ix4
1z25=1z5
1zz6=1z6

Vector del referencial de cada elemento hacia el centro de masa respectivo:

CM1=[0 (H1-L1/2) 0]
CM2=[-L2/200]"
CM3=[000]"
CM4=[0 L4/2 0] T
CM5=[000] "
CM6=[0 0 -L6/2]

Datos de los motores del Robot
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Momentos de Inercia del rotor Jmi de cada motor:
Jml =7.0E-04 Kg m”"2
Jm2 = 8.0E-04 Kg m”2
Jm3 = 6.0E-04 Kg m”2
Jm4 = 5.0E-04 Kg m”2
Jm5 = 4.0E-04 Kg m”2
Jm6 = 2.0E-04 Kg m”2

Coeficientes de Friccion Bmi de cada motor:
Bm1l = 8.0E-05 N-m/(rad/seq)
Bm2 = 9.0E-05 N-m/(rad/seq)
Bm3 = 7.0E-05 N-m/(rad/seq)
Bm4 = 5.0E-05 N-m/(rad/seg)
Bmb5 = 4.0E-05 N-m/(rad/seq)
Bm6 = 2.0E-05 N-m/(rad/seq)

Valores de las Resistencias de bobinado del estator Rsi de cada motor:
Rs1 = 18 Ohm
Rs2 =20 Ohm
Rs3 =16 Ohm
Rs4 =13 Ohm
Rs5 =12 Ohm
Rs6 = 10 Ohm

Valores de las Inductancias bobinado del estator Lsi de cada motor:
Ls1 = 0 Henry
Ls2 = 0 Henry
Ls3 =0 Henry
Ls4 = 0 Henry
Ls5 =0 Henry
Ls6 = 0 Henry

Valores de las ganancias de Voltaje de Fuerza Contraelectromotriz Kei:
Kel = 75E-03 V/rad/s
Ke2 = 80E-03 V/rad/s
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Ke3 = 70E-03 V/rad/s
Ke4 = 60E-03 V/rad/s
Ke5 = 50E-03 V/rad/s
Ke6 = 30E-03 V/rad/s

Ganancias de torque electromagnético Kti de cada motor:
Ktl = 1.2E-01 N-m/A
Kt2 = 5.5E-01 N-m/A
Kt3 = 2.3E-01 N-m/A
Kt4 = 5.0E-02 N-m/A
Kt5 = 5.3E-02 N-m/A
Kt6 = 8.0E-03 N-m/A

Ganancia PWM del Amplificador de potencia Kai de cada motor:
Kal =50

Ka2 = 60

Ka3 =20

Ka4 =10

Ka5 =10

Ka6 = 6

Ganancia de Compensacion de corriente gli de cada motor:
gl1=1.5
gl2=1.5
gl3=1.5
gl4=1.5
gl5=1.5
gl6=1.5

Relacion de engranajes de transmision de potencia de cada potencia ni:
nl=1/25
n2 =1/20
n3 = 1/20
n4 =1/16
n5=1/16
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n6 = 1/10
Calculo de constantes para simplificacion de los motores segun las formulas:
_125 Ritgika
“n3 M Kk,
12 3 PK Ko +Bp(Ry +9 kp)
n3 KiKa
Ry +0, kp
KiKa

K

Kgp

T =

Kaal=(1/n1)*(2/3)*Im1*(Rs1l+gil*Kal)/(Kt1*Kal)
Kaa2=(1/n2)*(2/3)*Jm2*(Rs2+gi2*Ka2)/(Kt2*Ka2)
Kaa3=(1/n3)*(2/3)*Jm3*(Rs3+gi3*Ka3)/(Kt3*Ka3)
Kaa4=(1/n4)*(2/3)*Im4*(Rs4+gi4*Kad)/(Kt4*Ka4)
Kaa5=(1/n5)*(2/3)*Im5*(Rs5+gi5*Kab)/(Kt5*Kab)
Kaa6=(1/n6)*(2/3)*Im6*(Rs6+gi6*Kab)/(Kt6*Kab)
Kbb1=(1/n1)*(2/3)*(3/4*P*Kt1*Kel+Bm1*(Rs1+gil*Kal))/(Kt1*Kal)
Kbb2=(1/n2)*(2/3)*(3/4*P*Kt2*Ke2+Bm2*(Rs2+gi2*Ka2))/(Kt2*Ka2)
Kbb3=(1/n3)*(2/3)*(3/4*P*Kt3*Ke3+Bm3*(Rs3+gi3*Ka3))/(Kt3*Ka3)
Kbb4=(1/n4)*(2/3)*(3/4*P*Kt4*Ke4+Bm4*(Rs4+gid*Ka4))/(Kt4*Ka4)
Kbb5=(1/n5)*(2/3)*(3/4*P*Kt5*Ke5+Bm5*(Rs5+gi5*Ka5))/(Kt5*Kab5)
Kbb6=(1/n6)*(2/3)*(3/4*P*Kt6*Ke6+Bm6*(Rs6+gi6*Kab))/(Kt6*Kab)
Kttl=n1*(Rs1l+gil*Kal)/(Kt1*Kal)
Ktt2=n2*(Rs2+gi2*Ka2)/(Kt2*Ka2)
Ktt3=n3*(Rs3+gi3*Ka3)/(Kt3*Ka3)
Ktt4=n4*(Rs4+gid*Kad)/(Kt4*Ka4)
Ktt5=n5*(Rs5+gi5*Ka5)/(Kt5*Ka5)
Ktt6=n6*(Rs6+gi6*Kab)/(Kt6*Kab)

Numero de polos de cada motor P = 6

g=9.81 m/s"2 aceleracion de la gravedad.
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ANEXO B
COMPONENTES DE LA DINAMICA DEL ROBOT

La ecuacion de la dindmica del robot esté definida en la ecuacion 4.38 y se vuelve a

escribir como:
=(t) = D(a(®)) 4(t) + C(a(t),q®)) + H(q(t)) + B(q(t))

La matriz D(q(t)) que describe el efecto inercial de todo el Robot es:

_d11(q) di, (@) diz(@) dy(@) dig(a) dig (q)_
dpyi(a) dpp(q) dyz(q) dyy(d) dps(d) dye(q)
d3;(q) dgp(q) dag(d) dau(a) das(a) dgs(a)
dgp(a) dgp(q) dyg(q) dye(a) dys(a) dyg(a)
ds;(q) dsp(q) dsg(d) dsg(a) dgs(a) dsg(a)

1 dg(0) dgp(q) dgg(a) dga(a) dgs(a) dgg(a) |

D(a(t)) =

Los componentes de la matriz D(qg) (simétrica) son dij(q)

d11g=d11 0 -dd_1*(cos(g2 + g3)*cos(g5) - sin(g2 + g3)*cos(g4)*sin(g5))"2 +
dd_6*sin(g2 + g3)*cos(g2) + d11_1*sin(g2 + g3)"2 - d11_2*sin(g2) ~2 + dd_4*(sin(q2 +
g3)*cos(g5) + cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(g5))*sin(q2 + q3) + dd_5*(sin(g2 + g3)*cos(g5) +
cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(g5))*cos(q2)

d12g =d21q = -dd_1*sin(g4)*sin(g5)*(cos(q2 + g3)*cos(gb) - sin(gq2 + g3)*cos(g4)*sin(g5))
- dd_2*sin(g4)*sin(g5)*cos(g2 + g3) + dd_3*sin(g4)*sin(q5)*sin(q2)

d13qg =d31qg = -dd_1*sin(g4)*sin(g5)*(cos(g2 + g3)*cos(g5) - sin(g2 + g3)*cos(q4)*sin(g5))
- dd_2*sin(g4)*cos(g2 + g3)*sin(g5)

d14q =d41qg = d14_1*cos(g2 + q3) + Ixy5*sin(g2 + g3)*sin(g4) +
dd_2*cos(g4)*sin(g5)*sin(g2 + g3) + dd_3*cos(g4)*sin(gq5)*cos(q2) -
d14 2*cos(g5)*(cos(g2 + g3)*cos(g5) - sin(g2 + g3)*cos(g4)*sin(g5))

d15qg = d51q = d55_0*sin(g2 + g3)*sin(q4) + dd_2*sin(g4)*cos(g5)*sin(g2+ q3) +
dd_3*sin(q4)*cos(g5)*cos(g2)

d16qg = d61q = 1z6*(cos(g2 + g3)*cos(g5) - sin(g2 + g3)*cos(g4)*sin(g5))
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d22g =d22_0 + dd_6*sin(g3) + dd_4*cos(q5) - dd_1*sin(q4)"2*sin(q5)"2
+dd_5*(cos(g5)*sin(q3) + cos(g3)*cos(g4)*sin(g5))

d23qg =d32q =d33_0 + dd_4*cos(g5) + dd_3*(cos(g3)*sin(g5)*cos(g4) + sin(g3)*cos(g5))
-dd_1*sin(g4)"2*sin(g5)"2 + d23_1*sin(g3)

d24q = d42q = -dd_1*cos(g5)*sin(g4)*sin(g5) - dd_3*sin(g4)*sin(g5)*sin(g3) -
dd_2*sin(q4)*sin(g5)

d25qg = d52q = d55_0*cos(g4) + dd_2*cos(g4)*cos(g5) + dd_3*(cos(g3)*sin(g5) +
cos(g4)*cos(g5)*sin(g3))

d26q = d62q = 1z6*sin(g4)*sin(q5)

d33g =d33 0+ dd _4*cos(g5) - dd_1*sin(g4)"2*sin(g5)"2

d34q = d43qg = - dd_1*cos(g5)*sin(q4)*sin(g5) - dd_2*sin(q4)*sin(q5)
d35qg = d53q = d55_0*cos(g4) + dd_2*cos(q4)*cos(g5)

d36qg = d63q = 1z6*sin(q4)*sin(g5)

d44q = d44_0 + dd_1*sin(g5)"2
d45q=d54q=0
d46qg = d64q = 1z6*cos(g5)

d55q = d55_0

d56q = d65 =0
d66q = 1z6

Donde las constantes involucradas en funcién de los parametros definidos en el Anexo A

se definen como:

lyz_x2 = lyz2-1x2
Ixy z3 = Ixy3-1z3
IXz_y4 = Ixz4-ly4
IXy z5 = Ixy5-1z5
IXy_z6 = Ixy6-1z6

d11 0 =lyl + lyz2 + 123 + ly4 + IXy5 + IXy6 + M2*L272/4 + M3*L2"2 + M4*L.212 +
(M6+MB)*L272 + M6*L6"2/4

d11_1 = Ixy z3+Ixz_y4 + M4* L472/4 + (M6+M5)*L42

d11 2 = lyz x2 + M2*L272/4 + M3*L2/2 + M4*L.2"2 + (M6+M5)*L2/2

d14 1 = ly4 + Ixy6+ M6*L6"2 /4

d14 2 = Ixy_z6 + M6*L6"2/4

d22_0 = Ixy3 + Ixy5 + IXy6 + Ixz4 + lyz2 + M2*L272/4 + M3*L2"2 + M4*(L2°2 + L472/4) +
M5*(L2/2 + L4"2) + MB*(L2/2 + L4N2 + L672/4)

d22_1 = (M4 + 2*M5 + 2*M6)*L2*L4

d23_1 = L4*L2*(M4/2+M5+M6)

d33_0 = Ixy3 + IXy5 + IXy6 + [Xz4+M4*L4"2/4 + M5*L472 + M6*L472 + M6*L6"2/4
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d44 0=1y4 +1z5 + 126
d55_0 = Ixy5 + Ixy6 + M6*L6"2/4
dd_1=Ixy z5 + Ixy z6 + M6*L6"2/4

Vector C(q(t),q’(t)) que describe el efecto aceleracion centripeta y de Corioles C(q) de todo
el Robot

¢,(0,9) |
c,(d.9)
¢3(9,49)
C,(q,4)
¢5(q,d)
| C6(0,d) |

C(q(t),q(t)) =

Los componentes del vector C(q) son ci(q):

clqg = Ixy5*dg4”2*sin(g2 + q3)*cos(g4) + Ixy5*(dg2+dg3)*dgd*cos(q2 + g3)*sin(g4) +
1z6*dg4*dq6*sin(g2 + g3)*sin(g4)*sin(q5) - 1z6*dg5*dq6*(sin(q2 + g3)*cos(g4)*cos(g5) +
cos(g2 + g3)*sin(g5)) - 1z6*(dg2+dg3)*dg6*(sin(g2 + g3)*cos(g5) + cos(q2 +
g3)*cos(g4)*sin(g5)) + d55_0*(dg2+dg3)*dg5*cos(g2 + g3)*sin(q4) +
d55_0*dg4*dg5*sin(g2 + g3)*cos(g4) - d11_2*dql*dqg2*sin(2*g2) +

d11 1*dqgl*(dg2+dqg3)*sin(2*q2 + 2*q3) - d14 1*(dg2+dqg3)*dg4d*sin(g2 + g3) -

d14 2*dg4”2*sin(gq2 + g3)*cos(g5)*sin(g4)*sin(g5) +

d14 2*(dg2+dg3)*dg4*cos(g5)*(sin(g2 + g3)*cos(g5) + cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(g5)) +
d14 2*dgd*dg5*(sin(g2 + g3)*cos(g4)*cos(2*qg5) +cos(g2 + g3)*sin(2*g5)) +
dd_1*dql*(dg2+dqg3)*(sin(2*q2 + 2*g3)*cos(2*g5) +sin(2*g2 + 2*q3)*sin(g5)"2*sin(q4)"2 +
cos(2*q2 +2* g3)*cos(g4)*sin(2*g5)) + dd_1*dgl*dqg5*(cos(g2 + q3)"2*sin(2*g5) +
sin(2*q2 + 2*g3)*cos(g4)*cos(2*g5) - sin(g2 + q3)"2*cos(q4)"2*sin(2*q5)) +
dd_1*(dg2+dg3)*2*sin(g4)*sin(g5)*(cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(g5) + sin(g2 + g3)*cos(g5))
+ dd_1*(dg2+dg3)*dg5*sin(g4)*(sin(g2 + g3)*cos(g4)*sin(2*g5) - cos(g2 + g3)*cos(2*g5))
+ dd_1*(dg2+dg3)*dg4*sin(g5)*(sin(g2 + g3)*cos(2*g4)*sin(g5) - cos(q2 +
g3)*cos(g4)*cos(g5)) + 2*dd_1*dgl*dg4*sin(q4)*sin(g2 + g3)*sin(g5)*(sin(g2 +
g3)*cos(g4)*sin(g5) -cos(g2 + g3)*cos(g5)) + dd_2*((dg2+dg3)"2-(dg4-dg5)*2)*sin(g2 +
g3)*sin(g4)*sin(g5) + dd_3*(dg2/2-dg4”~2-dq5°2)*cos(q2)*sin(g4)*sin(g5) +
dd_4*dql*dqg5*sin(g2 + g3)*(cos(g2 + g3)*cos(q4)*cos(g5) -sin(g2 + g3)*sin(g5)) +
dd_4*dg4*dg5*sin(g2 + g3)*cos(q4+g5) - dd_4*dgl*dgd*cos(g2 + g3)*sin(g2 +
g3)*sin(g4)*sin(g5) + dd_4*dql*(dgq2+dqg3)*(sin(2*q2 + 2*q3)*cos(g5) + cos(2*q2 +
2*g3)*cos(g4)*sin(gb)) + dd_5*dg4*dg5*cos(q2)*cos(g4)*cos(g5) +
dd_5*dql*(dg2+dqg3)*cos(g2 + g3)*cos(g2)*cos(g5) -
dd_5*dql*dg2*(cos(g4)*sin(g5)*sin(2*g2 + g3) +sin(g2 + g3)*cos(g5)*sin(g2)) +
dd_5*dql*dg5*cos(g2)*(cos(g2 + g3)*cos(g4)*cos(gb) - sin(g2 + g3)*sin(gb)) -
dd_5*dql*dg3*sin(g2 + g3)*cos(q2)*cos(g4)*sin(g5) - dd_5*dql*dqg4*cos(g2 +
g3)*cos(g2)*sin(g4)*sin(g5) + dd_6*dql*dg2*cos(2*q2 + q3) + dd_6*dql*dg3*cos(q2 +
03)*cos(q2)

c2g = 1z6*dg4*dg6*cos(g4)*sin(g5) + 1z6*dg5*dg6*cos(g5)*sin(g4) + 1z6*dgl*dg6*(sin(q2

+ g3)*cos(g5) + cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(gb)) - Ixy5*dgl*dgd*cos(g2 + g3)*sin(g4) -
d11 1*dql”2*cos(g2 + g3)*sin(g2 + q3) + d11 2*dqgl”2*cos(g2)*sin(g2) +
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d14 1*dqgl*dgd*sin(g2 + g3) - d14_2*dqgl*dg4*cos(g5)*(sin(g2 + q3)*cos(g5) + cos(q2 +
g3)*cos(g4)*sin(gb)) + d23_1*dg3~2*cos(g3) - d55_0*dgd*dg5*sin(g4) -

d55 0*dgl*dg5*cos(g2 + g3)*sin(g4) - 0.5*dd_1*dg1”2*(cos(2*q2 +
2*q3)*cos(g4)*sin(2*q5) - sin(2*g2 + 2*g3)*cos(q4)"2*sin(q5)"2 + sin(2*q2 +
2*g3)*cos(g5)"2) + dd_1*dgl*dg4*sin(q5)*(sin(g2 + g3)*cos(2*q4)*sin(g5) - cos(q2 +
g3)*cos(g4)*cos(gb)) - dd_1*dg4*dg5*sin(g4)*cos(2*qb) -
dd_1*dqg4”2*cos(g4)*cos(g5)*sin(g5) + dd_1*dql*dq5*sin(g4)*(sin(q2 +
g3)*cos(g4)*sin(2*g5) - cos(g2 + g3)*cos(2*g5)) -
dd_1*(dg2+dg3)*dg4*sin(2*q4)*sin(g5)"2 - dd_1*(dg2+dq3)*dg5*sin(2*q5)*sin(q4)"2 -
dd_2*(dql172+dg4”2+dq5°2)*cos(g4)*sin(g5) + dd_3*dqlr2*(sin(2*g2 +
g3)*cos(g4)*sin(g5) - cos(2*g2 + g3)*cos(q5)) + dd_3*(dg3"*2+dg5”2)*(cos(g3)*cos(g5) -
cos(g4)*sin(g3)*sin(g5)) - dd_3*dg4”2*cos(g4)*sin(q3)*sin(g5) -
dd_4*dg4*dqg5*cos(g5)*sin(g4) - dd_4*(dg2+dq3)*dg5*sin(g5) + dd_4*dql1”2*sin(g2 +
g3)*(sin(g2 + g3)*cos(q4)*sin(g5) - cos(g2 + q3)*cos(g5)) - dd_4*dgl*dgd*cos(g2 +
g3)*cos(g4)*sin(g5) - dd_4*dgl*dg5*cos(g2 + g3)*cos(g5)*sin(g4) +
dd_5*(dg2+dq3)*dg5*(cos(g3)*cos(gq4)*cos(g5) - sin(g3)*sin(g5)) -
dd_5*(dg2+dg3)*dg4*cos(g3)*sin(g4)*sin(g5) + dd_5*dgl*dg4*cos(g4)*sin(gq2)*sin(g5) +
dd_5*dgl*dg5*cos(g5)*sin(g2)*sin(q4) - dd_5*dg4*dg5*cos(g5)*sin(g3)*sin(q4) +
dd_5*dg2*dq3*(cos(g3)*cos(g5) - cos(q4)*sin(g3)*sin(g5)) + dd_6*dg2*dq3*cos(g3) -
dd_6/2*dql1”2*cos(2*g2 + q3)

¢3q = 1z6*dg4*dq6*cos(g4)*sin(g5) + 1z6*dg5*dq6*cos(q5)*sin(g4) + 1z6*dgl*dg6*(sin(g2
+ g3)*cos(gb) + cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(gb)) - Ixy5*dgl*dgd*cos(g2 + g3)*sin(g4) -

d55 0*dgl*dg5*cos(g2 + g3)*sin(g4) - d55_0*dg4*dq5*sin(g4) -
0.5*d11_1*dg1”2*sin(2*q2 + 2*q3) + d14_1*dql*dg4*sin(g2 + g3) -

d14 2*dqgl*dgd*cos(g5)*(sin(g2 + g3)*cos(g5) + cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(g5)) -
0.5*dd_1*dgl172*(cos(2*g2 + 2*q3)*cos(g4)*sin(2*g5) + sin(2*q2 + 2*q3)*cos(2*g5) +
sin(2*q2 + 2*g3)*sin(g4)"2*sin(g5)"2) - dd_1*dg4"2*cos(g4)*cos(g5)*sin(g5) +
dd_1*dgl*dg5*sin(g4)*(sin(g2 + g3)*cos(g4)*sin(2*g5) - cos(g2 + g3)*cos(2*g5)) +
dd_1*dql*dg4*sin(g5)*(sin(g2 + g3)*cos(2*g4)*sin(g5) - cos(g2 + g3)*cos(g4)*cos(g5)) -
dd_1*(dg2+dg3)*dg5*sin(q4)"2*sin(2*q5) - dd_1*(dg2+dq3)*dg4*sin(2*q4)*sin(g5)"2 -
dd_1*dg4*dg5*cos(2*q5)*sin(g4) - dd_2*dg4~2*cos(q4)*sin(q5) -
dd_2*dq5”2*cos(g4)*sin(g5) - dd_2*dql”2*cos(2*g2 + 2*q3)*cos(g4)*sin(g5) +
dd_3*dg2"2*(cos(q4)*sin(g3)*sin(g5) - cos(q3)*cos(g5)) + dd_3*dgl”2*cos(q2)*(sin(q2 +
g3)*cos(g4)*sin(g5) - cos(g2 + g3)*cos(gb)) - dd_4*(dg2+dqg3)*dg5*sin(qg5) -
dd_4*dg4*dg5*cos(g5)*sin(g4) - dd_4*dql”2*cos(g2 + g3)*sin(q2 + g3)*cos(gb) -
dd_4*dqgl*dgd*cos(g2 + g3)*cos(q4)*sin(g5) - dd_4*dgl*dg5*cos(q2 + g3)*sin(g4)*cos(q5)
- dd_6*dgl™2*cos(g2 + g3)*cos(q2)/2 - dd_6/2*dgq2"2*cos(q3)

c4q = - 1z6*dg5*dg6*sin(g5) - 1z6*(dg2+dq3)*dg6*cos(g4)*sin(g5) -
1z6*dgl*dq6*sin(g4)*sin(g5)*sin(g2 + g3) + Ixy5*dgl*(dg2+dg3)*cos(q2+g3)*sin(g4) +
d55_0*(dg2+dg3)*dg5*sin(q4) - d55_0*dgl*dg5*cos(g4)*sin(g2 + g3) -

d14 1*dql*(dg2+dqg3)*sin(g2 + g3) + d14_2*dgl*(dg2+dg3)*cos(g5)*(sin(g2+g3)*cos(gb)
+ cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(gb)) - d14_2*dql*dg5*cos(g4)*sin(g2+q3) +

2*d14 2*dql*dg5*cos(g5)*(cos(g2 + g3)*sin(g5) + sin(g2 + g3)*cos(g4)*cos(g5)) +
dd_1*dg4*dg5*sin(2*q5) + dd_1*dg2*dq3*sin(2*g4)*sin(g5)"2 -
dd_1*(dg2+dg3)*dg5*sin(g4)*cos(2*g5) + dd_1*dql*(dg2+dg3)*sin(g5)*(cos(q2 +
g3)*cos(g4)*cos(g5) - sin(g2 + g3)*cos(2*q4)*sin(g5)) +
0.5*dd_1*dq172*sin(2*g4)*sin(g5)"2*(cos(2*g2)*cos(q3)"2 - cos(q2)"2) +
dd_1*(dg272+dqg372)*cos(g4)*sin(g4)*sin(g5)"2 + 0.25*dd_1*dql1”72*sin(2*q2 +
2*q3)*sin(g4)*sin(2*q5) - 0.25*dd_1*dq1"2*sin(2*g2)*sin(2*q3)*sin(2*g4)*sin(q5)"2 +
0.5*dd_2*dql1”2*sin(2*g2 + 2*q3)*sin(g4)*sin(g5) + dd_3*dg2~2*cos(g3)*sin(g4)*sin(g5) +
dd_3*dql1”2*cos(g2 +g3)*cos(g2)*sin(q4)*sin(g5) +
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dd_4*dql*(dg2+dqg3)*cos(q4)*sin(q5)*cos(g2 + g3) -
dd_5*dql*dg2*cos(g4)*sin(g2)*sin(g5)

c5q = 1z6*dq6*dg4*sin(g5) + 1z6*dq6*dgl*(cos(g2 +g3)*sin(g5) + sin(g2 +
g3)*cos(g4)*cos(qb)) - 1z6*dg6*(dg2+dg3)*cos(g5)*sin(g4) - d55_0*(dg2+dq3)*dg4d*sin(q4)
+ d55_0*dgl*(dg2+dg3)*cos(g2+ g3)*sin(g4) + d55_0*dgl*dgd*sin(gq2 +gq3)*cos(q4) -
di14 2*dqgl*dgd*(cos(q2 +g3)*sin(2*g5) + sin(g2 + gq3)*cos(g4)*cos(2*g5)) -
0.5*dd_1*dql1"2*(cos(2*g2 + 2*g3)*sin(2*g5) + sin(2*g2 + 2*q3)*cos(g4)*cos(2*g5)) -
0.5*dd_1*dql1”2*sin(g4)"2*sin(2*q5)*(sin(g2)"2 + sin(2*q2 + gq3)*sin(q3)) +
dd_1*dql*(dg2+dq3)*sin(q4)*(cos(g2 + g3)*cos(2*g5) - sin(q2 + g3)*cos(g4)*sin(2*q5)) +
0.5*dd_1*(dg2+dqg3)"2*sin(q4)"2*sin(2*g5) + dd_1*(dq2+dqg3)*dg4*cos(2*q5)*sin(q4) -
0.5*dd_1*dg4"2*sin(2*q5) - dd_2*dgl1”2*sin(q2 + g3)*cos(g2 + g3)*cos(g4)*cos(g5) +
dd_2*dql1”2*sin(2*g2 + g3)*sin(g3)*sin(g5) + dd_2*dg1”2*sin(q2)"2*sin(g5) +
dd_4*dgl*(dg2+dg3)*cos(g2 + g3)*sin(g4)*cos(g5) + dd_2*(dg2+dq3)"2*sin(g5) -
2*dd_3*dgl*dg2*sin(g2)*sin(g4)*cos(g5) + dd_3*dql”2*cos(g2)*(sin(g2 + g3)*sin(g5) -
cos(g2 + g3)*cos(g4)*cos(g5)) + dd_3*dg2/2*(sin(q3)*sin(q5) - cos(q3)*cos(q4)*cos(g5))

c6q = 1z6*(dg2+dg3)*dgd*cos(q4)*sin(g5) - 1z6*dgl*(dg2 + dg3)*(sin(g2 + g3)*cos(g5) +
cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(gb)) - 1z6*dql*dg5*(cos(g2 + g3)*sin(g5) +sin(g2 +
g3)*cos(g4)*cos(gb)) + 1z6*(dg2+dqg3)*dg5*cos(g5)*sin(g4) + 1z6*dgl*dgd*sin(gq2 +
g3)*sin(g4)*sin(gb) - 1z6*dg4*dq5*sin(g5)

Donde:
dgl = dgl(t)/dt dg2 = dg2(t)/dt dg3 = dg3(t)/dt
dg4 = dq(t)/dt dg5 = dg5(t)/dt dg6 = dg6(t)/dt

Y las constantes involucradas en funcion de los parametros definidos en el Anexo A se
definen como:

dd_1=Ixy z5 + Ixy z6 + M6*L6"2/4
dd_2 = M6*L4*L6/2

dd_3 = M6*L2*L6/2

dd_4 = M6*L4*L6

dd_5 = M6*L2*L6

dd_6 = M4*L2*L4 + 2*(M6+M5)*L4*L.2

Vector H(q(t)) que describe el efecto de gravedad H(q) de todo el Robot

" hy(a) ]
h, (a)
hs(a)
h,(a)
hs (9)

| he(a)

H(q(t)) =

Los componentes del vector del efecto gravitatorio H(q) son hi(q):

hig= 0
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h2g = - h10*cos(g2) - h20*sin(g2 + g3) - h30*(sin(g2 + g3)*cos(g5) + cos(g2 +
03)*cos(g4)*sin(g5))

h3qg = - h20*sin(g2 + g3) - h30*(sin(g2 + g3)*cos(g5) + cos(g2 + g3)*cos(g4)*sin(g5))
h4qg = h30*sin(g2 + g3)*sin(g4)*sin(g5)

h5qg = - h30*(cos(g2 + g3)*sin(g5) + sin(q2 + g3)*cos(g4)*cos(g5))

héqt =0

Donde las constantes involucradas en funcién de los parametros definidos en el Anexo A
se definen como:

h10 = (M2/2 +M3 + M4 + M5 + M6)*L2*g
h20 = (M4/2 + M5 + M6)*L4*g
h30 = M6*L6/2*g

Vector B(q(t)) que describe el efecto de friccion de todo el Robot

by (4) |
b, (9)
by (a)
b, (d)
bs (4)
g (a) |

B(q(t) =

Los componentes del vector del efecto friccional B(q) son:

blqg = Bsl*sign(dql) + Bvl*dgl
b2q = Bs2*sign(dg2) + Bv2*dqg2
b3q = Bs3*sign(dg3) + Bv3*dqg3
b4qg = Bs4*sign(dq4) + Bv4*dg4
b5q = Bs5*sign(dg5) + Bv5*dg5
b6qg = Bs6*sign(dq6) + Bv6*dg6

Donde los valores de las constantes involucradas se encuentran definidos en el Anexo A
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ANEXO C
ESLABONES DEL ROBOT UTILIZADOS EN LA SIMULACION

Los eslabones que conforman la estructura fisica del robot manipulador de seis grados
de libertad con articulaciones angulares, utilizado para realizar la simulacion y animacion
del movimiento del robot en el tiempo, también se han elaborado con MatLab utilizando
funciones de tratamiento de imagenes para mejorar la apariencia fisica, dotandoles de la
forma metalica y atribuyéndoles de color metalico, brillo y sombra y para obtener la forma
tridimensional, se han utilizado ecuaciones matematicas de geometria diferencial con
dimensiones geométricas proporcionales y de forma apropiada. Una vez ensamblado el
robot con estos eslabones como se ha mostrado en las figuras 1.5 y 2.7 se aplica las
estrategias sofisticadas de control propuestas para realizar el control de trayectorias tanto

en el espacio articular como en el espacio cartesiano.

En cada eslabon o elemento de la estructura del robot de seis articulaciones propuesto,
se establece o se fija un sistema de coordenadas cartesianas para formular la geometria,
cinematica y dinamica del robot y se muestran respectivamente en las figuras que siguen a

continuacion:

Figura C.1 Grafica de la forma del eslabon 0.
Grafica elaborada por el autor mediante MatLab



Y1

Figura C.2 Grafica de la forma del eslabon 1.
Fuente: Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab

Figura C.3 Gréfica de la forma del eslabon 2.
Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab
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X3

Figura C.4 Gréfica de la forma del eslabon 3.
Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab

Ya

% a7

Figura C.5 Gréfica de la forma del eslabon 4.
Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab

Zg

Ys

Figura C.6 Gréfica de la forma del eslabdn 5.
Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab
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Figura C.7 Grafica de la forma del eslabon 6 con pinza de dos dedos.
Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab

Figura C.8 Grafica de la forma del eslabon 6 con pinza de cuatro dedos.
Gréfica elaborada por el autor mediante MatLab
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