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Resumen

En esta tesis construiremos un algoritmo de descomposiciéon asociado a un
problema de optimizacion convexa separable con restricciones lineales, en
particular lo aplicaremos a problemas de programacion lineal. Este algorit-
mo aprovecha la estructura separable de la funciéon objetivo del problema
original considerando en cada iteracién subproblemas de optimizacion para
cada componente de la funciéon objetivo, siendo estas de menor tamano que
el problema original e independientes entre si, lo cual permite resolverlos de
forma paralela, disminuyendo el costo computacional.
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Abstract

In this thesis, we will construct a decomposition algorithm associated with a
separable convex optimization problem with linear constraints, particularly
applying it to linear programming problems. This algorithm takes advantage
of the separable structure of the objective function of the original problem
by considering optimization subproblems for each component of the objective
function at each iteration. These subproblems are smaller in size than the
original problem and are independent of each other, which allows solving
them in parallel, decreasing the computational cost.
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Introduccion

En la actualidad se estan desarrollando muchos tipos de métodos de
descomposicion, esto debido a la creciente demanda de algoritmos que per-
mitan lidiar con problemas de gran tamano, lo cual es comtn en problemas

aplicados.

En este trabajo desarrollaremos un tipo de descomposcién asociado a los
métodos splitting, por ello en el Capitulo 2 desarrollaremos en detalle los
esquemas splitting conocidos en la literatura, teniendo estos métodos como
objetivo principal encontrar un cero de un operador compuesto por la suma

de operadores maximales mondétonos, i.e
Hallar z* tal que 0 € A(z") + B(z").

En el Capitulo 3 haremos un recuento de la aplicacion de los métodos splitting
al problema de composicién

Minimizar f(z) + g(Mz) (P)

donde f : R* — Ry g : R™ — R son funciones convexas propias,
semicontinuas inferior y M una (m x n) matriz, considerando para ello su
formulacién variacional de suma de dos operadores mondtonos tanto para el
problema (P) y para su problema dual asociado. En particular se estudiara
el método (ADMM) y su variante propuesto por R. Shefi y M. Teboulle [22]:
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Dados ()1 y Q2 matrices simétricas

Algoritmo (AST)
A 1
" = argmin { f(x) + §||Ma: — 2"+ AT+ §||x - :E"||2Ql}

. A 1
Zn-‘rl = argmin g(Z) + §HM£UTL+1 —z+ Ailan2 + 5”2 - Zanh}
p"+1 — pn + )\(Mx”“ _ Zn—i—l)

Desde que en el segundo subproblema en este algoritmo, considerando
@2 = 0, se reduce al célculo del proximal de la funcién g y por lo tanto no
hay la necesidad de considerar (), distinto de cero. Al final de este capitulo
probaremos la convergencia de este algortimo bajo las siguientes condiciones

(no restrictivas): Q2 = 0 y @1 simétrica tal que
Q1 es semidefinida positiva y Q1 + AM* M es definda positiva. (1)

Bajo estas condiciones mostraremos también su velocidad de convergencia.

En el capitulo final analizaremos el problema de optimizacién separable

con restricciones lineales lo cual denominaremos problema S—model

q
min ) Z fj(ﬂfj)
q =1

z=(z1,,x

s.a. Az =1b

donde las funciones f;: R — R U {400} son convexas, semicontinuas
inferiores y propias, A una matriz y b un vector, ambos de dimensiones
apropiadas. Problemas con esta estructura son muchos, en particular los

problemas de programacién lineal caen dentro de este contexto.
Reformularemos el problema S—model como un problema de composicion

(P), y a esta reformulacion aplicaremos el algoritmo (AST) considerando una

adecuada matriz parametro ()1, que permita tomar ventaja de su estructura
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separable. Luego considerando las restricciones , garantizaremos la conver-
gencia de nuestro algoritmo propuesto. Finalmente mostraremos resultados
numéricos del comportamiento de nuestro algoritmo para el caso de progra-

macion lineal.



Capitulo 1
Conceptos basicos

En este capitulo se consideran los conceptos basicos que serviran de so-
porte a los capitulos siguientes. Para un mejor entendimiento se ha dividido
en secciones tales como, optimizacion convexa cuyos conceptos son extraidos
de [5] y [21], operadores mondtonos y un breve repaso al los algoritmos del

subgradiente y punto proxiamal.

1.1. Nociones de Optimizacion convexa

En esta seccién damos un breve repaso a los conceptos esenciales de op-
timizacion convexa.
Un conjunto C C R™ se llama convexo si para cualesquiera z,y € C y
t € (0,1) , se tiene que
(1—t)x+tyeC.

Por ejemplo, el conjunto solucién de un sistema de desigualdades
S={zeR": Mx<p, MeR™ypecR"}.

es convexo.
Para una funcién f: R" — R U {400},

1. el dominio de f es dom(f) = {z € R": f(z) < 4+o00}.



2. se dice que f es propia si Dom(f) # (.
3. el epigrafo de f es epi(f) = {(z,\) € R" x R: f(x) < A}.

4. se dice que f es convexa si epi(f) es convexo o de manera equivalente,
si

F((L=t)z +ty) < (A=) f(x) +f(y) (1.1)

para todo t € [0,1]. Si la desigualdad es estricta, se dice que f es
estrictamente convexa.

5. se dice que f es semicontinua inferior (“sci” ) si epi(f) es conjunto
cerrado en R™™!. Puntualmente, f es sci en g si para todo A < f(x)
existe un abierto V., que contiene a x, tal que A < f(x) para todo z
de V.

6. se dice que f es in-fcompacta si para cada A € R, el subnivel Sy(f) =
{r € R™: f(z) < A} es compacto.

Cualquier funcién continua es es sci, una funcién lineal es convexa y sci,
si f y g son sci y convexas entonces f + g, fg (A > 0) son sci y convexas.
Si {fi}rea es una familia de funciones sci y convexas entonces la funcién
(supyea fo)(x) = supyep fa(z) es sciy convexa.

Si f es estrictamente conexa, definida sobre un convexo y si f alcanza su
minimo, entonces esta la alcanza en un tnico punto.

Una funcién f: R — R U {400} es fuertemente convexa de coeficiente
a > 0 si para todo t € [0,1] y para todo z,y € R,

FUO =Dz +ty) < (1= 0F () + 1 () = S0 = Dl|e = I

Una funcién fuertemente convexa es estrictamente convexa, entonces su
conjunto de minimizadores, si lo tuviera, es unitario. Mas atn, si f es sci
y fuertemente convexa sobre un conjunto cerrado D de R", entonces es inf-
compacta sobre D. No probaremos esta afirmacion, pero la importancia de
obtener funciones inf-compactas radica en que, para estas, el conjunto de

soluciones optimales S,y = {z: f(x) = inf, f(x)} es compacto y no vacio.



La siguiente proposicién es una caracterizacion de una funcién semicon-

tinua inferior, la cual es muy 1til para probar resultados de convergencia.
Proposicién 1.1. Para f: R" — RU {+00} son equivalentes:
1. f es semicontinua inferior en x € Dom(f).

2. Para toda sucesion {x,}12 tal que lim,, o x, = x se tiene

f(z) < liminf f(z,).

n—-+o0o

Si tenemos una sucesién {z, },;:> convergente que minimiza a f (es decir
lim,, 1 f(x,) = If(f)), pongamos z,, — xo, en general poco se puede
afirmar sobre f(xg). Pero segin la Proposicién la propiedad de ser sci
implica que x( es minimizador de f, sin la propiedad de sci esto puede no ser

clerto.

Ejemplo 1.1. Consideremos f: R — R dada por

f($)={$2’ siz <0

r+p, six>0

Para cualquier p > 0 fijo, f no es es sci en z = 0, ademds min,cg f(x) = 0.
Si escogemos una sucesion que minimiza a f, esta debe ser una sucesion de
nimeros negativos z,, convergiendo a 0 y liminf f(x,) = 0, pero f(0) =p >
0.

La derivada direccional de una funcién convexa en xq en la direccién h es
dada por
th) —
f/(mo, h) — lfnf f(xo + ) f(‘TO) .

t>0 t

A continuacion se mensiona dos propiedades de funciones convexas diferen-
ciables.

Proposicién 1.2. Sea f: C — RU{+o00} una funcidn diferenciable definida

en un conjunto abierto convero no vacio C' C R™. Son equivalentes:



1. f es conveza.
2. f(x)+(Vf(x),y—2z) < f(y) para todo x,y € C.
3. (Vf(z) = Vf(y),x —y) >0 para todo xz,y € C.

Donde Vf(x) es el gradiente de f en x. Si en la proposicién anterior,
para algun x, V f(z) = 0, entonces, f(z) < f(y) para todo y. Esta condicién
junto con la convexidad son condiciones suficientes de optimalidad de primer

orden que se menciona a continuacion.

Proposicién 1.3. Sea f: R" — RU {+oc0} de clase C'. Si z es un minimo
local de f, entonces Vf(x) = 0. Si ademds [ es convexa y Vf(x) = 0
entonces x es el minimo global para f.

La condicién necesaria de optimalidad se generaliza para el caso de fun-
ciones no diferenciables mediante el concepto de subdiferencial. Sea f: R" —
R U {400} convexa y propia. Se dice que y € R" es un subgradiente de f
en a € Dom f si

f(a) + (y,x —a) < f(x), paratodo x € Dom(f).

El subdiferencial de f en a (9f(a)) es el conjunto de todos los subgra-
dientes de f en a, es decir

0f(a) ={y eR" | f(a) + (y,x — a) < f(x), V&€ Dom(f)}.

Por convecién se define df(a) = () si a € Dom(f).
Observe que, si 0 € df(a) para algin a € Dom(f) entonces f(a) < f(x)

para todo z € Dom(f). Entonces para efectos de encontrar un punto donde
f alcanza su valor éptimo, debemos buscar un punto z tal 0 € df(x).

Si f es convexa y diferenciable entonces el subdiferencial lo conforma

unicamente el gradiente, en cada punto de su dominio.



f(z) = |zl af (x)
1
’ i
f(z) = méx{2? — 1, -z + 5} 4 /6f(z)

. -3 2
1
=3 5 -6

h

Figura 1.1: Se muestra los gréaficos los subdiferenciales de las funciones en el

Ejemplo

Ejemplo 1.2. 1. Consideremos la funcién valor absoluto f(z) = |z| sobre

R, entonces f es diferenciable en todo punto excepto en z = 0. Luego

{-1}, siz<0
Of(x) =4 [-1,1], six=0
{1}, siz>0

2. Sea f(xr) = max{z* —1,—z + 5}, entonces

{2z}, six<—-3yax>2
[—6,—1], siz=—3

{-1}, si —3<x<2
[—1,4], siz=2

Of(x) =

Para el caso de 2 en el ejemplo anterior, en general si f(z) =

méx { f1(z), fo(x), ..., fu(z)} entonces
0f(a) = conv MLy {0fi(a): fi(a) = f(a)}.



Sea C' C R". La funcién indicatriz de C es la funcién 6c: R* —

R U {400} dada por
0 sizedl
0 = 1.2
c() {+oo siz &g C (1.2)

El cono normal de C es N = 0d¢, es decir
Ne={(z,y) eR" xR" |z € C,{y, 2 —x) <0 VzeC}

La funcién conjugada de f: R" — R U {400} (en el sentido de Fenchel)
es la funcién f*: R® — R U {400} definida por

fr(@) = sup [(z, z") — f(z)].
zeRn
Esta, es convexa y semicontinua inferior pues es el supremo de funciones
lineales afines.
El problema
a:= if f(z) (1.3)

zeR?
es llamado problema primal. Si consideremos la funcién de perturbacion
¢: R" x R? — R tal que ¢(x,0) = f(r) para todo z € R" y la funcién
marginal h: R? — R dada por

h(u) := inf @(x,u),

z€R™

el problema dual de (|1.3)) es dado por

g = inf h*(u"). (1.4)

u*€eR”

Ejemplo 1.3. Consideremos el problema

min f(z) + g(Mz),

z€R™

donde f: R" — RN {400} y g: R" — RN {+o0} son funciones convexas

semicontinuas inferiores y propias, y M € R™*".



Se quiere formular su problema dual, para ello consideramos la funcion de
perturbacién ¢: R" xR™ — RU{+o00} dada por p(z,u) = f(x)+g(Mz+u)
y la funcién marginal h: R” — RU{+oo} dada por h(u) = inf,ern ¢(z, u).

Entonces el problema dual viene dado por inf,cgm h*(p). Calculando h*(p)
tenemos

W(p) = sup [(u,p) — inf p(z,u)]

ueR™

= sup  [(p,p") — f(z) — g(Mz + u)]
(u,z)ER™ xR™

= sup  [(=MTp,x)— f(x) + (Mz +u,p) — g(Mz + u)]

(u,z)ER™ X R™

= [{(=M"p)+g"(p).
Luego el problema dual es

min f*(—=M7"p) + g*(p).
peR™

Observacién 1.1. Para una funcién h: R" — R U {+o0} convexa, sci y
propia, la funcién conjugada de Fenchel es tal que para y € R”

h*(y) = sup [(z,y) — h(z)] = (z,y) — h(z)

reR™

para todo x € R".
Ademés, (a,y) € 0h equivale a (y,z) — h(z) < (y,a) — h(a), para todo
x € Dom(h), luego, tomando supremo sobre x en la desigualdad anterior

tenemos h(a) + h*(y) = (y,a) y como h es sci, esto equivale a

h*(a) + h(y) = (y, a)

y esto a su vez es equivalente a (y,a) € Oh*. Entonces Oh* = (Oh)™'.



1.2. Operadores Mondtonos

En esta seccién repasamos de manera breve nociones bésicas sobre ope-
radores mondtonos, para mayores detalles, ver [§].
Una aplicacién multivaluada 7: R™ = R” es una funcién 7: R™ — 28",
Si T'x es unitario, diremos que la aplicacién 7" es univaluada o simplemente
que T es una funcién. El grafico de T es Graf(T) = {(x,y):y € Tz}. En
adelante no se hace diferencia entre Graf(7") y T. Tomar (z,y) € T significard
tomar x € R" ey € Tx.

Definicién 1.2.1. Si T: R™ = R" es una aplicacion multivaluada
1. El dominio de T es Dom(T) = {z € R™: Tz # ()} .
La imagen de T es Im(T) ={y € R" : dx € R, (z,y) € T'} .
2. La aplicacion multivaluada inversa de T, se define por T-! =

{(y, ) : (x,y) € T}

3. Para todo ¢ € R se define la aplicacion multivaluada ¢T' por ¢TI =
{(z,cy): (z,y) €T}

4. Dada S wuna aplicacion multivaluada  sobre R™, se defi-
ne se define la aplicacion ultivaluada S + T por S + T =
{(x,s+1t):(x,s) €S y (x,t)€T}.

Definicién 1.2.2. Un operador T: R® = R" es mondtono si
(y* —z*,y—x) >0 para todo (x,z*)eT y (y,y*) eT.

Donde (-,-) el producto interno usual de R". Se dice que T es mondtono

maximal si no estd estrictamente contenido en otro operador mondtono.

A continuacién se dan algunos ejemplos de operadores mondétonos.

Ejemplo 1.4.

1. Sea f: R — R una funcién real. Entonces, la monotonia de f en el
sentido usual es equivalente a la Definicion [1.2.2, Pues,
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f(t1) < f(t2) con ty <ty = (f(t2) — f(t1)) . (2 —t1) = 0.

2. Toda aplicacién lineal T': R™ — R"™ semidefinida positiva es mondtona,
es mas, T es mondtona si y solo si T es semidefinida positiva.

3. Para una funcion f: R™ — R convexa y diferenciable se tiene que,
(Vf(y) - Vf(l‘),y - {L‘> > 07 V%y € R™

Es decir, Vf: R® — R" es un operador mondtono.

4. El subdiferencial de una funciéon f sobre R", no necesariamente dife-
renciable, es un operador moné6tono. Pues, si 2* € df(z) y y* € df(y)

entonces f(z)+(z*,y — 7) < f(3) ¥ F(u)+{" 2 — ) < f(z), sumando
estas desigualdades se obtiene (y* — x*,y — x) > 0.

Definicién 1.2.3. Sea T un operador mondotono sobre R", se define el con-

junto de puntos mondtono-admisibles de T' por
T ={(a,b) e R" xR": (b—y,a—x) >0, V(z,y) €T}

La siguiente proposicion es una caracterizacion de operadores mondtonos

maximales.
Proposicion 1.4. T es un operador mondotono mazximal st y solo si T = T*
Proposicién 1.5. Sea T un operador sobre R™.

1. Si r un numero real positivo. Entonces, T es mondtono y/o mazimal
sty solo si rT es mondtono y/o maximal.

2. Sid € R". Entonces, T es mondtono y/o maximal si y solo si T +d es

mondtono y/o mazximal.
3. T es mondtono y/o mazimal si y solo si T~ es mondtono y/o0 maximal.

A continuacién se dan algunos ejemplos de operadores mondtonos maxi-

males.



Ejemplo 1.5. Si f: R" — R U {+00} es convexa, semicontinua inferior y
propia , entonces df: R™ = R™ es un operador mondtono maximal.
Este resultado lo muestra al detalle Rockafellar en [I8§].

Ejemplo 1.6. El cono normal Ng de un subconjunto C' # () convexo y
cerrado de R™, es un operador monétono maximal. En efecto, si C' es no
vacio, convexo y cerrado, entonces, d¢c es propia, convexa y sci. Entonces, del

ejemplo anterior N es mondotono maximal.

Ejemplo 1.7. Como consecuencia del ejemplo anterior, el cono normal Ny,
de un subespacio afin L de R™ es un operador monétono maximal. Ademas,
si L =V 4 d, donde V' es un subespacio vectorial y d € R", tenemos que

Nyia= (V+d) x V*

Ejemplo 1.8. Para cualquier a € R" el operador constante T" = {(z,a) |
x € R"} es mon6tono maximal. En efecto, tomando V' = {0} en el ejemplo

anterior tenemos que
Nioyta = Nyia = (V+a) x VE = ({0} + a) x R" = {(a,z) | v € R"}
es mondtono maximal. Luego, T'= N {_(é +q €8 monotono maximal.

Una propiedad que nos sera es muy ttil al momento de probar resultados

de convergencia de sucesiones de subgradientes como en la Proposicién (3.5]).

Proposiciéon 1.6. Si T: R* = R" es un operadores mondétono maximal,
entonces Graf(T) es cerrado. Ademds, Tx es convero y cerrado para todo
x € DomT.

1.3. Resolventes y Operadores Cocoercivos

En esta seccion se estudian algunos operadores que cumplen ciertas pro-
piedades especiales, tales como, Lipschitz (no expansivo), co-coercividad y
monotonia fuerte. También se estudian algunas de sus propiedades, teniendo
como referencia base a [§].
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Definicién 1.3.1. Un operador T: R = R" es llamado:

1. no expansivo si

ly* =™l < lly —=l,  V(z2%),(y,9") €T

2. co-coercitvo de modulo o > 0 si

' -ty —x) 2aly o2 Ve, (h.y) €T

3. fuertemente mondtono si existe o > 0 tal que
(y* —a"y—z) > ally — 2

, para todo (z,z*), (y,y*) € T

a es llamado maodulo de monotonicidad fuerte. En adelante los operadores

co-coercivos de modulo 1 seran llamados simplemente co-coercivos.

Observacién 1.2. Se deducen:
= Un operador fuertemente mondétono es monétono.

» Una funcién convexa f es fuertemente convexa si y solo si df es fuer-

temente monotono.
» Si 7! es fuertemente mondtono entonces el operador 7' es univaluado.

= Un operador univaluado 7" es co-coercivo de modulo o > 0 si y solo si
T~! es fuertemente monétono de constante o > 0 .

= Todos los operadores no expansivos son funciones uniformemente con-

tinuas.
= Todos los operadores co-coercivos son monotonos.

» Todos los operadores co-coercivos son no expansivos.

11



» Un operador T es co-coercivo si y solo si
1Ty — Tal* < lly — 2]* = I(y — Ty) — (z — T)]]%,
para todo x e y en R™.

Ejemplo 1.9. Sean T} y T, dos operadores co-coercivos sobre R", entonces
el operador G = T (2T, — I) + (I — T3) es co-coercivo. En efecto,

Gz —Gy|>=TA 2T, — D —T1 2T — Dy|* + (I = To)x — (I — Ty) y|?
2T 2T, — e —=T' 2T, — 1)y, = To)x — (I = T3) y)

usando la co-coercividad de T tenemos

Gz = GylI* = (T2 2Tz = D =Ty 2Tz = Dy,x —y) + |1 = Ta) w — (I = o) yf*

= (Gx — Gy,x —y) — (The —Toy, I = To)x — (I — T) y)
y de la co-coercividad de T5 se obtiene lo afirmado.

Proposicién 1.7. [8, pdg 44] Sea T: R™ — R"™ una funcion. T es co-
coerciva de si y solo si (2T — I) es no expansivo, o de manera equivalente-
mente, T es co-coerciva si y solo st T = %(C + 1) donde C' es no expansivo.

Note que en la Proposicién [I.7la condicién necesaria es valida para ope-
radores co-coercivos de médulo o > 1 y la condicién suficiente es valida para
operadores co-coercivos de médulo o < 1

Teorema 1.1 (Minty). [2, pdg 311] Dado T: R™ = R™ un operador
mondtono , T es mazximal si y solo si Im(I +T) = R".

Definicién 1.3.2. Para todo A > 0 el operador Jyy = (I+AT)~! es llamado
resolvente del operador T'.

Teorema 1.2. [8, pag 47] Un operador T' sobre R™ es mondtono mazimal si

y solo si Jyr, con A >0, es co-coercivo y Dom(Jyr) = R™.
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En el Teorema (|1.2)), para que el resolvente Jyr sea co-coercivo es necesario
y suficiente que T sea mondtono.

Ejemplo 1.10. Sea C' C R" convexo, cerrado y no vacio, entonces Po =
(I 4+ N¢)~ty por lo tanto P es co-coercivo. En efecto, de las hipdtesis sobre
C se sigue que N¢ es mon6tono maximal y (I+ Ng) ™! es co-coercivo definido
en todo R"™. Por otro lado, para x € R"

y={I+No) 'z & z€(I+No)ysx—y€ Ny
s yelCy (r—y,z—y)<0,Vzel
& oy = Pox.

Por lo tanto Po = (I + N¢)™!. Note que si A > 0, entonces también se tiene
Po=(I4+AN¢g)™

Consecuencias inmediatas del teorema de Minty y el Teorema ([1.2)).
Proposicién 1.8. Sea T un operador.

1. T es co-coercivo si y solo si T=' — I es mondtono. Mas aiin, T es

co-coercivo y Dom(T) = R™ si y solo si T~ — I es mondtono mazimal.

2. El resolvente de un operador monotono T es univaluado, y si ademds

T es mazimal su resolvente es una funcion definida en todo R™.

Ademas de las propiedades que se han mencionado sobre el resolvente
de un operador, esta nocién también permite reformular un problema muy
importante en operadores mondtonos y optimizacion en general, que para un

operador T es formulado por:
hallar = € R" talque 0¢€ Tx.

Se observa que 0 € Tx < x € x + NT'v & x = Jyrx, entonces, el problema
puede ser resuelto hallando puntos fijos de Jyr.

Definicién 1.3.3. Sea T': R" = R"™ un operador mondtono maximal y A > 0.

13



Se define el operador reflector asociado a T por
Ryr =2Jxp — 1 (1.5)

Note que Ryr es una funcion.

Proposicién 1.9. Sea T: R™ = R" un operador mondtono mazximal y A > 0.
Entonces, (xz,y) € T si y solo si Ryp(x + A\y) =x — \y.

Demostracion.
yeT(z) e x+tiy € (I+2T)(z) & Jar(z+Ay) = < Ryr(z+Ay) = x—\y.

]

Corolario 1.1. Sean T: R™ = R™ un operador mondétono mazximal, X > 0 y
z € R". Entonces, z =z + Ay y x = Jyr(2) siy solo si (x,y) €T.

Observaciéon 1.3. Sea T" un operador mondtono maximal sobre R™ y A > 0.
Entonces para cualquier z € R™ existe tinico (x,y) € T tal que z = = + Ay,
pues de acuerdo con el corolario anterior, x es determinado de manera tinica

por x = Jyrz.

Cuando V es un subespacio vectorial de R entonces Ny, = V x V+. Por
lo tanto, para cualquier z € R™ existe un unico punto (x,y) € Ny tal que
z =2+ Ay, donde A > 0. La observacién anterior generaliza este hecho.

Ejemplo 1.11. Consideremos al hiperplano de R"
L={z: (z,u) = a}

y al operador T" = Nj. En este caso, L actia como eje de simetria para el
operador reflector.

En efecto, sea a € R™ y A > 0 fijo, entonces existe un tnico (x,y) € Ny,
tal que a = x + Ay, donde

a — {(a,u)

e

Tr = J)\NL(G) = PL[CL] =a-+
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Ay ..'.

\ @ a=x+ly

Aye

»
(L-x)*

Figura 1.2: Representacion en el plano de como el hiperplano L actia como
eje de simetria para el operador Ny,

y entonces, y = —% (u).

Luego,
Ry, (x+ Ay) = 2P (x + \y) — (x + \y) = 2Pp[a] — a = 22 — q,

entonces,

a—(a,u
Ran, (x +Xy) = a+2 {W (U)} :
de donde se visualiza claramente que x € L es punto medio entre a y su

reflejado a + 2 [a_<“’“> (u)} . En la Figura se representa en el plano lo

[l

descrito en este ejemplo.

Observacién 1.4. La proyeccién sobre un subespacio afin de R™ es una
aplicacion lineal afin, entonces el operador reflector también es una aplicacion
lineal afin, en el ejemplo anterior, sin pérdida de generalidad supongamos que
Jull =1

Ry, (a) = Aa + 2au,
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donde la matriz asociada ala parte lineal es la matriz simétrica A = [I—2uu?].
La proyeccion sobre un subespacio vectorial V' de R™ es un operador lineal
y si {v1,v9,..., v} es una base para V' entonces

Pyz = A(ATA) ' ATe

donde la matriz A es la matriz cuyas columnas son los vectores v;. Claramente
se observa que la matriz asociada al operador proyeccion sobre un subespacio
vectorial es simétrica. Entonces la proyeccion sobre un subespacio afin L =

V + d paralelo a V' es dado por
Prx =d+ Py(xz —d).
Luego, el operador reflector es Ry, es dado por
Ry, (a) = (2B — Ia — 2d,

donde B = A(ATA)'AT y d = [T — A(ATA)~*A"]d.
Una desigualdad que satisface el operador reflector que nos servird mas

adelante para mostrar la convergencia del algoritmo Peaceman -Rachford.

Proposicion 1.10. Sea T' un operador mondtono maximal y X > 0, entonces
HR)\TZ — R)\TZ/H2 S HZ — Z/H2 —2 <J/\TZ — J)\TZ/, (I — J)\T)Z — (I — J)\T)Z/> .

Para el caso en que T' = Np, donde L es como en el Ejemplo (1.11)), el
operador reflector conserva distancias. En efecto, sean z,Z2 € R", entonces
existen (z,y), (2,9) € Ny tal que z=x+ Ay y 2 =2+ Ay.

Sin pérdida de generalidad asumamos ||u|| = 1, luego

IBarz = Rarz|* = N2+ 20— (z,u)]u— 2 = 2[a = (2,u)]ul?
= (z=2) =2(z = 2, u)u
= [lz = 2|1 = 4l(z = 2, )" + 4[(z = £, w)|?

= = —2|*
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Por lo tanto la desigualdad en la Proposicién [I.10] se convierte en igualdad,
pues <J)\TZ — J)\Té, ([ — J)\T)Z — (I — J)\T)2’> = <£L’ — :i“,y — Q> =0.

Un resultado importante se da en el Teorema a continuacion, este prueba
que el algoritmo "1 = Sz converge a un punto fijo de S si este los tuviera,

donde S es la composicién de un niimero finito de funciones co-coercivas.

Teorema 1.3. [§, pdg 56] Sean Ty,...,T,: R® — R™ operadores co-
coercivos (por lo tanto funciones) tal que S = T, 0T, 1 0...0T) posee un
punto fijo, sea también la sucesion {x"} >~ generada mediante x™' = Sa™

para algin punto inicial 2° € R"™. Entonces {a"} ", converge a un punto fijo
de S.

Corolario 1.2. [§, pdg 60] Sean C4,...,C, C R" convezos, cerrados tales
que C1NCyN...NC, # 0. Entonces para cualquier 2° € R™, la sucesion que
resulta de las iterasiones z"t! = Pc, o ... 0 Pgx" converge a un punto de

CiNCyN...NC,.

1.4. Algoritmos Subgradiente y Punto Proxi-

mal

Los algoritmos gradiente y punto proximal son métodos iterativos clasicos
para la busqueda de una solucién éptima de un problemas de optimizancién.
En esta seccion haremos una breve descripcion de estos dos métodos.

Considere el problema de optimizacion

min f(z) (P)

zeR™

donde f: R" — R U {400} es una funcién convexa. De la definicién de

subgradiente de una funcién, (P) es equivalente al problema de
hallar z € R" tal que 0 € Jf(z).

Esto quiere decir que nuestro problema (P) puede ser solucionado encontran-

do un cero del subdiferencial de la funcién objetivo.
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1.4.1. Algoritmo Subgradiente

Una manera facil (al menos tedrica) de minimizar una funcién finita con-
vexa diferenciable f definida en R" es a través del método del del gradiente
el cual se basa en el hecho que para z € R"”, la direccion opuesta al gradiente
(=V f(z)) es la direccién de descenso mas intuitiva de elegir para buscar el
minimo de f a partir de z. Este método genera una sucesién {z,}5°, que

obedece a la regla iterativa

Tpt1 = Tn — YV f(2h) (1.6)

donde zg es el punto inicial elegido y {v,}>°, una sucesién de nimeros
reales positivos llamados tamanos de paso.

Si por el contrario la funcién f no es diferenciable, gracias al concepto de
subdiferenciabilidad se puede usar el método del subgradiente que puede ser
visto como una generalizacién del método del gradiente pues este genera una
sucesién {z,}>°, de modo que para un punto inicial x, elegido obedece a la

regla iterativa
Elegir y,, € 0f(x,)

Tp+1 = Tp — YnYn (17>

donde {7, }52, son los tamanos de paso.
Note que la diferencia superficial con el método del gradiente esté en el
“cambio”’de V f(z,) por y, € Of(z,).

Observacién 1.5. Para tener en cuenta.

1. En general, segin [I1] se dice que d € R™ es una direccién de descenso
en x si existe t > 0 tal que f(x +td) < f(x), y esto es equivalente a
pedir que (d,y) < 0 para todo y € df(x) o también a f'(x,d) < 0 si
f es deribable en x. Entonces en la ecuacion —V f(x) puede ser
sustituido por otra direccion de descenso.

2. En el método del subgradiente se debe tener cuidado al momento de
elegir y,, € df(x,) como lo dice la ecuacién ((1.7]), pues no todos los ele-
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mentos de df(z,) conducen a direcciones de descenso como lo muestra

el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.12. Considere la funcién f: R? — R dada por
fla,y) = méx{2® —y,z +y}.

Observe que (1,1) € 9f(—3,6) y que —(1, 1) no es una direccién de descenso.

Para una funcion convexa propia sobre R" la derivada direccional de f

en z en la direccién d es

Fod) — fug T 1) = (@)

t>0 t

Entonces, si f'(z,d) < 0, d es una direccién de descenso para f en z. Si x
no minimiza a f entonces existe una direccién de descenso en x, entonces es

natural tomar como direcciéon de descenso a d tal que

f'(z,d) = min f'(x,d) (1.8)

ldll<1

Por otro lado, como f es convexa propia en R", entonces 0f(x) es compacto

"(z,d) = méx (y,d),
f(z,d) yeaf(x)@ )

entonces de (|1.8)) se sigue

"(z,d) = min méix (y,d
f.d) |\d||§1y68f(w)<y )

= max min (y,d
yeaf(z)||d||§1<y )

, ()
= max ,——
yeaf<m><y HyH>

= — min
iyl
Luego una direccién de descenso para f en x es d = —ﬁ donde y es el el
)
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elemento de menor médulo de df(z). Esta podria ser una manera de hallar
una direccién de descenso para f en un punto determinado de su dominio lo
cual no deja de ser dificultoso.

Observaciéon 1.6. Otro aspecto fundamental en estos métodos es la eleccion
del tamanos de paso ya que gran parte del éxito de los algoritmos pasa por
la eleccion adecuada de estos parametros. En el método del gradiente gene-
ralmente se usa una busqueda lineal para obtener los tamanos de paso, como
por ejemplo para la direccién de descenso d,,, el tamano de paso (tedrico) es:

Tn ‘= aIg Hllnf(l’n - ’de> (Tpn>

>0

Observe que determinar 7, podria ser tan complicado como determinar
el valor 6ptimo del problema original (P); de otro lado, (T'P,) es sélo un
subproblema en la etapa n y por lo tanto gastar mucho tiempo en la bus-
queda del valor éptimo exacto no es relevante. Asi, es suficiente encontrar
una aproximacién “adecuada” de 7,, que también sera denotada por -,.
Mencionemos dos formas bastante utilizadas:

1. (Condicién de Armijo). v, debe satisfacer

F(@n+ndn) < f(2n) + avnd, Vf(20)
donde o € (0,1).
2. (Condicién de Wolfe). v,, debe satisfacer la condicién de Armijo y
AV f (@0 +ndy) > Bdy V f(20)
donde § € (o, 1).

Como vemos, estas reglas involucran directamente a la direccién de descenso
lo que dificulta usarlas para obtener los tamanos de paso para el método del
subgradiente pues como vimos en el ejemplo anterior y,, € Jf(z,) no siempre
es una direccién de descenso.
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Algunas reglas bésicas de tamano de paso para el método del subgradiente

SOI:

1. Tamano de paso constante 7, = > 0 o tamano de paso normalizado

%:”Oé—” paraa >0y y, € 0f(z,).
Yn

2. Reduciendo el tamano de paso en cada iteracién pero no “demasiado

rapido”. =y, > 0,

Yo — 0, i%eroo.
n=0

3. Tamano de paso no sumable pero de cuadrado sumable. ~,, > 0,
DY NENTE o
n=0 n=0

4. Tamano de paso propuesto por Polyak el cual supone el conocimiento
del valor éptimo f* del problema (P):

f n _'f* f n _'f*
(gﬂylw €< < <T|y>n||2 2=

donde € € (0,1] y y, € Of (z).

Algunos resultados de convergencia del método del subgradiente ([1.7))
pueden ser hallados en [23].
A continuacién se estudiard el algoritmo del punto proximal.

1.4.2. Algoritmo Punto Proximal

Este algoritmo, en el contexto de optimizacion fue introducido por Marti-
net y generalizado para el contexto de operadores monotonos por Rockafellar.
En esta seccion se describe el algoritmo del punto proximal en el contexto de
optimizacion basandonos en [16] que se recomienda revisar para los detalles.
Consideremos el problema

min f(z) (P)

FASING
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donde f: R" — R U {400} es una funcién convexa semicontinua inferior y
propia.
Antes de introducir el algoritmo consideremos la siguiente definicién.

Definicién 1.4.1. Sea f: R" — R U {400} una funcidn convera, sci y
propia y A > 0, el operador prorimal prox,,: R" — R" de [ es definido
por

1
prox,,(z) = argmin {f(a:) + ﬁHm - z||2} :
Observacion 1.7. Note que el operador prox,, es una funcion pues la apli-

cacion fo.)(z) = f(x) + %Hz — z||? llamada Regularizada de Moreau-
Yosida de f con pardmetro (}, z) ademés de heredar las propiedades de
f, es fuertemente convexa.

Por otro lado prox,, = (I + AOf)~t. En efecto, para cualquier z, si
ponemos T = (I + AJf)~*(z), tenemos,

T=(I+Xf)2) & z€x+\f(T)
1

= Oeaf(jz)JrX(az—z)

& I = argmin{f(a:) + —Hx—zHQ}

& T = prox,(z)

Ejemplo 1.13. Sea f(z) = (a,x) + b, con a € R" y b € R, entonces

1
prox,,(z) = argmin {(a, ) +b+ ﬁﬂaz — zHQ}

T

- (1 , P
= arg;nln {ﬁﬂx (z=Xa)||"+ (a,z) + b §Ha\| }
= z—Aa

A continuacion se define el algoritmo del punto proximal clasico para el
problema (P)

Definicién 1.4.2 (Algoritmo del punto proximal). El algoritmo del punto
proximal consta de una sucesion {x,}>2, en R™ caracterizada por:
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1. Dado un punto inicial o € R™.

2. FElegir v, > 0 y resolver
Tpy1 = Prox, ;(r,)

Los nimeros reales positivos de la sucesion {v,}2>, son llamados tamaros

de paso.

Observaciéon 1.8. De la Observacion [1.7] el item 2 del algoritmo del punto

proximal también puede ponerse en funcién del resolvente de Jf

Tn+1 = (I + Vnaf)_l(xn)a

lo que es equivalente a

_ Tl T e Of (Tns1)-

n

Consideremos , 41 y @, en la sucesién {z,}>,, entonces

Tpy1 — Ty — Tp—1
— € af(xn—kl) y - — - € af(xn)
n Tn—1
De la monotonia de df tenemos que
Tpt1 — T Ty — T
<_ e ”+ . nlaxn+1_'xn>20
In Tn—1
de donde
Tn—1
(Tn = Tp1, Tngr = Tp) > L |[Tp1 — 2] >0,

n
en particular, si x, # x,.1 se tiene que (x, — x,_1,Tpy1 — ,) > 0. Esto
quiere decir que la sucesién {z,}7°, “no retrocede” en el sentido de que
siempre se mueve en direccién a Sy (f).

En la siguiente proposicién se dan algunas propiedades que se desprenden

de la definicion del algoritmo.
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Proposicién 1.11. Consideremos {x,}>2, la sucesion generada por el algo-

ritmo del punto prozimal.

1. La sucesion {f(x,)}>2, es no creciente y Si Typi1 # Tn la sucesion es

estrictamente decreciente.

2. Para cada x € R*" yn € N

2
To— &
f(@ny) = fz) < %
Ademds, si Sopt # 0
d(l’o, Sopt)

f(@ny) = fF < m

donde f* = min, f(x).

(e}
3. Si Z'yn = 400 entonces
n=0

lim f(z.) = f*

n—o0

4. Si Sopt # 0 entonces la sucesion {x,}22, es acotada.

Proposicién 1.12. Sea f una funcion convexa semicontinua inferior y pro-
pia. Entonces cualquier punto de adherencia de la sucesion {x,}5°, generada

por el algoritmo del punto prozimal estd en el conjunto Sep(f).

Proposicién 1.13. Sea {z,}>°, la sucesion generada por el algoritmo del
punto prozimal con Y " o vn, = 00. Si Sopt(f) # 0, entonces lim,,_,oo x, = z*
con x* € Sopt([f). Si Sope(f) = 0 entonces limy,_,||z,|| = o0.

= o — 3P,

lim ||2* — 2y,
—00
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Capitulo 2
Esquemas Splitting

En el capitulo anterior se describieron los métodos del subgradiente y pun-
to proximal. Lo que permiten estos métodos es, hallar mediante un proceso
iterativo, un cero del subdiferencial de la funcién a minimizar.

Estos métodos se pueden generalizar rapidamente al contexto de opera-

dores mondtonos como

1. Un método explicito : 2! € 2™ — N\, Tx", que llamaremos “Método
Forward”.

2. Un método implicito: 2™ € 2" + N\, T2"*!, que llamaremos “Método
Backward ” o simplemente método del punto proximal.

que heredan las ventajas y dificultades de los métodos predecesores.
El problema basico del capitulo es: Dado un operador monétono maximal
T sobre R”,
Hallar 2" € R" tal que 0 € T2". (2.1)

La idea principal de un esquema splitting es que, escribir 7' = A + B con
A, B operadores mondtonos maximales con I + X\, Ay I + A\, B relativamente
faciles de invertir, y combinar los métodos Forward y Backward aplicados a
Ay B por separado para resolver el problema que ahora se escribe asi:

Hallar z* € R" tal que 0 € Az™ + Bz* (2.2)
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Se estudiaran cuatro esquemas basandonos en [§] (donde se enceuntran

los detalles), a decir:
= Doble Backward: 2"+ = (I + A\, B)™" (I + X\, A)~' 2™
= Forward-Backward: 2"t € (I + A\, B)™" (I — \,A) 2"
= Peaceman-Rachford: 2" € (I + A\, B) ™" (I — \A) (I + X\ A) (I — A\, B) 2"
= Douglas-Rachford: 2"t = (I + \,B)~" (I + M A) (I =\, B) + A B] 2",

los cuales se organizan en secciones donde se describen y se dan algunos re-
sultados de convergencia para luego ser vistos en el contexto de optimizacion.

El principal esquema en el presente trabajo es el Douglas-Rachford. Nues-
tra referencia bésica es [8], ver también [12].

2.1. Método splitting Doble Backward

Sean A y B dos operadores mondtonos maximales sobre R™. El método
Doble Backward fue introducido por Passty en [14]. Como su nombre lo
indica, este método usa dos pasos Backward, uno para cada operador. Mas
precisamente, para una sucesion de escalares positivos, llamados tamanos de
paso {\,}5°,, una sucesion {2"}22, de R" se dice que es generada por el
método Doble Backward si obedece a

Algorithm 1 Algortimo Doble Backward
1: Elegir un punto inicial 2° € R®
2: 2" = (I 4+ X\, B) " (I + X\, A)7 2"
3: n<n+1, Ir al paso 2

A pesar de que este método es bastante intuitivo y dado que los resolventes
de A y B son co-coercivos el Teorema nos dice que para A\, = A > 0 Vn,
la sucesién {2"}52, converge a un punto fijo de Jya.Jyp, uno podria esperar
que este unto fijo se relacione de alguna manera con un cero de A + B pero
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solucion

Figura 2.1: Iteracién Doble Backward

no es el caso, pues un punto fijo z* de JyaJyp es caracterizado por
2* = adpz" < 0 €y+ A(z" + \y) para algin y € Bz"
mientras que un cero z* de A 4+ B se caracteriza por
0€(A+ B)z" < 0¢€y+ Az" para algin y € Bz".

Se observa que se requiere que A, — 0 para que el punto fijo se “aproxime”
al cero de A+ B. Pasty, considera esta condicén y una adicional para mostrar
la convergencia en el sentido ergédico del Algoritmo [T}

Consideremos la sucesién de promedios

=1 i=1

Lema 2.1. [Tj], Passty] Sea {\,}32, no sumable, {z"}>°, una sucesion en
R™ y {z"}>°, la sucesion de promedios. Asuma que eziste un subconjunto
convexo cerrado y no vacio F de R™ tal que

(i). cualquier punto de adherencia de {x"}5°, estd en F, y
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(7). para todo y € F, existe lim,_,||z™ — y||.
Entonces, {x™}22, converge a un elemento de F'.

Teorema 2.1 (Passty). Sea {2"}°°, la sucesion de promedios , y
{An}52, sucesion de tamanos de paso satisfaciendo Y .~ A, = 400 y
ZZO:() )\,21 < 400, entonces

1. Si (A+ B)"Y0) # (0 entonces {x™}5°, converge a un cero de A+ B.
2. Si (A+ B)™1(0) = 0 entonces ||lz"|| — +oc.

Demostracion. Laidea de la demostracion es verificar que la sucesién {2}
satisface el Lema [2.1|con F' = (A + B)~%(0). O

Otro resultado de convergencia un tanto mas particular que muestra Pasty
es que, { A\, }22, no sumable pero de cuadrado sumable y si B es fuertemente
monétono, o Int(A + B)71(0) # 0 entonces {z"}°2, converge a un cero de
(A+ B).

Cabe mencionar también que en [I] tienen analizado la convergencia
ergodica del Algoritmo [I] en el que se toman dos sucesiones de tamanos
de paso, una para cada resolvente. Muestran que la sucesién de promedios
converge siempre que las sucesiones de tamanos de paso sean no sumables
pero de cuadrado sumable y la sucesién diferencia de tamanos de paso sea

sumable.

2.2. Método splitting Forward-Backward

Sean A y B dos operadores monotonos maximales sobre R”. El méto-
do Forward-Backward también fue introducido por Passty en [14]. Como su
nombre lo indica, este método usa un paso Backward para uno de los opera-
dores y un paso Forward para el otro. Mas precisamente, para una sucesion de
escalares positivos, llamados tamanos de paso {\, }22,, una sucesién {z"}22,
de R™ se dice que es generada por el método Forward-Backward si obedece
al Algoritmo
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Figura 2.2: Iteracion Forward-Backward

Algorithm 2 Algortimo Forward-Backward

1: Elegir un punto inicial 2° € R”

2: Elegir y" € Az"

3: Elegir 21 = (I + X\, B) ™" (2" — A\uyy™)
4: n<+n+1, Ir al paso 2

Este algoritmo puede ser visto como una generalizacion del algoritmo del
gradiente proyectado introducido por Goldstein, Levitin y Polyak en los anos
sesenta.

Note que una de las principales dificultades de este método es que A es
multivaluado. De hecho el método no siempre converge, pues en el caso B
sea el operador nulo sobre R™ y A el gradiente de alguna funcién convexa
diferenciable, entonces el método Forward-Backward se reduce al método del
gradiente que se sabe no siempre es convergente.

A continuacion se dan algunos resultados de convergencia cuyas demos-

traciones son omitidas.

Teorema 2.2 (Passty). Sea {2"}5°, la sucesion de promedios y {y"}>2,
generadas por el Algoritmo[9 con {\,};2 no sumable pero de cuadrado su-

mable. Asuma que {y"}5°, es acotada, entonces
1. Si (A+ B)7Y(0) # 0 entonces {x"}>2, converge a un cero de A + B.

2. Si (A+ B)™1(0) = 0 entonces ||lz"|| — +o0.
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Demostracion. Laidea de la demostracion es verificar que la sucesion {2}

satisface el Lema [2.1|con F' = (A + B)~%(0). O

Si bien es cierto que el teorema anterior garantiza la convergencia de la
sucesion de promedios a un cero de A+ B, parece ser dificultoso en la practica
conseguir {y"}>°, acotada y obtener ™ para n € N “grande”. Eckstein
tiene probado la siguiente verision del Teorema de Tseng que garantiza la

convergencia del algoritmo pero se requiere monotonia fuerte.

Teorema 2.3 (Tseng). [8, pdg 71] Sean A y B operadores mondtonos ma-
zimales sobre R™ tal que (A + B)~'(0) # (0 con A~ fuertemente mdnotono

con constante «, si ademds los tamanos de paso {\,}>2, verifican

0 < inf A, <sup, <2«

entonces la sucesion {2"}>2, generada por el Algoritmo|d converge a un cero

de A+ B.

2.3. Método splitting Peaceman Rachford

En este capitulo estudiaremos el método splitting Peacemans-Rachford
para resolver una inclusién mondétona 0 € (A + B)z donde A y B son opera-
dores mondétonos maximales.

Este método tiene su origen en el articulo de Peaceman y Rachford [15].
Ellos no buscaban resolver alguna inclusién mondtona, ellos buscaban resol-
ver numéricamente la ecuacién de de flujo de calor en dos variables

ox?  Oy? ot
donde T es la temperatura, t es el tiempo y (x,y) € [0,1] x [0, 1].

Una descripcién intuitiva y no rigurosa de cémo se originé este esquema
splitting puede ser la siguiente.

Los procedimientos numéricos para la solucion de la ecuacion se di-

viden en dos categorias, explicitos e implicitos. En un procedimiento explicito
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las segundas derivadas se aproximan mediante ecuaciones en diferencias eva-
luadas en temperaturas conocidas 7™, mas precisamente, un procedimiento
explicito usa la siguiente ecuacion

Ty, =200 + T n 17

i,7—1

(Aa)? (By)? At

n n n+1 n
= 2T + T _ iy — T (2.5)

donde 7,7 y n son los indices en las direcciones x,y y t respectivamente. Por
su parte, en un procedimiento implicito las segundas derivadas se aproximan
mediante ecuaciones en diferencias evaluadas en temperaturas no conocidas
T+ es decir usa la ecuacién

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
Ty, — 200 + Ty | TG0 — 2055 + 1550 T3 — 15 (2.6)

(Ax)? (Ay)? At

Peaceman y Rachford “combinan” ambos procedimientos y presentan un
método implicito de direcciones alternantes, ellos aproximan una de las se-
gundas derivadas por una ecuacion en diferencias evaluada en temperatura
no conocida 77+2 y la otra evaluada en temperatura conocida T™ y para un
periodo de tiempo siguiente de igual tamano que el anterior revierten el pro-
ceso. Por lo tanto se usan dos ecuaciones, una para el primer paso de tiempo
(de longitud %) y otra para el segundo paso de tiempo de igual longitud,

como sigue
n+i n+i n+i n n n n+3 "
Ty =21 " 4+ Ty | T — 205+ T Tiy " — 13 (27)
(Ax)? By Ar
nil nil il nil
R I Ry s

, , i,+1 1,] 1,7
(Ba)? * (By)? = a8

1
Se entiende a TZZJr2 como una temperatura intermedia entre el presente y el
tiempo siguiente en el punto (4,j). Asumiendo que (Az)*> = (Ay)? y A =

(AA_;)% usando notaciéon matricial(donde las marices son —A y —B) para las
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ecuaciones en diferencias se tiene

“MAT™ 2 — A\BT" = I[(T"z—T")

_/\ATn-i-% _ )\BTn-H — I(Tn-i-l o Tn+§)

de donde se obtiene

T = (I + AB)~M(I — M) + AA)" (I — \B)T" (2.9)

que es la forma como nos la presentan en el contexto de operadores monétonos
P. L. Lions y B. Mercier en [13].
En lo que resta de la seccion A, B: R* == R" seran dos operadores

mondtonos maximales. Una sucesecién {2}~ es generada por la iteracién

Peaceman-Rachford si obedece a

2" e (I +AB) NI = NA)(I + A" (I — AB)z", n=0,1,2,..(2.10)

donde A > 0 es el tamano de paso.

La sucesién {z"} -, puede ser implementada por:

1.

2.

Dado z° € Dom(B).
Elegir cualquier b} € Bx".

Hallar el dnico (y"*!, a"™!) € A tal que y"™ + Xa™™' = 2" — b}, o
de manera equivalente: calcular y" ™ = Jya(2" — Ab}) y hacer a" ™! =
Ha -y -,

. Elegir cualquier a7 € Ay"+!,

Hallar el tnico (z"*!, ") € B tal que 2™! + A"+ = "1 — gt

o de manera equivalente: calcular 2" = Jyg(y"™' — Xa?™) v hacer
n+l _ 1/, n+1 _ ,.n+1\ _ ntl
vt = 1 (y "t —al".

Recuerde que la unicidad en 3 y 5 es debido a las propiedades de Jy\A y

JyB. Algo que se observa de manera inmediata en la implementacion es que
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4 puede ser eliminado, pues podemos tomar a}*t = a"*' € Ay"*! de 3. De la
misma forma salvo para n = 0, podemos obviar 2, pues para n > 1 podemos
tomar b7 = b" € Bx" de 5 en la iteracion anterior. De acuerdo con estas

observaciones, la implementacion se reduce a

1. Dado un punto inicial (z°,8°) € B.

2. Hallar el tinico (y"™!,a"™!) € A tal que y"™! + Aa™*t = 2™ — A" 0
de manera equivalente: calcular y"™' = Jy4(2" — Ab") y hacer a"™! =
%(l.n _ ynJrl) — .

3. Hallar el tnico (z"1,b"™1) € B tal que 2" + "1 =yt — gt

o de manera equivalente: calcular "1 = Jyg(y"* — Xa"™!) y hacer
n+l _ 1/, n+l n+1 n+1
bt = Syt -2t —amth

otra manera de escribir la damos en el Algoritmo

Algorithm 3 Algortimo Peaceman-Rachford

Require: Tamaiio de paso A > 0, un punto inicial (2, °)
1: Calcular y" ™' = Jya(2™ — \b™)
9. Cln—H — %(l.n _ yn—l—l) e
3: Calcular z"™ = Jyg(y"™! — Aa™™1)

4 bn+1 — %<yn+1 o LUTH_I) o an—l—l
5:m < n+ 1, Ir al paso 1

Note que, no es indispensable que (z°,b8") esté en B, pero a partir de
n =1 la sucesién (2", b") estd en B y es determinada de manera tinica. Por
otro lado, en el paso 3 y por la Proposicion , ("1 b" 1) € B debe ser
calculado tal que

l’n+1 + )\bn+1 = (2J,\A - I)(y"“ + )\CL”+1> = (2J)\A - I)(QJ)\B - I)(l’n + )\bn)
Entonces, si para (z",b") € B ponemos z" = x" + Ab", tenemos que

Zn+1 - R)\A e} R)\an. (211)
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solucion

Figura 2.3: Iteracién Peaceman-Rachford

Luego la sucesién (z",0") € B generada por la iteracién Peaceman-
Rachford a partir de un punto inicial (2°,5%) € B es tal que

1
="+ N, 2" =gy V= X(z" —z") (2.12)

donde la sucesién {z"} obedece a (2.11)) a partir del punto inicial
20 = 2% + AV,

El operador Ry o Ryp = (2Jxa — I)(2Jyxp — I) serd llamado operador
Peaceman-Rachford.
La siguiente proposicion muestra la relacién entre los puntos fijos del

operador Peaceman-Rachford y los ceros de A + B.

Proposiciéon 2.1. El conjunto de puntos fijos del operador Peaceman-
Rachford esta dado por

Fiz = {(z + A\b) : (x,b) € B, (z,—b) € A}. (2.13)

Luego, un cero de A + B se obtiene evaluando Jyp en un punto fijo
del operador Peaceman-Rachford. La recursién Peaceman-Rachford no es

convergente en general, Lions y Mercier dan el siguiente resultado particular
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de convergencia

Proposicién 2.2. Sean A, B dos operadores mondtonos mazimales, si uno
de ellos es univaluado, fuertemente mondtono y (A + B)~1(0) # 0 entonces
la sucesion dada por converge a un punto fijo del operador Peaceman-
Rachford.

2.4. Método splitting Douglas Rachford

En esta seccion estudiaremos el esquema splitting Douglas-Rachford, ca-
talogado como el de mayor interés en este trabajo, pues a diferencia de los
esquemas estudiados en lo que va del capitulo, el método Douglas-Rachford
para hallar ceros de la suma de dos operadores mondtonos maximales siem-
pre converge, esto es debido a que, resulta ser una aplicacién del método del
punto proximal a cierto operador.

El origen de este método es similar al estudiado en la seccién anterior,
para ser exacto, tiene su origen en el articulo de Douglas y Rachford [7], ver
también [0]. Se buscaba resolver numéricamente la ecuacién del calor en dos
y tres variables

2 2

%—l—g—; = %, (x,y) e R, 0<t<T
u(z,y,0) = flz,y) (z,y) €R
u(z,y,t) = g(z,y,t), (x,y)e S, 0<t<T.

donde R es abierto y conexo, S es el borde de R.
Proceden de manera similar a Peaceman-Rachford, también utilizan un
método implicito de direcciones alternantes, la diferencia es que en ambas

ecuaciones usan la misma longitud de paso de tiempo como se muestra a
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continuacion

—n+1 —n+1 —n+1 n n n —n—+1 n
Uity — 2055 U ud 2w gy, W — Uy
(Ar)? (By)? At
—n—+1 —n—+1 —n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n
Uity — 205 U 4 Mg T N R e U
(Az)? (Ay)? At
Aqui, ﬂ?ff’j puede ser visto como una “pre-temperatura” en la posicién (i, j)

en el tiempo siguiente. Asumiendo que (Az)? = (Ay)? y A = usando

At
(Ax)*
notacién matricial(con matrices —A y—B) para las ecuaciones en diferencias

y sustrayendo la primera a la segunda, se tiene
MA@ — ABu" = I(@"t —um)
_)\Bun—l-l — _)\Bun + I(un—i-l o ﬂ”+1)

—=n+1

Al sustituir «"*" de la segunda ecuacién en la primera y haciendo algunos

calculos matriciales “convenientes” obtenemos
u" = (I +AB) (I + MA)HI — AB) 4+ ABJu"

que es el método splitting Douglas-Racford de la forma como nos la presentan
en el contexto de operadores monétonos P. L. Lions y B. Mercier en [13].

En lo que resta de la seccion A, B: R"™ = R" son operadores mondto-
nos maximales. La sucesién {z"} -, corresponde a la iteracién del esquema
Douglas-Rachford si

" e (I+XB) " [T+ X\A) I = \B) + N\ B] 2" (2.14)

donde {\, },~, es una sucesién de nimeros reales positivos (tamafios de paso).
Note que (2.14) puede ser implementado por: sea A, = A > 0

1. Dado 2™ € Dom B.

2. Elegir cualquier b" € Bx".

36



3. Hallar el tnico (y"*!,a"*1) € A tal que y"t! 4+ A\a™™ = 2™ — \b".
4. Elegir cualquier b" € Ba".

5. Hallar el tnico (2", ") € B tal que 2"+ + A"+t = ¢y L 4\,

Observe que los pasos 2 y 4 pueden ser eliminados, pues b" en 2 podria
tomarse(salvo en la primera iteracién) igual a b" del paso 5 y de manera
similar " en 4 podria tomarse también igual a b” de 5.

De esta manera, la implementacion se reduce a:
1’. Dado un punto inicial (2°,0°) € B.

2’. Hallar el tnico (y"*™,a"™) € A tal que y"*! + Aa™ = 2" — A" o
de manera equivalente: calcular y"™ = Jy,(2™ — Ab") y hacer a"! =
1

X(xn _ yn—l-l) —pn

3. Hallar el tinico (z"™!,0""1) € B tal que x™™ + X"t = ¢ 4+ \p»
o de manera equivalente: calcular "™ = Jyg(y" ™ + Aa") y hacer
bn+1 — an+1 + %(yn—l—l _ xn—&—l).

que también podemos escribir como en el Algoritmo

Algorithm 4 Algortimo Douglas-Rachford

Require: Tamaiio de paso A > 0, un punto inicial (z°,8°)
Calcular y™*! = Jy (2™ — \b™)

CLn+1 — %(l,n o ynJrl) —_pn

Calcular 2" = J,g(y™ ™ + Aa™™1)

bn+1 — an+1 + %(yn—l—l _ xn+1)

n<n+1, Ir al paso 1

Observacién 2.1. Note que:

» El punto inicial (2°,5%) no es necesario que esté en B, pero la sucesién
{(z",b™)} ", estd en B.
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\ 4

Figura 2.4: Iteracién Douglas-Rachford

» La unicidad de de 1 y 2 implica que para un punto inicial (z°8°) €
o

o> la sucesién

R™ x R™ y una sucesién de tamafios de paso {\,}
{(z™,b™)} 7, en B es unica.

Por otro lado, del Algoritmo [}, para todo n > 1
YN = Jya (2" =AD" = Jaa (2035 —1) (2" X"+ (I—Jyp) (2" +\b")
Entonces,
2" AT = (A (20 — I) + (I — Jap)](z™ + \b™).
Luego, si para cada (z",b") € B ponemos 2" = 2™ + Ab", entonces
2" = [haIp — ) + (I — Jyp)]2". (2.15)

De esta manera, la sucesién {(z",b")} " generada por el Algoritmo |4 a

partir de un punto (z°,0°) € B es tal que

2=a" 4+ X"y 2" = Jyg(z") paratodo n > 0.

38



donde 2" viene de ([2.15]).

Definicién 2.4.1. Para dos operadores mondtonos maximales A y B y A > 0
se define el operador de Douglas-Rachford por

Grap = [hap — 1)+ (I — J\p)]

Proposicién 2.3. El operador G ap es co-coercivo.

Demostracion. Consecuencia de la co-coercividad de Jy4 v Jyg y la Propo-

sicién [L.9l O
A continuacién se ve la relacién entre los puntos fijos del operador Gy 4 5

y los ceros de A + B.

Proposicién 2.4. El conjunto de puntos fijos del operador Gy 4 p €s
Fir(Gyap) ={x+Xb: (z,b) € B y (z,—b) € A}.

Convergencia del algoritmo Douglas-Rachford.

Teorema 2.4. [8, pdag 90] Sean A, B: R"™ = R" dos operadores mondtonos
mazimales tal que (A + B)~1(0) # 0, y {(2™,0")}>°, en B generada por
el Algoritmo || con tamano de paso A > 0. Entonces la sucesion {z"} ",
obtenida de converge a un elemento de Fia(Gy a5) y {z"},—, converge
a un zero de A+ B.

2.4.1. El operador splitting

En esta seccion estudiaremos al operador splitting introducido por Ecks-
tein en [§], ver también [9]. El operador splitting nos permitird observar que el

método Douglas-Rachford es una aplicacién del método del punto proximal.

Proposicién 2.5. Sean A y B dos operadores mondtonos maximales, en-

tonces el operador
Syap=(Grap) -1

es mondtono maximal.
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Demostracion. Dado que A y B son monotonos maximales entonces Jy y
Jg son de dominio total (R™), por lo tanto G 4 g también tiene dominio to-
tal. Adema4s de la Proposiciéntenemos que Gy 4 p €s co-coercivo, entonces
por la Proposicion se concluye que Sy 4 p es monétono maximal. O

Definicién 2.4.2. Sean A, B: R" = R" dos operadores mondtonos maxi-
males y X > 0, el operador splitting de A y B es

Syap = (Gyap) ' — I
Observacion 2.2. Note que
(I+Sa8) ' =1+ (Grap) " =17 =G ap,

entonces

GNA,B = JSA,A,B .

Es decir, la itearcién 2"t = G 4 p(2") es equivalente a aplicar el algoritmo
del punto proximal al operador monétono maximal Sy 4 5 con tamano de
paso constante 1.

Hallemos una expresién explicita para Sy 4 y asi poder ver la relaciéon
del operador splitting con los ceros de A + B.
Sea z € R™ entonces existe un tnico par (u,b) € B tal que z =u+ Aby

para u — Ab existe un unico par (v,a) € A tal que u — Ab = v+ Aa. Entonces

G)\’A,B(Z) = [JAA(QJ)\B—I)%—(I—J)\B)}(u—i-)\b)
— Jua(u—Ab) + Ab
= v+ A

Luego

Grap ={(u+ Ab,v+ \b) | (u,b) € B;(v,a) € A;u— A\b=0v+ \a}
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Por lo tanto
Syas ={(u+Xo,u—v)| (u,b) € B;(v,a) € Aju—Ab=v+ Aa} (2.16)

Buscar un cero de A+ B se puede formular como la busqueda de (u,b) € B

u=v
a=—b
que es equivalente al sistema
u—v=>0
v+ Aa=u—Nb

entonces una forma de encontrar ceros de A + B es hallando ceros de Sy 4 5,

y (v,a) € A tal que

lo cual se confirma en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6. [8, pdg 140] Sean A y B dos operadores mondtonos ma-

ximales sobre R™ y A > 0. entonces
Syap(0) = Fir(Gyap) = {u+ b | (u,b) € BA (u,—b) € A},
es decir
(Sxa8)"1(0) C {u+Ab| (u,b) € Biue (A+B)"(0)}.

La importancia de que el método Douglas-Rachford sea una aplicacién del
método del punto proximal principalmente radica en que podemos extender
resultados de convergencia para el Algoritmo 4] que son mas factibles para la

implementacion computacional.
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Capitulo 3

Métodos splitting en el
contexto de Optimizacion

En este capitulo repasaremos la aplicacion de los esquemas splitting estu-
diados en el capitulo anterior al problema de optimizacién convexa (P) que

mencionamos a continuacion y a su dual (D). Consideramos el problema,

min f(z) + g(Mz) (P)

z€R™

donde f: R" — RN{+o0} y g: R™ — RN {400} son funciones convexas

semicontinuas inferiores y propias, y M es una matriz m x n. De acuerdo con

el Ejemplo el problema dual de (P) es

min f*(—M"p) + g*(p) (D).

peR™

Se sabe que encontrar el minimizador de una funcién convexa es equivalente

a encontrar ceros de su subdiferencial, entonces el probema (P) equivale a
Hallar x € R" tal que 0 € J[f + g o M](x)
que asumiendo condiciones de regularidad, es equivalente a

Hallar x € R" tal que 0 € (9[f] + 9[g o M])(z),
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entonces estamos en el contexto de hallar ceros de la suma de dos operadores
mondtonos maximales. Tomaremos A = 9[f](para el dual 9[f* o (—M7T)]) y
B = 0]g o M](para el dual d[¢g*]), asumiendo ciertas condiciones de regulari-
dad aplicaremos los esquemas splitting a (P) y su dual (D).

Denotemos por

a: =min f(z)+g(Mz) vy B: = min f*(—=M"p) + g*(p)

rER? peER™

los valores 6ptimos de (P) y (D) respectivamente.
Se observa que, por definiciéon de funciéon conjugada de Fenchel, para todo
reR"ypeR™

f@)+ ff(=M"p) > (=M"p,z) y g(Mx)+g*(p) > (p,Mzx), (3.1)
entonces,
f(@)+ f(=M"p) = (=M"p,z) + g(Mz) + g"(p) — (p, Mz) >0 (3.2)

y en particular a 4+ 8 > 0. Denotemos también por S, como el conjunto de
soluciones 6ptimas de (P) y Sy, al conjunto de soluciones optimas de (D).

3.1. Condiciones de optimalidad y considera-

ciones de regularidad

Como se menciona al inicio del capitulo, pretendemos resolver (P) y (D)
tomando A = J[f](para el dual 9[f* o (—M7T)]) y B = 9[g o M|(para el dual
J[g*]) y aplicar un método splitting a A y B. Desafortunadamente en general

no es cierto que

Olf +goM] = d[f]+0[goM] y O[f o(=M")+g"]=d[f*o(—MT)]+0[g"].
(3.3)
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Rockafellar da una condiciéon suficiente para remediar este inconveniente, que

para nuestros problemas es
ri(Dom f) Nri(Dom(go M)) # 0 (3.4)

para (P)y
ri(Dom dg*) Nri(Dom O(f* o (—M7T) # ()

para (D). Otras condiciones mas particulares son mencionadas en [§].
En [16] también podemos encontrar una variante de de la condicién (3.4)),
comenzamos con la regla de la cadena.

Proposicién 3.1. Sea g una funcion convexa propia sobre R" y M wuna
transformacion lineal de R™ en R™, entonces MT0g(Mx) C 9(g o M)(x)

para todo x. Si g es continua en algin p € Im(M) entonces
M"0g(Mz) = 0(g o M)(x)
para todo x € R™.

Ejemplo 3.1. Como lo dice la proposiciéon anterior, no es cierto en gene-
ral que MTdg(Mz) = (g o M)(x), por ejemplo consideremos la funcién
g: R® — R definida por

+00, cC

M:(;g).

Luego, (g o M)(x1,25) = 0.

Note que cuando = = [0,2]", Mz = [0,0]" entonces dg(Mz) = (). Por otro
lado observamos que d(go M)(z) = {V(go M)(x)} = {0}. Asi MTdg(Mz) 2
d(go M)(x).

—\/xy, sixze >0
g(l'l,lé)_{ ? 2

y la matriz
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Para obtener (3.3), ademdas de la proposicién anterior necesitamos del
Teorema de Moreau-Rockafellar sobre el subdiferencial de la suma de dos
funciones. No se mostrara el teorema, la demostracion la podemos encontrar
en [16].

Teorema 3.1. Sean f,g: R" — RU{+o0} dos funciones propias , convexas

y semicontinuas inferiores. Para todo x € R™,

df (x) + 9g(z) C A(f + g)(x).

Si g es continua en algin y € Dom(f), entonces

Of () + 0g(x) = O(f + g)(x)
para todo x € R™.

A partir de la regla de la cadena y el Teorema [3.1|se obtiene una condicién
suficiente para [3.3]

Corolario 3.1. Sea M € R™" f:R" — R U {400} y g: R — RU
{+o0} dos funciones convezxas, propias y semicontinuas inferiores. Para cada

x € R" se tiene
Of (x) + M*og(Mz) C O[f + g o M](z).

Si existe xy € Dom(f) tal que g es continua en Mxg, entonces
Of(x) + MT0g(Mz) = O[f + g o M](z).

El siguiente teorema se dan las condiciones para que los problemas (P) y

(D) tengan solucién. Este se encuentra con mayor detalle en [16].

Teorema 3.2. Sea M € R™" f: R" — RU{+o0} y g: R™ — RU{+o0}
dos funciones convexas, propias y semicontinuas inferiores. Para v € R" y
pER™ —M'p e df(x) yp € dg(Mz) si y solo si x € Sppt, p € Soot Y
a+ 5 =0.
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Six € Sopt y existe xg € Dom(f) tal que g es continua en Mxg, entonces,
existe p € R™ tal que —MTp € df(x) yp € dg(Mx).

El par (z,p) tal que (z,—M™p) € 0f y (Mz,p) € g es llamado par de
Kuhn-Tucker para (P).

3.2. Calculos alternativos

Para aplicar los esquemas splitting se deben calcular pasos forward y
backward con los operadores A = 0f y B = 0[g o M|, estos calculos no son
triviales. Para esto [§] (revisar para los detalles) recomienda algunos calculos

alternativos que en ocasiones seran de ayuda.

Observacién 3.1. Considere el problema convexo (P).

(i). Como se presenté en el método del subgradiente el paso forward dado
por z = (I — AOf)(x) puede ser implementado por:

Elegir y € 0f(z)
z2=x—\y

(ii). De acuerdo con la Proposicién el paso forward dado por z = (I —
A0]g o M])(z) puede ser implementado por:

Elegir y € dg(Mx)
z=x— M7y

(iii). De acuerdo con la Definicién el paso backward dado por z =
(I +X0f)~(Z) puede ser implementado por:

z = prox, (7).
(iv). Similar a (i), z = (I + Ad[g o M])~!(Z) puede ser implementado por:

Z = prOX)\[goM} ('f)
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Los calculos alternativos para los pasos forward y backward con los ope-
radores A = 9[f*(—M?")] y B = 0g* se muestran en el siguiente resultado.

Proposicién 3.2. Considere un problema convezo de la forma (P). Entonces

1. Para p € Dom dg* = Imdg el paso forward p € (I — A0g*)p puede ser

calculado con el siguiente proceso:
e Tomar cualquier 6 € R™
e Elegir z € argmin,{g(z) — (p,z — 0)}
e p=p—\Z.

2. Para p € Dom(9f* o (—=M?T)) es decir —M™p € Tm df, el paso forward
p € (I —=N[f*o(—MT)))p puede ser calculado con el siguiente proceso:

e Tomar cualquier ¢ € R™
o Elegir € argmin, {f(x) — (p, Mz — ¢)}
e p=p+A\Mzx.

3. Para p € R™ el paso backward o también llamado “paso prorimal”

p = (I + \0g*)~'p puede ser calculado por:

e Tomar cualesquiera 0, € R™

e Elegir z = argmin, {g(z) —(p—X,z—0)+ %Hz - §||2}
e p=D— Az
Ademdas, z € 0g*(p).

4. Asumamos que M es inyectiva, para p € R™ entonces el paso backward
o también llamado “paso prozimal” p = (I+XO[f*o (—=M7T)])~'p puede
ser calculado por:

e Tomar cualesquiera n,p € R™

A
e FElegir T = argmin, {f(a:) +{(p+ I, Mz — ¢) + §||Mx—77||2}
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™ p:ﬁ—{—)\M:f.
Ademds, (z,—M7"p) € 0f y —Mz € J[f* o (—MT)|(p).

Observaciéon 3.2. La hipdtesis de M inyectiva solo se emplea para garan-
tizar la existencia de . Si M no es inyectiva pero existe & que minimiza a
la funcién x — f(x) + (p+ I, Mz — ¢) + gHMx — 7||* entonces también
podemos emplear 4.

Por otro lado las constantes arbitrarias 6, &, ¢ y 1 aparentemente no son
necesarias pero seran de conveniente utilidad cuando apliquemos los esque-
mas splitting.

3.3. Aplicacién de los Métodos Splitting

En esta seccién se aplican los esquemas splitting a los problemas (P) y
(D) de la seccién anterior. Para los detalles, revisar [§].

3.3.1. Meétodo de optimizaciéon Doble Backward

Este esquema splitting no es mayor interés pues sus aplicaciones son es-
casas y su convergencia se da en casos especiales.

Para el caso primal A = 0f y B = d[goM]. De acuerdo con la Observacién
y el Algoritmo [I] obtenemos el Algoritmo Primal doble backward

Algorithm 5 Algortimo Doble Backward

Require: Tamaiios de paso A, > 0, un punto inicial 2z° € R”
yn+1 — prOX/\nf(x”)
gt = PFOX,\n(goM)(ynH)
n < n-+1, Ir al paso 1

Un caso donde podemos aplicar este algoritmo es cuando por ejemplo,
M =1, f=0dcyg=0dp donde C y D son conjuntos convexos cerrados.
Para este caso, la convergencia del algoritmo es dada por el Corolario [1.2]
siempre que C' N D # ().
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3.3.2. Meétodo de optimizaciéon Forward-Backward

Este métode es de mayor interés puesto que un caso particular de este es
el algoritmo del subgradiente proyectado.

Para el problema primal e toman A = 0f y B = 0[go M|. De acuerdo con
la Observacion [3.1]y el Algoritmo [2l obtenemos el Algoritmo Primal Forward-
Backward [6

Algorithm 6 Algortimo Primal Forward-Backward

Require: Tamaifios de paso A, > 0, un punto inicial 2° € R®
Elegir y™ € 0f(z")
2"t = prox, o (2" — Any")
n<n+1,Iral paso 1

Si M =1y g = dc donde C' es un convexo cerrado y no vacio de R”
entonces el Algoritmo [6] es el algoritmo del subgradiente proyectado y si
ademds f es diferenciable, [6] es el algoritmo del gradiente proyectado.

Podemos aplicar el Teorema de Tseng para la convergencia de [f]

Proposicién 3.3. Considere al problema (P) que posee un par de KKT, si f

es diferenciable con V(f) Lipschitz de constante L y la sucesion de tamanos
2
T’

generada por el Algoritmo @ converge a la solucion optima de (P).

de paso son tal que 0 < inf A\, < sup A, < entonces la sucesion {x™}°°

Demostracion. Es consecuencia del Teorema con A=V(f)y B=0[go
M] pues, A=' = V(f)™! es fuertemente monétono de constante 1/L y la
existencia del par de KKT hace que (A + B)~1(0) # 0. O

Para el problema dual (D) tomamos A = 9[f* o (~M7T)] y B = dg*. De
acuerdo con la Proposicién item 2 e item 3 con ¢ = 0 y el Algoritmo
cambiando la notaciéon tenemos que

» El paso forward ¢"™! = (I — X\, A)p" se puede implementar por:

Elegir "™ € argmin{f(z) + (p", Mz)}

qn-‘rl — pn + )\nMZ'n+1
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» Con & = Ma™ y 6 = 0 el paso backward p"™! = (I + A\, B)¢""™! puede

implementarse por:

An
2"+ — arg min {g(z) _ <qn+1 _ /\nMx"+1,Z> + 7||]\4xn+1 — ZHz}

n+l _  n+l n+1
p =4q - )\nz

1

Combinando y eliminando ¢"*' tenemos el Algoritmo Dual Forward-

Backward [

Algorithm 7 Algortimo Dual Forward-Backward

Require: Tamafos de paso )\, > 0, un punto inicial p° € R™
Elegir 2" € argmin, {f(z) + (p", Mx)}
2" = argmin, {g(z) —{q"Tt = N\ Mz 2) + %”H]Wx’”rl — z||2}
pn+1 — pn + )\n(Mxn+1 _ ZnJrl)
n<n+ 1, Ir al paso 1

También se puede probar una version del Teorema de Tseng, se muestra en
18, pdg 117] que las sucesiones {z"}2° v {p"}>2, generadas por[7]convergen a
soluciones de los problemas primal (P) y dual (D) respectivamente, siempre
que los problemas tengan solucion, f sea fuertemente convexa con méodulo

a > 0, M inyectiva y la sucesién de tamanos de paso es tal que 0 < inf A, <

sup A, < %.

3.3.3. Meétodo de optimizacion Peaceman-Rachford

Del capitulo anterior el método viene catalogado de no ser siempre con-
vergente. De alguna manera se podria pensar que esto quita el interés de
trabajar con este método pero no es asi ya que existen varios trabajos en
la literatura que dan muestra de las cosas positivas del metodo iterativo
Peaceman-Rachford. En este trabajo, no vamos ha profundizar en el estudio
de este esquema, solo mencionaremos los algoritmos resultantes al aplicar
Peaceman-Rachford a P y D y resultados de convergencia basado en la pro-

posicién [2.2]
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Para el problema (P) tomamos A = 0f y B = 0|goM]. De acuerdo con la
Observacién [3.1]y el Algoritmo [3]obtenemos el Algoritmo Primal Peaceman-
Rachford Bl

Algorithm 8 Algortimo Primal Peaceman-Rachford

Require: Tamaios de paso \, > 0, un punto inicial (z°,0°) € R” x R"
Yt = prox, (z" — \,b")

2"t = prox, on (25" — 2" + A7)

bn+l = pn + ﬁ(Qyn—i-l . mn—i—l . xn)

n<n+1,Iral paso 1

Proposicién 3.4. [§, pdg 120] Suponga que el problema (P) tiene solucion.
St Ay = A >0Vn y f, g cumplen con al menos una de las condiciones

siguientes
(i). [ es fuertemente convexa y diferenciable,
(ii). g es fuertemente convexa y diferenciable en Tm M

entonces, la sucesion {z"},_ generada por el Algom'tmo@ converge a la unica
solucion de (P).

Demostracion. Al ocurrir (i) o (ii) entonces A = Jf o B = 0[g o M]
son funciones fuertemente mondtonas respectivamente, entonces estamos
en el contexto de la Proposicion , la cual afirma que la sucesién
{z" =2+ A"} 7 ) converge a un punto fijo z* del operador Peaceman-
Rachford el cual es no vacio pues (P) tiene solucién. Por lo tanto, " —
J\B(z*). O

Para el problema dual (D) tomamos A = 9[f* o (-=M7T)] y B = dg*.
Haciendo cambios de variable ™ = p", y" = ¢" y 2" = b" en el Algoritmo

tenemos:

s Los pasos 1 y 2 del Algoritmo [3] pueden ser calculados por: tomando
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p=p" — \2"n = X\.2" vy ¢ =0 en la Proposicién item (iv)

An
2" = argmin {f(m) + (p", Mz) + 7||Mx - z"Hz}

qn+1 — pn + )\n(MJTn—H _ Zn)

a"t = -\, Mzt

» Con p=¢"™ — N\a"™ = p" + N\, 2Maz™ — 2"), £ = Ma" y 0 =0
los pasos 3 y 4 de |3 pueden calcularse mediante:
n+1 : n n+l n An n+1)2
2" =argmin < g(z) — (p" + A\ (M2 — 2 ),z>—|—7Hz—Mx [

pn+1 — pn - )\n(QMI‘nJrl N L Zn+1>

n+1

Sustituyendo ¢"™ tenemos el Algoritmo Dual Peaceman-Rachford @

Algorithm 9 Algortimo Dual Peaceman-Rachford

Require: Tamaifios de paso A, > 0, puntos iniciales p°, z° € R™
2"t = argmin, { f(z) + (p", Mz) + 2| Mz — 2"}

qn+1 — pn + )\n(M:Cn—&—l _ Zn)

1 = axgmin, {g(2) — (¢, 2) + 1z — Ma1]7}

pn+1 — pn - )\n<2MZEn+1 — zn+1)

n < n-+1, Ir al paso 1

Proposicién 3.5. [8, pdg 123] Suponga que el problema (P) tiene un par de
KKT. Si A\, =X >0, Vn y las funciones f y g cumplen con al menos una
de las condiciones siquientes

(i). f es estrictamente convexa con Of no expansivo y M invertible,
(i1). g es estrictamente convera con Og no expansivo y M inyectiva.

entonces, para cualquier par de puntos iniciales p°,z° € R™, las sucesiones
{a"}" o y {p"} .oy generada por el Algoritmo @ convergen a la solucion de

(P) y (D) respectivamente.
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Note que (i) implica que A = 9[f* o (—M?T)] es una funcién fuertemente
mondétona y (ii) implica que B = J[¢g*] es fuertemente mondtono y univalua-
do. Entoces ambos casos implican las hiptesis la Proposicién ([2.2)).

3.3.4. Meétodo de optimizaciéon Douglas-Rachford

En esta seccion, basados en el esquema splitting Douglas-Rachford ve-
remos el método de optimizacién primal y dual que resulta al aplicarlo al
problema (P) y a su dual.

En primer lugar consideremos el caso primal. Aqui A = df y B = J[goM].
De la Observacion y de acuerdo con el algoritmo [ la sucesién {a"} >~ ,
puede ser omitida, obtenemos el Algoritmo Primal Douglas-Rachford

Algorithm 10 Algortimo Primal Douglas-Rachford
Require: Tamanos de paso )\, > 0, un punto inicial (z°,0°) € R” x R"
1 y"t! = prox, ,(z" — A\,b")
2: 2" = prox, jonn (¥ 4+ Anb")
3: 0P =" 4 - (y" ! — 2
4: n<+n+1, Iral paso 1

Proposicién 3.6. [8, pdag 128] Suponga que el problema (P) es soluble y
que g es continua en Mxqy para algin xo € Dom(f). Considere A\, = XA > 0
para todo n > 0 y un punto inicial (2°,0°) € R™ x R™. Entonces la sucesion

{a"}2, generada por el Algoritmo |1(] converge a una solucién de (P).

Para la demostracién se aplica el Teorema .

Un importante caso que nos permitira adaptar ciertos problemas para la
aplicacion de esquemas splitting se da cuando M = I,,,,, v ¢ = d¢ donde
C C R" es algtin convexo cerrado no vacio. El algoritmo solo sufre un cambio

en el paso 2, convirtiéndose en
(En+l — Pc(yn-i-l + )\nbn) (35>

donde Pg es la proyeccion sobre el conjunto C'.
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Proposicién 3.7. Sean C C R"™ un convero cerrado no wvacio y f una
funcion convexa, semicontinua inferior y propia que tiene un minimo So-
bre C, ademds C C ri(Dom(f)). Entonces para cualquier punto inicial
(2°,0°) € R™ x R" la sucesidn {z"} >~ converge a un punto dptimo de f

sobre C.

Ejemplo 3.2. Solo para fijar ideas, considere el caso trivial de minimizar
f(z) = |z| sobre C' = [—1, 1]. Reescribiendo el problema

r;gﬂ@x! + dc(z).
Tomemos A = 1 y el punto inicial (2°,8°) = (2,2).

» Calculamos w':

1
y' = prox;(z° — 0°) = argmin, {|y| + §|y — 0|2} =0
l’l :Pc<0+2) =1
P=2+(0-1)=1

» Calculamos z?:

1
y? = proxf(x1 —bY) = argmin, {|y| + §|y — 0|2} =0
x22P0(0+1) =1
P=1+0-1=0

= Calculamos z°:

1
y* = prox,(z* — b*) = argmin, {|y| - §|y — 1|2} =0
¥=0+0-0=0

Note que z" = 0 para todo n > 3. Asi, tal como lo dice la Proposicién
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B.1

lim 2" =0
n—oo

que es el minimo de la funcién f(x) = |z| sobre [0, 1].

Ahora veremos el algoritmo que resulta de aplicar el esquema Douglas-
Rachford al problema dual, tomando los operadores A = 9[f* o (—=MT)] y
B = 0g*.

Cambiamos la notacién, ¢" = y",s" = a",p" = 2" y 2" = b" en el
Algoritmo Douglas-Rachford [4l Del item 4 la Proposicién [3.2] con p = p™ —
A2" m = 2"y ¢ = 0y asumiendo que M es inyectiva 1 y 2 en [ son
calculados por:

An
xn+1 _ argmin {f(x) + <(pn . )\nzn) + )\nz",Mx> + 7”Mx — Z”HZ}

qn—i-l — pn o )\n2n+)\nM$n+l

st = Mt

Del item 3 de (3.2)) con p = ¢" ™ + N\, 2" = p" + N\, Mz}, £ = M2l y
6 =0, 3y 4 se calculan mediante

An
2" = argmin {g(z) — (p" + A\ M2 = N M2t 2y + 7||]\4m"Jrl — Z||2}
pn+1 — pn + )\nMZL‘n+1 _ /\nzn—l—l.
Note que la sucesiones {¢"} y {s"} pueden ser omitidas. Combinando y

simplificando los cédlculos anteriores obtenemos el Algoritmo Dual Doglas-
Rachford [l
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Algorithm 11 Algortimo Dual Douglas-Rachford

Require: Tamafos de paso )\, > 0, puntos iniciales p°, 20 € R™

An
1: 2" = argmin {f(x) + (p", Mz) + ?HMx — Z”HQ}

T

[\

An
: 2" = argmin {g(z) — (", 2) + 7HM3:”“ — sz}

pn—‘rl _ pn + )\n(an—H _ Zn—l—l)
4: n<+<n+1,Ir al paso 1

@

Un resultado de convergencia.

Proposicién 3.8. Considere el problema (P) que tiene un par de KKT. Su-
pongamos que N, = X > 0 y M una matriz inyectiva, entonces para cualquier
punto inicial (p°,2°) € R™ x R™ las sucesiones obtenidas del Algoritmo
{a"} "y y {p"} .~y convergen a las soluciones de (P) y (D) respectivamen-

te. Ademds, la sucesion {z"},~, converge a Mz*, donde x* es el limite de

{ﬂf”}ff:o-

3.3.5. Algoritmo Dual Douglas-Rachford y AD-PMM

El problema (P) puede ser reeformulado mediante

min  f(z) +g(z)
sa. Mx=z
reR" zeR™

y la funcién Lagrangiano aumentado asociado es
A 2
L, z,p) = f(2) +g(2) + {p, Mz — z) + S| Mz — 2|
donde p son los multiplicadores de Lagrange y A > 0 es el pardmetro de pena-

lidad. Entonces el algoritmo Dual Douglas-Rachford puede ser interpretado
como
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» 1) es 2" = argmin, £, (z, 2", p") (minimizar £ respecto de z)
» 2) es 2" = argmin, £, (z", z,p") (minimizar £ respecto de z )
= 3) es la actualizacién de los multiplicadores de Lagrange.

A un algoritmo de este tipo es llamado Método de Direcciones Alternantes de
los Multiplicadores o ADMM por sus siglas en inglés. Entonces, ADMM para
el problema (P) resulta ser equivalente a aplicar Douglas-Rachford splitting
al problema dual (D).

Nota 3.1. Desde ahora al Algoritmo [11| (Dual Douglas-Rachford) lo llamare-
mos ADMM.

Uno de los inconvenientes en el ADMM es que resolver los subproblemas
1) y 2) se puede tornar muy complicados, tanto como el problema original,
en especial el subproblema 1) ya que involucra a un problema de minimos
cuadrados con la matriz M. Una alternativa a este problema la dan R. Shefi y
M. Teboulle en [22]. Ellos suman un término cuadratico a cada subproblema.

Aqui se asume que el subproblema 2) es “facil” de resolver y solo se le
agrega un término cuadrético al subproblema 1), resultando el Algoritmo
que adoptara el nombre de Proximal Método de los Multiplicadores de
Direccion Alternante o AD-PMM por sus siglas en inglés.

Algorithm 12 AD-PMM

Require: Tamaiio de paso A > 0, puntos iniciales p®, 20 € R™

A 1
. 2™ = arg min {f(x) + (p", Mx) + EHM.T —2"|* + 5”3: — x"Hé}

—_

»

A
et = argumin {g(2) = 47, 3) + S0+ — o

pn+1 — pn + )\(Ml’nJrl o 2n+1)
n<n+ 1, Ir al paso 1

donde ) es una matriz simétrica semidefinida positiva y ||.||g es la norma

inducida por @Q, ||z|lo = V/(Qz, ).
Es claro que si Q = 0 el algoritmo AD-PMM es igual al ADMM, en

este caso la convergencia del algoritmo es garantizada cuando M es inyectiva
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como se muestra en la Proposicion . R. Shefi y M. Teboulle prueban
la convergencia del Algoritmo asumiendo las hipétesis de Q = 0y M
inyectiva o () definida positiva, Aqui se amplia de manera sutil la hipotesis a
matrices () semidefinidas positivas tales que Q + A M7T M es definida positiva,

no exigimos en ningun caso que () sea definida positiva.
Observaciéon 3.3. Para tener en cuenta: M matriz simétrica definida posi-
tiva

L 2(w=v)"M(u—v) = w—vl3 = lw—ull§ +[lu—vl3, Yu,v,weR’

2. 2{a—p,v=0) = [la=d|*=[la=7[P+B—=~I*~1I8-0]*Ve, B,7,0 € R™

Teorema 3.3. Suponga que el problema (P) tiene solucion y que g es con-
tinua en Mzo para algin o € Dom(f). Entonces si Q es una matriz tal

que
1. Q es semidefinida positiva y
2. Q + MMTM es definida positiva,

las sucesiones {x"})" o y {p"}.—, generadas por el Algoritmo|14 convergen a

una solucion de (P) y (D) respectivamente.

Demostracion. En primer lugar observamos que podemos tomar () = 0 siem-
pre que M es inyectiva, en este caso, el algoritmo se reduce al ADMM y por
lo tanto la conclucién se sigue de la Proposicion (3.8)).

Asumamos que Q + AMTM es definida positiva. Por conveniencia, para
w = (x,z,p) € R" x R™ x R™ consideramos la norma

1wll& = 2 1Ganrrar + 2M2]1% + 227 |p]?

donde ||.|| es la norma euclidiana y ||.||4 es la norma inducida por A.

Sea (z*,p*) un par de KKT. Entonces del Teorema tenemos que
—MTp* € 0f(z*) también p* € dg(z*), donde Mx* = z*. Consideremos las
siguientes notaciones w™ := (z™, 2", p") y w* := (x*, z*, p*).
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De [1] por condicién de optimalidad tenemos
0€0f(x"™) + AMT (Ma™ — 2" + X7'p") + Q"' — ™) (3.6)

Sea t7*t € 9f(z"*!) y usando las notaciones 27" = x

pl =" —x* , tenemos

0 = ¢t/ +AMT (M2 = 2"+ X71p") + Q™ — z™)
0 = ¢+ MTp" + AMT (Matt — 22 + A7) + Q2™ — a™)

Multiplicando por z"*!

0 = (& + MTp* 2™y + N (Malth — 20+ Xl Mt
+ <Q<5L’n+1 _ n n+1 — >
0 = <t7f+1 + MTp*, x2+1> + A <Mx7;+1 I ng+1>
1
+ 5 UG = 22l + Il = 2"l[g) (3.7)

donde ||.[[3 = (Q(.),.) (abuso de notacién pues, Q es semidefinida positiva)
. Con la misma notacién, en [T} si consideramos en lugar de @ a la matriz
semidefinida positiva AMT M, existe t5' € 9 f (") tal que

<t§+1 + MTp*,xZ+1> + A <Mx2+1 — 0+ A pe,Mx”+1>

an)\MTM} : (3.8)

1
+ 2 [szJrlHiMTM - HxZHiMTM + ||anrl -

Luego, sumando (3.7)) y (3.8) tenemos que

(T 4 2M T Y N (Ml = 20 ATl Mt
|: n+1

=N =

||xg+1||22+>\MTM - ||xgl|22+>\MTM + ||l — $n||2Q+>\MTM} - (3.9)

De manera similar de [2| la condicién de optimalidad es

0 € dg(z"th) —pmt! (3.10)
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Sea s"T! € dg(2"*1), entonces

0=s"" —p"—pit!
Multiplicando por 2"+
0 = (57— p* gHL) — (prHl ot (3.11)
De [3, tenemos
(P Mgt — )y = AL (et et )
= D = A P A )

consideremos las notaciones

1 n n n n
A = 1 U|%HHZQ+,\MTM - erHé-H\MTM + |z g H?Q-&-)\MTM} +
1 7 7 T 7
+ oy (" =" I+ 2 = N2 ]?)]
2X
Y 1
5= 3 (e 4 2M T Y 4 (M = pt, 20T
entonces sumando (3.9),(3.11) y (3.12)) tenemos
0 = A+§+ <)\(M£L‘Z+1 _ Zg) +PQ n+1 Mxn+1>

— A+5+)\<Zn+1 _ Zn,MIZ+1>,

pero como Mzx* = z* entonces

<Zn+1 _ Zn,M$Z+1> — <Zn+1 _ Zn n+1 — >
1
=5 2272 = 12" = Ma™ |2 || — Ma™ |2 — [|22])?]
1
_ - [”Zn+1||2 4 ||Zn+1 nH2 + 2<Zn o Zn+172n+1 o M:Cn+1> o Hngﬂ )
2
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Luego,
A
A 4 5 [Hngrl”Q + Hszrl . ZnHQ o ”23”2} — 5 — <pn _pn+1’zn . Zn+1> < 0

donde la tltima desigualdad se da porque df y dg son mondétonos. En con-

secuencia,

2+ = "B anrras + 2N = 272 4 2 = P < (2 s +

+ 20HIPEIP 4 2ME2 1 = 2 G anaras — 2AT DT = 2M2 T, (313)

sumando den =0,1,...,N — 1

N-1
[l = aagrar + 2N = 272 4 X — )] < 220
n=0

Hlwellgeanrrar + 2Mz2 1 = 2 (1Gaanrrar — 237 Hlpe I* — 22112071 (3.14)

Haciendo N — oo tenemos

D[l = 2B anrar + 22" = 2P+ AT M = pn)17)] < oo
n=0

(3.15)
Como Q + AMT M es definida positiva, (3.15)) implica que

lim [|a™* — 2"l gy = lim [z = 27| = lim [p™ = p"| = 0 (3.16)
n—00 n— 00 n—o0

De la desigualdad ((3.13))
n+11|2 2 n+1(|2 n+1(|2 n||2 2 |2 n||2
e N Quanerar + S IPE™ I+ 2AM12 7 < laliguanrar + S lIpell™ + 2212l

entonces

n+1

[w™™ —we < 0" —wle (3.17)

Al ser Q + AMTM definida positiva, y por la equivalencia de normas en R”,
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de la ecuacion (3.17)) se sigue que

lim ||w" —w*|| =7 < +0 (3.18)

n—o0

y la sucesién {w"} >~ es acotada.
[e.9]
n=0’

existe una subsucesion {w™ = (x™, 2" p"ﬂ')}?io tal que 2™ — > p" — 2™
y p = p>.
De de la cerradura de dg

Sea w™® = (z*,z>,p>) un punto de adherencia de {w"} entonces

P € dg(2") = p> € 0g(z™) (3.19)
De [3.16] tenemos que
|Mz> — 2| = lim ||Mz™ — 2"|| =0 = Mz™ = 2z (3.20)
J]—00

Por otro lado, de (3.16)) y la equivalencia de normas en R", lim,, ,.||z" ™! —
sz . o) <z
2"|| = 0, entonces la subsucesion {z"*1}Z ) también converge a 2. Luego,

de (3.6)
0€0f(x™™h) + AMT (Ma"™+! — 2% + X7'p™) + Q(z™ ™ — a™)

haciendo j — oo
—MTp™ € of(x™) (3.21)

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.19)), (3.20)), (3.21]) y el Teorema (3.2 tene-
mos que (z°°, p*) es solucién de (P) y (D) respectivamente, es decir cualquier

punto de acumulacién de la sucesion {w"}, -, es solucién de (P) y (D).

Sea w # w* otro punto de acumulacién de {w"} ., entonces W =

lim; o, w™. De (3.18])

I [[w" —w™[[ =y y lm[o" —df =7
n—o00 k—o0
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Por otro lado,
lw™ —w™|]* = [|[w" — ||* + 2 (w" — W, W — w™) + || —w>®|? (3.22)
entonces, haciendo 2,7 — 0o
m == o=l > 0= 5>y (3.23)
Si en cambiamos posiciones de w y w* obtenemos

Y2 >N (3.24)

. , n o0
que es contrario a ([3.23)). Por lo tanto, la sucesén {w"} ~, es convergente
y converge a un punto que nos da una solucién de (P) y una solucién de

(D). O

R. Shefi y M. Teboulle prueban que para las sucesiones {z"} 2, {z"} _,
y {p"},—, se obtiene una rapidez de convergencia de orden O(1/y/n) tan
solo asumiendo la positividad de @), de manera andloga, asumiendo positivi-
dad sobre A = Q + AMT M podemos obtener resultados similares para las
sucesiones correspondientes del Algoritmo

Proposicién 3.9 (Rapidez de convergencia). Sea {w" := (2", 2", p")} —, la

sucesion generada por , (x*,p*) un par de KKT y Q + A\MTM definida
positiva. Entonces para n € N

0 0 MG
P L P A LYV
n 2\n 2n

donde A= Q+AMTM y 0 = [Ja]|% + 2271 [[p]|* + 2A]|=2||.

Demostracion. De (3.6)) por definicién de subdiferencial no es dificil obtener
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que para todo (z,z,p) € R" x R™ x R™

f(anrl) S f(fI?) 4 )\<M(En+1 . Zn T /\flpn,M(x - xn+1)> +
1 n n n n
+ §[Hl’ — 2|3 — llz — 2" TG — 2"t — 23] (3.25)
f@™h) < fla) + XMz = 2" X M (z — 2™)) +
1 n mn n n
+ 5[”5’5 — 2|3 prar — Nz — 2" R rar — [l = 2]13,,43,26)

sumando ([3.25]) con (|3.26))
f(xn—l-l) S f(l‘) +)\<M:L'n+1 o Zn —f—)\_lpn,M(I _:L.n+1)> +

+ Sl —ah =l — 2" G = [l =] (3.27)

!
De también por definiciéon de subdiferencial

g(z""h) < g(z) = (M2 =) (3.28)

y del subproblema (4.5))

n n 1 - 7 - T - T T
(b, Mt =20 = ST lp = = AT = p P = AT = P+

+ (p"th Ma™th — (3.29)

Sumando (3.27)), (3.28)) y (3.29)) obtenemos para todo (x, z,p) € R"xR™xR™
y para todon =0,1,...

f(ilfn+1) ~|—g(z”+1) < - <p _pn-i-l’ Ma" ! — Zn+1> + f(aj) + 9(2) +
1
A (= M=) 4 Sl = 2 - = 2 e - 0]+

1 - 7 - n - n n
AT =PI = A =" = AT I = 7. (3.30)
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Entonces, (3.30) para n — 1 es

f@") +g(z") < = (p—p", Ma™ = 2") + f(z) + g(2) +

n n— n 1 n— n n n—
A 2 MG —a) + e = e - 2 e - ]+
1 - = - n — n n—

STl =" P = AT = P = AT " = (3.31)

Luego,(3.30) evaluada en (z",2",p") sumada con (3.31) evaluada en
(:En—i-l’zn—l—l’pn—l—l) es

1 — 7 7
0 < —A—gfa™™ =G = A" =P +

+ gl = R =l =t =l =2 R (3:32)

—_

+ §[A‘1||p"+1 —p" P = AT =P = AT " = )

donde

—A =2 =2t M (2" = 2™ A =2 M (2" — 2™)) . (3.33)

Como 2 (Au, v) = [Jullh — [lu = v[[Z + [lv]l% < [Jull% + [lv]l% entonces

Jamtt =2 = = 2 = - 2R 2 (e - e, A — 2 ))

< la™ = 2" G+ 2™ = 2"+ " = 2" (3.34)

Sustituyendo (3.34)) en (i3.32])

1 1 n n — 3 7
A< g [gle e A 2]
11 n n—11|2 —1y,.n n—11|2
T oS e (3.35)
— n n n n— 1 n n—
[ R el O R

Como [|(v —u) = (w—v)|I* = [lu = v[* + v = w[* = 5llu — w|* y de (3) se
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tiene,

>\<Zn - Zn+1,M<In o xn+1)> 4 )\<Zn - Zn717M<xn - xn+1>> 4

A 11 _ iyn on—
FIM (" = ) = (2 = P < o | =2 A —
1.1 n+1 n||2 —1 n+1 n |2

T Al P e

y como ¢ {418 — 81 + (6, 8) + {0, 8)} = £ {[I][* — >} y haciendo

ol — Hxn—l—l . $n||?4 + 2)\||Zn o Zn+1||2 + 2)\—1”pn+1 _pNHQ (336)

tenemos
vt <™, (3.37)
Luego, sumando hasta k — 1
k—1 k—1 k—1
0< L (Un _ ,Un+1) _ {(m}n —(n+ 1)vn+1) + Un+1} _ —k’vk+z oL
n=0 n=0 n=0

y sustituyendo n por k la ecuacién anterior junto con ({3.14]) implican

2™ — 2™ A 4 2A2" = 2T E 24 " = pn P < (3.38)

> >

lo que prueba la proposicion. O
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Capitulo 4

ADMM para S-Model y
Programacion Lineal

Se dice que una funciéon convexa, semicontinua inferior y propia
F:R" — R U {400} es P—separable si existe una particion P =
{c1,¢2, ..., ¢y} del conjunto {1,2,...,n} tal que

F(r) = ij(xj),

donde f;: R — R U {400} son funciones convexas, semicontinuas infe-
riores y propias. n; = |¢;|, x; es la “j-ésimo subvector” de z con indices en
Cj.

En esta capitulo nos enfocamos en resolver el “problema S-Model” , este
es un problema convexo con restricciones lineales, P—separable. Su forma

canonica es

s.a. Zijj =0 (SMP)

donde las funciones f;: R — RU {400} son funciones convexas, semiconti-
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nuas inferiores y propias, A; € R™*™ y b € R™.

A través de una reformulacién, a partir del problema(SMP) se obtiene un
problema de la forma (P) del capitulo anterior que posee el mismo conjunto
factible del (SMP), esto hace posible aplicar el Algoritmo . El resultado de
la aplicacion del algoritmo es que, este, converge y nos da soluciones tanto
del problema (SMP) como de su dual.

4.1. AD-PMM para S-Model

En este seccién, en primer lugar se reformula (SMP) a un problema de la
forma (P), y luego desarrollamos el (AD-PMM) para el problema S-Model,
también se dardn condiciones para la convergencia del algoritmo.

Consideramos:

q
» La funcién f: R" — R U {+o00} dada por f(z) = ij(xj).
j=1

» La funcién g: R™ — R U {+oo} dada por g(z) = d¢(z) donde
q
c- {zewuzzjzb}
j=1

aqui z = (21, 29,...,2,)" donde z; € R™ para todo j = 1,2,...,q, es

decir, z; es la j—ésimo subvector z.

» Consideremos también la matriz M de orden mg x n dada por

A
As
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Ahora consideremos el problema

min f(z) + g(Mz) (P) (4.2)

z€R™

con las funciones f y g antes mencionadas. A continuacién se da la relacién
que hay entre (SMP) y el problema (P).

Proposicién 4.1. z € R" es factible para (SMP) si y solo si f(x)+g(Mzx) <
+00.

q q
Demostracion. x € R™ es factible para (SMP) < Z Ajxj=by Z filz;) <

j=1 j=1

q

+00 lo que es equivalente a Zf](x]) +g9(Mz) < +00 & f(z) + g(Mz) <
j=1

+00, pues en particular

q
0, st Aix; =0
g(Mz) = ; "

+00, st c.c

O

Al problema (P) dado en (4.2)) le podemos aplicar (ADMM), pero para la
convergencia del algoritmo se requiere la inyectividad de M. A continuacion

se da una condicién para que M sea inyectiva.

Proposicién 4.2. Si A; es inyectiva para todo j = 1,2,...,q entonces M

es inyectiva.

Demostracién. Mostraremos que N (M) = {0}. En efecto, para x € R"

Ay Avzy
A2 AQJTQ

Mzr=0< ‘ r=0& ) =0 Az, =0,Vj=1,2,...
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Como N (A4;) = {0,} para todo j =1,2,...,n
Ajz; =0Vj=1,2,...,q&2;,=0;Vj=1,2,...,¢& 2 =0,

donde 0; es el vector cero de dimensién n;. Por lo tanto N (M) = {0}. O

En general el Algoritmo (12| para el problema (P) converge sin la necesidad
absoluta de inyectividad sobre M, para ello necesitamos agregar al primer
subproblema el término illz — 2"||3, donde @ es un matriz semidefinida
positiva. La matriz ) que consideramos es una matriz diagonal por bloques
Q = diag(Qs,...,Qy), donde Q; = Bijf — /\AJTA]» o Q; = 0 segin A, se
inyectiva o no. Eto se detalla a continuacion.

El Algoritmo [12| para (P) consta de los siguientes pasos

xT

A 1
o4t = angmin { (o) + O, M) + 5100z - 2+ gl - 0" oo

A
2" = argmin {g(z) —(p", z) + §||]\/.I'91:”Jrl — z||2} (4.4)

z

pn-‘rl — pn + Y (M[ETH_I . Zn—l—l) (45)

Para el subproblema (4.3), dada la estructura de f, M y @ (diagonales
por bloques), para cada j = 1,2,..., ¢ tenemos

2ttt = arg min {fj(xj) + (P}, Ajay) + 5”141'%' — 27|+ 5”% T HZ?]}
(4.6)

Se distinguen dos casos:

1. Suponga que A; es inyectiva, entonces, (); = 0. De la condicién de

optimalidad de 1} x;‘“ se puede calcular por

5 = (0 + AT AT OATZ - ATp). (@7)

J

donde la igualdad se da gracias a la inyectividad de A; hace invertible
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2. Si A, es no inyectiva entonces consideramos la matriz Q); = %[ —
J
)\A;‘.FAj, con [3; > 0 la cual es simétrica y definida positiva siempre que
BiA||4;|1* < 1. En tal caso, en (4.6) hagamos

Hj(x;) = fi(a;) +(p}, Ajaj) + 5 4525 = 2 I + g lles — 25 1%,

entonces, haciendo calculos adecuados y despreciando algunos términos

constantes (argmin es invariante bajo la suma de constantes)

Hj(x;) = fi(x;) + %H%‘ — [a] = BAT (0] + M Aj§ = 20))]I7, (4.8)

ademds, usando (4.5)) y considerando p~t = pY,

P+ MAz — 27) = 2p] — pi~ L

J

Sustituyendo en la ecuacién anterior tenemos la manera de calcular

q:;‘“ en funcién del resolvente de df;, esto es

2t = (I + Bof;) " (af — BAT (20} —pf7") (4.9)
Note que el subproblema (4.4)) podemos reescribirlo como
n+1 . A n+1 —1, n||2
2" = arg min g(z)+§|]1\/[:z: —z+ A"
o en términos del resolvente de dg
Sl (I + )\flag)—l (Manrl + )\flpn) _
Dada la forma de g, la Definicién [I.2] y el Ejemplo [I.10] tenemos que

= Po (Ma™ + X"1p") (4.10)
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Como C' es un subespacio afin,

b— St
Pc(t):t—i——j (1,1,...,1),
q

entonces el j—ésimo subvector de Pc(t) estd dado por

b—>9 1t
[Pe(t)]; =t + %”

Entonces para cada j =1,2,...,q

b— q_ M:L,nJrl_{_)\fl nl .
Z;;H _ [Manrl_i_)\flpn]j_i_ Za—l[ - p ]J
b— j:1(Aj$?+1 + )\7117?)
q

= Attt NTph + (4.11)
En el subproblema , teniendo en cuenta la estructura de M, para
todo j =1,2,...,¢q
Pyt = 4 A (At = ) (4.12)
Sabemos que la sucesién dada por los p™ en el Algoritmo [12|converge a una
solucién del problema dual de (P), es natural preguntarnos, si esta también
converge a una solucién del dual del (SMP). La respuesta es negativa, pues
se observa que tanto p" como z" estan en R™ y el dual de(SMP) no esta
definidos en este espacio. Pero gracias a la forma de 0¢g* a continuacion
se deduce que p;' = pj para todo i,j € {1,2,...,q} y de esta manera se
obtendra una sucesion 7" € R™ que converge a una solucion del dual, esto
queda establecido en el Teorema También se vera que podemos omitir
de nuestro algoritmo a la sucesién dada por los 2".
De se deduce que para todo n > 1, (p*,2") € B=09g* =V+ x C.
Como C' es un conjunto afin, entonces por el Ejemplo(1.7/No = C' xV+, donde
V+ es el complemento ortogonal de V = C' — z para algtin z € C(subespacio

vectorial paralelo a C).
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Note que
q
V:{SER"’Q|25]~:0},
j=1

para calcular V4 consideremos la matriz A = [I; Iy...I,] donde para todo
J, I; es la matriz identidad de orden m. La matriz A es tal que V = N (A),
entonces

Vvt =TIm(A").

Por lo tanto
VL:{yEqu|y1:y2:...:yq}

Entonces, por la forma de V* tenemos que para algin 7" € R™
p;=m", Vi=12,...,q

Luego, sustituyendo en (4.11)) y (4.12))

n " b— i—1 ijﬂ+1
Z] 1 ijj+1 + J p J (413)
y
A q
= - Z(b— Z Ayt (4.14)
q -
7=1

Note que podemos “eliminar” 27. Entonces Al sustituir z}' en (4.7) de ser

necesario y pj = 7" en (4.7) obtenemos el Algoritmo para el S-model
(SMP):
A los pasos y @ en el Algoritmo [13| podemos reemplazarlos por

b— Zg:l AJZ‘SL HQ
q

A
27! = argmin {fj(:cj) + (7", Ajry) + §HAJ'5’7J‘ — Ajry —

Zj

(4.15)

et = angmin { o) + gl - [of - afient - e} (410

Ty
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Algorithm 13 AD-PMM para S-model

Require: Tamaifio de paso A > 0, puntos iniciales 2° €¢ R* y 77! = 70 € R™

1: for j=1,2,...,q do
2:  if A; es inyectiva then

@

2 = (0 + AATAy) -

b—>1 A
AAT (ijg - L J) - A]TW”]

4:  else

5 Elegir 3; > 0 tal que B;\||4;]]* < 1

6: a:;-”'l = (I +pof;) " (27 — 5AJT(27T” — ")
7. end if

8

- end for

)\ q

n+l _ _n n+1

9: 7"t =1 —E<b—§ ijj+>
Jj=1

10: n<n+1, Ir al paso 1

Antes de dar el resultado de convergencia formulemos el problema dual
de (SMP).

min, Z fi(—=Alm) + (m,b) (DSMP) (4.17)

A continuacién se da condiciones para la convergencia del Algoritmo

Teorema 4.1. Consideremos el problema (SMP). Si (SMP) es soluble, en-
tonces para cualquier par de puntos iniciales 2° € R™ y 7° € R™ las su-

cesiones {x"},~_y {7}, generadas por el Algoritmo |15 convergen a una
solucion de (SMP) y (DSMP) respectivamente.

Demostracién. Suponga que A; para ciertos j € {1,2,...¢} son no inyecti-
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vas, entonces consideremos la matriz

0
Q= Bij[ — MAT A, (4.18)

0

diagonal por bloques, que algunos son ceros y los correspondientes a los
indices j son Q; = ﬁij] — AA?Aj.

Por como son elegidos los escalares 3; > 0 las matrices (); son semi-
definidas positivas las cuales hacen a () semidefinida positiva. Entonces el
Algoritmo resulta de aplicar el Algoritmo al problema con la
matriz simérica y semidefinida positiva () dada por . Por otro lado,

[\AT A,

Q+AM"M = =+ (4.19)

_ ATA,
es definida positiva, pues es una matriz diagonal por bloques, los cuales son
MATA; (cuando A; es inyectiva) y ﬁijf para los indices j los cuales hacen
a Q4+ AMTM definida positiva. Por lo tanto, el Teorema nos dice que
la sucesién {z"} >, converge a una solucién z* de y por lo tanto del
problema (SMP), y la sucesién {p"} ~ , converge a una solucién p* del dual
de (4.2).

Recordemos que en nuestro caso p™ = [pY, ..., pZ]T donde p} = 7" con

* T

7" € R™ paratodo j = 1,2,...,q, entonces 7" — 7* donde p* = [7*,... 7*]

Mostremos que 7* es solucién del dual de (SM P), en efecto,
No es dificil verificar que, en cualquier caso 0 @ tenemos que
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(25, —ATr*) € 9f; para todo j = 1,2,...,¢. Luego

(z},—Aln*) e of; = (—Alrn",2})€df;
= @€ fi(—ATT)
= —Ajzj € I[f} o (=4}

- Z A € Z (OLf; o (—AD)7") .

Como , )
= (0Lf; o (ADIE) O |3 (f; o (=AT)| 7,
Jj=1 j=1
entonces
0=—§Z%@+¢e@[§}ﬁoeﬂﬁ>wﬁ+w}
J=1 j=1

esto implica que 7* es solucién del problema dual (4.17)). En el caso en que
A; sea inyectiva para todo j, entonces M es inyectiva por la Proposicion ,
entonces el Algoritmo [13] también resulta de aplicar [12] a [4.2] O

A partir de la Proposiciéon también se puede conseguir rapidez de
convergencia de orden O(1/4/n) para las sucesiones {z"} y {n"}. Esto queda
establecido en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.3 (Rapidez de convergencia). Sea {w" := (2", 7")} ", la su-
cesion generada por el Algoritmo (x*,7*) un par de KKT. Entonces para
n €N

n n— 0 .
|2} — IHEJ- < %, bara jed,
05 .
o~ < /2 para g,y
Y,
e R
2qn

76



donde E; = AJTAj, J C{1,2,...,q} tal que A; es inyectiva para cada j € J
y 0= |lz* — 2% ey + 22T =702

Demostracién. Dado que la matriz Q + AMT M es definida positiva y la su-
cesiones dadas por los ™ y p" = (n",7",...,n") son obtenidas por apli-
—_————

q—veces

cacién del Algoritmo al problema (P) en (13)), la Proposicién di-

A0
e que o — " Mgrarw < /8y [ =y < 4[5 donde 8 =
n
2% = 20112, pprar 2207 Ip* = p°I12 4+ 2)]|2* — 2°||, entonces: En primer lugar
tomemos 2° = 2*, de donde 0 = ||z* — 2|2, r), + 2277 — 7°|]%. Luego,
sustituyendo Q + AMT M dada por (4.21) tenemos

)

_ 1 _ 0
AZHm? -y 1||?4]TA]~ +ZE||:E? —ar 2 < o

JjeJ i¢J
en particular |25 — 257!||p, < /<% para j € Jy [|lof — 27 7' < (/% para

i ¢ J. Por tltimo, como p" = (7", 7",...,7") , entonces
——— —

q—veces

o - w ) < [ 22
2gn
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4.2. AD-PMM para Programacion Lineal

En esta seccién vamos ha aplicar el Algoritmo [L3| obtenido en la seccién
anterior a problemas de programacion lineal.

Un problema de programacién lineal en su forma general es

min c’'z
sa. Az=b (PL)
z>0

donde A es una matriz de orden m x n y ¢,b son vectores de R" y R™
respectivamente.

(PL) se puede reformular como

q
‘ E : T
min Cj .fj
j=1

q

j=1
z; >0,V =1,2...,q.

donde para todo j = 1,2,...,q los Aj, x; y ¢; son “submatrices” columna
de A, sub-vectores de x y sub-vectores de ¢ respectivamente, y b es vector de
R™.

De ahora en adelante este sera nuestro problema de programacién lineal
(PL) a solucionar.

Note que (PL) es un S-Model, donde el conjunto {1,2,3,...,n} es partido

en g bloques P = {[1],[2],...,[q¢]} , las funciones f; estan dadas por
cray, si x;>0
() = 3 7= 4.20
fit@s) { +o00, si cc (4.20)

y las matrices A; son formadas por las columnas de A. Entonces es natural
aplicar el Algoritmo (13| que se desarrollé para el S-Model a (PL).

En primera instancia vamos a suponer que x; € R™. Recordemos que
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para aplicar |13| debemos tener en cuenta que para calcular x?“ tenemos dos
casos. En primer lugar, si A; es inyectiva, entonces con las f; definidas en
(4.20))

2

A b—> A
2} = argmin oz + (7", Ajas) + B Ajay — Aol — =10
ijRnJ q
Note que la funcién
2
\ b—>1 A"
Zj = Cf$j + <7I'n, Aj.’L'j> + § AJ’LEJ' — A]x? — ](;1 )

es fuertemente convexa y de clase C*™ sobre R™, entonces podemos calcular
n+1
J

minimiza a

T usando las condiciones de optimalidad de primer orden. Esto es, x;

2
q T
b—> i Aj]

q

A
¢y + (7" Ajg) + 5

n
T Ajl'j — ijj —

si

b—>17 Aa”
C? + Af’ﬂ'n + )\Af (AjZEj - A]’I’L? — ]q_o e > =0

Entonces, teniendo en cuenta que A]-TAj es invertible

AT (b— W) AT

_.n T —1
I‘j = .73j + [A] AJ] j p \

(4.21)

Si A; es no inyectiva, entonces de (4.16])

g = axgumin { i, + 2Ly — [ - AT e — )
J

T €R™J
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aplicando las condiciones de optimalidad de primer orden tenemos
wy=a — B [AT (2" — 7" ) + ¢ ] (4.22)

Por otro lado, de @D

A q
7Tn+1 =" — E (b _ Zij?—l—l)
j=1

puede ser implementado por: para todo:=1,2,...,m
A
it =a? — = (b — (a;, ")) (4.23)
q

donde a; representa a la i — ésima fila de A.
Entonces de (4.21]), (4.22)) y (4.23) obtenemos el Algoritmo

Algorithm 14 AD-PMM para Programacion Lineal

Require: Tamaiio de paso A > 0, puntos iniciales 2° € R* y 771 = 70 € R™

1: for j=1,2,... ¢ do
2: if A; es inyectiva then

b— q':() Ajl’n CT + ATﬂ'n
ot o AT AT ( ] ) -
q
4: else
5: Elegir 8; > 0 tal que ;|| 4;|]* <1
6: x?“ = [a:? - B [Af (27" — 71 + CJTH
7. end if
8: end for
9: forv=1,2,...,m do

10:  artt =gl — A (b; — (az, "))

11: end for
122 n<n+1,Iral paso 1

A continuacién se da el condiciones de convergencia.
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Proposicién 4.4. Considere el problema (PL). Si (PL) tiene solucién enton-
ces para cualquier par de puntos iniciales x° € R™ y 7° € R™ las sucesiones
{an}" o, {7} "y que produce el Algoritmo |14 convergen a una solucion x*
de (PL) y m* de su dual respectivamente.

Demostracion. La convergencia de {z"} >~ v {7} es consecuencia directa
del Teoremald.1], pues el Algoritmo|[I4es el resultado de aplicar[13]al problema

(PL) con la nomenclatura descrita al inicio de la seccién. ]

Note que, si consideramos (PL) con las restricciones de no negatividad

+

(z; > 0), cuando A; es inyectiva, z !'se calcula mediante

2
q )

q

n+1
J

A
= argmin | ¢ z; + (7", Ajz;) + =
2;>0 2

n
x Ajl'j _ijj —

(4.24)

"1 coincide con la expresién explicita 1) siempre que el vector resul-

J
tante no tenga componentes negativas. Si el vector resultante de (4.21) tiene

T

componte negativas, en algunos casos como por ejemplo cuando A; es un

n+1

vector, 277" es dado por

ntl

2 = Plapzoy | + (A7 A7

J q )\

AT (b— A) A

(4.25)
pero en general, cuando A; tiene mas de una columna (4.25) no resuelve
4.24)). Para remediar este problema podemos considerar en 1) Q; = Bijl —
AATA;j, con f;A]|Aj]]* < 1 aun cuando A; sea inyectiva.

En cambio, si A; no es inyectiva

. 1 n n n—
x?“ = arxgj;r(l)m {c;pxj + 2—@ ||% - [xj - BJA;F(QW -7 1)] H2} ’

entonces
2t = Prsoy 2] — 85 [A] (20" — 77 +¢f]].

Entonces el Algoritmo puede ser usado para resolver el problema
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estdandar de programacién lineal (PL) considerando:

» Descomponer de forma trivial a la matriz A y al vector ¢, es decir A;
y ¢;j son los vectores columna y componente de A y ¢ respectivamente.
En este caso en los pasos 3 y 6 en el Algoritmo [14] tomamos

AT b— ?:0 A]SC;L B CJT + A?ﬂm
J q A

ntl

2T = Plapzoy | + (A7 A7

2 = Prayzop [27 = 6 [A7 (27" = 77) + ]

= Si fuera posible identificar los bloques no inyectivos de A, podriamos
descomponer A en bloques no inyectivos y vectores columna, en tal

caso, x’j”l es como en el item anterior.

» Considerar ; no nula y conveniente atin cuando A; no sea inyectiva,
por ejemplo Q; = %I—)\A?Aj, con B [|A;]]? < 1, e este caso los pasos
J

3y 6 en el Algoritmo [I4]se convierten en uno solo como

vyt = Prsoy (2] — 65 [A (20" —7"71) + ¢ ]]

4.3. Ejemplo Numérico

En esta seccién se dan dos resultados numéricos del Algoritmo [14] imple-
mentado en la plataforma de OCTAVE. Nuestro problema es

min ¢’z
s.a. Ar =0
x>0

donde A = [B, Iy]. La matriz B es de orden 20 x 40 y ¢, b son vectores de
R y R respectivamente, estos son tomados directamente de OCTAVE de

manera aleatoria.
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A | o n [ r ] ¢t ] (A [ n | r [t

0.001 | 560.00 | 6.24 | 4.64 0.200 | 733 | 0.60 | 6.77
0.002 | 615.00 | 3.32 | 5.84 0.300 | 610 | 0.63 | 5.37
0.003 | 690.00 | 2.28 | 5.72 0.400 | 751 | 0.61 | 5.72
0.004 | 766.00 | 1.74 | 11.17 0.500 | 822 | 0.43 | 6.58
0.005 | 1080.00 | 1.40 | 8.68 0.600 | 851 | 0.64 | 6.00
0.006 | 1175.00 | 1.14 | 8.17 0.700 | 911 | 0.72 | 7.49
0.007 | 1168.00 | 0.97 | 8.04 0.800 | 911 | 0.81 | 6.16
0.008 | 981.00 | 0.86 | 7.00 0.900 | 809 | 1.08 | 5.25
0.009 | 1136.00 | 0.76 | 8.01 1.000 | 1018 | 0.67 | 5.98
0.010 | 1270.00 | 0.68 | 9.63 1.100 | 1021 | 0.71 | 5.89
0.020 | 1134.00 | 0.89 | 8.46 1.200 | 839 | 1.15 | 5.75
0.030 | 1185.00 | 0.70 | 9.62 1.300 | 859 | 1.22 | 5.24
0.040 | 1089.00 | 0.71 | 7.62 1.400 | 859 | 1.22 | 5.29
0.050 | 1063.00 | 0.74 | 7.14 1.500 | 859 | 1.20 | 5.11
0.060 | 1058.00 | 0.59 | 7.44 1.600 | 859 | 1.20 | 5.68
0.070 | 975.00 | 0.75 | 6.73 1.700 | 839 | 1.20 | 5.35
0.080 | 732.00 | 1.11 | 6.45 1.800 | 858 | 1.18 | 5.76
0.090 | 734.00 | 1.00 | 5.31 1.900 | 858 | 1.16 | 5.41
0.100 | 1013.00 | 0.57 | 7.80 2.000 | 857 | 1.11 | 5.74

Cuadro 4.1: Se compara los resultados para 40 bloques (columnas de A)

En primer lugar comparamos los resultados, cuando hacemos variar el
tamano de paso A > 0, los escalares 3; > 0 estan fijados y para este caso los
bloques son las columnas de A. El error relativo es de 1073,

Se obtienen los datos del Cuadro[d.1] donde n es el nimero de iteraciones,
r = ||b — Az¥|| y t es el tiempo en segundos.

El grafico de los errores relativos primal y dual se muestra en la Figura
[4.1] este gréfico corresponde a A = 0,5.

Consideremos ahora una descomposicion en 5 bloques de tamanos 1, 1,
1, 22 y 35. Se quiere ver si se obtiene alguna mejora al separar de manera no
trivial a A, la separacion se hizo de tal manera que los tres primeros bloques

vectores columna, y las otras dos son matrices no inyectivas. El error relativo
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10° g T

Primal
—— Dual
11b-Ax]|

10° 4

Jativo primal-dual
Sa
e
I

Error relativo primal-dual

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
0 de iteracione:

Figura 4.1: Errores relativos sf)crismal—dual para A = 0,5

de 1073. Se obtienen los datos en el Cuadro de donde se observa que,
al variar la eleccion de los bloques en algunos casos se obtiene una mejora
sobretodo en el tiempo de jecucién por ejemplo para A = 0,004, A = 0,04,
A=04, etc.

El grafico de los errores relativos primal y dual se muestra en la Figura
4.2] este grafico corresponde a A = 0,04.

Ahora consideremos el mismo problema sin la restricciones de no nega-
tividad. Tomemos 15 bloques de tamanos 4, 7, 1, 3, 8, 5, 2, 3, 1, 6, 10, 2,
3, 1 y 4. Para este caso no hace falta tener cuidado en cuales de los bloques
son inyectivos o cuales son no inyectivos ya que el Algoritmo resuelve
problemas de este tipo. Los f3; estdn fijados.

Los resultados para un error de 107® se muestran en la Tabla Se
observa que al quitar las restricciones de no negatividad, el error relativo
es alcanzado en una cantidad de iteraciones y tiempo mucho menores al de
los casos anteriores. La Figura [4.3] muestra el grafico de los errores relativos
primal y dual. Este grafico corresponde a A = 1.
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| A [ o [ r [t ] [ A ] n [r ]t ]

0.001 | 1285.00 | 0.93 | 4.48 0.200 | 1840.00 | 0.82 | 6.12
0.002 | 1011.00 | 1.02 | 3.56 0.300 | 1366.00 | 1.27 | 4.24
0.003 | 797.00 | 1.31 | 2.48 0.400 | 1361.00 | 1.27 | 4.26
0.004 | 793.00 | 1.12 | 2.60 0.500 | 1897.00 | 0.75 | 5.97
0.005 | 1062.00 | 0.79 | 3.32 0.600 | 1889.00 | 0.74 | 7.04
0.006 | 1114.00 | 0.67 | 4.69 0.700 | 1885.00 | 0.77 | 6.73
0.007 | 853.00 | 0.90 | 2.62 0.800 | 1886.00 | 0.79 | 6.56
0.008 | 938.00 | 0.85 | 3.57 0.900 | 1885.00 | 0.80 | 6.05
0.009 | 938.00 | 0.77 | 3.07 1.000 | 1883.00 | 0.79 | 5.69
0.010 | 983.00 | 0.61 | 3.80 1.100 | 1354.00 | 1.31 | 4.28
0.020 | 883.00 | 0.61 | 3.44 1.200 | 1352.00 | 1.30 | 4.64
0.030 | 876.00 | 0.58 | 3.18 1.300 | 1351.00 | 1.29 | 4.42
0.040 | 994.00 | 0.51 | 3.07 1.400 | 1350.00 | 1.29 | 7.37
0.050 | 1166.00 | 0.52 | 3.62 1.500 | 1350.00 | 1.29 | 9.14
0.060 | 1240.00 | 0.73 | 3.87 1.600 | 1349.00 | 1.28 | 5.52
0.070 | 1159.00 | 1.10 | 3.59 1.700 | 1349.00 | 1.27 | 5.62
0.080 | 1158.00 | 1.30 | 3.69 1.800 | 1349.00 | 1.27 | 5.15
0.090 | 1163.00 | 1.41 | 3.78 1.900 | 1349.00 | 1.27 | 4.53
0.100 | 1821.00 | 0.52 | 5.82 2.000 | 1348.00 | 1.26 | 4.44

Cuadro 4.2: Se compara los resultados para 5 bloques de tamanos 1, 1, 1, 22,
35
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Error relativo primal-dual

0 200 400 600 800 1000
Nuamero de iteraciones

Figura 4.2: Errores relativos primal-dual para A = 0,04

Primal

rimal-dual

60 E 100 120 140
Numero de iteraciones

Figura 4.3: Errores relativos primal-dual para A =1
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| A [ n [ r ]t ] A |l on | r [t

0.001 | 94.00 | 9.31 | 0.31 0.200 | 100.00 | 0.05 | 0.45
0.002 | 94.00 | 4.66 | 0.31 0.300 | 110.00 | 0.03 | 0.37
0.003 | 94.00 | 3.12 | 0.30 0.400 | 111.00 | 0.03 | 0.35
0.004 | 94.00 | 2.34 | 0.29 0.500 | 121.00 | 0.02 | 0.35
0.005 | 94.00 | 1.88 | 0.31 0.600 | 122.00 | 0.01 | 0.39
0.006 | 94.00 | 1.57 | 0.31 0.700 | 122.00 | 0.01 | 0.42
0.007 | 94.00 | 1.35 | 0.30 0.800 | 131.00 | 0.01 | 0.50
0.008 | 94.00 | 1.18 | 0.30 0.900 | 132.00 | 0.01 | 0.43
0.009 | 94.00 | 1.05 | 0.33 1.000 | 132.00 | 0.01 | 0.36
0.010 | 94.00 | 0.95 | 0.30 1.100 | 133.00 | 0.01 | 0.37
0.020 | 88.00 | 0.44 | 0.30 1.200 | 142.00 | 0.01 | 0.43
0.030 | 88.00 | 0.30 | 0.30 1.300 | 142.00 | 0.01 | 0.41
0.040 | 88.00 | 0.22 | 0.30 1.400 | 142.00 | 0.01 | 0.38
0.050 | 88.00 | 0.18 | 0.34 1.500 | 143.00 | 0.01 | 0.44
0.060 | 88.00 | 0.16 | 0.34 1.600 | 143.00 | 0.01 | 0.40
0.070 | 88.00 | 0.14 | 0.36 1.700 | 143.00 | 0.01 | 0.41
0.080 | 88.00 | 0.13 | 0.31 1.800 | 143.00 | 0.01 | 0.39
0.090 | 89.00 | 0.10 | 0.30 1.900 | 152.00 | 0.01 | 0.39
0.100 | 89.00 | 0.09 | 0.33 2.000 | 152.00 | 0.01 | 0.44

Cuadro 4.3: Se compara los resultados para 15 bloques de tamanos 4, 7, 1,
3,8,5,2,3,1,6,10,2,3, 1y 4
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Conclusiones

A partir de los métodos Douglas-Rachford y el algoritmo ADMM se ha
logrado obtener un algoritmo para programacion lineal, este es mas general
al que desarrolla [§]. El algoritmo se obtubo de una variante del el algoritmo
ADMM desarrollado por R. Shefi y M. Teboulle en [22] cuya convergencia se
ha logrado probar con una sutil generalizacién en las hipdtesis.

De los resultados numéricos obtenidos podemos concluir que:

» [l algoritmo es muy sensible al tamano de paso A.

» Kl algoritmo es muy sensible a la separaciéon en bloques de la matriz de

restricciones.

» La principal ventaja del algoritmo es que este puede “disminuir” la difi-
cultad de tamano del problema, en problemas pequenos este algoritmo
puede no ser tan efectivo y lento.

= En teoria el algoritmo converge para cualquier tamano de paso A > 0
y para cualquier separacién en bloques de la matriz de restricciones
pero en la practica algunas elecciones de estos pueden no ser favorables
ya que la convergencia puede ser demasiado lenta, lo que nos lleva a
plantearnos si es posible encontrara una manera 6ptima de elegir estos
parametros, esto puede desarrollarse en un trabajo futuro.
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