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Resumen

El modelo de Yukawa naci6 en el estudio fenomenoldgico de las interacciones nu-
cleares, y su presencia en la fisica de las particulas ha persistido hasta los dias actuales
en el modelamiento de la interaccion del campo de Higgs con los fermidnicos. Di-
cho modelo, aunque simple, exhibe las denominadas divergencias ultravioletas, uno
de los problemas a los que se enfrenta la teoria del campo cuantificado convencional,
requiriendo el uso de técnicas de regularizacion para la obtencion de cantidades fisicas

finitas.

Una formulacién alternativa de la teoria del campo cuantificado es la teoria de per-
turbacion causal (TPC), la cual utiliza al axioma de la causalidad, referido al operador
de dispersion, para establecer un procedimiento inductivo para la construccién per-
turbativa de sus términos. Teniendo en cuenta, ademas, al caracter distribucional de
los operadores de campo cuantificado, la TPC evita el aparecimiento de las divergen-
cias ultravioletas, de modo que ningtin procedimiento de regularizacion se utiliza en la

obtencion de resultados finitos.

En esta tesis, realizamos un estudio del modelo neutro de Yukawa mediante las
técnicas de la TPC. Comenzamos introduciendo detalladamente los operadores de
campo cuantificado libres como distribuciones operador-valuadas que actian sobre el
espacio de Fock, explicitando el importante papel que en tal definicion tienen las solu-
ciones al problema de Cauchy en la teoria del campo clasico. Pasamos entonces a defi-
nir el sistema axiomadtico de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov para la construccién
del operador de dispersion, y a examinar sus consecuencias en la teorfa perturbativa.
A continuacién, construimos de forma intuitiva el procedimiento inductivo de la TPC,
detallando las razones de las definiciones vertidas para la distribucion retardada y para
la avanzada, asi como estableciendo el método de division de la distribucidén causal
en estas dos partes. Mostramos que el método inductivo de la TPC es compatible con
el axioma de unitaridad del operador de dispersién y probamos un teorema de facto-

rizacion de polinomios en la distribucion causal que facilita la aplicacion préctica del
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método.

A continuacion, repasamos el desarrollo histérico del modelo fenomenolégico de
Yukawa y establecemos la distribucion de transicion del primer orden para el modelo
neutro, con el cual construimos, por el procedimiento inductivo, la distribucion causal
del segundo orden. De entre los diversos términos en los que esta se descompone por
virtud del teorema de Wick, estudiamos primeramente aquellos que corresponden a
las correcciones radiactivas, a saber, la auto-energia del mesén y la del nucleén, cuyos
célculos son detalladamente realizados y cuyas expresiones explicitas en los diversos
intervalos de variacién del impulso son obtenidos. Tales distribuciones no son, empero,
univocamente definidas por el axioma de la causalidad, sino que requieren para su
fijacién completa la imposicion de condiciones fisicas adicionales, que en el caso en
cuestion son el valor fisico de las masas de las particulas correspondientes y el de
la constante de acoplamiento de su interaccion mutua. Semejantes imposiciones son

hechas sobre los propagadores completos de los campos.

Mostramos, no embargante, que las condiciones relativas al valor fisico de las ma-
sas de las particulas involucradas pueden ser substituidas por las condiciones de esta-
bilidad de los sectores de una particula del espacio de Fock al segundo orden, o séase,
por la condicion de que el operador de dispersion deje invariantes los estados de una
particula. Estudiamos también la condicién de estabilidad del estado del vacio al se-
gundo orden, mostrando que puede ser alcanzado con una eleccién determinada de los

términos de normalizacion permitidos.

Para concluir, realizamos un estudio de la normalizabilidad de los modelos de in-
teraccion generales entre campos bosonicos de espin nulo y fermidnicos de Dirac,
probando que el modelo de Yukawa es el Uinico que es normalizable en cuatro dimen-

siones.
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Abstract

Yakawa’s model born in the phenomenological study of nuclear interactions, and its
presence in particle physics has persisted until now in the modelling of the interaction
between Higgs’s field with the fermion ones. That model, although simple, exhibits
the so-called ultra-violet divergences, one of the problems with which the standard
formulation of quantum field theory must deal, and for which regularization techniques

have been developed in order to obtain finite physical quantities.

An alternative formulation of quantum field theory is causal perturbation theory
(CPT), that uses the axiom of causality, referred to the scattering operator, to establish
an inductive process for the construction of its perturbation terms. Considering, ad-
ditionally, the distributional character of the quantized field operators, CPT avoid the
appearance of ultra-violet divergences, so that no regularization techniques are requi-

red to obtain finite quantities.

In this thesis, we study the neutral Yukawa’s model through the CPT techniques.
We start by introducing in detail the free quantized field operators as operator-valued
distributions acting on Fock’s space, making explicit the important role that the solu-
tions to classical Cauchy’s problem have for that definition. We then define the axio-
matic system of Bogoliubov, Medvedev and Polivanov for the construction of the scat-
tering operator, and examine its consequences for the perturbation regime. Next, we
construct in an intuitive manner the inductive procedure of CPT, explaining the de-
finition of the retarded distribution and that of the advanced one, and the division of
the causal distribution in these two parts. We show that the CPT inductive procedure
is compatible with the unitarity axiom for the scattering operator and prove a theo-
rem about factorization of polynomials in the causal distribution which simplifies the

practical application of the method.

We then review the historical development of the phenomenological Yukawa’s mo-
del and establish the transition distribution of first order for the neutral model, with

which we construct, through the inductive procedure, the causal distribution of second
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order. Among the different terms in which it decomposes by virtue of Wick’s theo-
rem, we firstly study those corresponding to the radiative corrections, id est, meson’s
and nucleon’s self-energies, whose calculation is exposed in detail and whose explicit
expressions are obtained in the different intervals of momentum variation. However,
those distributions are not uniquely determined by the causality axiom, but require for
its complete definition the imposition of other physical conditions: the physical values
of the masses of the corresponding particles and the value of the coupling constant of
their mutual interaction. These conditions are imposed on the complete field propaga-

tors.

We show, nonetheless, that the condition on the physical value of the particles’
masses can be replaced by the condition of stability of the one-particle sector of Fock’s
space at second order, this is to say, by the condition that the scattering operator leaves
invariant the one-particle states. We also study the stability of the vacuum state at se-
cond order, showing that it can be reached with an adequate choice of the normalization

terms.

To finish, we study the normalizability of the general models of interaction between
spinless bosons and Dirac’s fermions, to conclude that Yukawa’s model is the only one

which is normalizable in four dimensions.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria del campo cuantificado fue inventada por Born y Jordan em 1925 [1] bajo
el nombre de «electrodindmica matricial», como la consecuencia natural de aplicar la
mecanica matricial de Heisenberg al campo de radiacion. En dicho trabajo, la men-
tada cuantificacion se hizo descomponiendo al campo en una infinitud de osciladores
armonicos desacoplados, tratando cada uno de ellos como un sistema ondulatorio in-
dependiente; este procedimiento es el que se conoce como «cuantificacion candnicas.
El mismo problema fue revisado en 1928 por Jordan y Pauli [2], articulo este en el que
introdujeron la ahora llamada «distribucién de Jordan-Pauli», y levantando por primera
vez el problema de la energia infinita del punto cero, o séase, el hecho de que, como la
minima energia del oscilador arménico no es nula, poblar el espacio con uno de tales
osciladores en cada punto llevaria forzosamente a que la minima energia del campo
fuese infinita. Este problema, comtinmente, se desestima aduciendo que no es el valor
absoluto de la energia, sino la diferencia de ella entre dos configuraciones, la que tiene
significado. Por supuesto, semejante argumento, aunque pueda parecer verosimil, no

evita la insatisfaccion del fisico tedrico.

En el mismo afio de 1928, Jordan y Wigner [3]] mostraron que el principio de ex-
clusion de Pauli requiere la cuantificaciéon con anti-conmutadores mds bien que con
conmutadores. Luego el método general de la cuantificacion candnica fue desarrollado
por Heinseberg y Pauli en 1929 [4]]. Todos estos resultados —y muchos otros concer-
nientes, por ejemplo, al campo de Dirac y su cuantificacion— culminaron en dos famo-
sos articulos de Pauli: El de 1940 sobre la relacion entre espin y estadistica [S] y su

excelente revision, publicada en 1941, de la cuantificacién del campo [6].



Hasta este punto, los problemas eran generalmente abordados estudiando la inter-
accion entre un campo cuantificado y otro clasico (potencial). Por supuesto, el siguien-
te paso a darse seria el estudio de la interaccion entre los campos cuantificados. La
solucion mds difundida a este problema fue aquella que, usando de la teoria de pertur-
baciones, dieron, independientemente, Tomonaga, Koba, Tati y Kanesawa [7/]] en una
serie de articulos publicados entre 1946 y 1948, Schwinger [8] entre los afios 1948 y
1949, y Feynman [9] en 1949; la equivalencia entre estos tres abordajes fue establecida
por Dyson [[10] en 1949. En estas propuestas, no embargante, aparecian muchas veces
integrales divergentes. Ellas fueron tratadas también por Dyson, quien fue el primero
en regularizarlas en el dmbito de la electrodindmica y efectuar la renormalizacion de
la teoria absorviendo semejantes cantidades infinitas en los valores fisicos de la carga

eléctrica y de las masas de las particulas [11].

Aunque la teoria construida de esta forma se mostré solvente frente a la compa-
racion con el experimento —importantes en este sentido fueron las mediciones del co-
rrimiento de Lamb y el momento magnético dipolar del electron—, lo que le vali6 la
aceptacion general, hubo asi mismo diversos personajes que se inconformaron con ella.
En el anhelo de construir la teorfa cuantificada libre de defectos nacieron los llamados
«abordajes axiomaticos», de los cuales hay diversos. Lo que ellos tienen en comtin es
haber sido motivados por el «programa de la matriz S», iniciado por Heisenberg [12]
en 1943, y segtin el cual debia abandonarse la posibilidad de describir la teoria en in-
teraccion y asumirse a la matriz S como el objeto fundamental a ser construido. Esta
idea fue adoptada por Stiickelberg —su historia es contada en el Cap. 7 de la Ref. [[13]]-,
quien en 1946 anuncié que una condicion de causalidad es necesaria para determinar
de forma tnica a la matriz .S, para lo cual la unitaridad y la invariancia relativista no
son suficientes. Stiickelberg llevo adelante esta idea con su estudiante Rivier [14], ob-
teniendo una teoria en la que las integrales divergentes son substituidas por términos
finitos indeterminados. Ademads, argumenté que, como la matriz de dispersion serd un

mapa entre espacios de estados libres, ella deberia construirse usando los campos libres



solamente.

Por esos afios empezd a cuestionarse la nocion de campo cuantificado como un
operador actuando en un espacio de Hilbert. En particular, en 1951 Friedrichs [15]
establecié que, para que el campo cuantificado pudiera tener una representacion es-
pectral, él debe ser una funcional lineal definida sobre las funciones de alguna clase
por determinar. Este autor ya nombra, incluso, a los campos como «distribuciones»,
citando la entonces recientisima teoria de las distribuciones de Schwartz —las primeras
ediciones de las Refs. [16], publicadas en 1950 la primera parte, en 1951 la segunda—.
El resultado de Friedrichs fue rdpidamente aceptado entre los axiématas y dio lugar a
muy importantes contribuciones: Permitié a Cook [|17]] formalizar, en 1953, la cons-
truccion del espacio de Fock, propuesto por este apenas unos afios antes [18], como
el espacio de Hilbert sobre el que actia el campo cuantificado libre. Esta construccién
evita el aparecimiento del problema de la energia infinita del punto cero, que enton-
ces puede relegarse a una mera consecuencia de la aplicacién de la correspondencia
clasico-ondulatoria, procedimiento este que no es riguroso. Asi mismo, fue utilizado
por Haag [[19] en 1955 al establecer el famoso teorema que lleva su nombre, y segun
el cual cualquier campo cuantificado local y covariante relativista, conectado unitaria-
mente con un campo cuantificado libre, es libre también. De esto se concluye que, a
diferencia de lo que ocurre en la mecédnica ondulatoria de finitos grados de libertad, la
representacion de interaccién no existe, pues no hay operador unitario que la realice.
Este punto crucial es el motivo por el que las teorias axiomaticas del campo trabajan
siempre en la representacion de Heisenberg. Asi pues, ya en 1956, Wightman [20] es-
tudiaba las propiedades de los campos cuantificados como distribuciones, mientras que
al afo siguiente, en 1957, Bogoliubov y Parasiuk [21]] identificaban como la fuente de
las divergencias ultra-violetas que aparecian en los abordajes convencionales al pro-
ducto de distribuciones en el mismo punto, o el de una distribucion por una funcién

discontinua, operaciones invalidas en la teoria de Schwartz.

Con este hallazgo se formaron dos grandes grupos en la comunidad de la teoria



axiomadtica del campo. En uno de ellos resurgié la esperanza de describir la interac-
cién en sus detalles, apartdndose de la propuesta de Heisenberg. Asi nacid la teoria
axiomadtica de Garding, Streater y Wightman [22,23]], en que los objetos basicos son
los campos cuantificados en la representacion de Heisenberg y sus valores esperados en
el vacio —llamados «funciones de Wightman» o «funciones de correlacion»—. Aunque
esta propuesta es matematicamente consistente, pocos modelos no triviales han podido
ser construidos y siempre en bajas dimensiones [24]. Otro sistema axiomatico es el de
Haag, Araki y Kastler [25], en el que se trata de construir el dlgebra de observables de

von Neumann de la teoria.

En otro sentido, el sistema axiomético de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov
[26-28] mantuvo la linea de la propuesta de Heisenberg. Incorporando la teoria de
las distribuciones, simplificaron la condicion de causalidad de Stiickelberg y Rivier al
través de la introduccion de la «funciéon de conmutacion adiabatica», de la cual el ope-
rador de dispersion se vuelve un funcional construido con los bien definidos campos

libres solamente.

Sobre esta base axiomatica trabajo Stepano [30], quien en 1965 estableci6é un
procedimiento inductivo para construir la matriz S perturbativamente, basandose prin-
cipalmente en el axioma de causalidad. Stepanov considero el caracter distribucional
del campo al estudiar cuidadosamente el espacio de las funciones de prueba sobre el
que estin definidas las diversas distribuciones numéricas que aparecen en los términos
perturbativos de la matriz S, usando posteriormente el teorema de Hahn-Banach para
extender estas a un espacio de funciones mds general. Con todo, Stepanov utiliz6 una
formulacion del axioma de causalidad en el que la funcién de conmutacion adiabati-
ca de Bogoliubov no aparece, lo que implica que en su construccion las divergencias
infra-rojas adin no estarian controladas. El trabajo de Stepanov, finalmente, no encontré

respuesta de la comunidad.

La solucién perturbativa completa de los axiomas de Bogoliubov, Medvedev y Po-

'Un breve resumen del trabajo de Stepanov se encuentra también en la Sec. 29.2 de la Ref. [27].



livanov fue desarrollada en 1973 por Epstein y Glaser [31], quienes evitaron el uso de
los mal definidos productos cronolégicos —y con ello el aparecimiento de las divergen-
cias ultra-violetas— substituyendo los mentados productos por un procedimiento induc-
tivo basado en la causalidad semejante al creado por Stepanov, y que, diferentemente
de este, hacia uso tanto de la funcién de conmutacion de Bogoliubov, controlando asi
adecuadamente a las divergencias infra-rojas, como de una cuidadosa divisién de la
distribucién causal en sus partes retardada y avanzada, segun la técnica de division de
distribuciones de Lojasiewicz y Malgrange [32]]. En la soluciéon de Epstein y Glaser
es extremadamente importante caracterizar el grado de singularidad de la distribucién
causal a ser dividida; para hacerlo, Epstein y Glaser introdujeron sendas definiciones
del «orden singular», tanto en el espacio real cuanto en el de los impulsos, que resulta-
ron no ser completamente equivalentes. Al pesar de esta complicacion, Scharf aplicé
satisfactoriamente el programa de Epstein y Glaser a la electrodinamica —en una mono-
grafia que es la primera edicion de la Ref. [33]], publicada en 1989—. En 1991, Fassari y
Scharf [34]] solucionaron definitivamente las dificultades asociadas al calculo del orden
singular aplicando el concepto de cuasi-asintotas inventado por Vladimirov, Drozzinov

y Zavialov [36].

Esta es la historia de la teoria que hoy llamamos «teoria de perturbacién causal»
(TPC), cuyo rango de aplicacion a problemas concretos ha sido muy diverso y que ha
derivado en resultados notables. Por ejemplo, Diitsch, Krahe y Scharf [35] la aplicaron
a la electrodindmica escalar, mostrando que en la TPC basta comenzar el procedi-
miento inductivo con el conocimiento de la parte de la interaccién que es lineal en
la constante de acoplamiento, pues el «vértice» cuadratico en €l que forma parte de la
densidad lagrangiana de interaccion en el abordaje convencional es generado automati-
camente en el segundo orden al aplicar el procedimiento inductivo. Diitsch, Hurth,
Krahe y Scharf [37] desarrollaron la técnica de construccion de las teorias de calibre,
luego usado por Diitsch, Scharf y Aste [38] para el estudio de la teoria electro-débil,

mostrando que en este abordaje la quiebra espontdnea de la simetria no tiene cabida



—véase también la Ref. [39]-. Por otra parte, Grigore [40] estudié la estructura de las
anomalias en la TPC. Grigore y Scharf [41]], ademds, establecieron la imposibilidad de
construir teorias super-simétricas. La TPC fue también felizmente usada por Scharf,
Wreszinski, Pimentel y Tomazelli [42] para resolver por primera vez el problema de la
masa dindmicamente generada del foton en la electrodindmica tri-dimensional. Man-
zoni, Pimentel y Tomazelli [43]] estudiaron también el modelo de Thirring, al tiempo
que Lunardi, Pimentel, Valverde, Manzoni, Beltran y Soto [44] han hecho lo propio
para examinar la equivalencia entre las teorias escalares de Klein-Gordon-Fock y de
Duffin-Kemmer-Petiau en acoplamiento con el campo electromagnético. La TPC ha
sido aplicada también a la electrodindmica del segundo orden de Podolsky por Bufa-
lo, Pimentel y Soto [45]], estableciendo su stuper-normalizabilidad. M4s recientemente,
Acevedo, Beltran, Pimentel y Soto la han usado para estudiar el modelo de Yuka-

wa [46], trabajo este del que se deriva parte de la tesis que el lector ahora lee.

Como bien se sabe, el modelo de Yukawa ha tenido, y tiene todavia, un papel
fundamental en la fenomenologia, pues se utiliza en la descripcion de las interacciones
inter-nuclednicas. Todavia mads, él posee también un papel fundamental en la fisica
moderna de las particulas, pues aparece en su modelo estdndar como la interaccién
entre el boson de Higgs y los leptones o cuarks. Ademas, ella es todavia estudiada en
los laboratorios: el acoplamiento de Yukawa entre el leptén /- y el bosén de Higgs H es
estudiado en la busqueda por violaciones a la «simetria» CP, al través de experimentos
de colision proton-protén [47]. Este acoplamiento es descompuesto en dos partes, una

de ellas par frente a la transformacién CP, la otra impar:

L~ H(k Ll + R iyl (1.1)

y el «angulo efectivo de mezcla» ¢, = tan™'(%;, /x;, ) es medido —el resultado es de
alrededor de 4+ 17°—. Adicionalmente, acoplamientos de Yukawa tri-dimensionales no

masivos a temperatura finita han sido estudiados recientemente por Benghi [48]]; parti-



cularmente, los modelos de Gross-Neveau-Yukawa y Nambu—Jona-Lasinio—Yukawa.

En esta tesis, ya lo dijimos, nos proponemos estudiar el modelo de Yukawa en
la TPC. Aunque utilizaremos el lenguaje de la teoria nuclear, mantendremos nuestros
calculos abiertos a la posibilidad de que el bosén sea escalar bien como pseudo-escalar,
de modo que los resultados obtenidos puedan perfectamente ser aplicados a cualquie-
ra de los dos términos de la Ec. (I.T)). La tesis se organiza de la forma que sigue:
En el Cap. [2| revisamos cuidadosamente el proceso de cuantificacion del campo libre,
estableciendo la conexion de tal procedimiento con el problema cldsico de Cauchy,
construyendo el espacio de Fock y teniendo en cuenta el caricter distribucional de los
operadores de campo cuantificado. La teoria de la dispersion es introducida en el Cap.
B3] en la que ofrecemos una descripcion conceptualmente detallada de la teorfa de per-
turbacion causal. Pretendiendo conseguir una introduccidn didéctica al tema, por otra
parte, evitaremos el exceso de andlisis matematico y, ain manteniendo el rigor propio
de la teoria, preferiremos ofrecer argumentos intuitivos y constructivos mas bien que
los teoremas y sus pruebas. En el Cap.[d]introduciremos el modelo de Yukawa, estable-
ciendo el término del primer orden del operador de dispersion y la distribucion causal
del segundo orden. Este serd el punto de partida del Cap.[5|en el que las técnicas de la
TPC seran usadas para obtener las auto-energias de los mesones y nucleones, asi como
sus propagadores completos. La estabilidad del estado del vacio y de los sectores de
una particula serdn el objeto del Cap. [6} probaremos de esta forma que los dichos esta-
dos son estables frente a la interaccion de Yukawa y, por lo tanto, los estados asintoticos
bien descritos por los estados del espacio de Fock libre. Ya en el Cap. [/| probamos la
normalizabilidad del modelo. Finalmente, en el Cap. (8| presentamos nuestras conclu-
siones y perspectivas. Los apéndices complementan la informacién del texto principal

con la intencién de que la tesis sea autocontenida.



Capitulo 2

Cuantificacion del campo

La mecdanica ondulatoria establece la inexistencia de la particula puntual, al trans-
ferir la descripcion del movimiento del ente fisico a una «funcién de onda» extendida
en el espacio y que evoluciona con el tiempcﬂ El concepto de particula, asi, ya no es
el del punto material cuyo movimiento es estudiado en la mecdnica clésica, y a la que
se puede asignar valores exactos de posicion, impetu, momento de impulsion, etcéte-
ra; en la teoria ondulatoria también estas variables dindmicas pasan a ser descritas al
través de funciones (operadores). No embargante, lo que tienen en comun la particula
clasica y su contraparte ondulatoria es que su identidad es determinada por un con-
junto de «ndmeros cuantificadores», que corresponden a sus caracteristicas intrinsecas
invariables, vale decir: su carga eléctrica, su masa, y en la teoria ondulatoria también su
espin y otras cargas —de color, de iso-espin, entre otras—. El postulado fundacional de la
mecdanica del quantum que acabamos de referir, y que parece ser muy razonable —entre
otras cosas, evita el clasico problema de la divergencia del campo eléctrico en el punto
de origen de la carga, al evitar que una tal carga puntual exista—, ha tenido un éxito
rotundo al ser aplicado a fendmenos muy diversos, como son la estabilidad de la 6rbita
electrénica en el atomo, el efecto tinel, la radiacién del cuerpo negro y muchos otros.
Al encuentro de la teoria relativista, no embargante, la presencia de energia en una re-

gion del espacio-tiempo, y la posible manifestacion de tal energia en formas diversas,

'Si bien el asunto estd todavia lejos de ser definitivamente respondido, la interpretacién episte-
moldgica de la funcién de onda se ve desfavorecida en relacién a la ontoldgica, segtiin lo muestra el
teorema de Pusey-Barrett-Rudolph [49]. En esta tesis no entraremos en detalles sobre estos asuntos de
los fundamentos de la mecédnica cudntica; baste al lector recordar, por ejemplo, que el calculo del campo
eléctrico del electron lo realiza uno en la mecédnica cudntica substituyendo a este por su distribucién
probabilistica de carga, p = |¢|%.



obliga a considerar la posibilidad, verificada en la experiencia, de que las particulas
que emergen de una colision no sean las mismas que las que componian inicialmente
el sistema; la descripcion relativista ondulatoria exige, de esta forma, a considerar los

campos cuantificados, cuya definicion es objetivo del capitulo que iniciamos.

2.1. Campo clasico y su problema de Cauchy

La determinacién de cudl sea la funcién de onda asociada a una particula determi-
nada significa, en términos matematicos, dar solucién a su ecuacién del movimiento
sujeta a un conjunto determinado de condiciones iniciales. El estudio de estas solucio-
nes generales consituye la asi llamada «teoria del campo clésico», pues en ella, todavia,
no han sido incluidas las restricciones apropiadas que les otorgardn un significado real.
El primer punto es, pues, determinar cudles serdn las ecuaciones a que deben obedecer
las funciones de onda. Tales ecuaciones, siendo leyes de la fisica, estdn sujetas a la
relatividad considerada, quiera que sea esta la de Galileo-Newton, quiera que sea la de
Poincaré-Einstein, o alguna otra. En esta tesis consideramos, como lo parece indicar
la experiencia, a la segunda de ellas como la que rige en el espacio-tiempo. Las ecua-
ciones del movimiento, por lo tanto, deben ser invariantes frente a transformaciones
del grupo de Poincaré, y las funciones que les dan solucidn, transformarse por alguna

representacion del mismo.

Las ecuaciones relativisticas que utilizaremos son la «ecuacién de Klein-Gordon-
Fock»:
(e +m)p(@) =0 ; ¢)eC 2.1)

(id—m)p(x) =0 : F:=+"0, ., v(x)eCEHT> | (2.2)

en que las matrices v* € Myx4(C) son las asi llamadas «matrices de Dirac», que



satisfacen a la relacion de anti-conmutacion:

{77 =29" . (2.3)

Un estudio minucioso de estos campos y de sus propiedades de transformacion puede
hallarse en las Refs. [27,50]. Para nuestro interés presente, baste decir que la ecuacién
de Klein-Gordon-Fock es expresion de la invariancia translacional y debe ser obede-
cida por cada una de las componentes de cualquier campo existente. Esto se echa de
ver, por ejemplo, al aplicar el operador diferencial (i¢ + m) a la Ec. (2.2), de donde
se sigue que toda solucién a la ecuacién de Dirac soluciona asi mismo a la de Klein-
Gordon-Fock. La ecuacion de Dirac es pues, ciertamente, una ecuacion vinculante que
establece relaciones entre las componentes del bi-espinor ). Esta anotacién es im-
portante, pues indica el camino que seguiremos para la cuantificacién del campo de
Dirac: Sus componentes independientes pueden ser aisladas y cuantificadas del mismo
modo que lo son los campos de Klein-Gordon-Fock; el campo completo es entonces
reconstruido con las ecuaciones vinculantes que se derivan de la ecuacién de Dirac.
Este modo de cuantificar el campo posee las siguientes ventajas: (1) explicita cudles
son los grados de libertad fisicos del sistema, (2) no requiere del procedimiento de
construccion de las llaves de Dirac, pues el campo cuantificado es construido, de ini-
cio, de tal forma a satisfacer a los vinculos de la teoria, (3) reduce el procedimiento
de cuantificacién de cualquier campo al de sus componentes independientes, que se
cuantifican siempre del mismo modo como lo hace el campo de Klein-Gordon-Fock.
En la seccién siguiente retomaremos el punto de la cuantificacion, cuyo significado no

ha sido todavia propiamente enunciado.

En la teoria determinista —y la fisica, por lo menos aquella susceptible de ser
enunciada en leyes, ha de serlo—, la funcién de onda debe ser predecible por me-
dio de su ecuacion, dadas ciertas «condiciones iniciales» o «datos de Cauchy». Pa-

ra la ecuacion diferencial parcial del segundo orden del tipo hiperbdlico los datos
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de Cauchy que determinan univocamente la solucidn, segun lo dicta el teorema de

Cauchy-Kovalevskaya [51},52,56], son:

e(0;x) = f(x) y dop(0;) = g(x) . (2.4)

Escribiendo el campo de Klein-Gordon-Fock ¢(z) en funcién de su transformada de

Fourier, ¢(p), definida segiin

w@=@ﬂﬁfﬁmwﬁm : (2.5)

hallamos que la Ec. 2:1)) es satisfecha si: (p> — m?)¢(p) = 0. En el espacio de las
funciones esta ecuacion solo posee la solucion trivial ¢(p) = 0; soluciones no triviales
solamente pueden obtenerse al considerar la clase de las «funciones generalizadas»

—véase el Ap.[Al, en la que la relacién precedente tiene la solucién distribucional:

bo) = 50— m*)o0) = 5 [5(po + ) + 000 — )] 0lp) . 26

con la definicidn:

Wy 1= +A/p2+m? . 2.7

Al introducir la Ec. (2.6) en la (2.3) y después de efectuar la integracién elemental en

la variable p, obtendremos:

a3 . .
SO(x) - (27")72 J 2wp [SOJF (p) eilpx‘po:wp T (p) eﬂpx‘po:pr] ’ (2.8)
p

en donde hemos denotado:

01(P) = (P)py-rw, - (2.9)
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Impongamos en este punto los datos de Cauchy [Ec. (2.4)]:

f@) =0 [$2le @+ o @lere 2.10
o) = 2n) * [ TR o) = @™ . @

Sendas transformaciones de Fourier inversas nos llevan entonces a obtener, respectiva-

mente:
0+ (p) + ¢_(p) = 2w, (2m)™" fd?’:c f(x)e = (2.12)
0. (p)— ¢ (p) =2i(2n) ! Jdi‘acg(alc)ei’"“C , (2.13)

ecuaciones de las cuales es posible obtener las amplitudes 4 (p):

o (p) = (2m) ! f y [wnf (@) ig(y)] e PY | 2.14)

Esto prueba por su vez que las condiciones iniciales de la Ec. (2.4)) efectivamente

bastan para dar solucion al problema. Reemplazando la Ec. (2.14) en la (2.8):

3

p(r) = (2m)" Jd?’yg—[(wpf( ) +ig(y)) e PV e

Wp

+ (wpf(y) — ig(y) e \]
=m0 ) [y () + isentm)a(y)] e e

(2.15)

O bien, explicitando que la integracién en la variable y tiene lugar en el plano ° = 0

en el que fueron dados los datos de Cauchy:

p(z) = (27)73 Jd4p5(p2—m2)sgn(po) J Py [wpsgn(po) f(y) + ig(y)] e~ ir(z—y)

y0=0

(2.16)
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Aun mas, identificando:
(5(p2 — m2)wpsgn(p0) = (5(]02 — mz)po = (5(p2 — m2)i8§e’ip(x’y) , 2.17)

f@) =eWlpo -+ 9 =3deWlo_0 - (2.18)

la Ec. (2.16) adopta la forma:

() = jd3y[—¢<y>agD<x—y>+D<x—y>agso<y>] @19

y0=0

Aqui hemos definido la «distribucion de Jordan-Pauli»:
D(x) :=i(2m)~3 Jd4p5(p2 —m?*)sgn(py)e """ . (2.20)

Esta posee ciertas propiedades significativas. En primer lugar, es antisimétrica bajo el

cambio de signo de su argumento:

D(x) = —-D(—z) ; (2.21)
y satisface ella también a la ecuacién de Klein-Gordon-Fock:

(o+m?)D(x) =0 . (2.22)

La forma explicita de esta distribucion se revela efectuando la integracion en la Ec.

(2.20) —véase las Refs. [27,33]]-

D(z) = %sgn(g;o) {5(332) _ @(ﬁ)zyﬁ‘h (mx/ﬁ)} , (2.23)

con J; la funcién de Bessel del primer orden. De tal solucién se ve que el soporte de
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esta distribucion es:

supp(D) = {x e M ‘ 22 > 0} . (2.24)

De esto dltimo decimos que el soporte de la distribucién de Jordan-Pauli es causal,
pues su aparicion en la Ec. indica que el campo ¢(x) solo es afectado por los
valores —y los valores de su derivada temporal— contenidos en su sombra causal —en
el cono de luz pasado del punto z—. La forma final de la solucién la obtenemos por
aplicacion de la Ec. (2.21):

7

p(r) = f dyD(z —y) 7 gply) (2.25)

y9=0

Consideremos ahora la ecuacion de Dirac [Ec. (2.2))]. En la representacion de Weyl,

las matrices de Dirac son:
A0 = . A= , (2.26)

con o0}, las matrices de Pauli. Asi mismo, escribimos el bi-espinor de Dirac como:

Y(x) = ) , (2.27)

x2()

con x; columnas de dos componentes. De esta suerte, la ecuacion de Dirac se escribe

como el sistema:

10pX2 = mX1 + 10k0kX2 (2.28)

10pX1 = mX2 — 10k0kX1 - (2.29)

Segun estas ecuaciones, vemos, solo uno de los espinores, Y1 0 X2, €s independiente,

pues el otro puede siempre obtenerse a partir de él. Asi por ejemplo, de la Ec. (2.29)
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podemos despejar ys:

1 . .
X2 = (i + i0k0k) X1 - (2.30)

Tal ecuacién puede entonces ser considerada una ecuacion vinculante, al paso que su
substitucién en la Ec. (2.28) elimina la presencia de y, en ella y lleva a la siguiente

ecuacion dindmica para y:
(e +m®)xi(z) =0 . (2.31)

Asi pues, las dos componentes de x; son los dos grados de libertad fisicos del campo
de Dirac, sujetos solamente a satisfacer a la ecuacion de Klein-Gordon-Fock. Las otras

componentes, que corresponden a 9, son completamente determinadas por ellos.

Porque obedece a la ecuacién de Klein-Gordon-Fock, el espinor x;(z) puede ser
escrito como en la Ec. (2.23), dadas las condiciones iniciales x1(0; x) y dox1(0; x):

T

yilz) = f PyD — )Tl 2.32)

y0=0
Esta ecuacion en conjunto con la Ec. (2.30) ya son la solucién a la ecuacién de Dirac.
Con todo, busquemos una forma compacta para el campo (x). Cuando la derivada
en la Ec. (2.32) se aplica sobre x;(y), substituyamos la Ec. (2.29). Realizando una
integracion por partes en las derivadas J; para hacerlas actuar sobre D mads bien que

sobre Y1, llegamos a la expresion:

xi(x) = —i J d*y {(i05 —ioxdf) D(z —y)xa(y) + mD(z —y)xa(y)} . (2.33)

y°=0

Por otro lado, colocando la Ec. (2.32) en la (2.30):

1 =
xa(7) = — Toxi(y) (234)
Y

J d*y (105 +iox0y) D(z — )
)
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Como antes, cuando la derivada se aplica sobre x; substituimos la Ec. (2.29)). Realizan-
do sendas integraciones por partes en las derivadas espaciales y usando la Ec. (2.22)

llegamos finalmente a la expresion:
Xa(z) = —i J Py {mD(x —y)x1(y) + (i65 +iowdy) D(z — y)x2(y)} . (2.35)
y9=0

Las Ecs. (2.33) y (2.35)) pueden ser aunadas en la forma matricial siguiente [recuérdese

la Ec. (2.27)]:

105 —i0,07) D(x — vy mD(x —y
o) =i [y | TP T )
o mD(z —y) (103 + i0k0F) D(x — y)

(2.36)

O bien, usando las matrices de Dirac dadas en la Ec. (2.26)):
vle) =i | PyStz -1 . @.37)

y0=0
con:

S(z) := (i¢ + m) D(z) . (2.38)

El lector puede impugnar que hayamos usado, en esta derivacion, las condiciones ini-
ciales x1(0; ) y dox1(0; ), pues siendo la ecuacién de Dirac del primer orden, pa-
receria que deberfamos usar las condiciones ¢(0; ). Pero vea bien, ambos conjun-
tos de condiciones iniciales se equivalen: Conocer x1(0; ) implica conocer también
JrX1(0; ), que se obtiene por simple derivacion; la Ec. (2.29) implica entonces que co-
nocer también dyx1(0; &) es, ni mds ni menos, igual que conocer x»(0; ) —o, si se pre-
fiere, conocido 2 (0; ) «deducimos» por medio de la mentada ecuacién a dyx1(0; ),

y viceversa—. En cualquier caso, el nimero de datos de Cauchy es el mismo.
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2.2. Espacio de Fock. Operador de campo cuantificado

Al campo clasico, que es general en demasia, debemos hacer la siguiente exigencia
para decir de €l que representa bien a la particula: La energia debe ser siempre no-
negativ Pero la energia se relaciona con el operador hamiltoniano H y este con la

derivada temporal segtn la ecuacién de Schrodinger:
Ho(z) = ihdpp(x) . (2.39)

De aqui que al substituir la transformada de Fourier del campo ¢(x), solamente los
valores py > 0 serdn admisibles, y la restriccion que al campo clasico debe hacerse es
la exclusién de su parte de frecuencias negativas, o séase, mantener en la Ec. (2.8) solo

la parte que contiene a ¢ (p). Esta reconsideracion limita la solucién general de la Ec.

(2.25) a ser solamente:

p(r) = j EyD.(x —y) Toply) (2.40)

y0=0

con D, la «distribucion de Jordan-Pauli de frecuencias positivas» [compérese con la

Ec. (2.20)]:
D, (x) :=i(2n)73 Jd4p5(p2 —m?)O(py)e " . (2.41)

Los campos clésicos restringidos de esta manera se llaman «funciones de onda», y
describen a la particula individual. El conjunto de todos ellos define el «espacio de
Hilbert de una particula», denotado #,. De acuerdo a la Ec. (2.40), la distribucién
D, tiene una funcién capital, pues relaciona una funcién de onda consigo misma,

ejerciendo asi el rol de identidad en el espacio H;. Esta aparicion se justifica si se

2Esta imposicién puede ser entendida asi: En la teorfa de la relatividad, la particula posee asociado
un tetra-vector de energia-impulso y(v)m(c; v), con y(v) el factor de Lorentz para la 3-velocidad v con
que se mueve la particula, m su masa y c la velocidad de la luz en el vacio. Como se cumple siempre
que v = 1, la energia es siempre no-negativa, cualidad esta que se extrapola a la densidad de energia en
la descripcién ondulatoria.

17



define el «producto interior en H;» segun:
VigeH s (fighi=i [ daf @) Tgle) (2.42)
Luego, la Ec. (2.40) es:
fx) = (iD(z—y)" f), - (2.43)

Aqui, el simbolo (e; e) significa que la distribucion es aplicada a la funcién siguiendo
la regla formal que define al producto interior, si bien que tal no es ciertamente un
producto interior, pues la distribucion no pertenece a H1, ni el resultado de la operacion
es un nimero complejo. Introduciendo en este punto la base de funcioneﬂ {fi}enH,,

la Ec. (2.43) lleva a la relaciéon de completacion:

Z fi@) fiw)* = —iDy(z —y) . (2.44)

Si estuviéramos interesados en la descripcién de una dnica particula, entonces lo
dicho bastaria. Pero la experiencia ha mostrado que cuando las particulas interaccionan
unas con otras pueden operarse cambios en su nimero asi como en su identidad. De
donde es menester considerar el espacio de nimero variable de particulas, al que se

Ilamara «espacio de Fock».

Como esta en consideracion la teoria libre, el espacio de estados de n particulas
serd construido por (la cerradura de) el producto tensorial de n espacios de Hilbert de

una particula:
n

/_/%
Ho =H" =H, @ - QH1 (2.45)

cuyos estados puros pueden ser identificados con las funciones que son combinaciones

3Esta base (en el sentido de Schauder, es decir, que permite la construccién de estados por sumas
infinitas de elementos de la base) es numerable porque el espacio de Hilbert #; es separable. En efecto,
identificaremos mds adelante a 71 con el espacio L2, el cual fue probado separable por von Neumann
—véase a este respecto, por ejemplo, las Refs. [[53-55].
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lineales generales de productos tensoriales de funciones de onda de una particula, es
decir, de la forma: ¢, (xy;- - ;x,). Pero estas particulas son idénticas, y entonces la
permutacion de cualesquiera dos de ellas no se manifiesta en las caracteristicas fisicas
del estado y solo podr4, por tanto, afectarlo en un cambio de fase. Y como el cuadrado
del operador de permutacion es la identidad, se sigue que dicha fase solo podra ser 0
o 7. Asi, la permutacién solo puede afectar al estado fisico por la multiplicacién de un
factor +1. Todavia mds, si denotamos por P;; el operador que permuta los indices ¢ y

J, veremos que, debido a la propiedad
Prs = -Pj'rPskijPskPjr )

una funcion de onda que sea simétrica en sus indices jk, P, = ¢y, pero anti-
simétrica en sus indices rs, P,.sp,.s = —,, deberd necesariamente ser la funcion de

onda nula:

—Pn = Prs‘Pn = Sgn(Pjr)Sgn(Psk)Sgn(ij)Sgn(Psk’)Sgn(PjT)Lpn =Pn

de lo que se concluye que las funciones de onda que pueden identificarse con esta-
dos fisicos puros son solamente aquellas completamente simétricas o completamente
antisimétricas. Estas pueden obtenerse a partir de funciones generales al través de los

operadores de simetrizacion y de antisimetrizacion, definidos segun:

1
(Siten) (@1 @) = ﬁngn(P)gon (Tpay;-- sTrm)) (2.46)
P

con P las permutaciones de n elementos. Los operadores asi definidos poseen las si-

guientes propiedades, cuya prueba se realiza por calculo directo:

1.- Ortogonalidad:
SFS - =0=5,SF . (2.47)
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2.- Nilpotencia:

3.- Hermiticidad: Y,,, ¥, € Hp:

(SEon;tn), = (on; STthn)

(2.48)

(2.49)

En el punto 3.-, por supuesto, el producto interior (e;e) es el definido por las re-

glas usuales en un espacio producto tensorial. Los espacios de Hilbert fisicos de n

particulas, por lo tanto, serdn aquellos continentes de las funciones de onda completa-

mente simétricas, ., usados en la descripcion de las particulas bosénicas, o aquellos

continentes de las funciones de onda completamente antisimétricas, H,,, usados para

la descripcion de las particulas fermidnicas. La consideracion de todos los posibles

nimeros de particulas al unisono es posible por medio de la definicién siguiente.

Definicion: El espacio de Fock F* de los bosones o los fermiones, respectivamen-

te, es la suma directa de los espacios de Hilbert de n particulas, 7-[:—[, extendida a todos

los valores no-negativos de n.:
+00
+ . = . -
F .—(—B”Hn i Ho:=C
n=0
Sus elementos son:

D= (0o;01;  iPn; ) 3 Pn€HE

Particularmente, el estado de vacio —de cero particulas— es:
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En el espacio de Fock F* se define el producto interior (e; ®) por medio de la regla:

+

ee}

(Q;0) := ) (Pni¥n)y (2.53)

S
I
=}

el cual induce la norma:

|®) = ZII%Hn—Z (PnsPn)n (2.54)
n=0

con la restriccion —sobre los estados— de poseer un valor finito. o

Es importante sefialar que la separabilidad del espacio de Hilbert de una particula,
H,, es bastante para garantizar la separabilidad del espacio de Fock. Efectivamente,
esta caracteristica es mantenida por el producto tensorial de un nimero finito de es-
pacios de Hilbert, de modo que, para cada n € N, H,, es separable, asi como por la
suma numerable de espacios de Hilbert, como en la Ec. 0) [54]]. Esta propiedad,
como otrora para H,, permitird introducir también una base numerable para el espacio

de Fock.

Los diversos sectores del espacio de Fock correspondientes a diferentes nimeros
de particulas son alcanzados al través de la aplicacion de los operadores de emision y

absorcion.

Definicion: El operador de emision de una particula con funcion de onda f € H,

es el operador a*(f) : Dom(a*(f)) € F* — F* definido segiin:

(a*(f)®)o:=0 ; (a*(f)®)n :=v/nST(f®pn1) (neN) . (2.55)

El operador de absorcion de una particula con funcion de onda f € H, es el operador

a(f) : F* — F* definido de forma que:

(@(f)P)n(@rs - s20) =V + 1{f(@)ipnra (@ @1 20))y, - 0 (2.56)
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El hecho de que los operadores de (anti-)simetrizacion S son autoadjuntos implica la

siguiente la relacion entre los operadores de emision y absorcion:

a*(f) =a(f) =d(f) | (2.57)

Las relaciones de (anti-)conmutacion de estos operadores son halladas mediante el uso
de sus definiciones recién dadas: Sean f,g € H;, ® € Dom ([a(f);a'(g9)]+) = F* .

Por calculo directo:

[a(f);d'(@)] . @ =(fig) @ , (2.58)
[a(f)a(@)]-®=0 ; [al(f)al(g)].2=0 . (2.59)

Estas relaciones consideran ya el uso del conmutador cuando se trata del espacio F

y el del anti-conmutador en el 7. Usando la base contable y ortonormal { f;} de #;,

(fis fr)y =0, (2.60)

en funcién de la cual toda funcién f € H; se expande como:

fla@) =Y (f5 ) filz) (2.61)

J

Asi pues, definiendo los operadores de emision y absorcion sobre los elementos de la

mentada base:

al:=d'(f;) . aji=alfy) (2.62)

obtenemos que a; y a). satisfacen a las siguientes relaciones [ver las Ecs. (Z.38), (2.39)
y (2.60)]:

laj;al]s =0, lajar]s =0 = [“;?“LL : (2.63)

Consideremos ahora las funciones de onda de una particula f,g € H;, y sean f

y ¢ sus transformadas de Fourier. Como estas funciones satisfacen a la ecuacién de
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Klein-Gordon-Fock, la relacién entre f y f es:

3 ~
F@) = (2m) 2 f P e () (2.64)

)
2]90 po=4/p%+m?

y similarmente para §. Substituyendo en la Ec. (2.42)) encontramos que el producto

interior en H; es:

wa=jmm@ﬁ@w@>, (2.65)

con /i,,(p) la medida invariante relativista definida tal que:

Qb (p) = 50— m?)O(po)d'p = O(p0) L2

;. E:=A/p>+m? . (2.66)
2po

po=FE

La medida ., (p), claramente, estd definida sobre la capa mésica superior
MT = {peR4‘p2:m2 A p0>0} , (2.67)

de modo que el espacio H; se identifica con el espacio de las (clases de equivalencia de
las) funciones (iguales casi en todas partes) cuadraticamente integrables (en el sentido

de Lebesgue) sobre M™ con respecto a la medida 1,
Hy = LP(MT5 1) (2.68)

Citamos a continuacion sendos resultados sin ofrecer de ellos una prueba —esta

puede ser encontrada, por ejemplo, en la Ref. [33]]—.

Teorema: Toda representacion irreducible de las relaciones de (anti-)conmutacion
de las Ecs. 2.58)) y (2.59)), con estado de vacio Q, son equivalentes a la representacion

de Fock. o

Corolario: Todo operador acotado que actiie sobre el espacio de Fock F* puede

ser expresado en funcion de los operadores de emision y absorcion a'(f) y a(f). o

El mapa que lleva las funciones f € H; a los operadores a(f) y a'(f) es definido
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por:
Definicion: Sea f € H; una funcion de onda de una particula. Los operadores de

campo de emision y absorcién en el espacio real, a'(x) y a(x), respectivamente, son

las distribuciones operador-valuadas que llevan f a los operadores a'(f) y a(f), res-

pectivamente, por medio de las reglas formales:

aT(f) = <f*;a7(a:)> ooalf) = (f;a(x)) (2.69)

Adicionalmente, si f € . (R3), definimos los operadores de campo de emision y ab-
sorcion en el espacio de los impulsos, a' (p) y a(p), respectivamente, como las trans-
formadas de Fourier distribucionales de los correspondientes operadores de campo en

el espacio real. o

Las Ecs. (2.61) y (2.69) implican que podemos escribir los operadores de campo

de emision y absorcién como:

al(@) =2 fi(@)" o a@) =) jaf@) (2.70)

y en el espacio de los impulsos:

a'(p) = YJatfip)* . alp) = Yafip) (2.71)
J J
De estas relaciones, juntamente con las Ecs. (2.63) y la relacién de completacion pre-

sentada en la Ec. (2.69):

la(®);a’(y)]. = =D (02 —y) . [a(x);a(y)]z =0 = [a'(z);d'(y)],

F

(2.72)

Definicion: El operador de campo cuantificado es la distribucion operador-valuada

u(z) definida como:

u(z) = a(x) +a'(x) . (2.73)



Su parte correspondiente al operador de campo de absorcion se denomina su «parte
de frecuencias negativas», denotada u_; la correspondiente al operador de campo de

emision, su «parte de frecuencias positivas», denotada u . o

Muchas formas pueden ser dadas a esta definicion. Usando la expansion mostrada
en la Ec. (2.70):
u(z) = Z (ajfj(:v) + a;fj(:c)*) . (2.74)

J

Aqui la dependencia con las coordenadas estd contenida en las funciones f;(x). Como
{fx} es una base de H;, la Ec. (2.74) implica que el operador de campo cuantificado
satisface a la ecuacion de campo clasico (ecuacion de Klein-Gordon-Fock). Asi mismo,

escribiendo la funcién f;(x) en la Ec. (2.74) en funcién de su transformada de Fourier

fi(x) = (2m)7%2 f )y ) 2.75)

obtenemos la siguiente expansion como paquete de onda para el operador de campo

cuantificado:

u(e) = (2m) 72 f dp(p) (ajfj (p)e™™" +alf (p)*ei’”“’) ;=P +m?
J
(2.76)

Finalmente, aplicando la transformacion de Fourier directamente a los operadores de

campo de emision y absorcion en la Ec. (2.73)):

u(z) = (2m)~2 fd,u(p) (a(p)e™ + al(p)e™) . 2.77)

Nuevamente, los operadores de campo a'(p) y a(p) pueden ser expandidos como en la

Ec. (2.71)), con el mismo resultado que en la Ec. (2.76)); esto prueba que, en lo general:

a; = a; yal = al: esto no es sorprendente, pues a; y a' son independientes de las
j= ;Y a; = ag p » P iy a; P

coordenadas e impulsos —son operadores y no distribuciones—.

La propiedad mds importante del operador de campo cuantificado es la relacién
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de (anti-)conmutacién entre sus partes de frecuencias negativas y la de frecuencias

positivas. Usando la expresion de la Ec. (2.74]) y las Ecs. (2.63) and (2.68):
[u—(z);us(Y)]z = —iDp(z —y) . (2.78)

Este conmutador desempefia un papel central en la teoria de perturbacion causal bajo
el nombre de «contraccion de Wick»: Como hemos probado, €l proviene de la solucion
al problema de valores iniciales en la teoria cldsica. Si lo mismo fuera calculado por

medio de la Ec. (2.77)), obtendriamos:

@i )y = @0 | duto)dn(o) [alp)a'(@)], ),

(2.79)

La comparacion entre las Ecs. y permite la obtencién de [a(p); a’(q)]...

+
Consideraremos a continuacion los campos particulares que apareceran en los capitu-

los siguientes de esta tesis.

2.3. Campo bosonico pseudo-escalar

En este caso necesitamos introducir no mas que un par de operadores de emision y

absorcion, a'(f) y a(f). El operador de campo cuantificado es:

o(z) = (2m) %7 Jdu(p) (a(p)e " + a'(p)e?™) . (2.80)

Su distribucién de conmutacion serd la distribucion de Jordan-Pauli, pues ella solucio-

na el problema de valores iniciales asociado en la teoria cldsica. Luego:

[p—(2); 04 (y)] = —iDy(xz —y) (2.81)

26



[o(2); p(y)] = —iD(x —y) . (2.82)

Recordamos al lector que la distribucion de Jordan-Pauli es:
D(x) =i(2r)? Jd4p(5(p2 —m?*)sgn(pg)e " (2.83)
y sus partes de frecuencias positivas y negativas son respectivamente dadas por:
D) =i2n)* [dunp)e ™ D(@)=-Di-w) . @84

De las Ecs. (2.81)), (2.84) y (2.79) tenemos que:

Jautwye e ), = [ auianta) opha @ e o), L
(2.85)

de lo cual se implica que:

[a(p);a’(q)] = 2pod(p —q) . (2.86)

Finalmente, el adjetivo «pseudo-escalar» con que hemos calificado al campo boséni-
co en el titulo de esta seccion se refiere a su comportamiento frente a la transformacién
de inversion de los ejes espaciales, llamada «transformacion de paridad». Ella es des-
crita, en conjuncion con las otras transformaciones discretas de este campo como el de

Dirac, en el Ap.[D]

2.4. Campo de Dirac

Consideremos a continuacion el campo de Dirac, que nos exige utilizar los anti-
conmutadores. Este campo describe el conjunto de dos particulas, cada una con dos

posibles estados de polarizacion, pues poseen ellas el espin 1/2; de suerte que descri-
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biremos su teoria ondulatoria con el uso de cuatro pares de operadores de emision y

absorcion: cada par asociado a cada polarizacion de cada particula.

La cuantificacion del campo de Dirac puede ser realizada por medio del conjunto de

ecuaciones ([2.27), (2.30) y (2.31)), considerando al campo x; como el campo dindmico

y reservando para x» el papel de componentes no dindmicas. En tal concepcion, las
componentes de x; pueden ser cuantificadas como sendos campos escalares complejos

de naturaleza fermiodnica. Escribamos, pues:

x1(x) = ma(z) +n_1p(x) (2.87)

con o y 3 campos escalares fermidnicos cuantificados, con expresiones:

a(z) = (21) 32 J du(p) (bl(p)e*im + di(p)em) : (2.88)

Bo) = (20) 7 | duo) (batp)e ™+ d@)e™) L 289)

y con operadores de campo de emision y absorcion satisfaciendo a las reglas de anti-

conmutacion:

{bs(p); bl (q)} = 2poS,s6(p — q) = {ds(p); d(q)} . (2.90)

Los espinores 7, en la Ec. (2.88)) serdn elegidos posteriormente obedeciendo a la exi-
gencia de la normalizacion de las soluciones completas. Como es lugar comun descar-
tar esta especie de campos alegando al teorema de espin-estadistica, reproducimos este

aqui, extraido de la Sec. 4-4 de la Ref. [23]:

Teorema (de espin-estadistica para el campo escalar): Sea u(x) un operador de

campo cuantificado escalar. Si él satisface que:

{u(z);u’(y)} =0 para (z—y)*<0 (2.91)
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entonces u(x) = 0. o

Calculando, no obstante, el anti-conmutador que aparece en el teorema, obtenemos:

{a(@);a'(y)} = =iD(x —y) + 2iD_(z —y) = {B(=); B'(y)} . (2.92)

La distribucion de Jordan-Pauli, D(x — y), tiene soporte causal, y es nulo para el
intervalo del tipo espacio, (x — y)? < 0, pero no cumple este requerimiento su parte
de frecuencia negativa, D_(z — y), que puede ser no nulo para los mismos intervalos.
Asi, la hipétesis del teorema de espin-estadistica no se satisface y por consiguiente
tampoco su tesis: El teorema no impide la existencia de campos escalares fermidnicos;
de hecho, vemos, las componentes dindmicas del campo de Dirac son de este tipo. La
causalidad de las relaciones de anticonmutacion, sin embargo, parece haberse perdido
[veala Ec. (2.92)], pero esto puede subsanarse y obtener la distribucion de Jordan-Pauli

re-definiendo los operadores de campo adjunto segun:

G(x) i (2m) 2 f au(p) (~d (e + B (p)e?) (2.93)

B(z) := (21) 3 f du(p) (—d,l(p)e*im + o 1(p)efpf’f) L (94

con los cuales se obtiene reglas de anti-conmutacion causales:

{a@):aW)} = =D —y) = {86 By} - (2.95)

Substituyendo las Ecs. (2.88)) y (2.89) en la (2.87)), luego usando la Ec. (2.30) para
obtener y»(z) y substituyendo, finalmente, en la Ec. (2.27), obtenemos:

() = (2m) Y 22[@(}9)\/% (us(P)bs(P)e ™" + vs(p)dl(P)e™) , (2.96)
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con:

) = L s (p) = . s
P e P e

%(po + OkPR)Ns

—% (po + Twpr)ns
(2.97)

Como habiamos anticipado, hallaremos los espinores 7, por la exigencia de que los

us(p) y vs(p) sean normalizados. Tenemos que:

1 1
us(p)'u,(p) = 7 <nl77r + —nl(po + Ukpk)277r> =v,(p)fu.(p) . (2.98)
Po m
Eligiendo:
1 0
Ns = vV/Do —okPiés ; &1 = , Ea = ; (2.99)
0 1
obtenemos el resultado deseado:
us(p)'u (p) = 0rs = vs(p) 0, (D) (2.100)

De paso, es importante mencionar que la operacion de raiz cuadrada que aparece en la
Ec. (2.99) estd bien definida, pues py — oxpy es un operador hermitiano definido no-
negativo en la capa mdsica. Con esta eleccion de 7, ya es posible probar por cdlculo

directo las siguientes identidades:

us(p) v, (—p) = 0 = v.(—p) us(p) (2.101)
(]’j - m)us(p) =0 ) (P + m)vs(p) =0 ) (2-102)
;us(p)ﬂs(p) = p;; ;n , Zslvs(p)m(p) _7 ;p Om . (2.103)

Podemos ya calcular el anti-conmutador del campo de Dirac cuantificado con su ad-
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junto de Dirac:

{w* (%)ai 0 (y)b} = (27m)~° f dp(p)2po Z U (p)aTls (P ")

_ (2n) J IO (p0)s (7 — m?)(p+m)e PED | (2.104)

{0 @)ai ¥ ()} = (2m)7° f dp(p)2po Y | vs(p)aTs(P)pe Y

= —(2m)° Jd4p@(—p0)(5(p2 —m?)(p + m)e PEY)

(2.105)
Y de aqui, como ©(py) — O(—py) = sgn(po), tendremos finalmente que:
(6(0); By} = (@2n) f d'p(p + m)sgn(po)6(p? — mA)ePED | (2.106)

de donde identificamos la distribucién S(x) que en la teoria clésica solucionaba el

problema de Cauchy del campo de Dirac:
{v@)d(y)} =—iSx—y) , (2.107)
con:
S(x) =i(2m)~° f d'p(p +m)sgn(po)d(p* —m?)e™* = (i + m)D(z) . (2.108)

Estos son los campos cuantificados libres que utilizaremos en los siguientes capitu-
los. Ellos definirdan los espacios de Fock asintdticos en la teoria de interaccion que

ahora pasaremos a estudiar.
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Capitulo 3

Teoria de perturbacion causal

En este capitulo expondremos detalladamente la construccién de la teoria de per-
turbacion causal, que servird de soporte tedrico al estudio del modelo de Yukawa que

realizaremos en los capitulos subsiguientes.

3.1. Axiomas de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov

En la teoria axiomética de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov || se utiliza la ope-

racion de conmutacién adiabdtica, definida como sigue:

Definicion: Sea g € .7(R*) : R' — R una funcién suave con valores en el in-

tervalo [0;1]. La operacion de conmutacion adiabdtica de la interaccion consiste en

multiplicar la constante de acoplamento de la teoria de interaccion por la funcion g,

que recibe el nombre de funcion de conmutacion. o

La funcién de conmutacién ejerce la funcidn de regular la intensidad de la inter-
accion: En aquellas regiones en las que g(z) = 0, la interaccion estd ausente, en las
que g(z) = 1, ella ha adoptado su cabal intensidad, y en las que 0 < g(x) < 1 se
manifiesta con intensidad parcial. Como esta funcién estd contenida en el espacio de
Schwartz, ella decae en los confines del espacio-tiempo, eliminando por vez toda in-
fluencia de la interaccién en las regiones asintdticas y permitiendo en ellas el uso de
los bien definidos campos cuantificados libres. Asi, el operador de dispersiéon puede
ser construido con estos campos solamente, evitando las dificultades e inconsistencias

de los denominados «campos en interaccion».

'El trabajo original es la Ref. [26]; sin embargo, los axiomas también son expuestos en los capitulos
4y 10 de la Ref. [27] y en el capitulo 14 de la Ref. [28]. Ellos son también recopilados en le Ref. [29].



Definicion: Considérese una teoria en la que se ha realizado la operacion de con-

mutacion adiabdtica al través de la funcion g. El operador de dispersion S(g) es la

forma cuadrdtica cuyos elemento de matriz entre cualesquiera dos estados ¢,V € F,

(U;:S(g)®) (3.1)

es igual a la amplitud de probabilidad de que, en un proceso de dispersion, el estado

inicial ® en el infinito pasado se torne el estado final V en el infinito futuro. o

La interaccion real se obtiene al aplicar el «limite adiabético» g — 1. Esta funcién
limite, es claro, no se encuentra en el espacio . (R4) en el que se ha asumido la funcién
de conmutacidn; la existencia del limite, entonces, no es trivial, sino que debe ser
probada en cada caso. Esta es la forma en la que se trata el problema del confinamiento
en la teoria de perturbacién causal: El limite adiabético existe solamente al considerar
las secciones de choque inclusivas adecuadas. Por otro lado, de la definicién se sigue
que a la funcién de conmutacion nula, g = 0, esto es, en ausencia de interaccion, el

operador S(g) esta sujeto a la «condicion inicial»:

S(O0)=1 . 3.2)

Definidos los elementos primarios de la teoria, pasaremos a indicar las proprie-
dades a las que el operador de dispersion, S(g), estd sometido. Ellas constituyen el

conjunto de axiomas de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov.

(1) Axioma de unitaridad: Para toda funcion de conmutacion, g, el operador de

dispersion es unitario:

S(9)'S(9) =1=1S5(9)S(9)" . = (3.3)

Este axioma esta claramente ligado a la interpretacion probabilistica de los elemen-
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tos de matriz del operador de dispersi(’)lﬂ

(2) Axioma de invariancia translacional: Sea U(a; 1) el operador unitario que
realiza las translaciones t — = + a, a € R*, en el espacio de Fock F. El operador de

dispersion se transforma seguin:

U(a;1)S(g)U(a;1) " = S(ga) 3 galw) =gz —a) . o (3.4)

El tercer axioma se refiere a la causalidad. Por su principalia en el método que
desarrollaremos a continuacion, lo expondremos mas detalladamente. Estabelezcamos,
de inicio, que: «Dos puntos =,y € M estan causalmente conectados si el vector que
los une,  — y, es un vector del tipo-tiempo o del tipo-luz.» Asi mismo, es preciso
indicar la definicion del orden cronoldgico: «Sean z,y € M dos puntos causalmente
conectados; si 2 < 4/° en algtin sistema inercial de referencia, entonces x es un punto
en el pasado de y; si z° > 1/°, entonces z es un punto en su futuro.» Est4 claro, el orden
cronologico solo puede ser definido de forma «absoluta» entre puntos causalmente
conectados; esta nocion se extiende a los puntos causalmente desconectados, si bien su

relacion de orden estd en dependencia con el sistema de referencia.

En relacién con estos enunciados, definimos el «cono de luz futuro» del punto

x € M, asi como su «cono de luz pasado», respectivamente, como los conjuntos:
VE(x) = {yeM‘(y—x)2>0;y02xO} . (3.5)
Para referencia futura, también, definimos los conjuntos de n puntos:

Di@) = { (o1 sa0) € MY

ageV?@g;j=1,~,n} . (3.6)

?Debemos mencionar, por exactitud, que este axioma se refiere al espacio de Fock que contiene a los
estados fisicos solamente, tal como lo hemos definido. Esta propiedad puede ser superada cuando, en las
teorias de calibre, el espacio de Fock es extendido y puede contener, ademds, estados no-fisicos, con la
finalidad de obtener una formulacién covariante de la teoria; en un tal caso el axioma de unitaridad rige
apenas en el subespacio fisico, mientras que se substituye por uno de pseudo-unitaridad en el espacio
extendido. Semejante posibilidad no es explorada en esta tesis, pero puede, al respecto, ser consultada
la Ref. [39].
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Ademais, sean X, Y < M dos conjuntos de puntos del espacio-tiempo de Minkowski.

Definimos las seguintes relaciones entre ellos:

X<Y:eVeeX,yeY: 2" <y’ (3.7)

X~Y:eVzeXyeY: (z—y)?<0 . (3.8)

El significado de los simbolos «<» y «~» es claro: X < Y significa que los conjuntos
X e Y pueden ser separados por un plano del tipo-espacio, con los puntos de X en el
pasado de los puntos de Y —estrictamente, si tales puntos estdn causalmente conecta-
dos, y en algin referencial, cuando no lo estin—; X ~ Y significa que los puntos de X

estdn espacialmente separados de aquellos de Y.

(3) Axioma de causalidad: Sean g,, g, € .7 (R*) dos funciones de conmutacion.

Si sus soportes se relacionan segiin: supp(g;) < supp(go), entonces:

S(g1 + g2) = S(g2)S(g1) - (3.9

Si, por otra parte, ellos se relacionan por: supp(g1) ~ supp(gz2), entonces la descom-
posicion de la Ec. (3.9) todavia es vdlida, y adicionalmente los operadores S(g1) y

S(g2) conmutan. o

(4) Axioma de invariancia de Lorentz: Sea U(0; A) el operador unitario que
realiza las transformaciones de Lorentz v — Az, A € cl , en el espacio de Fock F. El

operador de dispersion se transforma segiin:

U0; A)S(@U(0;A) 1 = S(ga) 5 galz):=g(A'z) . o (3.10)

(5) Axioma de estabilidad del vacio y del sector de una particula: Para toda

funcion de conmutacion g € . (R?), el operador de dispersioén deja invariantes los
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estados de vacio y de una particula:

=0 v &=(0;¢,0;---) = S(g)=d . o 3.11)

3.2. Expresion perturbativa de los axiomas

Desarrollar la teoria perturbativa del operador de dispersion consiste en hallar una
serie formal de potencias de la funcién de conmutacién —esto es, de la constante de
acoplamiento de la teoria de interaccion— compatible tanto con la condicién inicial de
la Ec. cuanto con los axiomas recién establecidos. Formalmente, el operador S(g)

es expresado como la siguiente serie:

+00
1
S(g) =1+ mfd“a:l---d‘*ann(:cl;--- con)g(en) - g(en) - (312)
n=1 "
Esta ecuacion, a un tiempo, define las distribuciones operador-valuadas T),(x1; - - - ;) €

5 (R4”), a las que se da el nombre de «distribuciones de transicién del orden n» o,
también, «distribuciones de n puntos». Ademds, como el producto g(x1)---g(x,) es
simétrico en sus argumentos 1, - - - , T, las distribuciones de transicion han de serlo
igualmente. Asi, podemos definir un conjunto de n puntos en el espacio-tiempo de

Minkowski, M, por X := {z; e M | j = 1,--- ,n}, e introducir la notacién:

Tn(X)ETn(xla ;xn) ) g(X)Eg(xl)g(xn) ) dXEd4ZL’1---d4l’n )

(3.13)
con la cual el operador S(g) se escribe de forma compacta:
+00
1
S(g) = HZlﬁdeT”(X)g(X) . (3.14)

El operador inverso de S(g), S(g)~!, cuya interpretacion, visto el axioma de uni-

taridad, es la de conectar los estados finales del proceso de dispersion con aquellos
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iniciales en el sentido contrario al del operador S(g), es también formalmente expre-

sado como una serie perturbativa:
+o0 1 N
S(g)t=1+ Zl ] deTn(X)g(X) . (3.15)

Las distribuciones 7}, estan relacionadas con las distribuciones de transicién; dicha

1

relacion se obtiene comparando la serie de la Ec. (3.15) que define S(g)~' con la

inversa formal de la serie de la Ec. (3.14), que es:

S =1 RNy Y [0 T ) - G16)

1 Xr#E D
Xiu-uX,r=X
XjnXp=J,Vj#k

La comparacién de las Ecs. (3.15) y (3.16) deriva en la igualdad:

T.X)=Y,(=1)" Y T (X)) T (X)) (3.17)

r=1 X1, Xo# D
Xiu-uX,=X
XjﬂXkZQ,Vjik

Otras relaciones entre las distribuciones 7,, y T, pueden ser obtenidas por medio del

reconocimiento de que S(g)~*S(g) = 1. Definiendo las distribuciones

Th(D) =1=T(D) , (3.18)
tendremos que:
oy N
1=S@S() =1+ Y, N [T (0T e2) . G19)
KR O e

Como la Ec. (3.19)) es satisfecha cualquiera que sea la funcién de conmutacién g, de
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ella se desprende que:

VZcon|Z|=1: > T, (X)T, (V) =0 . (3.20)

El simbolo |Z| denota el «cardinal del conjunto Z», esto es, el nimero de elementos
contenidos en €l. Andlogamente, si en la Ec. (3.19) hubiésemos escrito 1 = S(g)~'S(g)

en lugar de S(g)S(g) !, obtendriamos la relacion:

D T (X)L, (Y) =0 . (3.21)
Xuy=27
XAY =

Las Ecs. (3.20) y (3.21) seran de gran importancia para la prueba de la consistencia del

procedimiento inductivo de la teoria de perturbacion causal.

Pasemos a ver ahora las restricciones que los axiomas de Bogoliubov, Medvedev y

Polivanov imponen a las distribuciones de transicion.

(1) Unitaridad: Como la funciéon de conmutacién es real, la substitucion de las

Ecs. (3.14) y (3.15) en la Ec. (3.3) lleva directamente a la condicién:

T.(X) =T, (X)" . (3.22)

(2) Invariancia translacional: Reemplazando la serie de la Ec. (3.14) en ambos

lados de la Ec. (3.4) llegamos a la relacién:

U(a; DT (21; - 5 2)U(a; 1) = Ty +a; - 52, +a) (3.23)

(3) Causalidad: Consideremos dos funciones de conmutacion g; y g2, con supp(g;1) <

supp(gz), de tal forma que se satisface a la Ec. (3.9). El lado izquierdo de ella es igual
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a la siguiente serie perturbativa:

R
St o) =14 3 [ XL+ )(X) . G24
n=1 """

en la cual, recordemos: (g1 + g2)(X) = (g1(x1) + g2(x2)) - - - (91 (x) + g2(,,) ). Luego:

n!

i =2 (Xn () (3.25)

| Xol=m , X=Xj0Xy , XinXo=¢g , X1, X0 #J
Asf:

S(gr+g) =1+, ) m f dXT,(X)g(X2)gn (X)) . (3.26)

Por otra parte, el lado derecho de la Ec. (3.9) se compone del producto formal de dos

series, cuyo resultado es:

+00 n
1
S(g2)S =1 ————— | dX T, (X)) T (X X X
(@25 =1+ 3 D) ety [T ()T ()0 (0)0n ()
(3.27)
De la comparacién de las Ecs. (3.26) y (3.27)), y tomando en consideracién que supp(g;) <
supp(gz), se deduce que el axioma de causalidad del operador S(g) es traducido en la

condicion de que las distribuciones de transicion son «cronolégicamente ordenadas»:
T.(X) =T Xo)T m(X1) ; Xi<Xy . (3.28)

Aplicando repetidamente la misma férmula encontramos que, cuando todos los pun-
tos puedem ser temporalmente ordenados —es decir, cuando no hay presentes puntos
con iguales coordenadas temporales 2°—, podemos escribir la distribucién de n puntos

como el «produto cronoldgico» —denotado por la letra - de n distribuciones de un
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punto:

To(x; - sxy) = S{T(x1) - - Ti(x,)} . (3.29)

Este resultado constituye un primer indicio de que la serie perturbativa completa pue-
de ser generada con el solo conocimiento del término del primer orden, T} (x), si un

procedimiento de ordenamiento cronolégico adecuado es puesto por obra.

En el caso que sea supp(g;) ~ supp(gz2) el mismo procedimiento es vilido, con la

conclusion:

To(X) = T X)) Tpom(X1) = T (X)) T(X2) 3 X1~ Xo . (3.30)

Dicho de otra manera, las distribuciones de transicion correspondientes a puntos espa-

cialmente separados conmutan:

[T(X): T(Y)]=0 ; X~Y . (3.31)

La Ec. (3.30) extiende la validez de la Ec. (3.29) para puntos isdcronos excepto en
el caso de que ellos sean coincidentes. De esta manera, cualquier indeterminacién en
la construccién de 7,, a partir de 77 estard restringida al origen de coordenadas. Se-
mejantes indeterminaciones, ademds, no pueden ser resueltas por imposicién de la

causalidad, como acabamos de ver.

Finalmente, inviertiendo la Ec. (3.9) obtenemos una condicién de causalidad para

el operador S(g)~': Si supp(g1) < supp(g2), entonces:

S(gr+g2) ' =S(g1) 'S(g2) ", (3.32)

de donde, por un procedimiento formalmente idéntico al mostrado para el operador
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S(g), concluimos que las distribuciones T, son «anti-cronolégicamente ordenadas»:
Tu(X) = Tu(X) T m(Xa) 5 Xi<Xo . (3.33)

(4) Invariancia de Lorentz: Introduciendo la serie de la Ec. (3.14)) en los dos

miembros de la Ec. (3.10) llegamos a la relacién:
UO; )T, (z1;- - ;2,)U(0; A) = T (Azy; -+ 5 Axy) . (3.34)

(5) Estabilidad del vacio y del sector de una particula: Colocando la Ec. (3.14)
en la Ec. (3.11) obtenemos que:

=0 v &=(0;¢;0;---) = JdXTn(X)g(X)Q):O : (3.35)

3.3. Construccion inductiva de Epstein y Glaser

En esta seccion presentaremos la idea en la que se apoya la construccién inductiva
de las distribuciones de transicion inventada por Epstein y Glaser [31]. Estos investiga-
dores pararon mientes en el siguiente punto indicado por Bogoliubov y Parasiuk [21]
en 1957: La fuente de las divergencias ultra-violetas es la utilizacién de productos
de distribuciones por la funcién discontinua de Heaviside en la construcciéon de los
productos cronoldgicamente ordenados. Un claro ejemplo de esto es presentado en la
Ref. [61], y reza como sigue: La distribucion delta de Dirac, asi como la funcién de

Heaviside tienen las siguientes transformadas de Fourier:

o ~ (2 -1/2
) = n L B = (3.36)
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Su producto, no embargante, no tiene transformada de Fourier, pues haciendo uso del
teorema de la convolucidon encontramos que ella seria:

~ ~ s d
653(p) = () | ded(@)ip—q) =itz 07 [ @)

cuyo resultado es divergente. Asi pues, el objetivo de Epstein y Glaser fue hallar un
método de ordenamiento cronoldgico que no requiera el uso de las funciones de Heavi-
side, evitando asi la ocurrencia de las divergencias ultra-violetas. Echando la vista atrés
encontramos que un tal ordenamiento ya apareci6 cuando enumerabamos los axiomas
de la teorfa: La Ec. (3.28)), es decir, el axioma de causalidad, implica la siguiente igual-
dad:

0 , X1<X2 VX1~X2 ;

T(X; U Xa) — T(X2)T(X)) =
[T(Xl), T(XQ)] , X1 > X2

(3.38)
La especificacion de que el primer caso es valido también cuando X; ~ X, es inece-
saria una vez que la Ec. (3.31) rige. La Ec. (3.38]) es entonces la version bien definida

del producto indefinido
O(X1 = Xo) [T(X1); T(X2)] (3.39)

y constituye una distribucidén «avanzada» respecto al conjunto X1, es decir, una distri-
bucién cuyo soporte se ubica en el pasado causal de este. Ocupémonos, en particular,
de realizar el ordenamiento cronoldgico en relacion a un dado punto. De inmediato
vemos que, con dos puntos disponibles, la tnica distribuciéon avanzada, con respecto a

T2, que podemos construir con las distribuciones de transicion, es la distribucion:

Ap(zy;29) = T(x1;00) — T(1)T(22) (3.40)
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definida salvo un factor multiplicativo arbitrario, que consideramos convencionalmente
igual a la unidad. Consideremos ahora tres puntos disponibles, 1, z2 y 3, y busque-
mos la distribuciéon mas general que sea avanzada con respecto a x3. Para ello escribi-
mos la totalidad de productos de distribuciones de transicion que pueden ser escritos

para estos tres puntos:

As(xy; o5 x3) = T'(21; 00 23) + 6T (1) T (w95 23) + 61T (w2)T (1 3)

+ T (x1;22)T(x3) + e3T (1) T (22)T (x3) + €37 (x2)T (x1)T(x3) . (3.41)

Aqui, el factor uno que acompaiia a T'(x1; x2; 23) ha sido elegido convencionalmente.
Asi mismo, los coeficientes ¢;, €5 y €3 pueden adoptar los valores +1, pues toda di-
vision causal de las distribuciones de transicion se realiza por medio de la Ec. (3.28);
los coeficientes €; y €3 aparecen mas de una vez debido a la simetria respecto a los
puntos x1 y zo: Apenas estamos interesados en que la distribucion sea avanzada en
relacion a z3; las relaciones entre x; y x5 nos son indiferentes. Y finalmente, en todos
los términos hemos escrito el punto x3 al final en concordancia con la Ec. (3.38). Los
coeficientes ¢, deben ser hallados por la exigencia de que la distribucién completa se
anule cuando alguno de los puntos x; 0 x5 esté en el futuro causal de x5, 0 que ambos
lo estén. Supongamos, por ejemplo, que se cumple: zo < x3 < x1, caso en el que Az

debe anularse. Aplicando el axioma de causalidad obtenemos:

As(x1; w5 23) =(1 + €)T (1) T (x3)T(x2) + (€1 + €3)T(x2)T (1)1 (x3)

+ (&2 + )T (21)T (22)T (w3) (3.42)
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de donde se deduce que ¢; = —1 = €3 y €3 = +1. La distribucién avanzada de tres

puntos es por lo tanto:

As(xy; ey 23) = T2y 205 23) — T(21)T (w95 w3) — T(22) T (21; 23)

El estudio de este caso particular ya nos permite la generalizaciérﬂ El signo de cada
término se determina por el nimero de factores que €l posee, siendo positivo caso este

sea impar, y negativo cuando sea par.

Definicion: La distribucion avanzada del orden n es la distribucion:

n

A (YVimg) o= ) (1) > T, (X)) T, (X,) (3.44)
r=1 X1, X A D
Xju-uX,=Yu{zn}
X;n X =0 Vi#k
rn€X,

cuyo soporte se encuentra, por construccion, en el cono de luz pasado de x,,:
supp (A, (Y;z,)) < T (x,) . o (3.45)

Una forma equivalente a esta puede ser obtenida por empleamiento de la Ec. (3.17)):
Fijando el conjunto X, el resto de la suma es igual a la distribuciéon de transicién

inversa 1y, y...yn,_, (X1 U -+ U X, ). Luego podemos escribir:

A(Yizn) = Y D)X U {z,}) (3.46)
XuX'=Yy
XnX'=g

De idéntico modo puede ser realizada la bisqueda de la distribucién méas general
que sea retardada con respecto a un dado punto, construida con las distribuciones de

transicion de hasta un determinado orden.

3Si, con todo, el lector atin quiere convencerse de que esta generalizacién es justa, hard bien en
consultar las Refs. [31}/33]], en que las distribuciones avanzada y retardada son directamente definidas y
su soporte es hallado luego.
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Definicion: La distribucion retardada del orden n es la distribucion:

RVie)= Y Y T)T,(X) . G4

X1, Xr# I
Xiu--uXp=Yu{zn}
XjnXi=,Vj#k
rn€X1

cuyo soporte se encuentra, por construccion, en el cono de luz futuro de x,,:
supp (R, (Y;z,)) <« T (x,) . o (3.48)

Esta vez, fijando el conjunto X, identificamos el resto de la suma como una distri-

bucion de transicion inversa:

R.(Y;x,) = T (X' O {x DT (X) (3.49)

XuX'=Y
XnX'=

El axioma de causalidad nos ha llevado por un camino inesperado, pues no nos ha
permitido, directamente, escribir una formula de ordenamiento cronoldgico para hallar
T,,. Sin embargo, como en las sumas de las Ecs. (3.46) y (3.49) la distribucién de n

puntos aparece una Unica vez, podemos separarla del resto de términos:

A, (Yix,) =T, (YUl  D+A (Vix,) , R.(Yiz,) =T,Yu{z,)+R,(Y;z,)
(3.50)

con las siguientes definiciones de la «distribucién subsidiaria avanazada» y de la «distribucién

subsidiaria retardada», respectivamente:

A (Vizg) = Y Tu(X)Thm(X Uz} (3.51)

XuX'=Y
XnX'=g
X+

R,(Yiz) = Y T X Uz ) Ta(X) (3.52)
XuX'=Y
XnX'=g
X~
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las cuales no contienen a 7;,. Asi pues, el axioma de causalidad nos ha ofrecido la

siguiente formula para la determinacion de 7;,:

T.(Y uiz,}) = A, (Y;z,) — A (YVix,) = R,(Y;2,) — R(Y;2,) . (3.53)

Definicion: La distribucion causal del orden n es la distribucion:

D, (Yixy) = Ry(Yian) — An(Yian) = R, (Yia,) — A, (Yiz,) . (3.54)

cuyo soporte se encuentra, en virtud de su definicion y de las Ecs. (3.43)) y (3.43),

contenido en el cono de luz con vértice en el punto x,,:

supp (D,,(Y;z,)) < TH(z,) 0T, (z,) . o (3.53)

Las Ecs. y sefialan el curso que debe seguir el método perturbativo
causal: Como la distribucion causal del orden n puede ser conocida una vez que se han
determinado todas las 7;,, con m < n, las distribuciones avanzada y retardada pueden
ser halladas por la division de aquella en el vértice del cono de luz, hecho lo cual la Ec.
(3.53) permite encontrar 7,,. El método causal debe, por fuerza, ser inductivo. Antes
de considerar este problema de division, no obstante, debemos asegurarnos de que el
método inductivo, medio propuesto, medio encontrado, sea consistente con el axioma

de causalidad del que ha provenido.

Teorema: Sea D, (x1;- - ;x,) una distribucion causal, cuyas partes retardada,
R, (x1;- -+ ;xy,), y avanzada, A, (xq;--- ;x,), con soportes en U} (x,) y I, (x,,), res-
pectivamente, han sido halladas al través de cierto método de division. La distribucion

T, (z1;- - 5 xy,) hallada por medio de la Ec. (3.53)) satisface a las condiciones de cau-
salidad: Ecs. (3.28) y (3.31). o

Demostracion: Probaremos este teorema por partes:

(I) Sea que el conjunto X puede ser particionado como X = P u (), con P < @)
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y z, € Q. En este caso A,(z1;--- ;x,) = 0, pues él tiene soporte avanzado; luego:
To(xy;- - 5mn) = —Al (215 -+ ;x,). Usando la Ec. (3.51) y la hipétesis de que P <
(), asi como la condicion de causalidad sobre las distribuciones de transicion 7}, con

m<n.

Al (zy;- 5 m,) = > T(NHT(K)YT(KYT(J') . (3.56)

n
KUK'=Q, KnK'=g
JUJ' =P, JAJ =
KnJ#g

Cuando J = ¢, K podra ser el conjunto vacio; la contribucion de esta posibilidad es

nula en virtud de la Ec. (3.21)). Luego, deberd ser J = &, J' = P,y asi:

A (g sa) = Y, TE)T(K)T(P)

KuK'=Q
KnK'=g
K+

= —T(Q)T(P) . (3.57)

Para llegar a la dltima linea hicimos, una vez mads, uso de la Ec. (3.21)). Se sigue de
esto que: T, (x1;- - x,) = T(Q)T(P).

(IT) Sea ahoraque X = Pu @Q,con P > Qy z,, € Q. Ahora R,,(xy;- -+ ;x,) = 0,
pues él tiene soporte retardado, y en consecuencia: T, (z1; -+« ;x,) = —R) (215 ; xp).
De forma andloga al caso (I) podemos probar que la distribucién subsidiaria retarda-
da se descompone segtn R/ (z1;--- ;2,) = —T(P)T(Q), de donde se concluye que:
To(z1;- -+ 5 2n) = T(Q)T(P).

(IIT) Supongamos esta vez que X = P u @, con P ~ Q y x, € (. Por defini-
cién de la distribucion causal: D,,(z1; -+« ;x,) = 0, de lo cual R,(xy;-- ;2,) =0y
To(xy;- - 5xn) = =R (x1;-+ - ;2,). Usando primero la definicion de la distribucién

subsidiaria retardada y luego la condicién de causalidad sobre las distribuciones de
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transicién de menos de n puntos:

Rz san) = >, T(Xyu{z,})T(X))
X10Xo=X\{zn}
X1nXo=
X1#J

- Y T(XnQ) {T(X2 A P)T(X: n P)} T(XsnP) . (3.58)

X1uXo=X\{zn}
X1nXo=0
Xh#J

Debido al término encerrado entre llaves, la Unica contribucién en la suma anterior

proviene del sumando con Xy N P = ¢, lo que implica que X, n Q) = (), y por tanto:
R(a1;--- s20) = ~T(Q)T(P) = ~T(P)T(Q) . (3.59)

Asi: T, (z1;- - 52,) = T(P)T(Q) = T(Q)T(P).

(IV) Finalmente, consideremos el producto T,,(x1; -+ ;2,)Tm(Y),con X ~ Yy
m < n. Los conjuntos X e Y pueden ser particionados en cualquiera de los casos estu-
diados [partes (I) a (IIT) de la prueba]; supongamos que las particiones son: X = Pu(@
eY =P ouQ talesque: T, (x1;- -+ 52,) = T(Q)T(P)y T(Y) = T(Q)T(P'). Co-
mo X ~ Y, las siguientes relaciones son validas: P ~ P, @', Q ~ P’, Q. Entonces,

usando la condicidon de causalidad sobre estas distribuciones de transicion de menos

de n puntos:
T(wy; -+ 5 20) T (Y) = T(QT(P)T(Q)T(P)
— T(Q)T(P)T(Q)T(P)
= Tn(Y)To(21;- -+ 520) (3.60)
Es decir, T),(x1; - - - ; ) conmuta con T, (Y) (m < n) para X ~ Y. Esto completa la
prueba. B

Note el lector que en la prueba del teorema hemos escrito la distribucion de n
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puntos como 7},(xy;- -+ ;x,), y no como 7, (X). Esto ha sido asi porque el método
inductivo no asegura que la distribucion de transicion hallada sea simétrica en sus
argumentos. Pero esto no representa dificultad ninguna, pues cualquiera que sea la
simetria —o la falta de ella— de la distribucién encontrada, una vez que sea colocada
en la serie perturbativa del operador de dispersion, Ec. (3.12)), solo su parte simétrica
contribuird. O séase, si denotamos por 77 (x1;--- ; z,) la distribucién obtenida por el
método inductivo, siempre nos serad posible definir su parte simétrica como la deseada

distribucién de n puntos:
1
To(X) = SIT! (x5 5 2) = EZTT{L(IW(U; C i Tr(n)) - (3.61)

Es esta forma simetrizada la que ha de usarse en la construccion de los términos si-

guientes.

Esto completa, formalmente, la construccion del método. Como podemos ver, este
se basa unica y exclusivamente en la causalidad, justificando su nombre. A continua-
cion serd abordado el problema de la division, que determinara la practicidad del méto-
do, y para el que sera necesario agregar también el axioma de invariancia translacional.
Estos dos axiomas permiten asi la construccion completa de la teoria; los restantes ser-
virdn para la fijacion de los términos indeterminados que, ya lo deciamos, atin remanen

en el punto de division.

3.4. Division de la distribucion causal en el espacio real

El método general de la division de una distribucion en dos partes cuyos soportes
son conjuntos regularmente separables ha sido desarrollado por Lojasiewicz y Mal-
grange [32]. A este respecto, recordamos al lector que los conjuntos cerrados Ay B son
«regularmente separables por el conjunto compacto A» si: (1) A = FyAnB = J,0

si(2)3C > 0,p > 0: Yz € A: d(x; B) = Cd(x; A)*. Es claro que ' (z) y I, () son
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regularmente separables por el conjunto compacto A = {z;--- ;z} =TT (z) n [, (x),
para lo cual basta elegir C' = 1 = p.

Sea que la distribucién causal del orden n, D,,(x1;- - ; x,), ha sido construida por

el método inductivo. Ella tendr4, por regla general, la forma que sigue:
D, (z1;--+ 5 20) =Zd,’2(x1;--- cx,) :Cr(u?): (3.62)
k

con d*(xy;--- ;x,) una distribucién numérica y :Cy(u?): un monomio de Wick
construido con los diferentes operadores de campo cuantificado u“ de la teoria. El
soporte de la distribucion causal es determinado por su parte numérica d¥, entonces
causal. La distribucidn avanzada y la retardada preservan la estructura de campos de la

distribucion causal:
Ap(zy;e e yay) = Zaﬁ(ml; cmy) 1Oty (3.63)
k

Ry (xy;--- 52) = Zrﬁ(zl; csay) Cp(ut): (3.64)
k

con a” y r¥ las partes avanzada y retardada, respectivamente, de la distribucién numéri-
k.
cady:

di(zyse e smy) = rE (g ) —ak(vy ) (3.65)

supp(r®) € T (z,) , supp(a®) < T (2,) . (3.66)

Usando el axioma de invariancia translacional definimos d € . (R*"~) como:
d(z) :=d" (2, —ap; -+ ;0p 1 —2,;0) 5 supp(d) < T, (0)ul, (0) ; (3.67)
entonces la division de la Ec. (3.65)) se equivale con la:

d=r—a ; supp(r) =T ,(0) , supp(a) =T, 4(0) . (3.68)

50



EnlaEc. hemos escrito d(z); x significa de aqui en adelante: (z1—x,; - -+ ; T, 1—
x,,). Aplicaremos en lo sucesivo la notacién de Schwartz de los multi-indices, definida,

por ejemplo, en la Ref. [62]: Un multi-indice k& € R" es una secuencia de niimeros no

negativos, k = (k1;--- ; kn), k; = 0, para la cual son definidas las operaciones:
N N L N N
K=Yk, 2f =]l . K=]]k' . D@ =]]dkf(x)
j=1 j=1 j=1 j=1
Escribiremos también: z# = (zf —x#;--- ;b — x). El método propuesto por Eps-

tein y Glaser, como ya dijimos, inspirado en los trabajos de L.ojasiewicz y Malgrange,

consiste en los siguientes pasos:

(i) Como d(z) solo puede ser no nulo cuando z estd, bien en I'; ;(0), bien en
I, _,(0), consideremos la n — 1-upla de vetores tipo-tiempo: v := (vq;- -+ ; U, 1)

y definamos el plano v - z = 0, x € M1, cuya ecuacion es, explicitamente:

ver=uv (1 —xp) + Vg (T + —x,) =0 (3.69)

Como v - x > 0 para z tal que z; — z,, € V*(0), mientras que v - * < 0 para
x tal que x; — z,, € V7(0), el plano recién definido corta el cono de luz por su

vértice.

(i1) El producto v - x definido en el paso (i) serd usado como argumento de una

funcién continua y mondtona no-decreciente tal que:

0 ; t<0
xt)=<<1: 0<t<1l . (3.70)
1 t=1

Esta funcion substituird a la funcion discontinua de Heaviside, permitiendo que

las distribuciones definidas por multiplicacion con ella estén bien definidas.
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(iii) La distribucion «retardada restringida» y la «avanzada restringida» son definidas,
respectivamente, como los siguientes procesos de limite:

7(x) := lim y (H> d(z) , a(x):=— lim x (—%) d(z) , (3.71)

s—0t S s—0+

sobre el mayor espacio de funciones de prueba en que dichos limites existan. La
distribucion retardada y la avanzada son entonces definidas como la extension

de las distribuciones restringidas al espacio de Schwartz completo.

Examinemos la existencia de los limites de la Ec. (3.71). Para ello usaremos la
condicion de Cauchy para la convergencia de una familia de distribuciones, enunciada,
por ejemplo, en la Ref. [57]]: La familia de distribuciones {f\} < .’ es convergente

en el limite A — 0 si y solamente si:

Voe ./, Ye>0,30>0: 0<|M[|A]<d = [(fi;e)— (o) <e
(3.72)

Consideremos dado un niimero ¢; fijemos Ay = A2(g) y elijamos \; = Ay /k para algin
ndmero k > 0 arbitrario pero fijo. Es claro que podemos ocuparnos solamente del caso
k > 1, una vez que si 0 < k < 1 bien podriamos fijar \; y escribir Ay = \;/k con

k > 1. La condicién de Cauchy adquiere la forma:
Voes Vk=1,V¥e>0,30>0: Xel-6+0[ = |[(fin—Ffue)|<e
(3.73)

O séase, la convergencia de la familia de distribuciones estd asegurada por la condicién
limite:

Vk>1 : llg% (e —FH)=0 . (3.74)

Aplicando este criterio a los limites de la Ec. (3.71)), debemos encontrar el mayor
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espacio de funciones de prueba para el que se satisface a la condicién:

VE=1: lim w(ﬂ) dx)=0 ; v =xE)—x() . (375

s—0t

Sea ¢ € ./ (R™) una funcién de prueba. Como también ¢) € . (R™) —en efecto, ya

que 1 es suave y tiene soporte compacto—, podemos escribir:

= s" (p(sx)d(sz); ¢ (v-x)) . (3.76)

Nuestros intereses nos han puesto de cara con la siguiente definicion [36]:

Definicion: Sea d € .7/(R™) una distribucion, y sea p una funcion continua defi-
nida positiva. Si el limite

lim p(s)s™d (sx) = do(x) (3.77)

s—0t

existeﬂ en . (R™) y es no nulo, entonces la distribucion dy se llama la cuasi-asintota

de d en el origen de las coordenadas, en relacion a la funcion p. o

Esta propia definicién implica, como es probado en las Refs. [33,36], que la fun-
cién p(s) es una «funcién de auto-modelo», también llamada «funcién regularmente

variable en el origen», lo cual significa que para todo a > 0:

plas) _ (3.78)

lim
=0+ p(s)
para algin niimero o € R, el cual es llamado «orden del auto-modelamiento» o sim-
plemente «auto-modelamiento» de la funcién p. En particular, es posible usar p(s) =

po(s)s® en la definicién de cuasi-asintota, con pg una funcién de auto-modelo nulo

#La nocién de convergencia requerida es la nocién débil [62,/63]: «La distribucién T ’; coverge hacia
T cuando j — 400 si para toda ¢ € .¥ la secuencia numérica (7; ) converge hacia (T'; ¢) cuando
j — +o00.»
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(o funcién de variacién lenta), y el auto-modelamiento de p sirve como un pardme-
tro caracteristico de la distribucion. Luego, bajo las mismas hipétesis de la definicion

anterior:

Definicion: Si la cuasi-asintota de la distribucion d € %' (R™) en el origen de

w

las coordenadas existe para la funcion p(s) = po(s)s®, entonces el niimero w es el

orden singular de la distribucion d en el origen. o

Como la funcién de prueba ¢ pertenece al espacio de Schwartz, él posee expansion
en serie de Taylor alrededor del origen: p(z) = ¢(0) + Dp(0)x + D*p(0)x?/2 + - -,
de donde se sigue que el producto ¢d, que es el que aparece en la Ec. (3.76)), tiene
orden singular w — k, con w el orden singular de la distribucion causal y £ > 0 el orden
de la primera derivada no nula de la funcién ¢. Luego, el siguiente limite existe y es
no nulo:

lim s“7*s™p (sz) d (sz) = (ed)o(x) . (3.79)

s—07+

Siendo asi, podemos reformular la condicién de existencia de la Ec. (3.71) como [vea

las Ecs. (3.73), (3.76) y (B.79)1:

lim <1/) (—) d(x);cp(x)> = lim (pd)oi ) =0 . (3.80)

s—0+ s—07+ S"J_k

Como el numerador de esta ecuacion es un nimero independiente de s, la condicion es
satisfecha siempre que sea w — k < 0, es decir, siempre que sea k > w. Vemos asi que
el orden singular de la distribucion causal se relaciona directamente con el espacio de

funciones de prueba sobre el que estan definidas las distribuciones restringidas.

3.4.1. Distribucion causal con orden singular negativo

Cuando w < 0 la condicién de la Ec. (3.80) es cumplida para todo valor de k,
pues k£ = 0. Luego, no hay restriccion ninguna a la funcién ¢ y las distribuciones

restringidas estan definidas sobre el espacio de Schwartz completo. La extension para
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hallar la distribucion retardada y la avanzada es entonces «trivial»:

v-T

r(z) = lim x (—) dlz)=0 (v-z)d(x) ; (3.81)

s—0 S

a(x) = —lim y (—U) d(z) = O (—v-2)d(z) = (O (v-z) — 1) d(z)
s— S

(3.82)

La aplicacion de estas distribuciones a la funcion de prueba ¢ € . (R™) da por resul-

tado:

(r;p) = (Od; ) = (d;00) 5 (a;9) = (0 = 1)d; ) = (d; (© — 1)¢)
(3.83)
La Ec. (3.83)) implica que el orden singular de las distribuciones r y a es el mismo que

el de la distribucion causal d.

3.4.2. Distribucion causal con orden singular no-negativo

Cuando, en cambio, es w > 0, la desigualdad k£ > w lleva a la conclusién de que
el mayor espacio de funciones de prueba sobre el que las distribuciones restringidas

estan definidas es aquel que contiene a las funciones que satisfacen:
Dbp(0) =0 para |b| <|w| - (3.84)

Aqui el simbolo «|e|» significa «el mayor niimero entero menor o igual a e».

Para construir la extension de 7 al espacio de Schwartz completo comenzamos por
notar que toda funcién ¢ € . (R™) puede ser proyectada al espacio encontrado por
substraccién de los primeros |w| términos de su serie de Taylor alrededor del origen

x = (. Para operar esa substraccion definimos el operador de proyecciéon W mediante:

w] &

(We)(a) = pla) —w(e) Y, 5D (0) (3:85)
|b|=0 "
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con w € . (R™) una funcion auxiliar cuya tarea es la de mantener a ¢ dentro del
espacio de Schwartz —recordamos a este propdsito que cualquier polinomio de Taylor
diverge en lo infinito—. Esta funcién auxiliar no es cualquiera: Ella es tal que W
satisfaga a la Ec. (3.84). Con ayuda de la férmula de Leibniz de derivacion de un

producto calculamos las primeras |w| derivadas de W en el origen:

C

DY (W) (0) =D (0) = )

c! D w(0)D%(0) ; || <|w| . (3.86)

al(c—a)!

Entonces W es el operador de proyeccion requerido siempre que la funcién w sea

escogida de tal suerte que:

w(0)=1 y Dw(0)=0paral<|c|<|w| . (3.87)

La extension considerada define entonces a la distribucidn retardada por medio de la
férmula:

(rw; o) == (T; W) = (d;0We) . (3.88)

Y asi mismo define a la distribucidén avanzada:

(aw; ) = (@ We) = (d; (O -1)W¢) . (3.89)

El sub-indice w que hemos colocado a estas distribuciones explicita el hecho de que
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ellas dependen de la funcién w usada en el proceso de extension. De la Ec. (3.88)):

i) = | d%{@(v 2)d(@)e(x)

lw]

— JdmyG)(v cx)d(z)w(z) Z —!Dbgp(y)5(y)}

|b]=0

= Jdmx{@(v -x)d(x)

lwl N\
- [ Y. %Dw}w(as)

|b]=0

Y de aqui conseguimos reconocer:

3 (=9)"
(o) = O 2)d(e) = 3 [ @90 ydlyu(e) D) (G90)
|b|=0 )

La distribucién avanzada tiene una expresion semejante, con ©—1 en lugar de ©. Como
podemos ver, todos los términos de correccion son proporcionales a derivadas de la
distribucidén delta de Dirac, es decir, tienen soporte en el origen de coordenadas. Como
el mayor orden de estas derivadas es |w/|, concluimos que la distribucién retardada tiene
igual orden singular que la distribucién causal; lo mismo se aplica a la distribucién

avanzada.

Una palabra al respecto de estas correcciones. Propiamente, la distribucion retarda-
da es aquella a la que hemos llamado «restringida»; el deseo de extender esta tiene por
tinico objetivo la manipulacion de la distribucion como un ente en si mismo, antes de
aplicarla a la funcién de prueba; particularmente, queremos aplicar a ella la transfor-
macién de Fourier para llevar los cdlculos al espacio de los impulsos, en donde ellos
se tornan mas simples. La extension es hecha al espacio de Schwartz porque €l tiene la
propiedad siguiente [63]]: La transformacién de Fourier es un mapa lineal homeomorfi-
code . —0 ., en el caso de las distribuciones— hacia s{ mismo. De esta observacion

surge la conclusion: Es necesario asegurarse de que la extension de la distribucién
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retardada no modifique el resultado de su aplicacién a una funcién de prueba origi-
nalmente admisible; esto solo ocurrira si la extension es hecha partiendo del mayor
espacio restringido, es decir, realizando las substracciones con el menor orden singu-
lar de cada término de la distribucidn causal; cuando este cuidado no es tomado en
consideracion se pierde la informacion de la distribucion retardada como funcional
de las funciones desconsideradas, lo cual puede traer de consuno la pérdida de cierta

informacion fisicaPl

3.5. Division de la distribucion causal

en el espacio de los impulsos

La propia definicién de la transformada de Fourier de una distribucién dice que
para cualesquiera d € .'(R™), ¢ € S (R™): (d; ) = <d, <p>. Luego el paso de la
definicién de la cuasi-asintota dada en el espacio real al de los impulsos es facilmente
dado al aplicar esta a una funcién de prueba:

lm p(s)s™ (d(sx); p(x)) = {do(x); p(x))

s—07t

La aplicacién de la igualdad antes sefialada nos lleva a la siguiente:
Definicién: Sea d € .7 (R™) una distribucion, y sea p una funcion continua defi-
nida positiva. Si el limite

tim p(s) (d () :0(0)) = (doi2) (3.91)

s—07F S

existe para toda funcion de prueba ¢ € . (R™), entonces dy es la cuasi-asintota de la

distribucion d en p — +00, en relacion a la funcion p. o

>Este hecho ha sido explicita y concretamente comprobado por Scharf, Wreszinski, Pimentel y To-
mazelli [42] en el ambito de la electro-dindmica cuantificada: En la teoria tetra-dimensional, el uso de
substracciones no minimas lleva a ambigiiedades en la prediccién del momento dipolar magnético del
electrdn; en la teorfa tri-dimensional, a ambigiiedades en la masa dindmicamente generada del fotén.
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La definicién basada en la existencia de las cuasi-asintotas, como vemos, tiene la
ventaja de que establece de forma muy directa la equivalencia del orden singular en el

espacio de los impulsos con aquel calculado en el espacio real.

3.5.1. Distribucion causal con orden singular negativo

La Eq. (3.81) y el teorema de la convolucién establecen que si el orden singular de

la distribucién causal es negativo entonces la distribucion retardada es:
#(p) = (2m) "6 = d(p) = (27) " Jqu@v(Q)Cz(p —q) (3.92)

Estamos usando aqui la notacién ©,(x) = ©O(v - z). Comencemos por calcular la
transformada de Fourier de la funcién de Heaviside; en notacién simplificada, sea la

funcién O(viz + voy + - - - + v;2), con [ variables x, y, - - , z. Por definicién ella es:

~

Ou(pig;--- ;1) = (2m) /2 fdxdy coe dze PTG (g 1+ vy 4 -+ 1p2)
(3.93)

Hagamos el cambio de variable w = vyx 4+ vy +- - - +v;2 en substitucion de la variable

x. El determinante jacobiano de esta transformacién es 1/v; —recordamos que v; > 0

porque el vector v es del tipo-tiempo: v € I'*\JI'*—; por lo tanto:

~

Ou(p;q; -+ ;1) = (2m)/?

1 )
= (27T)l/2 5 (q _ %p) Y (7‘ _ %p) deezpw/m@(w)
1

(%1

1 f dudy - - - de PP o)y il )= 6 1)

(3.94)

El problema ha sido reducido al cdlculo de la transformada de Fourier de la funcion
de Heaviside uni-dimensional. Es bien conocido que ella no existe stricto sensu. No

obstante, como O(w) = 0 para w < 0, el teorema de Titchmarsh [59] indica que su
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transformada puede ser definida por el limite siguiente:

O(p) := lim O(p + ie)

e—0t
+o0
= h’m+(27r)’1/2 J dwe P (1)
e—0
—©
i(p+ie)x |TX
= lim (27?)*1/2 .e—.
e—0+ i(p + i€)|,
) —1/2;
_ e (3.95)
p 410t

Con las Ecs. (3.94) y (3.95) y regresando a la notacién de multi-indices escribimos el

resultado que buscabamos:

~ 7 1
0,(q) =2m)"? — ——
(q) ( 7T) 27 qd10 + 'l.’Ul()OjL

v ) Up—
X0 ((h - U—lloCho) 0 (CJ2 - U—i)%o) Y (Qn—l — U101 Q10) . (3.96)

Substituyendo este resultado en la Ec. (3.92) e integrando en las variables conteni-

das en las distribuciones delta de Dirac —llamamos k& lo que otrora ¢;o—:

+
[ U1 (] Up—1
=5 kipr ——k ) ipa— —Fk;--- iPpo1 — k
2w Jk+ZU100+ ((pm P V10 ) b2 V10 P V10 )

(3.97)

Cuando sea p;p # 0 podemos introducir la variable ¢ = 1 — k/pyo, en funcién de la

cual la distribucion retardada adopta la forma:

+00 d
R 1 t
= —sgn
T’(p) 27’(’ g (pl(]) J 1 —t + i(Ulo/p10)0+
—
. v v U
x d ((tplo;m - p1o(l — 75)) Py — — pro(L—1);- - ;pn1 — 11010(1 — t))
V10 V10 V10

(3.98)
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Una eleccién posible, vélida para cualquier impulso p, es: v; = (1;0), con la cual:
. l dt
(p) —%sgn (P10) f Tt 4 im0 D10
x d ((tp10;P1) 5 (P20 — Pro(L — )i P2) i+ -+ 5 (Pn—1)0 — Pro(1 — £); Pn1))
(3.99)

Una simplificacion importante puede obtenerse cuando p € I'"\dI'* o p € T'"\0I'",
pues en ese caso es posible elegir v = Ap, con A > 0 en el primer caso y A < 0 en el
segundo; por ejemplo, es posible decir que sea A = sgn(pyg). La Ec. (3.98)) se reduce

entonces a:

. i dt d(tp)
= — _—— . .1
") QWAJ 1— ¢+ i)+ (3-100)

Por supuesto, ambas férmulas se equivalen, pues la distribucién retardada obtenida
es independiente del vector v por construccion. En las aplicaciones usaremos la ulti-
ma forma, y los valores de 7(p) para impulsos p del tipo-espacio o del tipo-luz son

encontrados por continuacién analitica [60].

3.5.2. Distribucion causal con orden singular no-negativo

Estudiemos ahora la distribucion causal con orden singular no-negativo. En el es-

pacio de los impulsos ella tiene la expresion encontrada por transformacion de Fourier

de la Ec. (3.90):

Fulp) =(2m) f ", ()d(p - o)

|w]
— @0 3 [ameuwamue) it . Gon

b]=0
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Escribimos a continuacion:

O,(y) = (2m) " Jd’"qe"qy@v(q) ; (3.102)
(—y)d(y) = (2m) ™2 fdmkeiky (D) (k) (3.103)
w(y) = (2m)~"* Jqu’e‘iq'%(q’) : (3.104)

Siendo asi:

f "0, () (—y)d(y)w(y)
_ (2r) 2 f Py dm gd™kd" e VB, (g)(iD)Pd(R)B()
_ (o) 2 J ™ qd™ k0, (q) (i Dy d(k)(q + k)

= (2m)"™2 J d"qd™p',(q)(iDy) d(p' — )i (p)) . (3.105)
La substitucion de la Ec. (3.105)) en la Ec. (3.101) lleva a la solucion:
Fu(p) =(2m) 7" f d"q0,(q) {d(p —q)

|w] o .
—(2m) ™2 ) o Jdmp' (Djlfd(p’ - Q)> @(p')} : (3.106)

|b|=0

Esta es la solucion al problema de division, en la que, no embargante, se echa de
ver, lo mismo que en el espacio real, una dependencia explicita con la funcién auxiliar
w. Es posible simplificar esta dependencia del modo siguiente: Supongamos que se
conocen las primeras |w| derivadas de la distribucion retardada 7, en un determinado

valor del impulso %, que de ahora en adelante llamaremos «impulso de normalizacién».
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Estas derivadas son —ver la Ec. (3.106)—:

D7y (k) =(2m) ™/ fqu@v(q) { Ded(k — q)

b=

b—c
_ (Qﬂ)—mﬂ k

b—o fdmp' (Df;fcf(p’ - Q)) %(p’)} . (3.107)

b=c

En la extension de la sumatoria rige la siguiente definicion de las relaciones de orden

«<» y «>» entre multi-indices:
c<b e Vi:c<b ; c>b:= di:¢>b . (3.108)

Entonces:

|w] c ] c
c! cl

|cl=0 le[=0

|w] o .
—(27) ™2 ) o fdmp’ (Dflrd(p' - Q)) @(p’)} : (3.109)

|b[=0

Como podemos ver, la dependencia con la funcién auxiliar en las Ecs. (3.106) y (3.109)

es la misma, de lo cual se sigue que:

1] .
Fu(p) =(2m) ™ Jqu@v(q) {Cz(p —q) - ), ® ;k) Ded(k — Q)}

|c[=0

|«
(p — k)c ca
+ > T Dru(k) (3.110)
|c|=0
La segunda linea de la Ec. (3.110) es un polinomio de grado |w| del impulso p, cuyos
coeficientes son determinados tanto por el impulso de normalizacién cuanto por los

valores de D7, (k); en efecto, dicho polinomio es:

] lel=L) e _
o . Dery (k) (=k)*
Dlagt i an= )] (e —a) . (3.111)

\a|=0 c=a
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En una palabra, el conocimiento acerca de la funcidn auxiliar w esta codificado en los
coeficientes o, que determinan univocamente la extension de la distribucién retarda-
da al espacio de Schwartz completo. Reconocemos asi que la definicién exacta de la
distribucion de transicion del orden singular no-negativo w requiere del conocimien-
to de |w| «condiciones de normalizacién»; esta observacién nos lleva directamente al
problema de la normalizabilidad de una dada teoria, cuya clasificacion general expone-
mos en el capitulo [/} También de lo expuesto se implica que, si la division se realizara
utilizando un orden singular no-minimo, entonces se requiriria un nimero mayor de
condiciones de normalizacion, que de otro modo serian predicciones de la teoria; en
otras palabras, aun cuando puede obtenerse una solucion bien definida al problema de
divisién utilizando cualquier valor w > w[d], la solucién adquiere su maximo poder

predictivo cuando se usa exactamente w = w|d].

Regresando a la Ec. (3.110)), recibe el nombre de «solucion normalizada en el im-

pulso £» la distribucion:

ol e
722(29)=(27T)””‘/QJOZ’"Q@)@(Q) dip—q)— >, %Dcd(k—q) . (3.112)

|c[=0

de la cual toda distribucion retardada con impulso de normalizacién £ difiere apenas
por el polinomio antes examinado —note el lector el cambio en la denominacion de
la distribucion retardada, que hace referencia a los coeficientes o y su impulso de

normalizacién més bien que a la funcién w—:
#p) = Fp) + ), aap” (3.113)

Usando la expresion de la transformada de Fourier de la funcién de Heaviside dada en
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la Ec. (3.96)), obtenemos para p tipo-tiempo:

. || c
(p) = %A j Jﬁ d(tp) - ZO @Dcd(k —(1=tp) ¢

- (3.114)
en que se eligié v = Ap, A = sgn(p1o) y se hizo el cambio de variable ¢t = 1 — ¢19/p10-
(Coémo no?, la eleccion del impulso de normalizacidn es arbitraria: Cualquier impulso
en el que 7 exista puede ser utilizado, si se conocen las condiciones de normalizacion
correspondientes. Incluso, es posible calcular la soluciéon normalizada en el impulso &
cuando las condiciones de normalizacion son conocidas en el k': Esto se sigue del he-
cho de que la Ec. (3.110) es vélida para todo valor de k. En efecto, supongamos que la
distribucion retardada 7, puede escribirse como 7. Que el impulso de normalizacién
sea k' significa que son conocidas las derivadas D7, (k') = D *¢(k'), para |b| < |w].
Derivando la Ec. y evaluando en k', obtenemos que los coeficientes a, son

solucion del sistema de ecuaciones algebraicas:

jal=le)
Z (a i b)|k‘/a7baa — Dbf](j(kl) . DbrA][g(kl) ) (3115)
a=b :

El estudio de las propiedades de las soluciones frente a cambios de normalizacién
nos lleva directamente a la técnica del grupo de renormalizacion. Este programa, sin

embargo, no serd abordado en la presente tesis (véase las Perspectivas en el Cap. [§).

La simplificacién mdxima se obtiene considerando la «solucion central», 73(p),
siempre que esta exista. En el Ap.|B|se prueba que la solucion central puede ser escrita

como la siguiente relacién de dispersion:

o i dt d(tp)
= —\
Fo(p) 21 J(t—z’/\0+)M+1(1—t+i)\0+)

(3.116)
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3.6. Unitaridad del operador de dispersion

Consideremos ahora el axioma de unitaridad del operador de dispersion, enunciado
en la Ec. (3.3) y cuya expresion perturbativa es la de la Ec. (3.22), siendo esta ultima

la que debemos garantizar, orden a orden, en la filosofia de la TPC.

Teorema: Sea T (x) la distribucion de un ponto de una teoria de interaccion. Si T,
satisface a la condicion de unitaridad perturbativa, Ec. (3.22), entonces las distribu-
ciones de n puntos pueden ser construidas, por el procedimiento inductivo de la TPC
y por medio de la fijacion apropiada de los términos de normalizacion, de tal forma

que satisfagan a la misma condicion de unitaridad. o

Demostracion: La prueba se basa en el principio de induccién matematica comple-
ta. Como el primer paso del procedimiento inductivo es la hipdtesis, supongamos que
para todo m < n — 1 se cumple:

T, =TI

m

(3.117)

Queremos probar que la misma tesis es vdlida para n. Denotaremos los conjuntos X =
{x1;---sx,}eY = {xy; - ; 2, 1}. La distribucién avanzada del orden n —definida

en la Ec. (3.46)— también puede escribirse como:

AYiz) = > TOT) = Y T - Y T(HT(J)

ITuJ=X TuJ=X TuJ=X
InJ=g InJ= InJ=g
Tn€J xn€l
=— Y T(T())=-T.(X)= > T(OT(J) .  (3.118)
TuJ=X TuJ=X
InJ=0 InJ=g
J#I
xn€l

Expliquemos: El paso de la segunda igualdad a la tercera es justificado por la Ec.
(321), y la separaci6n del término 7},(X) en la segunda igualdad de la segunda linea,
por la Ec. (3.18)). En el dltimo término de la Ec. (3.118]) solo aparecen distribuciones de
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menos de n puntos, sobre las cuales la hipétesis de la Ec. (3.117) es valida; aplicando
ella y comparando con la Ec. (3.51)) vemos que la citada suma es igual al adjunto de la

distribucién subsidiaria avanzada, A’ (Y; z,)". Por lo tanto, hemos obtenido que:
An(Yizy) = =Th(X) — A (Yiz,)! . (3.119)
Anélogamente obtenemos para la distribucion retardada:
R.(Y;z,) = —To(X) — R.(YV:z,)" . (3.120)

Estas dos ecuaciones, complementadas con las Ecs. (3.50) que repetimos aqui por cla-
ridad:
An(Y;xn) = Tn(X) + A;(Y7xn) )

Ry(Yiwn) = To(X) + R,(Yi@n) (3.121)

nos permiten escribir:

D, (Y;2n) = Ro(Yi2n) — Au(Yi@n) = Ry (Yi@,) — AL(Y; 2,)

= =R (Vi)' + A, (Y;2,)' = =D" | (3.122)

es decir: La distribucion causal es anti-hermitiana. Esta propiedad puede mantenerse
en el proceso de divisién: Sea (R, 1; A,,.1) una solucién al problema de divisién. Sus

partes anti-hermitianas,

Ry = %(Rn,1 —Rl)=-R.s y Aus:= %(An,1 — Al ) =—A.. , (3.123)
constituyen también una solucidn, pues debido a la Ec. (3.122):
DI =D, . (3.124)

1 1
Rn,2 - An,Q = é(RnJ - An,l) - E(Rjz,l - ALJ) =
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Luego, si usamos la solucién anti-hermitiana, de la Ec. (3.119) se sigue que:

To(X) = —Ao(Viz) — AL (Yia,) = Apa(Yia,) — ALY 2,) = To(X) |
(3.125)

que es la tesis que estdbamos probando. ll

Una observaciéon: Hemos colocado ya de inicio que la distribucién 7;, es simétri-
ca —tiene argumento X—. En lo general, como ya hemos dicho, esto no es cierto; el
teorema nos asegura que 7, (z1;- - ; x,) puede ser construido unitario; el proceso de

simetrizacion aplicado después no destruye esta propiedad.

Otra observacion: La Ec. nos informa de lo siguiente: Cuando el orden
singular es negativo, la solucion obtenida debe ser automdticamente la solucién her-
mitiana, pues esta es unica. Cuando el orden singular es no-negativo la solucion no
es unica, pues contiene términos de normalizacion; la Ec. nos dice que estos
pueden ser elegidos de forma que la solucién sea anti-hermitiana. Luego, el axioma de

unitaridad es una condicién fisica que impone ciertas condiciones de normalizacion.

3.7. Factorizacion de los polinomios

en la distribucion causal

Cerramos este capitulo con un resultado que simplifica notoriamente la aplicacién

practica de las formulas de division obtenidas.

Teorema: Sea d(p) una distribucion causal. Si d(p) puede ser escrito como d(p) =
ped, (p), para algin multi-indice a, entonces 7(p) = p*t1(p), con 71(p) la parte retar-

dada de d,(p), es una parte retardada de d. o

Demostracion: Realizaremos la prueba de este Teorema dividiéndolo en partes,
segun los valores de los 6rdenes singulares w y w; de las distribuciones d y d;, res-
pectivamente. De la Ec. (3.91) se sigue que ellos estdn relacionados por la férmula:

w = wp + |al, y asi se cumple siempre que w > wi, lo que limita el ndmero de ca-
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sos a tres. Consideremos ademads que p € Fi\afi; el resultado puede entonces ser

generalizado para impulsos p cualesquiera por continuacion analitica.

Caso 1: El caso més simple es aquel en el que sonw > 0y w; = —1. Como estamos

considerando un impulso del tipo-tiempo, es dada por la Ec. (3.116)). Tendremos que:

TAO(p) _ dt t|a|pad1 (tp)

0 (t — iAO+)lrlHal+1(1 — ¢t 4 5 \0+)
— ai J dt dl (tp)
R t — A0l 1 (1 — ¢ 4 §A0T)

= p'r(p) . (3.126)

En este caso, vemos, la relacion se establece incluso entre las respectivas soluciones

centrales (o unica, cuando w; = —1) de las distribuciones d y d}.

Caso 2: El siguiente caso que analizaremos serd aquel en el que son w < 0y (en
consecuencia) w; < 0. La Ec. (3.100) dice entonces que:

i [ dt(tp)*di(tp)
"p) = QW)\J 1—t 4N+

i dttlldy (tp)
—pt ) | — 3.127
P ox fl—t+z’)\0+ (3.127)

Realicemos una rotacion en R™ de tal suerte que el impulso p adopte el valor p =
((po;0);0;-- - ;0). Por otra parte, usando de la férmula del binomio de Newton, pode-
mos escribir —note que, debido a la reduccidn recién hecha, pasaremos a escribir los

multi-indices como sendos nimeros—:

7= (1—(1—1t)°

Separando el sumando con b = 0, que es igual a la unidad —y cuyo reemplazo en la Ec.

(3.127) nos permite identificar la distribucion 71 (pg)—, en el resto de términos habra
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siempre un factor (1 — t) que se cancelara con el denominador en la Ec. (3.127)). Asi

tendremos que:

I(~1)

. . N al( i 5 b—1
#(po) = pr(po) + 8 > L f dtdi(tp)(1— )" . (3.128)
= bl(a—b)! 2w

Realizando la substitucién ¢ = tp, y renombrando el indice b de tal forma que el

sumatorio en €l comience en b = 0:

o an a—1 © a’!(_1>b+1 i d d 1 q ’
(po) = Pi71(po) + P bzg] b+ D)l(a—b— Wﬁj qd1(q) ( - p_o)

(3.129)

Finalmente, aplicando otra vez la férmula del binomio de Newton, ahora sobre (1 —

q/po)°, obtenemos el resultado final:
a—1

~ an - a!(_1)b+c+1 i 7 c a—c—1
P(po) = P71 (po) + ;}Z}) ((b +D)(a—b—1)ld(b-c)l2r qudl(‘m ) 0
e (3.130)

Como las expresiones interparentéticas independen de pg, estos términos adicionales
constituyen un polinomio en p, de coeficientes constantes, y por lo tanto el sumatorio
completo tiene soporte puntual (en el espacio real). Luego, la diferencia entre #(pg) y
pér1(po) es una distribucién de soporte puntual, que puede ser modificada por norma-

lizacion. Se sigue la tesis del teorema.

Caso 3: El ultimo caso es aquel en el que w > 0y w; < —1. Aqui el procedimiento
es andlogo al caso 2, teniendo en cuenta que el exponente de ¢ en el integrando se
reduce debido al denominador en la férmula para w > 0. Explicitamente, en lugar de
la Ec. tendremos —una vez hecha la rotacién en R™—:

. Wi dtt7d, (tpo)
7(po) = pO%AJﬁ ;o= —(lwi]+1)>0 . (3.131)
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Separando un factor pJ:

dttd, (tpo) ] (3.132)

- a—ao (ea /L
(o) = 1 [po 5 f T tx 0"

Ahora el procedimiento del caso 2 puede ser aplicado idénticamente al factor entre

corchetes. El resultado es:

o—1 b O.[(_1)b+c+1 i . .
A — 05 . — | dod c a—c—
#(po) pO“(pOH;O;J ((b T D)o —b—Dldd— )l 2r J adi(9)q > 0
(3.133)
Con las mismas conclusiones que en el caso 2, esto concluye la prueba. B

Es ya evidente que el resultado recién encontrado permite factorizar ya no sola-
mente monomios en p, sino también polinomios, pues las relaciones de dispersion son

operadores lineales en la distribucién causal.
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Capitulo 4

Interaccion de Yukawa

4.1. Modelo fenomenologico de Yukawa

El modelo de Yukawa nacié para la descripcion entre los mesones y los nucleones,
considerados estos como particulas «elementales >>|11 El interés por esta interaccion, des-
de luego, se debe a que ella mantiene a los protones y neutrones unidos en el nucleo
atomico. Diversos fragmentos de la historia del desarrollo de esta teoria pueden encon-
trarse, por ejemplo, en las Refs. [65-68]]. En los parrafos siguientes queremos indicar

las principales ideas y hechos de la experiencia que permitieron su construccion.

Es bien sabido que fue Heisenberg [69]] quien propuso considerar a los protones y
neutrones como dos estados diferentes de la misma particula, denominada «nucleén»,
diferenciando ellos por una nueva propiedad interna a la que se llamé «iso-espin». El
estudio de la interaccion entre estas particulas llevo, por ejemplo, al desarrollo de la
teoria de Fermi de la desintegracion-/3 y la inclusién del neutrino [70]]. Empero, pronto
se vi6 que la energia de interaccion que podria obtenerse con esta teoria no es suficiente
para explicar la unidad del nucleo atomico [71]]. Frente a esta situacion, Yukawa [72]]
propuso una modificacién de la teoria de Heisenberg y Fermi de la forma siguiente:
Ademas de los procesos de emision de particulas ligeras como en la teoria de Fermi,
la transmutacion de los nucleones puede también generar la emision de una particula
masiva. Si la probabilidad de ocurrencia de estos ultimos procesos fuera mucho mayor
que el las interacciones de Fermi, entonces la energia de ligadura seria capaz de man-

tener a los nucleones unidos, al tiempo que la probabilidad de emision de las particulas

'Y que, de facto, lo son para este modelo, como se probara en el Cap. @



ligeras no seria esencialmente afectada. En relacion con esto, Yukawa observé que un
potencial de corto alcance, como aquel capaz de mantener a los nucleones unidos, esto

es, de la forma

U~ , 4.1)

puede obtenerse como la solucidn estatica esféricamente simétrica de la ecuacién
(04 3*)U = 0, de cuya comparacion con la experiencia (particularmente, de los valo-
res del defecto de masa del deuter6n) consiguid, ademads, estimar el valor del parametro
# ~ 5 x 10712 ecm~!. Como la ecuacién del potencial de Yukawa se identifica con la
ecuacién de Klein-Gordon-Fock con 3¢ = mc/h, resulté natural, en la teoria cuanti-
ficada, asociar a la mediacién de semejante potencial la existencia de una particula,
nombrada por Yukawa «U-quantum» o «heavy quantum», cuya masa seria aproxima-
damente docientas veces la masa del electron. Yukawa propuso asi que la interaccion
inter-nuclednica se debiera a los procesos virtuales N <> N’ + 7, con N, N’ descri-
biendo a los nucleones y 7 la particula de Yukawa. El acoplamiento de tal interaccion
propuesto por Yukawa fue:

Hy~NN7m . 4.2)

Por supuesto, la conservacion del momento del impulso y el cardcter fermiénico de los
nucleones exige que el U-quantum exhiba la estadistica bosdnica, pero no habia atin
motivos para decidir cudl espin entero €l debia poseer. El propio Yukawa atribuye a la

mera simplicidad su adopcién del campo escalar.

El siguiente paso en el desarrollo del modelo provino de los experimentos de Tu-
ve, Heydenburg y Hafstad [73]], quienes realizaron procesos de dispersion de protones
por protones, probando que la interaccion entre ellos es atractiva y de igual intensidad
que la presente entre protones y neutrones. Estos resultados llevaron a Kemmer [74]
a establecer la independencia de la carga eléctrica de las interacciones nucleares en
1938. Pero no solamente: En la teoria original de Yukawa solo habia dos particulas

mediadoras, cada una de carga eléctrica e, con —e la del electron, que obraban en la
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transmutacion de los estados nuclednicos; la interaccion de los nucleones de la misma
especie, entonces, ocurria solo al segundo orden (por doble proceso de transmutacion),
con consecuencias notables en la intensidad de las mismas [75]]. A similares resultados
lleg6 Wick [76] al estimar el alcance de la interaccion valiéndose de las desigualda-
des de Heisenberg: si hubiera solamente particulas de Yukawa cargadas, entonces el
alcance del potencial entre dos nucleones iguales seria alrededor de la mitad del que
se presenta entre los nucleones diferentes. Tales divergencias del modelo original con
los factos del laboratorio llevaron a Kemmer a postular la existencia de una particula
de Yukawa adicional con carga eléctrica nula, con la cual la hipétesis de la indepen-
dencia de la carga eléctrica es completamente satisfecha. A la teoria con tres particulas

mediadoras de la interaccion nuclear se dio el nombre de «teoria simétrica».

Como a la sazén no habia todavia certeza en relacion al tipo de particula que serian
los portadores de la interaccion nuclear, también Kemmer [77] estableci6 la posibili-
dad de que las particulas de Yukawa fueran pseudo-escalares, al tiempo que analiz6
la posibilidad de que fueran vectoriales, pseudo-vectoriales, e incluso tensoriales an-
tisimétricas del rango dos. Curiosamente, Kemmer eligio a la teoria vectorial como la
mads apropiada para dar cuenta de la interaccion nuclear al comparar sus predicciones
tedricas con la evidencia experimental relacionada al estado basal del deuterdn, y asi
también Yukawa, Sakata y Taketani [[78]] desarrollaron la idea. En este tltimo articulo
se estudid, ademas, el problema del momento magnético del protén y el del neutrdn,
cuyos valores experimentales distan en buena medida del predicho por la ecuacion de
Dirac. Este problema ya habia sido levantado por Wick [[79], quien lo abordé con la
teoria de la desintegracion beta de Fermi; su resultado, no obstante, no fue positivo,
pues las correcciones que obtuvo eran demasiado pequefias para explicar los valores
observados. Este mismo problema fue abordado desde la teoria de Yukawa por Take-
tani [[80], Bhabha [81] y por Frohlich y Heitler [82]; estos ultimos afirmaron que los
resultados experimentales pueden explicarse con una particula con masa del orden de

magnitud de cien veces la masa del electrén si las particulas de Yukawa tienen espin
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cero. Esta fue una primera sefal de que la direcciéon tomada al construir una teoria

vectorial no era la correcta.

La teoria vectorial luego presentd otro problema: Segun ella, las fuerzas no cen-
trales entre el protén y el neutrén serian tales que el deuterén deberia tener un mo-
mento cuadripolar eléctrico positivo. Las mediciones experimentales, por otra parte,
mostraban que él es negativo. Crucial en este sentido fue la contribucion de Rarita y
Schwinger [[83]], quienes en un detallado estudio del deuterdn, realizado en 1941, mos-
traron que el modelo pseudo-escalar preveia los signos correctos tanto para las fuerzas

nucleares cuanto para el momento cuadripolar eléctrico del deuterdn.

La teoria, asi, ya tenia la capacidad de describir adecuadamente los fendmenos co-
nocidos. Cuanto a la observacion de la particula de Yukawa, las principales busquedas
se direccionaban hacia el estudio de los rayos césmicoﬂ pues se esperaba que las
particulas de Yukawa fueran parte de la componente dura de su cascada secundaria.
Las observaciones, con todo, fueron desalentadoras, pues los valores medidos de cier-
tas cantidades como la vida media y secciones de colisién no se correspondian con
las estimaciones tedricas. Esto suscitd el aparecimiento de la llamada «hipétesis de los
dos mesones» [84], segin la cual los «mesones >>|ﬂ presentes en la componente dura de
los rayos césmicos al nivel del mar no estidn directamente conectados con las fuerzas
nucleares, sino que son producidas en el decaimiento de mesones mdas pesados que,

ellos si, son los que interactian fuertemente con los nucleones.

La hipotesis de los dos mesones fue comprobada en 1947 por el equipo experi-
mental liderado por Powell [85]. Al afo siguiente, Gardner y Lattes [86] produjeron

artificialmente los mesones, permitiendo su estudio controlado y confirmando la men-

2Ellos son particulas de altisima energia, principalmente electrones, protones, particulas alfa y, en
menor medida, nicleos de otros dtomos, que, origindndose en el Sol, en otras partes de la galaxia e
incluso fuera de ella, producen una cascada de particulas secundarias al impactar contra la atmésfera
terrestre. Los rayos cosmicos que llegan a la superficie del planeta se dividen en dos componentes: La
componente suave, incapaz de atravezar materiales densos, y la componente dura, capaz de hacerlo.

*En aquel tiempo, nombre que se daba a las particulas con masa intermedia entre aquella del electrén
y la del proton. Diferente es la denominacién actual, que asigna este nombre a las particulas compuestas
por un cuark y un anti-cuark de color y carga contrarias.
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cionada hipétesis. El nuevo esquema fue entonces incorporado [87]], y en el tiempo
que corre llamamos leptén p, de espin 1/2 y carga eléctrica —1, al mes6én mas ligero
detectado en la componente dura de los rayos césmicos secundarios, mientras que a
las particulas de Yukawa, de espin cero y carécter pseuso-escalar, se dio el nombre de
«piones»: w7, m y 7.

La teoria de esta forma construida se puede escribir mateméaticamente en el forma-
lismo del iso-espin, introduzido por Cassen y Condon [88]]. Los nucleones son descri-
tos por un doblete de espinores del grupo de las rotaciones en el espacio del iso-espin,
U, mientras que los piones constituyen un triplete del mismo, 7. Dichas rotaciones,
en el espacio bi-dimensional, son generadas por las matrices de Pauli 74, 75 y 75. La
densidad lagrangiana de interaccidn invariante frente al grupo de las rotaciones en el

espacio del iso-espin es asiﬂ:
L =ig U1V .- 4.3)

Por simplicidad, en la presente tesis restringiremos la atencion al llamado «modelo

neutro»:

L =ig Py Pe: (4.4)

con 1) y ¢ espinores de cuatro componentes, y ¢ un campo pseudo-escalar real de
una sola componente. Como ha sido dicho en la Ref. [27]], este modelo simplificado

mantiene los elementos principales de la teoria mas general.

4.2. Distribucion de transicion del primer orden

Si bien ya adelantamos en la Ec. (4.4) cudl serd el modelo que estudiaremos, de-

seamos todavia ofrecer al lector un breve analisis sobre los tipos de términos de inter-

“Esta es la densidad lagrangiana de interaccién que ya habfa sido escrita por Kemmer en la Ref. [77]
(si bien en su forma hamiltoniana), mientras que en la Ref. [[74]] atn utilizaba la matriz identidad en
lugar de la v°, asumiento mesones escalares.
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accion que podrian, en principio, constituir la distribucién de un punto, 7} (x). Eviden-
temente, ella deberd ser construida respetando las simetrias exhibidas por el operador
de dispersion, pues las simetrias de 77 () serdn preservadas en los siguientes 6rdenes
mediante una eleccién adecuada de los términos de normalizacion. En este sentido, la
construccién de T7(x) no es diferente de la construccién de la densidad lagrangiana de
interaccion. Consideremos, pues, un campo fermidnico, ¢/(x), y un campo neutro de
espin cero, p(z).

El primer resultado experimental que deseamos incorporar en el modelo es la in-
variancia frente a transformaciones de paridad. Las leyes de transformacién de los
campos cuantificados por esta, como por las otras transformaciones discretas, son dis-
cutidas en el Ap. @ Haciendo en ellas las elecciones de fases 7,(P) = € = 1y

ny(P) = i, tendremos:

Upy(2)Up' = iy%(z) , Upp(2)Up! = —ipT(z) , Upp(z)UR' = ep(x) . (4.5)

Aqui, € = +1 si ¢ es un campo escalar, y € = —1 si es pseudo-escalar. De esta forma,
los siguientes términos de interaccidon son posibles en una teoria invariante frente a

transformaciones de paridad’}
(1) pescalar: Yoo , Yy"0o,p , YY" Pdup , v -
(2) ¢ pseudo-escalar: 7> , Py ypIp , Yy ppdup , -+

Estamos usando aqui la siguiente definicién de la matriz v°:

7 =iyl (4.6)

Note el lector que el ultimo término es admisible en ambos casos; claramente, lo mismo

ocurre con todos los términos que posean una potencia par del campo bosdnico, siendo

>Note que, como Up es lineal y unitario, la dltima igualdad en la Ec. (#.3) implica que O, es un
vector si ¢ es un campo escalar, y que es un pseudo-vector si es un campo pseudo-escalar.

77



que entonces el nimero de derivadas presentes y el de corrientes, vectoriales o axiales,

deben equiparar sus efectos.

Consideremos ahora otra simetria observada: La invariancia frente a la conjugacién
de carga eléctrica. Esta transformacion es realizada por el operador lineal y unitario

U, que actda sobre los operadores de campo segﬁrﬁ

Uct(z)Ug! = C(2)", Uct(2)Uc' = —u(2)"C", Ucp(2)Ug' = p(a) .
4.7)
En estas ecuaciones, C' es una matriz unitaria (C'C' = 1) con las siguientes propie-
dades: CT = —C, C'4"C = —*T —véase el Ap.|D|para mayores detalles—. Frente
a esta transformacién, la corriente vectorial ¢/t cambia su signo, mientras que la
corriente axial 1)7°v*1) se mantiene la misma. Esto reduce las posibilidades anteriores

a las siguientes:

(1) pescalar: v , Yp? - -

(2)  pseudo-escalar: py> i , Yy Pdup , - --

Finalmente, se puede verificar que estos términos poseen la invariancia CPT.

Como ya dijimos, estudiaremos la interaccion correspondiente a los términos mas

simples, y por eso escribiremos para el primer término de la interaccion:

R 1 ; sipesescalar
Ti(z) = —ig :0(@)lY(x): p(z) 5 I'= ,
in® : si es pseudo-escalar
(4.8)
con g la constante de acoplamiento de la teoria y :: , como otrora, denotando al

ordenamiento normal. La condicién de unitaridad del operador de dispersion al primer
orden implica que la constante g sea real —razén por la que la unidad imaginaria le fue

puesta al frente—.

En referencia al Ap. @ las elecciones de fases son aqui: 7, (C) = 1 = 1y, (C).
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4.3. Distribucion causal del segundo orden

Como lo hemos establecido en la exposicion de la teoria general, la construccion de
los siguientes Ordenes de la serie perturbativa es inductiva. Para hallar la distribucion

de dos puntos, debemos construir primero la distribucién causal del segundo orden:
Do(z1;29) = Ry(wy;m0) — AY(x1;29) (4.9)
con las distribuciones subsidiarias:
Ay(wis @) = Ti(e)Ti(z2) y  Ry(wr; o) = Ti(we)Ti(a1) (4.10)

Usando que T} (z) = —Ti(z) y la forma explicita de la distribucién de un punto [Ec.

(4.8)], obtenemos:

Ay (s ) = ¢° 2 (x)TP(a1) () TP(a2) 1 @(r1)p(xa) (4.11)

Estas distribuciones son escritas en forma normalmente ordenada por la aplicacion del

teorema de Wick (Ap.[C), con el uso de las siguientes contracciones de Wick:

Ga(@)00y) = —iSus (T 1)+ Ba(@s(y) = =i (y—2) ,  (@13)
P()p(y) = —iDi(z —y) (4.14)

Necesario es tener presente que las distribuciones D y S que aparecen en estas ecuacio-

nes estdn asociadas a las masas ms y my, respectivamente. Encontramos que, usando
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la coordenada relativa y := xq — xo:

Ay(wr;w) =0° { 1 (@) T (@0)P(22) T (a2) 2 +i 2 (w0) S (—y)T(1) :
—i (@) DS, (y)T(22) 2 —Tr[S-(—y)T'S, ()T}

x [ro(@)p(re): —iD(y)] (4.15)

Ry (x1; x2) :92{ ()T (1) ()T (22) 1 +i 2 (21)DS_(y) T (w2) :
—i 2 (2) TS (—y)Tp(21) s —Tr[S_(y)T'S;(—y)T]}

< [p(e)p(as): —iDo(—y)] . (4.16)

De esta manera, substituyendo los resultados recién obtenidos en la Ec. (4.9), agrupan-
do convenientemente los términos y usando que D, (—y) = —D_(y), obtenemos la

distribucién causal del segundo orden:

Do(w1;x2) = (DgNN) + DN L pd L p D§V>) (z1:29) 4.17)
con:
DN (w15 m9) = ig® 2 (x) T (1)) (22) T (22) = D(y) (4.18)

describiendo la dispersion de dos nucleones,

D™ (w13 25) =ig” (:(a)TS)T(n) s — ()T S(—y)Teo(a1) :)

X tp(ar)p(xs) : (4.19)

describiendo la dispersion de un meson por un nucledn,

DY (w13 m0) = —g” sp(ar)p(az) : Tr[S_(y)D S (—y)L — S_(=y)LSL (I |
(4.20)
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DY (w15 12) =g° +0(x)T (S (y) Do (y) — S_(y)D_(y)) Tp(2) :

— g 2 0(@2)T (84 (=y) Dy (~y) = S-(~y) D_(~y)) Tb(an) :
4.21)

describiendo, respectivamente, la auto-energia del meson y la del nucleon, y, finalmen-

te, la distribucion:

Dy (w1 m2) = —ig”Tr [S_(y)DS4 (—y)TD_(y) + S_(—y)T S ()T D, (y)] (4.22)

que no representa a ningln proceso fisico, pues no contiene en su expresion a ningin
operador de campo cuantificado (vacuum graph). En el siguiente capitulo nos ocupare-
mos del estudio de los términos de auto-energia y sus implicaciones en la propagacion

del campo.
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Capitulo 5

Auto-energia del meson y del nucleon

y sus propagadores completos

El capitulo que ahora iniciamos tiene por finalidad el estudio de las correcciones
radiactivas del modelo de Yukawa en el segundo orden. Este nombre se da a aquellos
términos de la serie perturbativa que modifican la propagacion del campo. En el segun-
do orden, como hemos aprendido en el capitulo recién pasado, estas provienen de los
términos DéM) y DV, caracterizados por exhibir cada uno apenas dos operadores de
campo cuantificado sin contraer: dos mesones en el primer caso, dos nucleones en el
segundo; el cdlculo explicito de las distribuciones de transicién a que ellos dan lugar es
expuesto en las secciones 5.1y de este capitulo. Estos términos corresponden a las
correcciones radiactivas porque modifican el propagador del campo correspondiente

en los procesos de dispersion a drdenes mayores; a esto devotaremos la Sec.

5.1. Auto-energia del meson

La distribucion causal del segundo orden que corresponde a la auto-energia del
meson estd dada en la Ec. (4.20). Denotemos la distribuciéon numérica contenida en

DM (21; x5) por d(y), es decir, escribamos DS (z1; 25) = : p(21)d(y)@(x2) 2 , con:

d(y) = P(y) — P(=y) ; P(y) == g®Tr[S: (y)T'S_(—y)T] . (5.1)

Para efectuar la division de esta distribucién como lo exige el programa perturbativo

de Epstein y Glaser, iremos al espacio de los impulsos. Como P(y) es el producto de



dos distribuciones, su transformada de Fourier es dada por la convolucién:

~

Plg) = 2m)2¢? j R ERD I

= (2m) %’ fd‘*pTr [(p+ m)C(p— ¢ +m)T] Dy(p)D_(p—q) . (5.2)

La traza en esta expresion es calculada usando que 7#I" = e['y*, asi como que ['? = ¢:

Tr [(p + m)D(p — ¢ + my)T| = 4 ((p* — pqg) + em3) . (5.3)

Siendo asf, al reemplazar D (p) = +i(27) " O(+po)8(p> — m?2) en la Ec. (5.2), obte-

nemos:

P(q) = 2(2m)~"g? [2(1 + e)m? — ] I(q) , (5.4)

con:

1(q) = f d'pO(p0)O(do — po)S(w? — m)S( — 2pa) (5.5)

Aqui los soportes de la distribucion delta de Dirac y de la funcién de Heaviside impli-
can que p,q —p € V*,dedonde ¢ = p + (¢ — p) € VT, y entonces existe un sistema
inercial de referencia en el cual ¢ = (qo; 0). La integral /(q) se simplifica grandemente

en tal referencial (denotamos E, = ++/p? + m?):

I(g) = f 200 (p0)0 (a0 — po)d (2 — E2)3(a2 — 2podo)

— L ool - 4m) j 125 (5, - 2)

4qo 2
_ _ 2 _ 2 _q
= -6lw)Olg 4m?) JdE A B2 —m25 (E )
T Am?
— Te(q0(d — i)y 1 -
dp
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Regresando al sistema general:
™
I(g) = 56(q)O(q" —4mp)y [1 = —= . (5.6)

Substituyendo este resultado en la Ec. (5.4), y después en la Ec. (5.1)), 1a distribucién

causal en el espacio de los impulsos es:

~ 1 4m?

d(p) = 5(27)73925&’“(270)@(2?2 —4mi) [2(1 + e)m? —p?*] 4 /1 — N (5.7)

El orden singular de esta distribucién es w = 2 > (. Sin embargo, usando del Teorema

presentado al fin del capitulo |3} sera util factorizar de él un polinomio del segundo

grado:
~ 1 ~
d(p) = 5(2m)*g* [2(1 + )mi —p*| di(p) , (5.8)
con:
) 2 2 4m3
dl(p) = sgn(po)@(p — 4m1) — 7 R (59)

pues entonces serd suficiente efectuar la division de esta distribucién, cuyo orden sin-
gular es w [dl] = (, y cuya parte retardada, en consecuencia, se calcula por la relacién

de dispersion:

+00

L dy (tp)dt
ri(p) = %Sgn(po) J =0 ) (1=t +ip0?) (5.10)

—0

Substituyendo aqui la Ec. (5.9), vemos que debido a la presencia de la funcién de
Heaviside el polo aparente que la Ec. (5.10) tiene en ¢t = 0 no es tal. Pasando a usar la

variable s = p*t? y usando la férmula de Sokhotskiy [63] para tratar el polo en s = p?
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—correspondiente a ¢ = 1—, se obtiene:

o [ Y

4m1

ds + imsgn(po)O(p* — dmi)a[1 — —1

(5.11)

Aqui, V.p. significa «valor principal». La parte numérica de la correspondiente distri-
bucién de transicién, (p), es obtenida de 7(p) substrayéndole 7(p); esta operacién
tiene el dnico efecto de cambiar sgn(py) por 1 en el segundo término de la Ec. (5.11).

Como consecuencia, si definimos:

Ti(p) := it(p) = i [F(p) — ¥ (0)] , (5.12)
entonces:
fi(p) = — g°mi [2(1+¢) 14 02T +ir0(p* — 4m2)4 1 mi (5.13)
p) = 22 € P 1mO(p mi
con la integral:
+00
2
J := Vp. J s o (5.14)
s(p? — s) s
4m%

Esta integral puede hallarse con el uso de la substitucién de Euler [91]:

s (1+ x)? ds 1—x? 4mi  1—x

)
— = O<z<l), —5 =~ d 1—
m3 T (0<z )’m% 2z s 1+az’

(5.15)

y definiendo el parametro £ por:

2 &2 /1 _ 2 _
p—2=—(1 ) , €= Lo dm/p - 1 (5.16)

mi 3 /I dAmipr 41
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Entonces:

1 dr(1l —x)?
' m%V‘P'Of I+ P+ a1/

(5.17)

Note el lector que, como estamos trabajando con impulsos del tipo-tiempo —que es
lo que permite usar la relacién de dispersion para calcular la parte retardada de la
distribucién causal—, el pardmetro £ puede adoptar diversos valores. Hay dos partes en

las que es menester dividir la region de integracion:

(1) Cuando 0 < p? < 4m?: En este caso es £ € C\R con [¢] = 1 —y, por lo tanto,
las mismas propiedades tiene el nimero 1/¢—, de manera que en la Ec. (5.17) no hay
polos y el valor principal puede ser descartado. Ahora podemos resolver esta integral

descomponiendo su integrando en fracciones parciales:

dx(1 — x) RS 1+¢ 11 4
(1+2)(z+&(x+1/8) (1—5)2[1—€($+1/€ x+§>+(1+x)2]'

La integracion se vuelve entonces elemental'}

¢ 1+¢
J = Tp—aY {1_§log(£)+2} . (5.18)

Substituyendo en la Ec. (5.13)), encontramos:

~ 2
(p) == [2(1 + m? — p?] {1 tglog(ﬁ) + 2} . (5.19)

Como |£| = 1, podemos representarlo de la forma polar, como:

. 0\ 2
€=¢" p* =4m?sen (5) . (5.20)

f“d\

Teniendo en cuenta que, en el plano complejo excepto en el semieje real negativo, J =: log(z
1

«por definicién» (véase, por ejemplo, la Sec. 1.5 de la Ref. [94])).
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Entonces:

1+¢ [ 4m? B Am?

y la auto-energia del mesén adopta la forma:

(5.22)

Este caso es muy importante, pues contiene a la capa mdsica p*> = m3, una vez que la

masa del meson es menor que la del nucledn.

(2) Cuando p? > 4m?: En este caso £ €] — 1; 0[. Usando nuevamente la expansién
en fracciones parciales, esta vez el factor x + £ en el denominador representa un polo,

lo cual explica la contribucion del término que acompaia a la funcién de Heaviside en

la Ec. (5.13). El resultado es:

. 2 1+¢ . 4m
i(p) :2(;)4 [2(1 + )m? — p?] {1_§1og(|g|)+2—m/1—%} . (5.23)

(3) Por completitud, mencionamos que, como ya habiamos anticipado, el caso del

impulso del tipo-espacio se obtiene por continuacion analitica [60,|94] de los casos
anteriores. La Ec. (5.19) rige en esta region, con £ €]0; 1[. Finalmente, los casos limite
p? = 0, 4m? que separan a las diferentes regiones no representan un problema, pues

los limites laterales en estos puntos coinciden.

5.2. Auto-energia del nucleén

Consideremos a continuacion la auto-energia del nucledn, cuya distribucion causal
en el segundo orden se ha mostrado en la Ec. (4.21)). En ella, podemos ver, la segunda
linea se ha obtenido de la primera por el mero intercambio de las coordenadas z; y 2o,

razon por la que nos concentraremos apenas en el célculo de la primera. Denotemos
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por d(y) a la distribucion numérica

d(y) = g’T'[d, (y) +d-()]T; dily) = +5:(y) D (y) - (5.24)

Necesitamos obtener la transformada de Fourier de d(y). Empezando con d_(y), su

transformada de Fourier es la convoluciénde S_y D_:

d_(p) = —(2m) Jd“q@ (@)D-(p—q) - (5.25)
Usando que
S (q) = —%(g +m1)0(—¢")d(¢> —m7)
D_(p—q) = —%@(q0 )0 ((p—q)* —m3) , (5.26)
obtenemos:
d_(p) = @m) " [miLi(p) + 7" Bu(p)] (5.27)
Ii(p) = jd4q@(q0 —p")0(=¢")6(¢* = m)é ((p — ¢)* —m3) , (5.28)
Ly (p) = Jd4qu®(qO —p°)0(=¢")o(¢> —m})s ((p—q)* —m3) . (5.29)

Con el objetivo de facilitar el cédlculo de estas integrales nos moveremos al sistema
inercial de referencia en el que es p = (po; 0). Este existe porque, debido a los soportes
de las funciones de Heaviside y de las distribuciones delta de Dirac, tanto q cuanto p—q
estdn en V', de donde su suma p = g + (p — ¢) también estd contenida en V' ~. En tal

sistema de referencia:

(p—q)> —m3 = p§ — 2poqo + (m] —m3) (5.30)
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1

q

O(—¢")o(¢"> —m3}) =

con la definicién E, := ++/q? + mi.
Empezamos con [;. Substituyendo las Ecs. (5.30) y (5.31) en la Ec. (5.28)) e inte-

grando en la variable ¢q:

dq
= J 55 OBy —p0)d (65 + 2E;po + (m} —m3)) . (5.32)
q
El soporte de la distribucién delta de Dirac esté en el punto py = —F, & 1/q> + m3.

Pero, por la presencia de la funcion de Heaviside: py < —£,, y es necesario elegir el
signo negativo en la solucién para py: py = —E, —+/¢? + m3. Igualando esta solucién

con la definicién de £, [ver la Ec. (5.31))] llegamos a la desigualdad:

2 9y .9
(my 27;2) o \J@+m2>m,. (5.33)
0

Si asumimos, como venimos haciendo, que m; > ms (desigualdad que se satisface

para nucleones y piones: my > m,), entonces la Ec. (5.33) se equivale a: p2 > (m; +

my)?. Finalmente, como py < 0:

1 2+ (m? —m?
5 (9 + 2Epo + (mi —m3)) = m& (Eq _ R (2|plo| 2)) . (5.34)

La integral /; es por lo tanto:

Do Po

I = g@(—po)@ (95 — (my +my)?) \/1 -

Calculamos ahora I, (p). En el electo sistema inercial de referencia el integrando

de la Ec. (5.29)) es impar para y = 1,2,3, y asi I; = 0. Para u = 0, por otra parte,
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siguiendo los mismos pasos dados en el célculo de [;:

Ing :Z@(—po)@ (02 — (m1 +ms)?) (1 TR

2 2 2 2 _ 22
< \/1— (i tmy) | (g —mi)” (5.36)
Do Po

En forma covariante, las Ecs. (5.33) y son:

Su substitucién en la Ec. (5.27) lleva al resultado:

d_(p) = (2m)™* {ml + ’; (1 + M) } Li(p) . (5.39)

p2

Para d_ (p) [ver la Ec. (5:24)], el resultado es similar:

L0) = o {m+ 8 (10 P ). a0

Reemplazando las Ecs. (5.39) y (5.40) en la Ec. (5.24)), y usando que v*I" = el'y*,

asi como que ['? = ¢, encontramos que:

~ 92 p m2 _ m2
Ap) = = Jrpmpsen(eo)® (" = (mn +mo)’) {Eml 3 <1 T >}
. \/1 23 j m3) | (m3 —4m%)2 ' (5.41)
p p

Esta es la distribucion causal que debemos dividir. Su orden singular es w = 1 > 0.
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Como vemos, sin embargo, un polinomio del tercer grado puede ser factorizado de €l

cf(p) = — [em1p2 + g(pZ +m3 — m%)] d, (p) , (5.42)

con:

2 p4

~ 2 2 2 02
dy (p) =sen(po)© (p2 ~(ma+ m2)2) pi\/l _ 2(mi + m3) n (m3 — m7)? (5.43)

El orden singular de esta distribucién es w [cﬂ] = —2, de manera que su parte retardada

(dnica) es calculada por la férmula:

+oo
Pp) = 5-sen(p) f % | (5.44)
—
Substituyendo aqui la Ec. (5.43)), encontramos:
R , . W \/52 —2(m?2 + m2)s + (m3 — m?)?
r(p) = i(2m) J 07— 5+ ipo07) ds . (5.45)
( )?

mi+ma

La parte numérica de la distribucién de dos puntos, T(N), es obtenida por la substraccion
de 7'(p) de 7(p), el tnico efecto de lo cual es cambiar, en el denominador del integrando
de la Ec. (5.43), ipo0* por i0*. De acuerdo con esto, definiendo la auto-energia del

nucleén como

~

S(p) = it(p) = i (F(p) — 7(p)) (5.46)

y usando la férmula de Sokhotskiy para tratar los polos —que existen cuando p* >
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(my + my)?~, la auto-energia del nucledn es:

2
& g9
X(p) = 42y lﬁmlpz + g(pQ +mi — m%)]
2 2 2 2 _ 22
x {Jl — 70 (p* — (my + m»)?) \/1 _ 2Amitmy) | (mg =) } L (547)
p p
con J; la siguiente integral:
3 2 2 2 2 2\2
—2(m? + + (mj —
Ji = Vp. J I Pmy)s Hm )’y (s48)
s*(p* — s)

(m1 +m2)2

Desde que el polinomio bajo el signo radical en J; tiene raices reales (m; £ ms)?, po-
demos usar la tercera substitucion de Euler [91] para calcularla. Usaremos la variable

x relacionada a la s por:

2
s = ,0<x<1. (5.49)

Entonces

5 9 5 g T B Imimexdx
\/32 —2(mi +m3)s + (mj —mi)? = 4m1m2m , ds = e R
(5.50)
y J1 se convierte en la integral de una funcién racional de z:
J— 32mim3
(m1 —ma)* (p? — (M1 — m2)?)
1
2d

* V.p. rar (5.51)

R = o
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Aqui hemos definido la constante:

2
o = M =1, (5.52)
(M1 — my)

A continuacién debemos distinguir dos casos, de acuerdo al valor que adopta la

variable p?:

(1) Si p? < (my — my)? 0 p* > (my + my)?, definimos:

p* — (mq + m2)2

b’ = , 5.53
p? — (m1 —my)? (5
de manera que:
2,2 ; 2
o 32mims; V f dz
LT T i —ma (02— (1 —m)?) )+ )2z — a)2(z + b)(z —b)
0
(5.54)

Ya J; puede ser resuelta por descomposicion en fracciones parciales. El resultado es:

32m2m3 1
(m1 —mp)* (p? — (my —m2)?) 2(? — a?)?

v —a? 1+ a? + b? a+1
1 — ] - 1 . .
x{a2_1+bog(1_b> 5 0g<a_1>} (5.55)

(2) Si (my —ma)? < p* < (my + my)?* —este intervalo contiene el importante caso

J1 =

en que p? estd proximo al valor m? que define la capa masica—, entonces definimos:

(my + my)? —p?

I
p? — (ml - m2)2

) (5.56)

con lo cual:

22dx
(x +a)?(x —a)?(z? + b?)’

32m2m2
J, = — 12 Vop.
LT T i — ) (2 — (i —ma)?) T

(5.57)

OHH
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que es igual a:

32m2ms3 1
(mq — mg)* (p? — (M — my)?) 4a(a® + b?)?

2 2
X {(bQ —a?) log (%) + 4abtan™! (%) — M} . (5.58)

Jy =

a?—1

Con J; dado en la Ec. (3.33)) o en la (5.38), dependiendo del valor de p?, la auto-
energfa del nucleén &(p) se obtiene como en la Ec. (5.47). Particularmente, vemos que
la auto-energia del nucledn es finita en la capa mdsica (p> = m?) como consecuencia

del valor no nulo de la masa del meson, ms.

5.3. Propagadores completos

Veamos por fin la forma en la que la auto-energia del campo cuantificado modifica
a la propagacién del mismo. Este estudio, por otra parte, permitird fijar los términos
de normalizacién de estas distibuciones, los cuales se presentan debido a que el orden

singular de ellas es no negativo.

5.3.1. Propagador completo del mes6n

Como la auto-energia del meson, Ec. (5.18)), posee el orden singular w = 2, su

expresion completa debe incluir sendos términos de normalizacion, de la forma:

II(p)

ﬁ(p) + Co + cup" + Cop?

I(p) + c,p" + b+ Cy(p> —m32) . (5.59)

Luego vemos que el término lineal en el impulso debe ser nulo, pues la interaccion
de Yukawa es invariante frente a transformaciones de paridad: ¢, = 0. Para fijar las
constantes b 'y Cy, por otra parte, estudiaremos la dispersién de dos nucleones con in-

serciones de auto-energia del mesén. Iniciamos con la Ec. (4.18)), que es la distribucién
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causal para el mentado proceso en el segundo orden. Como la distribucién numérica
que aparece en ella es la distribucion de conmutacion del campo (pseudo-)escalar, de
orden singular w = —2, su parte retardada serd precisamente la distribucion retar-
dada D™. Como, ademas, la distribucién subsidiaria retardada correspondiente tiene

por distribucién numérica a su parte de frecuencias negativas D_ [véase la Ec.

y recuérdese que D, (—y) = —D_(y)], la distribucién de transicién correspondiente
sera:

T (w1 22) = ig” +j(@) D" (w1 = 2)j(22) + (5.60)
en que:

D"(x):= D™(z) = D-(x) , j(z) =v(@)l().

La primera correccion a este proceso, proveniente de las inserciones de auto-energia
del mesén en su propagador interno, aparece en la distribuciéon de cuatro puntos,
T,(X), en donde hemos escrito: X = {x1;x9; x3;24}. Identificando las distribucio-
nes P(y) y d(y) definidas en la Ec. (5.1)), la distribucién causal correspondiente es

igual a:

DY (wy; -+ sw4) = @7 2 j(w1) DF (1 — w3) Py — 4) D" (g — 22)j (12) :
— g% :j(22) DY (zy — w4) Py — 23) DY (25 — 1) (1) :

= g% :j(x) D" (21 — 23)d(w3 — 24) DY (24 — 29)j(2) :
(5.61)

Como en esta ecuacién DY tiene orden singular negativo, no habra problemas al efec-
tuar la divisién de la distribucién d(x3 — x4) solamente, lo que ya serd suficiente para

asegurar que la distribucién completa tenga soporte en el cono de luz futuro del punto
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4. Obtenemos asi:

TiNN)(xl; S Xy) = ig* :j(xl)DF(xl — z3)1(z3 — x4)DF(x4 — 29)j(xg) ¢

(5.62)

La distribucion asi obtenida es utilizada en la construccion de la siguiente correccion,
que aparece en el término del sexto orden, y que se construye de forma idéntica. Como
es evidente que lo mismo ocurre en los siguientes 6rdenes, pues las contracciones que
se presenten al multiplicar estas distribuciones para obtener la distribucidn causal serdn
siempre las mismas, la distribucién de transiciéon completa para la dispersion de dos

nucleones, corregida por inserciones de auto-energia del meson, sera:
TN (215 29) =2 ig® 1 j(21) Diot(T1 — 22)5 () ¢, (5.63)

que es la ecuacion definitoria del «propagador completo del meson», D,,. Por la cons-

truccion hecha, vemos que ella es, en el limite adiabético, igual a:
Dot = D¥ + D« (I1+ DT') + DY « {T1 + [DF « (I + D))} + - -- (5.64)

El simbolo «#» aqui denota a la convolucidon. Pasamos al espacio de los impulsos por
aplicacion de la transformacién de Fourier, sirviéndonos del hecho de que ella mapea
la convolucién de las funciones (o distribuciones) Ay B a (27)? veces el producto de

sus transformadas de Fourier: A « b = (27)2AB [véase la Ec. (A26)]. As:

ﬁtot — DF + (27T)4ﬁFﬁﬁF + (2W)8ﬁFﬁﬁFﬁﬁF 4.

— D (1 + (27r)4ﬁf?tot) . (5.65)
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Substituyendo la expresién para D (p),

1

D (p) = —(21) 55—

’

obtenemos de la Ec. (5.65)) que la propagacién del mesén es modificado segtin:

1

Dunlp) = ~(amy™ (m3 — @np2fip)) +i0r

(5.66)

Este resultado nos permite estudiar las consecuencias del cambio de la normaliza-
cién de II(p), es decir, la injerencia de las constantes by C en la Ec. (5.59). Definimos

los coeficientes:

~ dIl
Bi= lim T(p), a:= lim (f) (5.67)
p24>m§ p24>m§ dp
Por virtud de la Ec. (5.59), entonces:
- dil
lim fi(p)=F+b, lim W) _ (5.68)

p2—om3 p2—m3 dp2

Ahora podemos imponer las siguientes condiciones fisicas:

(1) El pardmetro ms es la masa fisica del meson, o séase, el propagador completo
del mes6n posee un polo en el valor p* = m2. Segin la Ec. (5.68), esto implica
que:

lim f(p)=0 = b=-p, (5.69)
pT—my

(2) El parametro g es la constante de acoplamiento fisica de la interaccién. Como el
propagador total del meson serd multiplicada por g veces la corriente para ob-
tener la amplitud de transicion y, en ultima instancia, la seccion de colision del
proceso, el factor que acompaiia a p? en el denominador de lA)tot (p) divide efecti-

vamente a la constante g, cambiando su valor observable; luego la condicién de
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normalizacion impuesta se traduce en:

=0 = (0Cy=-—«. (5.70)

Las Ecs. (5.69) y fijan por completo los valores de b y C5. Ademas, como la
expresion explicita para la auto-energia del mesén [Ec. (5.22)), pues este es el resultado
para la regién continente de la capa madsica] es regular en la capa mdsica (no hay
divergencias infra-rojas), el cdlculo de los limites en la Ec. (5.67)) se identifica con la

mera evaluacion de I1 y su derivada en dicho valor.

5.3.2. Propagador completo del nucleén

Semejantemente a la subseccion anterior, determinaremos ahora las correcciones
que la auto-energia del nucledn le impone a su propagacion, estudiando para ello la
distribucién de transicion que corresponde a la dispersion de un nucleén por un mesén
con inserciones de auto-energia del nucledn. Recordemos a este propdsito que el orden
singular de la auto-energia del nucleén es w = 1, de acuerdo con lo cual la forma mas

general de la susodicha distribucion es:

S(p) = S(p) + Co + Cipp = S(p) + ¢+ Ci(p —m) . (5.71)

Limitando nuestra atencién a la propagacion del nucleén del punto z al z;, tomare-
mos en la Ec. solo la parte que reproduce esta situacion. Esta vez la distribucion
numérica se identifica con la distribucién de anti-conmutacién del nucleén, y su par-
te retardada es S™'. Substrayendo la distribucion subsidiaria retardada, que contiene a
S, tendremos que la distribucién de transicion del segundo orden para este proceso

es:
TSN (@15 1) = —ig® 2p(2)DSF (21 — 22)TY(@2)  sp(a)p(za): . (5.72)
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Las correcciones a esta distribucion en 6rdenes mayores se manifiestan primeramente

en el orden cuatro. La distribucion causal que le corresponde es:

DflMN)(xl; coosay) =g% ()08 (2 — 23)d(x3 — 24) ST (24 — 22)Tah(2) =

X tp(ry)p(xs): (5.73)

con d la distribucion numérica definida en la Ec. (5.24). Como, otra vez, los propaga-
dores S* tienen el orden singular negativo, w = —1 < 0, bastara realizar la division de
la distribucion d solamente, lo que asegurara que el resultado sea retardado en relacién

al punto 4. De acuerdo con la Ec. (5.46)), el resultado de esta operacién sera:

TN (s s ay) = —ig® 2 0(2) TS (21 — 23)S(25 — 24) ™ (w4 — 22)Th(22) 2

x tp(z)p(xe): . (5.74)

De modo idéntico se evalia la contribucion de los siguientes 6rdenes. Como resultado,
la distribucion de transicion completa para el proceso en estudio, modificado apenas

por las inserciones de auto-energia del nucledn, es:
TM(g1:29) = —ig? (@)D Se(1 — 22) T (22) 2 1 o(z1)p(z0) s, (5.75)
con el propagador completo del nucledn, Sy, poseyendo la expresion:
St =ST + 57+ (T SF) + ST+ (S [ST (TS} +---, (5.76)
cuya forma en el espacio de los impulsos es:

§t0t — 57 4+ (27T)4§F§]§F + (27T)8§F§]§F§§F 4.

= GF (1 + (27?)4§]§t0t) . (5.77)
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Escribiendo aqui la forma explicita del propagador de Feynman de este campo,

1

SF(p) = (Qﬂ)zm ,

obtenemos por resultado:

1

St(p) = (27) 2 - —
P— (m1 + (277)22(]9)) + 40+

(5.78)

Es claro entonces que las mismas conclusiones a las que llegamos en relacién con el
propagador completo del mesén pueden ser aplicadas al nucleén: El cambio de nor-
malizacion modifica la masa fisica de la particula (el polo del propagador completo),
asi como a la constante de acoplamiento fisica de la interaccion, esta vez debido al
coeficiente de p en el denominador, en el limite en el que p se aproxima a m;. Definase
los pardmetros:

d5i(p)

§ = pl_i)%l S(p) and k= pl_i%l i (5.79)

que como otrora se obtienen por la sola evaluacién de Y(p) y su derivada en la capa
madsica, una vez que no hay divergencias infra-rojas. Las condiciones fisicas de nor-

malizacién seran:

(1) El pardmetro m; es la masa fisica del fermién. Debemos demandar entonces que
sea:

lim S(p)=0 = c¢=—46. (5.80)

p—m

(2) Elpardmetro g es la constante de acoplamiento fisica de la interaccion. Entonces:

PC21(0)

—2 =0 Ci=—k. 5.81
poma dp = ! & ( )

Esto fija por completo los términos de normalizacién de la auto-energia del nucledn.

Finalizamos este capitulo con una observacion: Los términos considerados para la
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obtencion del propagador completo, ya del mesén, ya del nucleén, no son los tnicos
que contribuyen a los procesos de dispersion estudiados. Contribuyen también, por
ejemplo, las correcciones al vértice y las «auto-energias a n 100ps> Las primeras son
desconsideradas, pues no corresponden a correcciones al propagador de la particula en
estudio, sino a correcciones a la interaccion. Las segundas, en principio, no son des-
consideradas, pues si corrigen al propagador de la particula; el «propagador completo»
que hemos calculado bien debiera llamarse «propagador completo al primer orden» (o
«a un loop», en lenguaje convencional). En el caso mds general, las Ecs. (5.60) y
aun se mantienen vélidas, pero las distribuciones II y 3 contienen las contribuciones
a todos los 6rdenes. La imposicion de las condiciones fisicas de normalizacion no son
ajenas a este hecho, pero son posibles porque tanto II cuanto X las deben respetar a

todos los 6rdenes en g.

%Esto es, aquellas distribuciones que, poseyendo apenas dos operadores de campo cuantificado sin
contraer, como en los casos estudiados al segundo orden, no pueden ser descompuestos en productos de
estos conectados por propagadores de Feynman. En lenguaje convencional, nos estamos refiriendo a los
gréficos irreductibles [27]] de mayor orden.
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Capitulo 6
Estabilidad del vacio

y del sector de una particula

En el capitulo que ahora iniciamos fijaremos la consideracion en el quinto axioma
del sistema de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov, a saber, a la estabilidad del sector
de una particula y la del estado de vacio. Su version exacta ha sido enunciada en la
Ec. (3.T1)), y la perturbativa, en la Ec. (3.35)); esta tltima es la que usaremos en los
calculos explicitos. Con todo, sera util comenzar estudiando la primera. Lo primero
que deseamos mostrar es que si ¢ es un estado normalizado del espacio de Fock,

entonces:

S =0 < (B;S(g)P)=1 . (6.1)

La necesidad es evidente porque hemos asumido |®|? = 1. Cuanto a la suficiencia,
basta ver que (®; S(g)®) = 1 implica que S(g)® = ®+ ¥, con (®; ¥) = 0, de manera

que, como S(g) es unitario:
|17 = (S(9)®; S(g)®) = @] + (D: W) + (U5 D) + [ ¥[* (6.2)

de donde se sigue que |¥|? = 0, es decir, que ¥ = 0. El axioma de estabilidad puede

entonces ser refraseado de la forma que sigue. Escribimos S(g) = 1 4+ T'(g).

1) & = Q: Debe cumplirse que &, := (€2;7(g)2) = 0. Teniendo en cuenta los
productos de Wick que componen a T'(g), la inica posibilidad de que sea &g # 0
serd proveniente de los términos de 7'(¢g) que no contienen operadores de campo

cuantificado, esto es, de las distribuciones puramente numéricas.



2) & = (0; @meson; 0; - -+ ): Debe ser &g = (P;T(g)P) = 0. Esta igualdad solo

podria ser incumplida por accién de los términos en 7'(g) de la forma:
spllp: (g9) = Jd4x1d4xgg(x1)g(x2) sp() (g — x2)p(z2): . (6.3)

3) ¥ = (0; ¥nuctedn; 0; - - - ): Es preciso que sea &y := (V;T'(g)¥) = 0. Ahora solo

podria ser & # 0 por virtud de los términos en 7'(g) de la forma:
EDNTE (9) = fd4x1d4x2g(x1)g(:c2) :E(ml)z(xl —x)(ze): . (6.4)

Como estaremos interesados en indagar la estabilidad de la teoria fisica, la herra-
mienta necesaria para el estudio de las consecuencias del axioma de estabilidad es el
limite adiabatico, el cual realizaremos, como en la Ref. [33]], por escalamiento, lo que
significa elegir una funcion gy € #(R*) tal que go(0) = 1, y definir la familia de

funciones de conmutacion:

ge(x) := golex) . (6.5)

El limite adiabatico corresponde entonces al limite ¢ — 0, pues, efectivamente, cual-

quiera que sea el punto x € M: HH(I) ge(x) = 1. Como hemos venido realizando los
€E—>

calculos en el espacio de los impulsos, serd conveniente escribir la transformada de

Fourier de la funcién de prueba g.:

Y su limite para e — 0:

HH(I) ge(p) = (QW)_QJei”’” HI% golex)d'r = (2m) 2 feipxd‘lx = (2m)%(p) . (6.7)
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La comparacion de las ecuaciones (6.6) y nos permite establecer que:

1
lim =g (2) = (2m)%(p) . (6.8)

e—0 64

e integrando a ambos lados de esta igualdad:
1
lim | d*pgo(p) = lfrrolfd“pzﬁo (2) = Jd4p(27r)25(p) =(@2n)? . (69
€— €— € €

6.1. Estabilidad del estado del vacio

Empecemos, por conveniencia posterior, por estudiar la estabilidad del estado de
vacio, cuya ocurrencia significaria la correccion de la teoria sobre €l definida; cuya
inocurrencia implicaria que los estados asintdticos que sobre él se han construido no

estan bien definidos.

El estudio de la estabilidad del estado de vacio al segundo orden debe comenzar,
(,como no?, por el estudio de la distribucion de transicién vacio-vacio que se deriva de
la distribucion causal del mismo orden. Tenemos que, en el limite adiabético:

1.,
&q = = lim d4x1d4x2g(x1)g(x2) (Q, Ty(1; x2)82)

g—1

1
=3 lim d4x1d4xgg(x1)g(x2)T2(V)(:1:1 —T9) . (6.10)

g—1

Expresando la distribucién 75" en funcién de su transformada de Fourier y utilizando

entonces la Ec. (6.0) para realizar el limite adiabético por escalamiento:

o ~ lim | RIS (k)3(k)g(—k)

g—1
, 1 41,7V (1) A kY k
~ 11_{% e Jd KT5" (k) go . 9o e . (6.11)

Aqui vemos que, si usdaramos directamente la Ec. (6.8)), entonces obtendriamos el pro-

ducto 6(k)d(—k) en el integrando de la ecuacion anterior, producto aquel que es in-
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definido. Luego el limite adiabético no es trivial. Realicemos entonces el cambio de
variable k = ep:

.1 ~ A
6o~ i = | 9T (D)golp)in(») - (6.12)

Asf vemos que la estabilidad del vacio se asegura por la igualdad: 75" (ep) = O(é).

Esta relacién es la que debemos examinar.

Como fue establecido en la Sec. la distribucion causal del segundo orden que

corresponde a la transicion vacio-vacio es dada por:

DY(w1;25) = ig? [d(y) —d(—y)] ; d(y) = Tr[S_(y)['S+(—y)TD_(y)]
(6.13)

La transformada de Fourier de la distribucién d(y) es:

i) = (2m)°* [ @'y [S_ (LS. (~p)0] D-(n)e™
= (2m)"® Jd4yd4q1d4q2d4q3Tr [g,(—ql)F§+(—q2)F} D_(gs)e!Pra—a—ay
= (2m) " J d*qd ¢, Tr [é,(—ql)rﬁ(—@)r] D (p+q—q) . (614

Escribiendo la forma explicita de las distribuciones de (anti-)conmutacién que aqui

aparecen y haciendo el cambio de variables ¢; » — —g; 2, obtenemos:

CZ(p) = i(27r)7fd4q1d4q2Tr [(ﬁl + ml)r(% + ml)r] @(qg)@(—q?)

x 6(qi —m3)o(gz —mNO(q) — & —p")o ((n — 2 — p)> —m3) . (6.15)

Podemos, convenientemente, multiplicar el integrando por la unidad, escrita como:

1 = {d*kd(¢2 — ¢1 — k). Luego, integrando en la variable ¢ llegamos al resultado:

~

d(p) = —i(2m) 3g 2 Jd%ﬁ(k)@(—ko —p"6 ((k+p)*—m3) (6.16)
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en donde hemos identificado la distribucién P (k) que aparecia en el cdlculo de la auto-

energia del meson, y cuyo valor es:

2
4ms7

Pk) = 2(;)3 [2(e + Dm? — k] O(k)O(K? — dmDy[1 - =51 . (617)
de modo que:
) =~ 5(om* [k 26+ 1mt — 2]y [1 - ()0~ o
x O(k* —4mi)é ((k +p)* —m3) . (6.18)

El soporte del integrando requiere que sean k € V't y —k —p € V', de donde se sigue
que —p = k + (—k — p) € VT, es decir, que p € V. Entonces es posible elegir un
sistema inercial de referencia en el que sea p = (pg; 0). En él, la Ec. adopta la
forma:

- ot 4m?

d(po) = — 5(2m)"° Jd‘*k [2(e + Dymi — ek?] /1 = =5O(ko)O(~ko — po)

x O(k* — 4m7)é ((ko + po)® — |k[> —m3) (6.19)

cuya integral en las variables k; puede ser inmediatamente realizada apelando a la

simetria esférica del integrando al través de la distribucion delta de Dirac. Asi:

2
4m7

a )
d =——27r_5fdk ko 4+ po)2 —m324 |1 —
(po) 2( ) 0\/( 0 pO) 2\/ k%—(ko+po)2+m%

x {2(e + 1)m} — €[kg — (ko + po)* + m3]} O (ko)O(—ko — po)

x O (kg — (ko +po)* + m3 —4m3) © (ko + po)> —m3) .  (6.20)
Realicemos a continuacion el cambio de variables:

s* = kg—(ko+po)’+m3 = —pi—2poko+m3 3 4mi < s < (po+ma)® , (6.21)
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en funcidn de la cual la Ec. (6.20) se escribe:

o iml

d(po) = 2_]92(277)75@(—]90)@(293 - 4777% + mg) {2(6 + 1)m%11(270) - 612(190)} )
0
(6.22)
con las integrales I 5(po) definidas a seguir:
—po—m2
Ii(po) = ) (6.23)
2mq
—Po—m2 5
I(po) = J dss® % — 1\/(]93 +m3 — s2)2 —4pim3 . (6.24)
my
2my

Estas integrales, no embargante, no tienen solucion en términos de funciones elemen-
taleﬂ Pero no significard eso que no podamos obtener alguna informacién de ellas.

Con efecto, sea [ un parametro, al escalar el impulso p, por él:

—po/l—mz2
(P
1 T,m17m2 =
2m1
—po—Ilmz
B
2lm

(6.25)

El paso de la primera a la segunda linea de este desarrollo ha sido posible por la subs-

titucién r = [s. Lo mismo puede ser hecho de modo idéntico para la integral /. Estas

'Como no la tienen, por regla general, las integrales de la raiz cuadrada de un polinomio del tercer
grado o més. En este caso, el polinomio bajo el radicando es del sexto grado. El podria reducirse al
producto de un polinomio por la raiz cuadrada de un polinomio del segundo grado si la masa del mesén
fuera nula, ms = 0, en cuyo caso la integral puede ser resolvida; el resultado se asimilaria asi al de la
electrodinamica cuantificada [33[]. Mantendremos la discusién, empero, para el caso de mo # 0, como
hemos venido haciendo en este trabajo. Las condiciones segtin las cuales una determinada integral puede
ser resolvida en términos de funciones elementales fueron estudiadas por Liouville en la Ref. [|89].
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integrales, encontramos, siguen las siguientes leyes de escala:

1

I (]%;mumz) = l—gfl(Po;lmls Imy) (6.26)
1

I (%;ml;m) = 5 L2(po; lma; lms) (6.27)

Con estas en la Ec. (6.22)) y luego en la Ec. (6.13)) ya es inmediato probar que la
distribucion causal se escala, cuando s > 0, segun:

~ 1~
DY (Gimisma) = D8 smssma) (629

Al efectuar el limite para s — 0%, entonces, encontramos que la cuasi-asintota de la
. . .y . ., ANV s
distribucion causal es igual a su version de masas nulas, Dé )(p; 0;0), asi como que el

orden singular de esta distribucion es:
W [DgW] — 4 . (6.29)

Este resultado es esencial cuando se lo combina con el hecho de que la solucién central
existe para las distribuciones causales correspondientes a teorias masivas [31, 95ﬂ

pues al ser esta la suerte, la distribucidn retardada central cumplira la condicién de

normalizacion:
Vaconla| <4 : D*RY(0)=0 . (6.30)
O, en otras palabras:
R () = 00") . (631)

Todavia mas, realmente podemos decir que esta distribucion retardada se comporta

como O(p®), pues la invariancia por paridad impide que ella dependa de potencias

2Y adn en el caso de la electrodindmica, en la que el fotén no tiene masa, la solucidn central siempre
existe [33]], lo cual ha sido probado por Blanchard y Seneor [96]. Cuando en la teoria todos los cam-
pos no tienen masa, por otra parte, la solucién central no existe —este es el caso de la cromodindmica
cuantificada en ausencia de materia [|39]-.
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~

. . .. " .. Ce ~ (V)

impares del impulso. Adicionalmente, la distribucién subsidiaria es R’y (p) ~ d(p) ~
O(p* — 4m? + m3), y entonces ella no contribuye en el limite p — 0. Se sigue de esto
que la distribucién de transicion vacio-vacio hereda el comportamiento de ]%gv) de la

Ec. (6.31)), «a menos de un polinomio de normalizacién del cuarto grado»:
TV (p) = O(0°) + Co + Cop? + Cap* (6.32)
Al insertar este resultado en la Ec. (6.12), encontramos que:
Ea ~ 113%;4 d*'p{O(e®) + Co + €Cop” + €*Cup*} Go(p)go(—p) - (6.33)

El limite, pues, existe y es nulo para la parte que comprende a ¢(¢®). Cuanto al poli-

nomio de normalizacidn, el limite adiabatico existe solo cuando elegimos:
Co=0=0C, (6.34)
cualquiera que sea el valor de Cy:

b~ Ch f d*p p*30(p)do(~p) . 635)

La imposicion de que el estado del vacio sea estable nos obliga, vemos, a elegir tam-
bién:

C,=0 (6.36)
resultado este que, de paso, asegura que el limite adiabatico es independiente de cual
sea la funcion de conmutacion g, elegida. Hemos probado asi, explicitamente, que los

términos de normalizacién pueden ser elegidos de forma que el estado del vacio sea

estable —al segundo orden—.
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6.2. Estabilidad del sector de una particula mesonica

Consideremos el estado de una particula mesoénica:

d’p

\/%¢(p)aT (p) . (6.37)

La parte de la distribucién de transicién que contribuird al pardmetro de estabilidad

serd la que corresponde a la auto-energia del meson:

T™(g) = %Jd‘lxld%g sp(x)(xy — x0)(xe) s gla1)g(22) . (6.38)

El parametro de estabilidad que corresponde a la accién del operador de dispersion

sobre el estado ® de la Ec. (6.37)) es:

. M)
&y = lim (@, 7 (g))

. 4 4 &’p d’q *
~ lim | diayd e mmﬂ@ o(@)g(x1)g(@2) (21 — x2)
x (Qa@) p(z)pl@): a(@Q) . (6.39)

Usando el teorema de Wick:

, P’p d’q # 4, 4
& ~ lim \/%m@(po)@(qo)d)(p) o(q) Jd r1d wag(x1)g(x2) (21 — 22)
x (ePrimam) 4 eilpmamam)y (6.40)

Introducimos aqui las transformadas de Fourier de los diferentes factores que aparecen:

1 ) ) ~
o) ~ % [ e (E) M=) ~ [t i)
€ €
(6.41)
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con lo cual:

£~11m1 Dy d ey LP 4
T e 2 \/2%

% Jd4$1d4$2 {ei(p—kl—k)wl+i(—q—k2+k)a}2 + ei(—q—k1—k)x1+i(p—k2+k)a:2}

OO0t otain (=) an (%) 00

€

d’p dq k ko \ ~
tig % ikt Lo met)om) otain (2 ) a (%)t
x[0(p— k1 —k)o(q+ko—Fk)+0(qg+ ki +k)d(p—ka+ k)] . (6.42)

Integrando en las variables £ y k5 en virtud de las distribuciones delta de Dirac:

AL, d’p d’q # &
fu ~ i | @'k 2L 000 (an)o(p) (@) iR

GG () e

Al efectuar el cambio k& — —k en la segunda integral notamos que ella se iguala a la

primera, pues las distribuciones de transiciéon deben ser simétricas frente a la permu-
tacion de sus argumentos, lo que aqui significa que I1(z; — z3) = II(xy — x1), y asi
también II(—k) = TI(k) —esto, ademds, es evidente porque II(k) depende apenas de

k2—. Asi tendremos que:

o ~ iy s [ a2 L om)eta)o) ota it () a (1)

(6.44)

Como podemos ver, el limite adiabatico es trivial, pues al aplicarlo segtn lo indica la
Ec. (6.8) e integrar en la variable &, obtenemos:
d*p d*q

Ep ~ z—mz—%@(po)@(qo)qb(p)%(qﬁ(p —q)

=

(p) . (6.45)

En este punto, reconocemos que el impulso que es argumento de Mesel impulso p del

paquete de ondas de los estados de una particula. Por supuesto, esto es un abuso de
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lenguaje, pues tal estado no tiene «un» impulso definido. Lo que es importante admitir,
empero, es que atn cuando esta cantidad esté distribuida en un determinado rango de
variacion, estd en cada valor sujeto a la condicién de capa masica, esto es, se cumple
en todo valor de p que p? = m3. Esto es suficiente, pues ﬁ(p) depende dnicamente de
p?. Luego podemos extraer este valor constante de la integral. En lo que refiere al resto
de la expresion, escribiendo la distribucion delta de Dirac en su forma exponencial y

definiendo los paquetes de onda en el espacio real

~

3a) = (2ny e [ L

\/7%9(290)6_”) “o(p) (6.46)

tenemos la expresion final:

Ep ~ ﬁ(p)

~ 2
o f d%‘qﬁ(az)‘ . (6.47)
pT=m3

Concluimos que la estabilidad del meson en la teoria de Yukawa se obtiene por la

imposicion de la condicion de normalizacion:
M), =0 . (6.48)

Esta fue, recordamos, la misma condicién de normalizacién que impusimos anterior-
mente para preservar el significado fisico del pardmetro my como siendo la masa del
meson. Vemos, pues, que cualquier procedimiento de renormalizacion de la masa lle-

varia al incumplimiento de la Ec. (6.48)) y con ello a la inestabilidad del mesén.

La condicion de la Ec. (6.48)) es general, y no se restringe solamente al segundo
orden. Todavia hay mds: Consideremos dicha ecuacién valida para el segundo orden y
busquemos las correcciones de 6rdenes superiores por insercion de estas auto-energias,

semejantemente a como hicimos para obtener el propagador completo. Al cuarto orden,
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la distribucién de transicion sera
(2, — 23)DF (x5 — )1 (zy — 22) 2 0(z1)0(20) s (6.49)
que, gracias al teorema de convolucion, se escribe en el espacio de los impulsos:
(2n) Tl(p) D" (P)i(p) . (6.50)

y esta distribucién deberd anularse en la capa maésica para satisfacer a la Ec. (6.48).
Como D¥(p) tiene un polo en ella, la recién encontrada distribucion se vuelve un
limite indeterminado en las proximadades de la capa masica, y es menester aplicar la

regla de I’Hopital:

, 1(p)* e dH(p)
e RN T il e (©3D

Este limite se anula debido al anulamiento de ﬁ(p) si y solo si la primera derivada es
finita en la capa masica. Esto ocurre siempre en el modelo de Yukawa porque, al ser
las dos particulas masivas, las auto-energias son analiticas [27,95].

De forma general, la contribucién del orden (2n)-ésimo serd (24"~ DII(p)" DF (p)—1.
La suma de todas estas correcciones nos lleva a definir la «auto-energia completa al se-
gundo orden», esto es, la auto-energia obtenida como la suma de todas las inserciones

de auto-energia del segundo orden:
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ﬁtot(p) = ﬁ(p) + (277')4

de donde se concluye que:

T(p) = ) . (6.53)



Y colocando la expresion explicita de DF (p), finalmente:

2 2T

~ p I(p

i (p) = ( 2)~( ) : : (6.54)
p2 = |m3 — 2m)20i(p) | + 0t

Aqui, ﬁ(p) insistimos, es la auto-energia al segundo orden. Como esta ya satisface

a la Ec. (648), vemos que tanto el numerador cuanto el denominador de Il (p) se

anulan en la capa mésica. Luego, para exigir que esta distribucién completa satisfaga

a la condicién de estabilidad es necesario, otra vez, aplicar la regla de I’Hopital:

~ dI1(p)
~ H(p) + (p2 - m%) dn?
lim lo(p) = Lm . (6.55)
T (o)
T
dp?
Este limite es nulo siempre y cuando:
dIl .
d(f) e R\[—(2m)2} . (6.56)
P

Cuando el valor adoptado por la primera derivada es el infinito, el limite se vuelve
indeterminado y nada podemos concluir, como se ve claramente de la Ec. (6.51)). Asi
pues, la finitud de la primera derivada de la auto-energia es condicion de estabilidad,
y junto con la anulacién de la auto-energia en la capa masica, es también suficiente
a todos los 6rdenes, a menos que su valor sea exactamente —(27)~2. En tal caso es

necesario aplicar una vez més la regla de I’ Hopital:

CON N -2 dil/d(p?)
Im _Ie(p) = (27) 2 Ifm | {(p2 —m3) + QW} . (6.57)

2 2
p—ms p—ms

Es evidente que el primer término se anula. Por lo que respecta al segundo, como el
numerador adopta un valor finito no nulo, la condicién de estabilidad solamente podra

ser satisfecha si el denominador, esto es, la segunda derivada de la auto-energia, es
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infinita. Sin embargo insistimos: En el modelo de Yukawa esto no puede ocurrir por-
que las auto-energias son analiticas. Luego es imperativo que la primera derivada de la
auto-energfa no asuma el valor —(27) 2 en la capa mdsica. Note el lector que, fuera de
esta condiciodn, el valor de dicha derivada no interfiere en la estabilidad de la particula,
y que como ella se relaciona con el valor de la constante de acoplamiento g de la forma
que vimos en el estudio de los propagadores completos, concluimos que una renorma-
lizacidn de esta es, en principio, perfectamente admisible. Sobre la limitacion de que la
derivada no pueda ser igual a —(27)~2, una rdpida mirada al propagador completo del
meson [Ec. (5.60)] indica que, si la normalizacién fuera hecha precisamente en este
valor, entonces el propagador completo ya no tendria dependencia con p? en su deno-
minador. A falta de mayor andlisis de las consecuencias que esto tendria, semejante

comportamiento es, como minimo, indeseable.

6.3. Estabilidad del sector de una particula nucleonica

El andlisis de la estabilidad del sector de una particula nuclednica sigue el mismo
camino que el recién recorrido, con apenas ligeras modificaciones debido al caracter
matricial de algunos objetos y la presencia de los espinores u,(p). Consideremos a este
proposito el estado inicial:

d*p

e PR (6.58)

En este caso la parte del operador de dispersion que debemos considerar es la que

corresponde a la auto-energia del nucleon:

T™(g) = —% Jd4$1d4$29($1)9($2) cp(x) S — x)(xs): . (6.59)

115



El pardmetro de estabilidad viene entonces dado por la expresion:

&y = lim (B, TV () V)

dp
~lim [ atnd'e; [ ZE L ) x(@gleng(en)
< (by(p) 2 P(x1)D (01 — w2)tp(22): Bl(@)Q) . (6:60)

Usando del teorema de Wick, obtenemos:

Sy ~lim | d'zid'z fd3pd3q9(Po)9(QO)X(P)*X(Q)9($1)9($2)

g—)

X Us(P) S (21 — w2)uy(gq)eP 117 (6.61)

Introduciendo la transformada de Fourier de los diferentes factores de modo semejante

a como fue hecho en la Ec. (6.41):

e—0 € €

, 1 . (k. [k
o~ tiy [ o) v(@ [kttt (%) (%)

X T, (p)i(k:)us(q) Jd4x1d4x2ei(P1le)xli(p+kZQ)x2

1 0 k k
~tiy % [ Epaemn ) [ ddbati (1) i (%)
% Uy (p) S (k)us(q)0(p — by — k)o(q + ke — k) . (6.62)

Integrando en las variables %k y ky con ayuda de las distribuciones delta de Dirac:

1 *
o ~tiny = [ Epd*q@(m)O(a)\(p)"x(a)

X fd%as(p)i(k)us(q)go (p _k> do (k _q) . (6.63)
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Nuevamente el limite adiabatico puede ser tomado trivialmente al través de la Ec. (6.8).

Integrando entonces en la variable k:

Ey ~ fd3pd3q®(po)@(qo)x(p)*x(q)ﬂs(p)i(p)us(q)é(p —q) . (6.64)

Reconocemos aqui que el impulso en el que se evalia la auto-energia del nucleén es
el impulso p que, por ser el que interviene en la construccion del paquete de ondas,
estd siempre sujeto a la condicion de ser p = m;. Como es solo de esta matriz que
depende 5, podemos retirar el valor constante que €l adopta en la integral hacia afuera
de ella. Si ademads escribimos la distribucion delta de Dirac en su forma exponencial y

definimos el paquete de ondas en el espacio real

B(x) = (27r)’3/2 Jd‘gp@(po)eipxx(p)us(p) , (6.65)

entonces la condicidn de estabilidad se reduce a:

&y ~ fﬁ(x) i(p)‘ﬁml Bx)d's . (6.66)

De esta manera nos vemos forzados a admitir que la auto-energia del nucledn satisface
al axioma de estabilidad del sector de una particula si es impuesta la condicién de
normalizacion:

S(p) -0 . (6.67)

p=m1
También esta habia sido la condicién impuesta en el estudio del propagador comple-
to del nucledn para que el pardmetro m, tenga el significado de ser la masa de esta
particula, sobre la cual, una vez mas, estd prohibido aplicar cualquier procedimiento

de renormalizacién una vez que este causaria su inestabilidad.

Al igual que como hicimos con el meson, recordamos al lector que la condicién

recién obtenida es general, y pasamos a considerar ahora la auto-energia al segundo
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orden y sus multiples inserciones. Primeramente, en el cuarto orden la distribucion de

auto-energia es:

S(p)STm)Em) (6.68)

que debera anularse en la capa mésica. Como SF (p) tiene un polo en ella, la evaluacién
de la distribucion de la Ec. (6.68)) no es trivial. Ocurre, no embargante, que como tanto
SF(p) cuanto (p) son funciones de la misma matriz P> estos operadores conmutan y
rige sobre ellos una extension de la regla de I’Hopital para funciones de matrices con
estas caracteristicas [97]]. Luego, derivando numerador y denominador de esta expre-

sidn, la condicion de estabilidad requiere que sea:

25 (p) — =0 . (6.69)

p=m

Esta condicién es implicada por la Ec. (6.67) si y solo si la primera derivada de la
auto-energia en la capa masica es finita. En el modelo de Yukawa esta condicion es

satisfecha.

Del modo més general todavia podemos considerar la «auto-energia completa del

nucledn al segundo orden»:

Sa(0) = E(p) + 2n)* E@)ST () () + 2m)E(p) ST (p)EP) ST () E(p) + -+

= 30) (1+ 'S Sm) (6.70)

De esta ecuacion es posible despejar:

St(p) = : (6.71)

que, una vez colocada la expresion explicita del propagador de Feynman del nucleon,
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es igual a:
(p —m1)3(p)

itot(p) = z:: )
P [ml + (27)? E(p)] + 10+

(6.72)

Aplicando la regla de I’Hopital para calcular el limite al que se aproxima esta distribu-

cion en la capa masica:

< ds:
) 50) + =m0
lim Y (p) = lim = ) (6.73)
p—oma poma 1_ (27T)2d2<p)
dp

En consecuencia, la auto-energia completa al segundo orden satisface al axioma de

estabilidad si:
d>(p)

ap .,

Similarmente al andlisis hecho en el caso del meson, si el valor adoptado aqui es el infi-

e (R\{(2m)™%}) - Lusea - (6.74)

nito, entonces nada puede decirse de la estabilidad del nucledn, pues el limite se vuelve
indeterminado. Si, por otra parte, el valor adoptado es €l (27) 2, entonces habriamos

de aplicar una vez mas la regla de 1’Hopital, consiguiendo:

—(27)72 lim —-m dE/dp
Jim Sp) = (27 I ml{(p D+2 dQE/dﬁ} e

Como la primera derivada adopta un valor finito, la estabilidad solo podria alcanzarse
si la segunda derivada es inifinita en la capa masica, lo que no ocurre en el modelo de
Yukawa. Luego el valor (27r)~2 para la primera derivada es prohibida por la estabili-
dad. Este valor, por otra parte, es patologico desde el punto de vista del propagador

completo del nucle6n, pues anularia la dependencia del denominador de este con p.

En suma, el axioma de estabilidad en el esquema de Bogoliubov, Medvedev y Po-
livanov puede ser satisfecho mediante la eleccion adecuada de los términos de nor-
malizacidn, tanto para la distribucién de transicién vacio-vacio cuanto para las auto-

energias de las particulas de la teoria. Por supuesto, esto no quiere decir que el pidén
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neutro sea «verdaderamente» estable, sino que lo es «frente a las interacciones de Yu-
kawa»; efectivamente, se ha encontrado en el experimento que el pion neutro decae por
el medio de la interaccion electromagnética; una compilacion de algunos decaimientos
puede encontrarse, por ejemplo, en la Ref. [90]. Lo mismo vale para los nucleones,
que pueden sufrir el decaimiento beta, por ejemplo. Los resultados presentados en este
capitulo son muy importantes porque justifican el uso de los campos escalar y fer-
midnico para la descripcion de los estados asintéticos: El vacio estable es adecuado
para la construccion sobre €l de los espacios de Fock de las particulas, las cuales por

su vez, debido a su estabilidad, realmente pueden existir como estados asint6ticos.
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Capitulo 7

Normalizabilidad

En este capitulo estudiaremos la normalizabilidad de la interacciéon de Yukawa, esto
es, consideraremos el problema de la posibilidad de fijar todos los términos de norma-
lizacién por un ndmero finito de condiciones fisicas. Semejante punto, de clarisima

importancia en si mismo, es ademads indispensable para:

1.- Conocer los posibles términos de auto-interaccion de los campos. Este punto

serd estudiado al final de este mismo capitulo.

2.- Iniciar el estudio del grupo de renormalizacion [véase las perspectivas en el Cap.
[]I, al permitir conocer todos los términos que pueden recibir alguna modifica-

cion perturbativa.

Como ya dijimos, los términos de normalizacién son posibles cuando el orden sin-
gular de la distribucién causal es no-negativo, pues en tal caso existe una ambigiiedad
en la definicion de la distribucion retardada, ambigiiedad que debe ser resuelta por la
imposicién de sendas condiciones fisicas —como hemos hecho en el capitulo[5]al impo-
ner la invariancia por paridad y la preservacion de los valores fisicos de las masas de las
particulas y la constante de acoplamiento de su interaccion—. La mentada ambigiiedad,
en el espacio de los impulsos, estd contenida en los coeficientes de un polinomio del

impulso de grado |w|. La siguiente clasificacion de las teorias se aplica [27,33,92]:

(1) No-normalizable: Si un nimero infinito de condiciones fisicas son necesarias
para fijar univocamente el operador S. Esto ocurre cuando el orden singular de

las distribuciones causales se incrementa sin lfmite con el orden perturbativo 7T}

'Dos anotaciones al respecto de esta clase de teorias: (1) El orden singular puede ser finito en cada



(i1) Normalizable: Si un nimero finito de condiciones fisicas basta para fijar por
completo todos los términos de normalizacion; en otras palabras, si el orden
singular de la distribucién causal es una funcién acotada del orden n de la teoria

de perturbacion. Esto puede ocurrir de dos formas:

(ii-1) Siw_[d]independe de n, entonces la teorfa se llama simplemente «normalizable>».

(i1-2) Si solamente un numero finito de distribuciones causales tiene orden sin-
gular no-negativo, id est, si w_|[d, ] es funcion decreciente de n, entonces

la teoria se llama «super-normalizable».

Bien sabemos ya que la construccion de la distribucion causal del orden n, D, se
realiza multiplicando las distribuciones de transicién 7, de menor orden (n’ < n). Asi,
el orden singular de cualquier término contenido en D,, es igual al orden singular del
producto 7' (z1; - - - ;2,)T2(y1;- -+ ;ys) (r + s = n), con los super-indices 1y 2 deno-
tando el hecho de que no son las distribuciones 7, y T completas las que se usa, sino
las partes de ellas que contribuyen al requerido término de la distribucién D,,. Usando
el teorema de Wick en este producto aparecerdn diversas contracciones de Wick de
operadores de campo escalar y fermionico, que supondremos de cantidad 5 y [y, res-
pectivamente. Luego, si t; y t» son las partes numéricas de T)' y T2, respectivamente,
entonces la parte numérica del deseado producto con las mencionadas contracciones

tendra la forma:
ls Ly
t() ==ty (@5 s 2p) ]_[5}”D+(xrj — Ys;) ]_[ S (T — Ysp )t2(y1s -+ 5 ys) - (7.1)

j=1 m=1

Aqui hemos incluido la posibilidad de tener una interaccion derivativa, con la fina-

orden n, de manera que aunque el nimero total de condiciones de normalizacién sea infinito, la teoria
todavia tiene poder predictivo; a esta clase corresponden las denominadas «teorias efectivas» [92]. (2)
Puede ocurrir, también, que atin cuando se requieran infinitud de condiciones fisicas para determinar el
operador de dispersion, los correspondientes términos de normalizacién no tengan ninguna consecuen-
cia fisica. Esta posibilidad ha sido sugerida, por ejemplo, para la gravedad cuantificada en la seccién
5.10 de la Ref. [39], y més recientemente, por Grigore [93]] por argumentos topoldgicos, conjeturando
su super-normalizabilidad, como también la de las teorias de Yang-Mills.
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lidad de ampliar nuestros resultados y poder considerar teorias de interaccién maés

generales. En esta ecuacion, {xrj} < {z;- 52}y {ysj} < {y1;--- ;ys} son los
puntos conectados por contracciones escalares, mientras que {z,, } < {x1;---;2,}y
{ys,.} < {y1; - ;ys} son aquellos conectados por contracciones fermidnicas. Final-

mente, a; = 0, 1,2 es el nimero de derivadas aplicadas sobre los operadores de campo
escalar que se han contraido en la posicion j-ésima. Introducimos las siguientes coor-

denadas relativas aprovechando la invariancia translacional:

§i=aj—x, (=1, ,r=1),n =y —ys(G=1,---,s), =2, —ys .

Definiendo los vectores

€= (& 5&1), = (5 M) (7.3)

la Ec. (7.1) puede ser puesta en la forma:

ly

ls
t&mn) =t(&) [ [0V D&, — s, +1) [ [ Se(&rn = e + t2(m) . (7.4)
j=1

m=1

Para estudiar el orden singular de esta distribucién aplicaremos la transformacién

de Fourier —dejamos libre, por el momento, la dimensién del espacio-tiempo, D—:
i(p; q: q) = (2m)~PUremD2 JdD (r=0dPC~VndPnt(&; m; p)ePEHITT - (7.5)

Substituyendo aqui la Ec. (7.4) y reemplazando las distribuciones de conmutacion en

el espacio real por sus transformadas de Fourier,

S. () = (2m) PP f dPkS, (k)e e |

2D (z) = (2m)DP f dPh(=ih)* D, (h)e=h (7.6)
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obtenemos luego de un agrupamiento conveniente de los términos:

i(p; g q) =(—i)"(2m) Prs P2 f [ [@”kund®hshi Dy () S, (kin)
7,m

X (27?)_D(T—1)/2 f dPr-Det, (g)eipg—i(zm Fm&rm+2; h"&i)]

X (ZW)_D(S—U/Q J dD(S_l)"?tQ("?)ei""”(Zm Fmlsm +2 hjnsj)]

x| (2m)~P J dPnet (4 Zm km =3, hj)] , (7.7)

en donde identificamos la transformada de Fourier de las distribuciones ¢, 5 y la repre-
sentacion integral de la distribucion delta de Dirac en la ultima linea. Hemos definido

en esta expresion, ademas, el nimero total de campos escalares contraidos:

ls
a:=>a; | (7.8)
7=1

Definiendo, pues, el vector p—k, —h, como aquel cuyas componentes son p; —k,, —h,,

k3

si &, es un punto contraido y p;, si no lo es, y andlogamente el vector g + k; + h,, la

Ec. (7.7) adopta la forma:
i(p; g q) =(—i)"(2m) Pl D f [ [@°kund®hshi Do () S (kin)
7m

x t1(p — k, — h,)ts(q + ks + hy)d [q - (Z hj+ km>] . (1.9
i m
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El siguiente paso es aplicar esta distribucién a una funcién f e .77/ (RP(+s=1):

& fy = de“”pdD(s”quqf(p; a;0)f(p:q;q)
_ (_Z')a(27r)fD(lS+lffl)/2 JdD(Tl)pdD(sl)quqfn demdDh] h?«j

~

x D (h;)So (k)1 (p — kv — hy)Ea(q + ks + By
xé[q— <Zk +Z/€)] (p;q;q)

_ j 4P DpdPe Vi, (p)ia(a)v(p: @) (7.10)

con:
(psq) i=(=i)°(2m) D3 [P [ []a ks 2 D ()3, )

x5[q—<2k +Zh>] (p+k+h,q—k,—hgq) . (1.11)

Para determinar el orden singular de ¢, precisamos evaluar el limite:

tim p(s) (£ (2) 1 /) ) - (7.12)

s—0t

para lo que empezamos por calcular:

(i (2) 1700 = 2 (o) fsp)

S

_ 8D(r+s1)JdD(T1)pdD(51)q£1(p)£2(q)ws(p; q), (7.13)
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con:
(s q) =(—i)(2m) Dot D2 f " f [ T2 kmd®h; 15 D (h)S (k)

xd[q—(Zk +Zh>] s(p+k,+ h,);s(q—ks— hy);sq) .
(7.14)

Introduciendo las variables escaladas k,, := sk, hj := sh; y q := sq, la Ec. (7.14)

€Ss:

_ o (2m) POt D7, D7 74 h a ]%
Uulpr @) =(—)" jd jﬂd ba?hy D (1) 5 (B

[q—(Zk +Zh>] (sp+ kv + By sq — ks — i) -

(7.15)

En este punto, supongamos que las distribuciones de conmutacion de los campos
escalar y fermionico, IAL y §+, tienen los 6rdenes singulares w, y wy, respectivamente.
Asumamos igualmente que las distribuciones numéricas ¢, y ¢, tienen respectivamente
los 6rdenes singulares w; y wo. Esto se translada a la existencia y no nulidad de los

siguientes limites:

lim s *D+ (p) , lim swa+ (p) , lim sty (1—9) , lim 52, (g) . (7.16)
s—07t S s—07t S s—0t S s—0t S

De manera que, si ponemos p(s) = s* en la Ec. (7.12)), definimos las variables escala-
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das p := spy q := sq, y agrupamos los términos convenientemente, hallamos:

lim ,0(8) <tA (]2) ’]E(p)> — im S(JJSDf(.Ul7W2*(D+WS)I§*(D+Wf)lf*(l

s—07t

™ (_Z')a(Qﬂ_)—D(ls-‘rlf—l)/Q JdD(r—l)ﬁdD(s—l)q |:Sw1£1 (ZE)>:| |:Sw22?2 (%)]

Jm m
xd[cj— (Zl%m+25j>]f(ﬁ+l%r+izr;¢j—lés—izs;q) CAT)
m 7

Por hipotesis, todos los términos encerrados entre corchetes tienen limite bien definido

cuando s — 0. Luego el limite de la Ec. (7.17) sera finito y no-nulo si:

w=uw +ws+ (D+ws)ls+ (D+wp)ly+a—D. (7.18)

Esta es la ecuacion que determina, iniciando con dos distribuciones Tr1 y TSQ, el orden
singular de un determinado término de la distribucién causal D,, (n = r + s). Debido
a su dependencia lineal con las variables w;, s, I, a, y D, proponemos la siguiente

expresion general para el orden singular de la distribucidn causal a cualquier orden n:

w=A+BN+CM+Ed+Fn, AB,C,E,FeR, (7.19)

siendo N el nimero de operadores de campo escalar externos, M el nimero de ope-
radores de campo fermiénico externos y d el nimero de derivadas actuando sobre los
campos escalares externos (d < 2/N). La Ec. (7.18) serd usada para determinar el valor
de las constantes A, B,C, E'y F en la Ec. (7.19), una vez que la distribucion del pri-
mer orden 77, es conocida. Procederemos por induccién matemdtica completa sobre el

orden de la distribucién 7T;,:

(i) Base inductiva: La distribucion del primer orde 7 tiene orden singular w = 0

y n = 1. Denotando sus pardmetros por Ny, M; y d;, la base inductiva es establecida
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por el requerimiento de que la Ec. rija para estos valores particulares:

0=A+ BN, +CM, + Ed, + F . (7.20)

(ii) Hipétesis inductiva: Asumiremos, de acuerdo al principio de induccién ma-
temdtica completa, que todas las distribuciones 7;,, con m < n — 1 satisfacen a la Ec.

(7.19).

(iii) Paso inductivo: El paso inductivo serd llevado a cabo imponiendo la Ec. (7.19)
a las distribuciones 7, y encontrando el valor de las constantes A, B, C, E'y F' compa-
tibles con la Ec. y el cumplimiento de la Ec. (6.24), simultdneamente. Si dichas
constantes pueden ser encontradas, entonces la prueba estard completa. Supongamos
que estamos interesados en una distribucion T,, generada por T} (N,, M,,d,) y T?
(N, My, d,) por vias de [, contracciones escalares con a derivadas, y [; contracciones

fermiodnicas. Luego la Ec. (7.19) implica que:

w=A+ B(N, + Ny —2l;) + C(M, + M; —2l¢) + E(d, +ds —a) + F(r +s) .
(7.21)

Por otro lado, debido a la hipétesis inductiva:

wi =A+ BN, +CM,+ Ed, +Fr, wy,=A+ BN,+CM,+ Ed, + Fs,

con lo cual la Ec. establece la siguiente igualdad:

w =2A+ B(N, + N;) + C(M, + M) + E(d, + ds) + F(r + s) + (D 4+ wy)ls

+(D+wp)lf+a—D. (7.22)

128



Igualando las Ecs. (7.21)) y (7.22)), llegamos a:
A+ 2B+ D+ w)ls+2C+D+wp)ly+(E+1)a—D =0. (7.23)

Esta ecuacién debe ser valida cualesquiera que sean los valores de [, [, y a (compati-
bles con el orden de la distribucion, es decir, I, [ < n/2 paran par,0ls, [y < (n—1)/2
para n impar, y en cualquier caso a < 2[,). Tomando [y = [ = a = 0: A = D. Con-
siderando Iy = 0 = a,lf # 0: C = —(D + wy)/2. Poniendo Iy = 0 = a,l; # O:
B = —(D + ws)/2. Con estos valores, la Ec. (7.23) se reduce a (E + 1)a = 0,
entonces £ = —1. Finalmente, la constante I’ es obtenida de la Ec. (7.20): F =
—D + (D + ws)N1/2 4+ (D 4+ wy)M,/2 + d;. El resultado es asf:

1 1
w=D — E(D—l—ws)N— §(D+Wf)M—d

1 1
+ [—D + §(D + ws) Ny + §(D + wyp) My + dl] n. (7.24)

Esto completa la prueba inductiva.

Nuestro resultado [Ec. ((7.24)] puede ya aplicarse a una amplia gama de teorias de
interaccion. En primer lugar, restrinjamos la discusion a los campos escalar y fermioni-
co usados en esta Tesis: w, = =2y wy = —1:

1 1
w=D—(D=2)N (D~ )M ~d

+ [—D + %(D —2)N; + %(D — 1M, + dl] n (7.25)

Como podemos ver, los términos proporcionales a N y M dependen dnicamente de la
dimension del espacio-tiempo; de esta misma independe la contribucion del nimero
de derivadas, d. Por otra parte, el término proporcional a n, que determinard la norma-
lizabilidad de la teoria, depende fuertemente de los pardmetros Ny, M; y d; del primer

término que define a la interaccion, asi como de la dimension del espacio-tiempo.
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Consideremos primeramente el modelo con interaccion ¢y*+°1)d, ¢, esto es, con

dy =1, Ny = 1, M; = 2. Reemplazando estos valores en la Ec. (7.23):

a;:D—%(D—Z)N—%(D—l)M—dJr%(D—Q)n. (7.26)

Asi, vemos que esta teoria es:

= No-normalizable en las dimensiones D > 3. Este resultado para D = 4 es

conocido en la literatura [98]].

» Normalizable en dimension D = 2.

Por supuesto, nuestro resultado es general, y asi nos permite considerar las interac-

ciones mds generales. Consideremos la teoria con
— 1 .
Ty = : (V" Tpup) (0p)¥ " s (7.27)

que tiene My = 2, Ny = 1+ 2j + k,d, = | + 2j. Aqui, lamatrizI" = 1, i7° es la
necesaria para asegurar la invariancia por paridad del modelo, lo cual dependera de la
paridad o imparidad del niimero total de campos (pseudo-)escalares. Con estos valores
en la Ec. (7.25)), obtenemos:

w— D—%(D—2)N—%(D—1)M—d+% (DL +2) + k—2) — 20+ K)|n. (7.28)

Note el lector, en particular, que el factor que acompana a D en el coeficiente de n
es siempre positivo, pues [ = 1 (en el caso [ = 0 no habria campos fermidnicos) y
J, k = 0. Luego estas teorias son normalizables en las dimensiones:

2(l + k)
T3l4+2+k—-2°

(7.29)

En particular, para D = 4, deberia cumplirse la desigualdad 5/ + 45 +k —4 < 0. Como
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no hay valores de [ > 1, j, k = 0 que la satisfagan, concluimos que ninguno de estos

modelos es normalizable en D = 4.

Por otro lado se encuentran las teorias de la forma
— 1 .
Ty =: (YTy) (9p)¥e*: (7.30)

que tiene M; = 2[, Ny = 25 + k, d; = 2j. El orden singular de la distribucién causal

general es:
1 1 1 .
W= D—§(D—2)N—§(D—1)M—d+§ [D2l+2j+k—2)—2(l+k)]n. (7.31)

Esta vez es [ > 1 (nuevamente, para que haya campos fermidnicos), mientras que
no pueden ser j = 0y & = 0 simultineamente (de otra forma, no habria campos
bosonicos). Luego sigue siendo valido que el coeficiente de D en el coeficiente de n

es positivo, y estos modelos son normalizables en las dimensiones:

2(l + k)
T2A42j+ k-2

(7.32)

Para la dimensién D = 4, los modelos normalizables son aquellos que verifican: 3/ +
45+ k—4 < 0. La tnica solucioén posiblees [ = 1, 7 = 0y k = 1; este es precisamente
el modelo de Yukawa. Asi hemos llegado al resultado notable de que el modelo de
Yukawa es el tinico modelo de interaccidn entre campos escalares y fermidnicos que

es normalizable en dimensién D = 4. Substituyendo en la Ec. ((7.25)), tenemos:

sz—%(D—Q)N—%(D—l)MJr%(D—éL)n. (7.33)

De aqui se ve que el modelo de Yukawa es:

» No-normalizable en las dimensiones D > 5.

s Normalizable en la dimension D = 4. Nuevamente, este resultado es conocido

131



en la literatura [98]].

= Super-normalizable en las dimensiones D = 2, 3.

En particular, para la dimensién D = 4 —que aparentemente corresponde al Universo
real—, se tiene que:
3

w=4—N—§M . (7.34)

Este resultado se condice con los valores particulares de las diversas distribuciones
causales estudiadas en los capitulos precedentes. Listamos a continuacion el conjunto

completo de distribuciones que tienen orden singular no-negativo:

N M| w
0 04
0 212
0 3|1
0 4]0
2 01
2 10

Cuadro 7.1: Distribuciones con orden singular no-negativo en el modelo de Yukawa.

La primera linea, que no contiene campos externos, se refiere a las distribuciones de
transicion vacio-vacio. La segunda, tercera y cuarta lineas corresponden a las distribu-
ciones con campos externos :?:, :p3: y :p*:, respectivamente. La quinta linea
tiene campos externos : 1) : , mientras que la sexta (iltima) es la que corresponde al
vértice :U): .

Recuerde ahora el lector que los términos de normalizacion tienen soporte pun-
tual, de modo que en ellos los campos externos que antes hemos listado aparecerdn

evaluados todos en el mismo punto. Esto permite realizar la siguiente identificacion:

» Los términos de normalizacién de :?: son correcciones perturbativas a la

masa del mesén. Como hemos visto en el capitulo previo que una correccién a
la masa destruiria la estabilidad de la particula, todos estos términos de normali-

zacion deberan ser tomados nulos.
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» Los términos de normalizacién de :¢3: son interpretados como términos de

auto-interaccion. Estos pueden existir, en este caso, solamente si ¢ es escalar.
Si, por otra parte, el campo es pseudo-escalar, semejante término destruiria la
invariancia por paridad, y todos estos términos de normalizacion deberian ser

tomados nulos.

» Los términos de normalizacién de : ©*: son también términos de auto-interaccién,
y pueden estar presentes tanto en el caso de ser ¢ escalar cuanto en el de ser €l
pseudo-escalar. En este caso, no hay motivos fisicos para limitar su valor, sino

que €l debe obtenerse por medio de la experiencia.

= Los términos de normalizacién de :w7): son correcciones perturbativas a la
masa del nucledn. Otra vez, la estabilidad del nucleén nos exige, hemos visto,

elegir nulos todos estos términos.

= Los términos de normalizacién de :v1): ¢ son correcciones perturbativas
al valor de la constante de acoplamiento g de la teoria, pues «corrigen» a la

distribucion 717.

Como no hay otras distribuciones con orden singular no-negativo, ninguna otra auto-

interaccion es permitida en esta teoria.
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Conclusiones

En la tesis que el lector ahora culmina hemos realizado un estudio detallado del
modelo de Yukawa neutro. En el transcurso de dicho estudio hemos abordado la cons-
truccion de los campos cuantificados que describen a las particulas consideradas, en-
tendiendo por tal proceso la construccion del espacio de Fock de la particula libre y la
definicion de los operadores que actuan sobre €l. En particular, mostramos la impor-
tancia de solucionar el problema clasico de Cauchy, pues él nos lleva directamente a la
distribucién que ha de actuar como identidad en el espacio de Hilbert de una particulay,
en consecuencia, a la relacién de completez de la base de dicho espacio. De esta forma,
la construccién de los operadores de campo del campo cuantificado, definidos como las
distribuciones que mapean las funciones de prueba en operadores, se torna natural y no
requiere del uso de ninguna prescripcion de correspondencia cldsico-ondulatoria para
su establecimiento: El principio de cuantificacion es el mismo que el de Schrodinger,
esto es, que la materia es descrita por ondas, y nada méas. Adicionalmente, mostramos
que la cuantificacién de los diversos campos puede realizarse por la de sus grados de
libertad independientes, siguiendo siempre el mismo esquema que el del campo de
espin cero, y teniendo en cuenta la estadistica de las particulas que se desea descri-
bir, lo cual no es prohibido por el teorema de espin-estadistica. Asi cuantificamos el
campo de Dirac, reconstruyéndolo después con el uso de las ecuaciones de vinculo y

obteniendo, nuevamente, la conexién con su problema de Cauchy clésico.

La interaccion de las particulas fue descrita por la teoria de perturbacion causal
(TPC). En este abordaje no se introducen campos cuantificados en interaccion, los

cuales no han hecho acto de presencia en ningtin punto de la tesis, sino que se trabaja



en todo momento con los campos libres. El motivo para semejante procedimiento es el
abandono de cualquier intento de describir la interaccién en sus detalles, preocupando-
nos apenas por la construccion del mapa (operador de dispersion) entre los espacios de
Fock inicial y final. Tuvimos en consideracion el cardcter distribucional del operador
de campo cuantificado introduciendo la funcién de conmutacién adiabatica, que actua
simultdneamente como un regulador infra-rojo natural. Estudiamos las propiedades de
este operador (axiomas de Bogoliubov-Medvedev-Polivanov) en el régimen perturba-
tivo y expusimos de forma conceptualmente detallada la construccion de la solucion
que a ellas dieron Epstein y Glaser. En particular, vimos que el aparecimiento de las
divergencias ultra-violetas se debe a la mala definicion de los productos cronolégicos
ordenados segun la funcién de Heaviside, que es inexistente cuando las distribuciones
tienen el orden singular no-negativo. En tal caso, atin es posible definir la distribucién
retardada en un espacio restringido de funciones de prueba, y extenderla después al
espacio de Schwartz completo. Semejante extension, sin embargo, no es tnica, sino
que permite la introduccién de términos de normalizacién con soporte en el vértice del

cono de luz, que deben ser fijados atendiendo a diversas condiciones fisicas.

La aplicacion de la teoria asi construida fue sobre el modelo de Yukawa, cuya cons-
truccion fenomenoldgica repasamos brevemente. Establecido el modelo, construimos
la distribucién causal del segundo orden y estudiamos los términos de ella que corres-
ponden a las correcciones radiactivas y a las fluctuaciones del vacio. En relacion a las
primeras, obtuvimos expresiones cerradas para la auto-energia del mesén como para la
del fermidn, y estudiamos los efectos de ellas en la propagacién del campo, para lo cual
consideramos los procesos de dispersion con inserciones de auto-energia. Las condi-
ciones de normalizacién de invariancia por paridad y del valor fisico de los pardmetros
de acoplamiento permitieron fijar dichas distribuciones por completo. Para la fluctua-
cion del vacio, por otra parte, no fue posible obtener una expresion cerrada, pues las
integrales que se presentaron no poseen solucién en términos de funciones elementa-

les. Aun asi, debido a la finitud infra-roja de la teoria, fue posible deducir que el vacio
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se mantiene estable si se considera la solucion central al problema de division y nulos
los cinco posibles términos de normalizacion. Asi mismo, mostramos que el axioma de
estabilidad de los sectores de una particula es satisfecho incluso en el limite adiabatico,
si son impuestas ciertas condiciones de normalizacién que, coincidentemente, son las
mismas que debimos utilizar con anterioridad para dotar a los pardmetros my y my del
significado de ser las masas de las particulas. Vimos, ademads, que la estabilidad solo
puede ser satisfecha si la primera derivada de la auto-energia es finita, lo que ocurre
en el caso estudiado, y si el valor finito que adopta no elimina la dependencia princi-
pal con el impulso en el denominador del propagador completo del campo. Asi pues,
los estados asintéticos en los procesos de dispersion de Yukawa son bien descritos por
los espacios de Fock libres, que pueden ser correctamente construidos sobre el vacio

estable de la teoria.

Mostramos que el modelo de Yukawa es la unica teoria de interaccion entre fermio-
nes y bosones, sin acoplamiento derivativo sobre los fermiones, pero si posiblemente
sobre los bosones, que es normalizable en el espacio-tiempo tetra-dimensional, pues
el orden singular de las distribuciones no aumenta con el orden del término perturba-
tivo. Entre las distribuciones que tienen el orden singular no-negativo, y que por lo
tanto admiten términos de normalizacion, se encuentran, ademds de las que corres-
ponden a las fluctuaciones del vacio, aquellas que corrigen la masa de las particulas
—correcciones prohibidas por el axioma de estabilidad— y la constante de acoplamiento
de la interaccién, asi como términos ¢ y ¢* correspondientes a la auto-interaccién del
campo bosénico. La posibilidad de que estos términos estén presentes se restringe por
el cardcter del campo frente a las transformaciones de paridad —si €l es pseudo-escalar,

el término ©? es imposible— asi como a la comparacién con el experimento.

Finalmente, en el Cap. | hemos hecho una revision histdrica del desenvolvimiento
del modelo de Yukawa, resaltando siempre su conexion con los procesos fisicos reales.
Queremos, empero, subrayar la importancia tedrica de este modelo, y es que, siendo

un modelo util en la fenomenologia, es a un tiempo lo suficientemente simple para
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constituirse en un conveniente punto de partida para el estudio de ciertas propiedades

generales de la teoria del campo cuantificado. Primeramente, porque representa una

interaccién que no es mediada por algin campo de calibre, el cual es dificil de cuan-

tificar —véase, por ejemplo, el Cap. 7 de la Ref. [101]—. Segundamente, debido a que

los campos son ambos masivos y no llevan al aparecimiento de las divergencias infra-

rojas.

Esto conecta con nuestras perspectivas de continuacion de este trabajo, que son

las siguientes:

1y

2)

El estudio realizado en el Cap. [] referente a la estabilidad del sector de una
particula ha sido posible, precisamente, porque, al ser las dos particulas masi-
vas, las distribuciones de auto-energia son analiticas en la capa mésica, y asi la
primera derivada de las auto-energias es finita. Lo mismo no ocurre en la elec-
trodindmica cuantificada, y, de modo general, cuando una de las particulas es
no masiva [27]. Esto indica que el espacio de Fock de los estados libres no es
adecuado para la descripcion de los estados asinstoticamente libres «en el limi-
te adiabatico». Surge, pues, la posibilidad de estudiar los estados compuestos
asintdticos de las teorias en que una (o mas de una) de las particulas es no ma-
siva mediante la exigencia de la estabilidad en el limite adiabético; esta es una
forma de abordar el problema del confinamiento. No estaria fuera de lugar, in-
clusive, iniciar dicho estudio con el modelo de Yukawa con bosones no masivos,

antes de abordar la electrodindmica y otras teorias de calibre.

Como hemos dicho en diferentes puntos de la tesis, la eleccion del punto de nor-
malizacion de las soluciones al problema de la divisién no es Unica, sino diversa.
Al pesar de lo cual, evidentemente, el operador de dispersion debe ser «el mis-
mo», pues el punto de normalizacién, ain cuando introduce una escala en las
soluciones, no tiene un significado fisico. Estas transformaciones de un punto
de normalizacién al otro constituyen, pues, una nueva simetria del operador de

dispersion, denominada «grupo de renormalizacién», cuya implementacion lle-
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va a la obtencién de los llamados «pardmetros de acoplamiento moviles». Este
programa ha sido estudiado por Scharf [[102] para la polarizacion del vacio en la
electrodindmica, y en un abordaje diferente —por la imposicion de la invariancia
de escala— por Grigore [103]]. Un estudio completo en la TPC seria deseable, y
el modelo de Yukawa, histéricamente util en el desarrollo de la técnica por Bo-
goliubov y Shirkov [27]], es un modelo ideal para tal propdsito. En particular, en
el estudio de la estabilidad vimos que una renormalizacién de las masas no seria

posible, mientras que una del pardmetro de acoplamiento si lo es.
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Apéndice A
Epitome de la teoria

de las funciones generalizadas

La fisica ha trabajado siempre y trabaja con conceptos idealizados, el mas famoso
de los cuales es el de «punto material». Bien sabemos, por supuesto, que semejante
concepto se refiere a una masa concentrada en una region muy pequeiia del espacio,
y como tal puede ser sucesivamente aproximada por una determinada secuencia de
funciones. Consideremos, a modo de ejemplo, el calculo del potencial gravitacional
generado en el punto P por una masa unitaria concentrada alrededor del punto F,
[56]: Definimos una sucesién de funciones {p,} con la propiedad de anularse fuera
de la esfera S(e,,) centrada en el punto Py y con radio ¢,, que verifica la condicién:

lim ¢, = 0,y tales que para cada n:
n— -+

(@) =1 . (A.1)

S(en)

A esta sucesion de funciones mdsicas corresponde la sucesion de potenciales {U,},

con:

Pn(w) 3
U,=| ———d . A2
P—a) x (A.2)

Evidentemente, cualquiera que sea la sucesion particular {p,,}, la sucesion {U,,} tiene

el limite:

1
i = — A.
Jim U P — By (A.3)



Esta convergencia ocurre atin cuando la sucesion {p,, } no tiene limite en la clase de las
funciones. Siendo asi, se hace necesario ampliar la clase considerada de funciones in-
cluyendo los elementos limite de estas sucesiones; la clase ampliada —generalizada— de
elementos se denomina la clase de las «funciones generalizadas» o de las «distribuciones».
Asi, nos deparamos con las dos definiciones clésicas de la funcion generalizada: Ella
puede ser entendida bien como el elemento limite de una sucesion de funciones, bien
como la funcional que hace corresponder a la sucesién {U,,} su limite. Como veremos,
ambas concepciones son utiles; la segunda permite la definicién matemadtica rigurosa
de su concepto; la primera provee la posibilidad de utilizar la intuicion para definir las

operaciones sobre ellas.

A.1. Definicion de distribucién y algunas operaciones

Consideremos el espacio vectorial de las funciones complejas de n variables reales.
Sea ¢ una de tales funciones; su «soporte» o «portador»'| denotado supp(y), es el
menor conjunto cerrado fuera del cual es ¢ = 0.

Definicion: 2 es el espacio vectorial de funciones ¢ : R™ — C infinitamente
derivables —de la clase C*— con soporte compacto. o

Sea {¢,} una sucesién de funciones en . Ella converge a la funcién ¢ € 2 cuando

Jj — 4oosit (1) Vj : supp(pj) < K, con K un conjunto compacto; y (2) para

(m)

cada orden m, las derivadas ¢ convergen uniformement a (™ cuando j — +oo.

Entonces denotamos: 1im ¢; = .
j—+o0

Definicion: Una «distribucion» o «funcion generalizada» T es una funcional lineal

y continua definida sobre el espacio vectorial 9, es decir que a cada funcion p € 9

"Traducciones de las palabras inglesas support y carrier, ambas usadas para denotar el concepto que
aqui introducimos [62}/63].

Recordamos de paso que la sucesién de funciones {¢;} converge uniformemente si: Ve > 0, 3N €
N: Vo ji,ja > N = o, (2) — @), (2)] <e
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asocia el nimero complejo T () = (T'; ) con las propiedades:

(T;01+@2) = (T501) + (T5902) 5 YAeC: (T;hp) =X (T59) ; (A4
Jm g = = lim (T0;) =(Ty0) (A.5)

el primer limite en el sentido de la convergencia definida en 7, el segundo, en el
sentido de la convergencia de niimeros complejos. Las distribuciones constituyen el
espacio vectorial 9' con las operaciones de suma y producto por un escalar definidas

segun:
(1 + Tos0) = (Ti;90) + (Tos0) 5 (AT50) = A(T59) . @ (A.6)

El espacio 2’ esta, asi, contenido en el espacio dual Z*, que contiene a todas las
funcionales lineales, continuas o no, definidas sobre . Pero no es igual a é]ﬂ Entre
las distribuciones encontramos aquellas que, en el espiritu de la introduccién dada a
este apéndice, no requieren de la ampliacion de la clase de funciones sobre la que se
habia definido la sucesion inicial; ellas son denominadas distribuciones «regulares»:
La funcién f localmente sumabl define la distribucion regular 7' por la regla que

asigna a cada funcién ¢ € & el nimero complejo:

(Tr; ) = ffso : (A7)

Por supuesto, dos funciones f y g dan lugar a la misma distribucion regular Ty = T,

si ellas son iguales «casi en todas partes»ﬂ Las distribuciones que no son regulares se

3Schwartz [[62]] habia probado, con el uso del axioma de eleccidn, que existen funcionales lineales
discontinuas definidas sobre Z.

“Esto es, sumable sobre todo conjunto compacto.

SEn inglés almost everywhere. Se dice que una propiedad rige «casi en todas partes» de un conjunto
FE siel subconjunto Ey < E en el que no lo hace es un conjunto de medida nula [|64]]. Por supuesto, esto
significa que las integrales a que nos estamos referindo son las de Lebesgue.
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llaman «singulares». Ejemplos tipicos de ellas son los siguientes:

<T;<p>=ff6s0 ;00 =0(0) 5 (T59) =0dp(a) . (A.8)

Lo dicho prueba, de paso, que la distribucién delta de Dirac — en el segundo ejemplo
de la Ec. (A.8)— no es una funcidn, pues si lo fuera seria nula casi en todas partes y
definirfa la distribucién (Tp; o) = §0- ¢ = 0.

Definicion: La distribucion T’ € &' es «nula» en el conjunto abierto ) < R" si pa-
ra toda funcion p € 9D con supp(p) < Q: (T; ) = 0. El «soporte» de la distribucion
T, denotado por supp(T), es el menor conjunto cerrado fuera del cual T' es nulo. o

Por regla general, las operaciones definidas en el espacio de las funciones permiten
su elevacion al de las distribuciones al través de la imposicion de compatibilidad con
la nocién de funcién generalizada dada en la introduccién. Esta operacion se llama
«transposicion» y se define como sigue [63|:

Definicion: Sea W : 2(Y) — 2(Q2) un operador lineal continuo definido en el
espacio de funciones. El define el «<operador transpuesto» W9 (Q) > 2'(V) segiin
la formula:

<WT; <p> =(T;W¢) . o (A9)

Aqui hemos denotado por Z(f2) el espacio de funciones en & cuyo soporte se en-
cuentra contenido en el conjunto abierto 2. Esta definicién general permite identificar
inmediatamente las operaciones:

(1) Multiplicacion de una distribucion por una funcion: Sea ¢y € C** una

funcién, T' € 2. El producto ¢T es la distribucién tal que:

W) = (T;p) . (A.10)

(2) Derivada de una distribucion: La derivada DT, con a un multi-indice, es
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definida por:
(D°T; ) = (=1)(T; D) . (A.11)

A continuacion recopilamos algunos resultados de la teoria de las distribuciones:
Una distribucion 7" verifica la igualdad 27" = 0 siy solo si ella es proporcional a la
distribucion delta de Dirac: T = C§ [62].
Toda distribucion de soporte puntual en el punto z posee representacion tnica de
la forma [63]]:
T(x) = i CoD%%(x — x0) . (A.12)

la|=0
La posibilidad de extension de una distribucion de un espacio menor a uno mayor
estd asegurada por el [63]]:
Teorema de Hahn-Banach: Sea t una funcional lineal continua definida sobre
un subespacio m de un espacio vectorial normado M. Existe una funcional lineal

continua T definida en M tal que:

Voem: (T;¢) = (t;o) 5 [Tl =|tln= sup (t;p) . o (Al13)

lel<1,pem

La topologia en el espacio 2’ es definida por la siguiente nocién de convergencia:

Definicion: La sucesion de distribuciones {T;} < ' «converge débilmente» o
«simplemente» a la distribucion T € &' cuando j — +0 si, cualquiera que sea
la funcion ¢ € 2, la sucesion de nimeros complejos {(1;; )} converge al niimero
complejo (T'; p) cuando j — +o0. o

Por supuesto, es legitimo preguntarse si existe la posibilidad, como la habia en
el caso de las funciones con que iniciamos este apéndice, de que el valor limite de
la sucesion de distribuciones se encuentre fuera de la clase considerada. El siguiente
resultado excluye esta posibilidad:

Proposicion: Si {T;} es una sucesion de distribuciones tal que para j — +©

(Ty; ) tiene un limite cualquiera que sea v € 9, entonces la sucesion {1} tiene un
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limite en el espacio 9'. o

Andlogas definicion y proposicion rigen para el establecimiento de la sumabilidad
de una serie de distribuciones y de su suma.

Finalmente, la distribucién 7" con soporte compacto K puede ser definida como una
funcional lineal continua sobre el espacio & de funciones ¢ complejas de n variables
reales, infinitamente derivables, con soporte arbitrario, de la siguiente forma: Sea o €
2 una funcion tal que o = 1 en una vecindad del soporte K de 7T'. Entonces ap € Z'y
la aplicacién (T'; awp) estd bien definida. Como este niimero es, ademds, independiente
de la funcion « elegida, tal es la definicion de (7'; ¢). A partir de esta observacion
puede demostrarse que [62]:

Proposicion: Las distribuciones con soporte compacto forman el espacio vectorial
&' de las funcionales lineales continuas sobre el espacio &. o

Consideremos a continuacion los espacios euclidianos X™ e Y", de dimensiones
m y n, respectivamente, asi como su producto cartesiano X x Y, y denotemos por
D, Dy 'y s, los espacios 7 de funciones correspondientes a ellos.

Definicion: EI «producto tensorial» de las distribuciones S, € 9, y T, € 9, es la

distribucion W, , = S, ® T, € 7,

.y Dien definida y vinica, que hace corresponder a

cada funcion p(x;y) € D, el niimero:

(Ways (@5 9)) = (Sa; (Tys 0(x59))) = (Ty; (Sa; 0(w59))) . o (A.14)

Es claro de la definicion anterior que el soporte de la distribucion producto tensorial
es: supp(W,,) = supp(S;) x supp(7}). Ademads, el producto tensorial de mas de dos
distribuciones puede ser definido por una extension obvia.

Sea S € &', ¢ € 9. La «funcién convolucion» S = p € & es definida como:

Sap(n) = (S +mn) - (A.15)
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Esta nueva funcion se llama una «regularizaciéon» de la distribucién S por la funcién
©, y a esta ultima se da el nombre de «funcion regularizante».

Definicion: La «convolucion» de dos distribuciones S, T € 9' es la distribucion
S =T, cuando ella existe, definida por transposicion de la convolucion definida sobre

una funcion:
(SxT50) = (ST +p) = (Se®@Ty;0(E+m) - © (A.16)

Proposicion: La convolucion S = T existe si para & € supp(S) y n € supp(T),
& + n solo puede permanecer acotado si tanto £ cuanto n lo son también. En tal caso,
el producto convolutivo es conmutativo: S =T =T = S. o

De esta proposicion se sigue, en particular, que el producto convolutivo de dos
distribuciones existe si al menos una de ellas tiene soporte acotado.

Proposicion: Si las distribuciones S y T son definidas, respectivamente, por las
funciones [y g definidas y localmente sumables casi en todas partes, y cuyos soportes
satisfacen a la condicion enunciada en la proposicion anterior, entonces la convolu-
cion S « T es la definida por la funcion h definida y localmente sumable casi en todas

partes por:

h(z) =Jf(:c—t)g(t)dt=Jf(t)g(x—t)dt . (A17)

El producto convolutivo de mds de dos distribuciones puede ser definido de manera
andloga:

(R+S+Ti0) = (Re @5, @Te; 0§+ 1 +C)) (A.18)

Cuando, en particular, el producto convolutivo existe dos a dos, €l se vuelve asociativo:
R+S+T=Rx«(S+T)=(R=*S)=T.

Finalmente, recogemos que un operador diferencial D con coeficientes constantes
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satisface a la siguiente igualdad:

D(S+T)=DS+T =S+DT . (A.19)

A.2. Transformacion de Fourier
y distribuciones temperadas

Entre las muchas operaciones que son posibles de aplicar a las funciones y a las dis-
tribuciones, algunas de las cuales hemos expuesto en la seccién anterior, hay una que
prima en la fisica por su significacién. La transformacién de Fourier permite trabajar
en el espacio de los impulsos tan bien como en el espacio real, y posee la interpreta-
cion directa de constituir paquetes de onda, es decir, funciones de onda admisibles en
la mecénica ondulatoria.

Definicion: Sea o una funcion compleja de n variables complejas. Su «transformada

de Fourier» es la funcion ¢ definida por:

B(p) = (2m) "2 j Prp(x)e™ | (A20)

Su «transformada de Fourier inversa» es la funcion ¢ definida segiin:

¢(p):(2w)n/2fd"w(x)eim e (A21)

De las férmulas definitorias se desprende que ¢(0) = (27) ™2 { d"zp(x) = $(0),
y entonces es requisito necesario, para que existan las transformadas de Fourier di-
recta e inversa de una funcién, que esta sea sumable —de la clase L'-. La siguiente
proposicidn establece que tal es también requisito suficiente.

Proposicion: Toda funcion sumable tiene transformada de Fourier continua, aco-

tada y que tiene limite nulo cuando |p| — +c0. o
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La transformacion de Fourier es entonces definida en el espacio de las distribucio-
nes por transposicion:

Definicion: Sea U una distribucion. Su «transformada de Fourier» U , asi como
su «transformada de Fourier inversa» U , son respectivamente las distribuciones tales
que:

(Oi0) = (i) 3 (Tip) = (Wsp) . o (A.22)

Esta definicion pone de manifiesto el siguiente punto: En la transposicion aplica-
mos U a la funcién ¢. Ocurre, empero, que si ¢ € &, entonces ¢ ¢ Z a menos que
sea ¢ = 0 [62]. Asi pues, la transformada de Fourier no existe para una distribucion
arbitraria U € &', y en consecuencia es preciso definir la transformacién de Fourier en
un espacio diferente.

Volvamos a considerar esta transformacion definida sobre las funciones. Es claro
que la existencia de la transformada de Fourier de la funcién ¢ no implica que también
exista la de ¢, pues esta no tiene por qué ser sumable. Siendo asi, no seria posible
recuperar la funcidn original por medio de la transformacion de Fourier inversa: En la
fisica, esto impediria regresar al espacio real una vez que se haya hecho el paso al es-
pacio de los impulsos. Esta situacion indeseable se supera si se exige que ¢ pertenezca
a un espacio de funciones tal que ¢ exista y pertenezca al mismo espacio, de forma
que esté asegurada la existencia de las sucesivas transformaciones directas e inversas.
Dicho espacio es el:

Definicion: El «espacio de Schwartz» . es el espacio de funciones complejas de
variables reales, infinitamente derivables, con la propiedad de decrescer en lo infinito
mds rdpidamente que cualquier potencia de 1/|x|, lo mismo que todas sus derivadas,
esto es que para todo m € Ny todo multi-indice a con |a| < m:

lim |z|"|D%(z)| =0 . o (A.23)

|z|—+0o0
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Proposicion: Si p € .7, entonces su transformada de Fourier existe y es p € .. o

En el espacio de Schwartz, ahora es claro, la definicion de la Ec. adquiere
significado. El espacio de las distribuciones sobre . es denotado por .’ y llamado
«espacio de las distribuciones temperadas» o «templadas», consistente de las formas
lineales continuas sobre & que pueden ser extendidas a formas lineales y continuas
sobre .. ;Como no?, también sobre este espacio la transformacién de Fourier es un
mapa homeomorfico lineal hacia é] mismo.

Ejemplos esenciales de distribuciones temperadas son: (1) Cualquier distribucion
con soporte acotado, (2) cualquier funcién sumable de crecimiento lentOE], (3) cual-
quier derivada de una distribucion temperada, (4) el producto de un polinomio por una
distribucién temperada.

En los espacios . y . las transformaciones de Fourier directa e inversa son

operaciones inversas:

@r=¢ : (0)=v . (A.24)

Cerramos este apéndice con dos resultados clasicos del célculo operacional.
Teorema de Plancherel-Parseval: Las transformaciones de Fourier directa e in-

versa son isometrias en el espacio de funciones L*? —y particularmente sobre ./ —:
(i) = (@:9) = (&) . o (A.25)

Proposicion: La transformacion de Fourier transforma convolucion en producto y

viceversa:

—

S«T = (2m)"?5T ; ST = 2m)"2ST

ST = (27) 25T S*T = 2m) 28« T . o (A.26)

SEsto es, tal que | f(x)| < Al|z|* para |x| — 400y A, k ciertas constantes.
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Apéndice B
Reduccion de la solucion central

a una relacion de dispersion

En este apéndice encontraremos la forma explicita de 7 para k = 0, que es lla-
mada solucion central, en forma de una relaciéon de dispersion, semejantemente a la
que expresa la distribucién retardada en el caso w < 0 [Ec. (3.100)]. Considerand
peT; (0)opeT,_4(0), podemos, como antes, elegir v = Ap, con A\ = sgn(pyo),
y realizar una rotacién en R™ de forma a obtener p = (p;0--- ;0). Hecho esto, po-

demos usar el resultado de la Ec. (3.96)) para la transformada de Fourier de la funcion

de Heaviside. Substituyendo en la expresion para 73(p) en su forma dada en la Ec.

(3.112), y usando que
Ded(k —gq) = (=)' Dgd(k —q)

escribimos en forma integral:

+00
. i dg? 15
o (P130)30-++50) =5~ f T |4 (0} — a:0):0;-- 50)
[_OJO (B.1)
w 0\a R
P P 1) D (~f:0);0:-+0)

Los otros casos, como ha sido dicho en el texto principal, pueden obtenerse a partir de este por
continuacién analitica.



Vamos a trabajar esta expresion en la notacioén simplificada:

‘ 1]

== dq p_a_ a na o

h= f g+ i0+ [d(p_Q)—aZOa!( 1)*Dgd(=q)| (B.2)
_A =

Realizando el cambio de variable ¢’ = ¢ — p en el primer término:

B J B—p d/
q q '
d(p — q) = " (-
fq+z'0+ (=) f q" +p+10* (=)
—A —A—p
-A B B y
4q /
= — ——d(— : B.3
J+J j 7rprar ) (B

—A—-p —A B—p

También, integrando por partes el segundo término:

7 d
q

Ded(—
f qg+10*t 1 (=9)
—A

1 B 1
_ a—1 1 a—1
—A

e b b 1 b—1 b
- S0, (qﬂ.m) Dy i(-a)|
i 1
+ f dg(—1)* D¢ (q . W) d(—q) . (B.4)

Substituyendo las expresiones de las Ecs. (B.3)) y (B.4) en la Ec. (B.2)), tendremos que:

=0

7 ) ] o |

Feld¢|———— =S Lpe(—V|d—¢)+ A B.
f q[Q’+p+i0+ aZa! q(q’+i0+>] (c)+a . B
—A
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con:

dq’
A: _ o
J J ¢+p+w+(Q)
—A-p B-p
le pa a—1 1 B
— ) (=2 (=1 DP Da b tq(— B.6
Do S oy () e ®e

En este punto, estudiaremos el comportamiento de A cuando tanto A cuanto B tienden

al infinito. Para ello, definamos

[w] a—1
_ _ ap_a _1\b N 1 a—b—1 3/
RO = utp) + S D0 D) (e ) oy )|
B.7)
con: o
)= | =g B.3)
MAP) = g+p+ior s 1 '
M—p
Entonces:
A = R(-A) — R(B) . (B.9)

Siendo asi, el comportamiento de A cuando A, B — +0 puede obtenerse con el cono-
cimiento del comportamiento de R(M) cuando M — +oo. Este serd el procedimiento

a seguir.

Se tiene que:
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con lo cual los términos de frontera en la Ec. se reducen a:

2 (207G X g (C)" (=)
la|=0 =0
S AN p (0 —1)! b
=> o (-1 o deV (M) . (B.10)
a=0 " b=1

También, partiendo de la expresion definitoria dada en la Ec. (B.§)), las primeras

derivadas de fj; son:

oo dp-M) [ d(—q)
) () _ _ _
@) (p _ W)y _ _
1w = (I;w 21 (iﬁ 12 (pM3 = J (q+dp(+qz?0+)4 o

De aqui se deduce la expresion general:

(a) . (b B 1)!(_1)bd(a—b) M a f d(_Q)
= — - - —1)%a! )
_ M
(B.11)
O, en el caso particular de ser p = 0:
. S (b—-DI(=1)"
Yoy =-3 (M#d( D(—M) . (B.12)
b=1

Comparando las Ecs. (B.10) y (B.12), observamos que los términos de frontera en
la Ec. (B.7) constituyen, con el signo invertido, el polinomio de Taylor de orden |w|

de far(p). Consecuencia de esto es que dichos términos se cancelan entre si y restan
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apenas aquellos que corresponden a las derivadas de f); de orden mayor que |w|:

Z Z b_l d(“*b)(—M) . (B.13)

a= [wJ-‘rl

Vamos a estimar estos términos. De la definicion de cuasi-asintota, tenemos que, con

t=1/s:

3 620 (P)
Hir) =

Por otra parte, seguin la ecuacion definitoria de orden singular, la funcién p es una

para [t| > +oo . (B.14)

funcion de auto-modelo. Estas cumplen la propiedad [33] de que, para € > 0 arbitra-

riamente pequeiio, existen constantes C', C’ tales que:
C/Swfe < p(S) < CSers

Siendo asi, el reciproco de la funcién p estd acotado de la siguiente manera:

1 |t|UJ7€

<
p(1/t) ~ Cle)

y en consecuencia, substituyendo en la Ec. (B.14)), tendremos que:
‘ci(p)‘ <Clp|“° para |p|—> 40 . (B.15)

También, de la definicién de cuasi-asintota es claro que cada derivacion en el es-
pacio de los impulsos disminuye el orden singular en una unidad. Mds en general, el

orden singular de d@ sera:

w[Did] = wl[d] —a . (B.16)
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Luego, en concordancia con la Ec. (B.T5)):

|w—a+b—a

‘d(ab)(—M) _ o |M|“"“‘5

E ‘<C|

|Mm°
de forma que para a > |w| + 1:

d@=0(—M)
M?b

‘ <C|M|“ D7 0 para  |M| -+

pues w — |w| < 1y e > 0. Siendo asf, todas las derivadas de f; de orden mayor a |w|

son nulas en el limite de M/ — +oo. En la Ec. (B.13), esto implica que:

R(M)=0 para M — +oo = Im A=0 . (B.17)
A,B—+w©

Luego, substituyendo en la Ec. (B.5)):

s o]
1 p* 1
F = d'——g—Da, _ d(—q) . B.18
J 1 [q’+p+z’0+ azoa! a (q’+i0+)] (=) ( )

—Q0

La expresion entre corchetes es:

lw
1 ;7% (RN D S |
m _;JaDq, <q/+i0+) h q +p+1i0* ;)( 1) (q/+io+)a+1
= [(q/ + Z-O+)[wj+1 (p 4 q/ i i0+)]_1 [(q, i iOJr)[wJH
(q + 10+) (q + ZO+ + p) +p (q + ZO+ + p) (q/ + Z‘o—&-)le*l

+ ()l (¢ 4007 + p) ]

D [w]+1 1
= - _ . B.19
( q’+i0+) p+q +i07F ( )
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Substituyendo en la Ec. y efectuando el cambio de variable ¢ = —¢':

400

d(q)
F = plol+t J d . B.20
Y Mg — 0" (p— ¢ + i07) (520

—Q0

Asi pues, en la notacion de la Ec. (B.T):

+o0 .
- i gooylel+l d ((¢150);0;--- ;0) 0
7o ((P150);0;---50) = o= (p J dq
() )= o &1 I =0T — gl +a0n)
(B.21)
Haciendo el cambio de variable t = ¢?/pY, esta expresion se torna:
+0o0 CZ 0
' tp7;0);0;--- 50
Fo ((69:0)50;---30) = =\ f (« ptlﬁ)l’ 0 B2
2mJ(t —ix0Y) (1 —t+1iX0Y)
Y, finalmente, efectuando la rotacién en R™ inversa a la que llevé (pi;--- ;p,_1) @
((p%;0);0;--- ;0), llegamos a la expresion general:
Fo(P) = fo (p1;- - ;Pn1)
+0o0 dA
' tp1s e s tpn
_ LAJ (pf’m o) gy (B.23)
2 (t — X0 )T (1 — ¢ +iA0Y)

Esta es la Ec. (3.116).
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Apéndice C
Teorema de Wick

La operacién de «ordenamiento normal» consiste en reordenar un producto de ope-
radores de emisison y absorcion de tal suerte que todos los operadores de emision estén
ubicados en el lado izquierdo del monomio, y en el derecho todos los de absorcion.
Histéricamente, su introduccion fue necesaria en la construccién de los observables
fisicos a fin de que ellos otorguen al estado de vacio valores nulos de sus propiedades,
como son la energia, impulso, etcétera. En la teoria que hemos venido desarrollando,
no obstante, él se nos aparece no por la necesidad anterior, sino como de conside-
rable interés practico al momento de evaluar los elementos de matriz de los diferen-
tes términos del operador de dispersion, permitiéndonos discriminar inmediatamente
cudles términos constribuirdn al cdlculo de un determinado proceso y cudles otros no.

Comencemos por examinar un ejemplo. Suponiendo que la distribucién de transicion
de un punto contenga una expresion del tipo : A; A, : , se nos presentard, en la cons-
truccion de la distribucién causal del segundo orden, productos de operadores de cam-
po de la forma:

:AlAQ: :A3A4: . (Cl)

Queremos reducir esta expresion a una forma normalmente ordenada. Para ello, des-
componemos los campos A; en sus partes de frecuencia negativa, A;_, que contiene

solo operadores de absorcidn, y de frecuencia positiva, A;, que contiene solo opera-



dores de emision. Asi, tendremos que:

. A1A2 . = !AlfAzf + A1,A2+ + A1+A2, + A1+A2+ .
= A Ay + 01 A2 Ay + Ay Ay A Aoy

= A1 Ay — [Ak; A2+]51 ) (C.2)

en donde §; = =+ es el signo que corresponde al ordenamiento normal del término
Ay Asy, y que es positivo en el caso de tratarse de un campo bosénico y negativo en
el caso de un campo fermidnico. Se define la «contraccién de Wick» de los campos A,
y A, segun:

[

AjAy = [A1—§ A2+]¢ ) (C.3)

en donde el conmutador es tomado para campos bosénicos y el anticonmutador para

fermidnicos. Con esto, la ecuacion (C.2) se escribe:
[
:A1A2 L= A1A2 - AlAQ s (C4)
y, en consecuencia, la expresion (C.1)) adoptard la forma:

[— (— 1
: AlAQ I A3A4 L= A1A2A3A4 — A1A2A3A4 — A1A2A3A4 + A1A2A2A4
1

(— (—
= A1A2A3A4 — A5A4 2A1A2 . —A1A2 2A3A4 . —A1A2A3A4
(C.5)

Y de aqui se puede despejar:

A1A2A3A4 = :A1A2 . :A3A4 : +A3A4 :A1A2 . +A1A2 1A3A4: +A1A2A3A4
(C.6)
La generalizacion de este resultado constituye el siguiente teorema establecido en 1950

por el fisico italiano G.C. Wick [[104].
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Teorema de Wick: Un producto de n operadores de campo Ay, --- , A,, es escrito

en forma normalmente ordenada como:

(C.7)

en donde el lado derecho contiene todas las posibles contracciones de los campos

involucrados, y en que:

Ay A A Ay = (il)WATAk Ay Ay Ay Apq Apar - Ans

(C.8)
siendo T el signo de la permutacion que lleva a colocar los campos A; y Ay, delante
de todos los demds, siendo asignado a cada transposicion el signo positivo caso los

campos sean bosonicos, el negativo, caso sean fermionicos. o

Demostracion: La prueba del teorema de Wick se apoya en el principio de induc-
cion matematica. La ecuacion (C.4)) afirma su validez para n = 2y se constituye en la
base inductiva. A continuacion, suponemos que la férmula (C.7)) es valida paran — 1,

esto es, supondremos que:
(C.9)

y probaremos que ello implica que la férmula (C./) es también valida para n. Evidente-
mente, dicha empresa solo podrd ser alcanzada con éxito si estudiamos como incluir el
campo A; ala izquierda de la expresién (C.9), y, mas en particular, cémo introducirla

dentro del producto normalmente ordenado. Con este objetivo en mente, establecemos
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el siguiente resultado previo:
Ap s Ay Agi =t Ay Aps )0 s A Ay Ay (C.10)
k=2

cuya prueba es también por induccién matematica:

(i) Desde que : A: = A, la ecuacion (C.4) implica la validez de la ecuacién (C.10)
paran = 2:

Al :AQZ = A1A2 = :AlAQZ +A1A2

(i1) Asumimos que la formula (C.10) es vélida para n — 1, es decir:

Ay 1Ay A=Ay Ayt + ) 1Ay Ay Ay

(i11) Para n:

A1 2A2"'An::A1 :(A2++A2_)A3"'An:
:A1A2+ ZA3"'An: +A1 :Ag"'An: AQ_

:A1A2 :A3"'An: +A2+A1 :Ag"'An: +A1 :Ag"'An: AQ_ s

y usando ahora la férmula para n—1 para introducir A; al producto normalmente
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ordenado:

Al !AQ"'AHZZAlAQ :Ag"'An: +A2+ :AlAg"'An!

+Z c Ay Apc Ayt A A A
k=3

+2 cA Ay Ay Ayl
k=3

:(A2+ :A1A3"'An: + 1A1A3"'An! AQ,)‘F :A1A2A3"'An:

+ ] (A2+ Ay Ap e At ot A A Ay AQ_)

como queriamos probar. Esto demuestra la validez general de la ecuacion (C. 10).

Siendo asi, multiplicamos la expresion (C.9) por A; por la izquierda. La aplicacion de

la ecuacién (C.10) lleva inmediatamente a que:

AjAy- A, = 1A - A +Z Ay Ay A Ay e

en donde en el lado derecho se tendra ahora todas las posibles contracciones, incluyen-
do aquellas en las que interviene A;. Esto demuestra la validez de la ecuacién (C.7)

para todo n € N, y por lo tanto el teorema de Wick queda demostrado. ll
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Apéndice D
Transformaciones discretas

del campo cuantificado

En términos vagos, una «simetria» de un determinado objeto matemético es una
transformacion invertible que deja invariante su estructura mas relevante. Asi, cuan-
do en la teoria ondulatoria admitimos, en virtud de su primer axioma, que al sistema
fisico corresponde un espacio de Hilbert, somos llevados a pensar en los operadores
unitarios como las simetrias del sistema fisico, pues ellos preservan el producto inte-
rior. Esto es correcto, desde luego, pero no agota todas las simetrias que se presentan
en el mundo fisico, pues las cantidades fisicas se expresan no en funcion del producto
interior, sino de las probabilidades. Por esta razon, las simetrias de la fisica no son
(solo) las simetrias del espacio de Hilbert, sino las de otros objetos matemaéticos; la
formulacion no es unica: En la Ref. [55]], por ejemplo, se listan seis estructuras, y asi
también seis nociones de simetrias, las cuales se prueban equivalentes. Nosotros nos
ocuparemos, por ser la forma mas habitual, del llamado «espacio normal de estados

puros» del espacio de Hilbert H, definido segtin:
P1(H) ={ecB(H)| e =e" =enTr(e) =dim(eH) =1} . (D.1)

Aqui, B(H) es el espacio de Banach de los operadores acotados definidos sobre H, y e*
es el adjunto del operador e. El concepto de simetria en este espacio recibe el nombre

de «simetria de Wigner», definida como una biyeccion W : 2, (H) — P (H) que



satisface a la condicion:

Ve, fePu(H) : Tr(W(EW(f)) = Tr(ef) . (D.2)

Esta asegura que W preserva la probabilidad de transicion en &7, (H). Luego ya puede
establecerse el:

Teorema de Wigner: Sea H un espacio de Hilbert con dim(#H) > 1. Toda simetria
de Wigner adopta la forma:

W(e) = ueu® (D.3)

con u un operador, bien unitario, bien anti-unitario, y iinicamente determinado por W
salvo por una fase. o
Por completez, diremos también que, por definicion, el «operador anti-unitario»

u : H — H es invertible y satisface a la condicion:

Vo, e H o (upsu) = (Y;0) . (D.4)

Ademads, el adjunto del operador anti-unitario es definido tal que, para todo ¢, ¥ € H:

(u* ;b)) = (uh;p) . (D.5)

El operador anti-unitario, por fin, es anti-lineal:

VpeH YVzeC :  u(zy) =z"u(y) . (D.6)

El teorema de Wigner fue enunciado por primera vez en 1928 por von Neumann
y Wigner [105]], y su primera demostracién fue dada por Wigner en 1931 [106]. Por
supuesto, con el tiempo y las aguas fueron dadas otras demostraciones. A nivel bastan-

te técnico, en linea con lo hasta ahora dicho, citamos a la Ref. [55]]; un abordaje mas
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heuristico y atn asi suficientemente solvente (y bastante conocido) es el que figura en
la Ref. [107]]. No es nuestra intencidn en esta tesis ocuparnos de estos detalles, sino
en dar a conocer las leyes de transformacion segun las llamadas «transformaciones
discretas» de los campos cuantificados. Estas, que se erigen en simetrias para los cam-
pos libres, por lo que acabamos de decir, seran implementadas por sendos operadores
unitarios o anti-unitarios actuando sobre el espacio de Fock de los campos libres. Su
importancia radica en que estas propiedades pueden ser estudiadas experimentalmen-
te en los sistemas, permitiendo establecer restricciones a los términos de interaccion
con los que se construye la distribucién de transicion del primer orden [véase la Sec.
4.2]l: El procedimiento inductivo causal entonces preserva estas simetrias si los térmi-
nos de normalizacidn son adecuadamente elegidos [33]], y el operador de dispersion las
manifiesta en concordancia con el experimento.

Las transformaciones discretas son tres: (1) Conjugacion de carga, (2) inversion
espacial o paridad e (3) inversion temporal. La primera de ellas, (1), se relaciona con
el cambio de signo de la carga eléctrica de las particulas descritas por el campo; por
su naturaleza, entonces, debe ser estudiada en la interacciéon con el campo electro-
magnético. Por supuesto, este estudio en interaccién debe asociarse a las ecuaciones
del movimiento de los campos clésicos, pues no hemos dicho siquiera —y tampoco es
facil decirlo— qué «es» un campo cuantificado en interaccion: Establecida la ley de
la funcion de onda de una particula, dispensaremos a la interaccion y elevaremos el
operador al espacio de Fock. Las transformaciones (2) y (3), por otra parte, son trans-
formaciones pertenecientes al grupo de Lorentz, pero que no estdn conectadas con la
identidad y, por lo tanto, no forman parte del grupo de Lorentz proprio y ortécrono;
un estudio detallado de ellas se realiz6 en la Ref. [50]. Semejantemente al caso ante-
rior, estas transformaciones serdn estudiadas por su accion sobre los campos cldsicos

primero y serdn elevadas al espacio de Fock después.
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D.1. Campo (pseudo-)escalar

Fijando la consideracion en el campo real (neutro), no habra interaccién con el
campo electromagnético, y por lo tanto las ecuaciones del movimiento seran las libres.
(1) Conjugacion de carga: Como el campo es neutro, la conjugacion de la carga lo

deja inalterado: Para f € H:

fox) = f(x) (D.7)

y la elevacion al espacio de Fock es inmediata:

Vie S[RY) © Ucp(HUG = n.(C)p(fe) (D.8)

con 7),,(C') una fase. De aqui se deriva, escribiendo ¢( f) en su forma integral y usando

la Ec. (D.7), la ley de transformacion del operador de campo cuantificado:

Ucp(z)Ug' = n,(Cp(x) (D.9)

Ademds, como UZ, = 1, deberd ser 7,(C) = £1. Si n,(C) = +1, el campo se llama
«par de carga»; sin,(C) = —1, «impar de carga» [27].

(2) Paridad: El operador de paridad se define de tal suerte que 2° — 2°y z — —x.
Correspondientemente, 0y — dyy V. — —V. Luego, la ecuacién de Klein-Gordon-

Fock libre es invariante frente a la transformacion de paridad, de donde se sigue que:
fr(a%x) = f(2°% —x) . (D.10)

Como antes, este resultado nos permite escribir para el operador de campo cuantifica-
do:
Upp(as2)Up" = n(P)p(a’; —x) (D.11)

con 7,(P) una fase. Como U2 = 1, pues al invertir los ejes dos veces se regresa a la
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configuracion original, deberd ser n,(P) = +1. Sin,(FP) = +1, el campo se denomina
«escalar»; si es 1,(P) = —1, «pseudo-escalar».

(3) Inversion temporal: El mismo argumento que usamos para establecer la trans-
formacién de paridad nos lleva a decir que, frente al cambio (2%;x) — (—2% x), la

funcién de onda de una particula se transforma segun:
fr(a®x) = f(—2"z) . (D.12)

Luego la transformacién es implementada sobre el operador de campo cuantificado
seguin:

Vop(z® )V = n,(T)e(—2%x) | (D.13)

con 7,(7") una fase. Esta vez, como V7 es anti-linealﬂ, al aplicar nuevamente V7 se
tendrd que debe ser |7,(T)|* = 1, lo que no impone restriccién alguna a la fase 7,(T"),

la cual, por ende, se mantiene arbitraria.

D.2. Campo de Dirac

El campo de Dirac, a diferencia del (pseudo-)escalar neutro, si se acopla al campo
electromagnético de una forma dictada por la prescripcion de acoplamiento minimo de

Utiyama [108]]. La ecuacién de Dirac en interaccion es:
(10, — eAu(z)) Y(z) = mip(z) . (D.14)

(1) Conjugacion de carga: Buscamos una funcién ¥ que, en lugar de satisfacer a

'Larazén es simple: Al aplicar la transformacién de inversién temporal a la ecuacién de Schrodinger,
el resultado solo puede ser nuevamente una ecuacion de Schrodinger si el factor @ que acompaiia a la
derivada temporal es cambiado por —i, esto es, si la accion de la transformacién es anti-lineal.
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la Ec. (D.14)), satisfaga a la:

(@0, + eA,(z)) Yo (z) = mpe(z) . (D.15)

Para encontrar semejante ecuacidn por transformacion de la original, tomemos prime-

ramente el conjugado complejo de la Ec. (D.14):

—**(i0, + eA )" =my* . (D.16)

Pero como v** = g ~+T | también se cumple que {—*T; —*T} = 29,y {—y+T}
son otra representacion del dlgebra de Clifford, de donde existe una matriz unitaria C
tal que:

AT = e = ACTCT = OToT A (D.17)

Las matrices 7*, no embargante, forman una representacion irreducible del algebra de
Clifford, y asi la matriz CTC~! que conmuta con todas ellas debe ser, por el lema de
Schur, proporcional a la identidad: CTC~! = « - 1, y de aqui, aplicando la transpuesta
y substituyendo en la misma ecuacion, se obtiene que debe ser o> = 1. Concluimos
que CT = 4, es decir, C es, bien simétrica, bien antisimétrica. Ocurre, empero, que
la primera opcién es inviable, pues si asi fuera entonces las diez matrices C~1y* y
C~lqHy" (. < v) serfan antisimétricas; esto es imposible, pues ellas son del orden
4 x 4y ademads linealmente independientes. Y por esto debemos admitir que la matriz
C' es antisimétrica:

ct=—C . (D.18)

Sabemos, por otra parte, que 7’v*v? = 4. De esto y de la Ec. (D.I7) se sigue que
—CAOy#* = 41 (C~0. Asi, multiplicando la Ec. (D.16) por C+° por la izquierda, llega-
mos a:

(10, + eAM)CWOz/)* = mC~%* | (D.19)
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de donde, por comparacién con la Ec. (D.I5)), reconocemos que el campo de Dirac

clésico se transforma por conjugacion de carga segin:

Yo(x) = Cy%(x)* . (D.20)

Elevamos entonces este resultado al espacio de Fock:
Uct(x)Uc" = nu(C)CH 4 (@)* = ny(C)CY(2)" (D.21)
que puede invertirse para obtener la ley de transformacion del adjunto de Dirac:
U (z)Ug" = —nu(C)y () Ct (D.22)

La imposicién de que sea U7, = 1 lleva a las posibilidades 7,,(C) = +1.

Para el estudio de las transformaciones discretas de paridad e inversion tempo-
ral, es requerimiento previo conocer las reglas de transformacién correspondientes del
4-potencial electromagnético. Para ello se parte de las ecuaciones de Maxwell, en par-

ticular, de la ley de Ampere-Maxwell:
VxB=j+_—— . (D.23)
x

Por su significado fisico, el signo de la densidad de corriente 3 debe cambiar frente
a cualquiera de las dos transformaciones discretas. En el caso de la inversién tempo-
ral, porque reflejaria un movimiento retrégrado de las cargas que le dan origen; en
el caso de la paridad, porque el movimiento de dichas cargas mantiene su direccion
independientemente de la definicién de los ejes. Teniendo en cuenta ademds que la
derivada temporal cambia de signo en una inversion temporal, y que V lo hace frente
a una transformacién de paridad, la exigencia de que la ecuacién se mantenga

invariante lleva a las conclusiones siguientes.

167



a) Paridad:

E@%z) > —E(x";—z) ; B(%z)— B(%-z) . (D.24)

b) Inversién temporal:

E(:%x) > E(-2%x) ; B("jz)—>-B(-a"z) .  (D.25)

A partir de aqui, y usando que

E:—VAO—% . B=VxA |,

se obtiene finalmente la ley de transformacion del 4-potencial, que es el campo que

aparece en la ecuacion de Dirac en interaccién [Ec. (D.14)]:

a) Paridad:

A% x) —» A2 —x) ; A x) - —A(Y; —x) . (D.26)

b) Inversion temporal:
At ) —» A%(—2%x) ;. A% x) - —A(—2%x) . (D.27)

Establecidos estos resultados, volvemos a las leyes de transformacién del campo de
Dirac.

(2) Paridad: Buscamos la funcién que satisfaga a la ecuacion:

7“(i(95 — eAf(xp))wp(xp) = miyp(zp) , (D.28)

conzp = (2% —x),0F = (0p; —=V) y A = (Ag; —A;). Para obtener esta, multiplique-
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se a la Ec. (D.T4) por 1° por la izquierda. Usando que 799410 = +#1 = (7% —4), y
desplazando el signo negativo asi obtenido hacia la derivada y el campo de radiacion,

obtenemos:

V(o — e AN Y (x) = my Y(z) (D.29)

La comparacién de esta ecuacion con la Ec. permite identificar:
Yp(atix) =" —x) (D.30)
Elevando al espacio de Fock:
Upi(a®; 2)Up" = (P (a"% ) (D31)

y de aqui:

Up@(xo;w)U;l = nw(P)*E(xO; —x)y° . (D.32)

En relacion a la fase 7,,(P), esta vez no es preciso imponer la involucién de U p, pues,
como las reglas de la rotacién del espinor indican que apenas una rotacion de 47 rad
devuelve al mismo a su valor original, mientras que la doble aplicacion del operador de
paridad puede escribirse no solo como la identidad, sino también, por ejemplo, como
la rotacion por el angulo 27 rad del plano O — X! — X2 alrededor del eje O — X3 [27],
entonces se tendréd en general que Ufp = +1, y de aqui que 1, (P) = +1, +i.

(3) Inversion temporal: Queremos hallar )1 que satisfaga a la ecuacion:

(i} — eAl (vr))r(zr) = mir(2r) | (D.33)

con zp = (—a2%x), 0L = (=0p;V) y AL = (Ag; —A;). Para llegar a ella, tome-

mos el conjugado complejo de la Ec. (D.14) y usemos que %% = 7% y 4% = —~iT

desplazando e signo a las diversas componentes de la derivada y el 4-potencial elec-
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tromagnético. Con esto:
PI(i0] — eAD)(x)* = map(x)* . (D.34)
Usando ahora la Ec. (D.17)) y multiplicando por C' por la izquierda:

(i — eAT)Cu()* = mCOy(x)* . (D:35)

1,243

Finalmente, como la matriz 7° := i7y°y'~v2+? anti-conmuta con todas las v*, si multi-

plicamos a la Ec. por ella por la izquierda encontraremos:
'y“(i&f = eAZ)ny’Cw(a:)* = my°Cy(z)* . (D.36)
Comparando con la Ec. (D.33) reconocemos que:
Vr(a% x) =y Oy(—a;z)* . (D.37)
Esta transformacion es elevada al espacio de Fock segtn:
V(2% )V = 0y (T)y°Cop(—a% ) . (D.38)

Esta aparentemente difiere de la Ec. (D.37) en que el campo al lado derecho no esta
conjugado. Tal diferencia se explica porque el operador V1 es anti-lineal, de manera
que en la expresion para el operador de campo cuantificado pasard por las amplitudes
us y vs transforméandolas segtin la ley clésica de la Ec. (D.37), como debe de ser [[109].
Lo mismo no se aplica para la conjugacion de carga porque este operador es lineal. La
mentada anti-linealidad, por dltimo, no restringe a la fase 7,,(7"), pues como en el caso
del campo (pseudo-)escalar, apenas se exige de ella que cumpla |, (T)|* = 1.

Esto concluye la discusion sobre las transformaciones discretas de los operadores
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del campo cuantificado que aparecen en esta tesis. Con todo, es ttil mencionar que la
combinacion de las tres transformaciones, PCT (o en cualquier otro orden) constituyen
una simetria general de la teoria del campo, o mds precisamente, siempre pueden ele-
girse las fases arbitrarias encontradas en cada uno de los casos de tal forma que lo sea.
Los primeros argumentos a favor del cardcter general de esta simetria fueron dados
por Liiders [110] y Pauli [111]]. Una presentacion sencilla de €l puede ser encontrado
en las Refs. [27,/109]], mientras que su prueba formal como un teorema de la teoria

axiomatica en las Refs. [23,[28]].
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