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Resumen

El modelo de Yukawa nació en el estudio fenomenológico de las interacciones nu-

cleares, y su presencia en la fı́sica de las partı́culas ha persistido hasta los dı́as actuales

en el modelamiento de la interacción del campo de Higgs con los fermiónicos. Di-

cho modelo, aunque simple, exhibe las denominadas divergencias ultravioletas, uno

de los problemas a los que se enfrenta la teorı́a del campo cuantificado convencional,

requiriendo el uso de técnicas de regularización para la obtención de cantidades fı́sicas

finitas.

Una formulación alternativa de la teorı́a del campo cuantificado es la teorı́a de per-

turbación causal (TPC), la cual utiliza al axioma de la causalidad, referido al operador

de dispersión, para establecer un procedimiento inductivo para la construcción per-

turbativa de sus términos. Teniendo en cuenta, además, al carácter distribucional de

los operadores de campo cuantificado, la TPC evita el aparecimiento de las divergen-

cias ultravioletas, de modo que ningún procedimiento de regularización se utiliza en la

obtención de resultados finitos.

En esta tesis, realizamos un estudio del modelo neutro de Yukawa mediante las

técnicas de la TPC. Comenzamos introduciendo detalladamente los operadores de

campo cuantificado libres como distribuciones operador-valuadas que actúan sobre el

espacio de Fock, explicitando el importante papel que en tal definición tienen las solu-

ciones al problema de Cauchy en la teorı́a del campo clásico. Pasamos entonces a defi-

nir el sistema axiomático de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov para la construcción

del operador de dispersión, y a examinar sus consecuencias en la teorı́a perturbativa.

A continuación, construimos de forma intuitiva el procedimiento inductivo de la TPC,

detallando las razones de las definiciones vertidas para la distribución retardada y para

la avanzada, ası́ como estableciendo el método de división de la distribución causal

en estas dos partes. Mostramos que el método inductivo de la TPC es compatible con

el axioma de unitaridad del operador de dispersión y probamos un teorema de facto-

rización de polinomios en la distribución causal que facilita la aplicación práctica del
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método.

A continuación, repasamos el desarrollo histórico del modelo fenomenológico de

Yukawa y establecemos la distribución de transición del primer orden para el modelo

neutro, con el cual construimos, por el procedimiento inductivo, la distribución causal

del segundo orden. De entre los diversos términos en los que esta se descompone por

virtud del teorema de Wick, estudiamos primeramente aquellos que corresponden a

las correcciones radiactivas, a saber, la auto-energı́a del mesón y la del nucleón, cuyos

cálculos son detalladamente realizados y cuyas expresiones explı́citas en los diversos

intervalos de variación del impulso son obtenidos. Tales distribuciones no son, empero,

unı́vocamente definidas por el axioma de la causalidad, sino que requieren para su

fijación completa la imposición de condiciones fı́sicas adicionales, que en el caso en

cuestión son el valor fı́sico de las masas de las partı́culas correspondientes y el de

la constante de acoplamiento de su interacción mútua. Semejantes imposiciones son

hechas sobre los propagadores completos de los campos.

Mostramos, no embargante, que las condiciones relativas al valor fı́sico de las ma-

sas de las partı́culas involucradas pueden ser substituidas por las condiciones de esta-

bilidad de los sectores de una partı́cula del espacio de Fock al segundo orden, o séase,

por la condición de que el operador de dispersión deje invariantes los estados de una

partı́cula. Estudiamos también la condición de estabilidad del estado del vacı́o al se-

gundo orden, mostrando que puede ser alcanzado con una elección determinada de los

términos de normalización permitidos.

Para concluir, realizamos un estudio de la normalizabilidad de los modelos de in-

teracción generales entre campos bosónicos de espı́n nulo y fermiónicos de Dirac,

probando que el modelo de Yukawa es el único que es normalizable en cuatro dimen-

siones.
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Abstract

Yakawa’s model born in the phenomenological study of nuclear interactions, and its

presence in particle physics has persisted until now in the modelling of the interaction

between Higgs’s field with the fermion ones. That model, although simple, exhibits

the so-called ultra-violet divergences, one of the problems with which the standard

formulation of quantum field theory must deal, and for which regularization techniques

have been developed in order to obtain finite physical quantities.

An alternative formulation of quantum field theory is causal perturbation theory

(CPT), that uses the axiom of causality, referred to the scattering operator, to establish

an inductive process for the construction of its perturbation terms. Considering, ad-

ditionally, the distributional character of the quantized field operators, CPT avoid the

appearance of ultra-violet divergences, so that no regularization techniques are requi-

red to obtain finite quantities.

In this thesis, we study the neutral Yukawa’s model through the CPT techniques.

We start by introducing in detail the free quantized field operators as operator-valued

distributions acting on Fock’s space, making explicit the important role that the solu-

tions to classical Cauchy’s problem have for that definition. We then define the axio-

matic system of Bogoliubov, Medvedev and Polivanov for the construction of the scat-

tering operator, and examine its consequences for the perturbation regime. Next, we

construct in an intuitive manner the inductive procedure of CPT, explaining the de-

finition of the retarded distribution and that of the advanced one, and the division of

the causal distribution in these two parts. We show that the CPT inductive procedure

is compatible with the unitarity axiom for the scattering operator and prove a theo-

rem about factorization of polynomials in the causal distribution which simplifies the

practical application of the method.

We then review the historical development of the phenomenological Yukawa’s mo-

del and establish the transition distribution of first order for the neutral model, with

which we construct, through the inductive procedure, the causal distribution of second
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order. Among the different terms in which it decomposes by virtue of Wick’s theo-

rem, we firstly study those corresponding to the radiative corrections, id est, meson’s

and nucleon’s self-energies, whose calculation is exposed in detail and whose explicit

expressions are obtained in the different intervals of momentum variation. However,

those distributions are not uniquely determined by the causality axiom, but require for

its complete definition the imposition of other physical conditions: the physical values

of the masses of the corresponding particles and the value of the coupling constant of

their mutual interaction. These conditions are imposed on the complete field propaga-

tors.

We show, nonetheless, that the condition on the physical value of the particles’

masses can be replaced by the condition of stability of the one-particle sector of Fock’s

space at second order, this is to say, by the condition that the scattering operator leaves

invariant the one-particle states. We also study the stability of the vacuum state at se-

cond order, showing that it can be reached with an adequate choice of the normalization

terms.

To finish, we study the normalizability of the general models of interaction between

spinless bosons and Dirac’s fermions, to conclude that Yukawa’s model is the only one

which is normalizable in four dimensions.
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Capı́tulo 1

Introducción

La teorı́a del campo cuantificado fue inventada por Born y Jordan em 1925 [1] bajo

el nombre de ((electrodinámica matricial)), como la consecuencia natural de aplicar la

mecánica matricial de Heisenberg al campo de radiación. En dicho trabajo, la men-

tada cuantificación se hizo descomponiendo al campo en una infinitud de osciladores

armónicos desacoplados, tratando cada uno de ellos como un sistema ondulatorio in-

dependiente; este procedimiento es el que se conoce como ((cuantificación canónica)).

El mismo problema fue revisado en 1928 por Jordan y Pauli [2], artı́culo este en el que

introdujeron la ahora llamada ((distribución de Jordan-Pauli)), y levantando por primera

vez el problema de la energı́a infinita del punto cero, o séase, el hecho de que, como la

mı́nima energı́a del oscilador armónico no es nula, poblar el espacio con uno de tales

osciladores en cada punto llevarı́a forzosamente a que la mı́nima energı́a del campo

fuese infinita. Este problema, comúnmente, se desestima aduciendo que no es el valor

absoluto de la energı́a, sino la diferencia de ella entre dos configuraciones, la que tiene

significado. Por supuesto, semejante argumento, aunque pueda parecer verosı́mil, no

evita la insatisfacción del fı́sico teórico.

En el mismo año de 1928, Jordan y Wigner [3] mostraron que el principio de ex-

clusión de Pauli requiere la cuantificación con anti-conmutadores más bien que con

conmutadores. Luego el método general de la cuantificación canónica fue desarrollado

por Heinseberg y Pauli en 1929 [4]. Todos estos resultados –y muchos otros concer-

nientes, por ejemplo, al campo de Dirac y su cuantificación– culminaron en dos famo-

sos artı́culos de Pauli: El de 1940 sobre la relación entre espı́n y estadı́stica [5] y su

excelente revisión, publicada en 1941, de la cuantificación del campo [6].



Hasta este punto, los problemas eran generalmente abordados estudiando la inter-

acción entre un campo cuantificado y otro clásico (potencial). Por supuesto, el siguien-

te paso a darse serı́a el estudio de la interacción entre los campos cuantificados. La

solución más difundida a este problema fue aquella que, usando de la teorı́a de pertur-

baciones, dieron, independientemente, Tomonaga, Koba, Tati y Kanesawa [7] en una

serie de artı́culos publicados entre 1946 y 1948, Schwinger [8] entre los años 1948 y

1949, y Feynman [9] en 1949; la equivalencia entre estos tres abordajes fue establecida

por Dyson [10] en 1949. En estas propuestas, no embargante, aparecı́an muchas veces

integrales divergentes. Ellas fueron tratadas también por Dyson, quien fue el primero

en regularizarlas en el ámbito de la electrodinámica y efectuar la renormalización de

la teorı́a absorviendo semejantes cantidades infinitas en los valores fı́sicos de la carga

eléctrica y de las masas de las partı́culas [11].

Aunque la teorı́a construida de esta forma se mostró solvente frente a la compa-

ración con el experimento –importantes en este sentido fueron las mediciones del co-

rrimiento de Lamb y el momento magnético dipolar del electrón–, lo que le valió la

aceptación general, hubo ası́ mismo diversos personajes que se inconformaron con ella.

En el anhelo de construir la teorı́a cuantificada libre de defectos nacieron los llamados

((abordajes axiomáticos)), de los cuales hay diversos. Lo que ellos tienen en común es

haber sido motivados por el ((programa de la matriz S)), iniciado por Heisenberg [12]

en 1943, y según el cual debı́a abandonarse la posibilidad de describir la teorı́a en in-

teracción y asumirse a la matriz S como el objeto fundamental a ser construido. Esta

idea fue adoptada por Stückelberg –su historia es contada en el Cap. 7 de la Ref. [13]–,

quien en 1946 anunció que una condición de causalidad es necesaria para determinar

de forma única a la matriz S, para lo cual la unitaridad y la invariancia relativista no

son suficientes. Stückelberg llevó adelante esta idea con su estudiante Rivier [14], ob-

teniendo una teorı́a en la que las integrales divergentes son substituidas por términos

finitos indeterminados. Además, argumentó que, como la matriz de dispersión será un

mapa entre espacios de estados libres, ella deberı́a construirse usando los campos libres
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solamente.

Por esos años empezó a cuestionarse la noción de campo cuantificado como un

operador actuando en un espacio de Hilbert. En particular, en 1951 Friedrichs [15]

estableció que, para que el campo cuantificado pudiera tener una representación es-

pectral, él debe ser una funcional lineal definida sobre las funciones de alguna clase

por determinar. Este autor ya nombra, incluso, a los campos como ((distribuciones)),

citando la entonces recientı́sima teorı́a de las distribuciones de Schwartz –las primeras

ediciones de las Refs. [16], publicadas en 1950 la primera parte, en 1951 la segunda–.

El resultado de Friedrichs fue rápidamente aceptado entre los axiómatas y dio lugar a

muy importantes contribuciones: Permitió a Cook [17] formalizar, en 1953, la cons-

trucción del espacio de Fock, propuesto por este apenas unos años antes [18], como

el espacio de Hilbert sobre el que actúa el campo cuantificado libre. Esta construcción

evita el aparecimiento del problema de la energı́a infinita del punto cero, que enton-

ces puede relegarse a una mera consecuencia de la aplicación de la correspondencia

clásico-ondulatoria, procedimiento este que no es riguroso. Ası́ mismo, fue utilizado

por Haag [19] en 1955 al establecer el famoso teorema que lleva su nombre, y según

el cual cualquier campo cuantificado local y covariante relativista, conectado unitaria-

mente con un campo cuantificado libre, es libre también. De esto se concluye que, a

diferencia de lo que ocurre en la mecánica ondulatoria de finitos grados de libertad, la

representación de interacción no existe, pues no hay operador unitario que la realice.

Este punto crucial es el motivo por el que las teorı́as axiomáticas del campo trabajan

siempre en la representación de Heisenberg. Ası́ pues, ya en 1956, Wightman [20] es-

tudiaba las propiedades de los campos cuantificados como distribuciones, mientras que

al año siguiente, en 1957, Bogoliubov y Parasiuk [21] identificaban como la fuente de

las divergencias ultra-violetas que aparecı́an en los abordajes convencionales al pro-

ducto de distribuciones en el mismo punto, o el de una distribución por una función

discontinua, operaciones inválidas en la teorı́a de Schwartz.

Con este hallazgo se formaron dos grandes grupos en la comunidad de la teorı́a

3



axiomática del campo. En uno de ellos resurgió la esperanza de describir la interac-

ción en sus detalles, apartándose de la propuesta de Heisenberg. Ası́ nació la teorı́a

axiomática de Garding, Streater y Wightman [22, 23], en que los objetos básicos son

los campos cuantificados en la representación de Heisenberg y sus valores esperados en

el vacı́o –llamados ((funciones de Wightman)) o ((funciones de correlación))–. Aunque

esta propuesta es matemáticamente consistente, pocos modelos no triviales han podido

ser construidos y siempre en bajas dimensiones [24]. Otro sistema axiomático es el de

Haag, Araki y Kastler [25], en el que se trata de construir el álgebra de observables de

von Neumann de la teorı́a.

En otro sentido, el sistema axiomático de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov

[26–28] mantuvo la lı́nea de la propuesta de Heisenberg. Incorporando la teorı́a de

las distribuciones, simplificaron la condición de causalidad de Stückelberg y Rivier al

través de la introducción de la ((función de conmutación adiabática)), de la cual el ope-

rador de dispersión se vuelve un funcional construido con los bien definidos campos

libres solamente.

Sobre esta base axiomática trabajó Stepanov1 [30], quien en 1965 estableció un

procedimiento inductivo para construir la matriz S perturbativamente, basándose prin-

cipalmente en el axioma de causalidad. Stepanov consideró el carácter distribucional

del campo al estudiar cuidadosamente el espacio de las funciones de prueba sobre el

que están definidas las diversas distribuciones numéricas que aparecen en los términos

perturbativos de la matriz S, usando posteriormente el teorema de Hahn-Banach para

extender estas a un espacio de funciones más general. Con todo, Stepanov utilizó una

formulación del axioma de causalidad en el que la función de conmutación adiabáti-

ca de Bogoliubov no aparece, lo que implica que en su construcción las divergencias

infra-rojas aún no estarı́an controladas. El trabajo de Stepanov, finalmente, no encontró

respuesta de la comunidad.

La solución perturbativa completa de los axiomas de Bogoliubov, Medvedev y Po-

1Un breve resumen del trabajo de Stepanov se encuentra también en la Sec. 29.2 de la Ref. [27].

4



livanov fue desarrollada en 1973 por Epstein y Glaser [31], quienes evitaron el uso de

los mal definidos productos cronológicos –y con ello el aparecimiento de las divergen-

cias ultra-violetas– substituyendo los mentados productos por un procedimiento induc-

tivo basado en la causalidad semejante al creado por Stepanov, y que, diferentemente

de este, hacı́a uso tanto de la función de conmutación de Bogoliubov, controlando ası́

adecuadamente a las divergencias infra-rojas, como de una cuidadosa división de la

distribución causal en sus partes retardada y avanzada, según la técnica de división de

distribuciones de Łojasiewicz y Malgrange [32]. En la solución de Epstein y Glaser

es extremadamente importante caracterizar el grado de singularidad de la distribución

causal a ser dividida; para hacerlo, Epstein y Glaser introdujeron sendas definiciones

del ((orden singular)), tanto en el espacio real cuanto en el de los impulsos, que resulta-

ron no ser completamente equivalentes. Al pesar de esta complicación, Scharf aplicó

satisfactoriamente el programa de Epstein y Glaser a la electrodinámica –en una mono-

grafı́a que es la primera edición de la Ref. [33], publicada en 1989–. En 1991, Fassari y

Scharf [34] solucionaron definitivamente las dificultades asociadas al cálculo del orden

singular aplicando el concepto de cuasi-ası́ntotas inventado por Vladimirov, Drozzinov

y Zavialov [36].

Esta es la historia de la teorı́a que hoy llamamos ((teorı́a de perturbación causal))

(TPC), cuyo rango de aplicación a problemas concretos ha sido muy diverso y que ha

derivado en resultados notables. Por ejemplo, Dütsch, Krahe y Scharf [35] la aplicaron

a la electrodinámica escalar, mostrando que en la TPC basta comenzar el procedi-

miento inductivo con el conocimiento de la parte de la interacción que es lineal en

la constante de acoplamiento, pues el ((vértice)) cuadrático en él que forma parte de la

densidad lagrangiana de interacción en el abordaje convencional es generado automáti-

camente en el segundo orden al aplicar el procedimiento inductivo. Dütsch, Hurth,

Krahe y Scharf [37] desarrollaron la técnica de construcción de las teorı́as de calibre,

luego usado por Dütsch, Scharf y Aste [38] para el estudio de la teorı́a electro-débil,

mostrando que en este abordaje la quiebra espontánea de la simetrı́a no tiene cabida
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–véase también la Ref. [39]–. Por otra parte, Grigore [40] estudió la estructura de las

anomalı́as en la TPC. Grigore y Scharf [41], además, establecieron la imposibilidad de

construir teorı́as super-simétricas. La TPC fue también felizmente usada por Scharf,

Wreszinski, Pimentel y Tomazelli [42] para resolver por primera vez el problema de la

masa dinámicamente generada del fotón en la electrodinámica tri-dimensional. Man-

zoni, Pimentel y Tomazelli [43] estudiaron también el modelo de Thirring, al tiempo

que Lunardi, Pimentel, Valverde, Manzoni, Beltrán y Soto [44] han hecho lo propio

para examinar la equivalencia entre las teorı́as escalares de Klein-Gordon-Fock y de

Duffin-Kemmer-Petiau en acoplamiento con el campo electromagnético. La TPC ha

sido aplicada también a la electrodinámica del segundo orden de Podolsky por Bufa-

lo, Pimentel y Soto [45], estableciendo su súper-normalizabilidad. Más recientemente,

Acevedo, Beltrán, Pimentel y Soto la han usado para estudiar el modelo de Yuka-

wa [46], trabajo este del que se deriva parte de la tesis que el lector ahora lee.

Como bien se sabe, el modelo de Yukawa ha tenido, y tiene todavı́a, un papel

fundamental en la fenomenologı́a, pues se utiliza en la descripción de las interacciones

inter-nucleónicas. Todavı́a más, él posee también un papel fundamental en la fı́sica

moderna de las partı́culas, pues aparece en su modelo estándar como la interacción

entre el bosón de Higgs y los leptones o cuarks. Además, ella es todavı́a estudiada en

los laboratorios: el acoplamiento de Yukawa entre el leptón lτ y el bosón de HiggsH es

estudiado en la búsqueda por violaciones a la ((simetrı́a)) CP, al través de experimentos

de colisión protón-protón [47]. Este acoplamiento es descompuesto en dos partes, una

de ellas par frente a la transformación CP, la otra impar:

L � Hpκlτ lτ lτ � rκlτ lτ iγ5lτ q ; (1.1)

y el ((ángulo efectivo de mezcla)) ϕlτ lτ � tan�1prκlτ {κlτ q es medido –el resultado es de

alrededor de 4�17�–. Adicionalmente, acoplamientos de Yukawa tri-dimensionales no

masivos a temperatura finita han sido estudiados recientemente por Benghi [48]; parti-
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cularmente, los modelos de Gross-Neveau-Yukawa y Nambu–Jona-Lasinio–Yukawa.

En esta tesis, ya lo dijimos, nos proponemos estudiar el modelo de Yukawa en

la TPC. Aunque utilizaremos el lenguaje de la teorı́a nuclear, mantendremos nuestros

cálculos abiertos a la posibilidad de que el bosón sea escalar bien como pseudo-escalar,

de modo que los resultados obtenidos puedan perfectamente ser aplicados a cualquie-

ra de los dos términos de la Ec. (1.1). La tesis se organiza de la forma que sigue:

En el Cap. 2 revisamos cuidadosamente el proceso de cuantificación del campo libre,

estableciendo la conexión de tal procedimiento con el problema clásico de Cauchy,

construyendo el espacio de Fock y teniendo en cuenta el carácter distribucional de los

operadores de campo cuantificado. La teorı́a de la dispersión es introducida en el Cap.

3, en la que ofrecemos una descripción conceptualmente detallada de la teorı́a de per-

turbación causal. Pretendiendo conseguir una introducción didáctica al tema, por otra

parte, evitaremos el exceso de análisis matemático y, aún manteniendo el rigor propio

de la teorı́a, preferiremos ofrecer argumentos intuitivos y constructivos más bien que

los teoremas y sus pruebas. En el Cap. 4 introduciremos el modelo de Yukawa, estable-

ciendo el término del primer orden del operador de dispersión y la distribución causal

del segundo orden. Este será el punto de partida del Cap. 5 en el que las técnicas de la

TPC serán usadas para obtener las auto-energı́as de los mesones y nucleones, ası́ como

sus propagadores completos. La estabilidad del estado del vacı́o y de los sectores de

una partı́cula serán el objeto del Cap. 6; probaremos de esta forma que los dichos esta-

dos son estables frente a la interacción de Yukawa y, por lo tanto, los estados asintóticos

bien descritos por los estados del espacio de Fock libre. Ya en el Cap. 7 probamos la

normalizabilidad del modelo. Finalmente, en el Cap. 8 presentamos nuestras conclu-

siones y perspectivas. Los apéndices complementan la información del texto principal

con la intención de que la tesis sea autocontenida.
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Capı́tulo 2

Cuantificación del campo

La mecánica ondulatoria establece la inexistencia de la partı́cula puntual, al trans-

ferir la descripción del movimiento del ente fı́sico a una ((función de onda)) extendida

en el espacio y que evoluciona con el tiempo1. El concepto de partı́cula, ası́, ya no es

el del punto material cuyo movimiento es estudiado en la mecánica clásica, y a la que

se puede asignar valores exactos de posición, ı́mpetu, momento de impulsión, etcéte-

ra; en la teorı́a ondulatoria también estas variables dinámicas pasan a ser descritas al

través de funciones (operadores). No embargante, lo que tienen en común la partı́cula

clásica y su contraparte ondulatoria es que su identidad es determinada por un con-

junto de ((números cuantificadores)), que corresponden a sus caracterı́sticas intrı́nsecas

invariables, vale decir: su carga eléctrica, su masa, y en la teorı́a ondulatoria también su

espı́n y otras cargas –de color, de iso-espı́n, entre otras–. El postulado fundacional de la

mecánica del quantum que acabamos de referir, y que parece ser muy razonable –entre

otras cosas, evita el clásico problema de la divergencia del campo eléctrico en el punto

de origen de la carga, al evitar que una tal carga puntual exista–, ha tenido un éxito

rotundo al ser aplicado a fenómenos muy diversos, como son la estabilidad de la órbita

electrónica en el átomo, el efecto túnel, la radiación del cuerpo negro y muchos otros.

Al encuentro de la teorı́a relativista, no embargante, la presencia de energı́a en una re-

gión del espacio-tiempo, y la posible manifestación de tal energı́a en formas diversas,

1Si bien el asunto está todavı́a lejos de ser definitivamente respondido, la interpretación episte-
mológica de la función de onda se ve desfavorecida en relación a la ontológica, según lo muestra el
teorema de Pusey-Barrett-Rudolph [49]. En esta tesis no entraremos en detalles sobre estos asuntos de
los fundamentos de la mecánica cuántica; baste al lector recordar, por ejemplo, que el cálculo del campo
eléctrico del electrón lo realiza uno en la mecánica cuántica substituyendo a este por su distribución
probabilı́stica de carga, ρ � |ψ|2.



obliga a considerar la posibilidad, verificada en la experiencia, de que las partı́culas

que emergen de una colisión no sean las mismas que las que componı́an inicialmente

el sistema; la descripción relativista ondulatoria exige, de esta forma, a considerar los

campos cuantificados, cuya definición es objetivo del capı́tulo que iniciamos.

2.1. Campo clásico y su problema de Cauchy

La determinación de cuál sea la función de onda asociada a una partı́cula determi-

nada significa, en términos matemáticos, dar solución a su ecuación del movimiento

sujeta a un conjunto determinado de condiciones iniciales. El estudio de estas solucio-

nes generales consituye la ası́ llamada ((teorı́a del campo clásico)), pues en ella, todavı́a,

no han sido incluidas las restricciones apropiadas que les otorgarán un significado real.

El primer punto es, pues, determinar cuáles serán las ecuaciones a que deben obedecer

las funciones de onda. Tales ecuaciones, siendo leyes de la fı́sica, están sujetas a la

relatividad considerada, quiera que sea esta la de Galileo-Newton, quiera que sea la de

Poincaré-Einstein, o alguna otra. En esta tesis consideramos, como lo parece indicar

la experiencia, a la segunda de ellas como la que rige en el espacio-tiempo. Las ecua-

ciones del movimiento, por lo tanto, deben ser invariantes frente a transformaciones

del grupo de Poincaré, y las funciones que les dan solución, transformarse por alguna

representación del mismo.

Las ecuaciones relativı́sticas que utilizaremos son la ((ecuación de Klein-Gordon-

Fock)):

p��m2qφpxq � 0 ; φpxq P C , (2.1)

y la ((ecuación de Dirac)):

pi{B �mqψpxq � 0 ; {B :� γµBµ , ψpxq P Cb2 ` Cb2
, (2.2)

en que las matrices γµ P M4�4pCq son las ası́ llamadas ((matrices de Dirac)), que
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satisfacen a la relación de anti-conmutación:

tγµ; γνu � 2gµν . (2.3)

Un estudio minucioso de estos campos y de sus propiedades de transformación puede

hallarse en las Refs. [27,50]. Para nuestro interés presente, baste decir que la ecuación

de Klein-Gordon-Fock es expresión de la invariancia translacional y debe ser obede-

cida por cada una de las componentes de cualquier campo existente. Esto se echa de

ver, por ejemplo, al aplicar el operador diferencial pi{B � mq a la Ec. (2.2), de donde

se sigue que toda solución a la ecuación de Dirac soluciona ası́ mismo a la de Klein-

Gordon-Fock. La ecuación de Dirac es pues, ciertamente, una ecuación vinculante que

establece relaciones entre las componentes del bi-espinor ψ. Esta anotación es im-

portante, pues indica el camino que seguiremos para la cuantificación del campo de

Dirac: Sus componentes independientes pueden ser aisladas y cuantificadas del mismo

modo que lo son los campos de Klein-Gordon-Fock; el campo completo es entonces

reconstruido con las ecuaciones vinculantes que se derivan de la ecuación de Dirac.

Este modo de cuantificar el campo posee las siguientes ventajas: (1) explicita cuáles

son los grados de libertad fı́sicos del sistema, (2) no requiere del procedimiento de

construcción de las llaves de Dirac, pues el campo cuantificado es construido, de ini-

cio, de tal forma a satisfacer a los vı́nculos de la teorı́a, (3) reduce el procedimiento

de cuantificación de cualquier campo al de sus componentes independientes, que se

cuantifican siempre del mismo modo como lo hace el campo de Klein-Gordon-Fock.

En la sección siguiente retomaremos el punto de la cuantificación, cuyo significado no

ha sido todavı́a propiamente enunciado.

En la teorı́a determinista –y la fı́sica, por lo menos aquella susceptible de ser

enunciada en leyes, ha de serlo–, la función de onda debe ser predecible por me-

dio de su ecuación, dadas ciertas ((condiciones iniciales)) o ((datos de Cauchy)). Pa-

ra la ecuación diferencial parcial del segundo orden del tipo hiperbólico los datos
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de Cauchy que determinan unı́vocamente la solución, según lo dicta el teorema de

Cauchy-Kovalevskaya [51, 52, 56], son:

φp0;xq � fpxq y B0φp0;xq � gpxq . (2.4)

Escribiendo el campo de Klein-Gordon-Fock φpxq en función de su transformada de

Fourier, φ̂ppq, definida según

φpxq � p2πq�2

»
d4pφ̂ppqe�ipx , (2.5)

hallamos que la Ec. (2.1) es satisfecha si: pp2 � m2qφ̂ppq � 0. En el espacio de las

funciones esta ecuación solo posee la solución trivial φ̂ppq � 0; soluciones no triviales

solamente pueden obtenerse al considerar la clase de las ((funciones generalizadas))

–véase el Ap. A–, en la que la relación precedente tiene la solución distribucional:

φ̂ppq � δpp2 �m2qφppq � 1

2ωp
rδpp0 � ωpq � δpp0 � ωpqsφppq , (2.6)

con la definición:

ωp :� �
a
p2 �m2 . (2.7)

Al introducir la Ec. (2.6) en la (2.5) y después de efectuar la integración elemental en

la variable p0 obtendremos:

φpxq � p2πq�2

»
d3p

2ωp

�
φ�ppq e�ipx

��
p0�ωp

� φ�ppq e�ipx
��
p0��ωp

�
, (2.8)

en donde hemos denotado:

φ�ppq � φppq|p0��ωp
. (2.9)
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Impongamos en este punto los datos de Cauchy [Ec. (2.4)]:

fpxq � p2πq�2

»
d3p

2ωp
rφ�ppq � φ�ppqs eip�x , (2.10)

gpxq � p2πq�2

»
d3p

2ωp
p�iωpq rφ�ppq � φ�ppqs eip�x . (2.11)

Sendas transformaciones de Fourier inversas nos llevan entonces a obtener, respectiva-

mente:

φ�ppq � φ�ppq � 2ωpp2πq�1

»
d3xfpxqe�ip�x , (2.12)

φ�ppq � φ�ppq � 2ip2πq�1

»
d3xgpxqe�ip�x , (2.13)

ecuaciones de las cuales es posible obtener las amplitudes φ�ppq:

φ�ppq � p2πq�1

»
d3y rωpfpyq � igpyqs e�ip�y . (2.14)

Esto prueba por su vez que las condiciones iniciales de la Ec. (2.4) efectivamente

bastan para dar solución al problema. Reemplazando la Ec. (2.14) en la (2.8):

φpxq � p2πq�3

»
d3y

d3p

2ωp

�
pωpfpyq � igpyqq e�ip�y e�ipx��

p0�ωp

� pωpfpyq � igpyqq e�ip�y e�ipx��
p0��ωp

�
� p2πq�3

»
d4pδpp2 �m2q

»
d3y rωpfpyq � isgnpp0qgpyqs e�ip�ye�ipx .

(2.15)

O bien, explicitando que la integración en la variable y tiene lugar en el plano y0 � 0

en el que fueron dados los datos de Cauchy:

φpxq � p2πq�3

»
d4pδpp2�m2qsgnpp0q

»
y0�0

d3y rωpsgnpp0qfpyq � igpyqs e�ippx�yq .

(2.16)
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Aún más, identificando:

δpp2 �m2qωpsgnpp0q � δpp2 �m2qp0 � δpp2 �m2qiBx0e�ippx�yq , (2.17)

fpyq � φpyq|y0�0 , gpyq � By0φpyq|y0�0 , (2.18)

la Ec. (2.16) adopta la forma:

φpxq �
»

y0�0

d3y r�φpyqBy0Dpx� yq �Dpx� yqBy0φpyqs . (2.19)

Aquı́ hemos definido la ((distribución de Jordan-Pauli)):

Dpxq :� ip2πq�3

»
d4pδpp2 �m2qsgnpp0qe�ipx . (2.20)

Esta posee ciertas propiedades significativas. En primer lugar, es antisimétrica bajo el

cambio de signo de su argumento:

Dpxq � �Dp�xq ; (2.21)

y satisface ella también a la ecuación de Klein-Gordon-Fock:

p��m2qDpxq � 0 . (2.22)

La forma explı́cita de esta distribución se revela efectuando la integración en la Ec.

(2.20) –véase las Refs. [27, 33]–:

Dpxq � 1

2π
sgnpx0q

"
δpx2q �Θpx2q m

2
?
x2
J1

�
m
?
x2
	*

, (2.23)

con J1 la función de Bessel del primer orden. De tal solución se ve que el soporte de
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esta distribución es:

supppDq �
!
x PM

��� x2 ¥ 0
)

. (2.24)

De esto último decimos que el soporte de la distribución de Jordan-Pauli es causal,

pues su aparición en la Ec. (2.19) indica que el campo φpxq solo es afectado por los

valores –y los valores de su derivada temporal– contenidos en su sombra causal –en

el cono de luz pasado del punto x–. La forma final de la solución la obtenemos por

aplicación de la Ec. (2.21):

φpxq �
»

y0�0

d3yDpx� yqÐÑB y

0φpyq . (2.25)

Consideremos ahora la ecuación de Dirac [Ec. (2.2)]. En la representación de Weyl,

las matrices de Dirac son:

γ0 �

��� 0 12

12 0

��
 , γk �

��� 0 �σk
σk 0

��
 , (2.26)

con σk las matrices de Pauli. Ası́ mismo, escribimos el bi-espinor de Dirac como:

ψpxq �

���χ1pxq
χ2pxq

��
 , (2.27)

con χj columnas de dos componentes. De esta suerte, la ecuación de Dirac se escribe

como el sistema:

iB0χ2 � mχ1 � iσkBkχ2 , (2.28)

iB0χ1 � mχ2 � iσkBkχ1 . (2.29)

Según estas ecuaciones, vemos, solo uno de los espinores, χ1 o χ2, es independiente,

pues el otro puede siempre obtenerse a partir de él. Ası́ por ejemplo, de la Ec. (2.29)
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podemos despejar χ2:

χ2 � 1

m
piB0 � iσkBkqχ1 . (2.30)

Tal ecuación puede entonces ser considerada una ecuación vinculante, al paso que su

substitución en la Ec. (2.28) elimina la presencia de χ2 en ella y lleva a la siguiente

ecuación dinámica para χ1:

�
��m2

�
χ1pxq � 0 . (2.31)

Ası́ pues, las dos componentes de χ1 son los dos grados de libertad fı́sicos del campo

de Dirac, sujetos solamente a satisfacer a la ecuación de Klein-Gordon-Fock. Las otras

componentes, que corresponden a χ2, son completamente determinadas por ellos.

Porque obedece a la ecuación de Klein-Gordon-Fock, el espinor χ1pxq puede ser

escrito como en la Ec. (2.25), dadas las condiciones iniciales χ1p0;xq y B0χ1p0;xq:

χ1pxq �
»

y0�0

d3yDpx� yqÐÑB y

0χ1pyq . (2.32)

Esta ecuación en conjunto con la Ec. (2.30) ya son la solución a la ecuación de Dirac.

Con todo, busquemos una forma compacta para el campo ψpxq. Cuando la derivada

en la Ec. (2.32) se aplica sobre χ1pyq, substituyamos la Ec. (2.29). Realizando una

integración por partes en las derivadas Bk para hacerlas actuar sobre D más bien que

sobre χ1, llegamos a la expresión:

χ1pxq � �i
»

y0�0

d3y tpiBx0 � iσkBxkqDpx� yqχ1pyq �mDpx� yqχ2pyqu . (2.33)

Por otro lado, colocando la Ec. (2.32) en la (2.30):

χ2pxq � 1

m

»
y0�0

d3y piBx0 � iσkBxkqDpx� yqÐÑB y

0χ1pyq . (2.34)
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Como antes, cuando la derivada se aplica sobre χ1 substituimos la Ec. (2.29). Realizan-

do sendas integraciones por partes en las derivadas espaciales y usando la Ec. (2.22)

llegamos finalmente a la expresión:

χ2pxq � �i
»

y0�0

d3y tmDpx� yqχ1pyq � piBx0 � iσkBxkqDpx� yqχ2pyqu . (2.35)

Las Ecs. (2.33) y (2.35) pueden ser aunadas en la forma matricial siguiente [recuérdese

la Ec. (2.27)]:

ψpxq � �i
»

y0�0

d3y

���piBx0 � iσkBxkqDpx� yq mDpx� yq
mDpx� yq piBx0 � iσkBxkqDpx� yq

��
ψpyq .

(2.36)

O bien, usando las matrices de Dirac dadas en la Ec. (2.26):

ψpxq � �i
»

y0�0

d3ySpx� yqγ0ψpyq , (2.37)

con:

Spxq :� �
i{B �m

�
Dpxq . (2.38)

El lector puede impugnar que hayamos usado, en esta derivación, las condiciones ini-

ciales χ1p0;xq y B0χ1p0;xq, pues siendo la ecuación de Dirac del primer orden, pa-

recerı́a que deberı́amos usar las condiciones ψp0;xq. Pero vea bien, ambos conjun-

tos de condiciones iniciales se equivalen: Conocer χ1p0;xq implica conocer también

Bkχ1p0;xq, que se obtiene por simple derivación; la Ec. (2.29) implica entonces que co-

nocer también B0χ1p0;xq es, ni más ni menos, igual que conocer χ2p0;xq –o, si se pre-

fiere, conocido χ2p0;xq ((deducimos)) por medio de la mentada ecuación a B0χ1p0;xq,
y viceversa–. En cualquier caso, el número de datos de Cauchy es el mismo.
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2.2. Espacio de Fock. Operador de campo cuantificado

Al campo clásico, que es general en deması́a, debemos hacer la siguiente exigencia

para decir de él que representa bien a la partı́cula: La energı́a debe ser siempre no-

negativa2. Pero la energı́a se relaciona con el operador hamiltoniano H y este con la

derivada temporal según la ecuación de Schrödinger:

Hφpxq � iℏB0φpxq . (2.39)

De aquı́ que al substituir la transformada de Fourier del campo φpxq, solamente los

valores p0 ¡ 0 serán admisibles, y la restricción que al campo clásico debe hacerse es

la exclusión de su parte de frecuencias negativas, o séase, mantener en la Ec. (2.8) solo

la parte que contiene a φ�ppq. Esta reconsideración limita la solución general de la Ec.

(2.25) a ser solamente:

φpxq �
»

y0�0

d3yD�px� yqÐÑB y

0φpyq , (2.40)

con D� la ((distribución de Jordan-Pauli de frecuencias positivas)) [compárese con la

Ec. (2.20)]:

D�pxq :� ip2πq�3

»
d4pδpp2 �m2qΘpp0qe�ipx . (2.41)

Los campos clásicos restringidos de esta manera se llaman ((funciones de onda)), y

describen a la partı́cula individual. El conjunto de todos ellos define el ((espacio de

Hilbert de una partı́cula)), denotado H1. De acuerdo a la Ec. (2.40), la distribución

D� tiene una función capital, pues relaciona una función de onda consigo misma,

ejerciendo ası́ el rol de identidad en el espacio H1. Esta aparición se justifica si se

2Esta imposición puede ser entendida ası́: En la teorı́a de la relatividad, la partı́cula posee asociado
un tetra-vector de energı́a-impulso γpvqmpc;vq, con γpvq el factor de Lorentz para la 3-velocidad v con
que se mueve la partı́cula, m su masa y c la velocidad de la luz en el vacı́o. Como se cumple siempre
que γ ¥ 1, la energı́a es siempre no-negativa, cualidad esta que se extrapola a la densidad de energı́a en
la descripción ondulatoria.
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define el ((producto interior en H1)) según:

@ f, g P H1 : ⟨f ; g⟩1 :� i

»
d3xf�pxqÐÑB 0gpxq . (2.42)

Luego, la Ec. (2.40) es:

fpxq � ⟨iD�px� yq�; fpyq⟩y . (2.43)

Aquı́, el sı́mbolo ⟨
; 
⟩ significa que la distribución es aplicada a la función siguiendo

la regla formal que define al producto interior, si bien que tal no es ciertamente un

producto interior, pues la distribución no pertenece a H1, ni el resultado de la operación

es un número complejo. Introduciendo en este punto la base de funciones3 tfju en H1,

la Ec. (2.43) lleva a la relación de completación:

¸
j

fjpxqfjpyq� � �iD�px� yq . (2.44)

Si estuviéramos interesados en la descripción de una única partı́cula, entonces lo

dicho bastarı́a. Pero la experiencia ha mostrado que cuando las partı́culas interaccionan

unas con otras pueden operarse cambios en su número ası́ como en su identidad. De

donde es menester considerar el espacio de número variable de partı́culas, al que se

llamará ((espacio de Fock)).

Como está en consideración la teorı́a libre, el espacio de estados de n partı́culas

será construido por (la cerradura de) el producto tensorial de n espacios de Hilbert de

una partı́cula:

Hn :� Hbn
1 �

nhkkkkkkkikkkkkkkj
H1 b � � � bH1 , (2.45)

cuyos estados puros pueden ser identificados con las funciones que son combinaciones

3Esta base (en el sentido de Schauder, es decir, que permite la construcción de estados por sumas
infinitas de elementos de la base) es numerable porque el espacio de Hilbert H1 es separable. En efecto,
identificaremos más adelante a H1 con el espacio L2, el cual fue probado separable por von Neumann
–véase a este respecto, por ejemplo, las Refs. [53–55].
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lineales generales de productos tensoriales de funciones de onda de una partı́cula, es

decir, de la forma: φnpx1; � � � ;xnq. Pero estas partı́culas son idénticas, y entonces la

permutación de cualesquiera dos de ellas no se manifiesta en las caracterı́sticas fı́sicas

del estado y solo podrá, por tanto, afectarlo en un cambio de fase. Y como el cuadrado

del operador de permutación es la identidad, se sigue que dicha fase solo podrá ser 0

o π. Ası́, la permutación solo puede afectar al estado fı́sico por la multiplicación de un

factor �1. Todavı́a más, si denotamos por Pij el operador que permuta los ı́ndices i y

j, veremos que, debido a la propiedad

Prs � PjrPskPjkPskPjr ,

una función de onda que sea simétrica en sus ı́ndices jk, Pjkφn � φn, pero anti-

simétrica en sus ı́ndices rs, Prsφrs � �φrs, deberá necesariamente ser la función de

onda nula:

�φn � Prsφn � sgnpPjrqsgnpPskqsgnpPjkqsgnpPskqsgnpPjrqφn � φn ,

de lo que se concluye que las funciones de onda que pueden identificarse con esta-

dos fı́sicos puros son solamente aquellas completamente simétricas o completamente

antisimétricas. Estas pueden obtenerse a partir de funciones generales al través de los

operadores de simetrización y de antisimetrización, definidos según:

�
S�n φn

� px1; � � � ;xnq :� 1

n!

¸
P

sgnpP qφn
�
xP p1q; � � � ;xP pnq

�
, (2.46)

con P las permutaciones de n elementos. Los operadores ası́ definidos poseen las si-

guientes propiedades, cuya prueba se realiza por cálculo directo:

1.- Ortogonalidad:

S�n S
�
n � 0 � S�n S

�
n . (2.47)
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2.- Nilpotencia: �
S�n

�2 � S�n . (2.48)

3.- Hermiticidad: @φn, ψn P Hn:

〈
S�n φn;ψn

〉
n
� 〈

φn;S
�
n ψn

〉
n

. (2.49)

En el punto 3.-, por supuesto, el producto interior ⟨
; 
⟩n es el definido por las re-

glas usuales en un espacio producto tensorial. Los espacios de Hilbert fı́sicos de n

partı́culas, por lo tanto, serán aquellos continentes de las funciones de onda completa-

mente simétricas, H�
n , usados en la descripción de las partı́culas bosónicas, o aquellos

continentes de las funciones de onda completamente antisimétricas, H�
n , usados para

la descripción de las partı́culas fermiónicas. La consideración de todos los posibles

números de partı́culas al unı́sono es posible por medio de la definición siguiente.

Definición: El espacio de Fock F� de los bosones o los fermiones, respectivamen-

te, es la suma directa de los espacios de Hilbert de n partı́culas, H�
n , extendida a todos

los valores no-negativos de n:

F� :�
�8à
n�0

H�
n ; H0 :� C . (2.50)

Sus elementos son:

Φ � pφ0;φ1; � � � ;φn; � � � q ; φn P H�
n . (2.51)

Particularmente, el estado de vacı́o –de cero partı́culas– es:

Ω :� p1; 0; � � � q . (2.52)
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En el espacio de Fock F� se define el producto interior ⟨
; 
⟩ por medio de la regla:

⟨Φ;Ψ⟩ :�
�8̧

n�0

⟨φn;ψn⟩n , (2.53)

el cual induce la norma:

}Φ}2 :�
�8̧

n�0

}φn}2n �
�8̧

n�0

⟨φn;φn⟩n , (2.54)

con la restricción –sobre los estados– de poseer un valor finito. �

Es importante señalar que la separabilidad del espacio de Hilbert de una partı́cula,

H1, es bastante para garantizar la separabilidad del espacio de Fock. Efectivamente,

esta caracterı́stica es mantenida por el producto tensorial de un número finito de es-

pacios de Hilbert, de modo que, para cada n P N, Hn es separable, ası́ como por la

suma numerable de espacios de Hilbert, como en la Ec. (2.50) [54]. Esta propiedad,

como otrora para H1, permitirá introducir también una base numerable para el espacio

de Fock.

Los diversos sectores del espacio de Fock correspondientes a diferentes números

de partı́culas son alcanzados al través de la aplicación de los operadores de emisión y

absorción.

Definición: El operador de emisión de una partı́cula con función de onda f P H1

es el operador a�pfq : Dompa�pfqq � F� Ñ F� definido según:

pa�pfqΦq0 :� 0 ; pa�pfqΦqn :� ?
nS�n pf b φn�1q pn P Nq . (2.55)

El operador de absorción de una partı́cula con función de onda f P H1 es el operador

apfq : F� Ñ F� definido de forma que:

apfqΩ :� 0 ;

papfqΦqnpx1; � � � ;xnq :�
?
n� 1 ⟨fpxq;φn�1px;x1; � � � ;xnq⟩1,x . � (2.56)
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El hecho de que los operadores de (anti-)simetrización S�n son autoadjuntos implica la

siguiente la relación entre los operadores de emisión y absorción:

a�pfq � apfq: � a:pfq , (2.57)

Las relaciones de (anti-)conmutación de estos operadores son halladas mediante el uso

de sus definiciones recién dadas: Sean f, g P H1, Φ P Dom
�rapfq; a:pgqs	� � F�.

Por cálculo directo: �
apfq; a:pgq�

	
Φ � ⟨f ; g⟩1Φ , (2.58)

rapfq; apgqs	Φ � 0 ;
�
a:pfq; a:pgq�

	
Φ � 0 . (2.59)

Estas relaciones consideran ya el uso del conmutador cuando se trata del espacio F�

y el del anti-conmutador en el F�. Usando la base contable y ortonormal tfju de H1,

⟨fj; fk⟩1 � δjk , (2.60)

en función de la cual toda función f P H1 se expande como:

fpxq �
¸
j

⟨fj; f⟩1 fjpxq . (2.61)

Ası́ pues, definiendo los operadores de emisión y absorción sobre los elementos de la

mentada base:

a:j :� a:pfjq , aj :� apfjq , (2.62)

obtenemos que aj y a:k satisfacen a las siguientes relaciones [ver las Ecs. (2.58), (2.59)

y (2.60)]:

raj; a:ks	 � δjk , raj; aks	 � 0 �
�
a:j; a

:
k

�
	

. (2.63)

Consideremos ahora las funciones de onda de una partı́cula f, g P H1, y sean f̂

y ĝ sus transformadas de Fourier. Como estas funciones satisfacen a la ecuación de
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Klein-Gordon-Fock, la relación entre f y f̂ es:

fpxq � p2πq�3{2

»
d3p

2p0
e�ipxf̂ppq

���
p0�
?

p2�m2
, (2.64)

y similarmente para ĝ. Substituyendo en la Ec. (2.42) encontramos que el producto

interior en H1 es:

⟨f ; g⟩1 �
»
dµmppqf̂ppq�ĝppq , (2.65)

con µmppq la medida invariante relativista definida tal que:

dµmppq :� δpp2�m2qΘpp0qd4p � Θpp0qd
3p

2p0

����
p0�E

; E :�
a
p2 �m2 . (2.66)

La medida µmppq, claramente, está definida sobre la capa másica superior

M� :�  
p P R4

�� p2 � m2 ^ p0 ¡ 0
(

, (2.67)

de modo que el espacio H1 se identifica con el espacio de las (clases de equivalencia de

las) funciones (iguales casi en todas partes) cuadráticamente integrables (en el sentido

de Lebesgue) sobre M� con respecto a la medida µm:

H1 :� L2pM�;µmq . (2.68)

Citamos a continuación sendos resultados sin ofrecer de ellos una prueba –esta

puede ser encontrada, por ejemplo, en la Ref. [33]–.

Teorema: Toda representación irreducible de las relaciones de (anti-)conmutación

de las Ecs. (2.58) y (2.59), con estado de vacı́o Ω, son equivalentes a la representación

de Fock. �

Corolario: Todo operador acotado que actúe sobre el espacio de Fock F� puede

ser expresado en función de los operadores de emisión y absorción a:pfq y apfq. �
El mapa que lleva las funciones f P H1 a los operadores apfq y a:pfq es definido
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por:

Definición: Sea f P H1 una función de onda de una partı́cula. Los operadores de

campo de emisión y absorción en el espacio real, a:pxq y apxq, respectivamente, son

las distribuciones operador-valuadas que llevan f a los operadores a:pfq y apfq, res-

pectivamente, por medio de las reglas formales:

a:pfq :� 〈
f�; a:pxq〉 ; apfq :� ⟨f ; apxq⟩ , (2.69)

Adicionalmente, si f P S pR3q, definimos los operadores de campo de emisión y ab-

sorción en el espacio de los impulsos, a:ppq y appq, respectivamente, como las trans-

formadas de Fourier distribucionales de los correspondientes operadores de campo en

el espacio real. �

Las Ecs. (2.61) y (2.69) implican que podemos escribir los operadores de campo

de emisión y absorción como:

a:pxq �
¸
j

a:jfjpxq� , apxq �
¸
j

ajfjpxq , (2.70)

y en el espacio de los impulsos:

a:ppq �
¸
j

â:j f̂jppq� , appq �
¸
j

âj f̂jppq . (2.71)

De estas relaciones, juntamente con las Ecs. (2.63) y la relación de completación pre-

sentada en la Ec. (2.69):

�
apxq; a:pyq�

	
� �iD�p0;x� yq , rapxq; apyqs	 � 0 � �

a:pxq; a:pyq�
	

.

(2.72)

Definición: El operador de campo cuantificado es la distribución operador-valuada

upxq definida como:

upxq :� apxq � a:pxq . (2.73)
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Su parte correspondiente al operador de campo de absorción se denomina su ((parte

de frecuencias negativas)), denotada u�; la correspondiente al operador de campo de

emisión, su ((parte de frecuencias positivas)), denotada u�. �

Muchas formas pueden ser dadas a esta definición. Usando la expansión mostrada

en la Ec. (2.70):

upxq �
¸
j

�
ajfjpxq � a:jfjpxq�

	
. (2.74)

Aquı́ la dependencia con las coordenadas está contenida en las funciones fjpxq. Como

tfku es una base de H1, la Ec. (2.74) implica que el operador de campo cuantificado

satisface a la ecuación de campo clásico (ecuación de Klein-Gordon-Fock). Ası́ mismo,

escribiendo la función fjpxq en la Ec. (2.74) en función de su transformada de Fourier

fjpxq � p2πq�3{2

»
dµppqf̂jppqe�ipx , (2.75)

obtenemos la siguiente expansión como paquete de onda para el operador de campo

cuantificado:

upxq � p2πq�3{2
¸
j

»
dµppq

�
aj f̂jppqe�ipx � a:j f̂ppq�eipx

	
; p0 �

a
p2 �m2 .

(2.76)

Finalmente, aplicando la transformación de Fourier directamente a los operadores de

campo de emisión y absorción en la Ec. (2.73):

upxq � p2πq�3{2

»
dµppq �appqe�ipx � a:ppqeipx� . (2.77)

Nuevamente, los operadores de campo a:ppq y appq pueden ser expandidos como en la

Ec. (2.71), con el mismo resultado que en la Ec. (2.76); esto prueba que, en lo general:

âj � aj y â:j � a:j; esto no es sorprendente, pues aj y a:j son independientes de las

coordenadas e impulsos –son operadores y no distribuciones–.

La propiedad más importante del operador de campo cuantificado es la relación
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de (anti-)conmutación entre sus partes de frecuencias negativas y la de frecuencias

positivas. Usando la expresión de la Ec. (2.74) y las Ecs. (2.63) and (2.68):

ru�pxq;u�pyqs	 � �iD�px� yq . (2.78)

Este conmutador desempeña un papel central en la teorı́a de perturbación causal bajo

el nombre de ((contracción de Wick)): Como hemos probado, él proviene de la solución

al problema de valores iniciales en la teorı́a clásica. Si lo mismo fuera calculado por

medio de la Ec. (2.77), obtendrı́amos:

ru�pxq;u�pyqs	 � p2πq�3

»
dµppqdµpqq �appq; a:pqq�

	
e�ippx�qyq

��
p0�Ep,q0�Eq

.

(2.79)

La comparación entre las Ecs. (2.78) y (2.79) permite la obtención de
�
appq; a:pqq�

	
.

Consideraremos a continuación los campos particulares que aparecerán en los capı́tu-

los siguientes de esta tesis.

2.3. Campo bosónico pseudo-escalar

En este caso necesitamos introducir no más que un par de operadores de emisión y

absorción, a:pfq y apfq. El operador de campo cuantificado es:

φpxq � p2πq�3{2

»
dµppq �appqe�ipx � a:ppqeipx� . (2.80)

Su distribución de conmutación será la distribución de Jordan-Pauli, pues ella solucio-

na el problema de valores iniciales asociado en la teorı́a clásica. Luego:

rφ�pxq;φ�pyqs � �iD�px� yq , (2.81)
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y:

rφpxq;φpyqs � �iDpx� yq . (2.82)

Recordamos al lector que la distribución de Jordan-Pauli es:

Dpxq � ip2πq�3

»
d4pδpp2 �m2qsgnpp0qe�ipx ; (2.83)

y sus partes de frecuencias positivas y negativas son respectivamente dadas por:

D�pxq � ip2πq�3

»
dµmppqe�ipx , D�pxq � �D�p�xq . (2.84)

De las Ecs. (2.81), (2.84) y (2.79) tenemos que:

»
dµppq e�ippx�yq��

p0�Ep
�
»
dµppqdµpqq �appq; a:pqq� e�ippx�qyq��

p0�Ep,q0�Eq
,

(2.85)

de lo cual se implica que:

�
appq; a:pqq� � 2p0δpp� qq . (2.86)

Finalmente, el adjetivo ((pseudo-escalar)) con que hemos calificado al campo bosóni-

co en el tı́tulo de esta sección se refiere a su comportamiento frente a la transformación

de inversión de los ejes espaciales, llamada ((transformación de paridad)). Ella es des-

crita, en conjunción con las otras transformaciones discretas de este campo como el de

Dirac, en el Ap. D.

2.4. Campo de Dirac

Consideremos a continuación el campo de Dirac, que nos exige utilizar los anti-

conmutadores. Este campo describe el conjunto de dos partı́culas, cada una con dos

posibles estados de polarización, pues poseen ellas el espı́n 1{2; de suerte que descri-
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biremos su teorı́a ondulatoria con el uso de cuatro pares de operadores de emisión y

absorción: cada par asociado a cada polarización de cada partı́cula.

La cuantificación del campo de Dirac puede ser realizada por medio del conjunto de

ecuaciones (2.27), (2.30) y (2.31), considerando al campo χ1 como el campo dinámico

y reservando para χ2 el papel de componentes no dinámicas. En tal concepción, las

componentes de χ1 pueden ser cuantificadas como sendos campos escalares complejos

de naturaleza fermiónica. Escribamos, pues:

χ1pxq � η1αpxq � η�1βpxq , (2.87)

con α y β campos escalares fermiónicos cuantificados, con expresiones:

αpxq � p2πq�3{2

»
dµppq

�
b1ppqe�ipx � d:1ppqeipx

	
, (2.88)

βpxq � p2πq�3{2

»
dµppq

�
b�1ppqe�ipx � d:�1ppqeipx

	
, (2.89)

y con operadores de campo de emisión y absorción satisfaciendo a las reglas de anti-

conmutación:

tbsppq; b:rpqqu � 2p0δrsδpp� qq � tdsppq; d:rpqqu . (2.90)

Los espinores ηs en la Ec. (2.88) serán elegidos posteriormente obedeciendo a la exi-

gencia de la normalización de las soluciones completas. Como es lugar común descar-

tar esta especie de campos alegando al teorema de espı́n-estadı́stica, reproducimos este

aquı́, extraı́do de la Sec. 4-4 de la Ref. [23]:

Teorema (de espı́n-estadı́stica para el campo escalar): Sea upxq un operador de

campo cuantificado escalar. Si él satisface que:

 
upxq;u:pyq( � 0 para px� yq2   0 , (2.91)
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entonces upxq � 0. �

Calculando, no obstante, el anti-conmutador que aparece en el teorema, obtenemos:

 
αpxq;α:pyq( � �iDpx� yq � 2iD�px� yq �  

βpxq; β:pyq( . (2.92)

La distribución de Jordan-Pauli, Dpx � yq, tiene soporte causal, y es nulo para el

intervalo del tipo espacio, px � yq2   0, pero no cumple este requerimiento su parte

de frecuencia negativa, D�px� yq, que puede ser no nulo para los mismos intervalos.

Ası́, la hipótesis del teorema de espı́n-estadı́stica no se satisface y por consiguiente

tampoco su tesis: El teorema no impide la existencia de campos escalares fermiónicos;

de hecho, vemos, las componentes dinámicas del campo de Dirac son de este tipo. La

causalidad de las relaciones de anticonmutación, sin embargo, parece haberse perdido

[vea la Ec. (2.92)], pero esto puede subsanarse y obtener la distribución de Jordan-Pauli

re-definiendo los operadores de campo adjunto según:

rαpxq :� p2πq�3{2

»
dµppq

�
�d1ppqe�ipx � b:1ppqeipx

	
, (2.93)

rβpxq :� p2πq�3{2

»
dµppq

�
�d�1ppqe�ipx � b:�1ppqeipx

	
, (2.94)

con los cuales se obtiene reglas de anti-conmutación causales:

tαpxq; rαpyqu � �iDpx� yq �
!
βpxq; rβpyq) . (2.95)

Substituyendo las Ecs. (2.88) y (2.89) en la (2.87), luego usando la Ec. (2.30) para

obtener χ2pxq y substituyendo, finalmente, en la Ec. (2.27), obtenemos:

ψpxq � p2πq�3{2
¸
s

»
dµppq

a
2p0

�
usppqbsppqe�ipx � vsppqd:sppqeipx

�
, (2.96)
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con:

usppq � 1?
2p0

��� ηs

1
m
pp0 � σkpkqηs

��
 , vsppq � 1?
2p0

��� ηs

� 1
m
pp0 � σkpkqηs

��
 .

(2.97)

Como habı́amos anticipado, hallaremos los espinores ηs por la exigencia de que los

usppq y vsppq sean normalizados. Tenemos que:

usppq:urppq � 1

2p0

�
η:sηr �

1

m2
η:spp0 � σkpkq2ηr



� vsppq:vrppq . (2.98)

Eligiendo:

ηs �
?
p0 � σkpkξs ; ξ1 �

���1

0

��
 , ξ�1 �

���0

1

��
 , (2.99)

obtenemos el resultado deseado:

usppq:urppq � δrs � vsppq:vrppq . (2.100)

De paso, es importante mencionar que la operación de raı́z cuadrada que aparece en la

Ec. (2.99) está bien definida, pues p0 � σkpk es un operador hermitiano definido no-

negativo en la capa másica. Con esta elección de ηs ya es posible probar por cálculo

directo las siguientes identidades:

usppq:vrp�pq � 0 � vrp�pq:usppq , (2.101)

p{p�mqusppq � 0 , p{p�mqvsppq � 0 , (2.102)

¸
s

usppqusppq � {p�m

2p0
,

¸
s

vsppqvsppq � {p�m

2p0
. (2.103)

Podemos ya calcular el anti-conmutador del campo de Dirac cuantificado con su ad-
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junto de Dirac:

 
ψ�pxqa;ψ�pyqb

( � p2πq�3

»
dµppq2p0

¸
s

usppqausppqbe�ippx�yq

� p2πq�3

»
d4pΘpp0qδpp2 �m2qp{p�mqe�ippx�yq , (2.104)

 
ψ�pxqa;ψ�pyqb

( � p2πq�3

»
dµppq2p0

¸
s

vsppqavsppqbeippx�yq

� �p2πq�3

»
d4pΘp�p0qδpp2 �m2qp{p�mqe�ippx�yq .

(2.105)

Y de aquı́, como Θpp0q �Θp�p0q � sgnpp0q, tendremos finalmente que:

 
ψpxq;ψpyq( � p2πq�3

»
d4pp{p�mqsgnpp0qδpp2 �m2qe�ippx�yq , (2.106)

de donde identificamos la distribución Spxq que en la teorı́a clásica solucionaba el

problema de Cauchy del campo de Dirac:

 
ψpxq;ψpyq( � �iSpx� yq , (2.107)

con:

Spxq � ip2πq�3

»
d4pp{p�mqsgnpp0qδpp2 �m2qe�ipx � pi{B �mqDpxq . (2.108)

Estos son los campos cuantificados libres que utilizaremos en los siguientes capı́tu-

los. Ellos definirán los espacios de Fock asintóticos en la teorı́a de interacción que

ahora pasaremos a estudiar.
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Capı́tulo 3

Teorı́a de perturbación causal

En este capı́tulo expondremos detalladamente la construcción de la teorı́a de per-

turbación causal, que servirá de soporte teórico al estudio del modelo de Yukawa que

realizaremos en los capı́tulos subsiguientes.

3.1. Axiomas de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov

En la teorı́a axiomática de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov 1 se utiliza la ope-

ración de conmutación adiabática, definida como sigue:

Definición: Sea g P S pR4q : R4 Ñ R una función suave con valores en el in-

tervalo r0; 1s. La operación de conmutación adiabática de la interacción consiste en

multiplicar la constante de acoplamento de la teorı́a de interacción por la función g,

que recibe el nombre de función de conmutación. �

La función de conmutación ejerce la función de regular la intensidad de la inter-

acción: En aquellas regiones en las que gpxq � 0, la interacción está ausente, en las

que gpxq � 1, ella ha adoptado su cabal intensidad, y en las que 0   gpxq   1 se

manifiesta con intensidad parcial. Como esta función está contenida en el espacio de

Schwartz, ella decae en los confines del espacio-tiempo, eliminando por vez toda in-

fluencia de la interacción en las regiones asintóticas y permitiendo en ellas el uso de

los bien definidos campos cuantificados libres. Ası́, el operador de dispersión puede

ser construido con estos campos solamente, evitando las dificultades e inconsistencias

de los denominados ((campos en interacción)).

1El trabajo original es la Ref. [26]; sin embargo, los axiomas también son expuestos en los capı́tulos
4 y 10 de la Ref. [27] y en el capı́tulo 14 de la Ref. [28]. Ellos son también recopilados en le Ref. [29].



Definición: Considérese una teorı́a en la que se ha realizado la operación de con-

mutación adiabática al través de la función g. El operador de dispersión Spgq es la

forma cuadrática cuyos elemento de matriz entre cualesquiera dos estados Φ,Ψ P F ,

⟨Ψ;SpgqΦ⟩ , (3.1)

es igual a la amplitud de probabilidad de que, en un proceso de dispersión, el estado

inicial Φ en el infinito pasado se torne el estado final Ψ en el infinito futuro. �

La interacción real se obtiene al aplicar el ((lı́mite adiabático)) g Ñ 1. Esta función

lı́mite, es claro, no se encuentra en el espacio S pR4q en el que se ha asumido la función

de conmutación; la existencia del lı́mite, entonces, no es trivial, sino que debe ser

probada en cada caso. Esta es la forma en la que se trata el problema del confinamiento

en la teorı́a de perturbación causal: El lı́mite adiabático existe solamente al considerar

las secciones de choque inclusivas adecuadas. Por otro lado, de la definición se sigue

que a la función de conmutación nula, g � 0, esto es, en ausencia de interacción, el

operador Spgq está sujeto a la ((condición inicial)):

Sp0q � 1 . (3.2)

Definidos los elementos primarios de la teorı́a, pasaremos a indicar las proprie-

dades a las que el operador de dispersión, Spgq, está sometido. Ellas constituyen el

conjunto de axiomas de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov.

(1) Axioma de unitaridad: Para toda función de conmutación, g, el operador de

dispersión es unitario:

Spgq:Spgq � 1 � SpgqSpgq: . � (3.3)

Este axioma está claramente ligado a la interpretación probabilı́stica de los elemen-
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tos de matriz del operador de dispersión2.

(2) Axioma de invariancia translacional: Sea Upa; 1q el operador unitario que

realiza las translaciones xÑ x� a, a P R4, en el espacio de Fock F . El operador de

dispersión se transforma según:

Upa; 1qSpgqUpa; 1q�1 � Spgaq ; gapxq :� gpx� aq . � (3.4)

El tercer axioma se refiere a la causalidad. Por su principalı́a en el método que

desarrollaremos a continuación, lo expondremos más detalladamente. Estabelezcamos,

de inicio, que: ((Dos puntos x, y P M están causalmente conectados si el vector que

los une, x � y, es un vector del tipo-tiempo o del tipo-luz.)) Ası́ mismo, es preciso

indicar la definición del orden cronológico: ((Sean x, y P M dos puntos causalmente

conectados; si x0   y0 en algún sistema inercial de referencia, entonces x es un punto

en el pasado de y; si x0 ¡ y0, entonces x es un punto en su futuro.)) Está claro, el orden

cronológico solo puede ser definido de forma ((absoluta)) entre puntos causalmente

conectados; esta noción se extiende a los puntos causalmente desconectados, si bien su

relación de orden está en dependencia con el sistema de referencia.

En relación con estos enunciados, definimos el ((cono de luz futuro)) del punto

x PM, ası́ como su ((cono de luz pasado)), respectivamente, como los conjuntos:

V �pxq :�
!
y PM

��� py � xq2 ¡ 0 ; y0 » x0
)

. (3.5)

Para referencia futura, también, definimos los conjuntos de n puntos:

Γ�n pxq :�
!
px1; � � � ;xnq PMn

��� xj P V �pxq ; j � 1, � � � , n
)

. (3.6)

2Debemos mencionar, por exactitud, que este axioma se refiere al espacio de Fock que contiene a los
estados fı́sicos solamente, tal como lo hemos definido. Esta propiedad puede ser superada cuando, en las
teorı́as de calibre, el espacio de Fock es extendido y puede contener, además, estados no-fı́sicos, con la
finalidad de obtener una formulación covariante de la teorı́a; en un tal caso el axioma de unitaridad rige
apenas en el subespacio fı́sico, mientras que se substituye por uno de pseudo-unitaridad en el espacio
extendido. Semejante posibilidad no es explorada en esta tesis, pero puede, al respecto, ser consultada
la Ref. [39].
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Además, sean X, Y � M dos conjuntos de puntos del espacio-tiempo de Minkowski.

Definimos las seguintes relaciones entre ellos:

X   Y :ô @x P X, y P Y : x0   y0 ; (3.7)

X � Y :ô @x P X, y P Y : px� yq2   0 . (3.8)

El significado de los sı́mbolos (( )) y ((�)) es claro: X   Y significa que los conjuntos

X e Y pueden ser separados por un plano del tipo-espacio, con los puntos de X en el

pasado de los puntos de Y –estrictamente, si tales puntos están causalmente conecta-

dos, y en algún referencial, cuando no lo están–; X � Y significa que los puntos de X

están espacialmente separados de aquellos de Y .

(3) Axioma de causalidad: Sean g1, g2 P S pR4q dos funciones de conmutación.

Si sus soportes se relacionan según: supppg1q   supppg2q, entonces:

Spg1 � g2q � Spg2qSpg1q . (3.9)

Si, por otra parte, ellos se relacionan por: supppg1q � supppg2q, entonces la descom-

posición de la Ec. (3.9) todavı́a es válida, y adicionalmente los operadores Spg1q y

Spg2q conmutan. �

(4) Axioma de invariancia de Lorentz: Sea Up0; Λq el operador unitario que

realiza las transformaciones de Lorentz xÑ Λx, Λ P LÒ
�, en el espacio de Fock F . El

operador de dispersión se transforma según:

Up0; ΛqSpgqUp0; Λq�1 � SpgΛq ; gΛpxq :� g
�
Λ�1x

�
. � (3.10)

(5) Axioma de estabilidad del vacı́o y del sector de una partı́cula: Para toda

función de conmutación g P S pR4q, el operador de dispersión deja invariantes los
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estados de vacı́o y de una partı́cula:

Φ � Ω _ Φ � p0;φ; 0; � � � q ñ SpgqΦ � Φ . � (3.11)

3.2. Expresión perturbativa de los axiomas

Desarrollar la teorı́a perturbativa del operador de dispersión consiste en hallar una

serie formal de potencias de la función de conmutación –esto es, de la constante de

acoplamiento de la teorı́a de interacción– compatible tanto con la condición inicial de

la Ec. (3.2) cuanto con los axiomas recién establecidos. Formalmente, el operador Spgq
es expresado como la siguiente serie:

Spgq �: 1�
�8̧

n�1

1

n!

»
d4x1 � � � d4xnTnpx1; � � � ;xnqgpx1q � � � gpxnq . (3.12)

Esta ecuación, a un tiempo, define las distribuciones operador-valuadas Tnpx1; � � � ;xnq P
S 1pR4nq, a las que se da el nombre de ((distribuciones de transición del orden n)) o,

también, ((distribuciones de n puntos)). Además, como el producto gpx1q � � � gpxnq es

simétrico en sus argumentos x1, � � � , xn, las distribuciones de transición han de serlo

igualmente. Ası́, podemos definir un conjunto de n puntos en el espacio-tiempo de

Minkowski, M, por X :� txj PM | j � 1, � � � , nu, e introducir la notación:

TnpXq � Tnpx1; � � � ;xnq , gpXq � gpx1q � � � gpxnq , dX � d4x1 � � � d4xn ,

(3.13)

con la cual el operador Spgq se escribe de forma compacta:

Spgq � 1�
�8̧

n�1

1

n!

»
dXTnpXqgpXq . (3.14)

El operador inverso de Spgq, Spgq�1, cuya interpretación, visto el axioma de uni-

taridad, es la de conectar los estados finales del proceso de dispersión con aquellos
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iniciales en el sentido contrario al del operador Spgq, es también formalmente expre-

sado como una serie perturbativa:

Spgq�1 � 1�
�8̧

n�1

1

n!

»
dX rTnpXqgpXq . (3.15)

Las distribuciones rTn están relacionadas con las distribuciones de transición; dicha

relación se obtiene comparando la serie de la Ec. (3.15) que define Spgq�1 con la

inversa formal de la serie de la Ec. (3.14), que es:

Spgq�1 � 1�
�8̧

n�1

ņ

r�1

p�1qr
¸

X1,��� ,Xr�H
X1Y���YXr�X
XjXXk�H,@j�k

»
dXTn1pX1q � � �TnrpXrqgpXq . (3.16)

La comparación de las Ecs. (3.15) y (3.16) deriva en la igualdad:

rTnpXq � ņ

r�1

p�1qr
¸

X1,��� ,Xr�H
X1Y���YXr�X
XjXXk�H,@j�k

Tn1pX1q � � �TnrpXrq . (3.17)

Otras relaciones entre las distribuciones Tn y rTm pueden ser obtenidas por medio del

reconocimiento de que Spgq�1Spgq � 1. Definiendo las distribuciones

T0pHq � 1 � rT0pHq , (3.18)

tendremos que:

1 � SpgqSpgq�1 � 1�
�8̧

n�1

1

n!

¸
XYY�Z
XXY�H

»
dZTn1pXqrTn�n1pY qgpZq . (3.19)

Como la Ec. (3.19) es satisfecha cualquiera que sea la función de conmutación g, de
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ella se desprende que:

@Z con |Z| ¥ 1 :
¸

XYY�Z
XXY�H

Tn1pXqrTn�n1pY q � 0 . (3.20)

El sı́mbolo |Z| denota el ((cardinal del conjunto Z)), esto es, el número de elementos

contenidos en él. Análogamente, si en la Ec. (3.19) hubiésemos escrito 1 � Spgq�1Spgq
en lugar de SpgqSpgq�1, obtendrı́amos la relación:

¸
XYY�Z
XXY�H

rTn�n1pXqTn1pY q � 0 . (3.21)

Las Ecs. (3.20) y (3.21) serán de gran importancia para la prueba de la consistencia del

procedimiento inductivo de la teorı́a de perturbación causal.

Pasemos a ver ahora las restricciones que los axiomas de Bogoliubov, Medvedev y

Polivanov imponen a las distribuciones de transición.

(1) Unitaridad: Como la función de conmutación es real, la substitución de las

Ecs. (3.14) y (3.15) en la Ec. (3.3) lleva directamente a la condición:

rTnpXq � TnpXq: . (3.22)

(2) Invariancia translacional: Reemplazando la serie de la Ec. (3.14) en ambos

lados de la Ec. (3.4) llegamos a la relación:

Upa; 1qTnpx1; � � � ;xnqUpa; 1q�1 � Tnpx1 � a; � � � ;xn � aq . (3.23)

(3) Causalidad: Consideremos dos funciones de conmutación g1 y g2, con supppg1q  
supppg2q, de tal forma que se satisface a la Ec. (3.9). El lado izquierdo de ella es igual
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a la siguiente serie perturbativa:

Spg1 � g2q � 1�
�8̧

n�1

1

n!

»
dXTnpXqpg1 � g2qpXq , (3.24)

en la cual, recordemos: pg1�g2qpXq � pg1px1q�g2px2qq � � � pg1pxnq�g2pxnqq. Luego:

pg1 � g2qpXq �
ņ

m�1

n!

m!pn�mq!g2pX2qg1pX1q ; (3.25)

|X2| � m , X � X1 YX2 , X1 XX2 � H , X1, X2 � H .

Ası́:

Spg1 � g2q � 1�
�8̧

n�1

ņ

m�1

1

m!pn�mq!
»
dXTnpXqg2pX2qg1pX1q . (3.26)

Por otra parte, el lado derecho de la Ec. (3.9) se compone del producto formal de dos

series, cuyo resultado es:

Spg2qSpg1q � 1�
�8̧

n�1

ņ

m�1

1

m!pn�mq!
»
dXTmpX2qTn�mpX1qg2pX2qg1pX1q .

(3.27)

De la comparación de las Ecs. (3.26) y (3.27), y tomando en consideración que supppg1q  
supppg2q, se deduce que el axioma de causalidad del operador Spgq es traducido en la

condición de que las distribuciones de transición son ((cronológicamente ordenadas)):

TnpXq � TmpX2qTn�mpX1q ; X1   X2 . (3.28)

Aplicando repetidamente la misma fórmula encontramos que, cuando todos los pun-

tos puedem ser temporalmente ordenados –es decir, cuando no hay presentes puntos

con iguales coordenadas temporales x0–, podemos escribir la distribución de n puntos

como el ((produto cronológico)) –denotado por la letra T– de n distribuciones de un
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punto:

Tnpx1; � � � ;xnq � T tT1px1q � � �T1pxnqu . (3.29)

Este resultado constituye un primer indicio de que la serie perturbativa completa pue-

de ser generada con el solo conocimiento del término del primer orden, T1pxq, si un

procedimiento de ordenamiento cronológico adecuado es puesto por obra.

En el caso que sea supppg1q � supppg2q el mismo procedimiento es válido, con la

conclusión:

TnpXq � TmpX2qTn�mpX1q � Tn�mpX1qTmpX2q ; X1 � X2 . (3.30)

Dicho de otra manera, las distribuciones de transición correspondientes a puntos espa-

cialmente separados conmutan:

rTnpXq;TmpY qs � 0 ; X � Y . (3.31)

La Ec. (3.30) extiende la validez de la Ec. (3.29) para puntos isócronos excepto en

el caso de que ellos sean coincidentes. De esta manera, cualquier indeterminación en

la construcción de Tn a partir de T1 estará restringida al origen de coordenadas. Se-

mejantes indeterminaciones, además, no pueden ser resueltas por imposición de la

causalidad, como acabamos de ver.

Finalmente, inviertiendo la Ec. (3.9) obtenemos una condición de causalidad para

el operador Spgq�1: Si supppg1q   supppg2q, entonces:

Spg1 � g2q�1 � Spg1q�1Spg2q�1 , (3.32)

de donde, por un procedimiento formalmente idéntico al mostrado para el operador
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Spgq, concluimos que las distribuciones rTn son ((anti-cronológicamente ordenadas)):

rTnpXq � rTmpX1qrTn�mpX2q ; X1   X2 . (3.33)

(4) Invariancia de Lorentz: Introduciendo la serie de la Ec. (3.14) en los dos

miembros de la Ec. (3.10) llegamos a la relación:

Up0; ΛqTnpx1; � � � ;xnqUp0; Λq�1 � TnpΛx1; � � � ; Λxnq . (3.34)

(5) Estabilidad del vacı́o y del sector de una partı́cula: Colocando la Ec. (3.14)

en la Ec. (3.11) obtenemos que:

Φ � Ω _ Φ � p0;φ; 0; � � � q ñ
»
dXTnpXqgpXqΦ � 0 . (3.35)

3.3. Construcción inductiva de Epstein y Glaser

En esta sección presentaremos la idea en la que se apoya la construcción inductiva

de las distribuciones de transición inventada por Epstein y Glaser [31]. Estos investiga-

dores pararon mientes en el siguiente punto indicado por Bogoliubov y Parasiuk [21]

en 1957: La fuente de las divergencias ultra-violetas es la utilización de productos

de distribuciones por la función discontinua de Heaviside en la construcción de los

productos cronológicamente ordenados. Un claro ejemplo de esto es presentado en la

Ref. [61], y reza como sigue: La distribución delta de Dirac, ası́ como la función de

Heaviside tienen las siguientes transformadas de Fourier:

δ̂ppq � p2πq�1{2 , pΘppq � ip2πq�1{2

p� i0�
. (3.36)
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Su producto, no embargante, no tiene transformada de Fourier, pues haciendo uso del

teorema de la convolución encontramos que ella serı́a:

xΘδppq � p2πq�1{2

»
dqpΘpqqδ̂pp� qq � ip2πq�3{2

»
dq

q � i0�
, (3.37)

cuyo resultado es divergente. Ası́ pues, el objetivo de Epstein y Glaser fue hallar un

método de ordenamiento cronológico que no requiera el uso de las funciones de Heavi-

side, evitando ası́ la ocurrencia de las divergencias ultra-violetas. Echando la vista atrás

encontramos que un tal ordenamiento ya apareció cuando enumerábamos los axiomas

de la teorı́a: La Ec. (3.28), es decir, el axioma de causalidad, implica la siguiente igual-

dad:

T pX1 YX2q � T pX2qT pX1q �

$'&'% 0 , X1   X2 _X1 � X2 ;

rT pX1q;T pX2qs , X1 ¡ X2 .

(3.38)

La especificación de que el primer caso es válido también cuando X1 � X2 es inece-

saria una vez que la Ec. (3.31) rige. La Ec. (3.38) es entonces la versión bien definida

del producto indefinido

ΘpX1 �X2q rT pX1q;T pX2qs , (3.39)

y constituye una distribución ((avanzada)) respecto al conjunto X1, es decir, una distri-

bución cuyo soporte se ubica en el pasado causal de este. Ocupémonos, en particular,

de realizar el ordenamiento cronológico en relación a un dado punto. De inmediato

vemos que, con dos puntos disponibles, la única distribución avanzada, con respecto a

x2, que podemos construir con las distribuciones de transición, es la distribución:

A2px1;x2q � T px1;x2q � T px1qT px2q , (3.40)
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definida salvo un factor multiplicativo arbitrario, que consideramos convencionalmente

igual a la unidad. Consideremos ahora tres puntos disponibles, x1, x2 y x3, y busque-

mos la distribución más general que sea avanzada con respecto a x3. Para ello escribi-

mos la totalidad de productos de distribuciones de transición que pueden ser escritos

para estos tres puntos:

A3px1;x2;x3q � T px1;x2;x3q � ϵ1T px1qT px2;x3q � ϵ1T px2qT px1;x3q

� ϵ2T px1;x2qT px3q � ϵ3T px1qT px2qT px3q � ϵ3T px2qT px1qT px3q . (3.41)

Aquı́, el factor uno que acompaña a T px1;x2;x3q ha sido elegido convencionalmente.

Ası́ mismo, los coeficientes ϵ1, ϵ2 y ϵ3 pueden adoptar los valores �1, pues toda di-

visión causal de las distribuciones de transición se realiza por medio de la Ec. (3.28);

los coeficientes ϵ1 y ϵ3 aparecen más de una vez debido a la simetrı́a respecto a los

puntos x1 y x2: Apenas estamos interesados en que la distribución sea avanzada en

relación a x3; las relaciones entre x1 y x2 nos son indiferentes. Y finalmente, en todos

los términos hemos escrito el punto x3 al final en concordancia con la Ec. (3.38). Los

coeficientes ϵk deben ser hallados por la exigencia de que la distribución completa se

anule cuando alguno de los puntos x1 o x2 esté en el futuro causal de x3, o que ambos

lo estén. Supongamos, por ejemplo, que se cumple: x2   x3   x1, caso en el que A3

debe anularse. Aplicando el axioma de causalidad obtenemos:

A3px1;x2;x3q �p1� ϵ1qT px1qT px3qT px2q � pϵ1 � ϵ3qT px2qT px1qT px3q

� pϵ2 � ϵ3qT px1qT px2qT px3q , (3.42)
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de donde se deduce que ϵ1 � �1 � ϵ2 y ϵ3 � �1. La distribución avanzada de tres

puntos es por lo tanto:

A3px1;x2;x3q � T px1;x2;x3q � T px1qT px2;x3q � T px2qT px1;x3q

� T px1;x2qT px3q � T px1qT px2qT px3q � T px2qT px1qT px3q . (3.43)

El estudio de este caso particular ya nos permite la generalización3: El signo de cada

término se determina por el número de factores que él posee, siendo positivo caso este

sea impar, y negativo cuando sea par.

Definición: La distribución avanzada del orden n es la distribución:

AnpY ;xnq :�
ņ

r�1

p�1qr�1
¸

X1,��� ,Xr�H
X1Y���YXr�YYtxnu
XjXXk�H,@j�k
xnPXr

Tn1pX1q � � �TnrpXrq , (3.44)

cuyo soporte se encuentra, por construcción, en el cono de luz pasado de xn:

supp pAnpY ;xnqq � Γ�n pxnq . � (3.45)

Una forma equivalente a esta puede ser obtenida por empleamiento de la Ec. (3.17):

Fijando el conjunto Xr, el resto de la suma es igual a la distribución de transición

inversa rTn1�����nr�1pX1 Y � � � YXr�1q. Luego podemos escribir:

AnpY ;xnq �
¸

XYX 1�Y
XXX 1�H

rTmpXqTn�mpX 1 Y txnuq . (3.46)

De idéntico modo puede ser realizada la búsqueda de la distribución más general

que sea retardada con respecto a un dado punto, construida con las distribuciones de

transición de hasta un determinado orden.
3Si, con todo, el lector aún quiere convencerse de que esta generalización es justa, hará bien en

consultar las Refs. [31,33], en que las distribuciones avanzada y retardada son directamente definidas y
su soporte es hallado luego.
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Definición: La distribución retardada del orden n es la distribución:

RnpY ;xnq :�
ņ

r�1

p�1qr�1
¸

X1,��� ,Xr�H
X1Y���YXr�YYtxnu
XjXXk�H,@j�k
xnPX1

Tn1pX1q � � �TnrpXrq . (3.47)

cuyo soporte se encuentra, por construcción, en el cono de luz futuro de xn:

supp pRnpY ;xnqq � Γ�n pxnq . � (3.48)

Esta vez, fijando el conjunto X1 identificamos el resto de la suma como una distri-

bución de transición inversa:

RnpY ;xnq �
¸

XYX 1�Y
XXX 1�H

Tn�mpX 1 Y txnuqrTmpXq . (3.49)

El axioma de causalidad nos ha llevado por un camino inesperado, pues no nos ha

permitido, directamente, escribir una fórmula de ordenamiento cronológico para hallar

Tn. Sin embargo, como en las sumas de las Ecs. (3.46) y (3.49) la distribución de n

puntos aparece una única vez, podemos separarla del resto de términos:

AnpY ;xnq � TnpYYtxnuq�A1
npY ;xnq , RnpY ;xnq � TnpYYtxnuq�R1

npY ;xnq ,

(3.50)

con las siguientes definiciones de la ((distribución subsidiaria avanazada)) y de la ((distribución

subsidiaria retardada)), respectivamente:

A1
npY ;xnq :�

¸
XYX 1�Y
XXX 1�H
X�H

rTmpXqTn�mpX 1 Y txnuq , (3.51)

R1
npY ;xnq :�

¸
XYX 1�Y
XXX 1�H
X�H

Tn�mpX 1 Y txnuqrTmpXq , (3.52)

45



las cuales no contienen a Tn. Ası́ pues, el axioma de causalidad nos ha ofrecido la

siguiente fórmula para la determinación de Tn:

TnpY Y txnuq � AnpY ;xnq � A1
npY ;xnq � RnpY ;xnq �R1

npY ;xnq . (3.53)

Definición: La distribución causal del orden n es la distribución:

DnpY ;xnq :� RnpY ;xnq � AnpY ;xnq � R1
npY ;xnq � A1

npY ;xnq , (3.54)

cuyo soporte se encuentra, en virtud de su definición y de las Ecs. (3.45) y (3.48),

contenido en el cono de luz con vértice en el punto xn:

supp pDnpY ;xnqq � Γ�n pxnq Y Γ�n pxnq . � (3.55)

Las Ecs. (3.53) y (3.55) señalan el curso que debe seguir el método perturbativo

causal: Como la distribución causal del orden n puede ser conocida una vez que se han

determinado todas las Tm con m ¤ n, las distribuciones avanzada y retardada pueden

ser halladas por la división de aquella en el vértice del cono de luz, hecho lo cual la Ec.

(3.53) permite encontrar Tn. El método causal debe, por fuerza, ser inductivo. Antes

de considerar este problema de división, no obstante, debemos asegurarnos de que el

método inductivo, medio propuesto, medio encontrado, sea consistente con el axioma

de causalidad del que ha provenido.

Teorema: Sea Dnpx1; � � � ;xnq una distribución causal, cuyas partes retardada,

Rnpx1; � � � ;xnq, y avanzada, Anpx1; � � � ;xnq, con soportes en Γ�n pxnq y Γ�n pxnq, res-

pectivamente, han sido halladas al través de cierto método de división. La distribución

Tnpx1; � � � ;xnq hallada por medio de la Ec. (3.53) satisface a las condiciones de cau-

salidad: Ecs. (3.28) y (3.31). �

Demostración: Probaremos este teorema por partes:

(I) Sea que el conjunto X puede ser particionado como X � P Y Q, con P   Q
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y xn P Q. En este caso Anpx1; � � � ;xnq � 0, pues él tiene soporte avanzado; luego:

Tnpx1; � � � ;xnq � �A1
npx1; � � � ;xnq. Usando la Ec. (3.51) y la hipótesis de que P  

Q, ası́ como la condición de causalidad sobre las distribuciones de transición Tm con

m ¤ n:

A1
npx1; � � � ;xnq �

¸
KYK1�Q, KXK1�H
JYJ 1�P, JXJ 1�H
KXJ�H

rT pJqrT pKqT pK 1qT pJ 1q . (3.56)

Cuando J � H, K podrá ser el conjunto vacı́o; la contribución de esta posibilidad es

nula en virtud de la Ec. (3.21). Luego, deberá ser J � H, J 1 � P , y ası́:

A1
npx1; � � � ;xnq �

¸
KYK1�Q
KXK1�H
K�H

rT pKqT pK 1qT pP q

�

���� ¸
KYK1�Q
KXK1�H

rT pKqT pK 1q � rT pHqT pQq
���
T pP q

� �T pQqT pP q . (3.57)

Para llegar a la última lı́nea hicimos, una vez más, uso de la Ec. (3.21). Se sigue de

esto que: Tnpx1; � � � xnq � T pQqT pP q.
(II) Sea ahora que X � P YQ, con P ¡ Q y xn P Q. Ahora Rnpx1; � � � ;xnq � 0,

pues él tiene soporte retardado, y en consecuencia: Tnpx1; � � � ;xnq � �R1
npx1; � � � ;xnq.

De forma análoga al caso (I) podemos probar que la distribución subsidiaria retarda-

da se descompone según R1
npx1; � � � ;xnq � �T pP qT pQq, de donde se concluye que:

Tnpx1; � � � ;xnq � T pQqT pP q.
(III) Supongamos esta vez que X � P Y Q, con P � Q y xn P Q. Por defini-

ción de la distribución causal: Dnpx1; � � � ;xnq � 0, de lo cual Rnpx1; � � � ;xnq � 0 y

Tnpx1; � � � ;xnq � �R1
npx1; � � � ;xnq. Usando primero la definición de la distribución

subsidiaria retardada y luego la condición de causalidad sobre las distribuciones de
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transición de menos de n puntos:

R1
npx1; � � � ;xnq �

¸
X1YX2�Xztxnu
X1XX2�H
X1�H

T pX2 Y txnuqrT pX1q

�
¸

X1YX2�Xztxnu
X1XX2�H
X1�H

T pX2 XQq
!
T pX2 X P qrT pX1 X P q

) rT pX2 X P q . (3.58)

Debido al término encerrado entre llaves, la única contribución en la suma anterior

proviene del sumando con X2XP � H, lo que implica que X2XQ � Q, y por tanto:

R1
npx1; � � � ;xnq � �T pQqT pP q � �T pP qT pQq . (3.59)

Ası́: Tnpx1; � � � ;xnq � T pP qT pQq � T pQqT pP q.
(IV) Finalmente, consideremos el producto Tnpx1; � � � ;xnqTmpY q, con X � Y y

m ¤ n. Los conjuntosX e Y pueden ser particionados en cualquiera de los casos estu-

diados [partes (I) a (III) de la prueba]; supongamos que las particiones son:X � PYQ
e Y � P 1YQ1, tales que: Tnpx1; � � � ;xnq � T pQqT pP q y TmpY q � T pQ1qT pP 1q. Co-

mo X � Y , las siguientes relaciones son válidas: P � P 1, Q1, Q � P 1, Q1. Entonces,

usando la condición de causalidad sobre estas distribuciones de transición de menos

de n puntos:

Tnpx1; � � � ;xnqTmpY q � T pQqT pP qT pQ1qT pP 1q

� T pQ1qT pP 1qT pQqT pP q

� TmpY qTnpx1; � � � ;xnq . (3.60)

Es decir, Tnpx1; � � � ;xnq conmuta con TmpY q (m ¤ n) para X � Y . Esto completa la

prueba. ■

Note el lector que en la prueba del teorema hemos escrito la distribución de n
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puntos como Tnpx1; � � � ;xnq, y no como TnpXq. Esto ha sido ası́ porque el método

inductivo no asegura que la distribución de transición hallada sea simétrica en sus

argumentos. Pero esto no representa dificultad ninguna, pues cualquiera que sea la

simetrı́a –o la falta de ella– de la distribución encontrada, una vez que sea colocada

en la serie perturbativa del operador de dispersión, Ec. (3.12), solo su parte simétrica

contribuirá. O séase, si denotamos por T 1
npx1; � � � ;xnq la distribución obtenida por el

método inductivo, siempre nos será posible definir su parte simétrica como la deseada

distribución de n puntos:

TnpXq :� S�n T
1
npx1; � � � ;xnq �

1

n!

¸
π

T 1
npxπp1q; � � � ;xπpnqq . (3.61)

Es esta forma simetrizada la que ha de usarse en la construcción de los términos si-

guientes.

Esto completa, formalmente, la construcción del método. Como podemos ver, este

se basa única y exclusivamente en la causalidad, justificando su nombre. A continua-

ción será abordado el problema de la división, que determinará la practicidad del méto-

do, y para el que será necesario agregar también el axioma de invariancia translacional.

Estos dos axiomas permiten ası́ la construcción completa de la teorı́a; los restantes ser-

virán para la fijación de los términos indeterminados que, ya lo decı́amos, aún remanen

en el punto de división.

3.4. División de la distribución causal en el espacio real

El método general de la división de una distribución en dos partes cuyos soportes

son conjuntos regularmente separables ha sido desarrollado por Łojasiewicz y Mal-

grange [32]. A este respecto, recordamos al lector que los conjuntos cerradosA yB son

((regularmente separables por el conjunto compacto Λ)) si: (1) Λ � H y AXB � H, o

si (2) DC ¡ 0, ρ ¡ 0: @x P A: dpx;Bq ¥ Cdpx; Λqρ. Es claro que Γ�n pxq y Γ�n pxq son
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regularmente separables por el conjunto compacto Λ � tx; � � � ;xu � Γ�n pxq XΓ�n pxq,
para lo cual basta elegir C � 1 � ρ.

Sea que la distribución causal del orden n, Dnpx1; � � � ;xnq, ha sido construida por

el método inductivo. Ella tendrá, por regla general, la forma que sigue:

Dnpx1; � � � ;xnq �
¸
k

dknpx1; � � � ;xnq :CkpuAq : , (3.62)

con dknpx1; � � � ;xnq una distribución numérica y :CkpuAq : un monomio de Wick

construido con los diferentes operadores de campo cuantificado uA de la teorı́a. El

soporte de la distribución causal es determinado por su parte numérica dkn, entonces

causal. La distribución avanzada y la retardada preservan la estructura de campos de la

distribución causal:

Anpx1; � � � ;xnq �
¸
k

aknpx1; � � � ;xnq :CkpuAq : , (3.63)

Rnpx1; � � � ;xnq �
¸
k

rknpx1; � � � ;xnq :CkpuAq : , (3.64)

con akn y rkn las partes avanzada y retardada, respectivamente, de la distribución numéri-

ca dkn:

dknpx1; � � � ;xnq � rknpx1; � � � ;xnq � aknpx1; � � � ;xnq ; (3.65)

suppprknq � Γ�n pxnq , supppaknq � Γ�n pxnq . (3.66)

Usando el axioma de invariancia translacional definimos d P S pR4n�4q como:

dpxq :� dknpx1�xn; � � � ;xn�1�xn; 0q ; supppdq � Γ�n�1p0qYΓ�n�1p0q ; (3.67)

entonces la división de la Ec. (3.65) se equivale con la:

d � r � a ; suppprq � Γ�n�1p0q , supppaq � Γ�n�1p0q . (3.68)
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En la Ec. (3.67) hemos escrito dpxq; x significa de aquı́ en adelante: px1�xn; � � � ;xn�1�
xnq. Aplicaremos en lo sucesivo la notación de Schwartz de los multi-ı́ndices, definida,

por ejemplo, en la Ref. [62]: Un multi-ı́ndice k P RN es una secuencia de números no

negativos, k � pk1; � � � ; kNq, kj ¥ 0, para la cual son definidas las operaciones:

|k| �
Ņ

j�1

kj , xk �
N¹
j�1

x
kj
j , k! �

N¹
j�1

kj! , Dkfpxq �
N¹
j�1

Bkjxjfpxq .

Escribiremos también: xµ � pxµ1 � xµn; � � � ;xµn�1� xµnq. El método propuesto por Eps-

tein y Glaser, como ya dijimos, inspirado en los trabajos de Łojasiewicz y Malgrange,

consiste en los siguientes pasos:

(i) Como dpxq solo puede ser no nulo cuando x está, bien en Γ�n�1p0q, bien en

Γ�n�1p0q, consideremos la n�1-upla de vetores tipo-tiempo: v :� pv1; � � � ; vn�1q
y definamos el plano v � x � 0, x PMn�1, cuya ecuación es, explı́citamente:

v � x � v1 � � � px1 � xnq � � � � � vn�1 � pxn�1 ��xnq � 0 . (3.69)

Como v � x ¡ 0 para x tal que xj � xn P V �p0q, mientras que v � x   0 para

x tal que xj � xn P V �p0q, el plano recién definido corta el cono de luz por su

vértice.

(ii) El producto v � x definido en el paso (i) será usado como argumento de una

función continua y monótona no-decreciente tal que:

χptq :�

$''''&''''%
0 ; t ¤ 0

  1 ; 0   t   1

1 ; t ¥ 1

. (3.70)

Esta función substituirá a la función discontinua de Heaviside, permitiendo que

las distribuciones definidas por multiplicación con ella estén bien definidas.
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(iii) La distribución ((retardada restringida)) y la ((avanzada restringida)) son definidas,

respectivamente, como los siguientes procesos de lı́mite:

rpxq :� ĺım
sÑ0�

χ
�v � x

s

	
dpxq , apxq :� � ĺım

sÑ0�
χ
�
�v � x

s

	
dpxq , (3.71)

sobre el mayor espacio de funciones de prueba en que dichos lı́mites existan. La

distribución retardada y la avanzada son entonces definidas como la extensión

de las distribuciones restringidas al espacio de Schwartz completo.

Examinemos la existencia de los lı́mites de la Ec. (3.71). Para ello usaremos la

condición de Cauchy para la convergencia de una familia de distribuciones, enunciada,

por ejemplo, en la Ref. [57]: La familia de distribuciones tfλu � S 1 es convergente

en el lı́mite λÑ 0 si y solamente si:

@φ P S , @ε ¡ 0 , Dδ ¡ 0 : 0   |λ1|, |λ2|   δ ñ |pfλ1 ;φq � pfλ2 ;φq|   ε .

(3.72)

Consideremos dado un número ε; fijemos λ2 � λ2pεq y elijamos λ1 � λ2{k para algún

número k ¡ 0 arbitrario pero fijo. Es claro que podemos ocuparnos solamente del caso

k ¥ 1, una vez que si 0   k   1 bien podrı́amos fijar λ1 y escribir λ2 � λ1{k con

k ¡ 1. La condición de Cauchy adquiere la forma:

@φ P S , @k ¥ 1 , @ε ¡ 0 , Dδ ¡ 0 : λ P s�δ;�δr ñ ���fλ{k � fλ;φ
���   ε .

(3.73)

O séase, la convergencia de la familia de distribuciones está asegurada por la condición

lı́mite:

@k ¥ 1 : ĺım
λÑ0

�
fλ{k � fλ

� � 0 . (3.74)

Aplicando este criterio a los lı́mites de la Ec. (3.71), debemos encontrar el mayor
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espacio de funciones de prueba para el que se satisface a la condición:

@k ¥ 1 : ĺım
sÑ0�

ψ
�v � x

s

	
dpxq � 0 ; ψ ptq :� χ pktq � χ ptq . (3.75)

Sea φ P S pRmq una función de prueba. Como también ψ P S pRmq –en efecto, ya

que ψ es suave y tiene soporte compacto–, podemos escribir:

A
ψ
�v � x

s

	
dpxq;φpxq

E
�

〈
φpxqdpxq;ψ

�v � x
s

	〉
� sm ⟨φpsxqdpsxq;ψ pv � xq⟩ . (3.76)

Nuestros intereses nos han puesto de cara con la siguiente definición [36]:

Definición: Sea d P S 1pRmq una distribución, y sea ρ una función continua defi-

nida positiva. Si el lı́mite

ĺım
sÑ0�

ρpsqsmd psxq � d0pxq (3.77)

existe4 en S 1pRmq y es no nulo, entonces la distribución d0 se llama la cuasi-ası́ntota

de d en el origen de las coordenadas, en relación a la función ρ. �

Esta propia definición implica, como es probado en las Refs. [33, 36], que la fun-

ción ρpsq es una ((función de auto-modelo)), también llamada ((función regularmente

variable en el origen)), lo cual significa que para todo a ¡ 0:

ĺım
sÑ0�

ρpasq
ρpsq � aα , (3.78)

para algún número α P R, el cual es llamado ((orden del auto-modelamiento)) o sim-

plemente ((auto-modelamiento)) de la función ρ. En particular, es posible usar ρpsq �
ρ0psqsα en la definición de cuasi-ası́ntota, con ρ0 una función de auto-modelo nulo

4La noción de convergencia requerida es la noción débil [62, 63]: ((La distribución Tj coverge hacia
T cuando j Ñ �8 si para toda φ P S la secuencia numérica ⟨Tj ;φ⟩ converge hacia ⟨T ;φ⟩ cuando
j Ñ �8.))
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(o función de variación lenta), y el auto-modelamiento de ρ sirve como un paráme-

tro caracterı́stico de la distribución. Luego, bajo las mismas hipótesis de la definición

anterior:

Definición: Si la cuasi-ası́ntota de la distribución d P S 1pRmq en el origen de

las coordenadas existe para la función ρpsq � ρ0psqsω, entonces el número ω es el

orden singular de la distribución d en el origen. �

Como la función de prueba φ pertenece al espacio de Schwartz, él posee expansión

en serie de Taylor alrededor del origen: φpxq � φp0q �Dφp0qx�D2φp0qx2{2� � � � ,
de donde se sigue que el producto φd, que es el que aparece en la Ec. (3.76), tiene

orden singular ω�k, con ω el orden singular de la distribución causal y k ¥ 0 el orden

de la primera derivada no nula de la función φ. Luego, el siguiente lı́mite existe y es

no nulo:

ĺım
sÑ0�

sω�ksmφ psxq d psxq � pφdq0pxq . (3.79)

Siendo ası́, podemos reformular la condición de existencia de la Ec. (3.71) como [vea

las Ecs. (3.75), (3.76) y (3.79)]:

ĺım
sÑ0�

〈
ψ
�v � x

s

	
dpxq;φpxq

〉
� ĺım

sÑ0�

⟨pφdq0;ψ⟩
sω�k

� 0 . (3.80)

Como el numerador de esta ecuación es un número independiente de s, la condición es

satisfecha siempre que sea ω � k   0, es decir, siempre que sea k ¡ ω. Vemos ası́ que

el orden singular de la distribución causal se relaciona directamente con el espacio de

funciones de prueba sobre el que están definidas las distribuciones restringidas.

3.4.1. Distribución causal con orden singular negativo

Cuando ω   0 la condición de la Ec. (3.80) es cumplida para todo valor de k,

pues k ¥ 0. Luego, no hay restricción ninguna a la función φ y las distribuciones

restringidas están definidas sobre el espacio de Schwartz completo. La extensión para
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hallar la distribución retardada y la avanzada es entonces ((trivial)):

rpxq � ĺım
sÑ0

χ
�v � x

s

	
dpxq � Θ pv � xq dpxq ; (3.81)

apxq � � ĺım
sÑ0

χ
�
�v � x

s

	
dpxq � �Θ p�v � xq dpxq � pΘ pv � xq � 1q dpxq .

(3.82)

La aplicación de estas distribuciones a la función de prueba φ P S pRmq da por resul-

tado:

⟨r;φ⟩ � ⟨Θd;φ⟩ � ⟨d; Θφ⟩ ; ⟨a;φ⟩ � ⟨pΘ� 1qd;φ⟩ � ⟨d; pΘ� 1qφ⟩ .

(3.83)

La Ec. (3.83) implica que el orden singular de las distribuciones r y a es el mismo que

el de la distribución causal d.

3.4.2. Distribución causal con orden singular no-negativo

Cuando, en cambio, es ω ¥ 0, la desigualdad k ¡ ω lleva a la conclusión de que

el mayor espacio de funciones de prueba sobre el que las distribuciones restringidas

están definidas es aquel que contiene a las funciones que satisfacen:

Dbφp0q � 0 para |b| ¤ tωu . (3.84)

Aquı́ el sı́mbolo ((t
u)) significa ((el mayor número entero menor o igual a 
)).
Para construir la extensión de r al espacio de Schwartz completo comenzamos por

notar que toda función φ P S pRmq puede ser proyectada al espacio encontrado por

substracción de los primeros tωu términos de su serie de Taylor alrededor del origen

x � 0. Para operar esa substracción definimos el operador de proyección W mediante:

pWφqpxq :� φpxq � wpxq
tωu̧

|b|�0

xb

b!
Dbφ p0q , (3.85)
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con w P S pRmq una función auxiliar cuya tarea es la de mantener a Wφ dentro del

espacio de Schwartz –recordamos a este propósito que cualquier polinomio de Taylor

diverge en lo infinito–. Esta función auxiliar no es cualquiera: Ella es tal que Wφ

satisfaga a la Ec. (3.84). Con ayuda de la fórmula de Leibniz de derivación de un

producto calculamos las primeras tωu derivadas de Wφ en el origen:

DcpWφq p0q �Dcφ p0q �
ç

a�0

c!

a!pc� aq!D
c�awp0qDaφp0q ; |c| ¤ tωu . (3.86)

Entonces W es el operador de proyección requerido siempre que la función w sea

escogida de tal suerte que:

w p0q � 1 y Dcwp0q � 0 para 1 ¤ |c| ¤ tωu . (3.87)

La extensión considerada define entonces a la distribución retardada por medio de la

fórmula:

⟨rw;φ⟩ :� ⟨r;Wφ⟩ � ⟨d; ΘWφ⟩ . (3.88)

Y ası́ mismo define a la distribución avanzada:

⟨aw;φ⟩ :� ⟨a;Wφ⟩ � ⟨d; pΘ� 1qWφ⟩ . (3.89)

El sub-ı́ndice w que hemos colocado a estas distribuciones explicita el hecho de que
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ellas dependen de la función w usada en el proceso de extensión. De la Ec. (3.88):

xrw;φy �
»
dmx

#
Θpv � xqdpxqφpxq

�
»
dmyΘpv � xqdpxqwpxq

tωu̧

|b|�0

xb

b!
Dbφpyqδpyq

+

�
»
dmx

#
Θpv � xqdpxq

�
»
dmyΘpv � yqdpyqwpyq

tωu̧

|b|�0

p�yqb
b!

Dbδpxq
+
φpxq .

Y de aquı́ conseguimos reconocer:

rwpxq � Θpv � xqdpxq �
tωu̧

|b|�0

»
dmyΘpv � yqdpyqwpyqp�yq

b

b!
Dbδpxq . (3.90)

La distribución avanzada tiene una expresión semejante, con Θ�1 en lugar de Θ. Como

podemos ver, todos los términos de corrección son proporcionales a derivadas de la

distribución delta de Dirac, es decir, tienen soporte en el origen de coordenadas. Como

el mayor orden de estas derivadas es tωu, concluimos que la distribución retardada tiene

igual orden singular que la distribución causal; lo mismo se aplica a la distribución

avanzada.

Una palabra al respecto de estas correcciones. Propiamente, la distribución retarda-

da es aquella a la que hemos llamado ((restringida)); el deseo de extender esta tiene por

único objetivo la manipulación de la distribución como un ente en sı́ mismo, antes de

aplicarla a la función de prueba; particularmente, queremos aplicar a ella la transfor-

mación de Fourier para llevar los cálculos al espacio de los impulsos, en donde ellos

se tornan más simples. La extensión es hecha al espacio de Schwartz porque él tiene la

propiedad siguiente [63]: La transformación de Fourier es un mapa lineal homeomórfi-

co de S –o S 1, en el caso de las distribuciones– hacia sı́ mismo. De esta observación

surge la conclusión: Es necesario asegurarse de que la extensión de la distribución
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retardada no modifique el resultado de su aplicación a una función de prueba origi-

nalmente admisible; esto solo ocurrirá si la extensión es hecha partiendo del mayor

espacio restringido, es decir, realizando las substracciones con el menor orden singu-

lar de cada término de la distribución causal; cuando este cuidado no es tomado en

consideración se pierde la información de la distribución retardada como funcional

de las funciones desconsideradas, lo cual puede traer de consuno la pérdida de cierta

información fı́sica5.

3.5. División de la distribución causal

en el espacio de los impulsos

La propia definición de la transformada de Fourier de una distribución dice que

para cualesquiera d P S 1pRmq, φ P S pRmq: ⟨d;φ⟩ �
〈
d̂; φ̌

〉
. Luego el paso de la

definición de la cuasi-ası́ntota dada en el espacio real al de los impulsos es fácilmente

dado al aplicar esta a una función de prueba:

ĺım
sÑ0�

ρpsqsm ⟨dpsxq;φpxq⟩ � ⟨d0pxq;φpxq⟩ .

La aplicación de la igualdad antes señalada nos lleva a la siguiente:

Definición: Sea d̂ P S 1pRmq una distribución, y sea ρ una función continua defi-

nida positiva. Si el lı́mite

ĺım
sÑ0�

ρpsq
〈
d̂
�p
s

	
; φ̌ppq

〉
�

〈
d̂0; φ̌

〉
(3.91)

existe para toda función de prueba φ̌ P S pRmq, entonces d̂0 es la cuasi-ası́ntota de la

distribución d̂ en pÑ �8, en relación a la función ρ. �

5Este hecho ha sido explı́cita y concretamente comprobado por Scharf, Wreszinski, Pimentel y To-
mazelli [42] en el ámbito de la electro-dinámica cuantificada: En la teorı́a tetra-dimensional, el uso de
substracciones no mı́nimas lleva a ambigüedades en la predicción del momento dipolar magnético del
electrón; en la teorı́a tri-dimensional, a ambigüedades en la masa dinámicamente generada del fotón.
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La definición basada en la existencia de las cuasi-ası́ntotas, como vemos, tiene la

ventaja de que establece de forma muy directa la equivalencia del orden singular en el

espacio de los impulsos con aquel calculado en el espacio real.

3.5.1. Distribución causal con orden singular negativo

La Eq. (3.81) y el teorema de la convolución establecen que si el orden singular de

la distribución causal es negativo entonces la distribución retardada es:

r̂ppq � p2πq�m{2pΘ � d̂ppq � p2πq�m{2
»
dmqpΘvpqqd̂pp� qq . (3.92)

Estamos usando aquı́ la notación Θvpxq � Θpv � xq. Comencemos por calcular la

transformada de Fourier de la función de Heaviside; en notación simplificada, sea la

función Θpv1x� v2y � � � � � vlzq, con l variables x, y, � � � , z. Por definición ella es:

pΘvpp; q; � � � ; rq � p2πq�l{2
»
dxdy � � � dzeipx�iqy�����irzΘpv1x� v2y � � � � � vlzq .

(3.93)

Hagamos el cambio de variable w � v1x�v2y�� � ��vlz en substitución de la variable

x. El determinante jacobiano de esta transformación es 1{v1 –recordamos que v1 ¡ 0

porque el vector v es del tipo-tiempo: v P Γ�zBΓ�–; por lo tanto:

pΘvpp; q; � � � ; rq � p2πq�l{2 1
v1

»
dwdy � � � dzeipw{v1�ipq�pv2{v1qy�����ipr�pvl{v1qzΘpwq

� p2πql{2 1

2πv1
δ

�
q � v2

v1
p



� � � δ

�
r � vl

v1
p


»
dweipw{v1Θpwq .

(3.94)

El problema ha sido reducido al cálculo de la transformada de Fourier de la función

de Heaviside uni-dimensional. Es bien conocido que ella no existe stricto sensu. No

obstante, como Θpwq � 0 para w   0, el teorema de Titchmarsh [59] indica que su
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transformada puede ser definida por el lı́mite siguiente:

pΘppq :� ĺım
ϵÑ0�

pΘpp� iϵq

� ĺım
ϵÑ0�

p2πq�1{2

�8»
�8

dweipp�iϵqwΘpwq

� ĺım
ϵÑ0�

p2πq�1{2 eipp�iϵqx

ipp� iϵq
�����8
0

� p2πq�1{2i

p� i0�
. (3.95)

Con las Ecs. (3.94) y (3.95) y regresando a la notación de multi-ı́ndices escribimos el

resultado que buscábamos:

pΘvpqq �p2πqm{2 i
2π

1

q10 � iv100�

� δ

�
q1 � v1

v10
q10



δ

�
q2 � v2

v10
q10



� � � δ

�
qn�1 � vn�1

v10
q10



. (3.96)

Substituyendo este resultado en la Ec. (3.92) e integrando en las variables conteni-

das en las distribuciones delta de Dirac –llamamos k lo que otrora q10–:

r̂ppq � i

2π

�8»
�8

dk

k � iv100�
d̂

��
p10 � k;p1 � v1

v10
k



; p2 � v2

v10
k; � � � ; pn�1 � vn�1

v10
k



.

(3.97)

Cuando sea p10 � 0 podemos introducir la variable t � 1 � k{p10, en función de la

cual la distribución retardada adopta la forma:

r̂ppq � i

2π
sgn pp10q

�8»
�8

dt

1� t� ipv10{p10q0�

� d̂

��
tp10;p1 � v1

v10
p10p1� tq



; p2 � v2

v10
p10p1� tq; � � � ; pn�1 � vn�1

v10
p10p1� tq



.

(3.98)
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Una elección posible, válida para cualquier impulso p, es: vj � p1;0q, con la cual:

r̂ppq � i

2π
sgn pp10q

»
dt

1� t� ip100�

� d̂
�ptp10;p1q ; pp20 � p10p1� tq;p2q ; � � � ;

�
ppn�1q0 � p10p1� tq;pn�1

��
.

(3.99)

Una simplificación importante puede obtenerse cuando p P Γ�zBΓ� o p P Γ�zBΓ�,

pues en ese caso es posible elegir v � λp, con λ ¡ 0 en el primer caso y λ   0 en el

segundo; por ejemplo, es posible decir que sea λ � sgnpp10q. La Ec. (3.98) se reduce

entonces a:

r̂ppq � i

2π
λ

»
dt d̂ptpq

1� t� iλ0�
. (3.100)

Por supuesto, ambas fórmulas se equivalen, pues la distribución retardada obtenida

es independiente del vector v por construcción. En las aplicaciones usaremos la últi-

ma forma, y los valores de r̂ppq para impulsos p del tipo-espacio o del tipo-luz son

encontrados por continuación analı́tica [60].

3.5.2. Distribución causal con orden singular no-negativo

Estudiemos ahora la distribución causal con orden singular no-negativo. En el es-

pacio de los impulsos ella tiene la expresión encontrada por transformación de Fourier

de la Ec. (3.90):

r̂wppq �p2πq�m{2
»
dmqpΘvpqqd̂pp� qq

� p2πq�m{2
tωu̧

|b|�0

»
dmyΘvpyqdpyqwpyqp�yq

b

b!
p�ipqb . (3.101)
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Escribimos a continuación:

Θvpyq � p2πq�m{2
»
dmqe�iqy pΘvpqq ; (3.102)

p�yqbdpyq � p2πq�m{2
»
dmke�iky piDkqb d̂pkq ; (3.103)

wpyq � p2πq�m{2
»
dmq1e�iq

1y pwpq1q . (3.104)

Siendo ası́:

»
dmyΘvpyqp�yqbdpyqwpyq

� p2πq�3m{2

»
dmydmqdmkdmq1e�ipq�k�q

1qy pΘvpqqpiDkqbd̂pkq pwpq1q
� p2πq�m{2

»
dmqdmkpΘvpqqpiDkqbd̂pkq qwpq � kq

� p2πq�m{2
»
dmqdmp1pΘvpqqpiDp1qbd̂pp1 � qq qwpp1q . (3.105)

La substitución de la Ec. (3.105) en la Ec. (3.101) lleva a la solución:

r̂wppq �p2πq�m{2
»
dmqpΘvpqq

#
d̂pp� qq

� p2πq�m{2
tωu̧

|b|�0

pb

b!

»
dmp1

�
Db
p1 d̂pp1 � qq

	 qwpp1q+ . (3.106)

Esta es la solución al problema de división, en la que, no embargante, se echa de

ver, lo mismo que en el espacio real, una dependencia explı́cita con la función auxiliar

w. Es posible simplificar esta dependencia del modo siguiente: Supongamos que se

conocen las primeras tωu derivadas de la distribución retardada r̂w en un determinado

valor del impulso k, que de ahora en adelante llamaremos ((impulso de normalización)).
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Estas derivadas son –ver la Ec. (3.106)–:

Dcr̂wpkq �p2πq�m{2
»
dmqpΘvpqq

#
Dcd̂pk � qq

� p2πq�m{2
|b|�tωu¸
b�c

kb�c

pb� cq!
»
dmp1

�
Db
p1 d̂pp1 � qq

	 qwpp1q+ . (3.107)

En la extensión de la sumatoria rige la siguiente definición de las relaciones de orden

((¤)) y ((¡)) entre multi-ı́ndices:

c ¤ b :ô @i : ci ¤ bi ; c ¡ b :ô Di : ci ¡ bi . (3.108)

Entonces:

tωu̧

|c|�0

pp� kqc
c!

Dcr̂wpkq � p2πq�m{2
»
dmqpΘvpqq

#
tωu̧

|c|�0

pp� kqc
c!

Dcd̂pk � pq

� p2πq�m{2
tωu̧

|b|�0

pb

b!

»
dmp1

�
Db
p1 d̂pp1 � qq

	 qwpp1q+ . (3.109)

Como podemos ver, la dependencia con la función auxiliar en las Ecs. (3.106) y (3.109)

es la misma, de lo cual se sigue que:

r̂wppq �p2πq�m{2
»
dmqpΘvpqq

#
d̂pp� qq �

tωu̧

|c|�0

pp� kqc
c!

Dcd̂pk � qq
+

�
tωu̧

|c|�0

pp� kqc
c!

Dcr̂wpkq . (3.110)

La segunda lı́nea de la Ec. (3.110) es un polinomio de grado tωu del impulso p, cuyos

coeficientes son determinados tanto por el impulso de normalización cuanto por los

valores de Dcr̂wpkq; en efecto, dicho polinomio es:

tωu̧

|a|�0

αap
a ; αa �

|c|�tωu¸
c�a

Dcr̂wpkqp�kqc�a
a!pc� aq! . (3.111)
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En una palabra, el conocimiento acerca de la función auxiliar w está codificado en los

coeficientes αa, que determinan unı́vocamente la extensión de la distribución retarda-

da al espacio de Schwartz completo. Reconocemos ası́ que la definición exacta de la

distribución de transición del orden singular no-negativo ω requiere del conocimien-

to de tωu ((condiciones de normalización)); esta observación nos lleva directamente al

problema de la normalizabilidad de una dada teorı́a, cuya clasificación general expone-

mos en el capı́tulo 7. También de lo expuesto se implica que, si la división se realizara

utilizando un orden singular no-mı́nimo, entonces se requirirı́a un número mayor de

condiciones de normalización, que de otro modo serı́an predicciones de la teorı́a; en

otras palabras, aún cuando puede obtenerse una solución bien definida al problema de

división utilizando cualquier valor ω ¥ ωrds, la solución adquiere su máximo poder

predictivo cuando se usa exactamente ω � ωrds.
Regresando a la Ec. (3.110), recibe el nombre de ((solución normalizada en el im-

pulso k)) la distribución:

r̂0kppq � p2πq�m{2
»
dmqpΘvpqq

#
d̂pp� qq �

tωu̧

|c|�0

pp� kqc
c!

Dcd̂pk � qq
+

, (3.112)

de la cual toda distribución retardada con impulso de normalización k difiere apenas

por el polinomio antes examinado –note el lector el cambio en la denominación de

la distribución retardada, que hace referencia a los coeficientes α y su impulso de

normalización más bien que a la función w–:

r̂αk ppq � r̂0kppq �
tωu̧

|a|�0

αap
a . (3.113)

Usando la expresión de la transformada de Fourier de la función de Heaviside dada en
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la Ec. (3.96), obtenemos para p tipo-tiempo:

r̂0kppq �
i

2π
λ

»
dt

1� t� iλ0�

$&%d̂ptpq �
tωu̧

|c|�0

pp� kqc
c!

Dcd̂ pk � p1� tqpq
,.- ,

(3.114)

en que se eligió v � λp, λ � sgnpp10q y se hizo el cambio de variable t � 1� q10{p10.

¿Cómo no?, la elección del impulso de normalización es arbitraria: Cualquier impulso

en el que r̂0k exista puede ser utilizado, si se conocen las condiciones de normalización

correspondientes. Incluso, es posible calcular la solución normalizada en el impulso k

cuando las condiciones de normalización son conocidas en el k1: Esto se sigue del he-

cho de que la Ec. (3.110) es válida para todo valor de k. En efecto, supongamos que la

distribución retardada r̂w puede escribirse como r̂αk . Que el impulso de normalización

sea k1 significa que son conocidas las derivadas Dbr̂wpk1q � Dbr̂αk pk1q, para |b| ¤ tωu.

Derivando la Ec. (3.113) y evaluando en k1, obtenemos que los coeficientes αa son

solución del sistema de ecuaciones algebraicas:

|a|�tωu¸
a�b

a!

pa� bq!k
1a�bαa � Dbr̂αk pk1q �Dbr̂0kpk1q . (3.115)

El estudio de las propiedades de las soluciones frente a cambios de normalización

nos lleva directamente a la técnica del grupo de renormalización. Este programa, sin

embargo, no será abordado en la presente tesis (véase las Perspectivas en el Cap. 8).

La simplificación máxima se obtiene considerando la ((solución central)), r̂00ppq,
siempre que esta exista. En el Ap. B se prueba que la solución central puede ser escrita

como la siguiente relación de dispersión:

r̂00ppq �
i

2π
λ

»
dt d̂ptpq

pt� iλ0�qtωu�1p1� t� iλ0�q . (3.116)
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3.6. Unitaridad del operador de dispersión

Consideremos ahora el axioma de unitaridad del operador de dispersión, enunciado

en la Ec. (3.3) y cuya expresión perturbativa es la de la Ec. (3.22), siendo esta última

la que debemos garantizar, orden a orden, en la filosofı́a de la TPC.

Teorema: Sea T1pxq la distribución de un ponto de una teorı́a de interacción. Si T1

satisface a la condición de unitaridad perturbativa, Ec. (3.22), entonces las distribu-

ciones de n puntos pueden ser construidas, por el procedimiento inductivo de la TPC

y por medio de la fijación apropiada de los términos de normalización, de tal forma

que satisfagan a la misma condición de unitaridad. �

Demostración: La prueba se basa en el principio de inducción matemática comple-

ta. Como el primer paso del procedimiento inductivo es la hipótesis, supongamos que

para todo m ¤ n� 1 se cumple:

rTm � T :
m . (3.117)

Queremos probar que la misma tesis es válida para n. Denotaremos los conjuntos X �
tx1; � � � ;xnu e Y � tx1; � � � ;xn�1u. La distribución avanzada del orden n –definida

en la Ec. (3.46)– también puede escribirse como:

AnpY ;xnq �
¸

IYJ�X
IXJ�H
xnPJ

rT pIqT pJq � ¸
IYJ�X
IXJ�H

rT pIqT pJq � ¸
IYJ�X
IXJ�H
xnPI

rT pIqT pJq
� �

¸
IYJ�X
IXJ�H

rT pIqT pJq � �rTnpXq � ¸
IYJ�X
IXJ�H
J�H
xnPI

rT pIqT pJq . (3.118)

Expliquemos: El paso de la segunda igualdad a la tercera es justificado por la Ec.

(3.21), y la separación del término rTnpXq en la segunda igualdad de la segunda lı́nea,

por la Ec. (3.18). En el último término de la Ec. (3.118) solo aparecen distribuciones de
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menos de n puntos, sobre las cuales la hipótesis de la Ec. (3.117) es válida; aplicando

ella y comparando con la Ec. (3.51) vemos que la citada suma es igual al adjunto de la

distribución subsidiaria avanzada, A1
npY ;xnq:. Por lo tanto, hemos obtenido que:

AnpY ;xnq � �rTnpXq � A1
npY ;xnq: . (3.119)

Análogamente obtenemos para la distribución retardada:

RnpY ;xnq � �rTnpXq �R1
npY ;xnq: . (3.120)

Estas dos ecuaciones, complementadas con las Ecs. (3.50) que repetimos aquı́ por cla-

ridad:

AnpY ;xnq � TnpXq � A1
npY ;xnq ,

RnpY ;xnq � TnpXq �R1
npY ;xnq , (3.121)

nos permiten escribir:

DnpY ;xnq � RnpY ;xnq � AnpY ;xnq � R1
npY ;xnq � A1

npY ;xnq

� �R1
npY ;xnq: � A1

npY ;xnq: � �D: , (3.122)

es decir: La distribución causal es anti-hermitiana. Esta propiedad puede mantenerse

en el proceso de división: Sea pRn,1;An,1q una solución al problema de división. Sus

partes anti-hermitianas,

Rn,2 :� 1

2
pRn,1 �R:

n,1q � �Rn,2 y An,2 :� 1

2
pAn,1 �A:

n,1q � �An,2 , (3.123)

constituyen también una solución, pues debido a la Ec. (3.122):

Rn,2 � An,2 � 1

2
pRn,1 � An,1q � 1

2
pR:

n,1 � A:
n,1q �

1

2
Dn � 1

2
D:
n � Dn . (3.124)
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Luego, si usamos la solución anti-hermitiana, de la Ec. (3.119) se sigue que:

rTnpXq: � �An,2pY ;xnq: � A1
npY ;xnq � An,2pY ;xnq � A1

npY ;xnq � TnpXq ,

(3.125)

que es la tesis que estábamos probando. ■

Una observación: Hemos colocado ya de inicio que la distribución Tn es simétri-

ca –tiene argumento X–. En lo general, como ya hemos dicho, esto no es cierto; el

teorema nos asegura que Tnpx1; � � � ;xnq puede ser construido unitario; el proceso de

simetrización aplicado después no destruye esta propiedad.

Otra observación: La Ec. (3.124) nos informa de lo siguiente: Cuando el orden

singular es negativo, la solución obtenida debe ser automáticamente la solución her-

mitiana, pues esta es única. Cuando el orden singular es no-negativo la solución no

es única, pues contiene términos de normalización; la Ec. (3.124) nos dice que estos

pueden ser elegidos de forma que la solución sea anti-hermitiana. Luego, el axioma de

unitaridad es una condición fı́sica que impone ciertas condiciones de normalización.

3.7. Factorización de los polinomios

en la distribución causal

Cerramos este capı́tulo con un resultado que simplifica notoriamente la aplicación

práctica de las fórmulas de división obtenidas.

Teorema: Sea d̂ppq una distribución causal. Si d̂ppq puede ser escrito como d̂ppq �
pad̂1ppq, para algún multi-ı́ndice a, entonces r̂ppq � par̂1ppq, con r̂1ppq la parte retar-

dada de d̂1ppq, es una parte retardada de d̂. �

Demostración: Realizaremos la prueba de este Teorema dividiéndolo en partes,

según los valores de los órdenes singulares ω y ω1 de las distribuciones d̂ y d̂1, res-

pectivamente. De la Ec. (3.91) se sigue que ellos están relacionados por la fórmula:

ω � ω1 � |a|, y ası́ se cumple siempre que ω ¡ ω1, lo que limita el número de ca-
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sos a tres. Consideremos además que p P Γ�zBΓ�; el resultado puede entonces ser

generalizado para impulsos p cualesquiera por continuación analı́tica.

Caso 1: El caso más simple es aquel en el que son ω ¡ 0 y ω1 ¥ �1. Como estamos

considerando un impulso del tipo-tiempo, es dada por la Ec. (3.116). Tendremos que:

r̂00ppq �
i

2π
λ

»
dt t|a|pad̂1ptpq

pt� iλ0�qtω1u�|a|�1p1� t� iλ0�q

� pa
i

2π
λ

»
dt d̂1ptpq

pt� iλ0�qtω1u�1p1� t� iλ0�q
� par̂1ppq . (3.126)

En este caso, vemos, la relación se establece incluso entre las respectivas soluciones

centrales (o única, cuando ω1 � �1) de las distribuciones d̂ y d̂1.

Caso 2: El siguiente caso que analizaremos será aquel en el que son ω   0 y (en

consecuencia) ω1   0. La Ec. (3.100) dice entonces que:

r̂ppq � i

2π
λ

»
dtptpqad̂1ptpq
1� t� iλ0�

� pa
i

2π
λ

»
dtt|a|d̂1ptpq
1� t� iλ0�

. (3.127)

Realicemos una rotación en Rm de tal suerte que el impulso p adopte el valor p �
ppp0;0q; 0; � � � ; 0q. Por otra parte, usando de la fórmula del binomio de Newton, pode-

mos escribir –note que, debido a la reducción recién hecha, pasaremos a escribir los

multi-ı́ndices como sendos números–:

ta � p1� p1� tqqa

� a!
a̧

b�0

p�1qbp1� tqb
b!pa� bq! .

Separando el sumando con b � 0, que es igual a la unidad –y cuyo reemplazo en la Ec.

(3.127) nos permite identificar la distribución r̂1pp0q–, en el resto de términos habrá
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siempre un factor p1 � tq que se cancelará con el denominador en la Ec. (3.127). Ası́

tendremos que:

r̂pp0q � pa0r̂1pp0q � pa0

a̧

b�1

a!p�1qb
b!pa� bq!

i

2π
λ

»
dtd̂1ptp0qp1� tqb�1 . (3.128)

Realizando la substitución q � tp0 y renombrando el ı́ndice b de tal forma que el

sumatorio en él comience en b � 0:

r̂pp0q � pa0r̂1pp0q � pa�1
0

a�1̧

b�0

a!p�1qb�1

pb� 1q!pa� b� 1q!
i

2π

»
dqd̂1pqq

�
1� q

p0


b

.

(3.129)

Finalmente, aplicando otra vez la fórmula del binomio de Newton, ahora sobre p1 �
q{p0qb, obtenemos el resultado final:

r̂pp0q � pa0r̂1pp0q �
a�1̧

b�0

b̧

c�0

�
a!p�1qb�c�1

pb� 1qpa� b� 1q!c!pb� cq!
i

2π

»
dqd̂1pqqqc



pa�c�1
0 .

(3.130)

Como las expresiones interparentéticas independen de p0, estos términos adicionales

constituyen un polinomio en p0 de coeficientes constantes, y por lo tanto el sumatorio

completo tiene soporte puntual (en el espacio real). Luego, la diferencia entre r̂pp0q y

pa0r̂1pp0q es una distribución de soporte puntual, que puede ser modificada por norma-

lización. Se sigue la tesis del teorema.

Caso 3: El último caso es aquel en el que ω ¥ 0 y ω1   �1. Aquı́ el procedimiento

es análogo al caso 2, teniendo en cuenta que el exponente de t en el integrando se

reduce debido al denominador en la fórmula para ω ¥ 0. Explı́citamente, en lugar de

la Ec. (3.127) tendremos –una vez hecha la rotación en Rm–:

r̂pp0q � pa0
i

2π
λ

»
dttσd̂1ptp0q
1� t� iλ0�

, σ :� �ptω1u� 1q ¡ 0 . (3.131)
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Separando un factor pσ0 :

r̂pp0q � pa�σ0

�
pσ0

i

2π
λ

»
dttσd̂1ptp0q
1� t� iλ0�

�
. (3.132)

Ahora el procedimiento del caso 2 puede ser aplicado idénticamente al factor entre

corchetes. El resultado es:

r̂pp0q � pa0r̂1pp0q�
σ�1̧

b�0

b̧

c�0

�
σ!p�1qb�c�1

pb� 1qpσ � b� 1q!c!pb� cq!
i

2π

»
dqd̂1pqqqc



pa�c�1
0 .

(3.133)

Con las mismas conclusiones que en el caso 2, esto concluye la prueba. ■

Es ya evidente que el resultado recién encontrado permite factorizar ya no sola-

mente monomios en p, sino también polinomios, pues las relaciones de dispersión son

operadores lineales en la distribución causal.
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Capı́tulo 4

Interacción de Yukawa

4.1. Modelo fenomenológico de Yukawa

El modelo de Yukawa nació para la descripción entre los mesones y los nucleones,

considerados estos como partı́culas ((elementales))1. El interés por esta interacción, des-

de luego, se debe a que ella mantiene a los protones y neutrones unidos en el núcleo

atómico. Diversos fragmentos de la historia del desarrollo de esta teorı́a pueden encon-

trarse, por ejemplo, en las Refs. [65–68]. En los párrafos siguientes queremos indicar

las principales ideas y hechos de la experiencia que permitieron su construcción.

Es bien sabido que fue Heisenberg [69] quien propuso considerar a los protones y

neutrones como dos estados diferentes de la misma partı́cula, denominada ((nucleón)),

diferenciando ellos por una nueva propiedad interna a la que se llamó ((iso-espı́n)). El

estudio de la interacción entre estas partı́culas llevó, por ejemplo, al desarrollo de la

teorı́a de Fermi de la desintegración-β y la inclusión del neutrino [70]. Empero, pronto

se vió que la energı́a de interacción que podrı́a obtenerse con esta teorı́a no es suficiente

para explicar la unidad del núcleo atómico [71]. Frente a esta situación, Yukawa [72]

propuso una modificación de la teorı́a de Heisenberg y Fermi de la forma siguiente:

Además de los procesos de emisión de partı́culas ligeras como en la teorı́a de Fermi,

la transmutación de los nucleones puede también generar la emisión de una partı́cula

masiva. Si la probabilidad de ocurrencia de estos últimos procesos fuera mucho mayor

que el las interacciones de Fermi, entonces la energı́a de ligadura serı́a capaz de man-

tener a los nucleones unidos, al tiempo que la probabilidad de emisión de las partı́culas

1Y que, de facto, lo son para este modelo, como se probará en el Cap. 6.



ligeras no serı́a esencialmente afectada. En relación con esto, Yukawa observó que un

potencial de corto alcance, como aquel capaz de mantener a los nucleones unidos, esto

es, de la forma

U � e�κr

r
, (4.1)

puede obtenerse como la solución estática esféricamente simétrica de la ecuación

p��κ2qU � 0, de cuya comparación con la experiencia (particularmente, de los valo-

res del defecto de masa del deuterón) consiguió, además, estimar el valor del parámetro

κ � 5 � 10�12 cm�1. Como la ecuación del potencial de Yukawa se identifica con la

ecuación de Klein-Gordon-Fock con κ � mc{ℏ, resultó natural, en la teorı́a cuanti-

ficada, asociar a la mediación de semejante potencial la existencia de una partı́cula,

nombrada por Yukawa ((U-quantum)) o ((heavy quantum)), cuya masa serı́a aproxima-

damente docientas veces la masa del electrón. Yukawa propuso ası́ que la interacción

inter-nucleónica se debiera a los procesos virtuales N Ø N 1 � π, con N, N 1 descri-

biendo a los nucleones y π la partı́cula de Yukawa. El acoplamiento de tal interacción

propuesto por Yukawa fue:

Hint � NNπ . (4.2)

Por supuesto, la conservación del momento del impulso y el carácter fermiónico de los

nucleones exige que el U-quantum exhiba la estadı́stica bosónica, pero no habı́a aún

motivos para decidir cuál espı́n entero él debı́a poseer. El propio Yukawa atribuye a la

mera simplicidad su adopción del campo escalar.

El siguiente paso en el desarrollo del modelo provino de los experimentos de Tu-

ve, Heydenburg y Hafstad [73], quienes realizaron procesos de dispersión de protones

por protones, probando que la interacción entre ellos es atractiva y de igual intensidad

que la presente entre protones y neutrones. Estos resultados llevaron a Kemmer [74]

a establecer la independencia de la carga eléctrica de las interacciones nucleares en

1938. Pero no solamente: En la teorı́a original de Yukawa solo habı́a dos partı́culas

mediadoras, cada una de carga eléctrica �e, con �e la del electrón, que obraban en la
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transmutación de los estados nucleónicos; la interacción de los nucleones de la misma

especie, entonces, ocurrı́a solo al segundo orden (por doble proceso de transmutación),

con consecuencias notables en la intensidad de las mismas [75]. A similares resultados

llegó Wick [76] al estimar el alcance de la interacción valiéndose de las desigualda-

des de Heisenberg: si hubiera solamente partı́culas de Yukawa cargadas, entonces el

alcance del potencial entre dos nucleones iguales serı́a alrededor de la mitad del que

se presenta entre los nucleones diferentes. Tales divergencias del modelo original con

los factos del laboratorio llevaron a Kemmer a postular la existencia de una partı́cula

de Yukawa adicional con carga eléctrica nula, con la cual la hipótesis de la indepen-

dencia de la carga eléctrica es completamente satisfecha. A la teorı́a con tres partı́culas

mediadoras de la interacción nuclear se dio el nombre de ((teorı́a simétrica)).

Como a la sazón no habı́a todavı́a certeza en relación al tipo de partı́cula que serı́an

los portadores de la interacción nuclear, también Kemmer [77] estableció la posibili-

dad de que las partı́culas de Yukawa fueran pseudo-escalares, al tiempo que analizó

la posibilidad de que fueran vectoriales, pseudo-vectoriales, e incluso tensoriales an-

tisimétricas del rango dos. Curiosamente, Kemmer eligió a la teorı́a vectorial como la

más apropiada para dar cuenta de la interacción nuclear al comparar sus predicciones

teóricas con la evidencia experimental relacionada al estado basal del deuterón, y ası́

también Yukawa, Sakata y Taketani [78] desarrollaron la idea. En este último artı́culo

se estudió, además, el problema del momento magnético del protón y el del neutrón,

cuyos valores experimentales distan en buena medida del predicho por la ecuación de

Dirac. Este problema ya habı́a sido levantado por Wick [79], quien lo abordó con la

teorı́a de la desintegración beta de Fermi; su resultado, no obstante, no fue positivo,

pues las correcciones que obtuvo eran demasiado pequeñas para explicar los valores

observados. Este mismo problema fue abordado desde la teorı́a de Yukawa por Take-

tani [80], Bhabha [81] y por Fröhlich y Heitler [82]; estos últimos afirmaron que los

resultados experimentales pueden explicarse con una partı́cula con masa del orden de

magnitud de cien veces la masa del electrón si las partı́culas de Yukawa tienen espı́n
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cero. Esta fue una primera señal de que la dirección tomada al construir una teorı́a

vectorial no era la correcta.

La teorı́a vectorial luego presentó otro problema: Según ella, las fuerzas no cen-

trales entre el protón y el neutrón serı́an tales que el deuterón deberı́a tener un mo-

mento cuadripolar eléctrico positivo. Las mediciones experimentales, por otra parte,

mostraban que él es negativo. Crucial en este sentido fue la contribución de Rarita y

Schwinger [83], quienes en un detallado estudio del deuterón, realizado en 1941, mos-

traron que el modelo pseudo-escalar preveı́a los signos correctos tanto para las fuerzas

nucleares cuanto para el momento cuadripolar eléctrico del deuterón.

La teorı́a, ası́, ya tenı́a la capacidad de describir adecuadamente los fenómenos co-

nocidos. Cuanto a la observación de la partı́cula de Yukawa, las principales búsquedas

se direccionaban hacia el estudio de los rayos cósmicos2, pues se esperaba que las

partı́culas de Yukawa fueran parte de la componente dura de su cascada secundaria.

Las observaciones, con todo, fueron desalentadoras, pues los valores medidos de cier-

tas cantidades como la vida media y secciones de colisión no se correspondı́an con

las estimaciones teóricas. Esto suscitó el aparecimiento de la llamada ((hipótesis de los

dos mesones)) [84], según la cual los ((mesones))3 presentes en la componente dura de

los rayos cósmicos al nivel del mar no están directamente conectados con las fuerzas

nucleares, sino que son producidas en el decaimiento de mesones más pesados que,

ellos sı́, son los que interactúan fuertemente con los nucleones.

La hipótesis de los dos mesones fue comprobada en 1947 por el equipo experi-

mental liderado por Powell [85]. Al año siguiente, Gardner y Lattes [86] produjeron

artificialmente los mesones, permitiendo su estudio controlado y confirmando la men-

2Ellos son partı́culas de altı́sima energı́a, principalmente electrones, protones, partı́culas alfa y, en
menor medida, núcleos de otros átomos, que, originándose en el Sol, en otras partes de la galaxia e
incluso fuera de ella, producen una cascada de partı́culas secundarias al impactar contra la atmósfera
terrestre. Los rayos cósmicos que llegan a la superfı́cie del planeta se dividen en dos componentes: La
componente suave, incapaz de atravezar materiales densos, y la componente dura, capaz de hacerlo.

3En aquel tiempo, nombre que se daba a las partı́culas con masa intermedia entre aquella del electrón
y la del protón. Diferente es la denominación actual, que asigna este nombre a las partı́culas compuestas
por un cuark y un anti-cuark de color y carga contrarias.
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cionada hipótesis. El nuevo esquema fue entonces incorporado [87], y en el tiempo

que corre llamamos leptón µ, de espı́n 1{2 y carga eléctrica �1, al mesón más ligero

detectado en la componente dura de los rayos cósmicos secundarios, mientras que a

las partı́culas de Yukawa, de espı́n cero y carácter pseuso-escalar, se dio el nombre de

((piones)): π�, π� y π0.

La teorı́a de esta forma construida se puede escribir matemáticamente en el forma-

lismo del iso-espı́n, introduzido por Cassen y Condon [88]. Los nucleones son descri-

tos por un doblete de espinores del grupo de las rotaciones en el espacio del iso-espı́n,

Ψ, mientras que los piones constituyen un triplete del mismo, π. Dichas rotaciones,

en el espacio bi-dimensional, son generadas por las matrices de Pauli τ1, τ2 y τ3. La

densidad lagrangiana de interacción invariante frente al grupo de las rotaciones en el

espacio del iso-espı́n es ası́4:

L � ig :Ψγ5τΨ � π : . (4.3)

Por simplicidad, en la presente tesis restringiremos la atención al llamado ((modelo

neutro)):

L � ig :ψγ5ψφ : , (4.4)

con ψ y ψ espinores de cuatro componentes, y φ un campo pseudo-escalar real de

una sola componente. Como ha sido dicho en la Ref. [27], este modelo simplificado

mantiene los elementos principales de la teorı́a más general.

4.2. Distribución de transición del primer orden

Si bien ya adelantamos en la Ec. (4.4) cuál será el modelo que estudiaremos, de-

seamos todavı́a ofrecer al lector un breve análisis sobre los tipos de términos de inter-

4Esta es la densidad lagrangiana de interacción que ya habı́a sido escrita por Kemmer en la Ref. [77]
(si bien en su forma hamiltoniana), mientras que en la Ref. [74] aún utilizaba la matriz identidad en
lugar de la γ5, asumiento mesones escalares.
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acción que podrı́an, en principio, constituir la distribución de un punto, T1pxq. Eviden-

temente, ella deberá ser construida respetando las simetrı́as exhibidas por el operador

de dispersión, pues las simetrı́as de T1pxq serán preservadas en los siguientes órdenes

mediante una elección adecuada de los términos de normalización. En este sentido, la

construcción de T1pxq no es diferente de la construcción de la densidad lagrangiana de

interacción. Consideremos, pues, un campo fermiónico, ψpxq, y un campo neutro de

espı́n cero, φpxq.
El primer resultado experimental que deseamos incorporar en el modelo es la in-

variancia frente a transformaciones de paridad. Las leyes de transformación de los

campos cuantificados por esta, como por las otras transformaciones discretas, son dis-

cutidas en el Ap. D. Haciendo en ellas las elecciones de fases ηφpP q � ϵ � �1 y

ηψpP q � i, tendremos:

UPψpx1qU�1
P � iγ0ψpxq , UPψpx1qU�1

P � �iψ:pxq , UPφpx1qU�1
P � ϵφpxq . (4.5)

Aquı́, ϵ � �1 si φ es un campo escalar, y ϵ � �1 si es pseudo-escalar. De esta forma,

los siguientes términos de interacción son posibles en una teorı́a invariante frente a

transformaciones de paridad5:

(1) φ escalar: ψψφ , ψγµψBµφ , ψγµψφBµφ , ψψφ2 , � � �

(2) φ pseudo-escalar: ψγ5ψφ , ψγ5γµψBµφ , ψγµψφBµφ , � � �

Estamos usando aquı́ la siguiente definición de la matriz γ5:

γ5 :� iγ0γ1γ2γ3 . (4.6)

Note el lector que el último término es admisible en ambos casos; claramente, lo mismo

ocurre con todos los términos que posean una potencia par del campo bosónico, siendo

5Note que, como UP es lineal y unitario, la última igualdad en la Ec. (4.5) implica que Bµφ es un
vector si φ es un campo escalar, y que es un pseudo-vector si es un campo pseudo-escalar.
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que entonces el número de derivadas presentes y el de corrientes, vectoriales o axiales,

deben equiparar sus efectos.

Consideremos ahora otra simetrı́a observada: La invariancia frente a la conjugación

de carga eléctrica. Esta transformación es realizada por el operador lineal y unitario

UC , que actúa sobre los operadores de campo según6:

UCψpxqU�1
C � CψpxqT , UCψpxqU�1

C � �ψpxqTC�1 , UCφpxqU�1
C � φpxq .

(4.7)

En estas ecuaciones, C es una matriz unitaria (C:C � 1) con las siguientes propie-

dades: CT � �C, C�1γµC � �γµT –véase el Ap. D para mayores detalles–. Frente

a esta transformación, la corriente vectorial ψγµψ cambia su signo, mientras que la

corriente axial ψγ5γµψ se mantiene la misma. Esto reduce las posibilidades anteriores

a las siguientes:

(1) φ escalar: ψψφ , ψψφ2 , � � �

(2) φ pseudo-escalar: ψγ5ψφ , ψγ5γµψBµφ , � � �

Finalmente, se puede verificar que estos términos poseen la invariancia CPT.

Como ya dijimos, estudiaremos la interacción correspondiente a los términos más

simples, y por eso escribiremos para el primer término de la interacción:

T1pxq � �ig :ψpxqΓψpxq : φpxq ; Γ �

$'&'% 1 ; si φ es escalar

iγ5 ; si φ es pseudo-escalar
,

(4.8)

con g la constante de acoplamiento de la teorı́a y : : , como otrora, denotando al

ordenamiento normal. La condición de unitaridad del operador de dispersión al primer

orden implica que la constante g sea real –razón por la que la unidad imaginaria le fue

puesta al frente–.

6En referencia al Ap. D, las elecciones de fases son aquı́: ηφpCq � 1 � ηψpCq.
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4.3. Distribución causal del segundo orden

Como lo hemos establecido en la exposición de la teorı́a general, la construcción de

los siguientes órdenes de la serie perturbativa es inductiva. Para hallar la distribución

de dos puntos, debemos construir primero la distribución causal del segundo orden:

D2px1;x2q � R1
2px1;x2q � A1

2px1;x2q , (4.9)

con las distribuciones subsidiarias:

A1
2px1;x2q � rT1px1qT1px2q y R1

2px1;x2q � T1px2qrT1px1q . (4.10)

Usando que rT1pxq � �T1pxq y la forma explı́cita de la distribución de un punto [Ec.

(4.8)], obtenemos:

A1
2px1;x2q � g2 :ψpx1qΓψpx1q : :ψpx2qΓψpx2q : φpx1qφpx2q ; (4.11)

R1
2px1;x2q � A1

2px2;x1q . (4.12)

Estas distribuciones son escritas en forma normalmente ordenada por la aplicación del

teorema de Wick (Ap. C), con el uso de las siguientes contracciones de Wick:

ψapxqψbpyq � �iSab�px� yq , ψapxqψbpyq � �iSba�py � xq , (4.13)

φpxqφpyq � �iD�px� yq . (4.14)

Necesario es tener presente que las distribucionesD y S que aparecen en estas ecuacio-

nes están asociadas a las masas m2 y m1, respectivamente. Encontramos que, usando
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la coordenada relativa y :� x1 � x2:

A1
2px1;x2q �g2

 
:ψpx1qΓψpx1qψpx2qΓψpx2q : �i :ψpx2qΓS�p�yqΓψpx1q :

�i :ψpx1qΓS�pyqΓψpx2q : �Tr rS�p�yqΓS�pyqΓs
(

� r :φpx1qφpx2q : �iD�pyqs , (4.15)

R1
2px1;x2q �g2

 
:ψpx1qΓψpx1qψpx2qΓψpx2q : �i :ψpx1qΓS�pyqΓψpx2q :

�i :ψpx2qΓS�p�yqΓψpx1q : �Tr rS�pyqΓS�p�yqΓs
(

� r :φpx1qφpx2q : �iD�p�yqs . (4.16)

De esta manera, substituyendo los resultados recién obtenidos en la Ec. (4.9), agrupan-

do convenientemente los términos y usando que D�p�yq � �D�pyq, obtenemos la

distribución causal del segundo orden:

D2px1;x2q �
�
D(NN)

2 �D(MN)
2 �D(M)

2 �D(N)
2 �D(V)

2

	
px1;x2q , (4.17)

con:

D(NN)
2 px1;x2q � ig2 :ψpx1qΓψpx1qψpx2qΓψpx2q : Dpyq (4.18)

describiendo la dispersión de dos nucleones,

D(MN)
2 px1;x2q �ig2

�
:ψpx1qΓSpyqΓψpx2q : � :ψpx2qΓSp�yqΓψpx1q :

�
� :φpx1qφpx2q : (4.19)

describiendo la dispersión de un mesón por un nucleón,

D(M)
2 px1;x2q � �g2 :φpx1qφpx2q : Tr rS�pyqΓS�p�yqΓ� S�p�yqΓS�pyqΓs ,

(4.20)
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D(N)
2 px1;x2q �g2 :ψpx1qΓ pS�pyqD�pyq � S�pyqD�pyqqΓψpx2q :

� g2 :ψpx2qΓ pS�p�yqD�p�yq � S�p�yqD�p�yqqΓψpx1q :
(4.21)

describiendo, respectivamente, la auto-energı́a del mesón y la del nucleón, y, finalmen-

te, la distribución:

D(V)
2 px1;x2q � �ig2Tr rS�pyqΓS�p�yqΓD�pyq � S�p�yqΓS�pyqΓD�pyqs (4.22)

que no representa a ningún proceso fı́sico, pues no contiene en su expresión a ningún

operador de campo cuantificado (vacuum graph). En el siguiente capı́tulo nos ocupare-

mos del estudio de los términos de auto-energı́a y sus implicaciones en la propagación

del campo.
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Capı́tulo 5

Auto-energı́a del mesón y del nucleón

y sus propagadores completos

El capı́tulo que ahora iniciamos tiene por finalidad el estudio de las correcciones

radiactivas del modelo de Yukawa en el segundo orden. Este nombre se da a aquellos

términos de la serie perturbativa que modifican la propagación del campo. En el segun-

do orden, como hemos aprendido en el capı́tulo recién pasado, estas provienen de los

términos D(M)
2 y D(N)

2 , caracterizados por exhibir cada uno apenas dos operadores de

campo cuantificado sin contraer: dos mesones en el primer caso, dos nucleones en el

segundo; el cálculo explı́cito de las distribuciones de transición a que ellos dan lugar es

expuesto en las secciones 5.1 y 5.2 de este capı́tulo. Estos términos corresponden a las

correcciones radiactivas porque modifican el propagador del campo correspondiente

en los procesos de dispersión a órdenes mayores; a esto devotaremos la Sec. 5.3.

5.1. Auto-energı́a del mesón

La distribución causal del segundo orden que corresponde a la auto-energı́a del

mesón está dada en la Ec. (4.20). Denotemos la distribución numérica contenida en

D(M)
2 px1;x2q por dpyq, es decir, escribamos D(M)

2 px1;x2q � :φpx1qdpyqφpx2q : , con:

dpyq � P pyq � P p�yq ; P pyq :� g2Tr rS�pyqΓS�p�yqΓs . (5.1)

Para efectuar la división de esta distribución como lo exige el programa perturbativo

de Epstein y Glaser, iremos al espacio de los impulsos. Como P pyq es el producto de



dos distribuciones, su transformada de Fourier es dada por la convolución:

pP pqq � p2πq�2g2
»
d4pTr

�pS�ppqΓpS�pp� qqΓ
�

� p2πq�2g2
»
d4pTr

�p{p�m1qΓp{p� {q �m1qΓ
� pD�ppq pD�pp� qq . (5.2)

La traza en esta expresión es calculada usando que γµΓ � ϵΓγµ, ası́ como que Γ2 � ϵ:

Tr
�p{p�m1qΓp{p� {q �m1qΓ

� � 4
�pp2 � pqq � ϵm2

1

�
. (5.3)

Siendo ası́, al reemplazar pD�ppq � �ip2πq�1Θp�p0qδpp2 �m2
1q en la Ec. (5.2), obte-

nemos: pP pqq � 2p2πq�4g2
�
2p1� ϵqm2

1 � q2
�
Ipqq , (5.4)

con:

Ipqq :�
»
d4pΘpp0qΘpq0 � p0qδpp2 �m2

1qδpq2 � 2pqq . (5.5)

Aquı́ los soportes de la distribución delta de Dirac y de la función de Heaviside impli-

can que p, q � p P V �, de donde q � p � pq � pq P V �, y entonces existe un sistema

inercial de referencia en el cual q � pq0;0q. La integral Ipqq se simplifica grandemente

en tal referencial (denotamos Ep � �
a
p2 �m2

1):

Ipqq �
»
d4pΘpp0qΘpq0 � p0qδpp20 � E2

pqδpq20 � 2p0q0q

� 1

4q0
Θpq0qΘpq20 � 4m2

1q
»
d3p

Ep
δ
�
Ep � q0

2

	
� π

q0
Θpq0qΘpq20 � 4m2

1q
�8»
m1

dEp

b
E2
p �m2

1δ
�
Ep � q0

2

	

� π

2
Θpq0qΘpq20 � 4m2

1q
d
1� 4m2

1

q20
.
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Regresando al sistema general:

Ipqq � π

2
Θpq0qΘpq2 � 4m2

1q
d
1� 4m2

1

q2
. (5.6)

Substituyendo este resultado en la Ec. (5.4), y después en la Ec. (5.1), la distribución

causal en el espacio de los impulsos es:

pdppq � 1

2
p2πq�3g2sgnpp0qΘpp2 � 4m2

1q
�
2p1� ϵqm2

1 � p2
�d

1� 4m2
1

p2
. (5.7)

El orden singular de esta distribución es ω � 2 ¡ 0. Sin embargo, usando del Teorema

presentado al fin del capı́tulo 3, será útil factorizar de él un polinomio del segundo

grado: pdppq � 1

2
p2πq�3g2

�
2p1� ϵqm2

1 � p2
� pd1ppq , (5.8)

con: pd1ppq � sgnpp0qΘpp2 � 4m2
1q
d
1� 4m2

1

p2
, (5.9)

pues entonces será suficiente efectuar la división de esta distribución, cuyo orden sin-

gular es ω
�pd1� � 0, y cuya parte retardada, en consecuencia, se calcula por la relación

de dispersión:

pr1ppq � i

2π
sgnpp0q

�8»
�8

pd1ptpqdt
pt� i0�qp1� t� ip00�q . (5.10)

Substituyendo aquı́ la Ec. (5.9), vemos que debido a la presencia de la función de

Heaviside el polo aparente que la Ec. (5.10) tiene en t � 0 no es tal. Pasando a usar la

variable s � p2t2 y usando la fórmula de Sokhotskiy [63] para tratar el polo en s � p2
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–correspondiente a t � 1–, se obtiene:

pr1ppq � i

2π

$'&'%p2V.p.

�8»
4m2

1

b
1� 4m2

1

s

spp2 � sq ds� iπsgnpp0qΘpp2 � 4m2
1q
d
1� 4m2

1

p2

,/./- .

(5.11)

Aquı́, V.p. significa ((valor principal)). La parte numérica de la correspondiente distri-

bución de transición, ptppq, es obtenida de prppq substrayéndole pr1ppq; esta operación

tiene el único efecto de cambiar sgnpp0q por 1 en el segundo término de la Ec. (5.11).

Como consecuencia, si definimos:

pΠppq :� iptppq � i rprppq � pr1ppqs , (5.12)

entonces:

pΠppq � � g2m2
1

2p2πq4
�
2p1� ϵqm2

1 � p2
�#

p2J � iπΘpp2 � 4m2
1q
d
1� 4m2

1

p2

+
, (5.13)

con la integral:

J :� V.p.

�8»
4m2

1

ds

spp2 � sq

c
1� 4m2

1

s
. (5.14)

Esta integral puede hallarse con el uso de la substitución de Euler [91]:

s

m2
1

� p1� xq2
x

p0   x   1q , ds
m2

1

� �1� x2

x2
dx ,

c
1� 4m2

1

s
� 1� x

1� x
, (5.15)

y definiendo el parámetro ξ por:

p2

m2
1

� �p1� ξq2
ξ

, ξ �
a
1� 4m2

1{p2 � 1a
1� 4m2

1{p2 � 1
. (5.16)
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Entonces:

J � � 1

m2
1

V.p.

1»
0

dxp1� xq2
p1� xq2px� ξqpx� 1{ξq . (5.17)

Note el lector que, como estamos trabajando con impulsos del tipo-tiempo –que es

lo que permite usar la relación de dispersión para calcular la parte retardada de la

distribución causal–, el parámetro ξ puede adoptar diversos valores. Hay dos partes en

las que es menester dividir la región de integración:

(1) Cuando 0   p2   4m2
1: En este caso es ξ P CzR con |ξ| � 1 –y, por lo tanto,

las mismas propiedades tiene el número 1{ξ–, de manera que en la Ec. (5.17) no hay

polos y el valor principal puede ser descartado. Ahora podemos resolver esta integral

descomponiendo su integrando en fracciones parciales:

dxp1� xq2
p1� xq2px� ξqpx� 1{ξq � � ξ

p1� ξq2
�
1� ξ

1� ξ

�
1

x� 1{ξ �
1

x� ξ



� 4

p1� xq2
�
.

La integración se vuelve entonces elemental1:

J � ξ

m2
1p1� ξq2

"
1� ξ

1� ξ
logpξq � 2

*
. (5.18)

Substituyendo en la Ec. (5.13), encontramos:

pΠppq � g2

2p2πq4
�
2p1� ϵqm2

1 � p2
� "1� ξ

1� ξ
logpξq � 2

*
. (5.19)

Como |ξ| � 1, podemos representarlo de la forma polar, como:

ξ � eiθ , p2 � 4m2
1 sen

�
θ

2


2

. (5.20)

1Teniendo en cuenta que, en el plano complejo excepto en el semieje real negativo,

z»

1

dζ

ζ
�: logpzq

((por definición)) (véase, por ejemplo, la Sec. 1.5 de la Ref. [94]).
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Entonces:
1� ξ

1� ξ
logpξq � 2

d
4m2

1

p2
� 1 cot�1

�d
4m2

1

p2
� 1

�
, (5.21)

y la auto-energı́a del mesón adopta la forma:

pΠppq � g2

p2πq4
�
2pϵ� 1qm2

1 � ϵp2
�#d4m2

1

p2
� 1 cot�1

�d
4m2

1

p2
� 1

�
� 1

+
.

(5.22)

Este caso es muy importante, pues contiene a la capa másica p2 � m2
2, una vez que la

masa del mesón es menor que la del nucleón.

(2) Cuando p2 ¡ 4m2
1: En este caso ξ Ps � 1; 0r. Usando nuevamente la expansión

en fracciones parciales, esta vez el factor x� ξ en el denominador representa un polo,

lo cual explica la contribución del término que acompaña a la función de Heaviside en

la Ec. (5.13). El resultado es:

pΠppq � g2

2p2πq4
�
2p1� ϵqm2

1 � p2
�#1� ξ

1� ξ
logp|ξ|q � 2� iπ

d
1� 4m2

1

p2

+
. (5.23)

(3) Por completitud, mencionamos que, como ya habı́amos anticipado, el caso del

impulso del tipo-espacio se obtiene por continuación analı́tica [60, 94] de los casos

anteriores. La Ec. (5.19) rige en esta región, con ξ Ps0; 1r. Finalmente, los casos lı́mite

p2 � 0, 4m2
1 que separan a las diferentes regiones no representan un problema, pues

los lı́mites laterales en estos puntos coinciden.

5.2. Auto-energı́a del nucleón

Consideremos a continuación la auto-energı́a del nucleón, cuya distribución causal

en el segundo orden se ha mostrado en la Ec. (4.21). En ella, podemos ver, la segunda

lı́nea se ha obtenido de la primera por el mero intercambio de las coordenadas x1 y x2,

razón por la que nos concentraremos apenas en el cálculo de la primera. Denotemos
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por dpyq a la distribución numérica

dpyq � g2Γ rd�pyq � d�pyqsΓ ; d�pyq � �S�pyqD�pyq . (5.24)

Necesitamos obtener la transformada de Fourier de dpyq. Empezando con d�pyq, su

transformada de Fourier es la convolución de pS� y pD�:

pd�ppq � �p2πq�2

»
d4q pS�pqq pD�pp� qq . (5.25)

Usando que

pS�pqq � � i

2π
p{q �m1qΘp�q0qδpq2 �m2

1q ,

pD�pp� qq � � i

2π
Θpq0 � p0qδ �pp� qq2 �m2

2

�
, (5.26)

obtenemos: pd�ppq � p2πq�4 rm1I1ppq � γµI2µppqs , (5.27)

con:

I1ppq �
»
d4qΘpq0 � p0qΘp�q0qδpq2 �m2

1qδ
�pp� qq2 �m2

2

�
, (5.28)

I2µppq �
»
d4qqµΘpq0 � p0qΘp�q0qδpq2 �m2

1qδ
�pp� qq2 �m2

2

�
. (5.29)

Con el objetivo de facilitar el cálculo de estas integrales nos moveremos al sistema

inercial de referencia en el que es p � pp0;0q. Este existe porque, debido a los soportes

de las funciones de Heaviside y de las distribuciones delta de Dirac, tanto q cuanto p�q
están en V �, de donde su suma p � q � pp� qq también está contenida en V �. En tal

sistema de referencia:

pp� qq2 �m2
2 � p20 � 2p0q0 � pm2

1 �m2
2q , (5.30)
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y

Θp�q0qδpq2 �m2
1q �

1

2Eq
δpq0 � Eqq , (5.31)

con la definición Eq :� �
a
q2 �m2

1.

Empezamos con I1. Substituyendo las Ecs. (5.30) y (5.31) en la Ec. (5.28) e inte-

grando en la variable q0:

I1 �
»
d3q

2Eq
Θp�Eq � p0qδ

�
p20 � 2Eqp0 � pm2

1 �m2
2q
�
. (5.32)

El soporte de la distribución delta de Dirac está en el punto p0 � �Eq �
a
q2 �m2

2.

Pero, por la presencia de la función de Heaviside: p0   �Eq, y es necesario elegir el

signo negativo en la solución para p0: p0 � �Eq�
a
q2 �m2

2. Igualando esta solución

con la definición de Eq [ver la Ec. (5.31)] llegamos a la desigualdad:

pm2
1 �m2

2q � p20
2p0

�
b
q2 �m2

2 ¡ m2 . (5.33)

Si asumimos, como venimos haciendo, que m1 ¡ m2 (desigualdad que se satisface

para nucleones y piones: mN ¡ mπ), entonces la Ec. (5.33) se equivale a: p20 ¡ pm1 �
m2q2. Finalmente, como p0   0:

δ
�
p20 � 2Eqp0 � pm2

1 �m2
2q
� � 1

2|p0|δ
�
Eq � p20 � pm2

1 �m2
2q

2|p0|


. (5.34)

La integral I1 es por lo tanto:

I1 � π

2
Θp�p0qΘ

�
p20 � pm1 �m2q2

�d
1� 2pm2

1 �m2
2q

p20
� pm2

2 �m2
1q2

p40
. (5.35)

Calculamos ahora I2µppq. En el electo sistema inercial de referencia el integrando

de la Ec. (5.29) es impar para µ � 1, 2, 3, y ası́ I2i � 0. Para µ � 0, por otra parte,
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siguiendo los mismos pasos dados en el cálculo de I1:

I20 �π
4
Θp�p0qΘ

�
p20 � pm1 �m2q2

��
1� m2

1 �m2
2

p20



�
d
1� 2pm2

1 �m2
2q

p20
� pm2

2 �m2
1q2

p40
p0 . (5.36)

En forma covariante, las Ecs. (5.35) y (5.36) son:

I1ppq � π

2
Θp�p0qΘ

�
p2 � pm1 �m2q2

�d
1� 2pm2

1 �m2
2q

p2
� pm2

2 �m2
1q2

p4
,

(5.37)

I2µppq � pµ
2

�
1� m2

1 �m2
2

p2



I1ppq . (5.38)

Su substitución en la Ec. (5.27) lleva al resultado:

pd�ppq � p2πq�4

"
m1 � {p

2

�
1� m2

1 �m2
2

p2


*
I1ppq . (5.39)

Para pd�ppq [ver la Ec. (5.24)], el resultado es similar:

pd�ppq � � p2πq�4

"
m1 � {p

2

�
1� m2

1 �m2
2

p2


*
I1p�p0;pq . (5.40)

Reemplazando las Ecs. (5.39) y (5.40) en la Ec. (5.24), y usando que γµΓ � ϵΓγµ,

ası́ como que Γ2 � ϵ, encontramos que:

pdppq � � g2

4p2πq3 sgnpp0qΘ
�
p2 � pm1 �m2q2

�"
ϵm1 � {p

2

�
1� m2

1 �m2
2

p2


*
�
d
1� 2pm2

1 �m2
2q

p2
� pm2

2 �m2
1q2

p4
. (5.41)

Esta es la distribución causal que debemos dividir. Su orden singular es ω � 1 ¡ 0.
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Como vemos, sin embargo, un polinomio del tercer grado puede ser factorizado de él

pdppq � � g2

4p2πq3
�
ϵm1p

2 � {p
2
pp2 �m2

1 �m2
2q
� pd1ppq , (5.42)

con:

pd1ppq �sgnpp0qΘ
�
p2 � pm1 �m2q2

� 1

p2

d
1� 2pm2

1 �m2
2q

p2
� pm2

2 �m2
1q2

p4
. (5.43)

El orden singular de esta distribución es ω
�pd1� � �2, de manera que su parte retardada

(única) es calculada por la fórmula:

pr1ppq � i

2π
sgnpp0q

�8»
�8

pd1ptpqdt
1� t� ip00�

. (5.44)

Substituyendo aquı́ la Ec. (5.43), encontramos:

pr1ppq � ip2πq�1

�8»
pm1�m2q2

a
s2 � 2pm2

1 �m2
2qs� pm2

2 �m2
1q2

s2pp2 � s� ip00�q ds . (5.45)

La parte numérica de la distribución de dos puntos, T (N)
2 , es obtenida por la substracción

de pr1ppq de prppq, el único efecto de lo cual es cambiar, en el denominador del integrando

de la Ec. (5.45), ip00� por i0�. De acuerdo con esto, definiendo la auto-energı́a del

nucleón como pΣppq :� iptppq � i pprppq � pr1ppqq , (5.46)

y usando la fórmula de Sokhotskiy para tratar los polos –que existen cuando p2 ¡
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pm1 �m2q2–, la auto-energı́a del nucleón es:

pΣppq � g2

4p2πq4
�
ϵm1p

2 � {p
2
pp2 �m2

1 �m2
2q
�

�
#
J1 � iπΘ

�
p2 � pm1 �m2q2

�d
1� 2pm2

1 �m2
2q

p2
� pm2

2 �m2
1q2

p4

+
, (5.47)

con J1 la siguiente integral:

J1 � V.p.

�8»
pm1�m2q2

a
s2 � 2pm2

1 �m2
2qs� pm2

2 �m2
1q2

s2pp2 � sq ds . (5.48)

Desde que el polinomio bajo el signo radical en J1 tiene raı́ces reales pm1 �m2q2, po-

demos usar la tercera substitución de Euler [91] para calcularla. Usaremos la variable

x relacionada a la s por:

s � pm1 �m2q2 � pm1 �m2q2x2
1� x2

, 0   x   1 . (5.49)

Entonces

b
s2 � 2pm2

1 �m2
2qs� pm2

2 �m2
1q2 � 4m1m2

x

1� x2
, ds � 8m1m2xdx

p1� xq2p1� xq2 ,

(5.50)

y J1 se convierte en la integral de una función racional de x:

J1 �� 32m2
1m

2
2

pm1 �m2q4 pp2 � pm1 �m2q2q

� V.p.

1»
0

x2dx

px� aq2px� aq2
�
x2 � p2 � pm1 �m2q2

p2 � pm1 �m2q2
� . (5.51)
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Aquı́ hemos definido la constante:

a2 � pm1 �m2q2
pm1 �m2q2 ¡ 1 . (5.52)

A continuación debemos distinguir dos casos, de acuerdo al valor que adopta la

variable p2:

(1) Si p2   pm1 �m2q2 o p2 ¡ pm1 �m2q2, definimos:

b2 � p2 � pm1 �m2q2
p2 � pm1 �m2q2 , (5.53)

de manera que:

J1 �� 32m2
1m

2
2

pm1 �m2q4 pp2 � pm1 �m2q2qV.p.

1»
0

x2dx

px� aq2px� aq2px� bqpx� bq ,

(5.54)

Ya J1 puede ser resuelta por descomposición en fracciones parciales. El resultado es:

J1 � 32m2
1m

2
2

pm1 �m2q4 pp2 � pm1 �m2q2q
1

2pb2 � a2q2

�
"
b2 � a2

a2 � 1
� b log

�����1� b

1� b

����
� a2 � b2

2a
log

�
a� 1

a� 1


*
. (5.55)

(2) Si pm1 �m2q2   p2   pm1 �m2q2 –este intervalo contiene el importante caso

en que p2 está próximo al valor m2
1 que define la capa másica–, entonces definimos:

b2 � pm1 �m2q2 � p2

p2 � pm1 �m2q2 , (5.56)

con lo cual:

J1 � � 32m2
1m

2
2

pm1 �m2q4 pp2 � pm1 �m2q2qV.p.

1»
0

x2dx

px� aq2px� aq2px2 � b2q , (5.57)
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que es igual a:

J1 � 32m2
1m

2
2

pm1 �m2q4 pp2 � pm1 �m2q2q
1

4apa2 � b2q2

�
"
pb2 � a2q log

�
a� 1

a� 1



� 4ab tan�1

�
1

b



� 2apa2 � b2q

a2 � 1

*
. (5.58)

Con J1 dado en la Ec. (5.55) o en la (5.58), dependiendo del valor de p2, la auto-

energı́a del nucleón pΣppq se obtiene como en la Ec. (5.47). Particularmente, vemos que

la auto-energı́a del nucleón es finita en la capa másica (p2 � m2
1) como consecuencia

del valor no nulo de la masa del mesón, m2.

5.3. Propagadores completos

Veamos por fin la forma en la que la auto-energı́a del campo cuantificado modifica

a la propagación del mismo. Este estudio, por otra parte, permitirá fijar los términos

de normalización de estas distibuciones, los cuales se presentan debido a que el orden

singular de ellas es no negativo.

5.3.1. Propagador completo del mesón

Como la auto-energı́a del mesón, Ec. (5.18), posee el orden singular ω � 2, su

expresión completa debe incluir sendos términos de normalización, de la forma:

rΠppq � pΠppq � C0 � cµp
µ � C2p

2

� pΠppq � cµp
µ � b� C2pp2 �m2

2q . (5.59)

Luego vemos que el término lineal en el impulso debe ser nulo, pues la interacción

de Yukawa es invariante frente a transformaciones de paridad: cµ � 0. Para fijar las

constantes b y C2, por otra parte, estudiaremos la dispersión de dos nucleones con in-

serciones de auto-energı́a del mesón. Iniciamos con la Ec. (4.18), que es la distribución
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causal para el mentado proceso en el segundo orden. Como la distribución numérica

que aparece en ella es la distribución de conmutación del campo (pseudo-)escalar, de

orden singular ω � �2, su parte retardada será precisamente la distribución retar-

dada Dret. Como, además, la distribución subsidiaria retardada correspondiente tiene

por distribución numérica a su parte de frecuencias negativas D� [véase la Ec. (4.16)

y recuérdese que D�p�yq � �D�pyq], la distribución de transición correspondiente

será:

T (NN)
2 px1;x2q � ig2 : jpx1qDF px1 � x2qjpx2q : ; (5.60)

en que:

DF pxq :� Dretpxq �D�pxq , jpxq � ψpxqΓψpxq .

La primera corrección a este proceso, proveniente de las inserciones de auto-energı́a

del mesón en su propagador interno, aparece en la distribución de cuatro puntos,

T4pXq, en donde hemos escrito: X � tx1;x2;x3;x4u. Identificando las distribucio-

nes P pyq y dpyq definidas en la Ec. (5.1), la distribución causal correspondiente es

igual a:

D(NN)
4 px1; � � � ;x4q � g2 : jpx1qDF px1 � x3qP px3 � x4qDF px4 � x2qjpx2q :

� g2 : jpx2qDF px2 � x4qP px4 � x3qDF px3 � x1qjpx1q :

� g2 : jpx1qDF px1 � x3qdpx3 � x4qDF px4 � x2qjpx2q : .

(5.61)

Como en esta ecuación DF tiene orden singular negativo, no habrá problemas al efec-

tuar la división de la distribución dpx3 � x4q solamente, lo que ya será suficiente para

asegurar que la distribución completa tenga soporte en el cono de luz futuro del punto
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x4. Obtenemos ası́:

T (NN)
4 px1; � � � ;x4q � ig2 : jpx1qDF px1 � x3qΠpx3 � x4qDF px4 � x2qjpx2q : .

(5.62)

La distribución ası́ obtenida es utilizada en la construcción de la siguiente corrección,

que aparece en el término del sexto orden, y que se construye de forma idéntica. Como

es evidente que lo mismo ocurre en los siguientes órdenes, pues las contracciones que

se presenten al multiplicar estas distribuciones para obtener la distribución causal serán

siempre las mismas, la distribución de transición completa para la dispersión de dos

nucleones, corregida por inserciones de auto-energı́a del mesón, será:

T (NN)px1;x2q �: ig2 : jpx1qDtotpx1 � x2qjpx2q : , (5.63)

que es la ecuación definitoria del ((propagador completo del mesón)), Dtot. Por la cons-

trucción hecha, vemos que ella es, en el lı́mite adiabático, igual a:

Dtot � DF �DF � pΠ �DF q �DF �  Π � rDF � pΠ �DF qs(� � � � (5.64)

El sı́mbolo ((�)) aquı́ denota a la convolución. Pasamos al espacio de los impulsos por

aplicación de la transformación de Fourier, sirviéndonos del hecho de que ella mapea

la convolución de las funciones (o distribuciones) A y B a p2πq2 veces el producto de

sus transformadas de Fourier: {A �B � p2πq2 pA pB [véase la Ec. (A.26)]. Ası́:

pDtot � pDF � p2πq4 pDF rΠ pDF � p2πq8 pDF rΠ pDF rΠ pDF � � � �

� pDF
�
1� p2πq4rΠ pDtot

	
. (5.65)
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Substituyendo la expresión para pDF ppq,

pDF ppq � �p2πq�2 1

p2 �m2
2 � i0�

,

obtenemos de la Ec. (5.65) que la propagación del mesón es modificado según:

pDtotppq � �p2πq�2 1

p2 �
�
m2

2 � p2πq2rΠppq	� i0�
. (5.66)

Este resultado nos permite estudiar las consecuencias del cambio de la normaliza-

ción de rΠppq, es decir, la injerencia de las constantes b y C2 en la Ec. (5.59). Definimos

los coeficientes:

β :� ĺım
p2Ñm2

2

pΠppq , α :� ĺım
p2Ñm2

2

dpΠppq
dp2

. (5.67)

Por virtud de la Ec. (5.59), entonces:

ĺım
p2Ñm2

2

rΠppq � β � b , ĺım
p2Ñm2

2

drΠppq
dp2

� C2 � α . (5.68)

Ahora podemos imponer las siguientes condiciones fı́sicas:

(1) El parámetro m2 es la masa fı́sica del mesón, o séase, el propagador completo

del mesón posee un polo en el valor p2 � m2
2. Según la Ec. (5.68), esto implica

que:

ĺım
p2Ñm2

2

rΠppq � 0 ñ b � �β . (5.69)

(2) El parámetro g es la constante de acoplamiento fı́sica de la interacción. Como el

propagador total del mesón será multiplicada por g veces la corriente para ob-

tener la amplitud de transición y, en última instancia, la sección de colisión del

proceso, el factor que acompaña a p2 en el denominador de pDtotppq divide efecti-

vamente a la constante g, cambiando su valor observable; luego la condición de
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normalización impuesta se traduce en:

ĺım
p2Ñm2

2

drΠppq
dp2

� 0 ñ C2 � �α . (5.70)

Las Ecs. (5.69) y (5.70) fijan por completo los valores de b y C2. Además, como la

expresión explı́cita para la auto-energı́a del mesón [Ec. (5.22), pues este es el resultado

para la región continente de la capa másica] es regular en la capa másica (no hay

divergencias infra-rojas), el cálculo de los lı́mites en la Ec. (5.67) se identifica con la

mera evaluación de rΠ y su derivada en dicho valor.

5.3.2. Propagador completo del nucleón

Semejantemente a la subsección anterior, determinaremos ahora las correcciones

que la auto-energı́a del nucleón le impone a su propagación, estudiando para ello la

distribución de transición que corresponde a la dispersión de un nucleón por un mesón

con inserciones de auto-energı́a del nucleón. Recordemos a este propósito que el orden

singular de la auto-energı́a del nucleón es ω � 1, de acuerdo con lo cual la forma más

general de la susodicha distribución es:

rΣppq � pΣppq � C0 � C1{p � pΣppq � c� C1p{p�mq . (5.71)

Limitando nuestra atención a la propagación del nucleón del punto x2 al x1, tomare-

mos en la Ec. (4.19) solo la parte que reproduce esta situación. Esta vez la distribución

numérica se identifica con la distribución de anti-conmutación del nucleón, y su par-

te retardada es Sret. Substrayendo la distribución subsidiaria retardada, que contiene a

S�, tendremos que la distribución de transición del segundo orden para este proceso

es:

T (MN)
2 px1;x2q � �ig2 :ψpx1qΓSF px1 � x2qΓψpx2q : :φpx1qφpx2q : . (5.72)
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Las correcciones a esta distribución en órdenes mayores se manifiestan primeramente

en el orden cuatro. La distribución causal que le corresponde es:

D(MN)
4 px1; � � � ;x4q �g2 :ψpx1qΓSF px1 � x3qdpx3 � x4qSF px4 � x2qΓψpx2q :

� :φpx1qφpx2q : , (5.73)

con d la distribución numérica definida en la Ec. (5.24). Como, otra vez, los propaga-

dores SF tienen el orden singular negativo, ω � �1   0, bastará realizar la división de

la distribución d solamente, lo que asegurará que el resultado sea retardado en relación

al punto x4. De acuerdo con la Ec. (5.46), el resultado de esta operación será:

T (MN)
4 px1; � � � ;x4q � � ig2 :ψpx2qΓSF px1 � x3qΣpx3 � x4qSF px4 � x2qΓψpx2q :

� :φpx1qφpx2q : . (5.74)

De modo idéntico se evalúa la contribución de los siguientes órdenes. Como resultado,

la distribución de transición completa para el proceso en estudio, modificado apenas

por las inserciones de auto-energı́a del nucleón, es:

T (MN)px1;x2q � � ig2 :ψpx1qΓStotpx1 � x2qΓψpx2q : :φpx1qφpx2q : , (5.75)

con el propagador completo del nucleón, Stot, poseyendo la expresión:

Stot �SF � SF � pΣ � SF q � SF �  Σ � rSF � pΣ � SF qs(� � � � , (5.76)

cuya forma en el espacio de los impulsos es:

pStot � pSF � p2πq4 pSF pΣpSF � p2πq8 pSF pΣpSF pΣpSF � � � �

� pSF �1� p2πq4pΣpStot

	
. (5.77)
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Escribiendo aquı́ la forma explı́cita del propagador de Feynman de este campo,

pSF ppq � p2πq�2 1

{p�m1 � i0�
,

obtenemos por resultado:

pStotppq � p2πq�2 1

{p�
�
m1 � p2πq2pΣppq	� i0�

. (5.78)

Es claro entonces que las mismas conclusiones a las que llegamos en relación con el

propagador completo del mesón pueden ser aplicadas al nucleón: El cambio de nor-

malización modifica la masa fı́sica de la partı́cula (el polo del propagador completo),

ası́ como a la constante de acoplamiento fı́sica de la interacción, esta vez debido al

coeficiente de {p en el denominador, en el lı́mite en el que {p se aproxima am1. Defı́nase

los parámetros:

δ :� ĺım
{pÑm1

pΣppq and κ :� ĺım
{pÑm1

dpΣppq
d{p , (5.79)

que como otrora se obtienen por la sola evaluación de pΣppq y su derivada en la capa

másica, una vez que no hay divergencias infra-rojas. Las condiciones fı́sicas de nor-

malización serán:

(1) El parámetro m1 es la masa fı́sica del fermión. Debemos demandar entonces que

sea:

ĺım
{pÑm1

rΣppq � 0 ñ c � �δ . (5.80)

(2) El parámetro g es la constante de acoplamiento fı́sica de la interacción. Entonces:

ĺım
{pÑm1

drΣppq
d{p � 0 ñ C1 � �κ . (5.81)

Esto fija por completo los términos de normalización de la auto-energı́a del nucleón.

Finalizamos este capı́tulo con una observación: Los términos considerados para la
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obtención del propagador completo, ya del mesón, ya del nucleón, no son los únicos

que contribuyen a los procesos de dispersión estudiados. Contribuyen también, por

ejemplo, las correcciones al vértice y las ((auto-energı́as a n loops))2. Las primeras son

desconsideradas, pues no corresponden a correcciones al propagador de la partı́cula en

estudio, sino a correcciones a la interacción. Las segundas, en principio, no son des-

consideradas, pues sı́ corrigen al propagador de la partı́cula; el ((propagador completo))

que hemos calculado bien debiera llamarse ((propagador completo al primer orden)) (o

((a un loop)), en lenguaje convencional). En el caso más general, las Ecs. (5.66) y (5.78)

aún se mantienen válidas, pero las distribuciones Π y Σ contienen las contribuciones

a todos los órdenes. La imposición de las condiciones fı́sicas de normalización no son

ajenas a este hecho, pero son posibles porque tanto Π cuanto Σ las deben respetar a

todos los órdenes en g.

2Esto es, aquellas distribuciones que, poseyendo apenas dos operadores de campo cuantificado sin
contraer, como en los casos estudiados al segundo orden, no pueden ser descompuestos en productos de
estos conectados por propagadores de Feynman. En lenguaje convencional, nos estamos refiriendo a los
gráficos irreductibles [27] de mayor orden.
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Capı́tulo 6

Estabilidad del vacı́o

y del sector de una partı́cula

En el capı́tulo que ahora iniciamos fijaremos la consideración en el quinto axioma

del sistema de Bogoliubov, Medvedev y Polivanov, a saber, a la estabilidad del sector

de una partı́cula y la del estado de vacı́o. Su versión exacta ha sido enunciada en la

Ec. (3.11), y la perturbativa, en la Ec. (3.35); esta última es la que usaremos en los

cálculos explı́citos. Con todo, será útil comenzar estudiando la primera. Lo primero

que deseamos mostrar es que si Φ es un estado normalizado del espacio de Fock,

entonces:

SpgqΦ � Φ ô ⟨Φ;SpgqΦ⟩ � 1 . (6.1)

La necesidad es evidente porque hemos asumido }Φ}2 � 1. Cuanto a la suficiencia,

basta ver que ⟨Φ;SpgqΦ⟩ � 1 implica que SpgqΦ � Φ�Ψ, con ⟨Φ;Ψ⟩ � 0, de manera

que, como Spgq es unitario:

}Φ}2 � ⟨SpgqΦ;SpgqΦ⟩ � }Φ}2 � ⟨Φ;Ψ⟩� ⟨Ψ;Φ⟩� }Ψ}2 , (6.2)

de donde se sigue que }Ψ}2 � 0, es decir, que Ψ � 0. El axioma de estabilidad puede

entonces ser refraseado de la forma que sigue. Escribimos Spgq � 1� T pgq.

1) Φ � Ω: Debe cumplirse que EΩ :� ⟨Ω;T pgqΩ⟩ � 0. Teniendo en cuenta los

productos de Wick que componen a T pgq, la única posibilidad de que sea EΩ � 0

será proveniente de los términos de T pgq que no contienen operadores de campo

cuantificado, esto es, de las distribuciones puramente numéricas.



2) Φ � p0;φmesón; 0; � � � q: Debe ser EΦ :� ⟨Φ;T pgqΦ⟩ � 0. Esta igualdad solo

podrı́a ser incumplida por acción de los términos en T pgq de la forma:

:φΠφ : pgq �
»
d4x1d

4x2gpx1qgpx2q :φpx1qΠpx1 � x2qφpx2q : . (6.3)

3) Ψ � p0;ψnucleón; 0; � � � q: Es preciso que sea EΨ :� ⟨Ψ;T pgqΨ⟩ � 0. Ahora solo

podrı́a ser EΨ � 0 por virtud de los términos en T pgq de la forma:

:ψΣψ : pgq �
»
d4x1d

4x2gpx1qgpx2q :ψpx1qΣpx1 � x2qψpx2q : . (6.4)

Como estaremos interesados en indagar la estabilidad de la teorı́a fı́sica, la herra-

mienta necesaria para el estudio de las consecuencias del axioma de estabilidad es el

lı́mite adiabático, el cual realizaremos, como en la Ref. [33], por escalamiento, lo que

significa elegir una función g0 P S pR4q tal que g0p0q � 1, y definir la familia de

funciones de conmutación:

gϵpxq :� g0pϵxq . (6.5)

El lı́mite adiabático corresponde entonces al lı́mite ϵ Ñ 0, pues, efectivamente, cual-

quiera que sea el punto x P M: ĺım
ϵÑ0

gϵpxq � 1. Como hemos venido realizando los

cálculos en el espacio de los impulsos, será conveniente escribir la transformada de

Fourier de la función de prueba gϵ:

ĝϵppq � p2πq�2

»
eipxgϵppqd4x � p2πq�2

»
eipxg0pϵxqd4x � 1

ϵ4
ĝ0

�p
ϵ

	
. (6.6)

Y su lı́mite para ϵÑ 0:

ĺım
ϵÑ0

ĝϵppq � p2πq�2

»
eipx ĺım

ϵÑ0
g0pϵxqd4x � p2πq�2

»
eipxd4x � p2πq2δppq . (6.7)
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La comparación de las ecuaciones (6.6) y (6.7) nos permite establecer que:

ĺım
ϵÑ0

1

ϵ4
ĝ0

�p
ϵ

	
� p2πq2δppq , (6.8)

e integrando a ambos lados de esta igualdad:

ĺım
ϵÑ0

»
d4pĝ0ppq � ĺım

ϵÑ0

»
d4p

1

ϵ4
ĝ0

�p
ϵ

	
�
»
d4pp2πq2δppq � p2πq2 . (6.9)

6.1. Estabilidad del estado del vacı́o

Empecemos, por conveniencia posterior, por estudiar la estabilidad del estado de

vacı́o, cuya ocurrencia significarı́a la corrección de la teorı́a sobre él definida; cuya

inocurrencia implicarı́a que los estados asintóticos que sobre él se han construido no

están bien definidos.

El estudio de la estabilidad del estado de vacı́o al segundo orden debe comenzar,

¿cómo no?, por el estudio de la distribución de transición vacı́o-vacı́o que se deriva de

la distribución causal del mismo orden. Tenemos que, en el lı́mite adiabático:

EΩ � 1

2
ĺım
gÑ1

»
d4x1d

4x2gpx1qgpx2q ⟨Ω, T2px1;x2qΩ⟩

� 1

2
ĺım
gÑ1

»
d4x1d

4x2gpx1qgpx2qT (V)
2 px1 � x2q . (6.10)

Expresando la distribución T (V)
2 en función de su transformada de Fourier y utilizando

entonces la Ec. (6.6) para realizar el lı́mite adiabático por escalamiento:

EΩ � ĺım
gÑ1

»
d4k rT (V)

2 pkqĝpkqĝp�kq

� ĺım
ϵÑ0

1

ϵ8

»
d4k rT (V)

2 pkqĝ0
�
k

ϵ



ĝ0

�
�k
ϵ



. (6.11)

Aquı́ vemos que, si usáramos directamente la Ec. (6.8), entonces obtendrı́amos el pro-

ducto δpkqδp�kq en el integrando de la ecuación anterior, producto aquel que es in-
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definido. Luego el lı́mite adiabático no es trivial. Realicemos entonces el cambio de

variable k � ϵp:

EΩ � ĺım
ϵÑ0

1

ϵ4

»
d4prT (V)

2 pϵpqĝ0ppqĝ0p�pq . (6.12)

Ası́ vemos que la estabilidad del vacı́o se asegura por la igualdad: rT (V)
2 pϵpq � Opϵ5q.

Esta relación es la que debemos examinar.

Como fue establecido en la Sec. 4.3, la distribución causal del segundo orden que

corresponde a la transición vacı́o-vacı́o es dada por:

D(V)
2 px1;x2q � ig2 rdpyq � dp�yqs ; dpyq � Tr rS�pyqΓS�p�yqΓD�pyqs .

(6.13)

La transformada de Fourier de la distribución dpyq es:

d̂ppq � p2πq�2

»
d4yTr rS�pyqΓS�p�yqΓsD�pyqeipy

� p2πq�8

»
d4yd4q1d

4q2d
4q3Tr

�pS�p�q1qΓpS�p�q2qΓ� pD�pq3qeipp�q1�q2�q2qy

� p2πq�4

»
d4q1d

4q2Tr
�pS�p�q1qΓpS�p�q2qΓ� pD�pp� q1 � q2q . (6.14)

Escribiendo la forma explı́cita de las distribuciones de (anti-)conmutación que aquı́

aparecen y haciendo el cambio de variables q1,2 Ñ �q1,2, obtenemos:

d̂ppq � � ip2πq�7

»
d4q1d

4q2Tr
�
p{q1 �m1qΓp{q2 �m1qΓ

�
Θpq02qΘp�q01q

� δpq21 �m2
1qδpq22 �m2

1qΘpq01 � q02 � p0qδ �pq1 � q2 � pq2 �m2
2

�
. (6.15)

Podemos, convenientemente, multiplicar el integrando por la unidad, escrita como:

1 � ³
d4kδpq2 � q1 � kq. Luego, integrando en la variable q2 llegamos al resultado:

d̂ppq � �ip2πq�3g�2

»
d4k pP pkqΘp�k0 � p0qδ �pk � pq2 �m2

2

�
, (6.16)
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en donde hemos identificado la distribución pP pkq que aparecı́a en el cálculo de la auto-

energı́a del mesón, y cuyo valor es:

pP pkq � g2

2p2πq3
�
2pϵ� 1qm2

1 � ϵk2
�
Θpk0qΘpk2 � 4m2

1q
c
1� 4m2

1

k2
, (6.17)

de modo que:

d̂ppq � � i

2
p2πq�6

»
d4k

�
2pϵ� 1qm2

1 � ϵk2
�c

1� 4m2
1

k2
Θpk0qΘp�k0 � p0q

�Θpk2 � 4m2
1qδ

�pk � pq2 �m2
2

�
. (6.18)

El soporte del integrando requiere que sean k P V � y �k� p P V �, de donde se sigue

que �p � k � p�k � pq P V �, es decir, que p P V �. Entonces es posible elegir un

sistema inercial de referencia en el que sea p � pp0;0q. En él, la Ec. (6.18) adopta la

forma:

d̂pp0q � � i

2
p2πq�6

»
d4k

�
2pϵ� 1qm2

1 � ϵk2
�c

1� 4m2
1

k2
Θpk0qΘp�k0 � p0q

�Θpk2 � 4m2
1qδ

�pk0 � p0q2 � |k|2 �m2
2

�
, (6.19)

cuya integral en las variables ki puede ser inmediatamente realizada apelando a la

simetrı́a esférica del integrando al través de la distribución delta de Dirac. Ası́:

d̂pp0q � � i

2
p2πq�5

»
dk0

b
pk0 � p0q2 �m2

2

d
1� 4m2

1

k20 � pk0 � p0q2 �m2
2

�  
2pϵ� 1qm2

1 � ϵ
�
k20 � pk0 � p0q2 �m2

2

�(
Θpk0qΘp�k0 � p0q

�Θ
�
k20 � pk0 � p0q2 �m2

2 � 4m2
1

�
Θ
�pk0 � p0q2 �m2

2

�
. (6.20)

Realicemos a continuación el cambio de variables:

s2 � k20�pk0�p0q2�m2
2 � �p20�2p0k0�m2

2 ; 4m2
1 ¤ s2 ¤ pp0�m2q2 , (6.21)
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en función de la cual la Ec. (6.20) se escribe:

d̂pp0q � im1

2p20
p2πq�5Θp�p0qΘpp20 � 4m2

1 �m2
2q
 
2pϵ� 1qm2

1I1pp0q � ϵI2pp0q
(

,

(6.22)

con las integrales I1,2pp0q definidas a seguir:

I1pp0q �
�p0�m2»
2m1

ds

d
s2

4m2
1

� 1
b
pp20 �m2

2 � s2q2 � 4p20m
2
2 , (6.23)

I2pp0q �
�p0�m2»
2m1

dss2

d
s2

4m2
1

� 1
b
pp20 �m2

2 � s2q2 � 4p20m
2
2 . (6.24)

Estas integrales, no embargante, no tienen solución en términos de funciones elemen-

tales1. Pero no significará eso que no podamos obtener alguna información de ellas.

Con efecto, sea l un parámetro, al escalar el impulso p0 por él:

I1

�p0
l
;m1;m2

	
�

�p0{l�m2»
2m1

ds

d
s2

4m2
1

� 1

d�
p20
l2
�m2

2 � s2

2

� 4
p20
l2
m2

2

� 1

l3

�p0�lm2»
2lm1

dr

d
r2

4l2m2
1

� 1
b
pp20 � l2m2

2 � r2q2 � 4p20l
2m2

2 .

(6.25)

El paso de la primera a la segunda lı́nea de este desarrollo ha sido posible por la subs-

titución r � ls. Lo mismo puede ser hecho de modo idéntico para la integral I2. Estas

1Como no la tienen, por regla general, las integrales de la raı́z cuadrada de un polinomio del tercer
grado o más. En este caso, el polinomio bajo el radicando es del sexto grado. Él podrı́a reducirse al
producto de un polinomio por la raı́z cuadrada de un polinomio del segundo grado si la masa del mesón
fuera nula, m2 � 0, en cuyo caso la integral puede ser resolvida; el resultado se asimiları́a ası́ al de la
electrodinámica cuantificada [33]. Mantendremos la discusión, empero, para el caso de m2 � 0, como
hemos venido haciendo en este trabajo. Las condiciones según las cuales una determinada integral puede
ser resolvida en términos de funciones elementales fueron estudiadas por Liouville en la Ref. [89].
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integrales, encontramos, siguen las siguientes leyes de escala:

I1

�p0
l
;m1;m2

	
� 1

l3
I1pp0; lm1; lm2q , (6.26)

I2

�p0
l
;m1;m2

	
� 1

l5
I2pp0; lm1; lm2q . (6.27)

Con estas en la Ec. (6.22) y luego en la Ec. (6.13) ya es inmediato probar que la

distribución causal se escala, cuando s ¡ 0, según:

pD(V)
2

�p
s
;m1;m2

	
� 1

s4
pD(V)
2 pp; sm1; sm2q . (6.28)

Al efectuar el lı́mite para s Ñ 0�, entonces, encontramos que la cuasi-ası́ntota de la

distribución causal es igual a su versión de masas nulas, pD(V)
2 pp; 0; 0q, ası́ como que el

orden singular de esta distribución es:

ω
�
D(V)

2

�
� �4 . (6.29)

Este resultado es esencial cuando se lo combina con el hecho de que la solución central

existe para las distribuciones causales correspondientes a teorı́as masivas [31, 95]2,

pues al ser esta la suerte, la distribución retardada central cumplirá la condición de

normalización:

@a con |a| ¤ 4 : Da pR(V)
2 p0q � 0 . (6.30)

O, en otras palabras: pR(V)
2 ppq � Opp5q . (6.31)

Todavı́a más, realmente podemos decir que esta distribución retardada se comporta

como Opp6q, pues la invariancia por paridad impide que ella dependa de potencias

2Y aún en el caso de la electrodinámica, en la que el fotón no tiene masa, la solución central siempre
existe [33], lo cual ha sido probado por Blanchard y Seneor [96]. Cuando en la teorı́a todos los cam-
pos no tienen masa, por otra parte, la solución central no existe –este es el caso de la cromodinámica
cuantificada en ausencia de materia [39]–.
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impares del impulso. Adicionalmente, la distribución subsidiaria es pR1
(V)
2 ppq � d̂ppq �

Θpp2 � 4m2
1 �m2

2q, y entonces ella no contribuye en el lı́mite pÑ 0. Se sigue de esto

que la distribución de transición vacı́o-vacı́o hereda el comportamiento de pR(V)
2 de la

Ec. (6.31), ((a menos de un polinomio de normalización del cuarto grado)):

rT (V)
2 ppq � Opp6q � C0 � C2p

2 � C4p
4 . (6.32)

Al insertar este resultado en la Ec. (6.12), encontramos que:

EΩ � ĺım
ϵÑ0

1

ϵ4

»
d4p

 
Opϵ6q � C0 � ϵ2C2p

2 � ϵ4C4p
4
(
ĝ0ppqĝ0p�pq . (6.33)

El lı́mite, pues, existe y es nulo para la parte que comprende a Opϵ6q. Cuanto al poli-

nomio de normalización, el lı́mite adiabático existe solo cuando elegimos:

C0 � 0 � C2 , (6.34)

cualquiera que sea el valor de C4:

EΩ � C4

»
d4p p4ĝ0ppqĝ0p�pq . (6.35)

La imposición de que el estado del vacı́o sea estable nos obliga, vemos, a elegir tam-

bién:

C4 � 0 , (6.36)

resultado este que, de paso, asegura que el lı́mite adiabático es independiente de cuál

sea la función de conmutación g0 elegida. Hemos probado ası́, explı́citamente, que los

términos de normalización pueden ser elegidos de forma que el estado del vacı́o sea

estable –al segundo orden–.
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6.2. Estabilidad del sector de una partı́cula mesónica

Consideremos el estado de una partı́cula mesónica:

Φ �
»

d3p?
2p0

ϕppqa:ppqΩ . (6.37)

La parte de la distribución de transición que contribuirá al parámetro de estabilidad

será la que corresponde a la auto-energı́a del mesón:

T (M)pgq � 1

2

»
d4x1d

4x2 :φpx1qΠpx1 � x2qφpx2q : gpx1qgpx2q . (6.38)

El parámetro de estabilidad que corresponde a la acción del operador de dispersión

sobre el estado Φ de la Ec. (6.37) es:

EΦ � ĺım
gÑ1

〈
Φ, T (M)pgqΦ〉

� ĺım
gÑ1

»
d4x1d

4x2

»
d3p?
2p0

d3q?
2q0

ϕppq�ϕpqqgpx1qgpx2qΠpx1 � x2q

� 〈
Ω; appq :φpx1qφpx2q : a:pqqΩ

〉
. (6.39)

Usando el teorema de Wick:

EΦ � ĺım
gÑ1

»
d3p?
2p0

d3q?
2q0

Θpp0qΘpq0qϕppq�ϕpqq
»
d4x1d

4x2gpx1qgpx2qΠpx1 � x2q

� �
eippx1�qx2q � eippx2�qx1q

�
. (6.40)

Introducimos aquı́ las transformadas de Fourier de los diferentes factores que aparecen:

gpxlq � 1

ϵ4

»
d4kle

�iklxl ĝ0

�
kl
ϵ



, Πpx1 � x2q �

»
d4qe�iqpx1�x2qrΠpqq ,

(6.41)
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con lo cual:

EΦ � ĺım
ϵÑ0

1

ϵ8

»
d4k1d

4k2d
4k

d3p?
2p0

d3q?
2q0

Θpp0qΘpq0qϕppq�ϕpqqĝ0
�
k1
ϵ



ĝ0

�
k2
ϵ


 rΠpkq
�
»
d4x1d

4x2
 
eipp�k1�kqx1�ip�q�k2�kqx2 � eip�q�k1�kqx1�ipp�k2�kqx2

(
� ĺım

ϵÑ0

1

ϵ8

»
d4k1d

4k2d
4k

d3p?
2p0

d3q?
2q0

Θpp0qΘpq0qϕppq�ϕpqqĝ0
�
k1
ϵ



ĝ0

�
k2
ϵ


 rΠpkq
� rδpp� k1 � kqδpq � k2 � kq � δpq � k1 � kqδpp� k2 � kqs . (6.42)

Integrando en las variables k1 y k2 en virtud de las distribuciones delta de Dirac:

EΦ � ĺım
ϵÑ0

1

ϵ8

»
d4k

d3p?
2p0

d3q?
2q0

Θpp0qΘpq0qϕppq�ϕpqqrΠpkq
�
"
ĝ0

�
p� k

ϵ



ĝ0

�
k � q

ϵ



� ĝ0

��k � q

ϵ



ĝ0

�
p� k

ϵ


*
. (6.43)

Al efectuar el cambio k Ñ �k en la segunda integral notamos que ella se iguala a la

primera, pues las distribuciones de transición deben ser simétricas frente a la permu-

tación de sus argumentos, lo que aquı́ significa que Πpx1 � x2q � Πpx2 � x1q, y ası́

también rΠp�kq � rΠpkq –esto, además, es evidente porque rΠpkq depende apenas de

k2–. Ası́ tendremos que:

EΦ � ĺım
ϵÑ0

1

ϵ8

»
d4k

d3p?
2p0

d3q?
2q0

Θpp0qΘpq0qϕppq�ϕpqqrΠpkqĝ0�p� k

ϵ



ĝ0

�
k � q

ϵ



.

(6.44)

Como podemos ver, el lı́mite adiabático es trivial, pues al aplicarlo según lo indica la

Ec. (6.8) e integrar en la variable k, obtenemos:

EΦ �
»
d3p

2p0

d3q

2q0
Θpp0qΘpq0qϕppq�ϕpqqδpp� qqrΠppq . (6.45)

En este punto, reconocemos que el impulso que es argumento de rΠ es el impulso p del

paquete de ondas de los estados de una partı́cula. Por supuesto, esto es un abuso de
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lenguaje, pues tal estado no tiene ((un)) impulso definido. Lo que es importante admitir,

empero, es que aún cuando esta cantidad esté distribuida en un determinado rango de

variación, está en cada valor sujeto a la condición de capa másica, esto es, se cumple

en todo valor de p que p2 � m2
2. Esto es suficiente, pues rΠppq depende únicamente de

p2. Luego podemos extraer este valor constante de la integral. En lo que refiere al resto

de la expresión, escribiendo la distribución delta de Dirac en su forma exponencial y

definiendo los paquetes de onda en el espacio real

rϕpxq :� p2πq�3{2

»
d3p?
2p0

Θpp0qe�ipxϕppq , (6.46)

tenemos la expresión final:

EΦ � rΠppq���
p2�m2

2

»
d4x

���rϕpxq���2 . (6.47)

Concluimos que la estabilidad del mesón en la teorı́a de Yukawa se obtiene por la

imposición de la condición de normalización:

rΠppq���
p2�m2

2

� 0 . (6.48)

Esta fue, recordamos, la misma condición de normalización que impusimos anterior-

mente para preservar el significado fı́sico del parámetro m2 como siendo la masa del

mesón. Vemos, pues, que cualquier procedimiento de renormalización de la masa lle-

varı́a al incumplimiento de la Ec. (6.48) y con ello a la inestabilidad del mesón.

La condición de la Ec. (6.48) es general, y no se restringe solamente al segundo

orden. Todavı́a hay más: Consideremos dicha ecuación válida para el segundo orden y

busquemos las correcciones de órdenes superiores por inserción de estas auto-energı́as,

semejantemente a como hicimos para obtener el propagador completo. Al cuarto orden,
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la distribución de transición será

Πpx1 � x3qDF px3 � x4qΠpx4 � x2q :φpx1qφpx2q : , (6.49)

que, gracias al teorema de convolución, se escribe en el espacio de los impulsos:

p2πq4rΠppq pDF ppqrΠppq , (6.50)

y esta distribución deberá anularse en la capa másica para satisfacer a la Ec. (6.48).

Como pDF ppq tiene un polo en ella, la recién encontrada distribución se vuelve un

lı́mite indeterminado en las proximadades de la capa másica, y es menester aplicar la

regla de l’Hôpital:

ĺım
p2Ñm2

2

rΠppq2
p2 �m2

2 � i0�
� ĺım

p2Ñm2
2

2rΠppqdrΠppq
dp2

. (6.51)

Este lı́mite se anula debido al anulamiento de rΠppq si y solo si la primera derivada es

finita en la capa másica. Esto ocurre siempre en el modelo de Yukawa porque, al ser

las dos partı́culas masivas, las auto-energı́as son analı́ticas [27, 95].

De forma general, la contribución del orden p2nq-ésimo será p2πq4pn�1qrΠppqn pDF ppqn�1.

La suma de todas estas correcciones nos lleva a definir la ((auto-energı́a completa al se-

gundo orden)), esto es, la auto-energı́a obtenida como la suma de todas las inserciones

de auto-energı́a del segundo orden:

pΠtotppq � rΠppq � p2πq4rΠppq pDF ppqrΠppq � p2πq8rΠppq pDF ppqrΠppq pDF ppqrΠppq � � � �

� rΠppq�1� p2πq4 pDF ppqrΠppq	 , (6.52)

de donde se concluye que:

rΠtotppq �
rΠppq

1� p2πq4rΠppq pDF ppq
. (6.53)
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Y colocando la expresión explı́cita de pDF ppq, finalmente:

rΠtotppq � pp2 �m2
2qrΠppq

p2 �
�
m2

2 � p2πq2rΠppq�� i0�
. (6.54)

Aquı́, rΠppq, insistimos, es la auto-energı́a al segundo orden. Como esta ya satisface

a la Ec. (6.48), vemos que tanto el numerador cuanto el denominador de rΠtotppq se

anulan en la capa másica. Luego, para exigir que esta distribución completa satisfaga

a la condición de estabilidad es necesario, otra vez, aplicar la regla de l’Hôpital:

ĺım
p2Ñm2

2

rΠtotppq � ĺım
p2Ñm2

2

rΠppq � pp2 �m2
2q
drΠppq
dp2

1� p2πq2d
rΠppq
dp2

. (6.55)

Este lı́mite es nulo siempre y cuando:

drΠppq
dp2

�����
p2�m2

2

P Rzt�p2πq�2u . (6.56)

Cuando el valor adoptado por la primera derivada es el infinito, el lı́mite se vuelve

indeterminado y nada podemos concluir, como se ve claramente de la Ec. (6.51). Ası́

pues, la finitud de la primera derivada de la auto-energı́a es condición de estabilidad,

y junto con la anulación de la auto-energı́a en la capa másica, es también suficiente

a todos los órdenes, a menos que su valor sea exactamente �p2πq�2. En tal caso es

necesario aplicar una vez más la regla de l’Hôpital:

ĺım
p2Ñm2

2

rΠtotppq � p2πq�2 ĺım
p2Ñm2

2

#
pp2 �m2

2q � 2
drΠ{dpp2q
d2rΠ{dpp2q2

+
. (6.57)

Es evidente que el primer término se anula. Por lo que respecta al segundo, como el

numerador adopta un valor finito no nulo, la condición de estabilidad solamente podrá

ser satisfecha si el denominador, esto es, la segunda derivada de la auto-energı́a, es
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infinita. Sin embargo insistimos: En el modelo de Yukawa esto no puede ocurrir por-

que las auto-energı́as son analı́ticas. Luego es imperativo que la primera derivada de la

auto-energı́a no asuma el valor �p2πq�2 en la capa másica. Note el lector que, fuera de

esta condición, el valor de dicha derivada no interfiere en la estabilidad de la partı́cula,

y que como ella se relaciona con el valor de la constante de acoplamiento g de la forma

que vimos en el estudio de los propagadores completos, concluimos que una renorma-

lización de esta es, en principio, perfectamente admisible. Sobre la limitación de que la

derivada no pueda ser igual a �p2πq�2, una rápida mirada al propagador completo del

mesón [Ec. (5.66)] indica que, si la normalización fuera hecha precisamente en este

valor, entonces el propagador completo ya no tendrı́a dependencia con p2 en su deno-

minador. A falta de mayor análisis de las consecuencias que esto tendrı́a, semejante

comportamiento es, como mı́nimo, indeseable.

6.3. Estabilidad del sector de una partı́cula nucleónica

El análisis de la estabilidad del sector de una partı́cula nucleónica sigue el mismo

camino que el recién recorrido, con apenas ligeras modificaciones debido al carácter

matricial de algunos objetos y la presencia de los espinores usppq. Consideremos a este

propósito el estado inicial:

Ψ �
»

d3p?
2p0

χppqb:sppqΩ . (6.58)

En este caso la parte del operador de dispersión que debemos considerar es la que

corresponde a la auto-energı́a del nucleón:

T (N)pgq � � i
2

»
d4x1d

4x2gpx1qgpx2q :ψpx1qΣpx1 � x2qψpx2q : . (6.59)
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El parámetro de estabilidad viene entonces dado por la expresión:

EΨ � ĺım
gÑ1

〈
Ψ;T (N)pgqΨ〉

� ĺım
gÑ1

»
d4x1d

4x2

»
d3p?
2p0

d3q?
2q0

χppq�χpqqgpx1qgpx2q

� 〈
Ω; bsppq :ψpx1qΣpx1 � x2qψpx2q : b:spqqΩ

〉
. (6.60)

Usando del teorema de Wick, obtenemos:

EΨ � ĺım
gÑ1

»
d4x1d

4x2

»
d3pd3qΘpp0qΘpq0qχppq�χpqqgpx1qgpx2q

� usppqΣpx1 � x2quspqqeipx1�iqx2 . (6.61)

Introduciendo la transformada de Fourier de los diferentes factores de modo semejante

a como fue hecho en la Ec. (6.41):

EΨ � ĺım
ϵÑ0

1

ϵ8

»
d3pd3qΘpp0qΘpq0qχppq�χpqq

»
d4kd4k1d

4k2ĝ0

�
k1
ϵ



ĝ0

�
k2
ϵ



� usppqrΣpkquspqq » d4x1d4x2eipp1�k1�qqx1�ipp�k2�qqx2

� ĺım
ϵÑ0

1

ϵ8

»
d3pd3qΘpp0qΘpq0qχppq�χpqq

»
d4kd4k1d

4k2ĝ0

�
k1
ϵ



ĝ0

�
k2
ϵ



� usppqrΣpkquspqqδpp� k1 � kqδpq � k2 � kq . (6.62)

Integrando en las variables k1 y k2 con ayuda de las distribuciones delta de Dirac:

EΨ � ĺım
ϵÑ0

1

ϵ8

»
d3pd3qΘpp0qΘpq0qχppq�χpqq

�
»
d4kusppqrΣpkquspqqĝ0�p� k

ϵ



ĝ0

�
k � q

ϵ



. (6.63)
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Nuevamente el lı́mite adiabático puede ser tomado trivialmente al través de la Ec. (6.8).

Integrando entonces en la variable k:

EΨ �
»
d3pd3qΘpp0qΘpq0qχppq�χpqqusppqrΣppquspqqδpp� qq . (6.64)

Reconocemos aquı́ que el impulso en el que se evalúa la auto-energı́a del nucleón es

el impulso p que, por ser el que interviene en la construcción del paquete de ondas,

está siempre sujeto a la condición de ser {p � m1. Como es solo de esta matriz que

depende rΣ, podemos retirar el valor constante que él adopta en la integral hacia afuera

de ella. Si además escribimos la distribución delta de Dirac en su forma exponencial y

definimos el paquete de ondas en el espacio real

βpxq :� p2πq�3{2

»
d3pΘpp0qe�ipxχppqusppq , (6.65)

entonces la condición de estabilidad se reduce a:

EΨ �
»
βpxq rΣppq���

{p�m1

βpxqd4x . (6.66)

De esta manera nos vemos forzados a admitir que la auto-energı́a del nucleón satisface

al axioma de estabilidad del sector de una partı́cula si es impuesta la condición de

normalización: rΣppq���
{p�m1

� 0 . (6.67)

También esta habı́a sido la condición impuesta en el estudio del propagador comple-

to del nucleón para que el parámetro m1 tenga el significado de ser la masa de esta

partı́cula, sobre la cual, una vez más, está prohibido aplicar cualquier procedimiento

de renormalización una vez que este causarı́a su inestabilidad.

Al igual que como hicimos con el mesón, recordamos al lector que la condición

recién obtenida es general, y pasamos a considerar ahora la auto-energı́a al segundo
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orden y sus múltiples inserciones. Primeramente, en el cuarto orden la distribución de

auto-energı́a es: rΣppqpSF ppqrΣppq , (6.68)

que deberá anularse en la capa másica. Como pSF ppq tiene un polo en ella, la evaluación

de la distribución de la Ec. (6.68) no es trivial. Ocurre, no embargante, que como tantopSF ppq cuanto rΣppq son funciones de la misma matriz {p, estos operadores conmutan y

rige sobre ellos una extensión de la regla de l’Hôpital para funciones de matrices con

estas caracterı́sticas [97]. Luego, derivando numerador y denominador de esta expre-

sión, la condición de estabilidad requiere que sea:

2rΣppqdrΣppq
d{p

�����
{p�m1

� 0 . (6.69)

Esta condición es implicada por la Ec. (6.67) si y solo si la primera derivada de la

auto-energı́a en la capa másica es finita. En el modelo de Yukawa esta condición es

satisfecha.

Del modo más general todavı́a podemos considerar la ((auto-energı́a completa del

nucleón al segundo orden)):

rΣtotppq � rΣppq � p2πq4rΣppqpSF ppqrΣppq � p2πq8rΣppqpSF ppqrΣppqpSF ppqrΣppq � � � �

� rΣppq�1� p2πq4 pSF ppqrΣppq	 . (6.70)

De esta ecuación es posible despejar:

rΣtotppq �
rΣppq

1� p2πq4rΣppqpSF ppq , (6.71)

que, una vez colocada la expresión explı́cita del propagador de Feynman del nucleón,
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es igual a: rΣtotppq �
p{p�m1qrΣppq

{p�
�
m1 � p2πq2rΣppq�� i0�

. (6.72)

Aplicando la regla de l’Hôpital para calcular el lı́mite al que se aproxima esta distribu-

ción en la capa másica:

ĺım
{pÑm1

rΣtotppq � ĺım
{pÑm1

rΣppq � p{p�m1qd
rΣppq
d{p

1� p2πq2d
rΣppq
d{p

. (6.73)

En consecuencia, la auto-energı́a completa al segundo orden satisface al axioma de

estabilidad si:
dΣppq
d{p

����
{p�m1

P �Rztp2πq�2u� � 14�4 . (6.74)

Similarmente al análisis hecho en el caso del mesón, si el valor adoptado aquı́ es el infi-

nito, entonces nada puede decirse de la estabilidad del nucleón, pues el lı́mite se vuelve

indeterminado. Si, por otra parte, el valor adoptado es el p2πq�2, entonces habrı́amos

de aplicar una vez más la regla de l’Hôpital, consiguiendo:

ĺım
{pÑm1

rΣtotppq � �p2πq�2 ĺım
{pÑm1

#
p{p�m1q � 2

drΣ{d{p
d2rΣ{d{p2

+
. (6.75)

Como la primera derivada adopta un valor finito, la estabilidad solo podrı́a alcanzarse

si la segunda derivada es inifinita en la capa másica, lo que no ocurre en el modelo de

Yukawa. Luego el valor p2πq�2 para la primera derivada es prohibida por la estabili-

dad. Este valor, por otra parte, es patológico desde el punto de vista del propagador

completo del nucleón, pues anuları́a la dependencia del denominador de este con {p.

En suma, el axioma de estabilidad en el esquema de Bogoliubov, Medvedev y Po-

livanov puede ser satisfecho mediante la elección adecuada de los términos de nor-

malización, tanto para la distribución de transición vacı́o-vacı́o cuanto para las auto-

energı́as de las partı́culas de la teorı́a. Por supuesto, esto no quiere decir que el pión
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neutro sea ((verdaderamente)) estable, sino que lo es ((frente a las interacciones de Yu-

kawa)); efectivamente, se ha encontrado en el experimento que el pión neutro decae por

el medio de la interacción electromagnética; una compilación de algunos decaimientos

puede encontrarse, por ejemplo, en la Ref. [90]. Lo mismo vale para los nucleones,

que pueden sufrir el decaimiento beta, por ejemplo. Los resultados presentados en este

capı́tulo son muy importantes porque justifican el uso de los campos escalar y fer-

miónico para la descripción de los estados asintóticos: El vacı́o estable es adecuado

para la construcción sobre él de los espacios de Fock de las partı́culas, las cuales por

su vez, debido a su estabilidad, realmente pueden existir como estados asintóticos.
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Capı́tulo 7

Normalizabilidad

En este capı́tulo estudiaremos la normalizabilidad de la interacción de Yukawa, esto

es, consideraremos el problema de la posibilidad de fijar todos los términos de norma-

lización por un número finito de condiciones fı́sicas. Semejante punto, de cları́sima

importancia en sı́ mismo, es además indispensable para:

1.- Conocer los posibles términos de auto-interacción de los campos. Este punto

será estudiado al final de este mismo capı́tulo.

2.- Iniciar el estudio del grupo de renormalización [véase las perspectivas en el Cap.

8], al permitir conocer todos los términos que pueden recibir alguna modifica-

ción perturbativa.

Como ya dijimos, los términos de normalización son posibles cuando el orden sin-

gular de la distribución causal es no-negativo, pues en tal caso existe una ambigüedad

en la definición de la distribución retardada, ambigüedad que debe ser resuelta por la

imposición de sendas condiciones fı́sicas –como hemos hecho en el capı́tulo 5 al impo-

ner la invariancia por paridad y la preservación de los valores fı́sicos de las masas de las

partı́culas y la constante de acoplamiento de su interacción–. La mentada ambigüedad,

en el espacio de los impulsos, está contenida en los coeficientes de un polinomio del

impulso de grado tωu. La siguiente clasificación de las teorı́as se aplica [27, 33, 92]:

(i) No-normalizable: Si un número infinito de condiciones fı́sicas son necesarias

para fijar unı́vocamente el operador S. Esto ocurre cuando el orden singular de

las distribuciones causales se incrementa sin lı́mite con el orden perturbativo n1.

1Dos anotaciones al respecto de esta clase de teorı́as: (1) El orden singular puede ser finito en cada



(ii) Normalizable: Si un número finito de condiciones fı́sicas basta para fijar por

completo todos los términos de normalización; en otras palabras, si el orden

singular de la distribución causal es una función acotada del orden n de la teorı́a

de perturbación. Esto puede ocurrir de dos formas:

(ii-1) Si ω�rds independe de n, entonces la teorı́a se llama simplemente ((normalizable)).

(ii-2) Si solamente un número finito de distribuciones causales tiene orden sin-

gular no-negativo, id est, si ω�rdns es función decreciente de n, entonces

la teorı́a se llama ((súper-normalizable)).

Bien sabemos ya que la construcción de la distribución causal del orden n, Dn, se

realiza multiplicando las distribuciones de transición Tn1 de menor orden (n1   n). Ası́,

el orden singular de cualquier término contenido en Dn es igual al orden singular del

producto T 1
r px1; � � � ;xrqT 2

s py1; � � � ; ysq (r� s � n), con los super-ı́ndices 1 y 2 deno-

tando el hecho de que no son las distribuciones Tr y Ts completas las que se usa, sino

las partes de ellas que contribuyen al requerido término de la distribución Dn. Usando

el teorema de Wick en este producto aparecerán diversas contracciones de Wick de

operadores de campo escalar y fermiónico, que supondremos de cantidad ls y lf , res-

pectivamente. Luego, si t1 y t2 son las partes numéricas de T 1
r y T 2

s , respectivamente,

entonces la parte numérica del deseado producto con las mencionadas contracciones

tendrá la forma:

tpq :�t1px1; � � � ;xrq
ls¹
j�1

Bajj D�pxrj � ysjq
lf¹
m�1

S�pxrm � ysmqt2py1; � � � ; ysq . (7.1)

Aquı́ hemos incluido la posibilidad de tener una interacción derivativa, con la fina-

orden n, de manera que aunque el número total de condiciones de normalización sea infinito, la teorı́a
todavı́a tiene poder predictivo; a esta clase corresponden las denominadas ((teorı́as efectivas)) [92]. (2)
Puede ocurrir, también, que aún cuando se requieran infinitud de condiciones fı́sicas para determinar el
operador de dispersión, los correspondientes términos de normalización no tengan ninguna consecuen-
cia fı́sica. Esta posibilidad ha sido sugerida, por ejemplo, para la gravedad cuantificada en la sección
5.10 de la Ref. [39], y más recientemente, por Grigore [93] por argumentos topológicos, conjeturando
su super-normalizabilidad, como también la de las teorı́as de Yang-Mills.
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lidad de ampliar nuestros resultados y poder considerar teorı́as de interacción más

generales. En esta ecuación,
 
xrj

( � tx1; � � � ;xru y
 
ysj

( � ty1; � � � ; ysu son los

puntos conectados por contracciones escalares, mientras que txrmu � tx1; � � � ;xru y

tysmu � ty1; � � � ; ysu son aquellos conectados por contracciones fermiónicas. Final-

mente, aj � 0, 1, 2 es el número de derivadas aplicadas sobre los operadores de campo

escalar que se han contraı́do en la posición j-ésima. Introducimos las siguientes coor-

denadas relativas aprovechando la invariancia translacional:

ξj :� xj � xr pj � 1, � � � , r � 1q , ηj :� yj � ys pj � 1, � � � , sq , η :� xr � ys .

(7.2)

Definiendo los vectores

ξ :� pξ1; � � � ; ξr�1q , η :� pη1; � � � ; ηs�1q , (7.3)

la Ec. (7.1) puede ser puesta en la forma:

tpξ;η; ηq �t1pξq
ls¹
j�1

Bajj D�pξrj � ηsj � ηq
lf¹
m�1

S�pξrm � ηsm � ηqt2pηq . (7.4)

Para estudiar el orden singular de esta distribución aplicaremos la transformación

de Fourier –dejamos libre, por el momento, la dimensión del espacio-tiempo, D–:

t̂pp; q; qq � p2πq�Dpr�s�1q{2

»
dDpr�1qξdDps�1qηdDηtpξ;η; ηqeipξ�iqη�iqη . (7.5)

Substituyendo aquı́ la Ec. (7.4) y reemplazando las distribuciones de conmutación en

el espacio real por sus transformadas de Fourier,

S�pxq � p2πq�D{2
»
dDk pS�pkqe�ikx ,

BaD�pxq � p2πq�D{2
»
dDhp�ihqa pD�phqe�ihx , (7.6)
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obtenemos luego de un agrupamiento conveniente de los términos:

t̂pp; q; qq �p�iqap2πq�Dpls�lf�1q{2

» ¹
j,m

dDkmd
Dhjh

aj
j
pD�phjqpS�pkmq

�
�
p2πq�Dpr�1q{2

»
dDpr�1qξt1pξqeipξ�ip

°
m kmξrm�

°
j hjξrjq

�
�
�
p2πq�Dps�1q{2

»
dDps�1qηt2pηqeiqη�ip

°
m kmηsm�

°
j hjηsjq

�
�
�
p2πq�D

»
dDηeipq�

°
m km�

°
j hjq

�
, (7.7)

en donde identificamos la transformada de Fourier de las distribuciones t1,2 y la repre-

sentación integral de la distribución delta de Dirac en la última lı́nea. Hemos definido

en esta expresión, además, el número total de campos escalares contraı́dos:

a :�
lş

j�1

aj , (7.8)

Definiendo, pues, el vector p�kr�hr como aquel cuyas componentes son pi�kri�hri
si ξri es un punto contraı́do y pi, si no lo es, y análogamente el vector q � ks � hs, la

Ec. (7.7) adopta la forma:

t̂pp; q; qq �p�iqap2πq�Dpls�lf�1q{2

» ¹
j,m

dDkmd
Dhjh

aj
j
pD�phjqpS�pkmq

� t̂1pp� kr � hrqt̂2pq � ks � hsqδ
�
q �

�¸
j

hj �
¸
m

km

��
. (7.9)
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El siguiente paso es aplicar esta distribución a una función f̌ P S pRDpr�s�1qq:

@
t̂; f̌

D � »
dDpr�1qpdDps�1qqdDqt̂pp; q; qqf̌pp; q; qq

� p�iqap2πq�Dpls�lf�1q{2

»
dDpr�1qpdDps�1qqdDq

» ¹
j,m

dDkmd
Dhj h

aj
j

� pD�phjqpS�pkmqt̂1pp� kr � hrqt̂2pq � ks � hsq

� δ

�
q �

�¸
m

km �
¸
j

kj

��
f̌pp; q; qq

�
»
dDpr�1qpdDps�1qqt̂1ppqt̂2pqqψpp; qq , (7.10)

con:

ψpp; qq :�p�iqap2πq�Dpls�lf�1q{2

»
dDq

» ¹
j,m

dDkmd
Dhj h

aj
j
pD�phjqpS�pkmq

� δ

�
q �

�¸
m

km �
¸
j

hj

��
f̌pp� kr � hr; q � ks � hs; qq . (7.11)

Para determinar el orden singular de t̂, precisamos evaluar el lı́mite:

ĺım
sÑ0�

ρpsq
〈
t̂
�p
s

	
; f̌ppq

〉
, (7.12)

para lo que empezamos por calcular:

A
t̂
�p
s

	
; f̌ppq

E
� sDpr�s�1q

〈
t̂ppq; f̌pspq〉

� sDpr�s�1q

»
dDpr�1qpdDps�1qqt̂1ppqt̂2pqqψspp; qq , (7.13)
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con:

ψspp; qq :�p�iqap2πq�Dpls�lf�1q{2

»
dDq

» ¹
j,m

dDkmd
Dhj h

aj
j
pD�phjqpS�pkmq

� δ

�
q �

�¸
m

km �
¸
j

hj

��
f̌ pspp� kr � hrq; spq � ks � hsq; sqq .

(7.14)

Introduciendo las variables escaladas k̃m :� skm, h̃j :� shj y q̃ :� sq, la Ec. (7.14)

es:

ψspp; qq �p�iqa p2πq
�Dpls�lf�1q{2

sasDlssDlf

»
dDq̃

» ¹
j,m

dDk̃md
Dh̃j h̃

aj
j
pD�

�
h̃j
s

� pS�� k̃m
s

�

� δ

�
q̃ �

�¸
m

k̃m �
¸
j

h̃j

��
f̌
�
sp� k̃r � h̃r; sq � k̃s � h̃s; q̃

	
.

(7.15)

En este punto, supongamos que las distribuciones de conmutación de los campos

escalar y fermiónico, pD� y pS�, tienen los órdenes singulares ωs y ωf , respectivamente.

Asumamos igualmente que las distribuciones numéricas t̂1 y t̂2 tienen respectivamente

los órdenes singulares ω1 y ω2. Esto se translada a la existencia y no nulidad de los

siguientes lı́mites:

ĺım
sÑ0�

sωs pD�

�p
s

	
, ĺım
sÑ0�

sωf pS� �p
s

	
, ĺım
sÑ0�

sω1 t̂1

�p
s

	
, ĺım
sÑ0�

sω2 t̂2

�q
s

	
. (7.16)

De manera que, si ponemos ρpsq � sω en la Ec. (7.12), definimos las variables escala-
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das p̃ :� sp y q̃ :� sq, y agrupamos los términos convenientemente, hallamos:

ĺım
sÑ0�

ρpsq
〈
t̂
�p
s

	
; f̌ppq

〉
� ĺım

sÑ0�
sωsD�ω1�ω2�pD�ωsqls�pD�ωf qlf�a

� p�iqap2πq�Dpls�lf�1q{2

»
dDpr�1qp̃dDps�1qq̃

�
sω1 t̂1

�
p̃

s


��
sω2 t̂2

�
q̃

s


�
�
»
dDq̃

» ¹
j,m

dDk̃md
Dh̃j h̃

aj
j

¹
j

�
sωs pD�

�
h̃j
s

��¹
m

�
sωf pS�� k̃m

s

��

� δ

�
q̃ �

�¸
m

k̃m �
¸
j

h̃j

��
f̌
�
p̃� k̃r � h̃r; q̃ � k̃s � h̃s; q̃

	
. (7.17)

Por hipótesis, todos los términos encerrados entre corchetes tienen lı́mite bien definido

cuando sÑ 0�. Luego el lı́mite de la Ec. (7.17) será finito y no-nulo si:

ω � ω1 � ω2 � pD � ωsqls � pD � ωf qlf � a�D . (7.18)

Esta es la ecuación que determina, iniciando con dos distribuciones T 1
r y T 2

s , el orden

singular de un determinado término de la distribución causal Dn (n � r � s). Debido

a su dependencia lineal con las variables ωi, ls, lf , a, y D, proponemos la siguiente

expresión general para el orden singular de la distribución causal a cualquier orden n:

ω � A�BN � CM � Ed� Fn , A,B,C,E, F P R , (7.19)

siendo N el número de operadores de campo escalar externos, M el número de ope-

radores de campo fermiónico externos y d el número de derivadas actuando sobre los

campos escalares externos (d ¤ 2N ). La Ec. (7.18) será usada para determinar el valor

de las constantes A,B,C,E y F en la Ec. (7.19), una vez que la distribución del pri-

mer orden T1, es conocida. Procederemos por inducción matemática completa sobre el

orden de la distribución Tn:

(i) Base inductiva: La distribución del primer orde T1 tiene orden singular ω � 0

y n � 1. Denotando sus parámetros por N1, M1 y d1, la base inductiva es establecida
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por el requerimiento de que la Ec. (7.19) rija para estos valores particulares:

0 � A�BN1 � CM1 � Ed1 � F . (7.20)

(ii) Hipótesis inductiva: Asumiremos, de acuerdo al principio de inducción ma-

temática completa, que todas las distribuciones Tm con m ¤ n � 1 satisfacen a la Ec.

(7.19).

(iii) Paso inductivo: El paso inductivo será llevado a cabo imponiendo la Ec. (7.19)

a las distribuciones Tn y encontrando el valor de las constantes A,B,C,E y F compa-

tibles con la Ec. (7.18) y el cumplimiento de la Ec. (6.24), simultáneamente. Si dichas

constantes pueden ser encontradas, entonces la prueba estará completa. Supongamos

que estamos interesados en una distribución Tn generada por T 1
r (Nr,Mr, dr) y T 2

s

(Ns,Ms, ds) por vı́as de ls contracciones escalares con a derivadas, y lf contracciones

fermiónicas. Luego la Ec. (7.19) implica que:

ω �A�BpNr �Ns � 2lsq � CpMr �Ms � 2lf q � Epdr � ds � aq � F pr � sq .
(7.21)

Por otro lado, debido a la hipótesis inductiva:

ω1 � A�BNr � CMr � Edr � Fr , ω2 � A�BNs � CMs � Eds � Fs ,

con lo cual la Ec. (7.18) establece la siguiente igualdad:

ω �2A�BpNr �Nsq � CpMr �Msq � Epdr � dsq � F pr � sq � pD � ωsqls
� pD � ωf qlf � a�D . (7.22)
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Igualando las Ecs. (7.21) y (7.22), llegamos a:

A� p2B �D � ωsqls � p2C �D � ωf qlf � pE � 1qa�D � 0 . (7.23)

Esta ecuación debe ser válida cualesquiera que sean los valores de ls, le y a (compati-

bles con el orden de la distribución, es decir, ls, lf ¤ n{2 para n par, o ls, lf ¤ pn�1q{2
para n impar, y en cualquier caso a ¤ 2ls). Tomando ls � lf � a � 0: A � D. Con-

siderando ls � 0 � a, lf � 0: C � �pD � ωf q{2. Poniendo lf � 0 � a, ls � 0:

B � �pD � ωsq{2. Con estos valores, la Ec. (7.23) se reduce a pE � 1qa � 0,

entonces E � �1. Finalmente, la constante F es obtenida de la Ec. (7.20): F �
�D � pD � ωsqN1{2� pD � ωf qM1{2� d1. El resultado es ası́:

ω �D � 1

2
pD � ωsqN � 1

2
pD � ωf qM � d

�
�
�D � 1

2
pD � ωsqN1 � 1

2
pD � ωf qM1 � d1

�
n . (7.24)

Esto completa la prueba inductiva.

Nuestro resultado [Ec. (7.24)] puede ya aplicarse a una amplia gama de teorı́as de

interacción. En primer lugar, restrinjamos la discusión a los campos escalar y fermióni-

co usados en esta Tesis: ωs � �2 y ωf � �1:

ω �D � 1

2
pD � 2qN � 1

2
pD � 1qM � d

�
�
�D � 1

2
pD � 2qN1 � 1

2
pD � 1qM1 � d1

�
n . (7.25)

Como podemos ver, los términos proporcionales a N y M dependen únicamente de la

dimensión del espacio-tiempo; de esta misma independe la contribución del número

de derivadas, d. Por otra parte, el término proporcional a n, que determinará la norma-

lizabilidad de la teorı́a, depende fuertemente de los parámetros N1, M1 y d1 del primer

término que define a la interacción, ası́ como de la dimensión del espacio-tiempo.
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Consideremos primeramente el modelo con interacción ψγµγ5ψBµφ, esto es, con

d1 � 1, N1 � 1,M1 � 2. Reemplazando estos valores en la Ec. (7.25):

ω � D � 1

2
pD � 2qN � 1

2
pD � 1qM � d� 1

2
pD � 2qn . (7.26)

Ası́, vemos que esta teorı́a es:

No-normalizable en las dimensiones D ¥ 3. Este resultado para D � 4 es

conocido en la literatura [98].

Normalizable en dimensión D � 2.

Por supuesto, nuestro resultado es general, y ası́ nos permite considerar las interac-

ciones más generales. Consideremos la teorı́a con

T1 � :
�
ψγµΓψBµφ

�l pBφq2jφk : , (7.27)

que tiene M1 � 2l, N1 � l � 2j � k, d1 � l � 2j. Aquı́, la matriz Γ � 1, iγ5 es la

necesaria para asegurar la invariancia por paridad del modelo, lo cual dependerá de la

paridad o imparidad del número total de campos (pseudo-)escalares. Con estos valores

en la Ec. (7.25), obtenemos:

ω � D�1

2
pD�2qN�1

2
pD�1qM�d�1

2
rDp3l � 2j � k � 2q � 2pl � kqsn . (7.28)

Note el lector, en particular, que el factor que acompaña a D en el coeficiente de n

es siempre positivo, pues l ¥ 1 (en el caso l � 0 no habrı́a campos fermiónicos) y

j, k ¥ 0. Luego estas teorı́as son normalizables en las dimensiones:

D ¤ 2pl � kq
3l � 2j � k � 2

. (7.29)

En particular, paraD � 4, deberı́a cumplirse la desigualdad 5l�4j�k�4 ¤ 0. Como
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no hay valores de l ¥ 1, j, k ¥ 0 que la satisfagan, concluimos que ninguno de estos

modelos es normalizable en D � 4.

Por otro lado se encuentran las teorı́as de la forma

T1 � :
�
ψΓψ

�l pBφq2jφk : , (7.30)

que tiene M1 � 2l, N1 � 2j � k, d1 � 2j. El orden singular de la distribución causal

general es:

ω � D�1

2
pD�2qN�1

2
pD�1qM�d�1

2
rDp2l � 2j � k � 2q � 2pl � kqsn . (7.31)

Esta vez es l ¥ 1 (nuevamente, para que haya campos fermiónicos), mientras que

no pueden ser j � 0 y k � 0 simultáneamente (de otra forma, no habrı́a campos

bosónicos). Luego sigue siendo válido que el coeficiente de D en el coeficiente de n

es positivo, y estos modelos son normalizables en las dimensiones:

D ¤ 2pl � kq
2l � 2j � k � 2

. (7.32)

Para la dimensión D � 4, los modelos normalizables son aquellos que verifican: 3l �
4j�k�4 ¤ 0. La única solución posible es l � 1, j � 0 y k � 1; este es precisamente

el modelo de Yukawa. Ası́ hemos llegado al resultado notable de que el modelo de

Yukawa es el único modelo de interacción entre campos escalares y fermiónicos que

es normalizable en dimensión D � 4. Substituyendo en la Ec. (7.25), tenemos:

ω � D � 1

2
pD � 2qN � 1

2
pD � 1qM � 1

2
pD � 4qn . (7.33)

De aquı́ se ve que el modelo de Yukawa es:

No-normalizable en las dimensiones D ¥ 5.

Normalizable en la dimensión D � 4. Nuevamente, este resultado es conocido
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en la literatura [98].

Súper-normalizable en las dimensiones D � 2, 3.

En particular, para la dimensión D � 4 –que aparentemente corresponde al Universo

real–, se tiene que:

ω � 4�N � 3

2
M . (7.34)

Este resultado se condice con los valores particulares de las diversas distribuciones

causales estudiadas en los capı́tulos precedentes. Listamos a continuación el conjunto

completo de distribuciones que tienen orden singular no-negativo:

N M ω

0 0 4
0 2 2
0 3 1
0 4 0
2 0 1
2 1 0

Cuadro 7.1: Distribuciones con orden singular no-negativo en el modelo de Yukawa.

La primera lı́nea, que no contiene campos externos, se refiere a las distribuciones de

transición vacı́o-vacı́o. La segunda, tercera y cuarta lı́neas corresponden a las distribu-

ciones con campos externos :φ2 : , :φ3 : y :φ4 : , respectivamente. La quinta lı́nea

tiene campos externos :ψψ : , mientras que la sexta (última) es la que corresponde al

vértice :ψψ : φ.

Recuerde ahora el lector que los términos de normalización tienen soporte pun-

tual, de modo que en ellos los campos externos que antes hemos listado aparecerán

evaluados todos en el mismo punto. Esto permite realizar la siguiente identificación:

Los términos de normalización de :φ2 : son correcciones perturbativas a la

masa del mesón. Como hemos visto en el capı́tulo previo que una corrección a

la masa destruirı́a la estabilidad de la partı́cula, todos estos términos de normali-

zación deberán ser tomados nulos.
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Los términos de normalización de :φ3 : son interpretados como términos de

auto-interacción. Estos pueden existir, en este caso, solamente si φ es escalar.

Si, por otra parte, el campo es pseudo-escalar, semejante término destruirı́a la

invariancia por paridad, y todos estos términos de normalización deberı́an ser

tomados nulos.

Los términos de normalización de :φ4 : son también términos de auto-interacción,

y pueden estar presentes tanto en el caso de ser φ escalar cuanto en el de ser él

pseudo-escalar. En este caso, no hay motivos fı́sicos para limitar su valor, sino

que él debe obtenerse por medio de la experiencia.

Los términos de normalización de :ψψ : son correcciones perturbativas a la

masa del nucleón. Otra vez, la estabilidad del nucleón nos exige, hemos visto,

elegir nulos todos estos términos.

Los términos de normalización de :ψψ : φ son correcciones perturbativas

al valor de la constante de acoplamiento g de la teorı́a, pues ((corrigen)) a la

distribución T1.

Como no hay otras distribuciones con orden singular no-negativo, ninguna otra auto-

interacción es permitida en esta teorı́a.
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Conclusiones 
En la tesis que el lector ahora culmina hemos realizado un estudio detallado del

modelo de Yukawa neutro. En el transcurso de dicho estudio hemos abordado la cons-

trucción de los campos cuantificados que describen a las partı́culas consideradas, en-

tendiendo por tal proceso la construcción del espacio de Fock de la partı́cula libre y la

definición de los operadores que actúan sobre él. En particular, mostramos la impor-

tancia de solucionar el problema clásico de Cauchy, pues él nos lleva directamente a la

distribución que ha de actuar como identidad en el espacio de Hilbert de una partı́cula y,

en consecuencia, a la relación de completez de la base de dicho espacio. De esta forma,

la construcción de los operadores de campo del campo cuantificado, definidos como las

distribuciones que mapean las funciones de prueba en operadores, se torna natural y no

requiere del uso de ninguna prescripción de correspondencia clásico-ondulatoria para

su establecimiento: El principio de cuantificación es el mismo que el de Schrödinger,

esto es, que la materia es descrita por ondas, y nada más. Adicionalmente, mostramos

que la cuantificación de los diversos campos puede realizarse por la de sus grados de

libertad independientes, siguiendo siempre el mismo esquema que el del campo de

espı́n cero, y teniendo en cuenta la estadı́stica de las partı́culas que se desea descri-

bir, lo cual no es prohibido por el teorema de espı́n-estadı́stica. Ası́ cuantificamos el

campo de Dirac, reconstruyéndolo después con el uso de las ecuaciones de vı́nculo y

obteniendo, nuevamente, la conexión con su problema de Cauchy clásico.

La interacción de las partı́culas fue descrita por la teorı́a de perturbación causal

(TPC). En este abordaje no se introducen campos cuantificados en interacción, los

cuales no han hecho acto de presencia en ningún punto de la tesis, sino que se trabaja



en todo momento con los campos libres. El motivo para semejante procedimiento es el

abandono de cualquier intento de describir la interacción en sus detalles, preocupándo-

nos apenas por la construcción del mapa (operador de dispersión) entre los espacios de

Fock inicial y final. Tuvimos en consideración el carácter distribucional del operador

de campo cuantificado introduciendo la función de conmutación adiabática, que actúa

simultáneamente como un regulador infra-rojo natural. Estudiamos las propiedades de

este operador (axiomas de Bogoliubov-Medvedev-Polivanov) en el régimen perturba-

tivo y expusimos de forma conceptualmente detallada la construcción de la solución

que a ellas dieron Epstein y Glaser. En particular, vimos que el aparecimiento de las

divergencias ultra-violetas se debe a la mala definición de los productos cronológicos

ordenados según la función de Heaviside, que es inexistente cuando las distribuciones

tienen el orden singular no-negativo. En tal caso, aún es posible definir la distribución

retardada en un espacio restringido de funciones de prueba, y extenderla después al

espacio de Schwartz completo. Semejante extensión, sin embargo, no es única, sino

que permite la introducción de términos de normalización con soporte en el vértice del

cono de luz, que deben ser fijados atendiendo a diversas condiciones fı́sicas.

La aplicación de la teorı́a ası́ construı́da fue sobre el modelo de Yukawa, cuya cons-

trucción fenomenológica repasamos brevemente. Establecido el modelo, construimos

la distribución causal del segundo orden y estudiamos los términos de ella que corres-

ponden a las correcciones radiactivas y a las fluctuaciones del vacı́o. En relación a las

primeras, obtuvimos expresiones cerradas para la auto-energı́a del mesón como para la

del fermión, y estudiamos los efectos de ellas en la propagación del campo, para lo cual

consideramos los procesos de dispersión con inserciones de auto-energı́a. Las condi-

ciones de normalización de invariancia por paridad y del valor fı́sico de los parámetros

de acoplamiento permitieron fijar dichas distribuciones por completo. Para la fluctua-

ción del vacı́o, por otra parte, no fue posible obtener una expresión cerrada, pues las

integrales que se presentaron no poseen solución en términos de funciones elementa-

les. Aún ası́, debido a la finitud infra-roja de la teorı́a, fue posible deducir que el vacı́o
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se mantiene estable si se considera la solución central al problema de división y nulos

los cinco posibles términos de normalización. Ası́ mismo, mostramos que el axioma de

estabilidad de los sectores de una partı́cula es satisfecho incluso en el lı́mite adiabático,

si son impuestas ciertas condiciones de normalización que, coincidentemente, son las

mismas que debimos utilizar con anterioridad para dotar a los parámetros m1 y m2 del

significado de ser las masas de las partı́culas. Vimos, además, que la estabilidad solo

puede ser satisfecha si la primera derivada de la auto-energı́a es finita, lo que ocurre

en el caso estudiado, y si el valor finito que adopta no elimina la dependencia princi-

pal con el impulso en el denominador del propagador completo del campo. Ası́ pues,

los estados asintóticos en los procesos de dispersión de Yukawa son bien descritos por

los espacios de Fock libres, que pueden ser correctamente construidos sobre el vacı́o

estable de la teorı́a.

Mostramos que el modelo de Yukawa es la única teorı́a de interacción entre fermio-

nes y bosones, sin acoplamiento derivativo sobre los fermiones, pero sı́ posiblemente

sobre los bosones, que es normalizable en el espacio-tiempo tetra-dimensional, pues

el orden singular de las distribuciones no aumenta con el orden del término perturba-

tivo. Entre las distribuciones que tienen el orden singular no-negativo, y que por lo

tanto admiten términos de normalización, se encuentran, además de las que corres-

ponden a las fluctuaciones del vacı́o, aquellas que corrigen la masa de las partı́culas

–correcciones prohibidas por el axioma de estabilidad– y la constante de acoplamiento

de la interacción, ası́ como términos φ3 y φ4 correspondientes a la auto-interacción del

campo bosónico. La posibilidad de que estos términos estén presentes se restringe por

el carácter del campo frente a las transformaciones de paridad –si él es pseudo-escalar,

el término φ3 es imposible– ası́ como a la comparación con el experimento.

Finalmente, en el Cap. 4 hemos hecho una revisión histórica del desenvolvimiento

del modelo de Yukawa, resaltando siempre su conexión con los procesos fı́sicos reales.

Queremos, empero, subrayar la importancia teórica de este modelo, y es que, siendo

un modelo útil en la fenomenologı́a, es a un tiempo lo suficientemente simple para
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constituirse en un conveniente punto de partida para el estudio de ciertas propiedades

generales de la teorı́a del campo cuantificado. Primeramente, porque representa una

interacción que no es mediada por algún campo de calibre, el cual es difı́cil de cuan-

tificar –véase, por ejemplo, el Cap. 7 de la Ref. [101]–. Segundamente, debido a que

los campos son ambos masivos y no llevan al aparecimiento de las divergencias infra-

rojas. Esto conecta con nuestras perspectivas de continuación de este trabajo, que son

las siguientes:

1) El estudio realizado en el Cap. 6 referente a la estabilidad del sector de una

partı́cula ha sido posible, precisamente, porque, al ser las dos partı́culas masi-

vas, las distribuciones de auto-energı́a son analı́ticas en la capa másica, y ası́ la

primera derivada de las auto-energı́as es finita. Lo mismo no ocurre en la elec-

trodinámica cuantificada, y, de modo general, cuando una de las partı́culas es

no masiva [27]. Esto indica que el espacio de Fock de los estados libres no es

adecuado para la descripción de los estados asinstóticamente libres ((en el lı́mi-

te adiabático)). Surge, pues, la posibilidad de estudiar los estados compuestos

asintóticos de las teorı́as en que una (o más de una) de las partı́culas es no ma-

siva mediante la exigencia de la estabilidad en el lı́mite adiabático; esta es una

forma de abordar el problema del confinamiento. No estarı́a fuera de lugar, in-

clusive, iniciar dicho estudio con el modelo de Yukawa con bosones no masivos,

antes de abordar la electrodinámica y otras teorı́as de calibre.

2) Como hemos dicho en diferentes puntos de la tesis, la elección del punto de nor-

malización de las soluciones al problema de la división no es única, sino diversa.

Al pesar de lo cual, evidentemente, el operador de dispersión debe ser ((el mis-

mo)), pues el punto de normalización, aún cuando introduce una escala en las

soluciones, no tiene un significado fı́sico. Estas transformaciones de un punto

de normalización al otro constituyen, pues, una nueva simetrı́a del operador de

dispersión, denominada ((grupo de renormalización)), cuya implementación lle-
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va a la obtención de los llamados ((parámetros de acoplamiento móviles)). Este

programa ha sido estudiado por Scharf [102] para la polarización del vacı́o en la

electrodinámica, y en un abordaje diferente –por la imposición de la invariancia

de escala– por Grigore [103]. Un estudio completo en la TPC serı́a deseable, y

el modelo de Yukawa, históricamente útil en el desarrollo de la técnica por Bo-

goliubov y Shirkov [27], es un modelo ideal para tal propósito. En particular, en

el estudio de la estabilidad vimos que una renormalización de las masas no serı́a

posible, mientras que una del parámetro de acoplamiento sı́ lo es.
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Apéndice A

Epı́tome de la teorı́a

de las funciones generalizadas

La fı́sica ha trabajado siempre y trabaja con conceptos idealizados, el más famoso

de los cuales es el de ((punto material)). Bien sabemos, por supuesto, que semejante

concepto se refiere a una masa concentrada en una región muy pequeña del espacio,

y como tal puede ser sucesivamente aproximada por una determinada secuencia de

funciones. Consideremos, a modo de ejemplo, el cálculo del potencial gravitacional

generado en el punto P por una masa unitaria concentrada alrededor del punto P0

[56]: Definimos una sucesión de funciones tρnu con la propiedad de anularse fuera

de la esfera Spεnq centrada en el punto P0 y con radio εn, que verifica la condición:

ĺım
nÑ�8

εn � 0, y tales que para cada n:

»
Spεnq

ρnpxqd3x � 1 . (A.1)

A esta sucesión de funciones másicas corresponde la sucesión de potenciales tUnu,
con:

Un �
»

ρnpxq
|P � x|d

3x . (A.2)

Evidentemente, cualquiera que sea la sucesión particular tρnu, la sucesión tUnu tiene

el lı́mite:

ĺım
nÑ�8

Un � 1

|P � P0| . (A.3)



Esta convergencia ocurre aún cuando la sucesión tρnu no tiene lı́mite en la clase de las

funciones. Siendo ası́, se hace necesario ampliar la clase considerada de funciones in-

cluyendo los elementos lı́mite de estas sucesiones; la clase ampliada –generalizada– de

elementos se denomina la clase de las ((funciones generalizadas)) o de las ((distribuciones)).

Ası́, nos deparamos con las dos definiciones clásicas de la función generalizada: Ella

puede ser entendida bien como el elemento lı́mite de una sucesión de funciones, bien

como la funcional que hace corresponder a la sucesión tUnu su lı́mite. Como veremos,

ambas concepciones son útiles; la segunda permite la definición matemática rigurosa

de su concepto; la primera provee la posibilidad de utilizar la intuición para definir las

operaciones sobre ellas.

A.1. Definición de distribución y algunas operaciones

Consideremos el espacio vectorial de las funciones complejas de n variables reales.

Sea φ una de tales funciones; su ((soporte)) o ((portador))1, denotado supppφq, es el

menor conjunto cerrado fuera del cual es φ � 0.

Definición: D es el espacio vectorial de funciones φ : Rn Ñ C infinitamente

derivables –de la clase C�8– con soporte compacto. �

Sea tφju una sucesión de funciones en D . Ella converge a la función φ P D cuando

j Ñ �8 si: (1) @j : supppφjq � K, con K un conjunto compacto; y (2) para

cada orden m, las derivadas φpmqj convergen uniformemente2 a φpmq cuando j Ñ �8.

Entonces denotamos: ĺım
jÑ�8

φj � φ.

Definición: Una ((distribución)) o ((función generalizada)) T es una funcional lineal

y continua definida sobre el espacio vectorial D , es decir que a cada función φ P D

1Traducciones de las palabras inglesas support y carrier, ambas usadas para denotar el concepto que
aquı́ introducimos [62, 63].

2Recordamos de paso que la sucesión de funciones tφju converge uniformemente si: @ε ¡ 0, DN P
N : @x : j1, j2 ¡ N ñ |φj1pxq � φj2pxq|   ε.
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asocia el número complejo T pφq � ⟨T ;φ⟩ con las propiedades:

⟨T ;φ1 � φ2⟩ � ⟨T ;φ1⟩� ⟨T ;φ2⟩ ; @λ P C : ⟨T ;λφ⟩ � λ ⟨T ;φ⟩ ; (A.4)

ĺım
jÑ�8

φj � φ ñ ĺım
jÑ�8

⟨T ;φj⟩ � ⟨T ;φ⟩ , (A.5)

el primer lı́mite en el sentido de la convergencia definida en D , el segundo, en el

sentido de la convergencia de números complejos. Las distribuciones constituyen el

espacio vectorial D 1 con las operaciones de suma y producto por un escalar definidas

según:

⟨T1 � T2;φ⟩ � ⟨T1;φ⟩� ⟨T2;φ⟩ ; ⟨λT ;φ⟩ � λ ⟨T ;φ⟩ . � (A.6)

El espacio D 1 está, ası́, contenido en el espacio dual D�, que contiene a todas las

funcionales lineales, continuas o no, definidas sobre D . Pero no es igual a él3. Entre

las distribuciones encontramos aquellas que, en el espı́ritu de la introducción dada a

este apéndice, no requieren de la ampliación de la clase de funciones sobre la que se

habı́a definido la sucesión inicial; ellas son denominadas distribuciones ((regulares)):

La función f localmente sumable4 define la distribución regular Tf por la regla que

asigna a cada función φ P D el número complejo:

⟨Tf ;φ⟩ �
»
fφ . (A.7)

Por supuesto, dos funciones f y g dan lugar a la misma distribución regular Tf � Tg

si ellas son iguales ((casi en todas partes))5. Las distribuciones que no son regulares se

3Schwartz [62] habı́a probado, con el uso del axioma de elección, que existen funcionales lineales
discontinuas definidas sobre D .

4Esto es, sumable sobre todo conjunto compacto.
5En inglés almost everywhere. Se dice que una propiedad rige ((casi en todas partes)) de un conjunto

E si el subconjunto E0 � E en el que no lo hace es un conjunto de medida nula [64]. Por supuesto, esto
significa que las integrales a que nos estamos referindo son las de Lebesgue.
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llaman ((singulares)). Ejemplos tı́picos de ellas son los siguientes:

⟨T ;φ⟩ �
»
fBφ ; ⟨δ;φ⟩ � φp0q ; ⟨T ;φ⟩ � Bφpaq . (A.8)

Lo dicho prueba, de paso, que la distribución delta de Dirac –δ en el segundo ejemplo

de la Ec. (A.8)– no es una función, pues si lo fuera serı́a nula casi en todas partes y

definirı́a la distribución ⟨T0;φ⟩ �
³
0 � φ � 0.

Definición: La distribución T P D 1 es ((nula)) en el conjunto abierto Ω � Rn si pa-

ra toda función φ P D con supppφq � Ω: ⟨T ;φ⟩ � 0. El ((soporte)) de la distribución

T , denotado por supppT q, es el menor conjunto cerrado fuera del cual T es nulo. �

Por regla general, las operaciones definidas en el espacio de las funciones permiten

su elevación al de las distribuciones al través de la imposición de compatibilidad con

la noción de función generalizada dada en la introducción. Esta operación se llama

((transposición)) y se define como sigue [63]:

Definición: Sea W : DpΩ1q Ñ DpΩq un operador lineal continuo definido en el

espacio de funciones. Él define el ((operador transpuesto))�W : D 1pΩq Ñ D 1pΩ1q según

la fórmula: 〈�WT ;φ
〉
:� ⟨T ;Wφ⟩ . � (A.9)

Aquı́ hemos denotado por DpΩq el espacio de funciones en D cuyo soporte se en-

cuentra contenido en el conjunto abierto Ω. Esta definición general permite identificar

inmediatamente las operaciones:

(1) Multiplicación de una distribución por una función: Sea ψ P C�8 una

función, T P D . El producto ψT es la distribución tal que:

⟨ψT ;φ⟩ � ⟨T ;ψφ⟩ . (A.10)

(2) Derivada de una distribución: La derivada DaT , con a un multi-ı́ndice, es
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definida por:

⟨DaT ;φ⟩ � p�1q|a| ⟨T ;Daφ⟩ . (A.11)

A continuación recopilamos algunos resultados de la teorı́a de las distribuciones:

Una distribución T verifica la igualdad xT � 0 si y solo si ella es proporcional a la

distribución delta de Dirac: T � Cδ [62].

Toda distribución de soporte puntual en el punto x0 posee representación única de

la forma [63]:

T pxq �
m̧

|a|�0

CaD
aδpx� x0q . (A.12)

La posibilidad de extensión de una distribución de un espacio menor a uno mayor

está asegurada por el [63]:

Teorema de Hahn-Banach: Sea t una funcional lineal continua definida sobre

un subespacio m de un espacio vectorial normado M . Existe una funcional lineal

continua T definida en M tal que:

@φ P m : ⟨T ;φ⟩ � ⟨t;φ⟩ ; }T }M � }t}m � sup
}φ}¤1,φPm

⟨t;φ⟩ . � (A.13)

La topologı́a en el espacio D 1 es definida por la siguiente noción de convergencia:

Definición: La sucesión de distribuciones tTju � D 1 ((converge débilmente)) o

((simplemente)) a la distribución T P D 1 cuando j Ñ �8 si, cualquiera que sea

la función φ P D , la sucesión de números complejos t⟨Tj;φ⟩u converge al número

complejo ⟨T ;φ⟩ cuando j Ñ �8. �

Por supuesto, es legı́timo preguntarse si existe la posibilidad, como la habı́a en

el caso de las funciones con que iniciamos este apéndice, de que el valor lı́mite de

la sucesión de distribuciones se encuentre fuera de la clase considerada. El siguiente

resultado excluye esta posibilidad:

Proposición: Si tTju es una sucesión de distribuciones tal que para j Ñ �8
⟨Tj;φ⟩ tiene un lı́mite cualquiera que sea φ P D , entonces la sucesión tTju tiene un
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lı́mite en el espacio D 1. �

Análogas definición y proposición rigen para el establecimiento de la sumabilidad

de una serie de distribuciones y de su suma.

Finalmente, la distribución T con soporte compactoK puede ser definida como una

funcional lineal continua sobre el espacio E de funciones φ complejas de n variables

reales, infinitamente derivables, con soporte arbitrario, de la siguiente forma: Sea α P
D una función tal que α � 1 en una vecindad del soporte K de T . Entonces αφ P D y

la aplicación ⟨T ;αφ⟩ está bien definida. Como este número es, además, independiente

de la función α elegida, tal es la definición de ⟨T ;φ⟩. A partir de esta observación

puede demostrarse que [62]:

Proposición: Las distribuciones con soporte compacto forman el espacio vectorial

E 1 de las funcionales lineales continuas sobre el espacio E . �

Consideremos a continuación los espacios euclidianos Xm e Y n, de dimensiones

m y n, respectivamente, ası́ como su producto cartesiano Xm � Y n, y denotemos por

Dx, Dy y Dx,y los espacios D de funciones correspondientes a ellos.

Definición: El ((producto tensorial)) de las distribuciones Sx P D 1
x y Ty P D 1

y es la

distribución Wx,y � Sx b Ty P D 1
x,y, bien definida y única, que hace corresponder a

cada función φpx; yq P Dx,y el número:

⟨Wx,y;φpx; yq⟩ � ⟨Sx; ⟨Ty;φpx; yq⟩⟩ � ⟨Ty; ⟨Sx;φpx; yq⟩⟩ . � (A.14)

Es claro de la definición anterior que el soporte de la distribución producto tensorial

es: supppWx,yq � supppSxq � supppTyq. Además, el producto tensorial de más de dos

distribuciones puede ser definido por una extensión obvia.

Sea S P D 1, φ P D . La ((función convolución)) S � φ P D es definida como:

S � φpηq :� ⟨Sξ;φpξ � ηq⟩ . (A.15)
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Esta nueva función se llama una ((regularización)) de la distribución S por la función

φ, y a esta última se da el nombre de ((función regularizante)).

Definición: La ((convolución)) de dos distribuciones S, T P D 1 es la distribución

S � T , cuando ella existe, definida por transposición de la convolución definida sobre

una función:

⟨S � T ;φ⟩ :� ⟨S;T � φ⟩ � ⟨Sξ b Tη;φpξ � ηq⟩ . � (A.16)

Proposición: La convolución S � T existe si para ξ P supppSq y η P supppT q,
ξ � η solo puede permanecer acotado si tanto ξ cuanto η lo son también. En tal caso,

el producto convolutivo es conmutativo: S � T � T � S. �

De esta proposición se sigue, en particular, que el producto convolutivo de dos

distribuciones existe si al menos una de ellas tiene soporte acotado.

Proposición: Si las distribuciones S y T son definidas, respectivamente, por las

funciones f y g definidas y localmente sumables casi en todas partes, y cuyos soportes

satisfacen a la condición enunciada en la proposición anterior, entonces la convolu-

ción S � T es la definida por la función h definida y localmente sumable casi en todas

partes por:

hpxq �
»
fpx� tqgptqdt �

»
fptqgpx� tqdt . � (A.17)

El producto convolutivo de más de dos distribuciones puede ser definido de manera

análoga:

⟨R � S � T ;φ⟩ � ⟨Rξ b Sη b Tζ ;φpξ � η � ζq⟩ . (A.18)

Cuando, en particular, el producto convolutivo existe dos a dos, él se vuelve asociativo:

R � S � T � R � pS � T q � pR � Sq � T .

Finalmente, recogemos que un operador diferencial D con coeficientes constantes
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satisface a la siguiente igualdad:

DpS � T q � DS � T � S �DT . (A.19)

A.2. Transformación de Fourier

y distribuciones temperadas

Entre las muchas operaciones que son posibles de aplicar a las funciones y a las dis-

tribuciones, algunas de las cuales hemos expuesto en la sección anterior, hay una que

prima en la fı́sica por su significación. La transformación de Fourier permite trabajar

en el espacio de los impulsos tan bien como en el espacio real, y posee la interpreta-

ción directa de constituir paquetes de onda, es decir, funciones de onda admisibles en

la mecánica ondulatoria.

Definición: Seaφ una función compleja de n variables complejas. Su ((transformada

de Fourier)) es la función φ̂ definida por:

φ̂ppq � p2πq�n{2
»
dnxφpxqeipx . (A.20)

Su ((transformada de Fourier inversa)) es la función qφ definida según:

qφppq � p2πq�n{2
»
dnxφpxqe�ipx . � (A.21)

De las fórmulas definitorias se desprende que φ̂p0q � p2πq�n{2 ³ dnxφpxq � qφp0q,
y entonces es requisito necesario, para que existan las transformadas de Fourier di-

recta e inversa de una función, que esta sea sumable –de la clase L1–. La siguiente

proposición establece que tal es también requisito suficiente.

Proposición: Toda función sumable tiene transformada de Fourier continua, aco-

tada y que tiene lı́mite nulo cuando |p| Ñ �8. �
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La transformación de Fourier es entonces definida en el espacio de las distribucio-

nes por transposición:

Definición: Sea U una distribución. Su ((transformada de Fourier)) pU , ası́ como

su ((transformada de Fourier inversa)) qU , son respectivamente las distribuciones tales

que: 〈pU ;φ〉 � ⟨U ; φ̂⟩ ;
〈qU ;φ〉 � ⟨U ; qφ⟩ . � (A.22)

Esta definición pone de manifiesto el siguiente punto: En la transposición aplica-

mos U a la función φ̂. Ocurre, empero, que si φ P D , entonces φ̂ R D a menos que

sea φ � 0 [62]. Ası́ pues, la transformada de Fourier no existe para una distribución

arbitraria U P D 1, y en consecuencia es preciso definir la transformación de Fourier en

un espacio diferente.

Volvamos a considerar esta transformación definida sobre las funciones. Es claro

que la existencia de la transformada de Fourier de la función φ no implica que también

exista la de φ̂, pues esta no tiene por qué ser sumable. Siendo ası́, no serı́a posible

recuperar la función original por medio de la transformación de Fourier inversa: En la

fı́sica, esto impedirı́a regresar al espacio real una vez que se haya hecho el paso al es-

pacio de los impulsos. Esta situación indeseable se supera si se exige que φ pertenezca

a un espacio de funciones tal que φ̂ exista y pertenezca al mismo espacio, de forma

que esté asegurada la existencia de las sucesivas transformaciones directas e inversas.

Dicho espacio es el:

Definición: El ((espacio de Schwartz)) S es el espacio de funciones complejas de

variables reales, infinitamente derivables, con la propiedad de decrescer en lo infinito

más rápidamente que cualquier potencia de 1{|x|, lo mismo que todas sus derivadas,

esto es que para todo m P N y todo multi-ı́ndice a con |a| ¤ m:

ĺım
|x|Ñ�8

|x|m|Daφpxq| � 0 . � (A.23)
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Proposición: Si φ P S , entonces su transformada de Fourier existe y es φ̂ P S . �

En el espacio de Schwartz, ahora es claro, la definición de la Ec. (A.22) adquiere

significado. El espacio de las distribuciones sobre S es denotado por S 1 y llamado

((espacio de las distribuciones temperadas)) o ((templadas)), consistente de las formas

lineales continuas sobre D que pueden ser extendidas a formas lineales y continuas

sobre S . ¿Cómo no?, también sobre este espacio la transformación de Fourier es un

mapa homeomórfico lineal hacia él mismo.

Ejemplos esenciales de distribuciones temperadas son: (1) Cualquier distribución

con soporte acotado, (2) cualquier función sumable de crecimiento lento6, (3) cual-

quier derivada de una distribución temperada, (4) el producto de un polinomio por una

distribución temperada.

En los espacios S y S 1 las transformaciones de Fourier directa e inversa son

operaciones inversas:

pφ̂qq� φ ;
�pU	q� U . (A.24)

Cerramos este apéndice con dos resultados clásicos del cálculo operacional.

Teorema de Plancherel-Parseval: Las transformaciones de Fourier directa e in-

versa son isometrı́as en el espacio de funciones L2 –y particularmente sobre S –:

pφ;ψq �
�
φ̂; ψ̂

	
�
�qφ; qψ	 . � (A.25)

Proposición: La transformación de Fourier transforma convolución en producto y

viceversa: zS � T � p2πqn{2 pS pT ; ~S � T � p2πqn{2 qS qT ;

xST � p2πq�n{2 pS � pT ; ~S � T � p2πq�n{2 qS � qT . � (A.26)

6Esto es, tal que |fpxq| ¤ A|x|k para |x| Ñ �8 y A, k ciertas constantes.
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Apéndice B

Reducción de la solución central

a una relación de dispersión

En este apéndice encontraremos la forma explı́cita de r̂0k para k � 0, que es lla-

mada solución central, en forma de una relación de dispersión, semejantemente a la

que expresa la distribución retardada en el caso ω   0 [Ec. (3.100)]. Considerando1

p P Γ�n�1p0q o p P Γ�n�1p0q, podemos, como antes, elegir v � λp, con λ � sgnpp10q,
y realizar una rotación en Rm de forma a obtener p � pp01; 0 � � � ; 0q. Hecho esto, po-

demos usar el resultado de la Ec. (3.96) para la transformada de Fourier de la función

de Heaviside. Substituyendo en la expresión para r̂00ppq en su forma dada en la Ec.

(3.112), y usando que

Dcd̂pk � qq � p�1q|c|Dc
qd̂pk � qq ,

escribimos en forma integral:

r̂0
��
p01;0

�
; 0 � � � ; 0� � i

2π

�8»
�8

dq01
q01 � i0�

�
d̂
��
p01 � q01;0

�
; 0; � � � ; 0�

�
tωu̧

a�0

pp01qa
a!

p�1q|a|Da
q01
d̂
���q01;0� ; 0; � � � ; 0�

�
.

(B.1)

1Los otros casos, como ha sido dicho en el texto principal, pueden obtenerse a partir de este por
continuación analı́tica.



Vamos a trabajar esta expresión en la notación simplificada:

F �
B»

�A

dq

q � i0�

�
dpp� qq �

tωu̧

a�0

pa

a!
p�1qaDa

qdp�qq
�

. (B.2)

Realizando el cambio de variable q1 � q � p en el primer término:

B»
�A

dq

q � i0�
dpp� qq �

B�p»
�A�p

dq1

q1 � p� i0�
dp�q1q

�
�� �A»
�A�p

�
B»

�A

�
B»

B�p

�
 dq1

q1 � p� i0�
dp�q1q . (B.3)

También, integrando por partes el segundo término:

B»
�A

dq

q � i0�
Da
qdp�qq

� 1

q � i0�
Da�1
q dp�qq

����B
�A

�
B»

�A

dqD1
q

�
1

q � i0�



Da�1
q dp�qq

� � � �

�
a�1̧

b�0

p�1qb Db
q

�
1

q � i0�



Da�b�1
q dp�qq

����B
�A

�
B»

�A

dqp�1qaDa
q

�
1

q � i0�



dp�qq . (B.4)

Substituyendo las expresiones de las Ecs. (B.3) y (B.4) en la Ec. (B.2), tendremos que:

F �
B»

�A

dq1

�
1

q1 � p� i0�
�

tωu̧

a�0

pa

a!
Da
q1

�
1

q1 � i0�


�
dp�q1q �∆ , (B.5)
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con:

∆ :�
�� �A»
�A�p

�
B»

B�p

�
 dq1

q1 � p� i0�
dp�q1q

�
tωu̧

a�0

pa

a!
p�1qa

a�1̧

b�0

p�1qb Db
q

�
1

q � i0�



Da�b�1
q dp�qq

����B
�A

. (B.6)

En este punto, estudiaremos el comportamiento de ∆ cuando tantoA cuantoB tienden

al infinito. Para ello, definamos

RpMq :� fMppq �
tωu̧

a�1

p�1qap
a

a!

a�1̧

b�0

p�1qb Db
q

�
1

q � i0�



Da�b�1
q dp�qq

����
q�M

,

(B.7)

con:

fMppq :�
M»

M�p

dq

q � p� i0�
dp�qq . (B.8)

Entonces:

∆ � Rp�Aq �RpBq . (B.9)

Siendo ası́, el comportamiento de ∆ cuandoA,B Ñ �8 puede obtenerse con el cono-

cimiento del comportamiento de RpMq cuando M Ñ �8. Este será el procedimiento

a seguir.

Se tiene que:

Db
q

�
1

q



� p�1qb b!

qb�1
, Da�b�1

q dp�qq � p�1qa�b�1dpa�b�1qp�qq ,
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con lo cual los términos de frontera en la Ec. (B.7) se reducen a:

tωu̧

|a|�0

p�1qap
a

a!

a�1̧

b�0

b!

M b�1
p�1qa�b�1dpa�b�1qp�Mq

�
tωu̧

a�0

pa

a!

a̧

b�1

p�1qb pb� 1q!
M b

dpa�bqp�Mq . (B.10)

También, partiendo de la expresión definitoria dada en la Ec. (B.8), las primeras

derivadas de fM son:

f
p1q
M ppq � dpp�Mq

M
�

M»
M�p

dp�qq
pq � p� i0�q2dq ,

f
p2q
M ppq � dp1qpp�Mq

M
� dpp�Mq

M2
� 2!

M»
M�p

dp�qq
pq � p� i0�q3dq ,

f
p3q
M ppq � dp2qpp�Mq

M
� dp1qpp�Mq

M2
� 2!

dpp�Mq
M3

� 3!

M»
M�p

dp�qq
pq � p� i0�q4dq ,

...

De aquı́ se deduce la expresión general:

f
paq
M ppq � �

a̧

b�1

pb� 1q!p�1qb
M b

dpa�bqpp�Mq � p�1qaa!
M»

M�p

dp�qq
pq � p� i0�qa�1

dq .

(B.11)

O, en el caso particular de ser p � 0:

f
paq
M p0q � �

a̧

b�1

pb� 1q!p�1qb
M b

dpa�bqp�Mq . (B.12)

Comparando las Ecs. (B.10) y (B.12), observamos que los términos de frontera en

la Ec. (B.7) constituyen, con el signo invertido, el polinomio de Taylor de orden tωu

de fMppq. Consecuencia de esto es que dichos términos se cancelan entre sı́ y restan

152



apenas aquellos que corresponden a las derivadas de fM de orden mayor que tωu:

RpMq � �
�8̧

a�tωu�1

pa

a!

a̧

b�1

pb� 1q!p�1qb
M b

dpa�bqp�Mq . (B.13)

Vamos a estimar estos términos. De la definición de cuasi-ası́ntota, tenemos que, con

t � 1{s:
d̂ptpq Ñ d̂0ppq

ρ p1{tq para |t| Ñ �8 . (B.14)

Por otra parte, según la ecuación definitoria de orden singular, la función ρ es una

función de auto-modelo. Estas cumplen la propiedad [33] de que, para ε ¡ 0 arbitra-

riamente pequeño, existen constantes C,C 1 tales que:

C 1sω�ε ¤ ρpsq ¤ Csω�ε .

Siendo ası́, el recı́proco de la función ρ está acotado de la siguiente manera:

1

ρ p1{tq ¤
|t|ω�ε
Cpεq ,

y en consecuencia, substituyendo en la Ec. (B.14), tendremos que:

���d̂ppq���   C |p|ω�ε para |p| Ñ �8 . (B.15)

También, de la definición de cuasi-ası́ntota es claro que cada derivación en el es-

pacio de los impulsos disminuye el orden singular en una unidad. Más en general, el

orden singular de d̂paq será:

ωrDa
p d̂s � ωrd̂s � a . (B.16)
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Luego, en concordancia con la Ec. (B.15):

����dpa�bqp�Mq
M b

����   C
|M |ω�a�b�ε

|M |b � C |M |ω�a�ε ,

de forma que para a ¥ tωu� 1:

����dpa�bqp�Mq
M b

����   C |M |pω�tωuq�1�ε Ñ 0 para |M | Ñ �8 ,

pues ω � tωu   1 y ε ¡ 0. Siendo ası́, todas las derivadas de fM de orden mayor a tωu

son nulas en el lı́mite de M Ñ �8. En la Ec. (B.13), esto implica que:

RpMq � 0 para M Ñ �8 ñ ĺım
A,BÑ�8

∆ � 0 . (B.17)

Luego, substituyendo en la Ec. (B.5):

F �
�8»
�8

dq1

�
1

q1 � p� i0�
�

tωu̧

a�0

pa

a!
Da
q1

�
1

q1 � i0�


�
dp�q1q . (B.18)

La expresión entre corchetes es:

1

q1 � p� i0�
�

tωu̧

a�0

pa

a!
Da
q1

�
1

q1 � i0�



� 1

q1 � p� i0�
�

tωu̧

a�0

p�1qa pa

pq1 � i0�qa�1

�
��
q1 � i0�

�tωu�1 �
p� q1 � i0�

���1 ��
q1 � i0�

�tωu�1

� �
q1 � i0�

�tωu �
q1 � i0� � p

�� p
�
q1 � i0� � p

� �
q1 � i0�

�tωu�1

� � � � � p�1qtωu�1ptωu
�
q1 � i0� � p

��
�
�
� p

q1 � i0�


tωu�1
1

p� q1 � i0�
. (B.19)
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Substituyendo en la Ec. (B.18) y efectuando el cambio de variable q � �q1:

F � ptωu�1

�8»
�8

dq
dpqq

pq � i0�qtωu�1pp� q � i0�q . (B.20)

Ası́ pues, en la notación de la Ec. (B.1):

r̂0
��
p01;0

�
; 0; � � � ; 0� � i

2π

�
p01
�tωu�1

�8»
�8

d̂ ppq01;0q ; 0; � � � ; 0q
pq01 � i0�qtωu�1 pp01 � q01 � i0�q

dq01 .

(B.21)

Haciendo el cambio de variable t � q01{p01, esta expresión se torna:

r̂0
��
p01;0

�
; 0; � � � ; 0� � i

2π
λ

�8»
�8

d̂ pptp01;0q ; 0; � � � ; 0q
pt� iλ0�qtωu�1 p1� t� iλ0�q

dt . (B.22)

Y, finalmente, efectuando la rotación en Rm inversa a la que llevó pp1; � � � ; pn�1q a

ppp01;0q; 0; � � � ; 0q, llegamos a la expresión general:

r̂0pP q � r̂0 pp1; � � � ; pn�1q

� i

2π
λ

�8»
�8

d̂ptp1; � � � ; tpn�1q
pt� iλ0�qtωu�1 p1� t� iλ0�q

dt . (B.23)

Esta es la Ec. (3.116).

155



Apéndice C

Teorema de Wick

La operación de ((ordenamiento normal)) consiste en reordenar un producto de ope-

radores de emisisón y absorción de tal suerte que todos los operadores de emisión estén

ubicados en el lado izquierdo del monomio, y en el derecho todos los de absorción.

Históricamente, su introducción fue necesaria en la construcción de los observables

fı́sicos a fin de que ellos otorguen al estado de vacı́o valores nulos de sus propiedades,

como son la energı́a, impulso, etcétera. En la teorı́a que hemos venido desarrollando,

no obstante, él se nos aparece no por la necesidad anterior, sino como de conside-

rable interés práctico al momento de evaluar los elementos de matriz de los diferen-

tes términos del operador de dispersión, permitiéndonos discriminar inmediatamente

cuáles términos constribuirán al cálculo de un determinado proceso y cuáles otros no.

Comencemos por examinar un ejemplo. Suponiendo que la distribución de transición

de un punto contenga una expresión del tipo :A1A2 : , se nos presentará, en la cons-

trucción de la distribución causal del segundo orden, productos de operadores de cam-

po de la forma:

:A1A2 : :A3A4 : . (C.1)

Queremos reducir esta expresión a una forma normalmente ordenada. Para ello, des-

componemos los campos Aj en sus partes de frecuencia negativa, Aj�, que contiene

solo operadores de absorción, y de frecuencia positiva, Aj�, que contiene solo opera-



dores de emisión. Ası́, tendremos que:

:A1A2 : � :A1�A2� � A1�A2� � A1�A2� � A1�A2� :

� A1�A2� � δ1A2�A1� � A1�A2�A1�A2�

� A1A2 � rA1�;A2�sδ1 , (C.2)

en donde δ1 � � es el signo que corresponde al ordenamiento normal del término

A1�A2�, y que es positivo en el caso de tratarse de un campo bosónico y negativo en

el caso de un campo fermiónico. Se define la ((contracción de Wick)) de los campos A1

y A2 según:

A1A2 :� rA1�;A2�s	 , (C.3)

en donde el conmutador es tomado para campos bosónicos y el anticonmutador para

fermiónicos. Con esto, la ecuación (C.2) se escribe:

:A1A2 : � A1A2 � A1A2 , (C.4)

y, en consecuencia, la expresión (C.1) adoptará la forma:

:A1A2 : :A3A4 : � A1A2A3A4 � A1A2A3A4 � A1A2A3A4 � A1A2A2A4

� A1A2A3A4 � A3A4 :A1A2 : �A1A2 :A3A4 : �A1A2A3A4 .

(C.5)

Y de aquı́ se puede despejar:

A1A2A3A4 � :A1A2 : :A3A4 : �A3A4 :A1A2 : �A1A2 :A3A4 : �A1A2A3A4 .

(C.6)

La generalización de este resultado constituye el siguiente teorema establecido en 1950

por el fı́sico italiano G.C. Wick [104].
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Teorema de Wick: Un producto de n operadores de campo A1, � � � , An, es escrito

en forma normalmente ordenada como:

A1 � � �An � :A1 � � �An : �
¸
j k

:A1 � � �Aj � � �Ak � � �An :

�
¸

j k,l m

:A1 � � �Aj � � �Al � � �Ak � � �Am � � �An : � � � � ,

(C.7)

en donde el lado derecho contiene todas las posibles contracciones de los campos

involucrados, y en que:

:A1 � � �Aj � � �Ak � � �An : � p�1qπAjAk :A1 � � �Aj�1Aj�1 � � �Ak�1Ak�1 � � �An : ,

(C.8)

siendo π el signo de la permutación que lleva a colocar los campos Aj y Ak delante

de todos los demás, siendo asignado a cada transposición el signo positivo caso los

campos sean bosónicos, el negativo, caso sean fermiónicos. �

Demostración: La prueba del teorema de Wick se apoya en el principio de induc-

ción matemática. La ecuación (C.4) afirma su validez para n � 2 y se constituye en la

base inductiva. A continuación, suponemos que la fórmula (C.7) es válida para n� 1,

esto es, supondremos que:

A2 � � �An � :A2 � � �An : �
¸

:A2 � � �Aj � � �Ak � � �An :

�
¸

:A2 � � �Aj � � �Al � � �Ak � � �Am � � �Am : � � � � ,

(C.9)

y probaremos que ello implica que la fórmula (C.7) es también válida para n. Evidente-

mente, dicha empresa solo podrá ser alcanzada con éxito si estudiamos cómo incluir el

campo A1 a la izquierda de la expresión (C.9), y, más en particular, cómo introducirla

dentro del producto normalmente ordenado. Con este objetivo en mente, establecemos
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el siguiente resultado previo:

A1 :A2 � � �An : � :A1 � � �An : �
ņ

k�2

:A1 � � �Ak � � �An : , (C.10)

cuya prueba es también por inducción matemática:

(i) Desde que :A : � A, la ecuación (C.4) implica la validez de la ecuación (C.10)

para n � 2:

A1 :A2 : � A1A2 � :A1A2 : �A1A2 .

(ii) Asumimos que la fórmula (C.10) es válida para n� 1, es decir:

A2 :A3 � � �An : � :A2 � � �An : �
ņ

k�3

:A2 � � �Ak � � �An : .

(iii) Para n:

A1 :A2 � � �An : � A1 : pA2� � A2�qA3 � � �An :

� A1A2� :A3 � � �An : �A1 :A3 � � �An : A2�

� A1A2 :A3 � � �An : �A2�A1 :A3 � � �An : �A1 :A3 � � �An : A2� ,

y usando ahora la fórmula para n�1 para introducirA1 al producto normalmente
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ordenado:

A1 :A2 � � �An : � A1A2 :A3 � � �An : �A2� :A1A3 � � �An :

�
ņ

k�3

:A1 � � �Ak � � �An : � :A1A3 � � �An :

�
ņ

k�3

:A1 � � �Ak � � �An : A2�

� pA2� :A1A3 � � �An : � :A1A3 � � �An : A2�q� :A1A2A3 � � �An :

�
ņ

k�3

�
A2� :A1 � � �Ak � � �An : � :A1 � � �Ak � � �An : A2�



� :A1 � � �An : �

ņ

k�2

:A1 � � �Ak � � �An : ,

como querı́amos probar. Esto demuestra la validez general de la ecuación (C.10).

Siendo ası́, multiplicamos la expresión (C.9) por A1 por la izquierda. La aplicación de

la ecuación (C.10) lleva inmediatamente a que:

A1A2 � � �An � :A1 � � �An : �
¸
j k

:A1 � � �Aj � � �Ak � � �An : � � � � ,

en donde en el lado derecho se tendrá ahora todas las posibles contracciones, incluyen-

do aquellas en las que interviene A1. Esto demuestra la validez de la ecuación (C.7)

para todo n P N, y por lo tanto el teorema de Wick queda demostrado. ■
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Apéndice D

Transformaciones discretas

del campo cuantificado

En términos vagos, una ((simetrı́a)) de un determinado objeto matemático es una

transformación invertible que deja invariante su estructura más relevante. Ası́, cuan-

do en la teorı́a ondulatoria admitimos, en virtud de su primer axioma, que al sistema

fı́sico corresponde un espacio de Hilbert, somos llevados a pensar en los operadores

unitarios como las simetrı́as del sistema fı́sico, pues ellos preservan el producto inte-

rior. Esto es correcto, desde luego, pero no agota todas las simetrı́as que se presentan

en el mundo fı́sico, pues las cantidades fı́sicas se expresan no en función del producto

interior, sino de las probabilidades. Por esta razón, las simetrı́as de la fı́sica no son

(solo) las simetrı́as del espacio de Hilbert, sino las de otros objetos matemáticos; la

formulación no es única: En la Ref. [55], por ejemplo, se listan seis estructuras, y ası́

también seis nociones de simetrı́as, las cuales se prueban equivalentes. Nosotros nos

ocuparemos, por ser la forma más habitual, del llamado ((espacio normal de estados

puros)) del espacio de Hilbert H, definido según:

P1pHq :�
 
e P BpHq | e2 � e� � e^ Trpeq � dimpeHq � 1

(
. (D.1)

Aquı́, BpHq es el espacio de Banach de los operadores acotados definidos sobre H, y e�

es el adjunto del operador e. El concepto de simetrı́a en este espacio recibe el nombre

de ((simetrı́a de Wigner)), definida como una biyección W : P1pHq Ñ P1pHq que



satisface a la condición:

@ e, f P P1pHq : TrpWpeqWpfqq � Trpefq . (D.2)

Esta asegura que W preserva la probabilidad de transición en P1pHq. Luego ya puede

establecerse el:

Teorema de Wigner: Sea H un espacio de Hilbert con dimpHq ¡ 1. Toda simetrı́a

de Wigner adopta la forma:

Wpeq � ueu� , (D.3)

con u un operador, bien unitario, bien anti-unitario, y únicamente determinado por W

salvo por una fase. �

Por completez, diremos también que, por definición, el ((operador anti-unitario))

u : HÑ H es invertible y satisface a la condición:

@φ, ψ P H : puφ;uψq � pψ;φq . (D.4)

Además, el adjunto del operador anti-unitario es definido tal que, para todo φ, ψ P H:

pu�φ;ψq � puψ;φq . (D.5)

El operador anti-unitario, por fin, es anti-lineal:

@ψ P H @z P C : upzψq � z�upψq . (D.6)

El teorema de Wigner fue enunciado por primera vez en 1928 por von Neumann

y Wigner [105], y su primera demostración fue dada por Wigner en 1931 [106]. Por

supuesto, con el tiempo y las aguas fueron dadas otras demostraciones. A nivel bastan-

te técnico, en lı́nea con lo hasta ahora dicho, citamos a la Ref. [55]; un abordaje más
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heurı́stico y aún ası́ suficientemente solvente (y bastante conocido) es el que figura en

la Ref. [107]. No es nuestra intención en esta tesis ocuparnos de estos detalles, sino

en dar a conocer las leyes de transformación según las llamadas ((transformaciones

discretas)) de los campos cuantificados. Estas, que se erigen en simetrı́as para los cam-

pos libres, por lo que acabamos de decir, serán implementadas por sendos operadores

unitarios o anti-unitarios actuando sobre el espacio de Fock de los campos libres. Su

importancia radica en que estas propiedades pueden ser estudiadas experimentalmen-

te en los sistemas, permitiendo establecer restricciones a los términos de interacción

con los que se construye la distribución de transición del primer orden [véase la Sec.

4.2]: El procedimiento inductivo causal entonces preserva estas simetrı́as si los térmi-

nos de normalización son adecuadamente elegidos [33], y el operador de dispersión las

manifiesta en concordancia con el experimento.

Las transformaciones discretas son tres: (1) Conjugación de carga, (2) inversión

espacial o paridad e (3) inversión temporal. La primera de ellas, (1), se relaciona con

el cambio de signo de la carga eléctrica de las partı́culas descritas por el campo; por

su naturaleza, entonces, debe ser estudiada en la interacción con el campo electro-

magnético. Por supuesto, este estudio en interacción debe asociarse a las ecuaciones

del movimiento de los campos clásicos, pues no hemos dicho siquiera –y tampoco es

fácil decirlo– qué ((es)) un campo cuantificado en interacción: Establecida la ley de

la función de onda de una partı́cula, dispensaremos a la interacción y elevaremos el

operador al espacio de Fock. Las transformaciones (2) y (3), por otra parte, son trans-

formaciones pertenecientes al grupo de Lorentz, pero que no están conectadas con la

identidad y, por lo tanto, no forman parte del grupo de Lorentz proprio y ortócrono;

un estudio detallado de ellas se realizó en la Ref. [50]. Semejantemente al caso ante-

rior, estas transformaciones serán estudiadas por su acción sobre los campos clásicos

primero y serán elevadas al espacio de Fock después.
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D.1. Campo (pseudo-)escalar

Fijando la consideración en el campo real (neutro), no habrá interacción con el

campo electromagnético, y por lo tanto las ecuaciones del movimiento serán las libres.

(1) Conjugación de carga: Como el campo es neutro, la conjugación de la carga lo

deja inalterado: Para f P H1:

fCpxq � fpxq , (D.7)

y la elevación al espacio de Fock es inmediata:

@f P S pR4q : UCφpfqU�1
C � ηφpCqφpfCq , (D.8)

con ηφpCq una fase. De aquı́ se deriva, escribiendo φpfq en su forma integral y usando

la Ec. (D.7), la ley de transformación del operador de campo cuantificado:

UCφpxqU�1
C � ηφpCqφpxq . (D.9)

Además, como U2
C � 1, deberá ser ηφpCq � �1. Si ηφpCq � �1, el campo se llama

((par de carga)); si ηφpCq � �1, ((impar de carga)) [27].

(2) Paridad: El operador de paridad se define de tal suerte que x0 Ñ x0 y xÑ �x.

Correspondientemente, B0 Ñ B0 y ∇ Ñ �∇. Luego, la ecuación de Klein-Gordon-

Fock libre es invariante frente a la transformación de paridad, de donde se sigue que:

fP px0;xq � fpx0;�xq . (D.10)

Como antes, este resultado nos permite escribir para el operador de campo cuantifica-

do:

UPφpx0;xqU�1
P � ηφpP qφpx0;�xq , (D.11)

con ηφpP q una fase. Como U2
P � 1, pues al invertir los ejes dos veces se regresa a la
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configuración original, deberá ser ηφpP q � �1. Si ηφpP q � �1, el campo se denomina

((escalar)); si es ηφpP q � �1, ((pseudo-escalar)).

(3) Inversión temporal: El mismo argumento que usamos para establecer la trans-

formación de paridad nos lleva a decir que, frente al cambio px0;xq Ñ p�x0;xq, la

función de onda de una partı́cula se transforma según:

fT px0;xq � fp�x0;xq . (D.12)

Luego la transformación es implementada sobre el operador de campo cuantificado

según:

VTφpx0;xqV�1
T � ηφpT qφp�x0;xq , (D.13)

con ηφpT q una fase. Esta vez, como VT es anti-lineal1, al aplicar nuevamente VT se

tendrá que debe ser |ηφpT q|2 � 1, lo que no impone restricción alguna a la fase ηφpT q,
la cual, por ende, se mantiene arbitraria.

D.2. Campo de Dirac

El campo de Dirac, a diferencia del (pseudo-)escalar neutro, sı́ se acopla al campo

electromagnético de una forma dictada por la prescripción de acoplamiento mı́nimo de

Utiyama [108]. La ecuación de Dirac en interacción es:

γµ piBµ � eAµpxqqψpxq � mψpxq . (D.14)

(1) Conjugación de carga: Buscamos una función ψC que, en lugar de satisfacer a

1La razón es simple: Al aplicar la transformación de inversión temporal a la ecuación de Schrödinger,
el resultado solo puede ser nuevamente una ecuación de Schrödinger si el factor i que acompaña a la
derivada temporal es cambiado por �i, esto es, si la acción de la transformación es anti-lineal.
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la Ec. (D.14), satisfaga a la:

γµ piBµ � eAµpxqqψCpxq � mψCpxq . (D.15)

Para encontrar semejante ecuación por transformación de la original, tomemos prime-

ramente el conjugado complejo de la Ec. (D.14):

�γµ�piBµ � eAµqψ� � mψ� . (D.16)

Pero como γµ� � gµνγµT , también se cumple que t�γµT ;�γνT u � 2gµν , y t�γµT u
son otra representación del álgebra de Clifford, de donde existe una matriz unitaria C

tal que:

γµT � �C�1γµC ñ γµCTC�1 � CTC�1γµ . (D.17)

Las matrices γµ, no embargante, forman una representación irreducible del álgebra de

Clifford, y ası́ la matriz CTC�1 que conmuta con todas ellas debe ser, por el lema de

Schur, proporcional a la identidad: CTC�1 � α � 1, y de aquı́, aplicando la transpuesta

y substituyendo en la misma ecuación, se obtiene que debe ser α2 � 1. Concluimos

que CT � �C, es decir, C es, bien simétrica, bien antisimétrica. Ocurre, empero, que

la primera opción es inviable, pues si ası́ fuera entonces las diez matrices C�1γµ y

C�1γµγν (µ   ν) serı́an antisimétricas; esto es imposible, pues ellas son del orden

4� 4 y además linealmente independientes. Y por esto debemos admitir que la matriz

C es antisimétrica:

CT � �C . (D.18)

Sabemos, por otra parte, que γ0γµγ0 � γµ:. De esto y de la Ec. (D.17) se sigue que

�Cγ0γµ� � γµCγ0. Ası́, multiplicando la Ec. (D.16) por Cγ0 por la izquierda, llega-

mos a:

γµpiBµ � eAµqCγ0ψ� � mCγ0ψ� , (D.19)
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de donde, por comparación con la Ec. (D.15), reconocemos que el campo de Dirac

clásico se transforma por conjugación de carga según:

ψCpxq � Cγ0ψpxq� . (D.20)

Elevamos entonces este resultado al espacio de Fock:

UCψpxqU�1
C � ηψpCqCγ0ψpxq� � ηψpCqCψpxqT , (D.21)

que puede invertirse para obtener la ley de transformación del adjunto de Dirac:

UCψpxqU�1
C � �ηψpCqψpxqTC�1 . (D.22)

La imposición de que sea U2
C � 1 lleva a las posibilidades ηψpCq � �1.

Para el estudio de las transformaciones discretas de paridad e inversión tempo-

ral, es requerimiento previo conocer las reglas de transformación correspondientes del

4-potencial electromagnético. Para ello se parte de las ecuaciones de Maxwell, en par-

ticular, de la ley de Ampère-Maxwell:

∇�B � j � BE
Bx0 . (D.23)

Por su significado fı́sico, el signo de la densidad de corriente j debe cambiar frente

a cualquiera de las dos transformaciones discretas. En el caso de la inversión tempo-

ral, porque reflejarı́a un movimiento retrógrado de las cargas que le dan origen; en

el caso de la paridad, porque el movimiento de dichas cargas mantiene su dirección

independientemente de la definición de los ejes. Teniendo en cuenta además que la

derivada temporal cambia de signo en una inversión temporal, y que ∇ lo hace frente

a una transformación de paridad, la exigencia de que la ecuación (D.23) se mantenga

invariante lleva a las conclusiones siguientes.
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a) Paridad:

Epx0;xq Ñ �Epx0;�xq ; Bpx0;xq Ñ Bpx0;�xq . (D.24)

b) Inversión temporal:

Epx0;xq Ñ Ep�x0;xq ; Bpx0;xq Ñ �Bp�x0;xq . (D.25)

A partir de aquı́, y usando que

E � �∇A0 � BA
Bx0 ; B � ∇�A ,

se obtiene finalmente la ley de transformación del 4-potencial, que es el campo que

aparece en la ecuación de Dirac en interacción [Ec. (D.14)]:

a) Paridad:

A0px0;xq Ñ A0px0;�xq ; Apx0;xq Ñ �Apx0;�xq . (D.26)

b) Inversión temporal:

A0pt;xq Ñ A0p�x0;xq ; Apx0;xq Ñ �Ap�x0;xq . (D.27)

Establecidos estos resultados, volvemos a las leyes de transformación del campo de

Dirac.

(2) Paridad: Buscamos la función que satisfaga a la ecuación:

γµpiBPµ � eAPµ pxP qqψP pxP q � mψP pxP q , (D.28)

con xP � px0;�xq, BPµ � pB0;�∇q yAPµ � pA0;�Aiq. Para obtener esta, multiplı́que-
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se a la Ec. (D.14) por γ0 por la izquierda. Usando que γ0γµγ0 � γµ: � pγ0;�γiq, y

desplazando el signo negativo ası́ obtenido hacia la derivada y el campo de radiación,

obtenemos:

γµpiBPµ � eAPµ qγ0ψpxq � mγ0ψpxq . (D.29)

La comparación de esta ecuación con la Ec. (D.28) permite identificar:

ψP px0;xq � γ0ψpx0;�xq . (D.30)

Elevando al espacio de Fock:

UPψpx0;xqU�1
P � ηψpP qγ0ψpx0;�xq , (D.31)

y de aquı́:

UPψpx0;xqU�1
P � ηψpP q�ψpx0;�xqγ0 . (D.32)

En relación a la fase ηψpP q, esta vez no es preciso imponer la involución de UP , pues,

como las reglas de la rotación del espinor indican que apenas una rotación de 4π rad

devuelve al mismo a su valor original, mientras que la doble aplicación del operador de

paridad puede escribirse no solo como la identidad, sino también, por ejemplo, como

la rotación por el ángulo 2π rad del plano O�X1�X2 alrededor del eje O�X3 [27],

entonces se tendrá en general que U2
P � �1, y de aquı́ que ηψpP q � �1,�i.

(3) Inversion temporal: Queremos hallar ψT que satisfaga a la ecuación:

γµpiBTµ � eATµ pxT qqψT pxT q � mψT pxT q , (D.33)

con xT � p�x0;xq, BTµ � p�B0;∇q y ATµ � pA0;�Aiq. Para llegar a ella, tome-

mos el conjugado complejo de la Ec. (D.14) y usemos que γ0� � γ0T y γi� � �γiT ,

desplazando e signo a las diversas componentes de la derivada y el 4-potencial elec-
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tromagnético. Con esto:

γµT piBTµ � eATµ qψpxq� � mψpxq� . (D.34)

Usando ahora la Ec. (D.17) y multiplicando por C por la izquierda:

�γµpiBTµ � eATµ qCψpxq� � mCψpxq� . (D.35)

Finalmente, como la matriz γ5 :� iγ0γ1γ2γ3 anti-conmuta con todas las γµ, si multi-

plicamos a la Ec. (D.35) por ella por la izquierda encontraremos:

γµpiBTµ � eATµ qγ5Cψpxq� � mγ5Cψpxq� . (D.36)

Comparando con la Ec. (D.33) reconocemos que:

ψT px0;xq � γ5Cψp�x0;xq� . (D.37)

Esta transformación es elevada al espacio de Fock según:

VTψpx0;xqV�1
T � ηψpT qγ5Cψp�x0;xq . (D.38)

Esta aparentemente difiere de la Ec. (D.37) en que el campo al lado derecho no está

conjugado. Tal diferencia se explica porque el operador VT es anti-lineal, de manera

que en la expresión para el operador de campo cuantificado pasará por las amplitudes

us y vs transformándolas según la ley clásica de la Ec. (D.37), como debe de ser [109].

Lo mismo no se aplica para la conjugación de carga porque este operador es lineal. La

mentada anti-linealidad, por último, no restringe a la fase ηψpT q, pues como en el caso

del campo (pseudo-)escalar, apenas se exige de ella que cumpla |ηψpT q|2 � 1.

Esto concluye la discusión sobre las transformaciones discretas de los operadores
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del campo cuantificado que aparecen en esta tesis. Con todo, es útil mencionar que la

combinación de las tres transformaciones, PCT (o en cualquier otro orden) constituyen

una simetrı́a general de la teorı́a del campo, o más precisamente, siempre pueden ele-

girse las fases arbitrarias encontradas en cada uno de los casos de tal forma que lo sea.

Los primeros argumentos a favor del carácter general de esta simetrı́a fueron dados

por Lüders [110] y Pauli [111]. Una presentación sencilla de él puede ser encontrado

en las Refs. [27, 109], mientras que su prueba formal como un teorema de la teorı́a

axiomática en las Refs. [23, 28].
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[35] M. Dütsch, F.Krahe y G. Scharf. Scalar QED Revisited. Il Nuovo Cimento, Vol.

106 A, N. 3: 277-307 (1993).

[36] V.S. Vladimirov, Y.N. Drozzinov y B.I. Zavialov. Tauberian Theorems for Gene-

ralized Functions. Kluwer Acad. Publ. (1988).
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M. Dütsch, T. Hurth y G. Scharf. Causal Construction of Yang-Mills Theories.

III. Nuovo Cim. A 108: 679-708 (1995).
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