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Resumen

Los objetivos de esta tesis son principalmente dos. El primer objetivo es
dar una vision general de la clase de universalidad KPZ y algunos modelos
que se encuentran dentro de esta clase. El segundo y principal objetivo es
probar una conjetura de Barraquand y Corwin en [BC17] donde se plantea
que las fluctuaciones de la energia libre del polimero beta y, andlogamente,
las fluctuaciones del logaritmo de la posicion del camino aleatorio beta, son
del orden t'/3 y convergen débilmente a la distribuciéon de Tracy-Widom
la cual surge del estudio de las fluctuaciones del mayor autovalor de cierta
matriz aleatoria gaussiana. Barraquand y Corwin prueban dicha conjetura
solo para el caso particular en el que los parametros @ y # que definen las
probabilidades de transicion en el camino aleatorio beta, son ambos iguales a
1. En la presente tesis abordamos el caso general en donde estos parametros
pueden tomar cualquier valor positivo y también el caso en el que ambos
parametros varian con el tiempo. En ambos casos conseguimos probar que las
fluctuaciones siguen siendo del orden t'/3 y la convergencia a la distribucién
de Tracy-Widom.

En la introducciéon mencionamos brevemente algunos resultados previos
sobre algunos modelos dentro la clase de universalidad KPZ y mencionamos
algunas referencias importantes para quienes deseen profundizar en dichos
resultados.

En el capitulo 1 iniciamos introduciendo brevemente una herramienta que
sera usada de manera intensiva a lo largo de toda la tesis, el determinante
de Fredholm. Aqui damos una idea que motiva su definicién formal y enun-
ciamos un teorema de convergencia. En el resto de este capitulo presentamos
algunos modelos solubles en la clase KPZ: dos modelos de matrices aleato-
rias y el polimero log-gamma. Nos enfocamos principalmente en el estudio
de las fluctuaciones del mayor autovalor en las matrices aleatorias y de las
fluctuaciones de la energia libre en el caso del modelo polimero.

En el capitulo 2 definimos el camino aleatorio beta y el polimero beta y
enunciamos el teorema de fluctuaciones para el caso a = [ = 1. Presentamos
parte de la prueba de este teorema comenzando con la férmula que expresa
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la transformada de Laplace del logaritmo de la funcién P(t,x) que describe
la posicién del camino aleatorio como un determinante de Fredholm. Pre-
sentamos la prueba de esta férmula que involucra el método conocido como
Bethe ansatz que ademas es usado para obtner formulas analogas en otros
modelos dentro de la clase KPZ. La parte final de la prueba se deja para el
capitulo 3.

En el capitulo 3 enunciamos el teorema de fluctuaciones del logaritmo de
la funcién P(t, x) en el camino aleatorio beta con parametros « y (8 arbitrarios
y con parametros oy v [; que dependen del tiempo bajo cierto régimen de
convergencia. Presentamos la prueba completa que involucra varios pasos.

Finalmente, presentamos en el apéndice varios calculos que involucran
a las funciones poligamma que son necesarios para probar los resultados
presentados en el capitulo 3.
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Introduccion

Los estudios sobre la clase de universalidad KPZ surgen en 1986 con el
trabajo de Mehran Kardar, Giorgio Parisi y Vi-Cheng Zhang en [KPZ86] don-
de los autores estudian el comportamiento de una superficie en crecimiento
cuya dindmica estd governada por la ecuacion diferencial estocastica

Oyh(t, ) = vI°h(t, ) + g [0,.h(t, 2)]* + W (t,z)

conocida como ecuacién KPZ y donde h(t, x) es la altura de la superficie en
el punto x al tiempo t y W (t, z) es un ruido blanco gaussiano.

Los modelos en la clase de universalidad KPZ se caracterizan por tener
fluctuaciones con un comportamiento inusual, independiente del modelo pero
que depende de algunas condiciones iniciales. Se conjetura que estas fluctua-
ciones son de orden N'/3 y que convergen a cierta distribucién conocida como
distribucién de Tracy — Widom, sin embargo, esto ha sido probado de manera
rigurosa solo para unos pocos modelos aleatorios.

Uno de los primeros modelos en los que se obtuvieron pruebas rigurosas
son las matrices aleatorias GUE (Gaussian unitary ensemble) en [TW94] el
anio 1994 y las matrices aleatorias GOE (Gaussian orthogonal ensemble) en
[TW96] el anio 1996. En ambos casos el mayor autovalor de una matriz de
orden N fluctia al rededor de 2N con fluctuaciones de orden N'/3 y que
convergen a un tipo de distribucién de Tracy-Widom.

En el ano 2000 y 2005 respectivamente, Kurt Johansson en [Joh00] y
Sasamoto en [Sas05] obtuvieron resultados para el total assymetric exclusion
process (TASEP) probando que este modelo esta en la clase de universalidad
KPZ. Cabe mencionar que el TASEP es, en cierto sentido, equivalente al
modelo de percolacion de ultima pasada, y este tultimo es un caso limite de
los modelos de polimeros aleatorios por lo se conjeturd que los polimeros
aleatorios también se encuentran dentro de la clase de universalidad KPZ.

El primer modelo de polimero aleatorio donde se obtuvieron pruebas ri-
gurosas fue el polimero log-gamma. El ano 2012 Borodin, Corwin y Remenik
probaron en [BCR13] que las fluctuaciones de la energia libre del polimero
log-gamma son del orden de N3 y converge débilmente a la distribucion
de Tracy-Widom bajo la condicién de que el parametro 8 de la distribucién
log-gamma que define el ambiente aleatorio sea suficientemente pequeno. Pos-
teriormente, el ano 2018, Krishnan y Quastel, probaron en [KQ18] que dicho
resultado se sigue cumpliendo para cualquier 6 positivo y ademas cuando
este parametro varia con N bajo cierto régimen de convergencia.

En [BC17] Barraquand y Corwin introdujeron el polimero beta y el ca-
mino aleatorio beta probando que el logaritmo de la funcién P(¢, z) que define
la posicién del camino aleatorio tiene fluctuaciones de orden t'/? y converge a
la distribucién de Tracy-Widom. Sin embargo los resultados de Barraquand
y Corwin son probados en el caso particular en el que los parametros de
la distribuciéon beta que define el desorden o ambiente aleatorio son ambos
iguales a 1. En la presente tesis abordamos algunas generalizaciones de este
modelo que incluyen el caso en el que los parametros de esta distribucion
beta son arbitrarios y el caso en el que varian con el tiempo.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo preeliminar es introducir algunos modelos
aleatorios en los que se cumple que las fluctuaciones de cierta cantidad son del
orden de N'/3 y convergen débilmente a una distribucién de Tracy-Widom.
Esta es una caracteristica que comparten los modelos dentro de la clase
de universalidad KPZ y sera el resultado que probaremos en los siguientes
capitulos para el modelo del camino aleatorio beta.

Para llegar a este tipo de resultados se hace un uso intensivo del de-
terminante de Fredholm por lo que en la primera seccién de este capitulo
introducimos de manera breve este concepto.

1.1. El determinante de Fredholm

El determinante de Fredholm es una de las herramientas basicas en el
estudio de modelos solubles ya que varias de las cantidades que aparecen en
estos modelos se pueden expresar como determinantes de Fredholm. Antes
de dar la definicién formal en forma de serie infinita, mostramos una heuristi-
ca basada en [Lax02] para obtener esta definicién partiendo de la siguiente
ecuacion integral.

u(a) + / Kz, y)uly)dy = f(z)

donde f es una funcién continua en el intervalo [0, 1], u es una funcién con-
tinua desconocida y K es un kernel continuo en sus dos variables. Discreti-
zando el intervalo [0, 1] tomando n puntos j/n para j = 1,--- ,n obtenemos
el siguiente sistema de n ecuaciones lineales

ui—l—hZKmuj:fi, izl,---,n
7j=1
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donde f; := f(ih), h :=1/ny K, ; := K(ih, jh).
Si denotamos por D(h) al determinante de la matriz actuando sobre el
vetor u:

D(h) := det(I + hK)

tenemos que D(h) es un polinomio en h:

D(h) = i A K™
m=0

cuyos coeficientes estan dados por

1 d\"
Ay, = % (%> D(h)|h:0

Para calcular la derivada de un determinante usamos la regla:

d

d n
%det(cl,--- .C) —;det (01,--- VT

Cla"' 7Cn)

con la que es posible obtener una expresion para D(h) que involucra los
determinantes de las submatrices de K

h? Ki; K
D(h) =1 +hZK + E;det (Kj’i Ko )t
El limite formal de la suma anterior cuando n — ooy h = 1/n es la serie

infinita
= 1
D = Zg/---/det (K (2, )] dzy - - - dxy,
k=0

Donde las integrales son sobre el intervalo [0, 1]. La siguiente definicion ge-
neraliza este concepto.

Definicién 1.1. Consideremos el espacio de Hilbert L*(X, ) donde p es
una medida sobre el espacio medible X . Sea K un operador integral actuan-
do sobre f € L2(X,p) segin [K(F))(x) = [ K(x,9)f()dp(y). La funcion
K(x,y) que asumiremos continua en ambas variables es el kernel del opera-
dor K. El determinante de Fredholm con kernel K se define como la siguiente
serie:

= 1
det(I + K)r2x,) =1+ E H/ / det[K (2, x;)]F j_ydp(ar) - - - dp(ay)
Tk x X

3



Si K es un operador clase traza la serie anterior es convergente. Un criterio
util para determinar si un operador cumple dicha condicion es el siguiente:

Lema 1.1.1. Un operador K actuando sobre L*(T') donde T es un contorno
suave en C con kernel K(x,y) es de clase traza si K(z,y) : T? — R es
continua y la deriada de K(x,y) respecto a la sequnda variable es también
continua.

1.2. Distribucion de Tracy - Widom en ma-
trices aleatorias

La distribucién de Tracy - Widom surge naturalemnte en el estudio de
los autovalores de matrices aleatorias gaussianas. Ademas también aparece
en los modelos que describiremos mas adelante, en particular, en el camino
aleatorio beta y en el polimero beta.

Una matriz GUE (gaussian unitary ensemble) de orden N es una matriz
hemitiana A tal que A;; = N'(0, N/v/2) +iN(0, N/v/2) parai > jy Ay =
N (0, N) donde cada una de las variables aleatorias son independientes. Si
A(N) es el mayor autovalor de una matriz GUE de orden N, se prueba en
[TW94] que se cumple lo siguiente:

, AN)—2N
lim P <—N1 73
Donde la distribucion limite Fgug se conoce como la distribucién de Tracy
- Widom GUE. El resultado anterior nos dice que para N grande, el mayor
autovalor de una matriz GUE fluctua aleatoriamente al rededor de 2N donde
estas fluctuaciones son del orden N'/3 y, en el limite, tienen una distribucién

de Tracy - Widom. De manera un poco mas informal podemos escribir el
limite anterior de la siguiente manera:

A(N) ~ 2N + N3¢,

cuando N — oo y donde &; tiene distribuciéon de Tracy - Widom GUE.
La funcién de distribucion de Tracy - Widom GUE se puede expresar en
términos de un determinante de Fredholm:

Foug(s) = det (I — KAi)L2[S,OO)
donde K,; es el kernel de Airy

N—oo

< s) = Faug(s)

Kpi(z,y) = /0 h Ai(z 4+ A Ai(y + A)dA

_ Ai(z)Ai'(y) — Ai'(2)Ai(y)
T —y




Aqui Ai(+) es la funcién de Airy

Ai(z) = % / (55 gy

—0o0

Otra forma equivalente de definir la funciéon de distribucion de Tracy - Widom
GUE es en términos de la solucion de la ecuacién de Painlevé 11

q"(s) = 24°(s) + sq(s)

con la condicién ¢(s) ~ Ai(s) cuando s — o00. Si g es la solucién de la ecuacion
anterior entonces la funcién de distribucion de una variable aleatoria Tracy-
Widom GUE esta dada por

Fas(s) = exp |~ [ e = 9eP(wa]

De manera similar se define una matriz GOE (gaussian orthogonal ensam-
ble) de orden N como una matriz simétrica A (de valores reales) tal que
A;; =N(0,N) parai > jy Ai; = N(0,v/2N) y ademés estas variables son
independientes. Andlogamente al caso anterior, tenemos [TW96]:

, AN) — 2N
i B (A2 <) = Foont

Es decir, nuevamente se cumple que el valor del mayor autovalor fluctia al re-
dedor de 2N con desviaciones de orden N'/? y convergiendo a la distribucién
de Tracy - Widom GOE.

AMN) ~ 2N + N3¢,

cuando N — oo y donde & es una variable aleatoria con distribucién Tracy
- Widom GOE.

En este caso esta distribucion se puede expresar en términos del siguiente
determinante de Fredholm [FS05]:

FGOE(S) = det (] — BS)L2[O,oo)

donde B(z,y) = Ai(z + y + s). La férmula original derivada por Tracy y
Widom expresa la distribuciéon Fgog en funcion de la solucion de la ecuacion
de Painlevé II:

Foor(s) = v/Faus(s) exp [—%/:0 q(x)dx] :

b}
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Figura 1.1: Solo consideramos caminos que avanzan hacia arriba o hacia la
derecha.

1.3. Percolacion de dltima pasada

Para definir este modelo comenzamos con una familia de variables alea-
torias w(i, j), con (i, ) € Z2 independientes y geométricamente distribuidas

Plw(i,j) =k =(1-qq¢  keN

donde 0 < g < 1.

Vamos a denotar por Il x al conjunto de todos los caminos 7 sobre Zi
que se mueven hacia arriba o hacia la derecha partiendo del punto (1,1) y
llegando al punto (M, N) como en la Figura 1.1.

Habiendo definido los pesos aleatorios en cada vértice, ahora podemos
definir la siguiente variable aleatoria que representa el mayor peso que puede
alcanzar un camino admisible:

G(M,N) = méx w(i, ).

mnelly,n =
(¢,9)€m

Kurt Johansson prueba en [Joh00] que se cumple el siguiente resultado

N—oo

lfm %E [G(N,N)] = w(q)



2v4
—yq

Este resultado nos dice que G(N, N), en promedio y para N grande, crece
linealmente a velocidad w(q) mientras que el siguiente resultado nos dice que
las fluctuaciones de G(NV, N) al rededor de su media Nw(q) son del orden de

N1/3

donde w(q) :=

T N

donde o(q) = %(1 + Q)3

<s| = Fgur(s)

1.4. Polimero Log - gamma

El polimero log-gamma fue introducido por Seppéldinen en [Sep12]. Antes
de entrar a definir este modelo polimero recalcamos que una variable aleatoria
X tiene distribucién inversa gamma con parametro € > 0 si toma valores
sobre los reales positivos y su funcién de densidad estd dada por

1
P(X €dr) = ——a ' te o4z
( )=7 0
lo que serd denotado por X ~ I'"1(9).

Para definir el polimero log-gamma consideremos nuevamente la familia
de caminos denotada por IIy x como en el modelo de percolacién de tultima
pasada, pero en esta ocacién en cada vértice (i, j) asignamos un peso aleatorio
w(i, j) de manera independiente y con distribucién inversa gamma. Definimos
el peso de un camino 7 € Il 5 como el producto de los pesos de los vértices
que recorre el camino w

IT wes

(i.j)€m
Entonces la funcién de particion del polimero log-gamma con parametro 6
estd dada por la suma de todos pesos de los caminos en Ily y

ZINN)= Y ] wii.j)
melln, N (i,5)en

Seppalainen prueba en [Sep12] (véase también [OY01]) el siguiente resultado
importante sobre el polimero log-gamma

1 108 Z(N, N)
e N

donde fp := —2¥(0/2) y ¥(z) = [logI']'(x) es la funcién digamma.

= Jo
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Este resultado nos dice que el logaritmo de la funciéon de particion del
polimero log-gamma crece linealmente para N grande a una velocidad fy.
Posteriormente Borodin et al. prueban en [BCR13] que, para 6 suficiente-
mente pequeno, las fluctuaciones del logaritmo de la funcién de particién al
rededor de su media asintética son del orden N/3,

, log Z(N,N) — N fy
am P o(O) NI/

S ry = FGUE('r) (141)

donde o(6) = [—0"(6/2)]"/*.

La restriccion de tomar € suficiente pequeno era una restriccion técni-
ca que fue generalizada posteriormente por Krishnan y Quastel en [KQ18|
quienes probaron el mismo resultado para todo # positivo.

La prueba de estos resultados se basa en que la transformada de Laplace
de la funcién de particién Z(N, N) se puede expresar como un determinante
de Fredholm para cierto kernel K, y sobre cierto contorno Cs de la siguiente
manera

E [e7#0N] = det (I + Ku) 12y (1.4.2)

Ademés resulta que si tomamos u como u = u(r) = exp(—Nfy — rN'/3)
entonces el lado izquierdo de (1.4.2) en el limite es igual al lado izquierdo de
(1.4.1).

log Z(N,N) — N
m E[efuZ(N,N)] ~ km P |08 (N, N) fo

N—o0 N—oo 0(9)N1/3 B (143)

Teniendo estas dos ultimas ecuaciones el resto de la prueba se reduce a un
andlisis asintético del determinante de Fredholm en (1.4.2) para demostrar
que converge a la funcién de distribucién de Tracy - Widom GUE.

Otra generalizacion importante en este modelo que también se prueba en
[KQ18] incluye hacer variar al parametro 6 con N. En este caso es conveniente
hacer el cambio de varible # = 372 y con la hipétesis de que Sy — 3 € [0, 00)
y 0(Bn)NY? — 0o se obtiene que las fluctuaciones contintian en el regimen
de orden N'/3

o B [10BZ(.N) = Ny
N g(N)N/3

S Tl = FGUE(T‘). (144)

Notemos que como ahora el parametro 6 (o ) varfa, entonces los valores de
f y o dependen de N ademads de la secuencia {5y} yen-



Capitulo 2

Camino aleatorio en ambiente
Beta distribuido

En este capitulo exponemos los resultados mas importantes del trabajo
de Barraquand y Corwin en [BC17] con cierto detalle ya que seran necesa-
rios para entender los resultados y generalizaciones del capitulo siguiente.
Comenzamos definiendo con presicion el camino aleatorio beta y el polimero
beta.

2.1. Camino aleatorio beta y polimero beta

Recalcamos que la distribucién de una variable aleatoria con distribucion
beta de parametros o y 3 esta dada por

P(B<r)= 11:((2)—;(?) /Or M1 —2)da

Definicién 2.1 (Camino aleatorio beta). Sea (Byt)zeztez., una coleccion
de variables aleatorias independientes con distribucion beta de parametros o
y B. Llamamos a esta coleccion, el ambiente del camino aleatorio. Definido
el ambiente aleatorio, pasamos ahora a definir el camino aleatorio beta como
un camino aleatorio (Xi)iez., en Z, comenzando siempre desde 0 y tal que

» X1 = Xy + 1 con probabilidad Bx,
» Xy = Xy — 1 con probabilidad 1 — Bx, 4

Ademas denotamos por P y por E a la medida y la esperanza asociadas al
camino aleatorio beta.



Figura 2.1: Camino aleatorio beta. Cuando el camino se encuentra en un
punto (¢,x) avanza con probabilidad B .

Una cantidad importante en este modelo y andloga al concepto de fun-
cion de particion en el caso de polimeros aleatorios es la funcién aleatoria
P(t,z) = P(X; > z). El objetivo principal de esta tesis es demostrar que
las fluctuaciones de esta cantidad P son del orden de t'/? y convergen a una
distribucién de Tracy - Widom GUE para un amplio rango de los parametros
a vy [ de la distribucion beta que define el ambiente aleatorio.

A continuacion definimos el modelo polimero beta que, como veremos mas
adelante, estd muy relacionado y es en cierta forma equivalente al camino
aleatorio beta.

Definicién 2.2. El polimero beta de punto a punto es una medida Q) sobre
el espacio de caminos 7 entre (0,1) y (t,n). Los saltos permitidos para estos
caminos desde un punto (s, k) son:

» horizontalmente hacia (s + 1, k),
v diagonalmente hacia (s + 1,k + 1)

Sea B, ; una familia de variables aleatorias independientes con distribucion
beta de parametros pn y v — p donde 0 < p < v, la medida Q);,, es definida

segun:
He€7r We

Qun(m) = Z(t,n)

(2.1.1)
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donde el producto es tomado sobre los ejes del camino m y los pesos w. se
definen segun

B; ; sie=(i—1,7) = (4,7)
We = 1 siez(i—l,i)—)(i,i+1)
1_Bi,j 3262(7/—1,]_1)—}(27])Conzzj

La funcion de particion estd dada por la suma de los pesos de todos los
caminos admisibles uniendo el punto (0,1) con (t,n):

Z(t,n) = Z Hwe.

m:(0.1)—(t,n)

La funciéon de particion cumple la siguiente recurrencia que se prueba
facilmente usando la regla de probabilidad total

Z(t,n)=Zt—1,n)B, +Z(t—1,n—-1)(1—-B;,) parat>n>1
Z(tt+1)=Z(t—1,t) parat >0
Z(t,1)=Z(t—1,1)B;; para t >0

con la condicién inicial Z(0,1) = 1.

Una forma equivalente para definir la funciéon de particion del polimero
beta es mediante el modelo linea - punto el cual es una variante del modelo
anterior (punto - punto). En este modelo se consideran todos los caminos
que comienzan en un punto (0,m) para algin m tal que 0 < m < ny
terminando en (¢,n). Al igual que el caso punto - punto, los caminos de este
modelo pueden avanzar horizontalmente hacia la derecha o diagonalmente
hacia el vértice superior derecho y el peso de cada camino estd dado por el
producto de los pesos de cada eje los cuales vienen dados, en este modelo,
por

- B; ; sie=(i—1,7) = (i,7)
We = . . ..
1-B;; sie=(@—-1,7—1)— (4,))

Definiendo de esta forma los pesos en los ejes y considerando los caminos
antes mencionados, usando nuevamente el teorema de probabilidad total se
tiene que la funcién de particién Z (t,n) del modelo polimero beta de linea a
punto cumple también con una recurrencia:

Z(t,n)=Z(t—1,n)By, + Z(t —1,n —1)(1 — By,)

para todo t,n > 0 y fijando la condicién inicial Z(O,n) = 1. Con los pesos
asi definidos podemos ver por induccién que la funcién de particién Z(t, n)
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Figura 2.2: Polimero aleatorio beta.

del modelo linea - punto es igual a 1 para n > t mientras que para el caso
n < t+ 1 la funcién de particién del modelo punto - punto coincide con la
funcién de particién del modelo linea - punto, es decir, Z(t,n) = Z(t,n).
El camino aleatorio beta y el polimero beta estan relacionados mediante el

siguiente resultado demostrado por Barraquand y Corwin en [BC17]:

Proposicion 2.1. Considerando el camino aleatorio beta con parametros o
y B positivos y el polimero beta con parametros p = o y v = a + (. Para
cualquier par de enteros no negativos t y n tal que n <t + 1, se cumple la
siguiente iqualdad en distribucion

Z(t,n) = P(t,t — 2n +2) (2.1.2)

Demostracion. Primero notemos que debido a que p = ay v = a+ f la
coleccion de variables aleatorias beta que define el polimero beta tiene la
misma ley que la coleccién de variables aleatorias beta que define el camino
aleatorio beta.

Ya que la funcién de particion del camino polimero beta punto - punto
es igual a la funcién de particion del polimero beta linea - punto, podemos
trabajar con este ultimo modelo.

12



Figura 2.3: Equivalencia entre el polimero beta y el camino aleatorio beta.

Fijemos ¢t y n con la misma paridad y notemos que la variable aleatoria
P(t,t—2n+2) es la probabilidad de que al tiempo ¢ el camino aleatorio beta
se ubique en la posicion t — 2n + 2 o en una posicion superior. Dicho evento
es equivalente a que el camino aleatorio beta al tiempo haya realizado a lo
mas n — 1 pasos hacia atras.

Podemos identificar cada camino polimero que llega al punto (¢,n) con un
camino aleatorio mirando el camino polimero en reversa e identificando cada
eje vertical en el polimero con un paso hacia adelante en el camino aleatorio
beta. Bajo dicha equivalencia de caminos, el evento de que al tiempo ¢ el
camino aleatorio beta haya realizado a lo mas n — 1 pasos hacia atras es
equivalente a que el camino polimero (visto en reversa) iniciar en (¢,n) y
llegue a algiin punto (0,m) con 1 < m < n. O

2.2. Transformada de Laplace de Z como un
determinante de Fredholm

Uno de los resultados méas importantes en el trabajo de Barraquand y
Corwin es expresar la transformada de Laplace de la funcién de particion del
polimero beta como un determinante de Fredholm. Barraquand y Corwin
prueban el siguiente teorema de dos formas independientes en [BC17]. La
primera prueba usa un resultado andlago para un modelo discreto de siste-
mas de particulas conocido como g-Hann TASEP y prueban que, en cierto
sentido, este sistema de particulas converge al polimero beta. En esta sec-
cién se analizara la segunda prueba de Barranquan y Corwin la cual usa el
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método conocido como Bethe ansatz para hallar una férmula integral para
los momentos de la funciéon de particién del polimero beta.

Teorema 2.2.1. Sea u € C\R.q. Fijando n yt enteros no negativos tal que
n<t+1yv>u>0. Entonces se cumple

E [euZ(t,n)} = det (] + KuBP)]L2(Co)

donde el contorno Cy es un circulo pequeno positivamente orientado que con-
tiene el origen pero no contiene —v ni —1 y el operador KBY : 1.2(Cy) —
L2(Cy) estd definido por el kernel

1/2+i00 BP
KEPo) = g [ T 0O

210 J12—i0o  SIN(7S) gBP(v+s)s+v—1

y donde la funcion gB" viene dada por

w7 - | rw>J”[wu+vquy+w

I'v+wv I'(p+v)

Antes de pasar a la prueba del teorema presentamos un lema que sera de
utilidad.

Lema 2.2.1. Sean X, Y dos elementos generadores de un dlgebra asociativa

tal que
-1 1

1 +v 1+v
Entonces se tiene la siguiente identidad binomial no conmutativa

pX +(1=—p)Y]" =) (”) W = 1iWn yriyrn-

= \J (¥)n

donde p = 1 — £ y (a)r son los simbolos de Pochhammer definimos por
(a)p=ala+1)---(a+k—1)y (a)=1.

El primer paso para la prueba del teorema (2.2.1) es conseguir una ex-
presion integral para los momentos de la funcién de particion del polimero
beta para lo que necesitamos la siguiente proposicion.

YX = ! YY
I+v

Proposicién 2.2. Seanny > ng > -+ > ny > 1, se cumple que

E[Z(t ny) - Z(t,ng)

ZA — 2B H v+z;\" [+ 2 K dz;
za—2g — 1 2j v+z;) v+z;

(2.2.1)

1<A<B<k
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donde el contorno para zj es una circunferencia pequena al rededor del origen
mientras que para cada j = 1,--- k — 1 el contorno para z; contiene el
contorno para zjy1 y ninguno de estos contornos contiene el punto —v.

Demostracion. Denotamos como u(t, ) el lado izquierdo de la igualdad (2.2.1)
y por W* el conjunto {7 € Z* :ny > ny > -+ > nyi ).

Usando la relacién de recurrencia para la funcién de particién del polimero
beta se obtiene la siguiente recurrencia para u(t,n):

wen-$ S

=0 5=0 Li=1

e\ (v = i (e 1T
.i B Ji ci—Ji 7_(c1-|—~--—|-ci—r) u(t,ﬁ)
jl) (V)Ci g

(2.2.2)
donde 7 es un operador que actiia sobre una funcién f : W* — R de la
siguiente manera:

T(z)f(ﬁ) :f(nl’... , My — 1, 7nk).

La equacién de recurrencia (2.2.2) se conoce como true evolution equation la
cual se puede expresar en términos de dos ecuaciones mas sencillas las cuales
se definen en base a los siguientes operadores

peluster _ Z (C) (v — /ZZ]) (1t)c—; 1:[0 e=)

=0 ™ ¢

Note que este operador aparece al lado derecho de la true evolucion equation.
Definimos también el siguiente operador

Egree _ f[ vl
=1

donde V; = pr + (1 — p). Ademds note que para ¢ = 1 tenemos

cluster
Leluster,

cluster __
LS =

Para una funcién f : Z¢ — C identificamos el monomio X;X,--- X,
donde X; € {X,Y} con f(7) donde para todo 1 < i < ¢ se tiene n._; =n—1
si X; = X yn.; =nsiX; =Y. Usando esta identificacién la formula
binomial del lema (2.2.1) nos dice que los operadores Luster y £I7ee actiian
idénticamente sobre las funciones f que satisfacen la siguiente condiciéon para
toda 1l <i<e

1 L v—1 .. 1 ;
(1) —(i+1) (+1) 4 = ) - =0
1—|—VT T +—1—|—VT +1—|—V T f(n> 7n)
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Note que el operador que define la true evolution equation actia indepen-
diantemente sobre cada cluster como el operador £%", Se sigue que si una
funcién u : Zsg x Z* — C satisface la siguiente condicién de frontera:

v—1 1

1 N ; )
@O D) L DT 24 2 O (. 7) = 0
1+v +1+uT 1+v }u<’n>

para todo 7 tal que n; = n;;1 para algin 1 <1 < k y si ademas se satisface
la free evolution equation

k

I+

=1

u(t+1,7m) = u(t, )

para toda 77 € Z*, entonces la restriccién de u(t,7) a W satisface la true
evolution equation.

Ahora nos queda verificar que la expresién del lado derecho de (2.2.1)
satisface la free evolution equation, las condiciones de frontera y la condicion
inicial de u(0,77) para 7 € W*.

Por la definicién de la funcién u tenemos que u(0,7) = [[r; L>1 =
1,,>1 donde las segunda igualdad se debe a que los n; estan ordenados. Por
otro lado, en la expresién del lado derecho en (2.2.1) cuando t =0y ng <0
note que no hay polos en el origen y por lo tanto la integral es igual a cero.
Cuando n; > 0 entonces todos los n; también son positivos y no hay polos
en —v (para t = 0). Luego, el residuo en el infinito para cada variable zy,
Zk_1,+ -+ es igual a uno y por lo tanto la considicion inicial es satisfecha.

Para probar que se satisface la condiciéon de frontera, asumimos que n; =
n;+1 para algun . Note que al aplicar el operador

b wpeny Vo T

= ®
1+v 1+v 1+v

al integrando, se obtiene que el integrando queda multiplicado por el factor

1 2 Zit1 v—1 2z 1 Z;
l+vv+ziv+2i0 v+H1lv+2z 1+1/_1/—|—z,-
—2(2; — 241 — 1)
(L+v) v+ 2) (v + 2i41)

cancelando de este modo el polo en z; = z;11 + 1 de modo que se puede usar
el mismo contorno para ambas variables y, ya que el integrando es ahora
antisimétrico para las variables z; y 2;11, la integral es cero.

Finalmente, para mostrar que se satisface la free evolution equation es
suficiente notar que aplicar el operador pr¥ 4 (1 — p) a la integral del lado
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derecho de la ecuacién (2.2.1) es equivalente a multiplicar el integrando por
el factor Hf £ +ZJ lo cual se infiere a partir de la igualdad:

[pr +(1-p)] = (

v+ 2z \" etz
2 v+ 2z

]

Un segundo paso para la prueba del teorema (2.2.1) consiste en expresar
los momentos de la funcién de particién como una suma de integrales multi-
plies sobre un mismo contorno. Presentamos dicho resultado en la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.3. Para toda n,t > 0 se cumple la siguiente igqualdad:

1 ] 1 ey
k — | oo —_—
E [Z(t,n) ] k! Z mqlms! - - - (27m')l(>\) / /det (fui — v — )\i>- ;

A=k 1,j=1

X H f(Uj)f(Uj + 1) cee f(’Uj + /\j - 1>dU1 tee dvl(/\)

g (v) v+o\" (pt+o\' 1
gBP(v+1) v v+v) v+v
Cada contorno de integracion es una circunferencia pequena al rededor del
origen y excluyendo el punto —v. Cada particion A= k (es decir, Y, \i = k)
se puede denotar por X = 1™2™2 ... o cual significa que el numero i se

repite m; veces en la particion X y l(\) es la cantidad de componentes no
nulos en la particion \.

donde

Demostracion. Una aplicacién directa de la proposicién (2.2.1) cuando ny =

ng = - -+ = nyg nos da el siguiente resultado
ZA — RB
E|Z(t = )d
Z00)] = o [ - /EBA_ZB_lﬂfzg 4.

Para completar la prueba recurrimos a la proposicién 3.2.1 de [BC14] en su
caso limite cuando ¢ — 1 de donde directamente se obtiene el resultado. [

Teniendo estas dos proposiciones a la mano podemos completar la prueba
del teorema (2.2.1).
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Demostracion de la Proposicion (2.2.1). Primero establecemos la notacién
= Z [(t,n)k] El caso limite cuando ¢ — 1 de la proposicién 3.2.8 en
[BC14] muestra que

k

u
S iy = det( + K)izz.oxcn)
k>0 '

donde det(I + K) es el determinante de Fredholm del operador K definido
por el kernel

u" fo)f(up+1)--- flur+n1 — 1)
V1 +Np — Vg

K<n17vl;n27v2> —

y Cy es una circunferencia positivamente orientada al rededor del origen y
que excluye el punto —v.

Ya que |Z(t,n)| <1 podemos usar el teorema de convergencia dominada
para intercambiar la suma y la esperanza en la expresion anterior, de modo
que tenemos la siguiente igualdad:

ut Z(t;n)
D gy = B[]
k>0
Por lo tanto, la prueba concluye si demostramos el siguiente lema. O

Lema 2.2.2. Para cualquier v € C\ Ryq tal que |u| < 1 se cumple lo
stquiente:

ZOO ) 1
u p—
- gBP(v+n)v+n—
1 1/2+ioc0 . gBP(v) ds

— I'(—s)I'(1 —
270 1 j9—ioo (=s)T (1 +5)(-u) gBP(v+s)v+s—1

Demostracion. Para probar este lema usamos el hecho de que el residuo de
la funcién T'(—s)'(1 + s) en el punto s = k es (—1)¥*1, por lo tanto usando
el teorema de residuos tenemos

= . g7 (v) 1
E u
gBP(v+n)v+n—1
1 gBf (v) ds

omi Pl + S)(_u)sgBP(U +s)v+s—0

n=1
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donde H es un contorno negativamente orientado encerrando todos los ente-
ros positivos, por ejemplo el contorno uniendo los puntos desde oo — ¢ hacia
1/2 — 4, luego hacia 1/2 + i y luego hacia oo + i.

En [Erd+53] se prueba que la funcién gamma tiene la propiedad de que
para cualquier 0 > 0 se cumple:

[(z) = V2re #2772 (14 O(1/2))
cuando |z| — ooy |arg(z)| < ™ — 0.
Recordando ademas que
F(v+s) }" [T(l/+v+s)
Mv+v+s) C(p+v+s)

t
gBP(v+s):{ } I'v+v+s)
se obtiene la siguiente expresion:

g7 (v +s) =

(v—p)t 1
\/%e—u—v—s(y U+ S)I/+v+s—1/2 (V +ov+ 5) 1+0( =
(v 4 v+ s)w s

Esto implica que cuando s tiende a ocoe’® con ¢ € [—7/2,7/2], entonces
1/gP (v + s) decae exponencialmente en |s| y ademds la expresién

(—u)’

T 1

sin(ms) v + s — v’

estd acotada cuando ¢ # 0. Por lo tanto, podemos deformar el contorno de
integracién H a la linea recta R(z) = 1/2 y de este modo tenemos el resultado
buscado. O]

Dada la equivalencia entre el polimero beta y el camino aleatorio beta
en el sentido de la proposicién (2.1), este tltimo teorema nos proporciona
el siguiente resultado analogo para el camino aleatorio beta que permite
expresar la funcién P(t,x) como un determinante de Fredhom.

Teorema 2.2.2. Sea u € C\ Ryg. Sea t un entero no negativo y x €
{—t, - ,t} con la misma paridad y ademds o y B positivos. Entonces se
cumple

E [euP(tpc)] = det ([ + KfW)LQ(CO)

donde el contorno Cy es una circunferencia pequena positivamente orientada
que contiene el origen pero no contiene a —a — 3 ni —1 y el operador KEW
L2(Cy) — LL?(Cy) estd definido por el kernel

1 1/2+’i00 RW
KfW(U, 'U,) — _/ : @ _u)s g (U) ds
270 J1j2—ico SID(TS)
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y donde la funcion g™ viene dada por

AW () — {%} o {M} R I'(0) (2.2.3)

g INa+wv (o +v)

2.3. Fluctuaciones en el camino aleatorio be-
ta

Al igual que en los modelos vistos en el capitulo anterior, este tipo de re-
sultados que relacionan la transformada de Laplace de la cantidad a estudiar
en el modelo con un determinante de Fredholm resulta clave para estudiar
las fluctuaciones de la cantidad de interés que en el caso del polimero beta
es la funcién de particién y en el caso del camino aleatorio beta es la funciéon
aleatoria P(t,x).

Antes de ver el teorema referente a las fluctuaciones de P(t,z) y su dis-
tribucién limite, enunciamos el siguiente resultado de [RSY13]

1
lim —log P(t,xt) = —I(x) P c.s.
t—oo t

Este resultado fue obtenido por Rassoul-Agha et al. quienes expresan la fun-
cién I(x) como la transformada de Legendre de otra funcién. Posteriormente
Barraquand y Corwin obtienen el mismo resultado expresando la funcién
I(x) de forma mas explicita mediante las siguientes ecuaciones

Uy (0 +a+p)+Vq(0) —29,(0 + )

z(0) = (2.3.1)

U0 +a+pB)— V(0 + o)

I(x(0)) = U,0) =00 +a+pB)

(W0 +a+ B) — V()]
FUO+a+B) —TO+a) (232)

donde, como antes, ¥ es la funcién digamma y ¥, es la funcion trigamma
(W1(2) = W'(2).

Barraquand y Corwin prueban en [BC17] que las fluctuaciones del loga-
ritmo de P(t,xt) al rededor de su media asintética —I(x)t son del orden de
t'/3 y convergen a la distribucién de Tracy - Widom GUE cuando z estd
dada por la ecuacién (2.3.1). Sin embargo dicha prueba solo abarca el caso
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particular donde los parametros o y f son ambos iguales a 1 y dejan como
conjetura que el mismo resultado se cumple para cualquier par de parametros
a y [ positivos.

Notemos que en caso particular « = = 1 el ambiente beta es equivalente
a un ambiente definido por una variable aleatoria uniforme en (0,1) y las
ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2) se simplifican:

() = % (2.3.3)
y
1(a(6)) = m (2.3.4)

de modo que para este caso particular la funcion de tasa I se puede expresar
explicitamente segin I(z) =1 — /1 — 22,

El siguiente teorema es el resultado mas importante de Barraquand y
Corwin y en el siguiente capitulo extedermos su validez para conjunto mas
amplio de parametros.

Teorema 2.3.1. Sean 0 < 0 < % y los parametros o y  ambos iguales a 1,
entonces se cumple:

i P log P(t, z(0)t) + I(x(0))t
t—00 t'30(x(0))

donde o(0) estd definida por:

20%(0) = Wy (0 + ) — Uy(a + B+ 0)
Uy(a+6) -V (a+[8+0)

En el siguiente capitulo damos mas detalles sobre la prueba de una version
mas general de este tltimo teorema en el que levantamos la restriccion de
que « y [ sean ambos iguales a uno. Antes de pasar al siguiente capitulo,
terminamos esta secciéon con un lema estandar que serd necesario para la
prueba del teorema (2.3.1) y cuya prueba se puede encontrar [BC14].

Lema 2.3.1. Considerar una secuencia de funciones {f,}n>1 que toman
valores reales y llegan al intervalo [0, 1] tal que para cada n, la funcién f,(x)
es estrictamente decreciente en x con limite igual a 1 cuando v — —o0 y
con limite igual a 0 cuando x — o0o. Ademds para cada § > 0,en R\ [—0, J]
cada f, converge uniformemente a lg<oy. Para cualquier r real definimos
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I (x) = fulz —r) y consideramos una secuencia de variables aleatorias X,
tal que para cada r

E[fa(Xn)] = p(r) (2.3.7)
y st ademds p es una funcion de distribucion de probabilidad continua, en-

tonces X,, — p en distribucion.

Demostracion. Sean s < t < u, por las hipdtesis para f, se sigue que para
todo € > 0 existe ng > 0 tal que para todo n > ng

Efi(Xn)] —e <P(Xy <) SE[fR(Xn)] + € (2.3.8)

Estas desigualdades se siguen de la convergencia uniforme fuera de cualquier
intervalo que contenga el origen. Ademads por la convergencia E [f3(X,,)] —
p(s) cuando n — oo se sigue que existe un n; > ng tal que para toda n > n,

p(s) —2e < P(X, <t) < plu)+2e
Esto implica que

p(s) — 2 <liminf P(X,, <t) < limsupP(X,, <t) < p(u) + 2¢

n—0o0 n—oo

ya que lo anterior se cumple para cualquier ¢ > 0 tenemos

p(s) < liminf P(X,, <t) <limsupP(X, <t) < p(u)

n—0o0 n—00

Lo anterior se cumple para s < t < u por lo que podemos tomar limites de s
y u tendiendo hacia ¢t para obtener

lim <liminfP(X, <t) <limsupP(X, <t) < lim p(u)

s—t~ n—00 N—00 u—tt

Ya que p es continua se sigue que las cotas de la derecha e izquierda en la
ecuacion anterior son iguales y por lo tanto

lim P(X,, <t)=p(t)

n—oo

Usando el lema anterior con

_eo(0)t!/3a

fi(z) =€
_ log P(t,z(0)t) + I(x(9))t

X
! t1/30(0)
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se tiene el siguiente resultado véalido para cualquier « y [ positivos:

log P(t,z(0)t) + I(x(0))t
lim E [euP(t,x(H)t)] — lm P |28 (t, z(0)t) + 1(x(0)) < (2.3.9)
t—00 t—00 t1/3o'(0)
donde u = —exp{tl(z(0)) — t'30(0)y} y siempre y cuando el limite de la
izquierda converja a una funcién de distribucion lo cual esta asegurado por
el teorema (2.2.2) y el hecho de que

lim det (I+ K%)LQ(CO) = det (I = Kai)p2(,00) = Faun(y) (2.3.10)

Finalmente, note que por las ecuaciones (2.3.9) y (2.3.10) junto con el teorema
(2.2.2) tenemos como resultado el teorema (2.3.1).

Queda entonces por probar la igualdad anterior (2.3.10) que nos da el
limite del determinante de Fredholm del kernel K 3(\?)] como una funcién de
densidad. La prueba que presentamos para dicho resultado es valida sin la
restriccion a« = [ = 1 y se detallard en el siguiente capitulo después de
enunciar las versiones méas generales de los teoremas vistos en este capitulo.
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Capitulo 3

Generalizacion de resultados
para el beta RW

En este capitulo enunciamos los resultados que generalizan teoremas prin-
cipales del capitulo anterior y presentamos las pruebas que aplican tanto para
este caso mas general como para los casos particulares expuestos en el capitu-
lo anterior. Las resultados y las pruebas presentadas en este capitulo fueron
publicadas en [OPR22].

A lo largo del presente capitulo conservamos las notaciones establecidas
en el capitulo anterior para el camino aleatorio beta y el polimero beta,
en particular recordemos que P(t,z) = P(X; > z) describe la posicién del
camino aleatorio.

3.1. Teoremas generalizados para el camino
aleatorio beta

Uno de los principales resultados de este trabajo es la siguiente extension
del teorema (2.3.1) sobre las fluctuaciones de P en el camino aleatorio beta.
En la versiéon que presentamos a continuacion ampliamos el rango de valores
admisibles para los parametros o y :

Teorema 3.1.1. Para cualquier o« y  positivos y 8 € (0, min{0.5,0.69})
tenemos que

lim Py g log P, (t, z(0)t) + I(x(0))t

t—00 tl/SU(e) <y| = FGUE(y) (3.1.1)
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En particular, si & > 0.73 entonces el resultado anterior se cumple para
toda B > 0y 6 € (0,0.5). Cabe mencionar que el caso x = 3 = 1y
¢ € (0,0.5) fue probado por Barraquand y Corwin (lo exponemos en el
capitulo anterior) y el caso « = 1y 3 > 0 fue probado recientemente por
Kortkikh en [Kor22|. Para levantar estas limitaciones sobre los parametros se
requiere de cuidadosas estimaciones que involucran a las funciones poligamma
que detallamos en el anexo.

Nuestro segundo resultado importante muestra que las fluctuaciones con-
tintan siendo del orden de t'/3 y convergen a la distribucién de Tracy-Widom
cuando los parametros a y [ tienden a infinito. Notemos que cuando 6 per-
manece constante y oc y (3 tienden al infinito, de la definicién de x(€) en la
ecuacion (2.3.1), se tiene que z(0) — 1.

Para enunciar este segundo resultado, introducimos la siguiente funcion
que determinara la tasa a la cual o y 3 pueden converger al infinito:

g(x,y) = S — for x > 0,y > 0. (3.1.2)

z(r +y)
En el teorema anterior los parametros o« y 3 permanecian constantes mientras
que en el siguiente teorema, que es nuestro segundo resultado importante,
estos parametros varian con el tiempo cumpliendo las siguientes condiciones

tlgilo X = 00, tliglo B: =00 (3.1.3)
y
t—o00

Note que como ahora « y 8 varian con el tiempo, entonces las cantidades
z(0) y o(f) también dependen del tiempo ya que segin las ecuaciones 2.3.1
y 2.3.6 estas dependen de x y 3.

Teorema 3.1.2. Consideremos una familia de caminos aleatorios beta de
parametros (o, Bi) que cumplen las condiciones 3.1.3 y 3.1.4. Entonces para
toda 0 € (0, %) se tiene

log P, (t, z(0)t) + I(x(0))t
11/30(0)

lm Po, g, <y| = Feur(y) (3.1.5)

Recalcamos que en el caso particular en el que oy = 1" y B¢ = cot® para
ciertas constantes c¢; y ¢y positivas cumpliendo ademas

r+ max(r —s,0) <1 (3.1.6)

entonces las hipotesis 3.1.3 y 3.1.4 son satisfechas.
En las siguientes secciones abordamos la prueba de estos teoremas.
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3.2. Prueba de los teoremas 3.1.1 y 3.1.2

Comenzamos mencionando que siendo valido el teorema 2.2.2 que relacio-
na la transformada de Laplace de la funcién P del camino aleatorio beta con
un determinante de Fredholm de kernel KF* definido en la ecuacién 2.2.3.
También continia siendo véalido el lema (2.3) y por lo tanto nuevamente la
prueba se reduce a un analisis asintético del determinante de Fredholm de
kernel KW sobre el contorno Cy para probar que converge a la funcién de
densidad de la distribucién de Tracy-Widom tal como en la ecuacién (2.3.10)

Notemos que, tomando v = u(y) como en la ecuacién 2.3.9, es posible
reescribir este kernel de la siguiente manera

Ltico

KEW(U7U/> _ L /2 . T et[h(z)—h(v)]—tl/so(e)y(z—v)F(U) dz

211 J1 i sin(m(z — v)) [(z)z—7
(3.2.1)

con h(z) definido segin

1—x(6) o {F(oc—l— z)} N 1+ z(0) log { '+ 2) ]
2 I'(z) 2 Cloe+ B+ 2)
(3.2.2)
Se puede verificar facilmente que # es un punto critico de la funcién h de
modo que h'(0) = h"(0) = 0 por lo que es conveniente deformar el contorno
de integracion del determinante de Fredholm de Cj al contorno Cy definido
por

h(z) :=1(x(0))z +

Co:={2€C:|z| =6} (3.2.3)

También necesitamos modificar el contorno de integracién del kernel KW de
modo que intersecte el punto critico 6

Dy={0+iy:yecR} (3.2.4)

Al hacer estos cambios de contornos el determinante de Fredhoml no se altera
ya que las deformaciones correspondientes no tocan ningiin polo del integran-
do siempre y cuando € < min{o+ f3, %} y ademads en estos nuevos contornos
la funcion h tiene un comportamiento particularmente adecuado que se deta-
lla en la siguiente subseccion y que sera 1til para realizar el analisis asintotico
del determinante de Fredholm.

Introducimos también las siguientes notaciones para la parte de los con-
tornes cercanas al punto critico 6

Cs = CyN B(b,¢)

D; = Dg N B(G, E)
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donde B(6,¢€) es la bola centrada en 6 de radio e.

Como ya hemos mencionado, la prueba de los teoremas 3.1.1 y 3.1.2 se
reducen al analisis asintético del determinante de Fredholm que aparece en
el teorema (2.2.2) y para este fin es conveniente modificar el contorno Cf a
un contorno en forma de cuna cerca al punto critico

Wy = {0+ |yle'™ W) oy € [~ L, L]}

donde los valores de L y ¢ son escogidos de modo que los puntos extremos
de los contornos C§ y W} coincidan. Notemos que para € suficientemente
pequeiio podemos reemplazar el contorno C§ por W} y definimos también
el contorno que resulta de reemplazar este pequeno pedazo de cuna en la
circunferencia (ver figura (3.1)). Para esto primero denotamos por Cf™* :=
Cy \ B(6,¢€) a la parte de la circunferencia de radio € que estéd alejada una
distacia mayor a e del punto critico #. Teniendo esto en cuenta definimos:

Vy = WQL U C§’+

Figura 3.1: Contorno V, compuesto por la unién de los contornos C’g’Jr y Wk,
y en lineas discontinuas el contorno Cj.

Finalmente, definimos también la cuna compuesta por dos rayos partiendo
del punto 6: ‘
Wge = {9 + |yleim—o)sen) .y ¢ R}

Para enunciar la siguiente proposicién introducimos la definicién del kernel
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K, paratodoy € R

« / 1 coei™/3 1 ez3/3—yz p 505
y(w,w') = %/mwa ) w2 e (3.2.5)

donde el contorno de integraciéon es sobre un contorno en forma de cuna
infinita formada por dos rayos en las direcciones —m/3 y 7/3.

Proposicién 3.1. Considerar la siguiente igualdad

lim det (I - KfW)LQ(CG) = det (I + K,) 12y (3.2.6)
(i) Para todo « y B positivos y 0 € (O, min{3, 0.6906}) la igualdad anterior
es satisfecha.

(11) Asumir que (ou)i>o0 Y (Bt)i>0 satisfacen las condiciones (3.1.3) y (5.1.4).
Entonces para todo 6 € (0, %) la 1gualdad anterior es satisfecha.

La prueba de esta proposicién esta dividida en dos partes. En la primera
parte reducimos los contornos de integracién para quedarnos solo con los con-
tornos cercanos a # mostrando que el valor limite contintia siendo el mismo,
es decir:

) RW _u RW
tllglo det (I — K, )LQ(Cg) = tlgglo det (I — K% )L2(C§) (3.2.7)
donde
KW (p,0/) = L / I o) ~h ()]~ (0)y(z—v) I'(v) dz
v 2mi Jpe sin(m(z — v)) [(z) z—
(3.2.8)

Mientras que la segunda parte de la prueba aborda la siguiente igualdad

lim det (I — K%

t—o00 Y€ ) L2 (05

= det (1 + Ky) 2 (3.2.9)

Los detalles de la prueba serdan dados en las siguientes secciones. A partir
de la proposicién (3.1), los teoremas (3.1.1) y (3.1.2) se siguen directamente
teniendo en cuenta la identidad

valida para toda y € R y cuya prueba se puede encontrar, por ejemplo, en
[BCF14]. Queda entonces por probar la proposicién (3.1). Primero proba-
remos algunas estimaciones necesarias para la prueba del teorema (3.1.1) y
las versiones cuantitativas de estas estimaciones que seran necesarias para la
prueba del teorema (3.1.2).
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3.2.1. Comportamiento de la funcion h a lo largo de
los contornos de integracion

En esta subseccién enunciamos tres lemas que describen las propiedades
de la funcién h a lo largo de los contornos Cy y Dy. El primero es una version
cuantitativa del lema 5.5 de Barraquand y Corwin el cual tiene la restriccion
a = [ = 1. En este trabajo se levanta dicha restriccién con el costo de tener
que escoger el parametro ¢ suficientemente pequeno.

Lema 3.2.1. Para todo o« > 0, f > 0, 6 € (0,min{0.5,0.69}) y con ¢ €
[0, 27] se cumple que ' ‘

R [0 (0€'?)] > 0 (3.2.11)
Ademds, existe un oy > 0 tal que para o > «, f > 0, ¢ € [0,27] y 6 € (0,0.5)
se cumple lo siguiente

R [i0e'h' (6e')] > C30%g(a+ 1, 8)(1 — cos ¢) sin ¢
para alguna constante C5 > 0 dependiendo solo de o y ademads creciente en
a.

Algunos célculos numéricos realizados sugieren que la desigualdad (3.2.11)
es falsa para algunos valores de @« > 0, § > 0 y 6 > 0, inclusive cuando
0 € (0,0.5). Sin embargo, se conjetura que los teoremas (3.1.1) y (3.1.2)
siguen siendo validos para a > 0, 5 >0y 6 > 0.

El segundo lema que presentamos en esta subsecciéon es una versién cuan-
titativa del lema 5.4 de Barraquand y Corwin.

Lema 3.2.2. Para todo o >0, >0 y 0 > 0 tenemos que
(i) S[W(0+iy)] >0 paray >0 y S[H (0 +iy)] <0 para y < 0.
(i) S[K'(0 +iy)] = yH(0,y, o, B) donde

H(eﬁy7a7ﬁ)2
Vi@ +a) Vi@ +atpf) (7 vz —0)
U0 - 0@+ at ) /9 — (CETEE (3212)

Finalmente, el tercer lema de esta subseccion es el siguiente requerimiento
técnico

Lema 3.2.3. Para todo « > 0, 5 > 0 y 0 € (0,min{0.5,a}) tenemos lo
stguiente

s30)  hA(6)
9 ta 0
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Nuevamente, calculos numéricos nos indican que el lema anterior no se
cumple para algunos valores a > 0, f > 0y 6 € (0,0.5) pero se conjetura que
el teorema (3.1.1) sea verdadero en este régimen mas amplio de parametros.

Las pruebas de estos tres lemas importantes (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.3) seran
desarrolladas en una seccion posterior. Por ahora continuaremos con algunas
consecuencias importantes.

Del lema (3.2.1) obtenemos el siguiente corolario que extiende el lema 5.5
de Barraquand y Corwin para o > 0y 3 > 0 arbitrarios.

En lo que sigue, diremos que el contorno Cy tiene la propiedad de descenso
més répido para la funcién —R(h) si R [h(0e™®)] es estrictamente creciente
para ¢ € (0,7) y estrictamente decreciente para ¢ € (—,0).

Corolario 3.2.1. Para todo o >0, >0 y 6 € (0, min{0.5,0.69a}) el con-
torno Cy tiene la propiedad de descenso mds rdpido para la funcion —R(h).

Por otro lado, de la parte (i) del lema (3.2.2), obtenemos el siguiente
corolario

Corolario 3.2.2. Para todo a« > 0, > 0 y 8 > 0 el contorno Dy tie-
ne la propiedad de descenso mds rapido para la funcion R(h) en el sentido
que R[h(0 + iy)] es estrictamente decreciente para y positivo y estrictamente
decreciente para y negativo.

Los resultados anteriores describen importantes propiedades del compor-
tamiento de la funciéon h sobre los contornos de integraciéon Cy y Dy, sin
embargo, con la finalidad de evitar la singularidad de h en el punto 6 de-
bemos modificar estos contornos ligeramente y obtener resultados sobre el
comportamiento de h en estos nuevos contornos. Con esta finalidad, para
cada r > 0, definimos

Dy =Dy — B(O,r)
VZ’—F = VQE - B(07T)

También definimos la semicircunferencia

1
Sé:{Z€C|Z—9|:W,§R<Z—(9>ZO}

y el contorno
14-1/3

Dy:=Dy " TuUS

Ver la figura para una representacion de estos contornos junto con el contorno
€
Vi
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La presencia del factor ~! en la definicién de D} serd irrelevante en

la prueba del teorema (3.1.1), ya que solo representa el producto por una
constante independiente de ¢. Sin embargo, este factor serd un tema delicado
en la prueba del teorema (3.1.2) donde o(f) — 0 cuando ¢ — oo. En lo que
sigue adoptaremos la notacién o, = 04(f) para mostrar la dependencia del
tiempo ya que o depende intrinsicamente de los parametros o; y ;.

Figura 3.2: Los contornos Vj y D} evitan la singularidad en 6.

Lema 3.2.4. Para todo o > 0, 3 > 0,60 >0 yt > ty, donde atoté/?’e > 2,
tenemos que para toda z € Dg

R[h(z) — h(0)] < 128g(a, B)W

Demostracion. Para z € Dy — B(0, 0~ 't7'/3), el lema se sigue directamente
del corolario (3.2.2). Para z € DN B(6, 0~ t~'/3) tenemos que, para t > t,
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donde t; es tal que até/?’H > 2,

1 1 1
= 64g(a, 5)@% Z TEYITE
k=0
1

< 1289(%5)@

donde hemos usado la expansiéon de Taylor en la primera desigualdad y la
parte (iii) del corolario (A.0.1) para la segunda desigualdad. O

Corolario 3.2.3. Para a >0, >0 y 0 € (0,min{0.5,0.69a}) se satisface
lo siguiente

(i) Erviste una constante Cy > 0 tal que para toda z € Dy" y v € Cy
tenemos que

R[h(2) = h(v)] < =Cub(a, B,0)€*
donde h(a, 5,60) >0 y para « > 1 y > 1 tenemos que

b(a, 8,0) = Cs5(0)g(a, B) (3.2.13)

para alguna C5(0) > 0 que no depende de o ni de 3

(ii) Eziste una constante Cs > 0 tal que para toda z € Dy yv € Oy = V"
tenemos que

R[a(z) = h(v)] < —Cee'gla + 1, 8) + 1288(c, B) o

Demostracion. Prueba de la parte (i). Por el corolario (3.2.1) tenemos que
R[1(0) — h(v)] < 0 lo cual implica que R[h(z) — h(v)] < R[h(z) — h()]. Por
otro lado, por el corolario (3.2.2), tenemos que R[h(z)] es decreciente en y
para z = 6 + 1y cuando y > € y es creciente en y para z = 6 + iy cuando

y < —¢, de modo que R[h(z) — h(6)] < R[1(0 + ie) — h(0)] para z € Dy™. De
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lo anterior se sigue que

RlA(2) = h(v)] = R[h(z) = h(0)] + R[A(O) = h(v)]

|
2
<

I
|
&
=
—~
>
+
.
s
=
NS

donde en la ultima desigualdad hemos recurrido a la parte (i) del lema
(3.2.2). Ahora,

H(0,y,a,B) > 8y

T (0+a)— U0+ a+pB) /9+a (z — 0)dz
0 [(

Uy (0) — 91(0 + a+ B) = r+n)2+ 1P
Definiendo
U0 +a) V(@ +a+p8) [ (x — 0)dx
b )= D G et 5, ST

n>0

finalizamos la prueba.

Prueba de la parte (ii). por el corolario (3.2.1) y el hecho de que v €
Oy, tenemos que R[h(0) — h(v)] < R[A(0) — h(Oe¥+)], donde ¢, es tal que
0ei?* — 0] = . Luego, por el lema (3.2.4) tenemos que

Rlh(z) = h(v)] = Rh(2) = 1(0)] + R[A(0) — h(v)]

< 128¢(a, B)L + R[W(G) — h(Be')]

0503t
1 b 0
~ 1280l B) g — | 5RO a0
(o ‘ ‘
- 128g(a,ﬁ)m - R[i0e ' (0e'))do
< 128¢(a, 5)@ —c'erg(a+1,8)

para alguna constante ¢y, donde en la ultima desigualdad hemos usado el
lema (3.2.1). O
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3.2.2. Cotas para el integrando

En esta subseccién aplicamos las estimaciones de la subseccién anterior
para hallar algunas cotas del integrando que aparece en el determinante de
Fredholm.

Lema 3.2.5. Para cualquier o« y 3 positivas, con 6 € (O,min{%,O.GQo&}) Y
e € (0, g), tenemos las siguientes cotas importantes:

(i) Para toda v € Cp, 2 € Dy™ yt >0 tenemos

h(z)—h(v)]—t'/30(0)y(z—v)

A < o tCaetb(aB.O)+t1 /o (0)]yle (3.2.14)

i) Para todav e Cyt =Vt 2 e Dbyt >0 tenemos
0 0 0
() =h()] =t 2o (O)y(z—v) | < ,—tCoeg(a+1,8)+128g(x.B) g5 5 +2t"/ 2 (0)ly]

B (3.2.15)

(i1i) Existe una constante C7(0, ¢, x, ) > 0 independiente de & y 3 cuando
x>1yp>1, talquepamtodaveWéfe,zeDg oveCs, ze€ Dby
t > 1, tenemos

1
o 07(97 €, X, B)

() =h(v)] =30 (0)y(z—v) e~ CTOea B O—0F (3 9 16)

Demostracion. Prueba de la parte (i) y parte (ii). La parte (i) se sigue del
corolario (3.2.3) en su primer item junto con la siguiente desigualdad

6t[h(z)7h(v)]7t1/3¢7(9)y(zfv) — etéR[h(z)fh(v)]7t1/3a(0)y§R(zfv)

< o~ tCie (@ B0+ o (O)y]

De manera similar, la parte (ii) se sigue del corolario (3.2.3) en su segundo
item.

Prueba de la parte (iii). En este caso usamos la desigualdad R(z — v) <
R —0)+RO—v) <o 24 |v—0|y el lema (3.2.4) para concluir que
la expresion

R {t[h(z) — h(v)] — t"Pa(O)y(z —v)} =
R{t[A(z) = h(O)]} + R{t[A(0) — h(v)] = "o (O)y(z —v)}

estd acotada superiormente por

R{L[h(0) — h(v)]} + 128g(av, B) +t Ba@)|yllv— 0] +|y|  (3.2.17)

@503
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donde para acotar el primer término de la expresién anterior usaremos una
aproximacién por serie de Taylor de h(v) al rededor de 6. Recalcamos que
v e W, owv e Chy definamos v por

V=04 —
a(0)tl/3
y h(v) = h(v). Entonces
. * 1 ot 1, ot 1 *)
th(v) = th(0) + 57— (0) + J; —mh®(0) + ; iy ()
Asi tenemos
. 1 ot 1, 193] o= €573,
‘th(v) —th(f) — a;h( )(0) — th( )(0)‘ < = 2 —!h( )(0)

Ahora a partir de la parte (iii) del corolario (A.0.1), tenemos que

@3 OO Ek*3 (k)
D IR ()
k=5

9(0.8) | g~
< 6473 ){03|29k+2
k=5

g(a, ) 51 5

donde en la ultima desigualdad hemos usado que € < g. Se sigue que

‘t%[ﬁ(@) — h(9)] — éR(?)U ) - %E; )0421/3

g, f) »1 |
h(4)(9)‘ S 128—3€2w ‘U3|

(3.2.19)
Por otro lado, ya que v € nge ov € Cf, se tiene que el argumento de v
es £ [2 4+ 5 + o(€)]. Luego, a partir de que h(¥(f) < 0 (ver parte (v) del

corolario A.0.1) y (0t1/3)_1 |7] < € tenemos que

§R(1_)3) §R(Q_}4> 1 4 . 36 |1—)3| 26 h(4)<0) |1_J|4
T a4t1/3h( )(9) =sin { 5 + o(€) 5 cos | 5 + ofe) AR AT
1 [o3 A4 (0 o3
<~ |55+ g+ 0 + a0
a1 [o® (6 ) @
= —eo’— {% 4,( )] + o01(€)]0]* + 02(e)|0]? 03( )

(3.2.20)



donden, en la ultima desigualdad, hemos asumido que € es suficientemente
pequena. Ademds, por las partes (iii) y (iv) del corolario (A.0.1) y por el
lema (3.2.3), tenemos que c2(6, o, ) es una constante positiva independiente
de ay f cuando o > 1y > 1. Luego, de las ecuaciones (3.2.19) y (3.2.20)
y usando nuevamente la parte (iv) del corolario (A.0.1), tenemos que para €
suficientemente pequeno

—tR[R(0) — h(O)] < —cs(0, o, B)elv]”
donde c3(0, i, ) no depende de ay § para > 1y 5 > 1. Luego
—tR[A(v) — h(0)] < —c3(0, . B)ea” (O)t|v — O]
y a partir de la cota en la expresion (3.2.17) y el lema (3.2.4) tenemos que
h() B30 (0)y (=)

< ot h(2) =R (O)]+t[A(0) —h(v)]~t' /3o (0)y(z—v)

1280(0,8) g5z RIA(O)~h ()] +11/ 30 (B)|y(s—v)

IN

e
< 6—03(9,04,5)61503(9)|v—9|3+1289(o¢,,3) 65103 +cqt'/30(0)|y|lv—0]

lo cual prueba la parte (iii). O

3.2.3. Prueba de la proposicién (3.1)

La prueba se basa en las propiedades de descenso més rapido a lo largo
de ciertos contornos apropiados que ya hemos definido. A lo largo de algunos
pasos iremos deformando el contorno Cy a Vi y el contorno Dj con la finalidad
de evitar singularidades en el kernel K™ (v, v) cuando v = v' = 6. Se prueba
que la integral del determinante de Fredholm sobre el contorno fuera de la
bola B(0,€) tiene contribucién nula en el limite.

Paso 0. Como se menciono lineas arriba, primero deformamos el contorno
de integracién que aparece en la definicién del kernel KW (v,v') de Dy2 a
D}, de modo que

K™ (0, o) = - / T et e L) dz
o 2mi Jpy sin(m(z — v)) ['(z)z—
(3.2.21)
Paso 1. En este paso mostraremos que cuando v, v’ € Cp tenemos que
1
[ K™Y (0,0) = K (0,0))] < —e® (3.2.22)
k) C5
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para alguna costante c¢; = c5(0,€,y) > 0 independiente de a y By a; =
al(ea 67057B7y) > 07 tal que

a1(6, €, o, 8,y) > csg9(a, B) paraa>1y 3 >1

donde el kernel K, . fue definido en la ecuacién (3.2.8). Para probar este paso
note que

KW (v, 0') — Kizv(v,v’) =

/ ;et[h(z)—h(v)}—t1/30(9)y(7«’—”)ﬂ dz (3.2.23)
pg+ sin(m(z —v)) [(z)z —v

vaque v € Cyy z € D", por la parte (i) del lema (3.2.5) podemos acotar
la exponencial en el integrando

et[h(z)fh(v)]7t1/3a'(0)y(zfv) < eftC464b(a,ﬁ,9)+t1/3o|y\e (3224)

Ahora, para acotar la funcién gamma recalcamos que |I'(z + iy)| ez ¥ |y|'/2~* —
V21 cuando y — £oo para x e y reales (ver por ejemplo [Bat53]). Esto im-
plica que

1 T |Cx
IT(2)| > —e 215G (3.2.25)
Ce

para z € Dy para algun cg(e) > 0. Ademds tenemos que
| sin(m(2))] > cre™SC) (3.2.26)

para algin ¢; > 0. Por lo tanto, por la ecuacion 3.2.24 tenemos que para
v, €Cyy z € D§’+ se cumple que

i et[h(z)—h(v)}—t1/30(0)y(z—v) F(U) 1

sin(m(z — v)) L(z)z—" |~

Cg|F(U) |€_% |%(Z)‘e—tC4e4b(a,ﬁ,9)+t1/30'(9)|y|E (3227)

para algin cg = cg(6,€) > 0. Note que, ya que v € Cy, se tiene |['(v)| < ¢o(0).
Luego, a partir de la desigualdad (3.2.27) y usando el hecho de que

bla,5,0) = C5(0)g(e, 5)  paraa=>1yp=>1 (3.2.28)

(ver parte (i) del corolario 3.2.3 y parte (i) del lema 3.2.5) junto con la parte
(iii) del corolario A.0.1 y el lema 3.2.3 para obtener una cota superior para
o, obtenemos la desigualdad (3.2.22).
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Paso 2. En este paso probaremos que para v € C’;Hr y v € Cy se cumple
que
1
| K (0,0 < | K (0,07)] < —e ! (3.2.2)
’ 10

para cierto par de constantes a(f,«, 3,y) y cio0 = c10(0, €,y) positivas tales
que

= a(eaaaﬁay) > Clﬁg(a76) para o > 1 y 5 > 1. (3230)

Usando nuevamente las estimaciones (3.2.25) y (3.2.26) y la parte (ii) del
lema (3.2.5) obtenemos que (aqui z € Dj)

m et[h(z)fh('u)]7t1/3a(0)y(z7v)F(U) 1
sin[r(z — v)] ['(z)z—1
en|D(v)|e 2 8@le —tCeeg(at1,8)+128g(v,B) g +2t 2o (o) |y

para alguna constante ¢;; = ¢11(6,¢) > 0. Integrando sobre z y usando la
parte (iii) del corolario (A.0.1) para acotar o obtenemos (3.2.29).
Paso 3. En este paso probaremos que cuando v € C§ y v € Cy tenemos
que
1 , ,
‘KRW / ‘ S ‘K5W<U7'Ul>‘ S _O_tl/3€7012ta5‘v79‘5 <3231)
C12

para alguna constante c1o = ¢12(0, €, v, 5) > 0 tal que
c12(0,€,a, B) > 13 fora>1yp>1

para alguna constante ppsitiva ci3 independiente de o y 8. En efecto, por
la parte (iii) del lema (3.2.5) junto con las expresiones (3.2.25) y (3.2.26),

usando la desigualdad
zZ—v

sin[m(z — v)] ‘ = cu (3:2.32)

y el hecho de que |z —v'| > ¢35 (Utl/?’)*l, obtenemos lo siguiente

T k@)t Beu—n T (V) 1
sin[r(z — v)] ['(z)z—7

616Ut1/3lr(v)‘6—%|%(z)\c to3(6)lv—0]?

para alguna constante positiva ¢;6 y donde C7(0, €, «, 5) > 0 no depende de
a ni de f cuando o« > 1y 5 > 1, lo cual prueba (3.2.31).
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Paso 4. En este paso probaremos que

Itm det (I — KV) = lim det (I — K™
t—00

L2(Cy) 00 u )Lz(Cg) (3233)

siempre que el limite de la derecha exista. Considere la expansién del deter-
minante de Fredholm

det (I KBW 1+Z n! /C [sz(wla wj)}nf dwl e dwn
0

1,7=1
n=1
Ahora note que la integral de la serie anterior sobre el contorno (Cp)" se
puede descomporner como suma de dos integrales sobre los contornos (C§)"

y (Co)" \ (C§)"
det [ K2 (w;, w;) ?j:l dwy - - - dwy,,

+ / det [Kffw(wi, wj)]?jzl dwy - - - dwy,,
(Co)"\(C5)" ’

Vamos a probar que el limite cuando t tiende al infinito del segundo sumando
en la expresion de arriba se anula.

Combinando las expresiones (3.2.29) y (3.2.31) con la desigualdad de
Hadamard y usando la parte (iii) del corolario (A.0.1) tenemos que

<" (err0t)"? emes (3.2.34)

‘det (K™Y (wy, wj)}nJ .

para ciertas costantes c¢;7 = c17(0,€,,5) > 0y 138 = c15(0, €, 0, 8) > 0 con
la propiedad de que ambas constantes son independientes de a y 5 cuando
a > 1y g > 1. También notemos que el lado derecho de la desigualdad
(3.2.34) define una serie convergente ya que

© o/ .
n 2/3

§ : ‘ 0170_ n/3 e—cngSt < 6*018U3t+26%7(03t) (3235)
n:

n=1

Ahora, en el caso en el que a y 3 son fijos es obvio que el lado de la desigualdad
anterior converge a cero cuando t tiende a infinito. Por otro lado, bajo la
hipétesis de que (a¢),~o ¥ (5t)>o satisfacen (3.1.3) y (3.1.4) tenemos que el
limite de o3t cuando ¢ tiende a infinito es infinito, de modo que en este caso
también tenemos que el lado derecho de la desigualdad (3.2.35) tiende a cero
cuando t tiende a infinito. Se sigue entonces que

—1)n
h’m( )

too 1!

/ det [KRW(wl,wJ)]nJ Ldwy - dwy, =0
(Co)™\(C5)" ’
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lo cual prueba el paso 4.
Paso 5. En este paso probaremos lo siguiente
. RW Y RW
lim det (I — k, )LQ(CE) = lim det (1 — k7 )L2(C§) (3.2.36)
para lo cual usaremos la siguiente desigualdad para la diferencia entre los
determinantes de dos matrices de ornden n, A = (Ay,---,A,) v B =

(B1,--+,B,), donde A; es la columna i-ésima de la matriz A y andlogamente
para la matriz B.

det(A) — det(B)] < S det(Br, -+, By1, Ay — By, Ajy,-+ , A
7j=1

(3.2.37)
Ahora, escogemos A = [KW (w;, wj)}?jzl y B = [K(w;, w;)], y aplicamos
la desigualdad (3.2.37) junto con las cotas (3.2.22) del paso (i) y (3.2.31) del
paso 4 y la desigualdad de Hadamard para concluir que

’det [ng(wi,wj)}zjzl — det [K&gv(wi,wj)}zjzl

1 1/2 n/2 . .
n <n—62“1t) [nclg (0315)2/3] = CQézn(”“)/Q (0375) /2 e mt
Cs

para cierto par de constantes positivas cig = ci9(0,€,y,,5) > 0y o0 =
c20(0,€,y,a, 8) > 0 las cuales son independientes de o y § cuando o > 1y
£ > 1. Al igual que en el paso 4, esto implica que

o0

1
2

n=1

— / . det [KBGW<UJZ, wjﬂ?j:l dwl NP dwn
() ’

/( det [Kf‘w(wi, wj)rj_l dwy - - - dw,,
cs)" nI=

< emenrttad (@) (39 59)

para cierto par de constantes positivas ca; = ¢21(0,€6,y,,5) > 0y o9 =

c22(0,€,y,, ) > 0 las cuales son independientes de av 'y  cuando o« > 1y

8 > 1y, como en el paso 3, concluimos que en el caso en el que a y [ son

constantes y en el caso en el que (a;),~o ¥ (Bt),> satisfacen las condiciones

(3.1.3) y (3.1.4) el lado derecho de la desigualdad (3.2.38) tiende a cero

cuando ¢ tiende a infinito, lo cual combinado con el paso 4 implica (3.2.36).
Paso 6. En este paso mostraremos lo siguiente

limy o det (I — KW

" )LQ(Cg) = det (I + ky)LQ(C)
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Primero notemos que podemos deformar el contorno C§ a W, de modo que
es suficiente probar

RW
Jomdet (1= K)oy

= det (I + ky) 2

Para probar esto, primero hacemos un cambio de coordenadas en las variables

de integracién del determinante de Fredholm y en el kernel K% introducien-
do las nuevas variables z, ¥ y v/ definidas por

z=0+ o 9)t1 vy

V=04 ——z (9)t1/3 (3.2.39)

: v

v=0-+ o vy

Entonces tenemos lo siguiente
RW _ t
det (I — K, ,, vy = det (I-KY),, (W)

donde el determinante de la derecha esta definido por el siguiente kernel

— — 1 ,l_) 7/
0 RW
Ke(/U’ v ) — 1‘1}' |v’\<50't1/3 (e)tl/gK 0 + (9)t1/3 ) 9 + g(9>t1/3

(3.2.40)

Primero probaremos la convergencia puntual del kernel K*. Para esto conside-
remos el contorno L, := Dé’€”t1/3’+ U S formado por las dos lineas verticales
Dé’wtl/g’Jr = {yi:y € [Leat?]} U {yi:ie [-1,—ect'?]} y la semicir-
cuenferencia Sp := {2 : |z| = 1,R(z) > 0}. Ademds denotamos con L., como
el contorno L. con € = co. Entonces tenemos

K!(v,v") =

Lio) vri<eotiss / o 't 'm ie-i@] -y L) 1
271 L. sin[o~1t=1/371(z — v)] L(z)z—

donde
hw)=h(@+o 't Pw) y  T(w) =T (0+0 "t w)

Ahora, notemos que los siguientes limites se cumplen en el caso a y (8
constantes, y también en el caso en el que ambos parametros depende de
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t cumpliendo las condiciones (3.1.3) y (3.1.4) (ya que en este caso se cumple
lim;_,, 0t> = oo por la parte (iv) y parte (v) del corolario (A.0.1))

, o~ Ot V3r 1
lim — 5 = -
t—oo sin [o~1(O)t—13n (z —0)] Z—0
tm L)
t—o00 F(Z)
) Do 1 _
tliglot [h(z) — k()] = 3 (2> - 0°)

De los limites anteriores se sigue que

lim o (O)t oM@ -R(®)]~y(z—0) f(@) 1
=% sin o (0 (2 — 1) NBERE

()0

Ahora necesitamos justificar que el limite anterior puede ser conmutado con
la integral sobre z. Note que v € WJ} y z € D} implican que v € W™ y
Z € Lo, de modo que podemos aplicar la parte (iii) del lema (3.2.5) para
acotar la exponencial y concluir que

o O)t 3 AR —h@)] —y(z—v) L v) 1 | < IT(v)] o—Crlal®
sin [o=1(0)t=/37 (z — 0)] r(z)z—v|- >

EEE
(3.2.41)
Ya que el lado derecho tiene un decaimiento cuadratico, se concluye por el

teorema de convergencia dominada que

- 1 1(23 - o
lim K*(5,v') = / — __ei(F ")) g (3.2.42)
L. (2—10)

t—o0
Ahora, de la desigualdad (3.2.41), podemos concluir que
K:(’D,’&/) S 0246_C7|6|3

para alguna constante positiva coy. Luego, por la desigualdad de Hadamard,
la desigualdad anterior implica lo siguiente

n

det [K:(IDZ, U_)j)]n < n”/2 H 02467%‘@”3

ig=1 =
=1
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De esta tltima desigualdad junto con la convergencia en (3.2.42) y usando el
teorema de convergencia dominada tenemos que

, RW

tlggo o det [K,% (wi, w;)] dwy - - - dwy,

= / det [K, (w;, w;)] dw, - - - dwy,
(W5)

Aplicando nuevamente el teorema de convergencia dominada para intercam-
biar la suma en la expansion del determinante de Fredholm con el limite,
finalizamos la prueba de la parte 6 y con esto terminamos la prueba de los
ftems (i) y (ii) de la proposicién (3.1).
3.2.4. Prueba del lema (3.2.3)

Para probar este lema usaremos la siguiente notacion

[1]

o(z 3(2) lIe=1 111

Ahora, notemos que se cumple

260 + 41 40 + A1
=20 +a)—=(0) + 1(0) — 1 (0 + a)

U1(0) — (0 + a+ B)

Ademas esta expresiéon tiende a cero cuando beta tiende a cero. Luego, es
suficiente probar que la derivada con respecto a (8 de la expresion anterior es
positiva. En otras palabras, haciendo el cambio de variable y = 6 + o + f3,
debemos probar que

P1(6) — (0 + @)
[11(0) — 9 (y)]z

para y > 26. Se ve facilmente que el primer factor es positivo. El segundo
factor (entre llaves) lo desarrollamos a continuacién

L) e s @ |

m>0 n>0 m>0

[2(0) — Z(0 + a + B)]

{=E'(y) [1(0) — 1 ()] + ¥2(y) [E(0) — ()]} > 0

n>0
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lo cual es igual a lo siguiente

3Ym — 20 Y2 — 62 1 20, — 0 2y, — 0
R Ve DN DI DI

y_3
m>0 n>0 m>0 7™M [ n>0

A continuacién probaremos la positividad de esta ultima expresién. Primero
analizaremos los términos correspondientes a cuando los indices n y m son
iguales
3y, —20y2 —602  120,—60 12y,—0

2005 G2 i 2000 yi 20y
Si desarrollamos la expresion anterior obtenemos una cantidad positiva en el
denominador y como numerador obtenemos la siguiente expresién

- (3yn - 20) (yi - 6721)9721 + (2071 - Q)yi - <2yn - 9>94
=—(3a+3t—20) [(a+1t)* —a’] a*(2a — 0)(a + )" — (2a + 2t — H)a*
donde estamos abreviando #,, como a y a+ 3 como ¢t de modo que y,, = a+ty

t > 0. Después de expandir los binomios elevados a la cuarta potencia vemos
que los términos independientes y lineales con respecto a t se cancelan

— (3a + 3t — 20)(2a + t)ta® + (2a — 0)(4a>t + 6a*t* + 4at® + t*) — 2ta*
= —(9at + 3t* — 2t0)ta* + (2a — 0)(6a*t* + 4at® + t*)
= t* [3a® — 4’0 + (5a” — 4af)t + (2a — 6)t?]

Como a > 6, es claro que esta tltima expresion es positiva para t > 6. Ahora
analizamos los términos correspondientes a indices distintos (m # n)

3Ym —20y2 —02  120,—60 1 2y,—0
20y, Pyr oy 2000w, 20y,
3y, —20y2 — 02 120,—0 1 2y,—10

W5 h | ul 2005 g 204
La primera mitad puede escribirse como

(Bym — 20)(y2 — 02)y2 (20, — 0)yp — (2y, — 0)0,
20y5 02y, 20y3,0%y2

m m

Lo anterior es igual a

—(3ym — 20)(y2 — 02)yz + Byn — 20)(y2 — 02)y2,
20y5,02y,
+ _(3yn - 28) (y721 - 0721)'9721 + (2071 - 9)?/741 - <2yn - 0)6;11
20y3,04ys
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Ya fue probado que el ultimo numerador es positivo. Para la segunda mitad
de la expresion de arriba se procede de manera similar, de modo que resta
probar que la siguiente cantidad

—(3Ym — 20) (7 — 02)y2 + Byn — 20)(y2 — 62)y7,
20y5,0%y
N —(3yn — 20)(y2, — 02)y2, + (3ym — 20)(y2, — 62y
20y302, 2,

es positiva para y > 20. Esto es equivalente a probar la positividad de la
siguiente expresion

— (Bym — 20) (v — 02)y2 02, + By — 20)(yp — 02) Y2yt
— (Byn — 20) (2, — 62)y2.02 + (Bym — 20) (v, — 02)yoymb;

Factorizando tenemos que lo anterior es igual a
[z = 02002 yn — (yp, — 02)0nym)| [(Byn — 20)y2, — (Bym — 20)y7]
Denotando a = 6,, y b = 6,,, para abreviar tenemos que lo anterior es igual a
[((2a + t)th*(a+t) — (2b+ t)ta®(b+t)] [Bla+ ¢)(b+t)(b—a) — 20(a + b+ 2t)(b — a)]
Operando convenientemente notamos que la expresion anterior es igual a
[(a + b)t* + 3abt?] [3ab + 3t* + (a + b)(3t — 260) — 46¢] (b — a)?

la cual es positiva bajo nuestras hipotesis.

3.2.5. Prueba del lema (3.2.1)

La mayor dificultad técnica de la prueba del lema (3.2.1) serd extraer el
cero de la funcién R[izh'(z)] para z = €® en ¢ = 0 restandole funciones
apropiadas. Esto nos permitird separar los factores sin(¢) y 1 — cos(¢) de
R [izh'(2)].

Comenzamos mostrando algunas propiedades importates de la siguiente
funcién auxiliar definida para x > 0

= 0% 4 20z, cos ¢
Plx)=-) — - 5 (3.2.43)
— (0% 4 202, cos ¢ + 22) (0 + xy,)

donde nuevamente estamos adoptando la notacién z,, = n + x.
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Lema 3.2.6. Para 6 > 0, se cumple lo siguiente

(i) Para todo ¢ € (0,m) tal que cos¢ > 0, la funcion —P(x) es positiva y
decreciente en x > 0.

(ii) Para todo ¢ € (0,7) y x> 0 tales que cos ¢ < —L, —P(z) es negativa.

(iii) Para toda ¢ € (0,7) y x > 0 tales que cos¢p < —2, —P(z +y) es
creciente en y > 0.

(iv) Para toda ¢ € (0,7), x >0, yy > 0 tenemos que
—[P@) =Pz +y) < vip, )l{cos ¢ > —p) [W1(0 + ) — V(0 + z + )]

donde

p*+2pcosp+p _ p*+3p
v(p, ) = — < .
p?>+2pcosp+1 7~ (p+1)

yp="12

Demostracion. la positividad de —P(z) para cos¢ > 0 es inmediata. Tam-
bién la negatividad de —P(z) para cos¢p < —%, lo que prueba la parte (ii).
Ahora probaremos que —P(x) es decreciente en x para cos¢ > 0 (parte (i)),
la parte (iii) y parte (iv). Para simplificar un poco la notacién definimos

C(u) := 0+ 2ucos ¢
A(u) := 6% + 20u cos ¢ + u®

B(u) = (0 + u)®

Luego, notemos que la expresién

es igual a

0 + 2x,, cos ¢ I 1 _ 2ycos¢ 1
Alzy)  |Blzn)  Blx+y)]  Alzn) B((z+y))
0+ 2(x + y), cos ¢ 2y(0 cos ¢ + x,,) + y?

Al +yn)  Alzn)B((z +y)n)

46



que a su vez es igual a

0 + 2, cos ¢ [ I 1 ]_ 2cos¢  B(x,) 2y0 + 2,y + y?
A(zy) B(z,) B(x+4+y).)| 20+42z,+yA(z,) B(x,)B(x+y),)
0+ 2(x + y)ncosd B(x,) 20 cosd + x,) +y 20y + 2x,y + >

A((z +y)n) A(z,) 204+2zx,+y B(x,)B((x+y),)

que finalmente se puede expresar, de manera mas compacta, como

(b+c+a){ L ! ]

B(zn)  B((z+y)n)

donde

B 0 + 2x, cos ¢

02+ 2x,0cos ¢ + a2

o 2cos ¢ (04 ,)?

20422, +y 02 + 20z, cosp + a2

. 0+ 2(z, + y) cos ¢ (2, + 6)? 2(0cos ¢+ ) +y

R 20(x, +y)cosd + (x, +y)? 02+ 20z, cosp+ 22 20+ x,) +y
Note que, entonces, a + ¢ es igual a

[2(x, + y)(0 + x,, cos @) — Oy] (z, + 0)?
(6% + 20, cos ¢ + 22) [62 + 20(x, + y) cos ¢ + (xn +y)?] (20 + 22, + v)
(3.2.44)
De esta tultima expresién podemos verificar facilmente que a + ¢ > 0 cuando
cos ¢ > 0. Esto junto al hecho de que bajo la condicién sobre ¢ tenemos que
b > 0, prueban que —P(x) es decreciente cuando cos ¢ > 0, lo cual prueba
la parte (i).

Por otro lado, la expresiéon (3.2.44) también prueba que a+ ¢ < 0 cuando
cos ¢ < %. Ademas, esta ultima condicién para ¢ también implica que b <0
y por lo tanto —P(z+y) es creciente en y cuando cos ¢ < —%, lo cual prueba
la parte (iii).

Para probar la parte (iv) notemos que

2(xn +y)(0 + xp, cos @) (x,, + 0)?
(0% 4 20x,, cos ¢ + x2) [0% + 20(x,, + y) cos ¢ + (x, + y)?] (20 + 2z, + y)

atc <

Ahora notemos que para todo ¢ € (0,7), la funcién

v

hitv) = 02 + 20v cos ¢ + v2
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es decreciente en v siempre que v > 6. Por lo tanto, ya que por hipdtesis
tenemos que z > #, se sigue que z,, + y > 6, de modo que para todo n > 0

0z, (0 + x,, cos ¢)(z, + 0)
(02 + 20, cos ¢ + 22)°

< Polpn £ c0s)(pn + 1)
(P2 + 2pn cos ¢+ 1)2

(a+1¢)f <

1(cos¢p > —0/x,)

1(008 925 > _pn)

donde p,, := mi. Ahora, consideremos la siguiente funcién
n

u—+a

Notemos que para u € (0,1) se cumple

dfa(u,a) 1 —u?

da  (u2+2ua+1)? >0

Lo cual prueba que para u fijo, la funcién fo(u,a) es creciente en a. Luego,
para todo n > 0

pn(pn =+ cos ¢> (pn + 1) < Pn
(p% +2ppcosd+1)2 = pl+2p,cosd+ 1

se sigue que
(a+b+c)f < f3(pn, cos@)L(cos d > —py)

donde hemos definido para u € [0,1] y a € (—1,1)

£l ) u? + 2ua 4+ u
ua) = ————-
A u? 4 2ua + 1

Ahora notemos que para u € (0,1) y a arbitrario se cumple

Ofs(u,a)  2u(l —u)

= >0
da (u? 4 2ua + 1)2

También para a € (—u,1) y u € (0,1) se cumple

Ofs(u,a) 14 2u+2a—u?

= >0
ou (u? + 2ua + 1)?

Luego
f3(pn, a) < f3(po, a)
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Se sigue también que f3(u,a) es creciente en a para u fijo y creciente en
u para a fijo y siempre que u,a € (0,1). Por lo tanto, ya que p, < po, se
concluye que

P + 3P0

2

Py + 2po cos @ + po
1(cosp > — <— cos ¢ >

( ¢ Po) (/)0 1) ( Po)

P2+ 2pgcosp+1

(a+b+c)f <

]

Procedemos ahora con la prueba del lema (3.2.1)
Sea z = 0e'?, notemos que
Ui(a+0)— Vi (a+ 5+ 0)

Rizh'(2)] = O(a)=6(a+)+ [O(a+5) —6(0)]

donde para ~ real definimos

O(7) = R{iz[U(z +7) — ¥ (0 + )]}

Ahora, paray > 0 tenemos que la siguiente expansién es valida para cualquier

z2¢4{0,—-1,-2,---}
z—0
\J - = 2.4
(247 =00 +7) ;(Hwn)(eﬂm) (3.245)
y también

—0 —0 — v,(2 -1
R (i =6%sin ¢ Tn(2008¢ — 1)
Tn + 2 02 + 26, cos ¢ + 2
Esto implica que

O(y) = R(7)¢sin ¢

donde definimos

i 0+ vn(2cosp — 1)
(02 + 20y, cos ¢ +72) (0 + )

n=

Luego, es suficiente probar que para ¢ € (0,7) se cumple

Ui(a+0) =V (a+ 5+0)

Por otro lado, notemos que

N 1 0+ yn(2cos ¢ — 1)
RO+ W0 +7) =) {(9+%)2 (02 + 20y, cos 6 +72) (0 + )

n=0

=2Q(7)(1 —cos )

R(a) = R(a+ B) + R(a+ ) —R(0)] >0

(3.2.46)
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donde hemos definido

2

e T
Q) =2 G 2 cov0 T D@ T T

n=0

Por lo tanto es suficiente probar que para ¢ € (0,7) se cumple

Ui(a+0)— Vi (a+5+0)

Q(a) = Qa + ) + [Qa+5) = Q(0)] >0

(3.2.47)

Para esto notemos que

S " 1
2 - Wl +m =, (e e A e

()

3

)

) (3.2.48)

donde nuevamente estamos usando la funcién P definida en la ecuaciéon
(3.2.43). Por lo anterior tenemos que es suficiente probar que para ¢ € (0, )

Uy(a+ ) — Ui(a+ [ +0)

Pla) — Pla+ )+ U (0) — Uy (a+ B+ 0)

[Pla+p5)=P(0)] >0

(3.2.49)
En efecto, teniendo esto, la desigualdad (3.2.11) se sigue del hecho de que las
ecuaciones (3.2.5), (3.2.46), (3.2.48) y (3.2.49) implican que

Rlizh'(2)] =

260? sin ¢(1—cos ¢) {P(a) —Pla+ )+ \11151?4 +B) = Vi(a+ B +0)

De aqui vemos que para 6 € |0, %] (0 = 0 se interpreta como el limi-
te cuando 6 tiende a cero por la derecha), a < 1y g < 1, se tiene que
el factor 20%(1 — cos ¢)sin¢ en la expresiéon anterior es positivo, mientras
qu7e) (é:)uando a — ooy [ — oo, el término dominante en este factor es

—0 [Yi(a+0) = Vi(a+ 5+ 0)] lo cual nos da, por compacidad, la segun-
0

da desigualdad del lema (3.2.1). Ahora introducimos el parametro p := =.

Ahora procederemos a porbar la desigualdad (3.2.49) la cual serd dividida
en cuatro casos: el caso 1 cuando cos ¢ < —p, el caso 2 cuando —p < cos ¢ <
—p/2, el caso 3 cuando —p/2 < cos¢ < 0y el caso 4 cuando 0 < cos¢ < 1.
Para esto, primero notemos que:

B = 6% + 20n cos ¢
~P(0) =) T T Troosd T T T (3.2.50)

n=0
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En lo que sigue asumiremos que p < 1 y usaremos la siguiente consecuencia
de la parte (iv) del lema (3.2.6) vélido para # < min{0.5,a}y 5 >0

< p? 4 2pcoso + p
T p2+2pcoso+1

~ [P(a) = Pla+ B) 1(cos6 > —p) [T1(0+ ) — 1 (0 + a + B)]
(3.2.51)

Caso 1: cos ¢ < —p. Por la parte (ii) del lema (3.2.6) tenemos que P(a+03) >

0 mientras que por la desigualdad (3.2.51) tenemos que — [P(a) — P(a + 3)]

0. Por lo tanto es suficiente probar que —P(0) > 0 cuando € € (0,0.5). No-

IN

temos que la serie (3.2.50) alncanza su minimo en ¢ = —m, de modo que
= 0> —20n
_ > -
P(0) > v (n2 — 62)2
B 6% — 26 _i 20n — 62
T2 (1 _ 92)2 ~ (n2 _ 92)2
1 02-20 S n—1 (3.2.52)
A 2
R (1 — 92)2 — (n2 — %1)
1 6% — 20
> 4 - "2 02
et aep Y
4 1
>4——-——=>0
- 3 5

donde hemos usado el hecho de que los términos en la serie sin decrecientes
en ¢ y el valor minimo es alcanzado en 6 = 0.5.

Caso 2 (—p < cos¢ < —p/2). Por la hipdtesis de que cos¢p < —£
y la parte (i) del lema (3.2.6), tenemos que —P(a + ) < 0. Esta vez la

serie alcanza su minimo cuando cos ¢ = —p y como, por hipdtesis, p < 0.69
tenemos que gracias a (3.2.52) es suficiente probar que
1 1 n 62 — 26(0.69) 09
U (0) —Vi(a+p+0) 62 (02—20(0.69) +1)(1+0)2 '

p>+2pcos+p
P2 +2pcosg+ 1
y como ¥y (0) — Uy (0 + «) < Wy(f) serfa suficiente probar que
1 { ) 26(0.69) — 6

020, (6) (02 —20(0.69) + 1)(1 +0)
Ahora, ya que 0*¥;(0) es creciente en 6, vemos que la desigualdad es satis-
fecha para toda p < 0.69 tal que
1 1 0.69 —
Ly, (1) { 41069+ 1)(1+ 1)

>p 2>

5= 0.292} > p

~02()] 2
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p <0.6994 - -
Caso 3. (—p/2 < cos ¢ < 0). Consideremos las siguientes desigualdades

62 - 0
Pt ) S G G B B0 Pt s B [t At T

1 pt 6?
< +
SR+ 1+p)?  2+1

U, (1)
(3.2.53)

Por otro lado

0% — On

PO = g ey

1)

1 0 — 62 _i nb — 62

0> [1—(0-0)](0+12 02— (nb—02)](0+n)
>1_1_°° on—1

T2 3~ (dn?-2n+1)n?

1 1

> — ———0.

> 53 0.65

Al igual que en el caso (ii), observamos que es suficiente probar que

1 1 o 1 62 P2+ p
- 065 — Wy (1) b >
hm@){wl u+pma+pv} 3 ZEs “>}—p%+1

4

Ya que el lado izquierdo de esta ultima desigualdad esta acotado por el caso
en el que 0 = 0.5, es suficiente probar

1 p* 1 & } p>+p
41— — = —065———Uy(1) » >
iwma{ AT e

lo cual se satisface para todo p > 0.

Caso 4. (0 < cos¢ < 1). Notemos primero que por la parte (i) del
corolario (A.0.1) la diferencia ¥y (a + 0) — Uy (a + 3 + 6) es positiva y por
lo tanto dividiendo la expresion (3.2.49) por esta cantidad notamos que es
suficiente probar

P(a+ B) —P(0) p2+2pcos¢+p1

Uy (0) —Vi(a+B+0) p*+2pcose+ 1 (cos ¢ > —p) (3.2.54)
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Para probar eso, primero notemos que

- 6% + 20n cos ¢
—P0) = nZ:O (02 + 20n cos ¢ + n?)(0 4+ n)?

Por lo tanto, el valor minimo de —P(0) se alcanza cuando cos ¢ = 0, de modo
que

WD ppa—

ZgrmermE e

donde —P(1) en el lado izquierdo es evaluado en ¢ = m/2. Por otro lado,
tenemos que P(a + ) es igual a

6% + 20(a + ) cos ¢
02 +20(c + B) cos ¢ + (e + B)*] (a + B+ 0)?

+i 0% + 20(a + B), cos ¢
= 107 +20(a + B)ncos ¢ + (a4 B)F] ((a + B)n + 0)?

y por lo tanto tenemos las siguientes desigualdades

_PlatB) < 62 + 20 cos ¢

— 1
(6% + 20 cos ¢ + a?)(a + 0)? Plat+1)
S Lp+2

(3.2.55)
SEGTIN —Pla+1)

donde hemos usado la parte (i) del lema (3.2.6). Usando nuevamente este
lema podemos concluir que

P(a+ B) —P(0)

1 P>+ 2p
Ui(0) = Vi(a+ 5+ 0) - 02V, (0) [1 o+ 1)2}

1 242
27 1 [1_ - pz;}
1‘1’1(5) (p+1)
Por lo tanto, por la parte (iv) del lema (3.2.6), es suficiente mostrar que
1 2 4+2 > +3
L {1_p+p}20+p
1V1(3)

(p+1) — (p+ 1)
lo cual se satisface para todo p > 0.
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3.2.6. Prueba del lema (3.2.2)

Utilizaremos el siguiente lema

Lema 3.2.7. Sean f y g funciones reales dos veces continuamente diferen-
ciable definidas sobre un intervalo que contiene u < v < w. St f es conveza
y estrictamente decreciente y ademds (¢"f" — ¢'f")(x) > p(z) con p > 0
medible, entonces

@ Fw) ) = fw) [ )
o(0) ~ g(w) o) = g(w)] = FA= [ ) S

Demostracion. Por la regla de la cadena y el teorema de la funcién inversa
G = go f~! es continuamente diferenciable sobre un intervalo abierto que
contiene a < b < ¢, las imagenes de w, v y u respectivamente. Ademas, como
G' = (¢'/f") o f7!, tenemos que G’ es también continuamente diferenciable
en dicho intervalo con

G// _ gl/f/ _ g/f// .
(f)?
Por hipétesis, [’ es negativa de modo que G” < p/(f')® < 0, es decir, G es

céncava. Ahora vamos a integrar desde b hasta y > b y aplicamos el cambio
de variable u = f(x) para obtener

ffl

()
%%m
~1(b) f'(z)

(f)?

Integrando desde b hasta ¢ obtenemos

G@—G@slypofﬂwmzl

()

c ft
Glo) = G(b) ~ (c=nE(®) < [ /f »

p(x)
) F(2)? dxdy

Intercambiando el orden de integracion y recordando que f es decreciente
obtenemos

O ) [ ple)
/Hb) /fm e / ) = )] i

Ahora, sea t € [a,b] tal que G'(t) = [G(b) — G(a)] /(b — a). Ya que G’ es

decreciente tenemos G'(t) > G’(b). De forma similar tenemos que f(x) —

o4



f(u) = f'(n)(x —u) para algin n € [u,z] y f'(n) < f'(z). Teniendo ambas
desigualdades podemos escribir

G(e) — G(b) - ;:2 [G(b) — Gla)] < / (o) Jf’((z)) do
Finalmente, ya que
G(b)~Gla)— =2 G(e) ~ Gla)] = [G0) ~ Gla)) S ~[C(e) ~ G -

multiplicando la ltima desigualdad por —(b — a)/(c — a) obtebemos el re-
sultado deseado. ]

Para concluir con la prueba del lema (3.2.2) notemos que para z > 0 e y
reales tenemos

SU(z +iy) = y®(z,y)
donde ® es definido para toda x,y € R segin
HZ:O n + ZL’

Notemos también que Sh'(0 + iy) = yH(0,y,,8) y

H(O,y,a,B8) = (0 +a,y) — (0 +a+B,y) — K [®(0,y) — (0 +a+5,y)]

Aplicando el lema (3.2.7) solo necesitamos probar que

1
q)//\I]/ o q)/\Ij// T 2 _8y2\II/ T -
(®"0, — 20) (2) @

donde las derivadas de ® se toman cos respecto a su primera variable y la
segunda variable se fija en y. Calculando las derivadas y reemplazando, en

particular
CEED DB

= (932 +v2)° 5 ( 932 +y

3

la desigualdad anterior es equivalente a

(=) (Bt - (55) (e

2 2 2)2 =0
w0 Tn ) [nzo (@% + ) o %) |nzo (@ +v?)
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y esta desigualdad se sigue de que para n # m se cumple

Th (22 +y2)?  wn (22, + 927 2 (22 +y2)? T (22, + y2)
1 1 1 1
= (xm - xn)

To (22, +92)° T (a2 4 y?)°
Finalmente, lo anterior es igual a

2 2wpp +y? (a7, + 77)

4 (2 2\2 .4 (.2 2220‘

y2 (xm + xn) (xm — In
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Anexo A

Estimaciones preliminares
sobre las funciones poligamma

En esta subseccién probaremos algunas estimaciones que seran necesarias
para verificar las propiedades de descenso mas rapido de las integrales a lo
largo de contornos complejos que aparecen en los determinantes de Fredholm
sus respectivos kernels.

Recalcamos que la funcion poligamma de orden k, para k& > 1 es definida
de la siguiente manera

Wy(2) = %\If(z) (A.0.1)

Comenzamos con algunas estimaciones respecto a estas funciones

Lema A.0.1. Las siguientes desigualdades son satisfechas

(i) Para toda k>1yx >0

111 . 11
k! (xkﬂ T E((x+ 1)k) < (F1)7 () < K (xk+1 T

)

S
l’k
(A.0.2)

(i1) Para toda x>0,y >0y k > 1 tenemos que

%) < k!g(x,y)% + (k- 1)!@9(9& +1,9)

(x+1
< (=DM [Wh(2) — Ul + y)]

1 1 1
< (k+1)!g(z,y) {ﬁ + k—HF]

(A.0.3)

1 1
Elg(z +1,y) (— + T

xk
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Demostracion. Primero note que para toda k > 1,

[e.9]

1
_ k+1
=0
Para probar la parte (i) note que por la ecuacién (A.0.4) tenemos
(=D, (2) = k! ! + i !
A gkl T L (g )T
7=1 (A.0.5)
1 11
<k (xm + Eﬁ)
De forma similar, tenemos:
(_1)k+1\1, (x) = k! 1 + i ;
RO ket T 2 (z + j)*+T
1 (A.0.6)

]:
1 1 1
>kl —
>0 (1)

Para probar la cota superior de la parte (ii) note que

(UM (o) — Bl + )] = [ ) ()

| oty 1 1 1
< (k+1)! i gzt o+ 1 uktt du

S(l{:+1)!g(x,y)<1+ L] )

ok Tk 1okt

(A.0.7)
Para la cota inferior primero note que
T4y
/x oy gy, — . J1r 1 L::H -G _|_1y)k+1} > —1F 1$_1kg($,y) (A.0.8)
Luego,
LI 1 1
(=D [ (2) — Uplx +5)] > (k+ 1)!/x [uk+2 + I u)kH] du

1

11
> (k1) | —
z (k+1) [l{:+1x’“g<x’y)+k(k+1)(m+1
11 }

> k! Ly | 4+-—"
= g(x+ 7y) |:J,’k+k?(l’+1)k_1
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Ahora aplicaremos el lema (A.0.1) para deducir algunas propiedades cru-
ciales que involucran la funcién h la cual juega un rol central en el anédlisis
de descenso mas rapido que usaremos mas adelante. Note que cuando k > 2
la siguiente expresion es valida

KB (0) = U1 (0 + @) — U1 (0 + a + B)
U0+ ) — U (0+a+p)

Corolario A.0.1. Las siguientes estimaciones son satisfechas

[W—1(0 + a+ B) = U1 (0)] (A.0.9)

(i) Para toda o >0y >0

Uy(a) = Vi(a+B) > gla+1,5)

(ii) Para toda o >0, 3>0,0 >0y k > 1 tenemos que

-1
Up(0+ ) = V(0 +a+ B)| > (k+ 1)!g(a,ﬁ)1;_k—_01

(11i) Para toda o >0, >0, 0 € (0,0.5) y k > 3 tenemos que

k!
R®)(0)] < 649(%5)@
(iv) Para todo ag > 0, existe un 6y > 0 tal que para todo o > g, B >0 y
6 € (0,00) se cumple que
a3(0)  hW(9)

20 + 1 > C1(0, ap)g(e, B)

donde C1(0, ) > 0 depende solo de 0 y . Ademds 0y(ap) se puede
escoger de modo que lim,,_,o, Oy = o0.

(v) Para todo o >0, >0 y 60 >0 tenemos que

o3(0) = %h@)(e) S0y K@) <o (A.0.10)

Demostracion. Prueba de la parte (i). Es inmediato a partir de la cota inferior
de la parte (ii) del lema (A.0.1).

Prueba de la parte (ii). A partir de la cota superior de la parte (ii) del
lema (A.0.1) note que

1+671

U0+ ) = V(@ +a+8) < (E+1)!g(d+ a,ﬁ)W
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Prueba de la parte (iii). A partir del item (ii) de lema (A.0.1) note que

g(0+1, a+6)(1+1> <U(0) = Vi (0 +a+B)

, (A.0.11)
< g(@,oz—i—ﬂ) (5 +1)
Combinando esto con la parte (ii), tenemos que para 6 € (0,0.5)
[Wi-1(0 +a+B) — Vy1(0)] < () 1 g0,a+p)
< (k- 4g2 (A.0.12)
— 4(k!)o~*+D)

por otro lado, usando esta cota y la ecuacién (A.0.9), obtenemos lo siguiente

|h(k)(9)| = |\I/k_1(¢9 —+ Oé) — \Ifk_1<9 + o+ B)|
U0 +a)— 90+ a+B)

(Wy—1(0 + a+ B) — W1 (0)] (A.0.13)
y por lo tanto

W ()] = |Tp_1 (0 + @) — Ty (6 + a + )|
Uy (o) — Uy (e + B)
Uy (0) — (0 +a+3)

de donde obtenemos

U1 (0 + a+ B) — U1 (0)] (A.0.14)

A9(0)] < (k — 1)lg(ex 5) oy +320(0. 6) oty

o (A.0.15)
< 64g(c, B) 7oz
donde en las desigualdades hemos usado la ecuacién (A.0.12) y nuevamente
la parte (ii). Esto prueba la parte (iii).
Prueba de la parte (iv). A partir de la prueba de la parte (iii) se obtiene
lo siguiente

o*0) , h'(0) _ 1

th 1 29[‘112(9‘1‘04) Uy (0 + a + B)]

10 (0+a)— Ui (0+a+p) Ui(0+a) =00 +a+p)
A 0(0) — U0+ a+ ) Wi (0) = Vi (0 +a+ B)

(A.0.16)
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Asu vez, de lo anterior tenemos que
o3(6) h4(9) U0 +a)— V(0 +a+p)
o9 T =g Pale) — et A - U1(0) — 0,0+ o+ )
1 Uy(0+a)— V(0 +a+pP)
20 [\I]2( ) \DZ(O‘+5)]+ @1(6)_@1(94_@_'_6)

1 92+afd+(1+a)™

> ~2g(0,8); + B L E0)

donde para la dltima desigualdad hemos usado las partes (i) y (ii) del lema
(A.0.1) y hemos usado el hecho de que

_ 20 + 4n
=0 = =2 5y <"

Ahora asumamos que oy > 0 es fijoy a > ap, 5> 0y 6 > 0. En este caso se
tiene que

(1]

(6)

> o5

[==(0)]

g(Oé, ﬁ) 2 + Qp
Entonces tenemos que

a3(0) h<4>(9) 2 20,
20 4l (“5)[ el (9)]}

Ya que —0=(0) — oo cuando 6 — 0, de la desigualdad anterior es claro que
existe un 6y(cg) > 0 (que depende solo de «p) tal que para toda o > «p,
B>0y60 € (0,6)), el lado derecho es positivo. Ademés podemos verificar
facilmente que 0y(ap) se puede escoger de modo que lim,, o Oy = 00.

Prueba de la parte (v). La primera desigualdad de la ecuacién (A.0.10)
se sigue de la parte (iv) después de que probemos que h*(#) < 0 de modo
que nos dedicaremos a probar esta ultima desigualdad. Teniendo en cuenta
la expresion (A.0.9) para h¥)(z) vemos que es suficiente mostrar que

V30 +a) —U3(0+a+08)  W3(6) — V30 +a+p)
Ui(0+a)— U (0+a+08)  Wi(0)—V(0+a+p)

Esto es equivalente a que G := g—f sea estrictamente convexa en (0, 00), esto
es

[I]

Uy — L
G// — 3F1 3*1 o \I/_l > 0
(1)? '
pero como ¥, < 0, lo anterior es equivalente a

[e.9]

R R O 3 SO S o B
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donde hemos usado la notacién x,, = x+n. Es sencillo verificar que la ultima
desigualdad es verdadera ya que

1l =1 1l =1
ZEZE_ZEZEM

n=0 n=0 n=0 n=0

lo cual puede verse facilmente teniendo en cuenta que

R T R e RS A
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