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Resumen

En este trabajó se encontrará las ecuaciones relativistas de primer orden para campos con

espı́n arbitrario, en especial encontraremos la ecuación de DKP y el álgebra que sus matrices

β deben cumplir. Luego repasaremos las soluciones de la ecuación de Dirac para estudiar un

subconjunto de soluciones a partir de tener una representación de Majorana de las matrices γ

y analizar su condición de realidad. Veremos como resolver la ecuación de DKP para el caso

de campo libre mediante el uso de paquetes de onda y su transformación de conjugación de

carga mediante el acople mı́nimo con el campo electromagnético. Finalmente, en analogı́a

a la obtención de la condición de realidad para los campos de Majorana, caracterizaremos

los campos de DKP tipo Majorana, es decir los campos de DKP que modelan partı́culas sin

carga para el caso de campos de espı́n 0.

Palabras clave: Teorı́a de Campos, Fı́sica de Partı́culas, ecuación de onda relativista, cam-

pos de Majorana.
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Abstract

In this thesis, the first-order relativistic equations for fields with arbitrary spin will be de-

rived. Specifically, the DKP equation and the algebra that its β matrices must satisfy. Fur-

thermore, a comprehensive review of the solutions of the Dirac equation will be undertaken,

with the aim of studying a subset of solutions by way of a Majorana representation of the γ

matrices, and an analysis of their reality condition.

A study will also be conducted on the resolution of the DKP equation for the case of free

fields using wave packets, and their charge conjugation transformation by minimal coupling

with the electromagnetic field. Finally, analogous to the process of obtaining the reality

condition for Majorana fields, the Majorana-type DKP fields will be characterized, that is,

the DKP fields that model chargeless particles in the case of spin-0 fields.

Keywords: Field Theory, Particle Physics, relativistic wave equations, Majorana fields.
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Prólogo

La presente tesis fue desarrollada bajo la idea original del Dr. Prof. Jhosep Beltrán Ramirez

tomando como base los tópicos de investigación dictados en el pregrado de la Facultad de

Ciencias de la Universidad Nacional de Ingenierı́a.

La siguiente tesis está organizada de la siguiente manera:

• En el capı́tulo 1 introducimos la idea u objetivo por el cual se desarolló la presente

tesis.

• En el capı́tulo 2 veremos como se encuentran ecuaciones de onda relativistas de primer

orden partiendo de la condición de Klein-Gordon, en especial encontraremos la ecuación

de DKP y el álgebra que sus coeficientes deben cumplir, y veremos que estos campos

modelan partı́culas de espı́n 0 o 1.

• En el capı́tulo 3 revisaremos la ecuación de Dirac y su solución de campo libre, además

revisaremos el artı́culo de Palash B. Pal [1] para ver cual es la condición para tener

campos de Majorana, i.e. veremos cual es la condición de realidad.

• En el capı́tulo 4 estudiaremos la ecuación de DKP para el caso de espı́n 0 y encon-

traremos las soluciones para campos libres, en este caso tendremos representaciones

de β como matrices de 5� 5 por lo que nuestras soluciones para el caso escalar serán

funciones de onda como vectores columna de 5 componentes. Además, veremos como

definir la transformación de conjugación de carga para campos DKP.

• Finalmente, en el capı́tulo 5 caracterizaremos los campos DKP tipo Majorana sigu-

iendo lo hecho en el capı́tulo 3, pero encontrando cual será la nueva condición de re-

alidad para campos DKP y calcularemos las propiedades de la matriz de conjugación

de carga C.
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Capı́tulo 1

Introducción

Mediante el mecanismo de Higgs una simetrı́a de gauge se rompe espontáneamente al tomar

un campo escalar ya sea real o complejo como un campo de dos componentes reales cuyos

estados fundamentales son diferentes de cero. Una de las componentes será reemplazado

por un estado polarizado longitudinalmente ahora de un campo de gauge masivo, mientras

el otro campo se mantendrá como un campo neutral que representará una partı́cula de espı́n

0: el bosón de Higgs [2]. Cuando aprendemos a usar el mecanismo de Higgs para dar masa a

las partı́culas fundamentales usamos el siguiente lagrangiano de Klein-Gordon con campos

escalares reales

L � 1

2
pBµφqpBµφq � 1

2
m2φ2 � 1

4
λ2φ4. (1.1)

Los campos que se usan en el rompimiento de simetrı́a son campos escalares reales que

obedecen a la ecuación de Klein-Gordon.

Los campos DKP obedecen a una ecuación similar a la ecuación de Dirac, pero para el

caso de partı́culas con espı́n 0 o 1. Y con el afán de recrear este mecanismo pero usando

campos DKP, el objetivo de esta tesis sera encontrar cuales son las condiciones que deben

tener para modelar campos sin carga.

Primero estudiaremos como se caracterizan estos campos reales en el caso de campos

de Dirac. Los campos de Dirac son campos complejos de espı́n 1
2
, sin embargo, hay un

subconjunto de campos conocidos como campos o fermiones de Majorana que se obtienen

a partir de una representación especial, conocida como representación de Majorana de las

conocidas matrices γ de la ecuación de Dirac, y que modelan campos sin carga. Debido a

1



que existe una similitud entre las ecuaciones de campo de Dirac y DKP, podremos hacer una

analogı́a al caracterizar campos DKP tipo Majorana, i.e. caracterizaremos campos DKP sin

carga.
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Capı́tulo 2

Deducción de la ecuación DKP

Las ecuaciones de campo deben cumplir los postulados de la relatividad especial, los cuales

debemos considerar como principios generales de la naturaleza. Las ecuaciones de onda de

este tipo son llamadas ecuaciones de onda relativistas.

En este capı́tulo encontraremos ecuaciones de onda de primer orden y la estructura de

esta ecuación, es decir, los coeficientes que acompañan a los operadores diferenciales. Par-

tiremos de la condición de Klein-Gordon, que es la ecuación que cualquier campo relativista

debe satisfacer. Luego, haremos la deducción de la ecuacón de Dirac, que es la ecuación

relativista de primer orden más conocida, a partir de la condición de Klein-Gordon. Y en-

contraremos el álgebra de Dirac. Tomando esta deducción como ejemplo y sabiendo que

los resultados son acordes a los ya conocidos, pasaremos a deducir las condiciones de los

coeficientes, es decir, el álgebra de las matrices β para partı́culas de determinado espı́n.

En especial, nos centraremos en la deducción del álgebra para la ecuación de DKP [3].

También se estudiará el grado del operador diferencial, a fin de relacionarlo con el espı́n de

la particula, ya que como veremos, según sea el grado del operador diferencial obtendremos

diferentes álgebras para las matrices que acompañan a los operadores diferenciales en la

ecuación de campo. Para esto, repasaremos las transformaciones de Lorentz y las relaciones

de conmutación de los generadores del álgebra de Lorentz [4, 5].
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2.1 Condición de Klein-Gordon

La ecuación de Schrodinger no es simétrica en las derivadas del espacio y del tiempo, por lo

que esta no es invariante de Lorentz. Sabemos que la relación relativı́stica entre la energı́a y

el momento, para una partı́cula libre, viene dada por

E2 � ~p2 �m2, (2.1)

donde E es la energı́a, ~p es el tri-momentum, y m es la masa de la partı́cula.

Podemos hacer uso del algoritmo de Schrodinger para obtener ecuaciones de onda de

un partı́cula. Este algoritmo consiste en representar a la energı́a y el momentum mediante

operadores diferenciales de la siguiente forma

Ê � iB0,

p̂i � �iBi,

donde estamos considerando unidades naturales ~ � 1 � c.

De aquı́, haciendo uso de (2.1), se obtiene la ecuación de onda

p��m2qψpxq � 0, (2.2)

donde � � BµBµ es el operador conocido como d’Alambertiano.

La ecuación (2.2) es conocida como la ecuación de Klein-Gordon. Y si sustituimos

una función de onda plana ψ � expp�ixµpµq, es claro que obtendremos la condición rela-

tivista (2.1). Por esto asumimos que cualquier teorı́a de campos relativista debe satisfacer la

siguiente condición: Los campos ψ correspondientes a particulas libres deben satisfacer la

ecuación (2.2) (condición de K. G.).

4



2.2 Deducción de la ecuación de Dirac

Podemos observar que la ecuación (2.2) es una ecuación diferencial de segundo orden.

Además, de la teorı́a de ecuaciones diferenciales sabemos que cualquier ecuación diferencial

puede ser transformada a primer orden aumentando el número de funciones de onda.

Un ejemplo de esto es para el caso del campo escalar ψpxq que satisface (2.2). Podemos

convertir la ecuación (2.2) en el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

ψµpxq � Bµψpxq
Bµψµpxq � �m2ψpxq

*
, (2.3)

donde se ha introducido el vector de cinco componentes pψ, ψµq [6]. Nótese, que cada

componente de esta función cumple individualmente la ecuación de K. G.

En general, la ecuación de onda relativista, de primer orden, para un conjunto de fun-

ciones de onda ψa pa � 1, 2, ..., nq tiene la forma

ΛabpBq ψb � 0. (2.4)

donde ΛabpBq son los elementos de matriz de los operadores diferenciales de primer orden

que actúan sobre las funciones.

La condición de K.G. limita esta ecuación de onda, ya que requiere la existencia del

operador diferencial dabpBq que satisfaga la relación

dabpBqΛbcpBq � p��m2qδac, (2.5)

y la forma más general de este operador dab está dada por una función de las derivadas

parciales Bµ’s

dpBq � rdabpBqs � α � αµBµ � ...� αµ1...µlBµ1 ...Bµl � ..., (2.6)
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donde los coeficientes α, αµ, ... son matrices de dimensión n.

Denotamos el orden más alto de la serie de los operadores diferenciales en (2.6) por r,

tal que

αµ1...µl � 0 para l ¡ r. (2.7)

Si usamos la misma filosofı́a para el operador ΛpBq, su estructura general se podrı́a es-

cribir de la siguiente forma

piρµBµ �mβqψpxq � 0, (2.8)

donde ρµ y β son ciertas matrices de dimensión n, y ψpxq � pψ1, . . .qT . Sustituyendo, (2.6)

junto a ΛpBq � rΛabpBqs � iρµBµ �mβ en la ecuación (2.5), se obtiene

pα � αµBµ � . . .qpiρνBν �mβq � p��m2qI

�αβm� piαρµ �mαµβqBµ � iαµBµρνBν �OpBµBνBγq � p��m2qI. (2.9)

Comparando los términos de orden cero en ambos lados de la ecuación (2.9), encontramos

la siguiente identidad

�mαβ � m2I, (2.10)

donde si aplicamos determinante a ambos lados, teniendo en cuenta que I es la matriz iden-

tidad de orden n, obtenemos

|mαβ| � |m2I|

mn|α||β| � m2n|I|

|α||β| � mn.

Considerando que en general m es no nulo1, entonces, tanto α como β son matriz no

singulares, es decir, existe la matriz inversa β�1. Multiplicando (2.8) por β�1 obtenemos

1En el caso de m � 0, es decir, el caso de los fotones, revisar la referencia [3]
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otra forma de la ecuación general relativista de primer orden

piβµBµ �mIqψpxq � 0, (2.11)

donde,

βµ � β�1ρµ. (2.12)

Como ejemplo, sea dpBq un operador diferencial de primer orden (i.e. r � 1 en (2.7)),

dpBq � α � αµBµ. (2.13)

Usando el operador (2.13) junto a Λ � piβµBµ �mIq en la condición de K. G. (2.5), se

obtiene la siguiente identidad

pα � αµBµqpiβνBν �mIq � p��m2qI

iαβνBν � αm� iαµBµβνBν � αµBµm � p��m2qI,

donde para que esta igualdad sea cierta, se debe cumplir el siguiente sistema de ecuaciones

$''''''&
''''''%

�αm � m2I

iαβµ � αµm � 0

ipαµβν � ανβµq � 2gµν ,

(2.14)

estas ecuaciones conducen a
α � �mI
αµ � �iβµ

βµβν � βνβµ
!� 2gµν .

(2.15)

La tercera ecuación de (2.15) es la condición que deben cumplir los βµ’s para que la ecuación

(2.11) sea relativista, pues proviene de la condición de K. G. En la literatura, esta ecuación

es el álgebra de Dirac.
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Como se verá en la sección 2.4, el valor de r que aparece en (2.7) es igual a 2j, donde

j es el valor máximo del espı́n de la representación del campo ψ. Entonces, en (2.13) se

tiene que j � 1{2, por lo que (2.11) es la ecuación del campo con espı́n 1{2, donde βµ debe

satisfacer (2.15). De manera similar, en la siguiente sección derivaremos las ecuaciones de

campo para representaciones de mayor orden.

2.3 Ecuación de onda relativista general

Como ya vimos, una ecuación de campo relativista se puede escribir de la forma

piβµBµ �mqψ � 0, (2.16)

donde a los escalares se les considerará que se esta multiplicando por la matriz identidad,

por lo que a partir de ahora no lo escribiremos explı́citamente.

Ahora, sea una transformación de Lorentz dada por

x1µ � Λµ
νx

µ, (2.17)

donde, la transformación Λµ
ν debe cumplir la siguiente condición

gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ � gρσ, (2.18)

esta condición permite que las transformaciones de Lorentz dejen invariante la forma cuadrática

x2 � xµxµ.

Asumimos que bajo la transformación (2.17) ψ se transforma linealmente de acuerdo a

ψ1 � Lψ, (2.19)

donde, L es la representación de la transformación de Lorentz de los campos.
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De (2.17), podemos obtener la transformación de Lorentz para las derivadas

Bµ � Λν
µB1ν . (2.20)

Sustituyendo (2.20) y (2.19) en (2.16) y multiplicando por L por la izquierda

piβµΛν
µB1ν �mqL�1ψ1 � 0

LpiβµΛν
µB1ν �mqL�1ψ1 � 0

piLΛν
µβ

µL�1B1ν �mqψ1 � 0. (2.21)

Para que la ecuación (2.21) sea covariante, debe tener la misma forma que (2.16), i.e. se

debe cumplir que

LΛν
µβ

µL�1 � βν ,

Λν
µβ

µ � L�1βνL. (2.22)

En la ecuación (2.22) tenemos en el lado izquierdo la transformación de βµ como un

cuadrivector, y en el lado derecho, la transformación de la matriz βν .

Ya hemos visto un caso particular de una ecuación de onda relativista dada por la elección

(2.13) del operador diferencial. Ahora, para encontrar una ecuación de onda relativista gen-

eral de primer orden, sustituimos (2.6) en (2.5), con Λ � piβµBµ �mq

pα � αµBµ � ...� αµ1...µlBµ1 ...Bµl � ...qpiβνBν �mq � p��m2qI

iαβνBν � αm� iαµBµβνBν � αµBµm� iαµ1µ2Bµ1Bµ2βνBν�mαµ1µ2Bµ1Bµ2
�...� iαµ1...µlBµ1 ...BµlβνBν �mαµ1...µlBµ1 ...Bµl � ... � p��m2qI

�αm� piαβµ �mαµqBµ � piαµβν �mαµνqBµBν � iαµ1µ2Bµ1Bµ2βνBν
�...� iαµ1...µlBµ1 ...BµlβνBν �mαµ1...µlBµ1 ...Bµl � ... � p��m2qI. (2.23)
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Como se puede observar de la expansión (2.6) del operador dpBq, las αµ1µ2...µl son

simétricas con respecto al intercambio de sus ı́ndices. Entonces, comparando ambos lados

de la ecuación, encontramos las siguientes relaciones:

α � �mI, (2.24)

iαβµ �mαµ � 0, (2.25)

iαµBµβνBν �mαµ1µ2Bµ1Bµ2 � BµBµ
iαµβνBµBν �mαµνBµBν � gµνBµBν¸

tµνu

piβµαν �mαµνq � 2gµν , (2.26)

iαµ1µ2βνBµ1Bµ2Bν �mαµ1µ2µ3Bµ1Bµ2Bµ3 � 0

iβµ1αµ2µ3Bµ1Bµ2Bµ3 �mαµ1µ2µ3Bµ1Bµ2Bµ3 � 0¸
tµ1µ2µ3u

piβµ1αµ2µ3 �mαµ1µ2µ3q � 0, (2.27)

¸
tµ1µ2...µlu

piβµ1αµ2...µl �mαµ1µ2...µlq � 0, (2.28)

donde
°

tµ1...µlu

indica una sumatoria sobre todas las permutaciones posibles de los ı́ndices.

Despejando las α’s

α � �mI, (2.29)

αµ � �iβµ, (2.30)

αµν � � 1

m

�
gµν � 1

2
pβµβν � βνβµq

�
, (2.31)

los cálculos (2.29), (2.30) y (2.31) son similares a los cálculos hechos para la deducción de

la ecuación Dirac (2.15).
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Ahora, realizaremos los cálculos para l � 3 en adelante. De la simetrı́a de los indices de

las matrices α’s, la ecuación (2.28) se puede reescribir como

i
¸

tµ1µ2...µlu

βµ1αµ2...µl � σ!mαµ1µ2...µl . (2.32)

• Para el caso σ � 3, usando la ecuación (2.26) para reemplazar el αµ2µ3

αµ1µ2µ3 � 1

3!

p�iq
m2

¸
tµ1µ2µ3u

βµ1pgµ2µ3 � βµ2βµ3q. (2.33)

• Para el caso σ � 4, usamos (2.33) para reemplazar αµ2µ3µ4

αµ1µ2µ3µ4 � 1

4!

1

m3

¸
tµ1µ2µ3µ4u

βµ1βµ2pgµ3µ4 � βµ3βµ4q. (2.34)

Por lo que, para σ � l, se obtiene de manera iterativa

αµ1...µl � 1

l!

piql
mpl�1q

¸
tµ1...µlu

βµ1 ...βµl�2pgµl�1µl � βµl�1βµlq, para l ¡ 2. (2.35)

Además, de la ecuación (2.7) podemos encontrar el álgebra de las matrices β

¸
tµ1...µb�1u

βµ1 ...βµb�1pgµbµb�1 � βµbβµb�1q � 0. (2.36)

Asi, tenemos que el operador diferencial

dpBq � �mI � iβµBµ � 1

m
r�� pβµβνBµBνqs � ...

� piql
mpl�1q

pβµ3 ...βµl�� βµ1 ...βµlBµ1Bµ2qBµ3 ...Bµl � ...

��mI � iβµBµ � 1

m

�
�� pβµBµq2

�� ...

� il

ml�1
r�� pβµBµq2spβµBµql�2 � ... (2.37)
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2.4 Significado del grado l del operador diferencial

En esta sección intentaremos darle un sentido al grado del operador diferencial, ya que como

vimos, según sea el grado de este operador, encontraremos diferentes ecuaciones de campo

y veremos como esta se relaciona con el espı́n del campo. En esta sección seguiremos de

cerca las referencias [4, 5]

Para esto primero haremos un repaso a las transformaciones de Lorentz y sus respectivos

generadores [4].

Sea una transformación infinitesimal de Lorentz escrito de la siguiente manera

Λµ
ν � δµν � ωµν , (2.38)

donde δµν es la delta de Kroneker y ωµν son los parámetros infinitesimales.

Reemplazamos (2.38) en la ecuación (2.18) para encontrar las restricciones que deben

cumplir los parámetros ωµν

ηµνΛ
µ
ρΛ

ν
τ � ηµν

 
δµν � ωµρ

( tδνσ � ωνσu

� ηµνδ
µ
νδ
ν
σ � ηµνδ

µ
ρω

ν
σ � ηµνω

µ
ρδ
ν
σ

� ηρσ � ωρσ � ωσρ � ηρσ,

por lo tanto, se debe cumplir que

ωµν � �ωνµ, (2.39)

entonces, los parametros infinitesimales ωµν deben ser antisimétricos.

Para la transformación infinitesimal (2.38), la matriz de transformación de Lorentz L de

los campos tiene la forma

L � 1� i

2
ωµνS

µν , (2.40)
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con

Sµν � �Sνµ. (2.41)

Donde la antisimetrı́a de Sµν proviene del producto con los parámetros ωµν que ya se ha

visto que son antisimétricos.

Esta matriz de transformación es la transformación L que vimos en la ecuación (2.19).

Ahora, sustituyendo (2.40) y (2.38) en (2.22), y considerando solo términos a primer

orden en ω encontramos que

p1� i
2
ωρλS

ρλqβσp1� i
2
ωρλS

ρλq � pδσν � ωσνqβν

βσ � i
2
ωρλβ

σSρλ � i
2
ωρλS

ρλβσ � βσ � gσµωµνβ
ν

i
2
ωρλpSρλβσ � βσSρλq � gσµωµνβ

ν ,

además, usando las identidades ωµν � ωρνδρµ, ωµν � �ωνµ � �ωνλδλµ obtenemos ωµν �
1
2
pωρνδρµ � ωνλδλµq. Entonces

gσµωµνβ
ν � 1

2
pωρνδρµβνgσµ � ωνλδλµβ

νgσµq

� 1

2
ωρλpgσρβλ � gσλβρq,

por lo tanto, ya que ωρλ es arbitrario, encontramos que

rβσ, Sρλs � ipgσρβλ � gσλβρq. (2.42)

Ya que Sµν es un tensor de segundo orden, tenemos que se debe transformar por Lorentz

como sigue

L�1SµνL � Λµ
ρΛ

ν
σS

ρσ, (2.43)

análogamente al calculo de (2.42), reemplazamos (2.40) y (2.38) en (2.43) y calculamos
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haciendo uso de las identidades ya mencionadas

p1� i
2
ωρλS

ρλqSµνp1� i
2
ωρλS

ρλq � pδµσ � ωµσqpδνθ � ωνθqSσθ

Sµν � i
2
ωρλS

µνSρλ � i
2
ωρλS

ρλSµν � Sµν � δµσω
ν
θS

σθ � δνθω
µ
σS

σθ

i
2
ωρλpSρλSµν � SµνSρλq � gναωαθS

µθ � gµαωασS
σν

� 1
2
gναpωρθδρα � ωθλδλαqSµθ � 1

2
gµαpωρσδρα � ωσλδλαqSσν

i
2
ωρλpSρλSµν � SµνSρλq � 1

2
pgνρωρθSµθ � gνλωθλS

µθq � 1
2
pgµρωρσSσν � gµλωσλS

σνq

� 1
2
pgνρωρλSµλ � gνλωρλS

µρq � 1
2
pgµρωρλSλν � gµλωρλS

ρνq

� 1
2
ωρλpgνρSµλ � gνλSµρ � gµρSλν � gµλSρνq

de aquı́, obtenemos el ya conocido álgebra de Lorentz

rSµν , Sρλs � ip�gµρSνλ � gµλSνρ � gνλSµρ � gνρSµλq. (2.44)

Ahora, introducimos las matrices de espı́n Jk y las matrices Ki construidas a partir de

los generadores Sµν de la siguiente manera

Jk � 1

2
εklmSlm con k, l,m � 1, 2, 3, (2.45)

Ki � Si0, con i � 1, 2, 3. (2.46)

Las interpretaciones de Jk y Ki las encontraremos al calcular sus leyes de conmutación.

Primero, reemplazaremos (2.45) en (2.44), para lo cual debemos tener en cuenta la siguiente

propiedad del tensor métrico g, tal que

gij � �δij, con i, j � 1, 2, 3, (2.47)
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en general, cualquier ı́ndice latino toma los valores 1, 2, 3. Con esto

rJk, J ls � 1

4
εkijεlpqrSij, Spqs

� i

4
εkijεlpqp�gipSjq � giqSjp � gjqSip � gjpSiqq

� i

4
pεkijεliqSjq � εkijεlpiSjp � εkijεlpjSip � εkijεljqSiqq

� i

4
pδklδjqSjq � δkqδjlSjq � δkpδjlSjp � δklδjpSjp

� δklδipSip � δkpδilSip � δklδiqSiq � δkqδliSiqq

� i

4
pδklSqq � Slk � Slk � δklSpp � δklSpp � Slk � δklSqq � Slkq

� � i
4

4Slk � �iSlk

� �ipεmlkJmq � iεmklJm,

donde hemos usado también la siguiente relación para Slk

Jm � 1

2
εmlkSlk

εilkJm � 1

2
εilkεmlkSlk

εilkJm � 1

2
2δimSlk

δimεilkJm � δimδimSlk

εmlkJm � Slk,

con lo que obtenemos la relación de conmutación para las matrices Jk

rJk, J ls � iεklmJm. (2.48)

Podemos observar que (2.48) es el álgebra de Lie de SUp2q, por lo que Jk, definido por

(2.44), es el momento angular.
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Ahora, calcularemos el conmutador de las matrices Ki reemplazando (2.46) en (2.44)

rK l, Kms � rSl0, Sm0s

� ip�glmS00 � gl0S0m � g00Slm � g0mSl0q

� �ig00Slm,

donde hemos usado la condición de que Sµν es antisimétrica y que g0i � gi0 � 0, de aquı́

rK l, Kms � �iεlmkJk. (2.49)

Finalmente, calculemos el conmutador entre Jk y Ki, donde haremos uso de las identi-

dades ya mencionadas en los cálculos anteriores

rK l, Jms � 1

2
εmpqrSl0, Spqs

� i

2
εmpqp�glpS0q � glqS0p � g0qSlp � g0pSlqq

� i

2
pεmlqS0q � εmplS0pq

� i

2
p2εmlqS0qq � ip�εlmqqp�Kqq

� iεlmqKq,

entonces,

rJ l, Kms � iεlmqKq, (2.50)

de (2.50) podemos observar que K, definido por (2.46), representa un vector espacial.

Hemos mencionado que (2.48) es la relación de conmutación de un momento angu-

lar. Por lo tanto, Jk tiene las propiedades del momento angular, y tiene los autovalores

pj, j � 1, ...,�jq, donde j puede toma un valor entero o semientero. En general, las ma-

trices de momento angular Jk (ver anexo A) se pueden descomponer en representaciones

irreducibles D |j|,D |j�1|, ... del grupo de rotación de tres dimensiones. Ya que, en una repre-

sentación irreducible D j , la función de onda ψ tiene p2j � 1q componentes independientes
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que corresponden a las direcciones del momento angular pmjq, entonces, ψ describe el es-

tado de una partı́cula con espı́n S � j. Ası́, la función de onda ψ en (2.16) describe estados

de una partı́cula con espı́n |j|, |j � 1|, ....

Finalmente, podemos relacionar el orden del operador dpBq, llamémosle b, con el espı́n

j, por

b � 2j, si m � 0, (2.51)

donde j es el máximo valor del espı́n de los varios campos descritos por los campos ψ.

De esta manera, por ejemplo, podemos tener para espı́n S � 1
2

(i.e j � 1
2
), (2.36)

conduce a

βµβν � βνβµ � 2gµν (2.52)

que es el álgebra en la teorı́a de Dirac. Para esta teorı́a, dpBq es

dpBq � �piβµBµ �mq (2.53)

Para espı́n S � 1 o 0 (i.e j � 1),

¸
tµ1µ2µ3u

βµ1pgµ2µ3 � βµ2βµ3q � 0

βµβνβσ � βσβνβµ � gµνβσ � gσνβµ

�βµβσβν � βνβσβµ � gµσβν � gνσβµ

�βνβµβσ � βσβµβν � gνµβσ � gσµβν � 0

que se puede reescribir como

βµβνβρ � βρβνβµ � gµνβρ � gρνβµ, (2.54)
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y el operador diferencial dpBq

dpBq � �
�

1

m
p��m2q � iβµBµ � 1

2m
pβµβν � βνβµqBµBν

�
. (2.55)

Tenemos que para espı́n 0 o 1 la ecuación de onda viene dada por (2.16), que junto

al álgebra (2.54) de las matrices β es conocida como la ecuación Duffin-Kemmer-Petiau

(DKP). Esta es la ecuación que querı́amos encontrar para propósitos de este trabajo, en el

capı́tulo 4 estudiaremos más acerca de esta ecuación para el caso de partı́culas de espı́n 0 a

fin de encontrar los campos DKP tipo Majorana, pero primero hemos de repasar la teorı́a de

Dirac y su representación de Majorana.

Finalmente, tenemos que podemos encontrar las ecuaciones de onda para campos con

espı́n arbitrario, según el grado del operador diferencial con el que trabajemos.
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Capı́tulo 3

Ecuación de Dirac y sus soluciones

Ahora que sabemos como deducir las ecuaciones de onda para partı́culas de espı́n arbitrario,

daremos un estudio a la ecuación de Dirac y sus soluciones generales, ası́ como también,

analizaremos las soluciones reales y las consecuencias de trabajar en una representación

imaginaria de las matrices γµ.

Como vimos en el capı́tulo anterior, la ecuación de Dirac

piγµBµ �mqψ � 0, (3.1)

se obtiene a partir de tomar el operador diferencial (2.6) de orden 1, (i.e j � 1
2
), junto con el

álgebra que deben cumplir las matrices γµ

γµγν � γνγµ � 2gµν . (3.2)

Una de las representaciones posibles de estas matrices y de uso frecuente es la siguiente

[7]:

γ0 �

�
��I2 0

0 �I2

�
�, ~γ �

�
�� 0 ~σ

�~σ 0

�
�, (3.3)

donde I2 es la matriz identidad de dimensión 2, 0 es una matriz nula también de dimensión

2, y ~σ son las matrices de Pauli.
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3.1 Solución de la ecuación de Dirac para una partı́cula

libre

Las soluciones para la ecuación de Dirac libre, escrita de la forma (3.1), utilizando la rep-

resentación (3.3) deben ser vectores de cuatro componentes. Para calcular las soluciones de

dicha ecuación, introducimos un ansatz [8, 9]

ψpxq � uppqe�ipµxµ � uppqe�ipEt�~p�~xq, (3.4)

donde uppq es un vector de cuatro componentes.

Ahora, reemplazamos el anzats (3.4) en la ecuación (3.1)

piγµBµ �mquppqe�ipµxµ � 0

piγµuppqp�ipµqe�ipµxµ �m.uppqe�ipµxµq � 0

pγµpµ �mquppqe�ipµxµ � 0

pγµpµ �mquppq � 0

pγ0p0 � γipi �mquppq � 0

pp0 � γ0γipi � γ0mquppq � 0

pγ0γipi � γ0mquppq � p0uppq (3.5)

de (3.3), podemos calcular

γ0γi �

�
�� 0 σi

σi 0

�
�. (3.6)

Escribiendo

u �

�
��φ
χ

�
�, (3.7)

con φ y χ vectores columna de dos componentes, y teniendo en cuenta que p0 � E.

20



Reemplazamos (3.7) y (3.6) en (3.5),

E

�
��φ
χ

�
��

�
��
�
��0 ~σ

~σ 0

�
�~p�m

�
��I2 0

0 �I2

�
�
�
��
�
��φ
χ

�
�

E

�
��φ
χ

�
��

�
��~σχ
~σφ

�
�~p�m

�
�� φ

�χ

�
�,

tenemos el sistema de ecuaciones siguiente:

"
Eφ � ~σ � ~pχ�mφ

Eχ � ~σ � ~pφ�mχ
, (3.8)

que podemos reescribir como

"pE �mqφ� ~σ � ~pχ � 0

~σ � ~pφ� pE �mqχ � 0
, (3.9)

y escribiéndolo en su forma matricial, tenemos

�
��E �m �~σ � ~p

~σ � ~p �pE �mq

�
�
�
��φ
χ

�
�� 0. (3.10)

Para que la ecuación (3.10) tenga soluciones no triviales, se debe cumplir que la deter-

minante sea igual a cero, luego

pE2 �m2q � p~σ � ~pqp~σ � ~pq � 0. (3.11)

Usando la relación

p~σ � ~Aqp~σ � ~Bq � ~A � ~B � i~σ � p ~A� ~Bq, (3.12)
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la ecuación (3.11) se transforma en

E2 � m2 � p2. (3.13)

Además, del sistema de ecuaciones (3.9), tenemos

φ � ~σ � ~p
E �m

χ , χ � ~σ � ~p
E �m

φ. (3.14)

Para las soluciones con energı́as positivas E � �
a
p2 �m2 necesitamos hacer elec-

ciones para la forma de φ. Hagamos la elección canónica y recordemos que φ es un spinor

de 2 componentes, por lo que debemos especificar dos soluciones:

φ1 �

�
��1

0

�
� o φ2 �

�
��0

1

�
�. (3.15)

En cada uno de estos casos χ queda determinado por la elección de φ, de modo que hay

en general cuatro soluciones independientes para cada valor de momento ~p.

Para escribir explı́citamente (a excepción de un factor de normalización) las dos solu-

ciones de energı́a positiva, basta obtener las componentes χ1 y χ2 correspondientes a φ1 y

φ2 respectivamente. Esto es fácil de encontrar usando la relación (3.14) y además

~σ � ~p �

�
��0 1

1 0

�
�px �

�
��0 �i
i 0

�
�py �

�
��1 0

0 �1

�
�pz

~σ � ~p �

�
�� pz px � ipy

px � ipy �pz

�
�, (3.16)
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luego,

χ1 � ~σ � ~p
E �m

�
��1

0

�
�� 1

E �m

�
�� pz px � ipy

px � ipy �pz

�
�
�
��1

0

�
�,

χ1 � 1

E �m

�
�� pz

px � ipy

�
�.

χ2 � ~σ � ~p
E �m

�
��0

1

�
�� 1

E �m

�
�� pz px � ipy

px � ipy �pz

�
�
�
��0

1

�
�,

χ2 � 1

E �m

�
��px � ipy

�pz

�
�.

Análogamente hacemos para las dos soluciones de energı́a negativa E � �
a
p2 �m2,

tomamos

χ̄1 �

�
��1

0

�
� o χ̄2 �

�
��0

1

�
�. (3.17)

Y usando nuevamente las relaciones (3.14) y (3.16)

φ1 � ~σ � ~p
E �m

�
��1

0

�
�� 1

E �m

�
�� pz px � ipy

px � ipy �pz

�
�
�
��1

0

�
�,

φ1 � 1

E �m

�
�� pz

px � ipy

�
�.
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φ2 � ~σ � ~p
E �m

�
��0

1

�
�� 1

E �m

�
�� pz px � ipy

px � ipy �pz

�
�
�
��0

1

�
�,

φ2 � 1

E �m

�
��px � ipy

�pz

�
�.

Ası́, obtenemos los cuatro espinores

u1ppq �

�
���������

1

0

pz
E �mppx � ipyq
E �m

�
��������
, u2ppq �

�
���������

0

1

ppx � ipyq
E �m�pz
E �m

�
��������
, (3.18)

u3ppq �

�
���������

pz
E �mppx � ipyq
E �m

1

0

�
��������
, u4ppq �

�
���������

ppx � ipyq
E �m�pz
E �m

0

1

�
��������
. (3.19)
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A partir de la ecuación (3.4) las soluciones serán:

ψ1pxq � u1ppqe�ip�x �

�
���������

1

0

pz
E �mppx � ipyq
E �m

�
��������
e�ip�x (3.20)

ψ2pxq � u2ppqe�ip�x �

�
���������

0

1

ppx � ipyq
E �m�pz
E �m

�
��������
e�ip�x (3.21)

ψ3pxq � u3ppqe�ip�x �

�
���������

pz
E �mppx � ipyq
E �m

1

0

�
��������
e�ip�x (3.22)

ψ4pxq � u4ppqe�ip�x �

�
���������

ppx � ipyq
E �m�pz
E �m

0

1

�
��������
e�ip�x (3.23)

¿Cómo interpretamos estas soluciones energéticas negativas? la interpretación conven-

cional se llama la interpretación de “Feynman-Stueckelberg” [9]: una solución de energı́a

negativa representa una partı́cula de energı́a negativa que viaja hacia atrás en el tiempo, o

de manera equivalente, una antipartı́cula de energı́a positiva que avanza en el tiempo. Con

esta interpretación, tendemos a reescribir las soluciones de energı́a negativa para representar

antipartı́culas positivas. A partir de las soluciones E   0.
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Haciendo E Ñ �E y ~pÑ �~p en (3.19) obtenemos:

ψ3pxq � u4p�pqe�ip�pq�x �

�
���������

p�px � ipyq
�E �m

pz
�E �m

0

1

�
��������
e�ip�pq�x

ψ3pxq � u4p�pqe�ip�pq�x �

�
���������

ppx � ipyq
E �m�pz
E �m

0

1

�
��������
eippq�x

ψ3pxq � v1ppqeip�x � u4p�pqe�ip�pq�x. (3.24)

Análogamente para ψ4pxq:

ψ4pxq � u3p�pqe�ip�pq�x �

�
���������

�pz
�E �mp�px � ipyq
�E �m

1

0

�
��������
e�ip�pq�x

ψ4pxq � u3p�pqe�ip�pq�x �

�
���������

pz
E �mppx � ipyq
E �m

1

0

�
��������
e�ip�pq�x

ψ4pxq � v2ppqeip�x � u3p�pqe�ip�pq�x, (3.25)

donde se esta definiendo v1ppq � u4p�pq y v2ppq � u3p�pq.

Sabemos que las soluciones a la ecuación de onda forman un conjunto completo de

estados, por superposición podemos sumar las soluciones para obtener una función arbitraria
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ψpxq en términos de ellos

ψpxq �
¸
s

»
p

dppasppqusppqe�ip�x � a:sppqvsppqe�ip�xq, (3.26)

donde s � 1, 2.

3.1.1 Soluciones reales de la ecuación de Dirac

Hemos encontrado las soluciones de la ecuación de Dirac libre, ahora revisaremos el artı́culo

de Palash B. Pal [1] donde se estudia la condición de realidad de las ecuaciones de Dirac.

Esto se obtiene a partir de trabajar en una representación distinta a la de Dirac donde todos

los elementos no nulos de los cuatros γµ’s son puramente imaginarios. Este repaso nos

servirá como base para realizar un analisis similar para el caso de campos DKP.

Primero, es fácil ver que la ecuación

piγµBµ �mqΨ � 0, (3.27)

donde γµ tiene elementos puramente imaginarios, es real puesto que se tiene el término iγµ.

La pregunta es si podemos definir los γµ’s sujetos a las siguientes propiedades:

γµγν � γνγµ � 2gµνI, µ, ν � 0, 1, 2, 3; (3.28)

γ0γµγ0 � γ:µ, (3.29)

y que sean puramente imaginarios.

Esto sı́ es posible, podemos escribir las matrices γ’s como productos tensoriales de la
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matrices de Pauli de la siguiente forma

rγ0 � σ2 b σ1, rγ1 � iσ1 b I2,

rγ2 � iσ3 b I2, rγ3 � iσ2 b σ2, (3.30)

donde denotamos a estas matrices por una tilde.

Estas matrices se pueden escribir explı́citamente como

rγ0 �

�
��������

0 0 0 �i
0 0 �i 0

0 i 0 0

i 0 0 0

�
�������
, rγ1 �

�
��������

0 0 i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 i 0 0

�
�������
,

rγ2 �

�
��������

i 0 0 0

0 i 0 0

0 0 �i 0

0 0 0 �i

�
�������
, rγ3 �

�
��������

0 0 0 �i
0 0 i 0

0 i 0 0

�i 0 0 0.

�
�������
, (3.31)

de donde podemos observar que se cumple

rγ�µ � �rγµ. (3.32)

Las matrices que cumplan la condición (3.32) constituyen una representación de Ma-

jorana particular de las matrices γ. Luego, si usamos esta representación en la ecuación

(3.27), esta será una ecuación real, ya que los γ̃µ’s son puramente imaginarios, y los iγ̃µ’s

son reales. Por lo tanto, uno deberı́a poder encontrar soluciones reales rψ tal que

pirγµBµ �mq rψ � 0, (3.33)
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en otras palabras, encontraremos soluciones que satisfagan que

rψ � rψ�, (3.34)

donde rψ representarán fermiones de Majorana.

3.2 Condición de Majorana

La condición (3.34) es conocida como la condición de Majorana, y se obtuvo a partir de una

representación especı́fica de las matrices γ’s. Para ver como se expresa esta condición en una

representación cualquiera podemos hacer uso de una transformación de similaridad que nos

lleve de la representación de Majorana a una representación general. Sea esta transformación

dada por

γµ � UrγµU :, (3.35)

donde U es una matriz unitaria.

Para verificar que la nueva representación cumpla con el álgebra, reemplacemos (3.35)

en (3.28)

rγµrγν � rγνrγµ � 2gµν

U :γµUU :γνU � U :γνUU :γµU � 2gµν

U :γµγνU � U :γνγµU � 2gµν

UU :pγµγν � γνγµqUU : � 2gµνUU :

γµγν � γνγµ � 2gµν ,

vemos efectivamente que estas nuevas matrices γ’s son una representación de la ecuación de

Dirac.

Ahora veamos como se relacionan los fermiones de Majorana con los fermiones de
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Dirac1. Para esto reeplazamos (3.35) en (3.33)

pirγµBµ �mq rψ � 0

piU :γµUBµ �mq rψ � 0

piUU :γµUBµ �mUq rψ � 0

piγµBµ �mqU rψ � 0. (3.36)

La ecuación (3.36) nos dice que una solución general de la ecuación de Dirac esta rela-

cionada a una solución real mediante la siguiente relación

ψ � U rψ, (3.37)

Con todo esto, podemos reemplazar (3.37) en (3.34) para ver como se expresa esta

condición en una representación general

rψ � rψ�

U :ψ � pU :ψq�

U :ψ � pU :�ψ�q

U :ψ � UJψ�,

reescribimos esto como

ψ � UUJψ�. (3.38)

Tenemos que U es unitaria, i.e. U : � U�1, luego, veamos si la combinación UUJ

1Cabe resaltar que un fermión de Majorana es un fermión de Dirac, pero un fermión de Dirac no necesari-
amente es uno de Majorana
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también lo es:

pUUJq: � pUJq:U :

� ppUJq�qJU�1

� pU :qJU�1

� pU�1qJU�1

� pUJq�1U�1

pUUJq: � pUUJq�1, (3.39)

por lo tanto, UUJ también es unitaria.

3.2.1 Transformación de conjugación de carga

En lugar de usar U directamente, es usual en la literatura usar otra matriz unitaria C que se

define por

UUT � γ0C, (3.40)

y luego tenemos una notación compacta para la relación (3.38)

ψ � γ0Cψ
�. (3.41)

La ecuación (3.41) es similar a la conocida en la literatura como la transformación de

conjugación de carga.

ψc � γ0Cψ
�. (3.42)

En conclusión, la condición de Majorana para cualquier representación viene dada por la

relación

ψ � ψc. (3.43)
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En la representación de Majorana, la solución ψ̃ es real. Por lo que podemos escribir su

solución en analogı́a con la ecuación (3.26) de la siguiente manera

rψpxq �¸
s

»
p

dppasppqrusppqe�ip�x � a:sppqru�s ppqe�ip�xq, (3.44)

donde s � 1, 2 corresponde a los dos espinores.

Como ya tenemos la relación entre las soluciones reales y las soluciones para una repre-

sentación arbitraria , usamos la ecuación (3.37) para encontrar dichas soluciones arbitrarias

ψpxq �
¸
s

»
p

dppasppqUrusppqe�ip�x � a:sppqUru�s ppqe�ip�xq. (3.45)

Definamos ahora los espinores para la representación arbitraria a través de la relación

usppq � Urusppq, (3.46)

la ecuación (3.46) imita la ecuación (3.37) para el operador de campo.

Además, reemplazando (3.46) en el segundo término de (3.45), encontramos

Uru�s ppq � UpU :usppqq� � UUJu�s ppq (3.47)

Por lo tanto, podemos escribir la ecuación (3.45) como

ψpxq �
¸
s

»
p

dppasppqusppqe�ip�x � a:sppqvsppqe�ip�xq, (3.48)

donde hemos introducido la notación

vsppq � UUTu�s ppq � γ0Cu
�
s ppq, (3.49)

y, donde la matriz C se definió en la ecuación (3.40).
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Tomando el complejo conjugado de ambos lados de la ecuación (3.49) y multiplicando

por UUT , vemos que la nueva notación en (3.49) también implica

usppq � γ0Cv
�
s ppq. (3.50)

En la representación de Majorana, la ecuación (3.49) y la ecuación (3.50) significan lo

mismo, es decir, los vectores u y v son conjugados de carga uno del otro, puesto que cumplen

la condición de Majorana.

3.2.2 Algunas propiedades de la matriz C

Hemos introducido una matriz C en la ecuación (3.41) que está relacionada con la transfor-

mación de conjugación de carga. Con esto en mente, encontraremos algunas propiedades

que cumple la matriz C.

Usando la definición de la ecuación (3.40) podemos calcular la siguiente identidad

C�1γµC � pγ0UUJq�1γµpγ0UUJq

� pUUJq:γ0γµγ0UUJ

� U�U :γ:µUU
J

� U�pU :γµUq:UJ

� U�rγ:µUJ

� pUγ̃�µU :qJ, (3.51)

donde hemos usado las ecuaciones (3.29) y (3.35). Finalmente, usando la ecuación (3.32) y

(3.35), obtenemos la primera propiedad que la matriz C debe cumplir

C�1γµC � �pUrγµU :qJ � �γJµ . (3.52)
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La ecuación (3.52) se pudo tomar como la definición para la matriz C, ya que esta

relación es lo que usualmente se encuentra en la literatura cuando se habla de la transfor-

mación de conjugación de carga. Esta definición no se refiere solo a la representación de

Majorana, sino que es válida para cualquier representación.

La ecuación (3.52) junto a la ecuación (3.41) nos da una definición de fermión de Ma-

jorana que es independiente de cualquier representación. Es decir, no importa con que rep-

resentación de las matrices de Dirac se trabajen, se puede encontrar la matriz C en esa

representación a través de la ecuación (3.52) y usarla para definir ψc a través de la ecuación

(3.41).

La segunda propiedad la podemos calcular a partir de la condición de queU es una matriz

unitaria, por lo que podemos calcular la siguiente relación

UUT pUUT q� � UUTU�pUT q� � UUTU�U : � 1. (3.53)

Reemplazando la definición (3.40) en la ecuación (3.53) podemos reescribirlo de la sigu-

iente manera

γ0Cpγ0Cq� � 1. (3.54)

Usando la ecuación (3.52) y el hecho de que γ0 es hermitiana en la relación (3.54),

podemos calcular

γ0Cγ
�
0C

� � γ0Cγ
J
0 C

�

� γ0Cp�C�1γ0CqC�

� �CC� � 1, (3.55)

o equivalentemente como

C� � �C�1. (3.56)
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Finalmente, usando la unitaridad de la matriz C, esta relación se puede convertir en la

forma

C� � �C: (3.57)

CJ � �C, (3.58)

i.e., C es una matriz antisimétrica en cualquier representación de las matrices de Dirac.

3.2.3 Invariancia de Lorentz de la condición de realidad

Tenemos la condición de Majorana generalizada dada por la igualdad (3.43). Esta condición

será importante solo si se mantiene en cualquier marco de referencia i.e., si es invariante de

Lorentz. Ahora se muestra que este es el caso.

Bajo transformaciones infinitesimales de Lorentz que toman las coordenadas de un punto

del espacio-tiempo de xµ a x1µ � xµ � ωµνx
ν , un campo fermiónico se transforma de la

siguiente manera:

Ψ1px1q � exp

�
� i

4
ωµνσµν



Ψpxq, (3.59)

donde

σµν � i

2
rγµ, γνs . (3.60)

Tomando la conjugada compleja de la ecuación (3.59) y multiplicando por la derecha

por γ0C, obtenemos

γ0CΨ1�px1q � γ0C exp

�
� i

4
ωµνσ

�
µν



Ψ�pxq, (3.61)

haciendo uso de la condición (3.42) en (3.61) obtenemos

Ψ1cpx1q � γ0C exp

�
� i

4
ωµνσ

�
µν



pγ0Cq�1Ψcpxq. (3.62)
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La ecuación (3.62) contiene el complejo conjugado de las matrices sigma. Antes de

seguir con el cálculo, debemos notar que las ecuaciones (3.29) y (3.52) nos dicen que

γ�µ � pγ:µqJ � γJ0 γ
J
µ γ

J
0 � γ0γ

J
µ γ0

� γ0p�C�1γµCqγ0
� �pCγ0q�1γµCγ0, (3.63)

Además, a partir de la ecuación (3.40) y la anti-simetrı́a de C podemos encontrar que

UUJ � γ0C

pUUJqJ � pγ0CqJ

UUJ � �Cγ0
γ0C � �Cγ0. (3.64)

Luego, reemplazando (3.64) en la ecuación (3.63) encontramos la siguiente relación para

la conjugada de las matrices γ

γ�µ � �pγ0Cq�1γµpγ0Cq. (3.65)

Ahora, como las matrices σµν estan compuestas por las matrices γµ ya podemos calcular

la conjugada compleja de (3.60) usando (3.65) de la siguiente manera

σ�µν � � i
2

�
γ�µγ

�
ν � γ�νγ

�
µ

�
� � i

2

 pγ0Cq�1γµpγ0Cqpγ0Cq�1γνpγ0Cq � pγ0Cq�1γνpγ0Cqpγ0Cq�1γµpγ0Cq
(

� � i
2

 pγ0Cq�1γµγνpγ0Cq � pγ0Cq�1γνγµpγ0Cq
(
,
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que lo podemos reescribir como

pγ0Cqσ�µνpγ0Cq�1 � � i
2
pγµγν � γνγµq

pγ0Cqσ�µνpγ0Cq�1 � �σµν . (3.66)

Finalmente, usando (3.66) podemos simplificar la ecuación (3.62) expandiendo al menos

a primer orden y escribir

Ψ1cpx1q � exp

�
� i

4
ωµνσµν



Ψc. (3.67)

Comparando (3.59) y (3.66) observamos que el campo Ψ y el campo Ψc se transforman

de la misma manera bajo una transformación infinitesimal de Lorentz. Por lo tanto, podemos

decir que la condición de realidad dada por la ecuación (3.43) es invariante de Lorentz, i.e si

la condición es verdadera en algún marco de referencia de Lorentz, será cierto en todos los

marcos de referencia.
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Capı́tulo 4

La ecuación de Duffin-Kemmer-Petiau y

sus soluciones

En el capı́tulo 2 vimos que la ecuación de Dirac se puede generalizar para partı́culas con

espı́n arbitrario, donde lo que se modificaba era el álgebra que las matrices β debı́an cumplir.

Ahora, partiremos de la afirmación que hicimos en el segundo capı́tulo: cualquier ecuación

diferencial se puede puede transformar a una ecuación diferencial de primer orden aumen-

tando el número de variables. La ecuación que transformaremos será la ecuación de Klein-

Gordon y seguiremos el ejemplo que dimos en ese capı́tulo de tal manera que encontremos

explı́citamente la representación de las matrices β de la ecuación DKP para el caso de espı́n

0 donde el campo es un vector de 5 componentes. Nos tomamos la molestia de encontrar

explı́citamente esta representación debido a que la usaremos para cálculos posteriores. Para

más detalles referentes a los campos libres el lector puede revisar las referencias [5, 10].

Primero, transformaremos la ecuación de Klein-Gordon

pBµBµ �m2qϕ � 0, (4.1)

donde ϕ es una función de onda escalar que describe partı́culas de espı́n cero.

Para esto introducimos la siguiente notación para el vector gradiente

ψµ � i

m
Bµϕ, (4.2)
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con esta notación la ecuación (4.1) se puede reescribir como

iBµψµ �mϕ � 0. (4.3)

Además, reordenando (4.2) tenemos

iBµϕ�mψµ � 0, (4.4)

donde, podemos escribir explı́citamente las ecuaciones (4.3) y (4.4) como un sistema de

ecuaciones de la siguiente manera

iB0ϕ � 0 � 0 � 0 � mψ0 � 0

0 � iB1ϕ � 0 � 0 � mψ1 � 0

0 � 0 � iB2ϕ � 0 � mψ2 � 0

0 � 0 � 0 � iB3ϕ � mψ3 � 0

iB0ψ0 � iB1ψ1 � iB2ψ2 � iB3ψ3 � mϕ � 0.

(4.5)

De la ecuación (4.5) observamos que esta se puede escribir de una forma compacta como

piβµBµ �mqΨ � 0, (4.6)

donde Ψ es un vector columna de 5 componentes

Ψ �

�
�����������

Ψ0

Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

�
�����������
�

�
�����������

ψ0

ψ1

ψ2

ψ3

ϕ

�
�����������
. (4.7)

Y, la representación de las matrices β la podemos encontrar a partir de la ecuación (4.5)
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como

β0 �

�
�����������

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

�
����������

β1 �

�
�����������

0 0 0 0 0

0 0 0 0 �1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

�
����������

β2 �

�
�����������

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 �1

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

�
����������

β3 �

�
�����������

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 �1

0 0 0 1 0

�
����������
. (4.8)

Estas matrices β son una solución particular de su representación irreducible para espı́n

cero, que además obedecen al siguiente álgebra

βµβνβρ � βρβνβµ � gµνβρ � gρνβµ. (4.9)

La ecuación (4.6), junto al álgebra (4.9), es la ecuación que habı́amos encontrado en el

capı́tulo 2, conocida como la ecuación de Dufin-Kemmer-Petiau (DKP).

Para obtener el campo DKP conjugado, es necesario primero definir el conjunto de ma-

trices hermitianas ηµ como

ηµ � 2βµβµ � gµµ, (4.10)

pηµq2 � I, (4.11)

donde estas matrices complementan a las matrices βµ de tal manera que estas tienen su
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conjugado hermı́tico a través de

βµ: � η0βµη0. (4.12)

Tomando el conjugado hermı́tico a la ecuación (4.6) y usando (4.12) podemos hacer el

siguiente cálculo

�iBµΨ:βµ: �mΨ: � 0

�iBµΨ:η0βµη0 �mΨ: � 0

�iBµΨ:η0βµη0η0 �mΨ:η0 � 0

�iBµΨ:η0βµ �mΨ:η0 � 0.

Definiremos la función de onda adjunta Ψ por

Ψ � Ψ:η0, (4.13)

entonces, la ecuación DKP conjugada viene dada por

ΨpiβµÐÝBµ �mq � 0. (4.14)

Recordemos que en el caso del campo de Dirac, el campo adjunto se introduce para poder

escribir un Lagrangiano invariante de Lorentz y una corriente conservada [11], en analogı́a

a esto es que se introduce el campor DKP conjugado mediante la definición (4.13) donde a

diferencia de la matriz γ0 se usa la matriz η0 definido por (4.10)
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4.1 Solución de la Ecuación DKP para partı́cula libre

Ya que el campo DKP obedece la ecuación de Klein-Gordon, podemos escribir una solución

como una combinación lineal de ondas planas de la siguiente forma

ψpxq � uppqe�ipx, (4.15)

donde uppq es un vector columna de 5 componentes, tal que

ψ �

�
�����������

ψ0

ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

�
�����������
�

�
�����������

u0

u1

u2

u3

u4

�
�����������
e�ipx.

Sustituyendo el anzats (4.15) en (4.6) podemos encontrar la siguiente ecuación para uppq

piβµBµ �mquppqe�ipx � 0

pβµpµ �mquppqe�ipx � 0

pβµpµ �mquppq � 0, (4.16)

y usando la regla de conjugación (4.13) obtenemos la ecuación para ūppq � u:ppqη0

uppq:pβµ:pµ �mq � 0

uppq:pη0βµη0pµ �mq � 0

uppq:pη0βµη0η0pµ �mη0q � 0

uppq:pη0βµpµ �mη0q � 0

uppq:η0pβµpµ �mq � 0

ūppqpβµpµ �mq � 0.
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Ahora, usando la representación (4.8) podemos encontrar

βµpµ �

�
�����������

0 0 0 0 p0

0 0 0 0 �p1
0 0 0 0 �p2
0 0 0 0 �p3
p0 p1 p2 p3 0

�
����������
�

�
�����������

0 0 0 0 p0

0 0 0 0 p1

0 0 0 0 p2

0 0 0 0 p3

p0 �p1 �p2 �p3 0

�
����������
, (4.17)

reemplazando la expresión (4.17) en (4.16) encontramos que

�
�����������

0 0 0 0 p0

0 0 0 0 p1

0 0 0 0 p2

0 0 0 0 p3

p0 �p1 �p2 �p3 0

�
����������

�
�����������

u0

u1

u2

u3

u4

�
����������
� m

�
�����������

u0

u1

u2

u3

u4

�
����������

; (4.18)

de aquı́, obtenemos las siguientes relaciones

pµu4ppq � muµppq, (4.19)

pµu
µppq � mu4ppq. (4.20)

De estas dos ecuaciones podemos encontrar la relación de dispersión de Einstein

pµp
µu4ppq � mpµu

µppq � mpmu4ppqq � m2u4ppq

Ñ pµp
µ � m2. (4.21)

De (4.21) podemos observar que existe un vı́nculo para p0

p0 � �E � �
a
|p|2 �m2, (4.22)

por lo que podemos escribir uppq en función del tri-momento p. Entonces, de la relaciones
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(4.19) y (4.20), u4ppq tiene la forma

u4ppq � u4ppq � mNppq. (4.23)

Luego, tenemos dos soluciones, una con energı́a positiva y otra con energı́a negativa,

dadas por

uαppq � Nαp pq

�
�����������

E

p1

p2

p3

m

�
����������

y uβppq � Nβp pq

�
�����������

�E
p1

p2

p3

m

�
����������
. (4.24)

De aquı́, tenemos dos soluciones en forma de onda plana

ψαpxq � uαppqe�ipEt�p�xq, (4.25)

ψβpxq � uβppqe�ip�Et�p�xq � uβppqeipEt�p�xq, (4.26)

por lo que, la solución más general esta dada por

ψpxq �
»

d3p

p2πq3{2aαppqu
αppqe�ipEt�p�xq �

»
d3p

p2πq3{2aβppqu
βppqeipEt�p�xq, (4.27)

haciendo p Ñ -p en la segunda integral, obtenemos

ψpxq �
»

d3p

p2πq3{2aαppqu
αppqe�ipEt�p�xq �

» �d3p
p2πq3{2aβp�pquβp�pqeipEt�p�xq

ψpxq �
»

d3p

p2πq3{2aαppqu
αppqe�ipEt�p�xq �

»
d3p

p2πq3{2aβp�pquβp�pqeipEt�p�xq. (4.28)

En la solución (4.28) podemos fijar p0 � E ¡ 0, tal que la segunda integral puede ser in-

terpretada como un paquete de ondas viajando en dirección opuesta al paquete representado

por la primera integral. Además, con el objetivo de tener una solución similar a la solución
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de Dirac, podemos hacer las siguientes redefiniciones

$''''''''''&
''''''''''%

p0 � E ¡ 0

appq � aαppq
u�ppq � uαppq
b�ppq � aβp�pq
u�ppq � uβp�pq

(4.29)

ası́, la solución (4.28) se puede escribir como

ψpxq �
»

d3p

p2πq3{2
�
appqu�ppqe�ipx � b�ppqu�ppqeipx� , (4.30)

donde

u�ppq � uαppq � N�ppq

�
�����������

�E
p1

p2

p3

m

�
����������

; u�ppq � uβp�pq � N�p pq

�
�����������

�E
�p1

�p2

�p3

m

�
����������
. (4.31)

Para encontrar la solución de la onda conjugada, podemos tomar la conjuda de (4.30)

ψpxq � ψ:pxqη0

�
»

d3p

p2πq3{2
�
a�ppqu�:ppqη0eipx � bppqu�:ppqη0e�ipx�

ψpxq �
»

d3p

p2πq3{2
�
a�ppqu�ppqe�ipx � bppqu�ppqe�ipx� . (4.32)
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Calculando la energı́a

E �
»
d3xT 00

�
»
d3x

i

2

�
ψβ0B0ψ � B0ψβ0ψ

�
�
»
d3x

»
p

»
k

p�ik0 � ip0q �a�ppqapkqu�ppqβ0u�pkqeipp�kqx

�bppqb�pkqu�ppqβ0u�pkqe�ipp�kqx�
�
»
d3x

»
p

»
k

pik0 � ip0q �a�ppqb�pkqu�ppqβ0u�pkqeipp�kqx

�bppqapkqu�ppqβ0u�pkqe�ipp�kqx� ,
usando

p2πq�3

»
e�iqxd3x � δpqq

entonces,

�
»
p

»
k

p�ik0 � ip0q
�
a�ppqapkqu�ppqβ0u�pkqeipp0�k0qp2πq�3

»
eipp�kqxd3x

�bppqb�pkqu�ppqβ0u�pkqe�ipp0�k0qp2πq�3

»
e�ipp�kqxd3x




�
»
d3x

»
p

»
k

pik0 � ip0q
�
a�ppqb�pkqu�ppqβ0u�pkqeipp0�k0qp2πq�3

»
eipp�kqxd3x

�bppqapkqu�ppqβ0u�pkqe�ipp0�k0qp2πq�3

»
e�ipp�kqxd3x



,

�
»
p

»
k

p�ik0 � ip0q
�
a�ppqapkqu�ppqβ0u�pkqeipp0�k0qδpp � kq

�bppqb�pkqu�ppqβ0u�pkqe�ipp0�k0qδpp � kq
	

�
»
d3x

»
p

»
k

pik0 � ip0q
�
a�ppqb�pkqu�ppqβ0u�pkqeipp0�k0qδpp � kq

�bppqapkqu�ppqβ0u�pkqe�ipp0�k0qδpp � kq
	
,

sabemos también

fpxqδpx� yq � fpyqδpx� yq,
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e integrando en k

E � i

2

»
p

p�ip0 � ip0q
�
a�ppqapkqu�ppqβ0u�ppqeipp0�p0q

�bppqb�ppqu�ppqβ0u�ppqe�ipp0�p0q
	

� i

2

»
p

pip0 � ip0q
�
a�ppqb�p-pqu�ppqβ0u�p-pqeipp0�p0q

�bppqap-pqu�ppqβ0u�p-pqe�ipp0�p0q
	
,

E �
»
p

p0pa�ppqappqu�ppqβ0u�ppq � bppqb�ppqu�ppqβ0u�ppqq. (4.33)

De la condición de que la energı́a en todo el espacio sea positiva, podemos obtener la

normalización

u�β0u� � 	1. (4.34)

Para calcular N�ppq, primero calcularemos el producto

η0β0 �

�
�����������

1 0 0 0 0

0 �1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 1

�
����������

�
�����������

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

�
����������
�

�
�����������

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

�
����������
. (4.35)
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Usando la condición de normalización (4.34) junto al producto (4.35), encontramos que

u�ppqβ0u�ppq � pu�ppqq:η0β0u�ppq

� pN�ppqq:N�ppq
�
�E �p1 �p2 �p3 m



�
�����������

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

�
����������

�
�����������

�E
�p1

�p2

�p3

m

�
����������

u�ppqβ0u�ppq � �2mEpN�ppqq:N�ppq � �1, (4.36)

y de manera análoga tendremos para u�

u�ppqβ0u�ppq � 2mEpN�ppqq:N�ppq � 1. (4.37)

De (4.36) y (4.37) podemos concluir que se cumple que

N�ppq � 1?
2Em

(4.38)

4.2 Transformación de conjugación de carga

Hemos visto en subsección 3.2.1 que podemos encontrar la transformación de conjugación

de carga a partir de la condición de Majorana. También se encontró una propiedad para la

matriz C dada por la relación (3.52) y mencionamos que esta se podrı́a tomar como definición

para tener una transformación de conjugación de carga. Ahora veremos como es que usual-

mente se introduce esta transformación.

Debido a que la ecuación DKP es una ecuación tipo Dirac, los siguientes cálculos son

similares a lo que se hace para la ecuación de Dirac, con algunas variaciones debido a que

las matrices β’s cumplen con un álgebra diferente.
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Para nuestro cálculo tomaremos en cuenta la interacción con el campo electromagnético,

mediante el acoplamiento mı́nimo. Para obtener la ecuación que describe la interacción,

debemos hacer el cambio en (4.6) de Bµ por Bµ � ieAµpxq (derivada covariante) donde

Aµpxq es el potencial del campo electromagnético y e es la carga de la partı́cula; por lo

cual tendremos la ecuación

riβµpBµ � ieAµq �msψ � 0 (4.39)

y para el campo conjugado

ψriβµpBµ � ip�eqAµq �ms � 0. (4.40)

Ahora, definamos la transformación de conjugación de carga de la siguiente manera

ψc � Cψ
T
, (4.41)

reemplazando en (4.40)

ψriβµpBµ � ieAµq �ms � 0

ripβµqT pBµ � ieAµq �msψT � 0

ripβµqT pBµ � ieAµq �msC�1ψc � 0,

multiplicando por C por la izquierda

riCpβµqTC�1pBµ � ieAµq �msψc � 0

si la matriz C satisface la condición

CpβµqTC�1 � �βµ, (4.42)
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podemos obtener

riβµpBµ � ip�eqAµq �msψc � 0. (4.43)

De manera análoga calculamos para el campo adjunto

ψ
c � ψTC�1, (4.44)

reemplazando en (4.39)

riβµpBµ � ieAµq �msψ � 0

ψT ripβµqT pBµ � ieAµq �ms � 0

ψ
c
CripβµqT pBµ � ieAµq �ms � 0

nuevamente, si se cumple la relación (4.42), podemos encontrar

ψ
criβµpBµ � ieAµq �ms � 0 (4.45)

Podemos observar que los campos ψc y ψ
c

cumplen las mismas ecuaciones (4.39) y (4.40),

con la diferencia del signo en la carga de la partı́cula, esto nos dice fı́sicamente que solamente

estamos cambiando el signo de las particulas que modelan estos campos, siempre que se

cumpla la relación (4.42).
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Capı́tulo 5

Solucion real de la ecuación de DKP

Como queremos encontrar ecuaciones de campo DKP tipo Majorana, replicaremos los cálculos

hechos para el caso de los fermiones de Majorana.

Sea una representación en la que las matrices βµ tengan solo elementos imaginarios, tal

que

β�µ � �βµ, (5.1)

tal representación puede ser, por ejemplo [12]:

β0 �

�
�����������

0 i 0 0 0

�i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�
����������

β1 �

�
�����������

0 0 �i 0 0

0 0 0 0 0

�i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�
����������

β2 �

�
�����������

0 0 0 �i 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�
����������

β3 �

�
�����������

0 0 0 0 �i
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�i 0 0 0 0

�
����������
, (5.2)
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en esta representación tendremos que la matriz η0 se escribe como

η0 �

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������
. (5.3)

Entonces, la ecuación DKP serı́a una ecuación real, de aquı́ uno podrı́a encontrar solu-

ciones reales rψ que cumplan

pirβµBµ �mq rψ � 0, (5.4)

esto significa que encontraremos soluciones que satisfacen

rψ � rψ�. (5.5)

Una solución general se puede obtener a partir de esta representación particular, ya que

se cumple que

βµ � U rβµU :, (5.6)

donde U es una matriz unitaria que transforma la ecuación (5.4) en la siguiente ecuación

general

pirβµBµ �mqrΨ � 0

piU :βµUBµ �mqrΨ � 0

piUU :βµUBµ � UmqrΨ � 0

piβµBµ �mqU rΨ � 0

piβµBµ �mqΨ � 0,
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donde se ha definido

Ψ � U rΨ, (5.7)

como la solución general.

Hemos de notar que estamos buscando cuál es la condición de realidad general para

campos DKP sin carga similar a la condición (5.5), pero para cualquier representación; por

eso hemos introducido esta matriz de similaridad U .

Con esto en mente, veremos como se escribe la condición (5.5) en una representación

general. Para esto, reemplazamos la solución general en la condición (5.5)

rψ � rψ�

U :ψ � pU :ψq�

U :ψ � pU :�ψ�q

U :ψ � UJψ�,

reescribimos esto como

ψ � UUJψ�. (5.8)

Recordando la conjugacion de carga vista en la sección (4.2), podemos notar que la

ecuación (5.8) se asemeja a dicha transformación, que puede ser escrita explı́citamente como

ψC � Cpη0qTψ�, (5.9)

usando la ecuación (4.42) y la definición de η0 tenemos que se cumple que

η0C � pβ2
0 � 1qC � β0p�Cpβ0qT q � C

� �Cpβ0qT p�β0qT � C � Cppβ2
0qT � 1q

η0C � Cpη0qT . (5.10)
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Entonces, podemos reescribir (5.9) como

ψC � η0Cψ�. (5.11)

Comparando (5.8) con (5.11) se observa una similitud entre ambas igualdades, pero la

ecuación (5.11) se usa para cualquier campo, cargado o no. Sin embargo, sabemos que

para campos sin carga, necesariamente se cumple que

ψc � ψ, (5.12)

por lo tanto, tendremos que

UUJ � η0C. (5.13)

La ecuación (5.12) es la condición de realidad general para campos sin carga, con esta

condición tenemos una igualdad entre la matriz C y la matriz unitaria U dada por (5.13).

Notemos que aún no hemos encontrado ni U ni C, por lo que ahora procederemos ver como

es la matriz C.

5.1 Propiedades de la matriz C

Las propiedades de la matriz C pueden ser derivada a partir de la unitaridad de U y la

ecuación (5.13).

De la unitaridad de U tenemos

UUJpUUJq: � UUJpUJq:U : � UUJU�U : � UUJpUUJq� � 1, (5.14)

y de (5.13)

η0Cpη0Cq� � 1, (5.15)

54



reemplazando (5.10) en (5.15)

CηT0 η
�
0C

� � 1

Cpη:0η0q�C� � 1,

además sabemos que η:0 � η0. Por lo tanto, tenemos que C cumple

CC� � 1. (5.16)

Finalmente, usando la unitaridad de C

CT � C, (5.17)

es decir, C es una matriz simétrica en cualquier representación de las matrices β.

Podemos definir C en la representación con βµ con elementos reales de la siguiente

forma

C � η1η2η3, (5.18)

podemos verificar que la definición de C dada cumple las propiedades (5.17) y (4.42).

Para empezar calculemos ηi

ηi � 2pβiq2 � gii

� 2pβiq2 � δii,
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de aquı́

η1 �

�
�����������

�1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

�
����������
, η2 �

�
�����������

�1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 1

�
����������
, η3 �

�
�����������

�1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

;

(5.19)

entonces

C �

�
�����������

�1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������
, (5.20)

donde podemos observar fácilmente que C es simétrica y unitaria.

Para una representación de Majorana, la matriz C se puede escribir como

C � η0 �

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

(5.21)

calculando la propiedad de C para la representación de Majorana
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• para β0

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

�
�����������

0 i 0 0 0

�i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�
����������

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

�

�
�����������

0 i 0 0 0

�i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�
����������
� �pβ0qT

• para β1

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

�
�����������

0 0 �i 0 0

0 0 0 0 0

�i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�
����������

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

�

�
�����������

0 0 i 0 0

0 0 0 0 0

i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�
����������
� �pβ1qT
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• para β2

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

�
�����������

0 0 0 �i 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�
����������

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

�

�
�����������

0 0 0 i 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�
����������
� �pβ2qT

• para β3

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

�
�����������

0 0 0 0 �i
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�i 0 0 0 0

�
����������

�
�����������

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 �1 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 0 0 �1

�
����������

�

�
�����������

0 0 0 0 i

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i 0 0 0 0

�
����������
� �pβ3qT

Con esto podemos afirmar que se cumple la propiedad

C�1βµC � �pβµqT . (5.22)
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Luego, la transformación (5.11) se puede escribir como

ψc � η0Cψ�

� η0η0ψ�

� ψ�, (5.23)

y, debido a que en la representación de Majorana tenemos solo soluciones reales, i.e se

cumple (5.5), reobtenemos la condición de realidad ψc � ψ. Notese que usando el operador

de conjugación de cargar para una representación real esto no ocurrirı́a.

5.2 Soluciones de onda

En el capı́tulo 4 vimos que la solución de campo DKP libre se escribe según la ecuación

(4.30). Además, a diferencia de la ecuación (3.44) la solución no presenta una suma sobre

los espines. Sin embargo, para el caso en el que tenemos una representación de Majorana de

las matrices βµ, la solución real rψ se puede escribir como

rψpxq � »
p

dp
�
appqruppqe�ip�x � a:ppqru�ppqe�ip�x� , (5.24)

donde se verifica fácilmente que rψ � rψ�. Y a partir de esta solución podemos ver como es

esta expansión en una representación arbitraria de las matrices β, i.e como es una solución

general.

Como vimos en este capı́tulo, de la existencia de una transformación de similaridad, la

solución real y la solución general están relacionadas mediante la ecuación (5.7), por lo que

la solución general (de campos sin carga) se puede escribir como

ψpxq �
»
p

dppappqUruppqe�ip�x � a:ppqUru�ppqe�ip�xq. (5.25)
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Donde podemos definir el vector u�ppq de la solución general por comparación con la

ecuación (4.30) de la siguiente manera

u�ppq � Uruppq. (5.26)

Además de (5.26) podemos calcular el segundo operador de campo de la solución (5.25)

Uru�ppq � UpU :u�ppqq� � UUJpu�ppqq�, (5.27)

e introduciendo la notación u�ppq

u�ppq � UUJpu�ppqq�, (5.28)

podemos escribir la solución general de la ecuación DKP de la siguiente forma

ψpxq �
»
p

dppappqu�ppqe�ip�x � a:ppqu�ppqe�ip�xq, (5.29)

que es la misma a la que encontramos en el capı́tulo anterior.

Ahora, veremos la relación que existe entre u� y u�. Para ello, tomemos la conjugada

compleja de (5.28) y multiplicando ambos lados por UUJ

U�U :u�ppq � pu�ppqq�

UUJU�U :u�ppq � UUJpu�ppqq�,

usando (5.14), encontramos la relación

u�ppq � UUT pu�ppqq�, (5.30)
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donde, podemos reescribir tanto (5.28), ası́ como (5.30) de la siguiente manera

u�ppq � η0Cpu�ppqq�, (5.31)

u�ppq � η0Cpu�ppqq�, (5.32)

que como hemos visto en (5.11), estas son transformaciones de conjugación de carga. Y, en

la representación de Majorana, las ecuaciones (5.31) y (5.32) son lo mismo, es decir, u� y

u� son conjugados complejos entre sı́.

5.3 Invariancia de Lorentz de la condición de realidad

Según Roman [5], tenemos la transformación de Lorentz infinitesimal para el campo DKP

de la siguiente forma

Ψ1px1q � exp

�
� i

2
εµνpβµβν � βνβµq



Ψpxq, (5.33)

tomando la conjugada compleja y multiplicando por la derecha por η0C, obtenemos

η0CΨ1�px1q � η0C exp

�
� i

2
εµνpβ�µβ�ν � β�νβ

�
µq



Ψ�pxq. (5.34)

De la condición de realidad (5.11) podemos reescribir (5.34) como

Ψ1Cpx1q � η0C exp

�
� i

2
εµνpβ�µβ�ν � β�νβ

�
µq


pη0Cq�1ΨCpxq, (5.35)

61



calculando la conjugada de una matriz βµ

β�µ � pβ:qT � pη0βµη0qT

� ηT0 β
T
µ η

T
0

� C�1η0Cp�C�1βµCqC�1η0C

� �C�1η0βµη0C

� �pη0Cq�1βµpη0Cq,

de aqui, podemos obtener

pη0Cqβ�µβ�ν pη0Cq�1 � �βµβν . (5.36)

Finalmente, reemplazando esto en la ecuación (5.35)

Ψ1Cpx1q � exp

�
� i

2
εµνpβµβν � βνβµq



ΨCpxq. (5.37)

Esto implica que ψC , definida en (5.11), se transforma de la misma manera que lo hace

el campo DKP bajo transformaciones de Lorentz propias.

Con esto, es fácil comprender por qué una condición de realidad como la de la ecuación

(5.12) es invariante de Lorentz. Ya que ambos lados se transforman bajo Lorentz de la misma

manera. Por lo tanto, si la condición es cierta en algún sistema de referencia inercial, será

verdadera en todos los sistemas de referencia inerciales.
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Capı́tulo 6

Análisis de resultados

Del capı́tulo 2 tenemos que la ecuación de onda relativista general (2.16) es una ecuación

similar a la ecuación de Dirac, pero dependiendo del espı́n del campo tendremos diferentes

álgebras, como por ejemplo para el campo de DKP que es un campo de espı́n 0 o 1 el álgebra

viene dado por la relación (2.54).

En el capı́tulo 3 revisamos la ecuación de Dirac y observamos que esta modela campos

complejos. Sin embargo, tomando una representación imaginaria o de Majorana dada por

(3.31) encontramos una ecuación real que acepta soluciones que satisfacen la condición de

realidad (3.34). Y que al pasar de esta representación de Majorana a una representación

general, la condición de realidad se transforma en la condición (3.43) en la que los campos

reales son campos donde su transformada de conjugación de carga es el mismo campo, i.e.

son campos que modelan partı́culas sin carga.

En el capı́tulo 4 hemos dado solución a la ecuación de DKP como una función en pa-

quetes de onda y encontramos que la solución no tiene una suma sobre los espines ya que

estamos trabajando con el campo DKP para el caso de espı́n 0, esto quiere decir que estamos

trabajando con la representación de orden 5. Luego, mediante el acople mı́nimo dado por la

ecuación (4.39) definimos la transformación de conjugación de carga para campos DKP con

la ecuación (4.41) y encontramos la propiedad que la matriz C de conjugación de carga debe

cumplir.

Finalmente, en el capı́tulo 5 replicamos lo hecho por Palash [1] para encontrar la condición

de realidad para campos DKP dada por (5.12). Vimos que a diferencia del caso de Dirac, la
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matriz C es una matriz simétrica y comprobamos que la matriz η0 cumple con estas condi-

ciones. Además, encontramos como son las soluciones de la ecuación de DKP reales y que

la condición de realidad (5.12) es válida en cualquier sistema de referencia inercial.
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Conclusiones

En este trabajo hemos tenido como objetivo encontrar campos DKP sin carga y en el capı́tulo

5 encontramos cual es la condición de realidad que estos campos deben cumplir y que está

ı́ntimamente relacionado con la conjugación de carga. Encontramos que la matriz η0 es la

matriz que cumple con dicha condición ya que lo comprobamos para dos representaciones

de las matrices β.

Estos campos DKP tipo Majorana nos deberı́an servir para poder construir un Lagrangiano

similar a (1.1) pero con campos DKP reales que nos permitan replicar el mecanismo de

Higgs.
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Anexo A

Representaciones de SU2

El grupo especial unitario de dos dimensiones esta definido , como el conjunto de las trans-

formaciones lineales en el espacio complejo de dos dimensiones:

u11 � a u1 � b u2,

u12 � c u1 � d u2.

Estas transformaciones están restringidas por la condición de unimodularidad

detM �

�������
a b

c d

������� � ad� bc � 1,

y la condición de unitaridad

M : �

�
��ā c̄

b̄ d̄

�
��M�1 �

�
�� d �b
�c a

�
�;

lo que implica que d � ā y c � �b̄. Ası́, podemos escribir

u11 � a u1 � b u2,

u12 � �b̄ u1 � ā u2,
(A.1)

y la restricción se convierte en

aā� bb̄ � |a|2 � |b|2 � 1. (A.2)
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Cada elemento del grupo es una matriz especial unitaria

M �

�
�� a b

�b̄ ā

�
�. (A.3)

estos elemento de grupo están caracterizados por tres parámetros reales, ya que os complejos

a y b involucran 4 números, pero estas cantidades están restringidas por (A.2). Los elementos

del espacio lineal complejo u � pu1, u2q que tienen las propiedades de transformación (A.1),

(A.2), se llaman espinores elementales.

Ahora, para encontrar las representaciones de U2, consideraremos un espacio lineal gen-

erado por los monomios de grado v,

pk � uv�k1 uk2

pp0 � uv1, p1 � uv�1
1 u2, ..., pv � uv2q

(A.4)

con v y k enteros, y

0 6 k 6 v. (A.4a)

Para un v fijo, hay v� 1 monomios de tipo (A.4), de modo que el espacio considerado es de

v � 1 dimensiones.

Debido a la linealidad de las transformaciones (A.1), las cantidades (A.4) también se

transforman linealmente, puesto que como consecuencia obtenemos

pau1 � bu2qv�kp�b̄u1 � āu2qk,

una combinación lineal de términos homogéneos tipo (A.4) Además, usando (A.2) se en-

cuentra que si uno aplica un producto de dos transformaciones (A.1) en el espacio (A.4), el

resultado es similar a como si hubiésemos aplicado las dos transformaciones sucesivamente.

Finalmente a la transformación de (A.1), que se caracteriza por a � 1, b � 0, le corresponde

en el espacio (A.4) la transformación identidad pk Ñ pk. Por lo tanto, tenemos que el es-
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pacio (A.4) es un espacio de representación para U2; y uno puede obtener en el espacio de

representación matrices pv � 1q � pv � 1q, que corresponden a una transformación M dada

de U2, calculando

p1k � pau1 � bu2qv�kp�b̄u1 � āu2qk

y re-ordenando el resultado en términos de los monomios pk, escribiendo

p1k � Dkl u
v�l
1 ul2 � Dkl pl.

Los elementos Dkl de la matriz representativa D dependerán obviamente de los parámetros

a, b de la transformación en U2.

Es común introducir una notación más conveniente

j � 1
2
v, (A.5)

donde j puede asumir cualquier valor entero o semientero 0, 1{2, 1, 3{2, 2 .... Luego, la rep-

resentación obtenida previamente se denota simbólicamente por D j . Consiste el en conjunto

de matrices

D j �  
... DjpMq ...(

que dependen de los parámetros de la transformación M en U2. Son claramente matrices de

p2j�1q�p2j�1q; y el espacio de representación tiene p2j�1q dimensiones. Los elementos

de este espacio son llamados espinores de orden 2j, que pertenecen al espacio real de tres

dimensiones.

Además, las representaciones D j son irreducibles; y, todas las representaciones irre-

ducibles de U2 ocurren en la serie D j pj � 0, 1{2, 1, ...q [5].

La representación mas simple, D0, es unidimensional: para todos los elementos M de

U2 les corresponde como imagen el número 1.

La representación D 1{2 es la representación de U2 por sı́ misma: p1 � u1, p2 � u2 son
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las dos componentes de los elementos del espacio de representación.

La representación D1 actúa en el espacio tridimensional p0 � u21, p1 � u1u2, p2 � u22;

la transformación M en U2 sobre este espacio es

p10 � pu11q2 � pau1 � bu2q2 � a2u21 � 2ab u1u2 � b2u22

� a2p0 � 2ab p1 � b2p2,

p11 � u11u
1
2 � pau1 � bu2qp�b̄u1 � āu2q � �ab̄ u21 � paā� bb̄q u1u2 � āb u22,

� �ab̄ p20 � paā� bb̄q p1 � āb p22

p12 � pu12q2 � p�b̄u1 � āu2q2 � b̄2u21 � 2āb̄ u1u2 � ā2u22

� b̄2p0 � 2āb̄ p1 � ā2p2,

y le corresponde la matriz

D1pMq �

�
�����

a2 2ab b2

�ab̄ aā� bb̄ āb

b̄2 �2āb̄ ā2

�
����, (A.6)

y ası́ sucesivamente.

Además el producto directo de dos representaciones es nuevamente una representación

de U2. Sin embargo, esta es, en general, completamente reducible de la siguiente forma

D j1 bD j2 � D j1�j2 `D j1�j2�1 ` � � � `D |j1�j2| �
j1�j2�|j1�j2|¸

c�0

D j1�j2�c, (A.7)

que es el teorema de Clebsch-Gordan.

Concluiremos esta subsección con una observación importante. Consideremos la trans-

formación que es la conjugada compleja de (A.1). Siguiendo una convención establecida,
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denotamos la conjugada compleja de u1, u2 por u
91, u 92. Entonces, tenemos

u1
91
� ā u

91 � b̄ u
92,

u1
92
� �b u

91 � a u
92,

(A.8)

Los espinores ”punteados” pu
91, u 92q, que se transforman acorde a (A.8),sin embargo, no gen-

eran un nuevo espacio de representación diferente de D 1{2, ya que si hacemos

u
92 � �u1,
u

91 � u2,
(A.8a)

la transformación (A.8) es idéntico a (A.1).
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