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Resumen

En este trabaj6 se encontrard las ecuaciones relativistas de primer orden para campos con
espin arbitrario, en especial encontraremos la ecuacion de DKP y el dlgebra que sus matrices
[ deben cumplir. Luego repasaremos las soluciones de la ecuacion de Dirac para estudiar un
subconjunto de soluciones a partir de tener una representacion de Majorana de las matrices ~y
y analizar su condicion de realidad. Veremos como resolver la ecuacion de DKP para el caso
de campo libre mediante el uso de paquetes de onda y su transformacion de conjugacién de
carga mediante el acople minimo con el campo electromagnético. Finalmente, en analogia
a la obtencion de la condicion de realidad para los campos de Majorana, caracterizaremos
los campos de DKP tipo Majorana, es decir los campos de DKP que modelan particulas sin
carga para el caso de campos de espin 0.

Palabras clave: Teoria de Campos, Fisica de Particulas, ecuacion de onda relativista, cam-

pos de Majorana.



Abstract

In this thesis, the first-order relativistic equations for fields with arbitrary spin will be de-
rived. Specifically, the DKP equation and the algebra that its 5 matrices must satisfy. Fur-
thermore, a comprehensive review of the solutions of the Dirac equation will be undertaken,
with the aim of studying a subset of solutions by way of a Majorana representation of the

matrices, and an analysis of their reality condition.

A study will also be conducted on the resolution of the DKP equation for the case of free
fields using wave packets, and their charge conjugation transformation by minimal coupling
with the electromagnetic field. Finally, analogous to the process of obtaining the reality
condition for Majorana fields, the Majorana-type DKP fields will be characterized, that is,
the DKP fields that model chargeless particles in the case of spin-0 fields.

Keywords: Field Theory, Particle Physics, relativistic wave equations, Majorana fields.
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Prologo

La presente tesis fue desarrollada bajo la idea original del Dr. Prof. Jhosep Beltran Ramirez
tomando como base los topicos de investigacion dictados en el pregrado de la Facultad de

Ciencias de la Universidad Nacional de Ingenieria.

La siguiente tesis estd organizada de la siguiente manera:

* En el capitulo 1 introducimos la idea u objetivo por el cual se desarolld la presente

tesis.

* Enel capitulo 2 veremos como se encuentran ecuaciones de onda relativistas de primer
orden partiendo de la condicion de Klein-Gordon, en especial encontraremos la ecuacion
de DKP y el dlgebra que sus coeficientes deben cumplir, y veremos que estos campos

modelan particulas de espin 0 o 1.

* En el capitulo 3 revisaremos la ecuacién de Dirac y su solucién de campo libre, ademas
revisaremos el articulo de Palash B. Pal [1] para ver cual es la condicion para tener

campos de Majorana, i.e. veremos cual es la condicion de realidad.

* En el capitulo 4 estudiaremos la ecuacién de DKP para el caso de espin 0 y encon-
traremos las soluciones para campos libres, en este caso tendremos representaciones
de 5 como matrices de 5 x 5 por lo que nuestras soluciones para el caso escalar seran
funciones de onda como vectores columna de 5 componentes. Ademads, veremos como

definir la transformacion de conjugacion de carga para campos DKP.

* Finalmente, en el capitulo 5 caracterizaremos los campos DKP tipo Majorana sigu-
iendo lo hecho en el capitulo 3, pero encontrando cual serd la nueva condicién de re-
alidad para campos DKP y calcularemos las propiedades de la matriz de conjugacion

de carga C.
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Capitulo 1

Introduccion

Mediante el mecanismo de Higgs una simetria de gauge se rompe espontineamente al tomar
un campo escalar ya sea real o complejo como un campo de dos componentes reales cuyos
estados fundamentales son diferentes de cero. Una de las componentes serd reemplazado
por un estado polarizado longitudinalmente ahora de un campo de gauge masivo, mientras
el otro campo se mantendrd como un campo neutral que representard una particula de espin
0: el bosén de Higgs [2]. Cuando aprendemos a usar el mecanismo de Higgs para dar masa a
las particulas fundamentales usamos el siguiente lagrangiano de Klein-Gordon con campos

escalares reales
1

L= 5(%(;5)(&‘“425) + %m% — }lA?gb“. (1.1

Los campos que se usan en el rompimiento de simetria son campos escalares reales que

obedecen a la ecuacion de Klein-Gordon.

Los campos DKP obedecen a una ecuacion similar a la ecuacion de Dirac, pero para el
caso de particulas con espin 0 0 1. Y con el afdn de recrear este mecanismo pero usando
campos DKP, el objetivo de esta tesis sera encontrar cuales son las condiciones que deben

tener para modelar campos sin carga.

Primero estudiaremos como se caracterizan estos campos reales en el caso de campos
de Dirac. Los campos de Dirac son campos complejos de espin %, sin embargo, hay un
subconjunto de campos conocidos como campos o fermiones de Majorana que se obtienen
a partir de una representacion especial, conocida como representaciéon de Majorana de las

conocidas matrices <y de la ecuacién de Dirac, y que modelan campos sin carga. Debido a



que existe una similitud entre las ecuaciones de campo de Dirac y DKP, podremos hacer una
analogia al caracterizar campos DKP tipo Majorana, i.e. caracterizaremos campos DKP sin

carga.



Capitulo 2

Deduccion de la ecuacion DKP

Las ecuaciones de campo deben cumplir los postulados de la relatividad especial, los cuales
debemos considerar como principios generales de la naturaleza. Las ecuaciones de onda de

este tipo son llamadas ecuaciones de onda relativistas.

En este capitulo encontraremos ecuaciones de onda de primer orden y la estructura de
esta ecuacion, es decir, los coeficientes que acompaian a los operadores diferenciales. Par-
tiremos de la condicion de Klein-Gordon, que es la ecuacion que cualquier campo relativista
debe satisfacer. Luego, haremos la deduccion de la ecuacon de Dirac, que es la ecuacion
relativista de primer orden mds conocida, a partir de la condicién de Klein-Gordon. Y en-
contraremos el dlgebra de Dirac. Tomando esta deduccion como ejemplo y sabiendo que
los resultados son acordes a los ya conocidos, pasaremos a deducir las condiciones de los
coeficientes, es decir, el dlgebra de las matrices  para particulas de determinado espin.
En especial, nos centraremos en la deduccion del édlgebra para la ecuacion de DKP [3].
También se estudiard el grado del operador diferencial, a fin de relacionarlo con el espin de
la particula, ya que como veremos, segun sea el grado del operador diferencial obtendremos
diferentes dlgebras para las matrices que acompafian a los operadores diferenciales en la
ecuacion de campo. Para esto, repasaremos las transformaciones de Lorentz y las relaciones

de conmutacion de los generadores del algebra de Lorentz [4, 5].



2.1 Condicion de Klein-Gordon

La ecuacion de Schrodinger no es simétrica en las derivadas del espacio y del tiempo, por lo
que esta no es invariante de Lorentz. Sabemos que la relacion relativistica entre la energia y

el momento, para una particula libre, viene dada por

E? = p? + m?, (2.1)

donde F es la energia, p'es el tri-momentum, y m es la masa de la particula.

Podemos hacer uso del algoritmo de Schrodinger para obtener ecuaciones de onda de
un particula. Este algoritmo consiste en representar a la energia y el momentum mediante

operadores diferenciales de la siguiente forma

E = id,,
donde estamos considerando unidades naturales 4 = 1 = c.

De aqui, haciendo uso de (2.1), se obtiene la ecuacién de onda

O+ m?)y(z) =0, (2.2)

donde [J = ¢,,0" es el operador conocido como d’ Alambertiano.

La ecuacion (2.2) es conocida como la ecuacién de Klein-Gordon. Y si sustituimos
una funcion de onda plana i) = exp(—iz*p,), es claro que obtendremos la condicién rela-
tivista (2.1). Por esto asumimos que cualquier teoria de campos relativista debe satisfacer la
siguiente condicion: Los campos ) correspondientes a particulas libres deben satisfacer la

ecuacion (2.2) (condicion de K. G.).



2.2 Deduccion de la ecuacion de Dirac

Podemos observar que la ecuacion (2.2) es una ecuacion diferencial de segundo orden.
Ademads, de la teoria de ecuaciones diferenciales sabemos que cualquier ecuacion diferencial

puede ser transformada a primer orden aumentando el niimero de funciones de onda.

Un ejemplo de esto es para el caso del campo escalar ¢)(x) que satisface (2.2). Podemos

convertir la ecuacion (2.2) en el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

P (x) = oMp(x) } ’

2.3
0,04 (x) = —m2(z) 3

donde se ha introducido el vector de cinco componentes (i, 9*) [6]. Nétese, que cada

componente de esta funcion cumple individualmente la ecuacion de K. G.

En general, la ecuacion de onda relativista, de primer orden, para un conjunto de fun-

ciones de onda ¢, (a = 1,2, ...,n) tiene la forma
Aap(0) ¥y = 0. (2.4)

donde A,;(0) son los elementos de matriz de los operadores diferenciales de primer orden

que actian sobre las funciones.

La condicion de K.G. limita esta ecuacion de onda, ya que requiere la existencia del

operador diferencial d,;(0) que satisfaga la relacion
Aoy (0) Ao (0) = (O + m?*)dge, (2.5)

y la forma mas general de este operador d,;, estd dada por una funcién de las derivadas

. b
parciales d,,’s

d(0) = [dap(0)] = @ + APy + oo + PG, By + (2.6)



donde los coeficientes a, «y,, ... son matrices de dimension n.

Denotamos el orden més alto de la serie de los operadores diferenciales en (2.6) por 7,
tal que

aftf =0 para [>r7. 2.7

Si usamos la misma filosofia para el operador A(0), su estructura general se podria es-

cribir de la siguiente forma

(iptd, —mpP)yY(x) =0, (2.8)

donde p* y 3 son ciertas matrices de dimension n, y ¢(x) = (¢1,...)T. Sustituyendo, (2.6)

junto a A(0) = [Aa(0)] = ip"d, — mp en la ecuacion (2.5), se obtiene

(a+akd, +..)(ip"d, —mpB) = (O +m*)I

—afm + (iap" + matB)0, + iatd,p"0, + 0(8,0,0,) = (O +m?)1. (2.9)

Comparando los términos de orden cero en ambos lados de la ecuacién (2.9), encontramos
la siguiente identidad

—maf = m?l, (2.10)

donde si aplicamos determinante a ambos lados, teniendo en cuenta que / es la matriz iden-

tidad de orden n, obtenemos

ma] = |m?I|
m"|a||B] = m*"|1]

| [8] = m".

Considerando que en general m es no nulo', entonces, tanto v como 3 son matriz no

singulares, es decir, existe la matriz inversa 3~ . Multiplicando (2.8) por 3! obtenemos

'En el caso de m = 0, es decir, el caso de los fotones, revisar la referencia [3]



otra forma de la ecuacién general relativista de primer orden

(140, —mI)p(z) =0, (2.11)

donde,

gt ="t (2.12)

Como ejemplo, sea d(0) un operador diferencial de primer orden (i.e. » = 1 en (2.7)),

d(0) = a + a*d,. (2.13)

Usando el operador (2.13) junto a A = (i8#0,, — mI) en la condicion de K. G. (2.5), se

obtiene la siguiente identidad

(o + a*9,)(iB"0, —mI) = (O + m*)I

iafB’0, — am + iatd,"0, — ard,m = (O + m?)I,

donde para que esta igualdad sea cierta, se debe cumplir el siguiente sistema de ecuaciones

-

—am = m?I

\ iaB —atm =0 (2.14)

i(ahB” + a”Bt) = 29",

estas ecuaciones conducen a

a=-—-ml
o = —ipr (2.15)
BrB + 5B = 20
La tercera ecuacion de (2.15) es la condicion que deben cumplir los 5#’s para que la ecuacion
(2.11) sea relativista, pues proviene de la condicion de K. G. En la literatura, esta ecuacion

es el dlgebra de Dirac.



Como se verd en la seccion 2.4, el valor de r que aparece en (2.7) es igual a 25, donde
j es el valor maximo del espin de la representacién del campo ). Entonces, en (2.13) se
tiene que j = 1/2, por lo que (2.11) es la ecuacién del campo con espin 1/2, donde 5* debe
satisfacer (2.15). De manera similar, en la siguiente seccion derivaremos las ecuaciones de

campo para representaciones de mayor orden.

2.3 Ecuacion de onda relativista general

Como ya vimos, una ecuacion de campo relativista se puede escribir de la forma
(iB"0,, —m) = 0, (2.16)

donde a los escalares se les considerard que se esta multiplicando por la matriz identidad,

por lo que a partir de ahora no lo escribiremos explicitamente.

Abhora, sea una transformacién de Lorentz dada por
't = A ot (2.17)
donde, la transformacién A#, debe cumplir la siguiente condicién
Gu NN = Gpo (2.18)

esta condicion permite que las transformaciones de Lorentz dejen invariante la forma cuadrética

2 _ op
x® = axlx,.

Asumimos que bajo la transformacion (2.17) 1 se transforma linealmente de acuerdo a

P = L, (2.19)

donde, L es la representacion de la transformacion de Lorentz de los campos.



De (2.17), podemos obtener la transformacion de Lorentz para las derivadas

00 = A2, (2.20)

Sustituyendo (2.20) y (2.19) en (2.16) y multiplicando por L por la izquierda

(iB*A", 0, —m)L™'y =0
L(i*A", 0, —m)L™"y" =0
(iLAY "L, —m)y' = 0. (2.21)

Para que la ecuacién (2.21) sea covariante, debe tener la misma forma que (2.16), i.e. se

debe cumplir que

LA B L7 = B,

A B = L7'B" L. (2.22)

En la ecuacion (2.22) tenemos en el lado izquierdo la transformacion de S* como un

cuadrivector, y en el lado derecho, la transformacion de la matriz 5.

Ya hemos visto un caso particular de una ecuacion de onda relativista dada por la eleccion
(2.13) del operador diferencial. Ahora, para encontrar una ecuacién de onda relativista gen-

eral de primer orden, sustituimos (2.6) en (2.5), con A = (i8"d,, —m)

(a+ "0y + oo + 10, .0, + ) (iBY0, —m) = (O +m?)I
i3’ 0, — am +iat0,5"0, — a'0,m + iat*20,, 0,, " 0,—ma'*"2 0, 0,
oA dat G, 0, B0, — A, Oy + = (O + mP)I

—am + (iaf" —ma')o, + (id" " —mat”)0,0, + iat'*20,,0,,8"0,

oo QP 0 B0y — AP, O+ = (D4 mA (2.23)



Como se puede observar de la expansioén (2.6) del operador d(7), las a#t#2# son
simétricas con respecto al intercambio de sus indices. Entonces, comparando ambos lados

de la ecuacion, encontramos las siguientes relaciones:
a=—ml, (2.24)
iaf* —mat =0, (2.25)
w0, 8”0, — matt?o, 0,, = "0,

w37 0,,0, — mat” 0,0, = g"0,0,

D (it — ma) = 29", (2.26)
{uv}

12 QU _ H1p2 (3 —
o2 30, 0,,0, — ma 01 Oy Oy = 0

S QU A 213 H1H2/43 —
1Bt 0,, 0,0 — Mo 01 Opy Oy = 0

Z (Z/B'ul 06“2#3 _ moé/llﬂ%uf?)) — O’ (2.27)
{u1pops}
Z (’iﬁm&m"'“l _ mod#ll@mﬂl) = O’ (2-28)
{pipe...u}

donde >  indica una sumatoria sobre todas las permutaciones posibles de los indices.

oy
Despejando las a’s

a=—ml, (2.29)
Y —— (2.30)
1 1
ar = =g = S+ o). @31)

los célculos (2.29), (2.30) y (2.31) son similares a los cédlculos hechos para la deduccién de

la ecuacién Dirac (2.15).
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Ahora, realizaremos los cdlculos para [ = 3 en adelante. De la simetria de los indices de

las matrices s, la ecuacidn (2.28) se puede reescribir como

i Z B2t = glmatthee i

{mipe..u}

* Para el caso o = 3, usando la ecuacion (2.26) para reemplazar el a#2#3

PH2ms lﬂ Z B (guzus _ 5#2@#3)'

3l m?
{papzps}
e Para el caso 0 = 4, usamos (2.33) para reemplazar o#2#3#4

oFH2isR li Z B gH (gusw _ 5#3&#4)_
m3

41
{p1p2pspa}

Por lo que, para o = [, se obtiene de manera iterativa

1 ()
altt = = Q) ) Z pr.prim (g — gl gty - para 1> 2.

I -
tm {10}

Ademds, de la ecuacion (2.7) podemos encontrar el dlgebra de las matrices 3

Z Bm”ﬂub_l(gububﬂ _ Bubﬁubﬂ) =0.

{H1pos1}

Asi, tenemos que el operador diferencial

d(3) = — mI — iB, — % [0 = (8"8°9,0,)] + ..

1
7
+ m((l)_l) (87840 — B .80, 0,,) s O + .

= __ 2 [RH _l _ 1% 2
=—ml —ip"0, m[D (B"0,)°] + ...

Z'l

+ O = (8"0.)°0(8"0,)" % + ..

11
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2.4 Significado del grado / del operador diferencial

En esta seccion intentaremos darle un sentido al grado del operador diferencial, ya que como
vimos, segun sea el grado de este operador, encontraremos diferentes ecuaciones de campo
y veremos como esta se relaciona con el espin del campo. En esta seccidn seguiremos de

cerca las referencias [4, 5]

Para esto primero haremos un repaso a las transformaciones de Lorentz y sus respectivos

generadores [4].

Sea una transformacion infinitesimal de Lorentz escrito de la siguiente manera
AF, =08 + wh, (2.38)

donde ¢* es la delta de Kroneker y w”, son los parametros infinitesimales.

Reemplazamos (2.38) en la ecuacion (2.18) para encontrar las restricciones que deben

cumplir los parametros w*,

N AN = 1 {(5“V + w’j)} {0 +w" }
= 1 0h0" + nu,,é’;w”a + nuyw’j)é”g

= MNpo + Wpo + Wop = Npo,

por lo tanto, se debe cumplir que

Wiy = —Wyp, (2.39)
entonces, los parametros infinitesimales w,,,, deben ser antisimétricos.

Para la transformacion infinitesimal (2.38), la matriz de transformacion de Lorentz L de
los campos tiene la forma

L=1- %MWSW, (2.40)

12



con

ig—— (2.41)

Donde la antisimetria de S** proviene del producto con los pardmetros w,, que ya se ha

visto que son antisimétricos.
Esta matriz de transformacion es la transformacion L que vimos en la ecuacion (2.19).

Abhora, sustituyendo (2.40) y (2.38) en (2.22), y considerando solo términos a primer

orden en w encontramos que

(1+ %wp/\Sp/\)ﬁa(l - %prSp/\) = (6 +w?,)B"
B — S 87 + RS B7 = 57+ g,

S0 (S 87 — B7S) = g7, B,

ademads, usando las identidades w,, = W 0pu; Wy = —Wy, = —Wyr0y, obtenemos w,,, =

1
5(WpOpu — wyrda,). Entonces

v 1 v o v o
ga'uw,u,llﬁ = §(Wpl/6pu6 g # _WV)\(S)\Mﬁ g #)
1 o o
= 5Wnly BN — g7 BP),

por lo tanto, ya que w,) es arbitrario, encontramos que

187, 57] = ig”"B* — g7 p). (242)

Ya que S*” es un tensor de segundo orden, tenemos que se debe transformar por Lorentz

como sigue

L7'S™L = AP AV, 577, (2.43)

andlogamente al calculo de (2.42), reemplazamos (2.40) y (2.38) en (2.43) y calculamos

13



haciendo uso de las identidades ya mencionadas

(14 LwpnSP)S™ (1 — 2w,nS7) = (84 + wh )(5) + w') S’
S — LS SPA 4 Ly SPASH = S 4 §lw'y S0 + Sywh 577
LwpA(SPASH — S SPY) = g"%Wwap S + ¢ wae ST
= %g”“(wpgépa — weA(S,\a)S“e + %g“o‘(wpgépa — WeA0ra ) S
LA (SPASH — S SPNY = L(gPw 05" — 6" wprSM) + 2 (g"Pw,e STV — g weaS7Y)
= 2(g"PwnS" = g W S") + L(g"Pwpn SN — g w5

= %wm(gvpguk _ gw\Sup + gupSAv _ gu/\SpV)

de aqui, obtenemos el ya conocido dlgebra de Lorentz
[S#, SPA] = i(—gHP S"* + gh SV — g" A SHP 4 gP S, (2.44)
Ahora, introducimos las matrices de espin J* y las matrices K’ construidas a partir de
los generadores S* de la siguiente manera

JF=—eMmgim con k,l,m=1,2,3, (2.45)

N | —

K'=8° con i=1,23. (2.46)

Las interpretaciones de J* y K las encontraremos al calcular sus leyes de conmutacién.

Primero, reemplazaremos (2.45) en (2.44), para lo cual debemos tener en cuenta la siguiente

propiedad del tensor métrico g, tal que

g7 =—6Y con i,j=1,2,3, (2.47)
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en general, cualquier indice latino toma los valores 1,2, 3. Con esto

[Jk, Jl] _ }Lekijelpq[sij’ Spq]
- iekij EZPCI(_ gip S9e 4 giq Sip _ gjq S 4 gjp Siq)
- z(ekij iagia _ ckij lpi gip + ek (pi gip _ (kid (Lig Siq)
— z((gkly‘quq — Skagitgia _ skpgitgir 4 gkl g§ip gip
4
+ 5kl5ipsip o 5kp5il5ip + 5kl5iqsiq o 5kq5li5iq)
_ z(dklsqq o Slk o Slk + 5klspp + 5k’l5pp o Slk + 5klsqq o Slk)
4
— _2451”4: _ _Zslk

_ —Z(Emlkjm) _ Z'emklt]m7
donde hemos usado también la siguiente relacién para S

1
Jm = 5Emlk‘svlk

EilkJm _ leilkemlkslk
2
ilk m 1 im Qlk

5im€z’lkJm _ 6zm51mSlk

6mlk:(]m _ Slk,
., A . k
con lo que obtenemos la relacion de conmutacion para las matrices J

[JF, 1] = iedmgm. (2.48)

Podemos observar que (2.48) es el dlgebra de Lie de SU(2), por lo que J*, definido por

(2.44), es el momento angular.
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Abhora, calcularemos el conmutador de las matrices K* reemplazando (2.46) en (2.44)

[Kl,Km] _ [SZO,SmO]
— Z'(_glmsOO + glOSOm o QOOslm + gOmle)

_Z-g[JO Slm’
donde hemos usado la condicién de que S* es antisimétrica y que ¢* = ¢ = 0, de aqui

[K', K™] = —i™* J*, (2.49)

Finalmente, calculemos el conmutador entre J* y K*, donde haremos uso de las identi-
dades ya mencionadas en los calculos anteriores

1
[Kl7 Jm] _ §€mpq[Sl07 Spq]

_ %Empq(_glpsﬂq + gquOP _ quSlp + gOpSlq)

_ z(emquOq _ EmplSOp)
2

= 5(2e115%) = i(~em1) (~K")

= jdmaKa

entonces,

[J}, K™] = ie™ K1, (2.50)
de (2.50) podemos observar que K, definido por (2.46), representa un vector espacial.

Hemos mencionado que (2.48) es la relaciéon de conmutacién de un momento angu-
lar. Por lo tanto, J* tiene las propiedades del momento angular, y tiene los autovalores
(j,7 —1,...,—j), donde j puede toma un valor entero o semientero. En general, las ma-
trices de momento angular J* (ver anexo A) se pueden descomponer en representaciones
irreducibles 271, 21i=1 .. del grupo de rotacién de tres dimensiones. Ya que, en una repre-

sentacion irreducible 27, la funcién de onda ¢ tiene (2j + 1) componentes independientes
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que corresponden a las direcciones del momento angular (m;), entonces, v describe el es-
tado de una particula con espin S = j. Asi, la funcién de onda v en (2.16) describe estados

de una particula con espin |j], |7 — 1], ....

Finalmente, podemos relacionar el orden del operador d(0), llamémosle b, con el espin

J, por
b =27, si m #0, 2.51)

donde j es el médximo valor del espin de los varios campos descritos por los campos .

De esta manera, por ejemplo, podemos tener para espin S = % (iej = %), (2.36)

conduce a

prpr + Brpt = 29" (2.52)

que es el dlgebra en la teoria de Dirac. Para esta teoria, d(0) es
d(0) = —(ip"0, —m) (2.53)
Paraespin S =100 (i.e j = 1),

Z B (guzus _ ﬂuzﬁua) =0

{p1p2ps}
prerse + poBrpt — g"B7 — g7 gt
+81B878Y + BB — g7 B — g7 B
+87B4 87 + BB — g BT — g7 B =0

que se puede reescribir como

BEBYBY + BPBT B = gM P + g™ B, (2.54)
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y el operador diferencial d(0)

10 = = | @) i3, — (P 500, @59

Tenemos que para espin 0 o 1 la ecuacion de onda viene dada por (2.16), que junto
al dlgebra (2.54) de las matrices 3 es conocida como la ecuacién Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP). Esta es la ecuacion que queriamos encontrar para propdsitos de este trabajo, en el
capitulo 4 estudiaremos mads acerca de esta ecuacion para el caso de particulas de espin O a
fin de encontrar los campos DKP tipo Majorana, pero primero hemos de repasar la teoria de

Dirac y su representacion de Majorana.

Finalmente, tenemos que podemos encontrar las ecuaciones de onda para campos con

espin arbitrario, segun el grado del operador diferencial con el que trabajemos.
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Capitulo 3

Ecuacion de Dirac y sus soluciones

Ahora que sabemos como deducir las ecuaciones de onda para particulas de espin arbitrario,
daremos un estudio a la ecuacion de Dirac y sus soluciones generales, asi como también,
analizaremos las soluciones reales y las consecuencias de trabajar en una representacion

imaginaria de las matrices v*.

Como vimos en el capitulo anterior, la ecuacién de Dirac
(v, —m)y =0, 3.1)

se obtiene a partir de tomar el operador diferencial (2.6) de orden 1, (i.e j = %), junto con el

algebra que deben cumplir las matrices y*

Yy + A = 29", (3.2)

Una de las representaciones posibles de estas matrices y de uso frecuente es la siguiente

[7]:

. I, 0 - 0 &
v = y V= ; (3.3)
0 —I, - 0

donde /5 es la matriz identidad de dimensién 2, O es una matriz nula también de dimension

2,y & son las matrices de Pauli.
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3.1 Solucion de la ecuacion de Dirac para una particula

libre

Las soluciones para la ecuacion de Dirac libre, escrita de la forma (3.1), utilizando la rep-

resentacion (3.3) deben ser vectores de cuatro componentes. Para calcular las soluciones de

dicha ecuacién, introducimos un ansatz [8, 9]

U(a) = ulp)e™ ™" = ulp)e P,

donde u(p) es un vector de cuatro componentes.

Ahora, reemplazamos el anzats (3.4) en la ecuacién (3.1)

(iv"9, — m)u(p)e ™" =0
(iy“u(p)(—@'p#)e_i”"wu — m.u(p)e” ") =0
(V'pu — m)u(p)e” " =0

(Y*pu —m)u(p) = 0

(7’po + 7'pi — m)u(p) = 0

(po +°'pi — 7"m)u(p) = 0

0.,

(7"7'p" +7°m)u(p) = pou(p)

de (3.3), podemos calcular

. 0 o
,yO,yz —
" 0
Escribiendo
¢
u = )
X

con ¢ y x vectores columna de dos componentes, y teniendo en cuenta que py = F.
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Reemplazamos (3.7) y (3.6) en (3.5),

©
e}
QA
o
[a)
-

=<
Qu
o
o

|
fonl

=

= o
QL
>0
ASE

ap —X

tenemos el sistema de ecuaciones siguiente:

Eo=7-p
{ o= me. (3.8)
Ex =0 -po—mx
que podemos reescribir como
E — —G-pxy =0
(B—m)¢—7-px=0 (3.9)
g-pp—(FE+m)x =0
y escribiéndolo en su forma matricial, tenemos
E—m —0-p )
=0. (3.10)

Para que la ecuacion (3.10) tenga soluciones no triviales, se debe cumplir que la deter-

minante sea igual a cero, luego

(E* —m?) — (¢ -p)(G-p) =0. (3.11)

Usando la relacion

(7-A)G-B)=A-B+id-(Ax B), (3.12)
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la ecuacién (3.11) se transforma en

E? =m? + p*. (3.13)

Ademas, del sistema de ecuaciones (3.9), tenemos

_ 07 _
¢=F— X X

o-p
E+m

o. (3.14)

Para las soluciones con energias positivas £ = +4/p? + m? necesitamos hacer elec-
ciones para la forma de ¢. Hagamos la eleccién candnica y recordemos que ¢ es un spinor

de 2 componentes, por lo que debemos especificar dos soluciones:

1 0
o1 = 0 ¢y = . (3.15)
0 1

En cada uno de estos casos y queda determinado por la eleccion de ¢, de modo que hay

en general cuatro soluciones independientes para cada valor de momento p.

Para escribir explicitamente (a excepcién de un factor de normalizacién) las dos solu-
ciones de energia positiva, basta obtener las componentes x; y x2 correspondientes a ¢ y

¢4 respectivamente. Esto es facil de encontrar usando la relacion (3.14) y ademas

ST
S
|
3

8
+
=3
<
+
=3
I}

(3.16)

Qy
Ty
1
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luego,

X1

X2

Anélogamente hacemos para las dos soluciones de energia negativa £/ = —+/p? + m?,

tomamos

g-p (1 B
E+m 0 B
X1 =
G-p 0 B
E+m 1 B
X2 =

g-p [ B
¢r =

E+m

E+m

E+m

D=

P + Z.py

Pz

Da + 1Py

Pz

P + Z.py

Dz — ipy

E+m

23
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\px + ipy

&

Pz +ipy

Pz — ipy

—Pz

Pz — ipy

Pz — Z-py

—D:

1
0



Asi, obtenemos los cuatro espinores

Pz
E+m

(P + ipy)

E+m

Pz
E—m

(P + Z'py)

E—m

P

Pz + 1Dy

Pz — ipy

—D:

24

Pz — ipy

—D:

(pa: B ipy)

E+m
—Dz
E+m

(pac - Zpy)

(3.18)

(3.19)



A partir de la ecuacion (3.4) las soluciones seran:

V1 (x) = uy(p)e” P = D, e~ (3.20)

E+m
(pe + Zpy)

E+m

Vo) = ug(p)e P = (P — ipy) e P (3.21)
E+m
—DPz
E+m
Dz
E—m
(ps +1py)
() = u;;(p)e‘ip'm = E—m |e e (3.22)

(px B Z‘py)

Yy(z) = uy(p)e " = E—m |eire (3.23)

(Cémo interpretamos estas soluciones energéticas negativas? la interpretacion conven-
cional se llama la interpretacion de “Feynman-Stueckelberg” [9]: una solucion de energia
negativa representa una particula de energia negativa que viaja hacia atras en el tiempo, o
de manera equivalente, una antiparticula de energia positiva que avanza en el tiempo. Con
esta interpretacion, tendemos a reescribir las soluciones de energia negativa para representar

antiparticulas positivas. A partir de las soluciones £ < 0.
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Haciendo £ — —FE'y p’— —p'en (3.19) obtenemos:

(—=ps + ipy)
—FE—-—m
-
V3(x) = us(—p)e VT = | —E-m [eip)w

Yolw) = ws(-p)e T = | Bt [0

P3(x) = v1(p)e®” = uy(—p)e P, (3.24)

Anélogamente para ¢4 ():

—-E—m
(=pz — ipy)
Ya(x) = us(—p)e P = | —E—m |emit-p=

Pz

E+m
(pe + Zpy)

Ualw) = us(-p)e P = | B i
1

0

Pa(x) = va(p) e = ug(—p)e P, (3.25)

donde se esta definiendo v1(p) = uy(—p) y va(p) = uz(—p).

Sabemos que las soluciones a la ecuacién de onda forman un conjunto completo de

estados, por superposicion podemos sumar las soluciones para obtener una funcion arbitraria
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() en términos de ellos

¢@0=§l[@@&@%@k”w+ﬂRM%@k”W% (3.26)

donde s = 1, 2.

3.1.1 Soluciones reales de la ecuacion de Dirac

Hemos encontrado las soluciones de la ecuacion de Dirac libre, ahora revisaremos el articulo
de Palash B. Pal [1] donde se estudia la condicion de realidad de las ecuaciones de Dirac.
Esto se obtiene a partir de trabajar en una representacion distinta a la de Dirac donde todos
los elementos no nulos de los cuatros y*’s son puramente imaginarios. Este repaso nos

servird como base para realizar un analisis similar para el caso de campos DKP.

Primero, es facil ver que la ecuacion
(iv"0, —m)¥ = 0, (3.27)

donde +* tiene elementos puramente imaginarios, es real puesto que se tiene el término y*.

La pregunta es si podemos definir los v*’s sujetos a las siguientes propiedades:

,-)/N,-)/V + ,-)/V,-yli = 29;11/[’ H, V= 07 17 27 3; (328)

YoYuYo = ) (3.29)

y que sean puramente imaginarios.

Esto si es posible, podemos escribir las matrices y’s como productos tensoriales de la
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matrices de Pauli de la siguiente forma

V=000, ¥ =io®Iy,

3

¥ =ios @1y, A =ioy® oo, (3.30)

donde denotamos a estas matrices por una tilde.

Estas matrices se pueden escribir explicitamente como

00 0 — 00 ¢ 0
00 — O 00 0 1

70 = ) 71 = )
0 ¢« 0 O ¢ 00 0
¢t 0 0 0 0 ¢ 00
¢t 0 0 0 0 00 —2

s 0 ¢« 0 O 3 0 0 ¢ O

V= V= ; (3.31)
00 — O 0 2 0 O
00 0 — - 0 0 0

de donde podemos observar que se cumple
¥i = ~Yu (3.32)

Las matrices que cumplan la condicion (3.32) constituyen una representacion de Ma-
jorana particular de las matrices . Luego, si usamos esta representacion en la ecuacion
(3.27), esta serd una ecuacion real, ya que los ¥#’s son puramente imaginarios, y los 7y*’s

son reales. Por lo tanto, uno deberia poder encontrar soluciones reales ¢ tal que

(i9"0,, — m)i = 0, (3.33)
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en otras palabras, encontraremos soluciones que satisfagan que

Y =P*, (3.34)

donde v representardn fermiones de Majorana.

3.2 Condicion de Majorana

La condicion (3.34) es conocida como la condicion de Majorana, y se obtuvo a partir de una
representacion especifica de las matrices ’s. Para ver como se expresa esta condicién en una
representacion cualquiera podemos hacer uso de una transformacion de similaridad que nos
lleve de la representacion de Majorana a una representacion general. Sea esta transformacion
dada por

A = UFUT, (3.35)

donde U es una matriz unitaria.

Para verificar que la nueva representacion cumpla con el dlgebra, reemplacemos (3.35)

en (3.28)

ARV | AVAR — 9
U UUNYU + UM UU U = 29"
Ul YU + UMy U = 2g*

UUT (y#y" + ") UUT = 2¢"UUT

YA+ = 29,

vemos efectivamente que estas nuevas matrices y’s son una representacion de la ecuacion de

Dirac.

Ahora veamos como se relacionan los fermiones de Majorana con los fermiones de

29



Dirac!. Para esto reeplazamos (3.35) en (3.33)

(i3, —m) = 0
(iU"U0, — m) =0
(i{UUA*U, —mU)g = 0

(i3, — m)Ud = 0. (3.36)

La ecuacion (3.36) nos dice que una solucién general de la ecuacion de Dirac esta rela-

cionada a una solucién real mediante la siguiente relacion

b= U, (3.37)

Con todo esto, podemos reemplazar (3.37) en (3.34) para ver como se expresa esta

condicidn en una representacion general

v =
Uty = (UTy)*
Uty = (Uy*)
Uty =UTy",
reescribimos esto como
v = UU . (3.38)

Tenemos que U es unitaria, i.e. U f = U1, luego, veamos si la combinacién UU "

ICabe resaltar que un fermién de Majorana es un fermién de Dirac, pero un fermién de Dirac no necesari-

amente es uno de Majorana
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también lo es:

U = U
- (U
-l
— Uy
— Ty v

(vuh =wuh, (3.39)

por lo tanto, UU ' también es unitaria.

3.2.1 Transformacion de conjugacion de carga

En lugar de usar U directamente, es usual en la literatura usar otra matriz unitaria C que se
define por
UUT = ~,C, (3.40)

y luego tenemos una notacién compacta para la relacion (3.38)

¥ = 50CY*. (3.41)

La ecuacion (3.41) es similar a la conocida en la literatura como la transformacién de
conjugacion de carga.

V¢ =CY". (3.42)

En conclusion, la condicion de Majorana para cualquier representacion viene dada por la

relacion

Y=y (3.43)
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En la representacion de Majorana, la solucién ¢ es real. Por lo que podemos escribir su

solucién en analogia con la ecuacion (3.26) de la siguiente manera

3w = X [ dbta o) + @ o)), (3.44)

donde s = 1, 2 corresponde a los dos espinores.

Como ya tenemos la relacion entre las soluciones reales y las soluciones para una repre-

sentacion arbitraria , usamos la ecuacion (3.37) para encontrar dichas soluciones arbitrarias

¥(z) =), J dp(as(p)Utis(p)e™" + al(p)U T (p)e ™). (3.45)

Definamos ahora los espinores para la representacion arbitraria a través de la relacion
us(p) = Utis(p), (3.46)

la ecuacion (3.46) imita la ecuacion (3.37) para el operador de campo.

Ademais, reemplazando (3.46) en el segundo término de (3.45), encontramos

Ut (p) = U(UNug(p))* = UU Tu*(p) (3.47)

Por lo tanto, podemos escribir la ecuacion (3.45) como

Y(z) = ZJ dp(as(p)us(p)e™™" + al(p)v,(p)e™ "), (3.48)
S p
donde hemos introducido la notacion
vs(p) = UUTu;k (p) = v Cul(p), (3.49)

y, donde la matriz C se defini6 en la ecuacién (3.40).
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Tomando el complejo conjugado de ambos lados de la ecuaciéon (3.49) y multiplicando

por UUT, vemos que la nueva notacién en (3.49) también implica

us(p) = % Cvi (p). (3.50)

En la representacion de Majorana, la ecuacion (3.49) y la ecuacién (3.50) significan lo
mismo, es decir, los vectores v y v son conjugados de carga uno del otro, puesto que cumplen

la condicion de Majorana.

3.2.2 Algunas propiedades de la matriz C

Hemos introducido una matriz C' en la ecuacién (3.41) que estd relacionada con la transfor-
macion de conjugacion de carga. Con esto en mente, encontraremos algunas propiedades

que cumple la matriz C'

Usando la definicion de la ecuacién (3.40) podemos calcular la siguiente identidad

C79,C = (UU ") u(UU )
= (UU Y 7,700 T
= U*UuUT
= U*(UN,0)UT
_ U*%];UT

= UyUhT, (3.51)

donde hemos usado las ecuaciones (3.29) y (3.35). Finalmente, usando la ecuacién (3.32) y

(3.35), obtenemos la primera propiedad que la matriz C' debe cumplir

C'.C = —(UUNT = —. (3.52)
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La ecuacion (3.52) se pudo tomar como la definiciéon para la matriz C, ya que esta
relacion es lo que usualmente se encuentra en la literatura cuando se habla de la transfor-
macion de conjugacién de carga. Esta definicion no se refiere solo a la representacion de

Majorana, sino que es valida para cualquier representacion.

La ecuacion (3.52) junto a la ecuacion (3.41) nos da una definicidén de fermioén de Ma-
jorana que es independiente de cualquier representacion. Es decir, no importa con que rep-
resentacion de las matrices de Dirac se trabajen, se puede encontrar la matriz C en esa
representacion a través de la ecuacion (3.52) y usarla para definir 1) a través de la ecuacién

(3.41).

La segunda propiedad la podemos calcular a partir de la condicion de que U es una matriz

unitaria, por lo que podemos calcular la siguiente relacion

vutwuh =vuvtur (ot =vuturut = 1. (3.53)

Reemplazando la definicién (3.40) en la ecuacién (3.53) podemos reescribirlo de la sigu-
iente manera

C(1C)" = 1. (3.54)

Usando la ecuacién (3.52) y el hecho de que 7, es hermitiana en la relacién (3.54),

podemos calcular

YCgC* = 7oCryy C*
= ’YQC(—C_I’YQC)C*

- —CC* =1, (3.55)

o equivalentemente como

C*=—C L. (3.56)
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Finalmente, usando la unitaridad de la matriz C, esta relacion se puede convertir en la

forma

Cc* = —C"f (3.57)

CcT =—C, (3.58)

i.e., C es una matriz antisimétrica en cualquier representacion de las matrices de Dirac.

3.2.3 Invariancia de Lorentz de la condicion de realidad

Tenemos la condicion de Majorana generalizada dada por la igualdad (3.43). Esta condicion
serd importante solo si se mantiene en cualquier marco de referencia i.e., si es invariante de

Lorentz. Ahora se muestra que este es el caso.

Bajo transformaciones infinitesimales de Lorentz que toman las coordenadas de un punto
del espacio-tiempo de z* a z'* = z + w,,z”, un campo fermidnico se transforma de la

siguiente manera:

V(") = exp <—£WMVJW) U(x), (3.59)

donde
1
O = 5 [’yua 71/] . (360)

Tomando la conjugada compleja de la ecuacion (3.59) y multiplicando por la derecha

por v,C', obtenemos
Y CT™* (2') = 7oC exp (—i—ZwWUW) U*(x), (3.61)
haciendo uso de la condicion (3.42) en (3.61) obtenemos

Ic / Z * — c
U(z") = vCexp ("‘Zwuvauu) (7C) 104 (2). (3.62)
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La ecuacién (3.62) contiene el complejo conjugado de las matrices sigma. Antes de

seguir con el cdlculo, debemos notar que las ecuaciones (3.29) y (3.52) nos dicen que

=0T =% =77
= 70(—071%0)70

= —(C%) ™ ".C, (3.63)

Ademas, a partir de la ecuacion (3.40) y la anti-simetria de C' podemos encontrar que

Y C = —C. (3.64)

Luego, reemplazando (3.64) en la ecuacion (3.63) encontramos la siguiente relacion para

la conjugada de las matrices vy

7i = —(1C) (% C). (3.65)

Ahora, como las matrices o estan compuestas por las matrices y* ya podemos calcular

la conjugada compleja de (3.60) usando (3.65) de la siguiente manera

ok, = —% (s =)
- _% {(0C) () (10C) % (10C) = (30C) (1) (16C) () }

- _% {(00) ™ 7 (10C) = (%0C) (00 }
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que lo podemos reescribir como

N _ 1
(’)/OC)O-MV(,YOC) b= _5 (’VM’YV - ’YV'YM)

(0C) 0, (0C) ' = 0. (3.66)

Finalmente, usando (3.66) podemos simplificar la ecuacién (3.62) expandiendo al menos

a primer orden y escribir

U'(2") = exp (—%wwauy) we, (3.67)

Comparando (3.59) y (3.66) observamos que el campo V¥ y el campo V* se transforman
de la misma manera bajo una transformacion infinitesimal de Lorentz. Por lo tanto, podemos
decir que la condicién de realidad dada por la ecuacién (3.43) es invariante de Lorentz, i.e si
la condicion es verdadera en algun marco de referencia de Lorentz, sera cierto en todos los

marcos de referencia.
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Capitulo 4

La ecuacion de Duffin-Kemmer-Petiau y

sus soluciones

En el capitulo 2 vimos que la ecuacion de Dirac se puede generalizar para particulas con
espin arbitrario, donde lo que se modificaba era el dlgebra que las matrices [ debian cumplir.
Ahora, partiremos de la afirmacién que hicimos en el segundo capitulo: cualquier ecuacion
diferencial se puede puede transformar a una ecuacion diferencial de primer orden aumen-
tando el numero de variables. La ecuacion que transformaremos serd la ecuacion de Klein-
Gordon y seguiremos el ejemplo que dimos en ese capitulo de tal manera que encontremos
explicitamente la representacion de las matrices [ de la ecuacién DKP para el caso de espin
0 donde el campo es un vector de 5 componentes. Nos tomamos la molestia de encontrar
explicitamente esta representacion debido a que la usaremos para cdlculos posteriores. Para

mas detalles referentes a los campos libres el lector puede revisar las referencias [5, 10].

Primero, transformaremos la ecuacion de Klein-Gordon
(0,0" + m?)p = 0, 4.1)

donde ¢ es una funcién de onda escalar que describe particulas de espin cero.

Para esto introducimos la siguiente notacion para el vector gradiente

77Z)H

oo, 4.2)

l
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con esta notacion la ecuacion (4.1) se puede reescribir como

10, " —myp = 0. 4.3)

Ademas, reordenando (4.2) tenemos

io"p —myt =0, (4.4)

donde, podemos escribir explicitamente las ecuaciones (4.3) y (4.4) como un sistema de

ecuaciones de la siguiente manera

i + 0 + 0 + 0 - my’=0
0 — e + 0 + 0 — myt=
0 + 0 — ike + 0 — my?=0 4.5)
0 + 0 + 0 — d03p — my*=0

iagwo + 2'(91@/11 + i62¢2 + 2631/13 — mgp=0

De la ecuacion (4.5) observamos que esta se puede escribir de una forma compacta como

(i80, — m)¥ = 0, (4.6)

donde W es un vector columna de 5 componentes

\IJO ¢0
\Ifl wl
U= w2 [=] % |. 4.7)
\113 wiﬂ
v el

Y, la representacion de las matrices 5 la podemos encontrar a partir de la ecuacion (4.5)
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como

00001 0000 O
00000 0000 —1
B=looooo0o]| B'=]0o000 0
00000 0000 0
10000 0100 0
0000 0 0000 O
0000 0 0000 0
B=loooo-1| B=loooo0 o (4.8)
0000 0 0000 —1
0010 0 0001 0

Estas matrices 3 son una solucién particular de su representacion irreducible para espin

cero, que ademds obedecen al siguiente dlgebra

BrBYBT + BB = g P + g B (4.9)

La ecuacion (4.6), junto al dlgebra (4.9), es la ecuacion que habiamos encontrado en el

capitulo 2, conocida como la ecuacion de Dufin-Kemmer-Petiau (DKP).

Para obtener el campo DKP conjugado, es necesario primero definir el conjunto de ma-

trices hermitianas 7* como

nt = 26851 — g, (4.10)

() =1, (4.11)

donde estas matrices complementan a las matrices 5" de tal manera que estas tienen su
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conjugado hermitico a través de

Bt = n0 g, (4.12)

Tomando el conjugado hermitico a la ecuacién (4.6) y usando (4.12) podemos hacer el

siguiente cédlculo

—i0,¥TpH —mWt =0
—i&M\DTUOﬁ“UO —mUT =0
—i&u\lﬁnoﬁ“nono —mUn® =0

—i@u‘lﬁnoﬁ“ —m¥Tn® = 0.
Definiremos la funcién de onda adjunta ¥ por
U= 0ipl (4.13)
entonces, la ecuacion DKP conjugada viene dada por
W(iB"d, +m) = 0. (4.14)

Recordemos que en el caso del campo de Dirac, el campo adjunto se introduce para poder
escribir un Lagrangiano invariante de Lorentz y una corriente conservada [11], en analogia
a esto es que se introduce el campor DKP conjugado mediante la definicion (4.13) donde a

diferencia de la matriz 4° se usa la matriz ° definido por (4.10)
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4.1 Solucion de la Ecuacion DKP para particula libre

Ya que el campo DKP obedece la ecuacion de Klein-Gordon, podemos escribir una solucion

como una combinacién lineal de ondas planas de la siguiente forma

Y(z) = u(p)e 7, (4.15)

donde u(p) es un vector columna de 5 componentes, tal que

_ " - _ 0 -
P! ul

) = v = | e~ T
Y3 ud
e ud

Sustituyendo el anzats (4.15) en (4.6) podemos encontrar la siguiente ecuacion para u(p)

(160, — myu(p)e > = 0
(8"pu — m)u(p)e " =0

(8"pu —m)u(p) =0, (4.16)

y usando la regla de conjugacion (4.13) obtenemos la ecuacion para u(p) = u'(p)n°

u(p)'(8*'p, —m) =0

u(p)' (81’ pyy — m) = 0
u(p)' (81’1’ py — mn°) = 0
u(p)'(n° 8" py, — mn®) = 0
u(p)'n’(8#p, —m) =0

u(p)(B*p, —m) = 0.
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Ahora, usando la representacion (4.8) podemos encontrar

00 0 0 p o 0 0 o0 p°
00 0 0 —p o 0 0 0 p
Bpu=1 0 0 0 0 —p |=]1 0 0 0 0 p* | 4.17)
0 0 0 0 —ps o 0 o0 o0 p
po p1 p2 ps 0 P —pt —p* —p* 0

reemplazando la expresion (4.17) en (4.16) encontramos que

0 0 0 0o p° u? u?

0 0 0 0 pt ul ut

0O 0 0 0 p? u? [=m| u? |; (4.18)

0 0 0 0o p? u? u?

P —pt —p? —p® 0 ul ul

de aqui, obtenemos las siguientes relaciones

Pt (p) = mu(p), (4.19)
putt (p) = mu(p)- (4.20)

De estas dos ecuaciones podemos encontrar la relacion de dispersion de Einstein

puput (p) = mp,t(p) = m(mu'(p)) = m*u’(p)

g = . “21)

De (4.21) podemos observar que existe un vinculo para p°

P’ = +FE = +4/|p|? + m2, (4.22)

por lo que podemos escribir u(p) en funcién del tri-momento p. Entonces, de la relaciones
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(4.19) y (4.20), u*(p) tiene la forma

u'(p) = u*(p) = mN(p).

(4.23)

Luego, tenemos dos soluciones, una con energia positiva y otra con energia negativa,

dadas por
E _E
pt p'
w(@)=N“(p)| p2 | v «’(@)=N°(p)| p
p? P
m m

De aqui, tenemos dos soluciones en forma de onda plana

Y (x) = u(p)e PV,

V() = (e ERY) — u (p)ei e,

por lo que, la solucién més general esta dada por

d? : d? .
0w) = | Grmon @t @)+ | s ),

haciendo p — -p en la segunda integral, obtenemos

w(fff) = f (2671_()];/2 Qg (p)ua (p)e*i(Etfp.x) + J ﬁaﬁ (_p)uﬂ (_p)ei(Et,p.x)

d3p d3p

(x) = f 2t (p)u(p)e ") 4 f W%(—p)uﬁ (—p)e'FP),

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

En la solucién (4.28) podemos fijar p° = E > 0, tal que la segunda integral puede ser in-

terpretada como un paquete de ondas viajando en direccién opuesta al paquete representado

por la primera integral. Ademas, con el objetivo de tener una solucion similar a la solucion
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de Dirac, podemos hacer las siguientes redefiniciones

pP’=FE>0

a(p) = aa(p)
Y1 u(p) =u*(p) (4.29)

asi, la solucién (4.28) se puede escribir como

P(x) = J% (a(p)u” (p)e ™ + b*(p)u’ (p)e™) (4.30)
donde
( +E -E
pl _pl
uw (p)=u*(p) =N"(p) | p? ;. ut(p) =u’(—p) = NT(p) | —p2 |. 43D
p3 _p3

Para encontrar la solucién de la onda conjugada, podemos tomar la conjuda de (4.30)

U(x) = i)’

= J% (a*()u™" (p)ne™ + b(p)u™ (p)n’e™")

00) = | G (0" @) ) + o) () ). @32)
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Calculando la energia

E = J &’z
- f Prl G0 — PT0)
= [t | ] irt i) (0 @iy et

b(p)b” (K)u" (p)5’u <>*“"‘>")
f i | ] 00 =) (0 b 00 ) )

—b(p)a(k)u (p)ou” (k)e PH) |

usando

(2m)~? J P = 6(q)
entonces,
_ L [ (e ) <a*(p)a(k)u_(l’)ﬁou_(k)ei(po_ko)@ﬂ)_?’ B
R () (e 0 2r) [0 )

o [ [ J 00— ) (o @ 00 ) (0 ) @ [ 0

(@)l () e 2 | e—i<P+k>Xd3x),
j j (—ik? — ip?) (a* (P)a(k)u (p)Bu (k)™ )5 (p — K)

—b(p)b* (k)u* (p)Au +<> W 5(p — k)
- | s ”’f ') (k)i (p) 3wt (K)e " ++)5(p + K)

—b(p)a(k)ut (p)Au” (K)e "P)5(p + k)) ,

sabemos también

f(@)é(x —y) = f(y)o(r —y),
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e integrando en k

E = %J(—Zpo —ip°) (a*(p)a(k)u__(p)ﬁou_ ()i~
—b(p)b*(p)ut(p)su* (p)e_i(”o_po))
b3 [ =) (a0 i ) (e
—bp)apiut () (p)e )
B = [ 1@ DaiE )8 () - b GO @) 43

De la condicion de que la energia en todo el espacio sea positiva, podemos obtener la

normalizacion

utplut = F1. (4.34)

10 0 0 0 000O01 000O01

0 -1 0 0 0 000O0O 00 00O
=10 0 -1 0 0 000O0O0O]=100000 (4.35)

0 0 0 —-10 00 00O 000O0O

0 0 0 0 1 1 0000 1 0000
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Usando la condicion de normalizacién (4.34) junto al producto (4.35), encontramos que

u*(p)fu*(p) = (u*(p))'n°Bu™ (p)

[00001)\(-E

000O0O —pt

= (N*(p)'N*(p) < —E —p! —p® —p® m ) 00000 —p?

000O0O —p?

1 0000 m
ut(p)p"u* (p) = =2mE(N* (p))'N*(p) = —1, (4.36)

y de manera analoga tendremos para v~
u=(p)B"u (p) = 2mE(N~(p))'N~(p) = 1. (4.37)
De (4.36) y (4.37) podemos concluir que se cumple que
N*(p) = ! (4.38)
2Em

4.2 Transformacion de conjugacion de carga

Hemos visto en subseccién 3.2.1 que podemos encontrar la transformacién de conjugacion
de carga a partir de la condicion de Majorana. También se encontré una propiedad para la
matriz C dada por la relacion (3.52) y mencionamos que esta se podria tomar como definicion
para tener una transformacion de conjugacion de carga. Ahora veremos como es que usual-

mente se introduce esta transformacion.

Debido a que la ecuaciéon DKP es una ecuacion tipo Dirac, los siguientes calculos son
similares a lo que se hace para la ecuacién de Dirac, con algunas variaciones debido a que

las matrices (3’s cumplen con un algebra diferente.
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Para nuestro cédlculo tomaremos en cuenta la interaccion con el campo electromagnético,
mediante el acoplamiento minimo. Para obtener la ecuacion que describe la interaccion,
debemos hacer el cambio en (4.6) de 0, por 0, + ieA,(x) (derivada covariante) donde
A, (z) es el potencial del campo electromagnético y e es la carga de la particula; por lo

cual tendremos la ecuacion
[i6"(0, +ieA,) —m]|y =0 (4.39)
y para el campo conjugado

U[iB* (0, +i(—e)A,) +m] = 0. (4.40)

Abhora, definamos la transformacion de conjugacion de carga de la siguiente manera
—T
ve=Cy (4.41)
reemplazando en (4.40)

Y[iB*(0, —ieA,) +m] =0
[i(8")7 (0, — ieA,) +m]) =0

[i(B")7(0, —ieA,) + m]C~1y° = 0,
multiplicando por C' por la izquierda

[iC(B)'C™1 (0, —ieA,) + m]y =0
si la matriz C satisface la condicion

cpmret = —pr, (4.42)
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podemos obtener

[i84(0, + i(—e)A,) — m]y° = 0. (4.43)

De manera analoga calculamos para el campo adjunto

o =y9TC, (4.44)

reemplazando en (4.39)

[i8"(0, + ieA,) —m]i = 0
T8 (0, + ied,) —m] = 0

Ecc[i(ﬂu)T@u +ieA,) —m] =0
nuevamente, si se cumple la relacion (4.42), podemos encontrar
Y°iBM(0, +ieA,) +m] =0 (4.45)

Podemos observar que los campos ¢ y e cumplen las mismas ecuaciones (4.39) y (4.40),
con la diferencia del signo en la carga de la particula, esto nos dice fisicamente que solamente
estamos cambiando el signo de las particulas que modelan estos campos, siempre que se

cumpla la relacion (4.42).
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Capitulo 5

Solucion real de la ecuacion de DKP

Como queremos encontrar ecuaciones de campo DKP tipo Majorana, replicaremos los célculos

hechos para el caso de los fermiones de Majorana.

Sea una representacion en la que las matrices 3, tengan solo elementos imaginarios, tal

que

ﬁ: = _ﬁ;u

tal representacion puede ser, por ejemplo [12]:

0 i
—i 0
=10 o
0 0
0 0

000

0

0

0

0 0

0 0
Bl=1 —=i 0

0 0

0 0
0 00 —i 0
000 0 0
000 0 0
—i 00 0 0
000 0 0

51

o o o O

00\
00
00
00
00 )
0
0
F=1 0

(5.1

, (5.2)



en esta representacion tendremos que la matriz n° se escribe como

=100 -1 0 0 [ (5.3)

Entonces, la ecuaciéon DKP seria una ecuacion real, de aqui uno podria encontrar solu-

ciones reales ¢ que cumplan

(i"0, —m)d = 0, (5.4)

esto significa que encontraremos soluciones que satisfacen

) =P, (5.5)

Una solucién general se puede obtener a partir de esta representacion particular, ya que
se cumple que

pr = UBUT, (5.6)

donde U es una matriz unitaria que transforma la ecuacion (5.4) en la siguiente ecuacion

general

0

(iB"0 —m) T

(U BrUe, —m)T =0
(UUTBrUe, — Um)¥ = 0
(i8"0, — m)U¥ = 0

(i8"8, —m)¥ = 0,
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donde se ha definido

U =U7, (5.7)

como la solucion general.

Hemos de notar que estamos buscando cudl es la condicion de realidad general para
campos DKP sin carga similar a la condicion (5.5), pero para cualquier representacion; por

eso hemos introducido esta matriz de similaridad U.

Con esto en mente, veremos como se escribe la condicion (5.5) en una representacion

general. Para esto, reemplazamos la solucién general en la condicién (5.5)

=i
Uy = (Uy)*
Uty = (UT¢")
Ul = Uy,
reescribimos esto como
= UU*. (5.8)

Recordando la conjugacion de carga vista en la secciéon (4.2), podemos notar que la

ecuacion (5.8) se asemeja a dicha transformacion, que puede ser escrita explicitamente como

v = C ")y, (5.9)

usando la ecuacién (4.42) y la definicién de n° tenemos que se cumple que

noC = (5(2) - 1)0 = 50(_0(50)T) -C
= _C(BO)T(_ﬂo)T —C= C((ﬂS)T - 1)

mC = C(no)". (5.10)
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Entonces, podemos reescribir (5.9) como
Y© = nPC*. (5.11)

Comparando (5.8) con (5.11) se observa una similitud entre ambas igualdades, pero la
ecuacion (5.11) se usa para cualquier campo, cargado o no. Sin embargo, sabemos que

para campos sin carga, necesariamente se cumple que

Y =1, (5.12)

por lo tanto, tendremos que

UUu' =n°C. (5.13)

La ecuacion (5.12) es la condicién de realidad general para campos sin carga, con esta
condicién tenemos una igualdad entre la matriz C' y la matriz unitaria U dada por (5.13).
Notemos que atin no hemos encontrado ni U ni C, por lo que ahora procederemos ver como

es la matriz C.

5.1 Propiedades de la matriz C

Las propiedades de la matriz C' pueden ser derivada a partir de la unitaridad de U y la

ecuacion (5.13).
De la unitaridad de U tenemos
vutwuht=vuvtwh'ut =vvTurut =T (U =1, (5.14)
y de (5.13)

n0C(nC)* =1, (5.15)
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reemplazando (5.10) en (5.15)

CnpnsC* =1

C(nino)*C* =1,

ademds sabemos que 778 = 7). Por lo tanto, tenemos que C cumple

cCcr =1. (5.16)

Finalmente, usando la unitaridad de C

ct =, (5.17)

es decir, C es una matriz simétrica en cualquier representacién de las matrices /3.

Podemos definir C' en la representacion con * con elementos reales de la siguiente
forma

C=n'n'r’, (5.18)
podemos verificar que la definicién de C dada cumple las propiedades (5.17) y (4.42).

Para empezar calculemos 7’

771‘ _ 2(61)2 _ giz’

= 2(6) + 4%,
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de aqui

~10 0 00 ~1 00 0 0 ~1 000 0
01 0 00 0 10 0 0 0 100 0
=10 o0o-100/|7=| 0 01 0 0/7=|0 010 0
00 0 10 0 00 -1 0 0 001 0
00 0 01 0 00 0 1 0 000 —1
(5.19)

entonces

C= o 0 -1 0 0 [ (5.20)

0O 0 0 0 -1

donde podemos observar facilmente que C' es simétrica y unitaria.

Para una representacién de Majorana, la matriz C' se puede escribir como

10 0 0 0
01 0 0 0

C=n"=[00 -1 0 o0 (5.21)
00 0 -1 0

calculando la propiedad de C para la representacion de Majorana
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Con esto podemos afirmar que se cumple la propiedad

C1BrC = —(8)".
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00 -1 0 0

00 0 -1 0

00 0 0 -1
- ()"

01 0 0 O

00 -1 0 0

00 0 -1 0

00 0 0 -1
- ()"

(5.22)



Luego, la transformacion (5.11) se puede escribir como

= ¢, (5.23)

y, debido a que en la representaciéon de Majorana tenemos solo soluciones reales, i.e se
cumple (5.5), reobtenemos la condicién de realidad ¢¢ = 1. Notese que usando el operador

de conjugacion de cargar para una representacion real esto no ocurriria.

5.2 Soluciones de onda

En el capitulo 4 vimos que la solucién de campo DKP libre se escribe segiin la ecuacion
(4.30). Ademas, a diferencia de la ecuacion (3.44) la solucién no presenta una suma sobre
los espines. Sin embargo, para el caso en el que tenemos una representacion de Majorana de

las matrices [3*, la solucién real 1) se puede escribir como

~

U(z) = f dp [a(p)i(p)e=™" + a' (p)u*(p)e™™"], (5.24)

donde se verifica ficilmente que ¢ = ¥*. Y a partir de esta solucién podemos ver como es
esta expansion en una representacion arbitraria de las matrices 3, i.e como es una solucién

general.

Como vimos en este capitulo, de la existencia de una transformacion de similaridad, la
solucion real y la solucion general estan relacionadas mediante la ecuacion (5.7), por lo que

la solucién general (de campos sin carga) se puede escribir como

P(x) = J dp(a(p)Uti(p)e™ " + aT(p)Uﬂ* (p)et™T). (5.25)
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Donde podemos definir el vector ™ (p) de la solucién general por comparacién con la

ecuacion (4.30) de la siguiente manera
u”(p) = Ulk(p). (5.26)
Ademads de (5.26) podemos calcular el segundo operador de campo de la solucién (5.25)
Ua*(p) = UU (p))* = UU " (u”(p))", (5.27)
e introduciendo la notacién u* (p)
u'(p) = UU' (™ (p)", (5.28)
podemos escribir la solucion general de la ecuacion DKP de la siguiente forma
6(@) = | dnlaph () + ol () ), (529

que es la misma a la que encontramos en el capitulo anterior.

Ahora, veremos la relacién que existe entre u™ y u~. Para ello, tomemos la conjugada

compleja de (5.28) y multiplicando ambos lados por UU "

UUN™(p) = (u*(p))*

UUTU*U N (p) = UU T (u* (p))*,
usando (5.14), encontramos la relacién

u (p) = UU (u*(p))*, (5.30)
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donde, podemos reescribir tanto (5.28), asi como (5.30) de la siguiente manera

ut(p) = n°C(u”(p))*, (5.31)

u”(p) = n°C(u*(p))*, (5.32)

que como hemos visto en (5.11), estas son transformaciones de conjugacion de carga. Y, en
la representacion de Majorana, las ecuaciones (5.31) y (5.32) son lo mismo, es decir, u* y

u~ son conjugados complejos entre si.

5.3 Invariancia de Lorentz de la condicion de realidad

Segun Roman [5], tenemos la transformacion de Lorentz infinitesimal para el campo DKP

de la siguiente forma
1
U'(2') = exp (—§€“V(5“6” — 6“5“)) U(x), (5.33)
tomando la conjugada compleja y multiplicando por la derecha por 7,C', obtenemos

noCU"™*(z") = neC exp (—i—%e“”(ﬂzﬁj = Bl’,"/@;)) U*(x). (5.34)

De la condicion de realidad (5.11) podemos reescribir (5.34) como

W) = mCop (45 A - 5150 ) (VW) 639
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calculando la conjugada de una matriz S*

Br = (BN = (noBumo)”
=1 By
= C7inyC(=C71B,C)C ™y C
= —C 'noBunoC

= —(mC) " Bu(noC),

de aqui, podemos obtener

(n0C) BBy (mC) ' = =By (5.36)

Finalmente, reemplazando esto en la ecuacién (5.35)

U'Y(2') = exp (—%8’“’(%@, — 51/6“)) U (). (5.37)

Esto implica que ¢, definida en (5.11), se transforma de la misma manera que lo hace

el campo DKP bajo transformaciones de Lorentz propias.

Con esto, es facil comprender por qué una condicién de realidad como la de la ecuacién
(5.12) es invariante de Lorentz. Ya que ambos lados se transforman bajo Lorentz de la misma
manera. Por lo tanto, si la condicidn es cierta en algiin sistema de referencia inercial, serd

verdadera en todos los sistemas de referencia inerciales.
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Capitulo 6

Analisis de resultados

Del capitulo 2 tenemos que la ecuacién de onda relativista general (2.16) es una ecuacion
similar a la ecuacién de Dirac, pero dependiendo del espin del campo tendremos diferentes
algebras, como por ejemplo para el campo de DKP que es un campo de espin 0 o 1 el dlgebra

viene dado por la relacion (2.54).

En el capitulo 3 revisamos la ecuacion de Dirac y observamos que esta modela campos
complejos. Sin embargo, tomando una representacion imaginaria o de Majorana dada por
(3.31) encontramos una ecuacion real que acepta soluciones que satisfacen la condicion de
realidad (3.34). Y que al pasar de esta representacion de Majorana a una representacion
general, la condicion de realidad se transforma en la condicion (3.43) en la que los campos
reales son campos donde su transformada de conjugacién de carga es el mismo campo, i.e.

son campos que modelan particulas sin carga.

En el capitulo 4 hemos dado solucién a la ecuacién de DKP como una funcién en pa-
quetes de onda y encontramos que la solucién no tiene una suma sobre los espines ya que
estamos trabajando con el campo DKP para el caso de espin 0, esto quiere decir que estamos
trabajando con la representacion de orden 5. Luego, mediante el acople minimo dado por la
ecuacion (4.39) definimos la transformacion de conjugacion de carga para campos DKP con
la ecuacion (4.41) y encontramos la propiedad que la matriz C de conjugacion de carga debe

cumplir.

Finalmente, en el capitulo 5 replicamos lo hecho por Palash [1] para encontrar la condicion

de realidad para campos DKP dada por (5.12). Vimos que a diferencia del caso de Dirac, la

63



matriz C' es una matriz simétrica y comprobamos que la matriz n° cumple con estas condi-
ciones. Ademads, encontramos como son las soluciones de la ecuacién de DKP reales y que

la condicidn de realidad (5.12) es valida en cualquier sistema de referencia inercial.
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Conclusiones

En este trabajo hemos tenido como objetivo encontrar campos DKP sin carga y en el capitulo
5 encontramos cual es la condicion de realidad que estos campos deben cumplir y que esta
intimamente relacionado con la conjugacién de carga. Encontramos que la matriz n° es la
matriz que cumple con dicha condicién ya que lo comprobamos para dos representaciones

de las matrices (.

Estos campos DKP tipo Majorana nos deberian servir para poder construir un Lagrangiano
similar a (1.1) pero con campos DKP reales que nos permitan replicar el mecanismo de

Higgs.
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A. Representaciones de SU:
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Anexo A

Representaciones de SUs

El grupo especial unitario de dos dimensiones esta definido , como el conjunto de las trans-

formaciones lineales en el espacio complejo de dos dimensiones:

u] = auy + buy,

uh = cuy + d us.

Estas transformaciones estan restringidas por la condicién de unimodularidad

a b
det M = =ad—bc=1,
c d

y la condicion de unitaridad

Y
ol
QL
|
S¥

M= =M=

S
ISH
|
o
IS

lo que implica que d = @'y ¢ = —b. Asi, podemos escribir
ul = auy+bus,
B (A.1)
uh = —buy + a uy,
y la restriccion se convierte en
a7 2 2
aa + bb = |a|” + [b]” = 1. (A2)



Cada elemento del grupo es una matriz especial unitaria

M = : (A.3)

estos elemento de grupo estdn caracterizados por tres pardmetros reales, ya que os complejos
a 'y b involucran 4 ndmeros, pero estas cantidades estdn restringidas por (A.2). Los elementos
del espacio lineal complejo u = (uq, ug) que tienen las propiedades de transformacion (A.1),

(A.2), se llaman espinores elementales.

Ahora, para encontrar las representaciones de U,, consideraremos un espacio lineal gen-

erado por los monomios de grado v,

P = ui uy
(A.4)
(po = u, pr = uy MUz, ..o Py = u3)
con vy k enteros, y
0<k<w. (A.4a)

Para un v fijo, hay v + 1 monomios de tipo (A.4), de modo que el espacio considerado es de

v + 1 dimensiones.

Debido a la linealidad de las transformaciones (A.1), las cantidades (A.4) también se

transforman linealmente, puesto que como consecuencia obtenemos

(auy + buz)”_k(—Bm + du2)k,

una combinacion lineal de términos homogéneos tipo (A.4) Ademads, usando (A.2) se en-
cuentra que si uno aplica un producto de dos transformaciones (A.1) en el espacio (A.4), el
resultado es similar a como si hubiésemos aplicado las dos transformaciones sucesivamente.
Finalmente a la transformacién de (A.1), que se caracteriza por a = 1, b = 0, le corresponde

en el espacio (A.4) la transformacién identidad p, — py. Por lo tanto, tenemos que el es-



pacio (A.4) es un espacio de representacion para Us,; y uno puede obtener en el espacio de
representacién matrices (v + 1) x (v + 1), que corresponden a una transformacién M dada
de U,, calculando

Pl = (auy + buy) "™ (—buy + ausy)”
y re-ordenando el resultado en términos de los monomios py, escribiendo
-1,
P = D ui™ uy = Dy pr.
Los elementos Dy; de la matriz representativa D dependeran obviamente de los pardmetros

a, b de la transformacion en Us.

Es comun introducir una notacion mas conveniente

Jj= %v, (A.5)

donde j puede asumir cualquier valor entero o semientero 0, 12, 1, 3%, 2 .... Luego, la rep-
resentacion obtenida previamente se denota simbdlicamente por 27. Consiste el en conjunto

de matrices

2 ={.D'(M) ..}

que dependen de los parametros de la transformacién M en U,. Son claramente matrices de
(27+1) % (2j+1); y el espacio de representacion tiene (25 + 1) dimensiones. Los elementos
de este espacio son llamados espinores de orden 27, que pertenecen al espacio real de tres

dimensiones.

Ademas, las representaciones 27 son irreducibles; vy, todas las representaciones irre-

ducibles de U, ocurren en la serie 27 (j = 0,1/2,1,...) [5].

La representacion mas simple, 2°, es unidimensional: para todos los elementos M de

Uy les corresponde como imagen el niimero 1.

La representacion 2'" es la representacion de Us por si misma: p; = w1, Py = Ug SON



las dos componentes de los elementos del espacio de representacion.

La representacion 2! actda en el espacio tridimensional py = u?, p; = ujus, py = u3;

la transformacion M en U, sobre este espacio es

Py = (u)? = (auy + bug)® = a®u? + 2ab uyuy + b*uj

= a’py + 2ab p; + b*po,
Py = uuh = (auy + bug)(—buy + aug) = —ab u? + (a@ — bb) uyuy + ab u3,
= —abp; + (a@ — bb) p; + ab p;
/

ph = (uh)? = (—buy + auy)?® = b*uj — 2ab uuy + a*uj

= b’py — 2ab py + @’py,

y le corresponde la matriz

a?  2ab b
DYM)=| —ab aa—bb ab |, (A.6)
2 —2ab a?

y asi sucesivamente.

Ademas el producto directo de dos representaciones es nuevamente una representacion
de U,. Sin embargo, esta es, en general, completamente reducible de la siguiente forma

Jitj2—|j1—jal
, . o L o o
P QY =PI @ gN = N gt (AT)
c=0

que es el teorema de Clebsch-Gordan.

Concluiremos esta subseccion con una observacion importante. Consideremos la trans-

formacion que es la conjugada compleja de (A.1). Siguiendo una convencidn establecida,



denotamos la conjugada compleja de u;, us por uj, u;. Entonces, tenemos

U; = a4 U —|—Bu~,
1 ! 2 (A.8)

uy = —buj + aus,

Los espinores “punteados” (uj, us), que se transforman acorde a (A.8),sin embargo, no gen-

eran un nuevo espacio de representacién diferente de 2", ya que si hacemos

Uy ~ —Uy,

(A.8a)

Uy ~ Uz,

la transformacion (A.8) es idéntico a (A.1).
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