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Resumen

El modelo Principal-Agente permite estudiar la existencia y las caracteristicas de
los contratos 6ptimos en presencia de seleccion adversa. El ambiente matematico
natural para dicho modelo es uno descrito por el analisis variacional, donde se
trata de maximizar un funcional de beneficios sujeto a dos restricciones asociadas
con la convexidad de las funciones admisibles, denominadas racionalidad indivi-
dual y compatibilidad de incentivos. Gran parte de las estrategias formales han
empleado elementos del anélisis convexo clasico, pero este no ha permitido dar un

tratamiento mas flexible y general al problema.

En este trabajo se estudia el modelo Principal-Agente con seleccién adversa intro-
duciendo el concepto de convexidad abstracta, un objeto matematico de reciente
manejo en la teorfa econémica que extiende los resultados de la convexidad clasica.
La generalizacion del modelo, el replanteamiento de las restricciones de incenti-
vos, la existencia de soluciéon 6ptima, y la caracterizacion del equilibrio econémico
son posibles gracias al estudio de funciones, subdiferenciales y conjugadas en el
lenguaje de la convexidad abstracta. Ademaés, con ello conseguimos reescribir el
modelo en el contexto aplicativo de una empresa monopodlica que determina tarifas

no lineales.

Palabras clave: Principal-Agente, compatibilidad de incentivos, contratos 6pti-
mos, convexidad abstracta, subdiferencial abstracto, conjugada abstracta, proble-

ma del monopolista.
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Introduccion

En la teoria econdémica contemporanea la economia de la informacion se refiere al
conjunto de teorias que estudian las decisiones de los agentes econémicos y como
estas cambian en relaciéon a la disponibilidad de informacién y su distribucion
entre los agentes (Laffont y Martimort, 2002). El problema que se describe en
esta area de la economia se denomina informacion asimétrica, la cual aparece
cuando una de las partes de una relaciéon o transacciéon econémica posee mejor

informacion relevante que la otra.

Existen dos tipos de problemas de informacién asimétrica. El primero se deno-
mina seleccion adversa y sucede antes que la relaciéon econémica contractual se
concrete. Por ejemplo, en el mercado de seguros, el cliente estd mejor informado
que la compania aseguradora sobre el estado de su salud; en la compra y venta
de automoviles de segunda mano, el comprador tiene mucha menos informacion
sobre el estado del vehiculo; o cuando se regula las tarifas eléctricas, la empresa
regulada tiene mas informacién precisa sobre los costos unitarios de produccion
que el regulador. El segundo problema es conocido como riesgo moral y surge una
vez que el acuerdo se ha suscrito. Por ejemplo, un centro de investigacion que ha
contratado a un investigador para realizar un proyecto no puede verificar el es-
fuerzo realizado por el trabajador; o una empresa aseguradora de accidentes tiene

dificultades para conocer la informacion sobre cuan cuidadoso ha sido un clien-



te para evitar accidentes. En la practica es habitual encontrar simultdneamente

ambos problemas.

Al respecto, uno de los enfoques tedricos que aborda satisfactoriamente estos pro-
blemas de informacién, y que mayor desarrollo ha tenido en las ultimas décadas,
recibe el nombre de Principal-Agente (P-A). Este modelo identifica los contratos
6ptimos y equilibrios econémicos en situaciones de informacion asimétrica existen-
tes entre las unidades de decision econémica, estas tltimas pueden ser individuos,
colectivos, instituciones, planificadores sociales, etc. Entre las aplicaciones que em-
plean el marco tedrico P-A se encuentran; la teoria general de contratos, el diseno
de mecanismos, la fijacion de precios no lineales, la teoria 6ptima de impuestos,

la regulacién de monopolios, por mencionar s6lo unos pocos.t

Actualmente los modelos P-A con seleccién adversa forman parte de un area de
plena investigacién en economia matematica. Asi, encontrar soluciones 6ptimas y
revelar sus caracteristicas, han sido problemas que anos atrés se crefan irresolubles,
y los avances han sido posible gracias al uso de herramientas mateméaticas cada

vez més sofisticadas.

Una de las cuestiones estructurales involucrada en el tratamiento matematico se
refiere a la convexidad de los objetos. En especifico, el modelo P-A con seleccion
adversa se resume a un problema variacional donde se maximiza un funcional
objetivo sujeto a dos restricciones globales asociadas a la convexidad de las fun-
ciones admisibles. Al respecto, la teoria del analisis convexo ofrece un desarrollo
simple y potente al modelamiento de los problemas econémicos con informacién
asimétrica. No obstante, su principal limitaciéon es que no se pueden emplear en
contextos mas generales, dejando de lado muchas aplicaciones que representan a

una realidad méas adecuada y precisa.

Frente a esta situacion surge el analisis convexo abstracto, una estructura teoérica

'En el orden citado de los modelos puede recurrir a los siguientes autores: Quinzii y Rochet
(1985), McAfee y Mc-Millan (1988), Armstrong (1996), Rochet (1985), y Laffont y Tirole (1993).
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que extiende los resultados del anélisis convexo clasico. Las primeras ideas fueron
introducidas por Moreau hace medio siglo y recientemente se han sistematizado en
el trabajo seminal de Rubinov (2000). La idea principal de la convexidad abstracta
es que se abandona el supuesto de funciones lineales afines como elementos del
conjunto soporte de una funcién, y se da paso a uno mas arbitrario sin linealidad
(funciones elementales). Esta mejora resulta ser satisfactoria para el estudio de
elementos no convexos en economia matemaética (Carlier (2001), Basov (2002),

Figalli et al (2011) y McCann y Zhang (2018)).

El uso de estas nuevas herramientas sobre los problemas de seleccion adversa se
impulsaria gracias a los avances de la teorfa del transporte 6ptimo? y su relacién
con la convexidad abstracta (Gangbo y McCann (1996); Ma, Trudinger y Wang
(2005); y Trudinger (2014)), hecho que ya habia anticipado tiempo atras Ivar
Ekeland, reconocido matematico que ha sido determinante para la produccion de

tesis en esta linea de la economia matematica.

Asi, su estudiante de doctorado Guillaume Carlier (2001) comenz6 demostrando
el rol de la convexidad abstracta, introduciendo un nuevo criterio para verificar si
una solucion al problema de seleccion adversa es implementable. Con esto refor-
mul6 el modelo estandar y probo la existencia de soluciéon 6ptima. Posteriormente,
y utilizando el criterio de implementabilidad de Carlier, Basov (2002) realiza una
caracterizacion parcial de la solucion 6ptima al problema en cuestion utilizando
herramientas del control 6ptimo. Otra influencia de Ekeland recae sobre el tra-
bajo notable de Figalli-Kim-McCann (2011), quienes identificaron las condiciones
estructurales para la convexidad del programa en el modelo P-A, permitiendo la
posibilidad de alcanzar objetivos como la unicidad, el calculo y soluciéon numeéri-
ca. Todas estas propuestas han sido mejoradas por McCann y Zhang (2018), pues

ellos generalizan y resuelven el modelo Principal-Agente con seleccion adversa, uti-

2Para un tratado completo y reciente sobre esta teorfa revisar el libro de Villani (2009).

3El uso de los métodos de transporte en economia se originé a finales de los noventa en Paris,
Ekeland fue el primero en dar cuenta de esta conexién a través del trabajo de J.C. Rochet en
economia y las conferencias de Robert McCann sobre transporte en Paris.
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lizando la convexidad abstracta como principal herramienta. Més tarde, Carlier y
Zhang (2020) demuestran la existencia en el modelo P-A utilizando herramientas
matemaéticas provenientes de sus trabajos por separado (2001 y 2018, respectiva-
mente), con requerimientos minimos sobre los objetos matematicos, permitiendo
(por ejemplo) el ingreso de espacios de dimensién infinita para el conjunto de

decisiones.

El objetivo de la tesis es desarrollar el modelo Principal-Agente con selecciéon ad-
versa, incorporando las ideas y los resultados elementales de la convexidad abstrac-
ta (funciones, subdiferencial y conjugada). Para ello simplificamos la complejidad
del problema reduciendo la dimensionalidad de los conjuntos de decisiéon e infor-
maciéon, ya que en general encontrar una solucién y describir sus caracteristicas
se vuelven técnicamente intratables. Con esto se consigue una mejor visualiza-
cion del funcionamiento de los nuevos objetos (no convexos), y permite que estos

resultados sean mas accesibles para los investigadores de las areas aplicadas.

Luego de la introduccion se presenta el modelo estandar P-A con seleccion adversa
en el contexto especifico de una empresa monopodlica que produce un tinico bien y
se enfrenta a un conjunto de consumidores informados acerca de sus caracteristi-
cas privadas, de este modo se pretende familiarizar las principales ideas al lector
no especializado en la teoria econémica de la informaciéon. En el capitulo 2 se in-
troducen los conceptos fundamentales de la convexidad abstracta para funciones,
acompanadas de otras dos nociones relacionadas como lo son el subdiferencial y la
conjugada, con el objetivo de dar a conocer las ideas al lector no matematico. Con
este nuevo lenguaje se desarrolla en el siguiente capitulo una version rigurosa y ge-
neralizada del modelo econémico planteado en el primer capitulo, culminando en
un programa de optimizacién con restricciones convexas abstractas. Finalmente,
en el capitulo 4 realizamos una aplicacion del modelo general a la determinacion

de tarifas de una empresa monopdélica.

viil



Capitulo 1

Modelo estandar Principal-Agente

con seleccion adversa

El objetivo de este capitulo es introducir el modelo econémico Principal-Agente
para estudiar el problema de informacién asimétrica denominada seleccion adver-
sa. Se desarrolla la teoria en el contexto aplicativo de una empresa monopodlica
quién determina O6ptimamente las combinaciones precio-cantidad de un produc-
to ofertado a un conjunto de consumidores heterogéneos, cuyas caracteristicas

privadas son desconocidas por la firma.

Utilizando los métodos oportunos de optimizaciéon se caracterizan los contratos
optimos disenados por la empresa. Este proceso tendré en cuenta tres supuestos
generales e implicitos. Primero, la empresa y los consumidores adoptan conductas
racionales maximizadoras de sus utilidades y beneficios individuales. Segundo,
la distribucion de probabilidad objetiva de los tipos de consumidores existe y es
conocida por las dos partes, este mismo hecho es también de conocimiento comun.

Por tultimo, el monopolista es un maximizador bayesiano de la utilidad esperada.

Las ideas y los conceptos econémicos fundamentales provienen del texto “The

Theory of Incentives: The Principal-Agent Model” de Laffont y Martimort (2002),



especificamente del capitulo 2 y el apéndice 3.1. Sobre esta base se presenta una

extension y modificacion del modelo estandar, propias de la tesis.

1.1. Problema

Suponga una empresa monopoélica asumiendo el rol de principal, la cual puede
producir un rango de cantidad (calidad) de una mercancia ¢ > 0, con un costo
de produccion C(q), donde C(.) es su funcion de costo. La demanda del bien ¢ lo
puede realizar un conjunto de agentes consumidores segmentados en “tipos”, cada
tipo simbolizado por la variable § € © = [0, 6]. El pardametro @ es informacion
privada de los agentes;! es decir, la firma no conoce a cada tipo de consumidor en

particular, pero si conoce como se distribuye el conjunto de tipos de consumidores

a través de la funcion de densidad f(6) > 0.

Las preferencias de cada tipo de consumidor # estan representadas por la funciéon
de utilidad u(6,q) — t,> dependiente del bien consumido ¢ y el precio o tarifa
correspondiente t. Por su parte, indistintamente del tipo, la empresa puede calcular

su beneficio restando el precio menos el costo, esto es, t — C(q).

El objetivo del monopolista es disefiar un contrato (o conjunto de contratos) para
los diferentes tipos de consumidores considerando su desventaja informacional,
de tal modo que maximice su beneficio total. La especificacién de dicho contrato
podria ser de una gran complejidad, lo que conduciria a mayores esfuerzos en el
tratamiento matematico. Por tal motivo, una primera simplificacién tedrica im-
portante proviene de la teoria de mecanismos (ver cap. 2.9 en Laffont y Martimort

(2002)) conocida como principio de revelacion (Myerson, 1979).

Este principio permite, sin pérdida de generalidad, utilizar un mecanismo con

'Por ejemplo, un valor particular de  podria reflejar la disposicién personal a pagar por el
bien o servicio.

2Este tipo de funciones reciben el nombre de cuasilineales, y es el que ha recibido mayor
atencion en la literatura, permitiendo simplificar algunas cuestiones técnicas en la modelacion.



dos caracteristicas: directo y honesto (truth-telling). Por un lado, se les pedira
a los agentes consumidores que revelen su tipo y se les ofrecerd un contrato de
acuerdo con sus declaraciones (directo); es decir, para determinar los contratos
6ptimos basta considerar s6lo uno para cada tipo de agente. Por otro lado, el
agente encuentra 6ptimo anunciar el verdadero valor de su informaciéon privada
(honesto), asegurando que cada tipo tenga incentivos para escoger solo el contrato

disenado para él.

Gracias al principio de revelacion, y en especifico al mecanismo directo, el contrato
se puede escribir como una funciéon matematica que hace corresponder a cada tipo
6 € © un vector (¢(f),t(A)) especificando la cantidad (calidad) y el precio en la
transaccion.® Ademas, si el mecanismo es honesto podemos escribir la restriccion
mas importante que debe afrontar el monopolista denominada Compatibilidad de

Incentivos (CI), la cual podemos expresar de dos formas alternativas:

u(q(6),0) — t(0) > u(q(8), ) — t(0), para todo 0,0 € O, (1.1)
0 € arg max (u(q(é), ) — t(é)), para todo 0 € ©. (1.2)
0cO

Es decir, el contrato (g,t) satisface la compatibilidad de incentivos si al tipo de
agente consumidor @ le proporciona mayor utilidad siendo él mismo y no otro tipo
0. En este caso, el lado derecho de la desigualdad (1.1) es la utilidad del tipo 6
comportandose como 0. La restriccion CI es el centro de atencion en los modelos

con informacion asimeétrica.

Adicionalmente, el contrato debe asegurar la participacion de los consumidores en
la transaccion con el monopolista. Esto se consigue cuando la firma garantiza un
nivel minimo de utilidad a los agentes para que acepten el contrato. Dicho nivel

de referencia se denomina utilidad de reserva y representa la utilidad reportada

3E]l monopolista puede ofrecer un tnico contrato a todos los tipos de agentes, en ese caso
estariamos en el contexto clasico de una empresa fijadora de un solo precio.



por la opcion externa de los agentes. En efecto,
u(q(9),0) —t(0) > 0, para todo 6 € O. (1.3)

Esta restriccion se denomina Racionalidad Individual (RI). Como en la mayoria
de las aplicaciones, la utilidad de reserva es independiente del tipo de consumidor

y normalizada a cero.

Por su parte, el beneficio total de la firma resulta de sumar los beneficios indivi-

duales ponderados por la distribucion de los tipos, es decir,

(t, q) == /9 (6 — C(q(8))) £ (8)do,

recordando que f es la funcion de densidad de los tipos de agentes. Luego, el
problema estandar en el modelo Principal-Agente con seleccion adversa se escribe

COImo.:

0
max I1(t, q) == / (¢(0 — C(q(0))) f(0)do
0
P, sujeto a
u(q(8),0) — t(0) > u(q(h),0) — t(d), para todo 6,6 € ©,
u(q(0),0) — t(0) > 0, para todo 0 € ©.

En este punto es apropiado introducir el concepto de renta informacional o exce-
dente del consumidor. Esta renta es un valor que se origina porque cada tipo puede
adoptar el comportamiento de otro, aprovechando su ventaja de informacién con
respecto al monopolista. Para cada tipo de consumidor, la renta informacional es
la diferencia entre el valor maximo de la utilidad alcanzada y su respectiva utili-
dad de reserva. En vista que esta tltima es cero para todos los tipos, se define la

renta informacional como

U(0) = u(q(0),0) — 1(0) = maxu(q(0),0) — £(0). (1.4)



En el modelo Principal-Agente es habitual reescribir las condiciones RI y CI en
términos de la variable U. Asi, de la expresion (1.4) se deduce rapidamente que

la nueva restriccion de participacion viene dada por

U(#) > 0, para todo 0 € O. (1.5)

No obstante, pensando en los métodos de optimizaciéon que se van a emplear, es
indispensable obtener una version local de la restriccion CI, escrita en términos

de la renta informacional U, y que tenga validez en el sentido global.

En esa linea, una expresion local de la condicion CI se obtiene al aplicar el teorema
de la envolvente (ver Teorema 2.15 en De la Fuente (2000)) en (1.4), asumiendo,
desde luego, diferenciabilidad para u(.). En efecto, se debe cumplir que la derivada
de la renta informacional con respecto al tipo de consumidor 6 es igual a la derivada

parcial de la funcion de utilidad, manteniendo fijo el anuncio 6ptimo de los agentes

0, esto es
dU(6) _ dulq(6),9)
a9 00 ' (1.6)

Se ha obtenido una restriccion de compatibilidad en términos de la variable U
en el sentido local, es decir, el agente no obtiene ganancias al desviar su anuncio
en un entorno de su verdadera caracteristica #. Ahora falta demostrar bajo qué

condiciones la condicion local (1.6) es equivalente a uno global.

Para alcanzar esto se requiere de un supuesto que ordena a los tipos de agentes en

funciéon a sus utilidades marginales <‘3—Z’>, de modo que estas sean estrictamente
. . 2 . .
crecientes en 6 para todo ¢ € Q, es decir, 2% > (. Esta derivada parcial cruzada
7 9q00

positiva es caracteristica de los modelos unidimensionales y se conoce como la

propiedad Spence—Mirrlees o single-crossing (Spence (1974) y Mirrlees (1971)).



Proposicion 1.1. Sea u(.) una funcion de utilidad que satisface la condicion
Spence-Mirrlees. Entonces, el contrato ((g(.),t(.)) es Compatible en Incentivos si

y solo si ¢(.) es no decreciente y se cumple la Compatibilidad de Incentivos local

dU (6) _ Ou(q(6),9)
do 00 .

Demostracion. (=) Considere las restricciones de compatibilidad (1.1) para los

tipos 6 y 6 tomando en cuenta la variable renta informacional U:

U(0) > U() + ul(q(0),0) — u(q(f),0)

U(8) = U(8) +u(q(6).0) — ulq(6).9).

Juntando ambas desigualdades se consigue

u(q(0),0) —u(q(0),0) < U@) — U®H) < u(q(0),0) — u(q(d),0).

Aplicando el teorema fundamental del calculo en los extremos de las desigualdades

obtenemos

7 Du(q(6), ) ? Bu(q(f), )
/9 —o5 dq—g/e — a0 dr

o (ulg(d),7)  dulq(h),7)
<= 0</ ( 2 — 2 >d7’

(9)82
<
~— 0 // 896 ddr

donde la ultima equivalencia resulta de aplicar nuevamente el teorema del célculo,

esta vez con respecto a la funcion derivada par(nal . Puesto que el integrando

du(q,7)
5005 €0 la ultima expresion es positivo por la condiciéon Spence-Mirrlees, y el

valor de la integral doble es no negativa, se sigue que los limites de las dos integrales
deberfan moverse en la misma direccion, es decir, § < 6 implica ¢(#) < ¢(), y en

consecuencia ¢(.) es no decreciente.

Este ultimo resultado implica que ¢(.) es continua en casi todo punto. En con-



secuencia, U(f) = méxu(q(d),0) — t(0) es continua diferenciable en casi todo
fco
punto, y por lo tanto podemos aplicar el teorema de la envolvente, obteniendo la

implicancia deseada como en (1.6).

(<=) Denote por U(6;0) := u(q(f), ) —t(A) la utilidad del agente consumidor que
pretende ser el tipo 6 cuando realmente es 6. Debemos probar que U(0) = U (é, 0).

Por definicién tenemos

Cancelando el término ¢(8) e introduciendo (por definicion) U(6) = u(q(8), 6)—t(f)

obtenemos

donde las diferencias de la derecha se pueden expresar en integrales, en efecto

U®) - U@b) = — /0 a(g(:) dr

b ou(q(d), T
ulal®).6) ~ ula(@).0) = [ *EDTar
En consecuencia
5 éf)U(T) éf)u(q(é),T)
U~ U0 -~ [ 5 d¢+/9 LD g

Ahora podemos utilizar la condicién de Compatibilidad de Incentivos local %g)) =



_(q(e) ) para llegar a la expresion

6 Uu T), T 6 u ) T
U(@)—U(é;@)z—/@ %dT—{—/H %dr

Finalmente, aplicando otra vez el teorema fundamental del calculo obtenemos

U®) — U(0:0) —/ / a“ q’ )>dqdr
/ / 8% NG ) gy

Como ¢(.) es no decreciente, § < 7 < 6 implica que ¢(7) < q(0). Entonces
U0) —U(,0) >0, segin la condicion Spence-Mirrlees aplicada en la integral
doble.

La desigualdad U(#) — U(0, ) < 0 se obtiene con un procedimiento analogo. Por

lo tanto, U(#) = U(6;6) o equivalentemente # € arg max (u(q(é), 0) — t(é)) O
0o

Antes de plantear el problema general es conveniente expresar alternativamente
la condicién CI local en forma de ecuacion integral. Esto se consigue integrando
ambos lados de la igualdad (1.6), desde @ hasta 6, obteniendo

0

0
U) = U(9) + / oula(r).7) . (1.7)

0 00
Asi también, definamos la funcion S(q(0),60) = {u(q(0),6) — t(0)} + {t(0) —
C(q(0))} como el excedente o valor social de intercambio, esto es, la suma de
las utilidades del monopolista y el tipo de consumidor #. Es facil notar que el
beneficio de la empresa, en el intercambio con cada tipo de consumidor 0 € [6, 9],

viene dado por la funcion S(q(),0) —U(0). Entonces, se redefine el beneficio total

de la firma como el siguiente valor esperado:

(U, q) = / (S(q(6).6) — U(8)) f(8)do. (18)



Por lo tanto, el problema estandar P; se traduce en el siguiente programa de

optimizacion.
( _ 0
mixfi(U,0) = [ (3(a(6).6) = U®) 1(0)as
i sujeto a
P, U0) = U(®) + / 0 —au(q;;)’T)dT,
0
dg _
@ 2 07
U) > 0.

En la funcién objetivo se ha incorporado el valor social de intercambio S(.). Asi-
mismo, la primera restriccion es la ecuacion integral (1.7) equivalente a la com-
patibilidad local. Le siguen la condiciéon de monotonicidad y la restriccion de

participacion de los agentes con utilidad de reserva normalizada a cero.

Bajo condiciones suficientemente suaves para u(.) y C(.) el problema del mono-
polista tiene solucion. En este capitulo no discutiremos la existencia del problema
planteado, esta se desarrolla en detalle en el Capitulo 3 para un modelo mas

general.

La secuencia del proceso de optimizacion se puede resumir en la siguiente linea

temporal:
=0 t=1 t=2 t=3
3 3 3 4 » tiempo
Los El principal Los Se suscribe
agentes ofrece un agentes el contrato
descubren contrato aceptan o
sustipos rechazan
el contrato

Figura 1.1: Timming del contrato bajo seleccién adversa.

De aqui en adelante utilizaremos notaciones alternativas de la derivada. Asi, para

9



funciones de varias variables, los subindices simbolizaran a las derivadas parciales
primeras, segundas y cruzadas (ejemplos: ug, ug, ug, Ugg); mientras que, para
funciones que solo dependen de 6, se emplean puntos encima de las variables

(ejemplos: U, §).

1.2. Meétodos de solucion

Existen dos enfoques principales para calcular las soluciones 6ptimas del problema
P (Basov, 2005). El primero consiste en resolver el denominado problema rela-
jado, es decir, ignorando la monotonicidad y verificAndola después de conseguir
las soluciones sin dicha restricciéon. Esto es posible con el método directo o de
integracion por partes.* El segundo enfoque consiste en utilizar el Hamiltoniano

sobre el problema completo.

Antes consideremos un supuesto adicional dado por uy > 0 (supuesto de nor-
malizacion en 6) con lo cual se deduce inmediatamente de (1.6) que U(.) es no
decreciente. Por lo tanto, para todo 8 € © — {0}, § < 6 implica 0 < U(0) < U(6).
Esto es, la restriccion de participacion se reduce a U(f) > 0, indicando que es

suficiente asegurar la participacion del tipo con menor valor en 6.

Asimismo, podemos reemplazar la renta informacional U de la ecuaciéon integral

(1.7) en la funcion de beneficio total (1.8) obteniendo

N 7 o
fiv.0) = [ (606).0) - [ walatr).rydr) r0)00 - v0). (19)

Al maximizar dicho funcional es preciso garantizar que el valor de la constante

U(0) sea el minimo posible, es decir, en el 6ptimo se debe satisfacer que U(6) = 0.

Comencemos el método de relajacion distribuyendo la integral de la funciéon de

4 Ademas, existen el método dual y el Hamiltoniano para el problema relajado (Basov, 2005).
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beneficio total (1.9), en efecto

fiw.o - | " S(4(6).0)1(0)d0 - / ' ( / " uol(r), r)dr) F(6)d0 - U 8).

Trabajemos el segundo término de la derecha aplicando integracién por partes.

Para ello consideremos el siguiente cambio de variable:

[}
S=fO) y h= / ug(g(r), 7)dr,

tomando en cuenta que F(f) =0y F(#) =1, donde F(.) es la funcion de distri-

bucién correspondiente a la funcién de densidad f(.). Por consiguiente

/: (/99 ue(CI(T),T)dT) f(60)do = /90 ug(q(7), 7)dr.F(0) 0

A

5AWMW@W—L“M@ﬁW@W

-/ " uo(a(0).0) (5 2) sy,

0
- / us(q(0), ) F(6)do

Con este resultado el problema de la empresa (principal), relajando la condicién

de monotonicidad, se escribe del siguiente modo:

[0 11— F(0)
i [ (s<q<0>,9> o w(qw),e))f(e)da (1.10)

Entonces, la empresa monopoélica maximiza el valor esperado de la expresion entre

paréntesis Q(q, 6) := S(q,0) — 1}59()9) up(q, 0) denominada excedente virtual; esto es,
el excedente o valor social de intercambio corregido por el término 1}1(1;()9) up(q(0),0)

que aparece exclusivamente por la introducciéon de la compatibilidad de incentivos

como restriccion.

La solucion de (1.10) se obtiene al maximizar el integrando €2 en cada punto. En

efecto, igualamos a cero la derivada de {2 con respecto a ¢, obteniendo la siguiente
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ecuacion que caracteriza el contrato 6éptimo del problema relajado:

1-F(9)

uy(q*(0),0) — Co(q*(0)) W

(g (6), 6) = 0. (1.11)

Para cada tipo de consumir 6, la cantidad ¢* representa al maximizador de €2, esto

es, ¢*(0) = argmax (g, 0).
q

Ahora hace falta corroborar que dicha solucion satisface la condicién de monoto-

nicidad. Para ello evaluamos la derivada de % con respecto a #, resultando en

82Q(Q(9)7 9) uqOH(Q(e)a 9) h9(9)
W _qu(q(ﬁ),e) - W—i—qu(q(@),é’) [h(@)]Q’ (112)
donde se ha incorporado la notacion h(6) := %, comunmente conocida como

ratio de hazard.?

En la expresion (1.12), ug es positiva por la condicion Spence-Mirrlees. Entonces,
para que ¢*(.) sea no decreciente se requiere que ugy < 0y hg > 0. Con estos
dos supuestos adicionales cualquier soluciéon del problema relajado satisface la

monotonicidad, resolviendo asi el problema completo.

Como se mencion6 al inicio de la seccién, el problema completo P, se puede
resolver utilizando el Hamiltoniano de la teorfa del control éptimo (Basov (2005)

y Cerda (2001)). La formulacion correspondiente es:

mixfi(U,q) = [ (S(a(6).6) ~U®) 1(0)as

¢

sujeto a
U(0) = u(q(6),0),
q(#) = 0,
U(9) = o.

A diferencia del problema Ps, la restriccién de compatibilidad de incentivos local

5El ratio de hazard es la probabilidad condicional de que el tipo de consumidor pertenezca

al intervalo [0, 0 + df], dado que se sabe que su tipo pertenece al intervalo [0, 6)
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se ha colocado en forma de ecuacion diferencial, la desigualdad es la restricciéon de

monotonicidad, y la tltima expresion representa la condiciéon inicial del problema.

Con estos elementos se forma el Hamiltoniano

H(q,U,,0) = (S(q(0),0) — U(0)) f(0) + MO)uo(q(0), ),

donde U, g, A representan las variables de estado, control, y coestado, respectiva-
mente. Segun el principio del maximo de Pontryagin (ver Teorema 4.1 en Cerda

(2001)), se debe cumplir que

OH (q*,U*, \*)

dq =0
OH (q*,U*, \*) o
50 = \*(0).

Desarrollando las derivadas obtenemos el sistema

Sa(q7(0),0)f(0) + X (0)ueq(q"(6),0) = (1.13)
X=(0) = £(0). (1.14)

Asimismo, la condicién de transversalidad asociada a este problema resulta ser

A*(#) = 0. Considerando esto e integrando (1.14) se satisface que
N(0)=F(0) — 1.

Incorporemos este resultado en (1.13) y desarrollemos la derivada S,(¢(), ). De

este modo obtenemos

1-F(0)

uq(4"(6). 6) = Cola" () =~

o (6),9) = 0.

Es decir, llegamos a la misma condicién de optimalidad (1.11) obtenida con el

método de relajacion.
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La ecuacién implicita para obtener el maximo podemos reorganizarla y escribirla

CcOo1mo

1— F(6)
f(0)

En el contexto del monopolista que ofrece un tnico producto a un conjunto de

ug(q™(0),0) = Colq"(0)) + uqo(q”(6), 6)- (1.15)

consumidores, el término de la izquierda no es méas que la funcién inversa de de-
manda del tipo €; mientras que, en lado derecho, con los supuestos mencionados
anteriormente, se encuentra la suma del costo marginal y un término positivo aso-
ciado a la renta informacional existente al considerar el problema de informaciéon

asimétrica.

Analizando la condicion de optimalidad (1.15) se deduce que a todos los tipos les

corresponden diferentes asignaciones en el contrato 6ptimo. Por un lado, en vista

1-F(9)
1(9)
uqy(q(8),0) = Cy(q(#)), conocida como solucién de primer mejor, pues se le asocia

que = 0, al tipo de consumidor @ le corresponde un contrato que satisface
a un resultado de eficiencia al no presentarse distorcion en el mercado. Por otro
lado, para los tipos de consumidores § < 6 se cumple que u,(q(6),0) > C,(q(0)).
Los niveles de precio y cantidad de equilibrio que se derivan de esta condicion se

conocen como sequndo Mmejor.

Asimismo, recordemos que el tipo @ obtiene renta informacional nula en el 6ptimo
(U(#) = 0). Con este hecho, y tomando en cuenta la condicion CI local (1.7), los
tipos 6 > 6 obtienen renta informacional positiva (utilidades mayores a cero) en

el contrato 6ptimo, es decir,

U(0) :/9 wo(q*(7), 7)dr > 0. (1.16)

Por ltimo, la tarifa optima no lineal asociada a ¢* resulta de combinar las ecua-

ciones (1.4) y (1.16), obteniéndose

0
#(0) = u(g*(6),6) / uo(g*(r). 7)dr.
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Capitulo 2

Analisis convexo abstracto

El analisis convexo abstracto constituye una herramienta que permite extender
muchos resultados de la teoria convexa clésica a contextos mas generales. Asi,
esta teoria provee interpretaciones recientes de las nociones ya existentes y genera
nuevos enlaces entre los objetos matemaéticos anteriormente desconectados, anali-
zando la teoria convexa (no convexa) tradicional con una estructura mas elegante
y unificada. Es un campo relativamente nuevo en la investigaciéon matematica y
en las tltimas décadas su desarrollo se ha motivado principalmente por las aplica-
ciones en el area de optimizacion (Rubinov (2001) y Andramonov (2002)), aunque
extiende su dominio en areas como andlisis funcional (Lopéz et al, 2005), teoria
de la aproximacion (Singer, 1999), desde luego el analisis no convexo (Nedi¢ et al

(2007) y Pallaschke y Rolewicz (1997)), entre otras.

En la primera secciéon del presente capitulo se introduce la nocién de convexidad
abstracta para funciones, analizando el rol del conjunto soporte y la envoltura
generalizada, y concluyendo con el teorema de separacion entre un conjunto con-
vexo abstracto y un punto. Luego en las siguientes secciones se introducen otros
dos conceptos que se extienden de forma natural: el subdiferencial y la conju-

gada. Ambos permiten estudiar caracteristicas importantes y encontrar formas
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equivalentes de entender a las funciones convexas abstractas. En ese sentido, se
demuestran las proposiciones que relacionan las principales ideas, destacando un
resultado central como es el teorema de Fenchel-Moreau. Con todo ello, se esta-
blecera el nuevo lenguaje para reescribir posterioremente el modelo econémico del

primer capitulo.

La estructura y el contenido de las correspondientes secciones estan orientadas
principalmente por el trabajo seminal de Alexander Rubinov! realizado en el afio
2000, donde se sistematiza la convexidad abstracta? y sus aplicaciones en opti-
mizacion global. No obstante, el desarrollo de las demostraciones y los ejemplos
del presente capitulo exhiben un mayor nivel de detalle y explicitud en relacion al

texto de referencia.

En adelante supondremos que X es un conjunto arbitrario mientras no sea espe-
cificado. Asimismo, el conjunto de los nimeros reales extendidos se denotaré por
R := RU{+oo}U{—00} = [~00, +0c0] y un subconjunto particular de este vendra

dado por R, := [0, +00).

2.1. Funciones convexas abstractas

La idea de convexidad abstracta® se origina con uno de los resultados fundamen-
tales del analisis convexo: toda funciéon convexa semicontinua inferior (sci) f es
la envolvente superior de un conjunto de funciones afines (ver Proposicion 3.1 en
Ekeland y Téman (1999)). Muchas propiedades de las funciones convexas son ob-

tenidas gracias a esta representacion. No obstante, si bien la linealidad juega un

IEste autor es el més citado en la literatura sobre el tema, pero otros textos complementarios
que se pueden revisar son los de Pallaschke y Rolewicz (1997), y Singer (1997).

2Histéricamente el concepto de convexidad abstracta fue introducido inicialmente por Moreau
en 1970 y posteriormente desarrollado por Dolecky y Kurcyusz (1978).

3En la literatura se pueden encontrar otras denominaciones para este concepto: convexidad
generalizada (Basov, 2005), c-convexidad (Villani, 2009), ®-convexidad (Pallaschke y Rolewics,
1997), h-convexidad (Carlier, 2001), b-convexidad (Figali et al., (2011)), y G-convexidad (Tru-
dinger, 2014).
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rol importante en dicho contexto, también representa su principal limitacion, lo
que en efecto ha estimulado el desarrollo de una teoria mas universal, eliminando
el supuesto de linealidad y dando paso a un conjunto més general de funciones

que aproximan a f. Esta idea se formaliza en la siguiente definicion.

Definicion 2.1. Sea H un conjunto no vacio de funciones h : X — R. Una
funcion f : X — R se denomina conveza abstracta con respecto a H o H-convexa®
si existe un conjunto U C H tal que f es la envolvente superior de dicho conjunto.
Es decir,

f(z) =sup{h(x): h € U} para todo z € X. (2.1)
Hay dos objetos importantes en la definicién: la operaciéon supremo y el conjunto
de funciones sobre el cual se toma el supremo. Respecto del analisis clésico, la
teoria abstracta de la convexidad conserva la operaciéon supremo, pero reemplaza
el conjunto de funciones lineales afines por la familia arbitraria H. Esta tltima se
encuentra conformada por objetos primitivos denominados funciones elementales.
Son lo suficientemente simples, de hecho son por lo general mas simples que f

(Rolewicz, 1997). Por ejemplo, tenemos a los conjuntos canénicos, cuadraticos,

cuasiconvexos, etc’.

Asi como la familia de funciones lineales y afines conduce a la teoria clasica de
conjuntos y funciones convexas, la eleccion de cada clase de funciones elementales
H conduce a la teoria convexa abstracta de conjuntos y funciones con respecto a

dicha clase.

A continuacién veremos algunos ejemplos que nos permitiran entender el tipo de

objeto matemaético que estamos estudiando.

4Si bien el término méas adecuado es el de convexidad abstracta, en todo el documento
se utiliza indistintamente los términos: convexidad abstracta, convexidad generalizada, y H-
convexidad. No obstante, esta tltima denominacién es adaptable dependiendo del simbolo que
reciba la clase de funciones H como se veran en los capitulos posteriores.

5La nocién de convexidad abstracta puede ser extendida maés alla del uso de las funciones
elementales.
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Proposicion 2.1. Sea H = {az® + b : a,b € R} la familia de funciones elemen-
tales cuadraticas. Entonces las funciones f(z) = 2* —2? y g(z) = 1 — 2|x| son

H-convexas.

Demostracion. En primer lugar encontremos un subconjunto apropiado de H. En

efecto,

fo) =t~ o

4 2

= —x —aa:2+ax2

=" — (a+1)2* + az?

(a+1? (a+1)

=a'— (a+1)2” + —b+ax®+b

4 4
1\? 1)
— $2_a+ - M—i—b +ar®+b
2 4
2
> azx? +b <Si@+b§0>
= h(z).

Por consiguiente, sea U = {az® + b : @ + b < 0}. Dado € > 0, debemos

encontrar a,b tal que az? +b > f(xy) — €, para z, fijo y arbitrario.

Evaluemos los puntos de interseccion de f y h, esto es, vy —x3 = ax?+b. Entonces
x5 — (1 + a)zi — b = 0, cuya derivada es 423 — 2xq = 2axg. Despejando los
pardmetros tenemos que a = 222 — 1y b = —z§. Con estos valores es facil mostrar

que se satisface la condicion % +b<0.

En el problema basta tomar la curva h(z) = (225 — 1)a* — (2§ + 5), la cual
pertenece a U pues w + (x5 — £) = % — x5 — 5 = —5 < 0. Luego

h(xo) = (20§ — )ag —ag — 5 =g —af— 5 > a5 —af —e = f(x0) — €.
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Analicemos ahora el caso de la funcion g(z) = 1 — 2|x|. Sea a < 0, con lo cual
1—2z|=1-2|z| —ax* —b+az®—b
1 1
=—ar® =2z —~+-+1—b+az®+b
a a

~ (Ve -

> ax? 4+ b

1

Ja

2
1
) +-+1—b+az’+b
a

Esta dltima desigualdad se satisface si b <1+ % Por consiguiente, tomaremos el
subconjunto U C H como U = {az*+b:a < 0,b <1+ %} Probaremos pues que
g(x) = sup{h(z) : h € U}. En efecto, dado x5 > 0 (para el caso zy < 0 el analisis

es similar), para todo h € U se satisface que h(zg) = az + b < 1 — 2|zo|. Dado

€>O,tomemosa:;—Olyb:1—x0—%,entoncesa<0yb:1—1’0—%g

l—2y=1+ 711/300. Por lo tanto,

~ -1 €

:1—2:):0—%

>1—2x9—c¢

:1—2|l’0|—5

= g(xp) —e.
Asi, existe h € U tal que h(z) > g(xo) — &, culminando la prueba. O

Intuitivamente la convexidad abstracta de una funcién pasa por encontrar el con-
junto soporte adecuado de f relativo a la familia H. Es decir, que esté conformado
por funciones elementales que ingresan a lugares (secciones concavas, vacios o abo-
lladuras) donde los hiperplanos afines de soporte no podrian (ver Figura 2.1). De

ese modo, es posible aproximar una extensa variedad de funciones no convexas.
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Figura 2.1: Funciones H-convexas f y g.

Proposiciéon 2.2. Sea X = R y H un conjunto de funciones elementales de la

forma hs(x) = max{0, |z — s| — 1}. Luego la funcion f = 0 no es H-convexa.

Demostracion. Por contradiccion, suponga que f = 0 es H-convexa. Entonces
existe U C H tal que f(z) = sup{hs(x) : hy € U} para todo x € R. Considere
h; € U arbitrario, la cual podemos expresar como
h lt—8—1 si e<s§—1Vae>5§+1,
0 si s—1<x<s5+1.
Sea xg ¢ [$—1,5+1], lo cual implica que hs(x2) > 0. La contradiccion es inmediata
pues f(xy) = 0 = sup{hs(z2) : hs € U} > 0. Por lo tanto, f no es convexa

abstracta con respecto a H. ]

Asi también, los siguientes ejemplos describen funciones que no son convexas abs-

tractas en relacion a conjuntos especificos de funciones elementales.

= Sea X = R. La funciéon f(z) = —e* + max{0,1 — |z|} no es una funcion
H-convexa, donde H = {—kg(d(z,z)) : 2o € X,k > 0}, g(t) = e y d(.) es

la funcion distancia.

» Sea X = R. La funcién f(z) = 23 no es convexa abstracta con respecto a la

clase H de todas las funciones cuadraticas.
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» Sea X = {(z,y) ER: 1< 2?+y? <4,y > 0}. Consideremos a H la clase

de funciones afines restringidas a X. Entonces

0 six <0,
f(x,y) =

maz{0,2 —y} siz>0
no es H-convexa.
Ahora bien, una forma de acumular informaciéon global de la funcién f es por

medio del conjunto soporte relativo a la familia de funciones elementales H. Este

objeto representa la version abstracta de los conjuntos convexos cerrados.

Definicion 2.2. El conjunto soporte relativo a H o H-soporte de la funciéon

f: X — R esté definido por
supp(f,H) :={h € H : h < f}, (2.2)

donde h < f significa que h(x) < f(x), para todo = € X.

Cuando supp(f, H) # 0 y domf := {z € X : f(z) < +o0} # 0 diremos que
la funcion f : X — R es propia. Asimismo, por convencién asumiremos que la
funcion f = —oo es H-convexa, donde —oo(z) = —oo para todo x € X. De este

modo, supp(f, H) = 0 si y solo si f = —c0.

Definicién 2.3. La envoltura H-conveza de una funcion f : X — R esté definida
por

cop f(x) :=sup{h(z) : h € supp(f, H)} para todo z € X. (2.3)

Esta funciéon permite identificar de forma alternativa la convexidad abstracta de

f, al ser la mayor funciéon H-convexa mayorizada por f.

Proposicién 2.3. Considere una funcién f : X — R. Entonces f es H-convexa

si y solo si f(x) =cogy f(x).
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Demostracion. En efecto, si f es H-convexa, entonces existe U C H tal que
f(z) = sup{h(x) : h € U}. Luego, para todo h € U, h(z) < f(x) paratodox € X,
es decir, U C supp(f, H). Ademas, sea h* € U tal que f(x) = h*(x), con z € X.
Se sigue que h(x) < f(x) para todo h € supp(f, H). Por consiguiente, f(z) =
sup{h(x) : h € supp(f, H)}. Para la suficiencia, existe U = supp(f, H) C H tal
que f(x) =sup{h(z) : h € U}, satisfaciendo asi la convexidad abstracta def. O

Ahora definamos la nocién de convexidad abstracta para conjuntos. Diremos que
un subconjunto U de H es convexo abstracto si coincide con el soporte de la

funcion H-convexa bajo consideracion.

Definiciéon 2.4. Un conjunto U C H se denomina convexo abstracto con respecto

a H o (H, X)-convexo si existe una funcién f : X — R tal que U = supp(f, H).

Note que el conjunto vacio ) C H es (H, X)-convexo, pues ) = supp(—oo, H)
por convencion. Asimismo, un conjunto (H, X)-convexo U es propio si U # () y

U+ H.

Definicion 2.5. La interseccion de todos los conjuntos (H, X )-convexos que con-
tienen a U C H recibe el nombre de envoltura convexa abstracta o envoltura

(H, X)-convexa de U, y se denota por coy xU u oportunamente coyU.

Se debe entender que coy U es el menor conjunto H-convexo que contiene a U C H.
Ademas, como en el caso de funciones, si U es un conjunto (H, X )-convexo enton-

ces U =coyU.

El siguiente lema es una reformulacién de la definiciéon de conjuntos convexos
abstractos en términos de la propiedad de separacion estudiada en el enfoque
clasico. Es decir, U C H es convexo abstracto con respecto a H si y solo si cada
punto que no pertenece a U puede ser separado (no linealmente) de dicho conjunto

por una funcioén elemental en H.
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Lema 2.1. Sea U un subconjunto propio no vacio de H. Entonces U es (H, X)-
convexo si y solo si para cada b’ € H, con I/ ¢ U, existe x € X tal que h/(z) >
sup{h(x): h e U}.

Demostracion. (=) Supongamos U un conjunto (H, X )-convexo. Es decir, existe
f tal que U = supp(f, H). Sea f(z) = sup{h(x) : h € U}, con lo cual h(x) < f(x)
para todo x € X. Por lo tanto, para b’ € H \ U existe un punto x € X tal que
R (z) > f(x) =sup{h(z) : h € U}.

(<) Por hipotesis existe x € X tal que h/(z) > f(z) = sup{h(x): he U}
para todo b/ € H \ U. Esto implica que h' ¢ supp(f, H). Entonces, se deduce
de inmediato que supp(f, H) C U. Como la inclusion U C supp(f, H) es trivial,
U = supp(f, H). Por consiguiente, U es (H, X )-convexo. ]

Observacion 2.1. En la teoria abstracta, a diferencia del enfoque clasico, la
separacion entre un punto y un conjunto no implica la propiedad de separacion

entre dos conjuntos.

Como se ha indicado, la teoria convexa abstracta con diferentes familias H agrupan
a una amplia clase de funciones. En lo que resta del capitulo consideraremos, sin
pérdida de generalidad, como funciones elementales a las versiones abstractas de

las funciones lineales y afines del analisis convexo clésico.

En ese sentido, sea L un conjunto de funciones con dominio X y codominio R. Para
cada elemento [ € L definamos su desplazamiento vertical como h = ([, ¢) := [ +¢,
donde ¢ € R es constante. La funcién h es llamada afin abstracta con respecto
a L, y a este ultimo lo denominaremos conjunto de funciones lineales abstractas
si h ¢ L para todo ! € Ly ¢ # 0. Asimismo, al conjunto de funciones afines
abstractas h lo denotaremos por Hp. Si L es el conjunto de funciones lineales

abstractas, entonces (I,¢) = (I',d) siysolosil =1,y c= (.
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2.2. Subdiferencial abstracto

La subdiferenciabilidad de funciones es una de las herramientas analiticas claves
en el analisis convexo. Esta puede ser naturalmente extendida en el entorno de las

funciones convexas abstractas.

Definiciéon 2.6. Una funcion | € L se llama subgradiente abstracta o L-subgradiente
de una funciéon propia Hp-convexa f : X — Ry, en el punto zy si f(z) >
[(x) — (I(zo) — f(z0)) para todo z € X. Al conjunto de todos los L-subgradientes
de f en el punto xy se denomina subdiferencial abstracto o L-subdiferencial de f

en el punto g, el cual denotamos por Jp f (o).

De la definicion se deduce que el subdiferencial abstracto es el mapeo 9 f : X = L.

Asimismo, si 9y f(xg) # 0 entonces xy € domf = {z € X : f(x) < +o0}.

Observacion 2.2. Se satisface que [ € Jr f(xg) siy solo si h € supp(f, Hy). En
efecto, basta definir h(z) := l(z) — (I(zo) — f(xo)) = l(x) —c. Asi, h € Hp y
f(x) = 1(x) = (I{zo) — f(0))-

Un resultado bastante conocido en el analisis convexo muestra que una funcién
es convexa si y solo si es subdiferenciable en todo punto (ver Proposiciéon 5.2 en
Ekeland y Téman (1987)). De igual manera, la siguiente proposicion ofrece una
caracterizacion alternativa de las funciones Hj-convexas a través de la subdife-

renciabilidad abstracta.

Proposicion 2.4. Sea f: X — R, . Entonces el L-subdiferencial d;, f(z) es no

vacio si y solo si f(xg) = méx{h(zo) : h € supp(f, Hy)}.

Demostracion. (=) Como O f(xg) # 0, sea | € Orf(xg) de modo que for-
memos hy(z) = l(z) — (I(zo) — f(x0)), la cual pertenece a Hy. Por definicion
de L-subgradiente f(x) > I(z) — (I(zo) — f(x0)) = hy(x) para todo = € X, y

f(xo) = hy(xg) cuando x = x¢, obteniendo la implicancia deseada.
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(«<=) Reciprocamente, sea una funcion h € supp(f, Hy) tal que f(zo) = h(zo) y

f(z) > h(z) para todo = € X. Elijamos h(x) = l(z) — ¢, donde [ € L'y ¢ € R.
Cuando x = z resulta que ¢ = I(xo) — h(zo) = l(x¢) — f(x0). Luego la funcion
elegida satisface que f(z) > h(x) = l(x) — ¢ = l(z) — (I(x0) — f(z0)), es decir,
l € Orf(zo). O

Existe una intima conexion entre el subdiferencial abstracto de la funcion f en el

punto zq y el conjunto 95 f(wo) := {h € supp(f, Hr) : h(xo) = f(z0)}-

Proposicion 2.5. Sea f : X — R, una funciéon Hy-convexa, ro € X y [ € L.
Consideremos la funcion afin abstracta h(x) = I(z) — ¢ para todo x € X, donde

¢ =1I(zg) — f(zo). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) 1 € O f(zo);
(ii) h € 95, f(zo).
Demostracion. (i) = (i) Si | € Jpf(xo) entonces h € supp(f, Hy), segun la

Observacion 2.2. Asimismo, del enunciado f(x¢) = h(xy) cuando x = zy. Por lo

tanto, h € Jj;, f(x0).

(ii) = (i) Considere h € 0y, f(xo). Por definicion h € supp(f, Hr) y en efecto
f(z) > h(z) = l(z) — ¢ para todo z € X. El valor de la constante es ¢ = I(zg) —
f(zo), por dato del enunciado. Asi, obtenemos que f(x) > l(z) — (I(zo) — f(x0)),

y en consecuencia [ € 0, f(xg). O

El subdiferencial abstracto se ha definido solo para funciones Hp-convexas. Sin
embargo, tal definicién es también valida para cualquier funcién g : X — R, .

Asi pues, el L-subdiferencial de g en el punto zy € X viene dado por

Org(zo) ={l € L:g(x) > 1l(x) — (I(xg) — g(xg)) para todo x € X}.

La siguiente proposicién muestra la relacion entre los subdiferenciales abstractos
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de una funcién arbitraria g y su correspondiente envoltura Hp-convexa. Por lo
tanto, el estudio del L-subdiferencial de una funcién arbitraria se reduce al caso

de una funcién convexa abstracta.

Proposicion 2.6. Sea f: X — R, una funciéon Hy-convexa, g : X — R, una
funcion arbitraria, y f =coy,g. Suponga que Jrf(xg) # 0 para todo zy € X.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) g(zo) = f(w0);
(b) 9rg(wo) = AL f(w0);

(c) Org(xo) # 0.

Demostracion. (a) = (b). Como 9y f(zo) # 0, entonces existe | € I f(xo) tal
que l(x) —l(xo) < f(x)— f(x) para todo x € X. Del enunciado sabemos que f =
cop, g, y siendo coy, g la mayor funciéon Hj-convexa mayorizada por g, se cumple
que f =cop,g < g. Con esto y la hipotesis en (a) se satisfacen las desigualdades
l(z) — U(zo) < f(z) — flxo) < g(x) — g(x0). Entonces | € drg(xg), y con esto
Orf(xo) C Org(xg). Para la otra inclusion, sea ' € 0pg(xg), esto es, g(x) >
U'(z)—(l'(zo)—g(z0)) = h'(z) para todo x € X. En consecuencia, b’ € supp(g, Hy),
donde W' € Hp y ¢ = l'(zg) — g(z0). Como f(z) =coy,g(x) y g(xg) = f(zo) son
datos del problema, se sigue que f(z) = sup{h(z) : h € supp(g,H)} > h'(z) =
1) (I (20) — 9(0)) = () — (I (a0) — f (x)) para todo = € X. Luego ! € Oy f (xo),
y en efecto drg(zo) C OLf(xo).

(b) = (c). La prueba es trivial.

(¢) = (a). Consideremos [ € drg(x), es decir, g(x) > l(z) — (I(zo) — g(z0)) para
todo x € X. Asimismo, sea nuevamente la funcion h(z) = I(z) — ¢, donde ¢ =
[(z9) — g(z0). Todo lo anterior implica que h € Hy y h(z) < g(z) para todo z € X.
Ahora bien, como f =coy, g, entonces f(z) = sup{h(z) : h € supp(g, H.)} > h(x).

En vista que h(zg) = g(xo) cuando z = x¢, la desigualdad f(xo) > g(x¢) es una
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implicancia vélida. Por su parte, f(x)=coy,g(x) < g(z) para todo z € X, y en

particular f(zg) < g(xg). Por lo tanto, f(zo) = g(xo). O

2.3. Conjugada abstracta

En esta secciéon se estudia la convexidad abstracta de funciones a través de su
intima relaciéon con la teoria de conjugacion desarrollada por Moreau, extendiendo

de manera natural los resultados de la conjugacion clasica introducida por Fenchel

(Rockafellar y Wets, 1998).

Es apropiado entender ahora a X y L como conjuntos de funciones elementales,
donde | € L es una funcién definida en X, y x € X una funcién definida en L.
Similarmente, H;, y Hx denotaran a los conjuntos de funciones afines abstractas
definidas en X y L, de forma respectiva. A veces se representaran indistintamente
las funciones I(.) y z(.) como (l|x), donde (.|.) : L x X — R denota al operador

de conjugada.

Para el resto del capitulo designaremos a F'x como la uniéon de todas las funciones
f:X =R, ylafuncién —oo := —oo(x) = —oo para todo = € X. Asi también,

F;, adquiere un significado analogo.

Definicion 2.7. Consideremos f € Fx. Entonces, la funcion f* definida por

() = sup{i(x) — f(x)} para todo | € L

zeX

es llamada L-conjugada para f o conjugada (abstracta) de Fenchel-Moreau para

f con respecto a L.

Observe que f* = +o00 y f* = —o0 son las respectivas conjugadas abstractas de
f=—o00y f=+o0. Asimismo, si f toma valores en R, ., v f # +00, entonces

f* toma valores en R, .. De esta manera, f* € Fy para todo f € Fy.

27



Las siguientes propiedades de las funciones conjugadas emergen directamente de

la definicién.

(a) Desigualdad de Young: si f € F, entonces

f(x)+ f*(1) > (l|x) paratodol € L,z € X; (2.4)

(b) para f1, fo € Fp, se cumple que

hzf = <[5 (2.5)

(c) sea (fa)aca una familia arbitraria de funciones acotadas inferiormente y

f(z) = 1’11£1 fa(z). Entonces f*(I) = sup f*(1) para todo [ € L.
ac acA

Proposicion 2.7. Sea f € Fx. Entonces la funciéon f* es convexa abstracta con

respecto a Hy.

Demostracion. Consideremos la funcion f € Fx con domf # (). Escojamos el
punto z € domf y la funcion y, : L — R definida por y,(l) := (l|z) — f(x) =
z(l)— f(x). Claramente y, € Hx, donde la constante es ¢ = f(z). Con esta familia

de funciones elementales formemos el conjunto U = {y, : © € domf}. Luego, para

todo I € L, f*(i) = sup{(llz) - f(z)} = Iesiglf{x(l) —J(o)} = Supfyx(l)- Por

redom
Yz €U

lo tanto, f* es convexa abstracta con respecto a Hx. O

De acuerdo a la Definiciéon 2.7 podemos pensar en la conjugada de Fenchel-Moreau
aplicada a la funcién f*. En ese caso, como f* € F nos estariamos refiriendo a

la X-conjugada de la funcién f*, la misma que denotaremos por f**.

Definicion 2.8. La funcion f** := (f*)* es llamada segunda conjugada o bicon-
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jugada de Fenchel-Moreau para f, y esta definida por

7 (x) = sup{(l|z) — f*(I)} para todo z € X.
leL

Proposicion 2.8. Si f € Fx, entonces f > f**.

Demostracion. Reordenando la desigualdad de Young (2.4) para f € Flx, tenemos

que f(z) > (l|]z) — f*(I) para todo ! € L'y = € X. Aplicando supremo en ambos

lados, con [ variable y z fijo, obtenemos que f(x) > sup{{l|x) — f*(1)} = f**(x).
leL

O

Teorema 2.1. (Fenchel-Moreau) Suponga f € Fy. Entonces f = f** si y solo si

f es una funcion Hp-convexa.

Demostracion. (=) Por hipétesis f = f** = (f*)*. Utilizando la Proposicién 2.7
para la funcion f* € Fy (en lugar de f) podemos concluir que f** € Fx es una

funcion Hp-convexa, y por lo tanto f también lo es.

(«<=) Asuma ahora que f es Hp-convexa. Por definicién de convexidad abstracta
existe U C Hp tal que f(x) = sup{{|x) — ¢ : (Il,¢) € U} > (l|x) — ¢ para
todo z € X. Entonces ¢ > (l|x) — f(x) para todo = € X. Al tomar supremo
a dicha desigualdad, ¢ > sup{(l|z) — f(x)} = f*(I). Por otro lado, f**(x) =
sup{{llr) — ()} = (la) " 7(0) > {flr) ¢ = h(ax). B decir, J*(x) > h(a)
Il)EaLra todo h € U. Luego f**(z) > sup{h(x): h € U} = f(x). La otra desigualdad
se consigue gracias a la Proposicion 2.8, pues si f € Fx entonces f**(z) < f(x).

Por lo tanto, f**(x) = f(x). ]

En las secciones previas denotamos por coy, [ a la envoltura Hj-convexa de una

funcién f. Por definicién, para f € Fx tenemos que

cop, f(z) = sup{(l|z) —c: (I,c) € supp(f, Hr)}, para todo = € X.
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Ahora bien, si otra funciéon g es Hp-convexa y g < f, entonces g < coy, f y
f =cop, f siy solo si f es una funcion Hp-convexa. La Proposiciéon 2.9 muestra
que la biconjugada abstracta de f, asumiendo el rol de g, coincide con su respectiva

envoltura Hj-convexa.

Proposicion 2.9. Sea f € Fx. Entonces f** =coy, f.

Demostracion. Para comenzar, la biconjugada f** es una funciéon Hp-convexa
(Proposiciéon 2.7) que satisface la desigualdad f** < f (Proposicion 2.8). Asimis-
mo, por definicién de envoltura convexa abstracta f** < coy, f < f, pues cog, f
es la mayor funcién Hj-convexa mayorizada por f. Esta tltima desigualdad im-
plica que cog, f* > f*, segtin la propiedad (b) de la conjugada abstracta que
aplicada nuevamente nos da coy, f** < f**. Para finalizar, siendo coy, f una fun-
ciéon Hp-convexa, el teorema de Fenchel-Moreau seniala que coy, f =coy, f**, y en
consecuencia coy, f < f**. Juntando las desigualdades previas concluimos con la

demostracion. O

La Proposicion 2.10 postula la equivalencia entre la conjugada y el subdiferencial

de una funcién en el entorno de la convexidad abstracta.

Proposicién 2.10. Sean [y € L y xg € X. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
() (olzo) = f(xo) + [*(lo)

(ii) lo € Orf (o).
Demostracion. (i) = (ii) Por un lado, f(z)+ f*(lo) > (lo,z) para todo z € X
sucede gracias a la desigualdad de Young. Por otro lado, f*(ly) = (lo|xo) — f (o)

por hipotesis. Juntamos ambas relaciones y obtenemos que f(x)— f(zo) > (ly, z) —

(lg, o) para todo x € X, es decir, ly € Jr f(z0).
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(11) = (i) Suponga que ly € Jrf(zg). Reordenamos la definicion 2.6 de L-
subdiferencial para llegar a (ly, xo) — f(z0) > (lo, z) — f(2). Tomando supremo en
ambos lados conseguimos que (ly, xo) — f(z0) > sup{{lo, z)— f(x)} = f*(ly). Luego
(lo, o) > f(xo) + f*(lp). Ademas, por la desiglgi;iiad de Young f(xo) + f*(ly) >

(lo, o). Juntando las desigualdades previas se consigue la implicancia (7). O

Finalizamos el capitulo realizando los célculos del L-subgradiente y la L-conjugada

4

para las funciones f(z) = 2* — 2% y g(x) = 1 — 2|z| de la primera seccion. En este

caso, el conjunto de funciones lineales abstractas es L = {az? : a € R}.

En efecto, la conjugada abstracta de f viene dada por f*(I) = sup{az®—(z*—2?%)},

z€R
a€eR

donde I(z) = az? Si a < —1 el supremo se alcanza con z = 0; mientras que si

2 1+a
2

a > —1 el supremo se alcanza con x* = . Por lo tanto,

2
A+ g g > —1,

=9 °
0 sia< —1

En relacion a la subdiferenciabilidad abstracta, valiéndonos de la Proposicion 2.10
se tiene que dados x,a € R |1 € 0. f(z) si y solo si f*(1) + f(x) = l(z), es decir
*(1) = az? — (z* — 2?) = (1 + a)z® — z*. Evaluando en = = 0 se obtiene que
f*(1) = 0, y segtn el calculo de la conjugada se cumple solo cuando a < —1.
En efecto, 0, f(0) = {l € L : a < —1}. Para x # 0, f*(I) = 0 solo se satisface
con a > 1, pues si a < 1 resulta que 0 = (1 + a)x? — 2 no es posible. Entonces
(14+a)?

S = (14 a)a® — 2! serd valida cuando @ = 22° — 1. Por lo tanto,

o0 f () = {leL:a< -1} siz=0,

{leL:a=2x*>—1} en otro caso.

Similarmente, la L-conjugada y el L-subdiferencial de la funciéon g(x) = 1 — 2|z|
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vienen dados por
400  sia >0,

—1-1 sia<0
a

0 sixz =0,

{le€L:a= 2t} enotro caso.
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Capitulo 3

Modelo general Principal-Agente

con seleccion adversa

Este capitulo consiste en dotar de rigor matematico y generalizar el modelo
Principal-Agente del primer capitulo, incorporando los elementos basicos de la
convexidad abstracta. A partir de los trabajos de Carlier (2001) y McCann y
Zhang (2018) se estudia el problema de seleccion adversa cuando el conjunto de
informacién privada es de una dimension y las funciones de utilidad son no li-
neales en todos sus argumentos. Se verifica que el problema es equivalente a uno
con restriccion de convexidad abstracta, mostramos que la soluciéon existe para el
problema equivalente, y adaptamos las condiciones necesarias y suficientes esta-

blecidas por McCann y Zhang para la concavidad del programa.

3.1. Preliminares

Comencemos con la notaciéon de los objetos matematicos relevantes que se em-

plearan durante todo el capitulo.

= Los simbolos O, y P denotan, respectivamente, el conjunto de tipos de
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agentes (informacion), el conjunto de decisiones (consumo, produccion, etc)
y el dominio de las transferencias monetarias (tarifas, salarios, impuestos,

etc).

» Las funciones de utilidad de los agentes y el principal vienen dadas por
u:OxQxP —-Rymnm:0OxQxP — R, respectivamente. Asimismo,
la funcién de utilidad de reserva de los agentes es Ur : © — R, donde

Ur = u(0, qr, pr) con qr y pr exogenos.

» El espacio de medida de probabilidad es (©, 5, 1), donde B es un conjunto

de Borel. Luego, i1 : © — R, describe la distribucion de los tipos de agentes.

» Adicionalmente, A denota la medida de Lebesgue en R, cl(B) la clausura
de un conjunto arbitrario B, y C¥(B) el espacio de funciones continuas k

diferenciables con dominio en B, donde £k =0,1,2...

Las primeras definiciones se establecen gracias al principio de revelacion descrito

en el Capitulo 1, ya que podemos aplicarlo también al caso general.

Definiciéon 3.1. Un contrato es una funciéon (¢,p) : © — cl(Q x P). Luego,
(q,p) satisface la Compatibilidad de Incentivos (CI) si y solo si u(f,q(0),p(0)) >
u(f,q(0"),p(¢)) para todo 0,0 € O©. Asimismo, (q,p) satisface la Racionalidad
Individual (RI) si y solo si u(#, q(0),p(0)) > Ur(f) para todo 6 € ©.

Los supuestos del modelo seran enunciados en funciéon a los requerimientos de las

proposiciones.

Supuesto S1. La funcion de utilidad u pertenece al conjunto C*(cl(© x Q x P)),
donde © y @ son subconjuntos abiertos y acotados de R, y P = (p,p] con

—00 <p<p< +o0.

Cuando la transferencia tome el valor p = +o00o, la decisiéon correspondiente es

eliminada por el principal y serd por tanto infactible para los agentes.
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La no linealidad de u, especialmente sobre p, es un aspecto infimamente con-
siderado en la documentacion.! Al respecto, el trabajo de Trudinger (2014), en
el contexto del transporte 6ptimo, ha sido gravitante para la incorporaciéon de
preferencias generales,? yendo mas alld de las funciones afines en transferencia
(cuasilineales). Precisamente, la convexidad abstracta contribuyé a esta generali-

zacion.

Las siguientes dos definiciones describen las ideas abstractas de convexidad y
subdiferenciablidad de funciones en el marco del modelo general P-A. En esa linea,
sean los conjuntos O, ), y P descritos previamente. Consideremos a las funciones
u(+,q,p) definidas en ©, donde (q,p) € cl(Q x P). Luego, bajo el Supuesto S1, el

conjunto de funciones elementales viene definido por

H = {u(-,q,p) : u € C'(cl(© x Q x P))}. (3.1)

En esta definicion se entiende que los argumentos ¢ y p estan fijados o se pueden
reemplazar como funciones de 6. Con este detalle reformularemos la Definicién 2.1

sobre convexidad abstracta.

Definicion 3.2. Sea H el conjunto de funciones elementales definido en la ex-
presion (3.1). Una funcion U : © — R es convexa abstracta con respecto a H o

H-convexa si existe U C H, tal que

U(0) = sup{u(d,q,p) : uw € U} para todo 6 € O. (3.2)

La no linealidad de las preferencias con respecto a p requiere de una relaciéon
inversa que es invariante en toda documentacion. Es decir, cuando un agente

realiza una mayor transferencia por la decisiéon tomada, esta le debe reportar

INo obstante, se pueden explorar los trabajos de Monteiro y Page (1996), Basov (2002),
McCann y Zhang (2018), Noldeke y Samuelson (2018), y Carlier y Zhang (2020). De estos
autores solo Basov, y McCann y Zhang trabajan en el entorno de la convexidad abstracta.

2En su trabajo, y otros también relacionados a la teoria del transporte, la funcién de utilidad
recibe el nombre mas general de funcion generadora o generatriz, ver por ejemplo Penot (2010).
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menor utilidad.

Supuesto S2. La funcién de utilidad u es estrictamente decreciente en p, para

todo (0, q) € cl(© x Q).

Una implicancia de S2 es que podemos obtener informacion de los agentes a través
de otro objeto matemético que preserva propiedades importantes de u. En efecto,
sea u(f,q,cl(P)) la imagen de u para 0 y q fijos, y p variable. Luego, para todo
(0,q9) € cd(©xQ) yu € ul,q,cl(P)) existe un tnico valor p € cl(P) tal que
u=u(0,q,p), donde hemos empleado el simbolo u para valor y funcion al mismo
tiempo. Con esto se define la funcion v~ como la inversa de u con respecto a la
tercera variable. Entonces, u~!(6, ¢, u) representa la transferencia que realiza el
agente ¢ por la decision ¢ cuando obtiene un nivel de utilidad u. Por propiedad

basica de la funcién inversa (bajo S2) se debe cumplir que p = u=1(6, q,u(0, q, p)).

Con los Supuestos S1 y S2 ya podemos adaptar y reescribir la Definicion 2.6 de
subdiferencial abstracto de la funcién H-convexa U. En efecto, sea u(., q,p) € H el
subgradiente abstracto de U en el punto 6y € ©, con ¢ y p fijos. Entonces U(6) >
u(0,q,p) — u(bo,q,p) + U(Oy) para todo 6§ € ©. Consideremos convenientemente
U(0y) = u(by,q,p), esto es, U(0y) € u(by,q,cl(P)). Por propiedad de la inversa

existe un tnico p = u~(0y, ¢, U(A)). En consecuencia

U(8) > u(6,q,u" (0,4, U(6))) — u(bo,q.p) + u(bo, q. p)
=u(®,q,u" (0o, q, U(0))).

Definicion 3.3. El subdiferencial abstracto relativo a H o H-subdiferencial de
una funcién H-convexa U : © — R, en el punto 0y € O, es el conjunto definido

por

MU (0y) = {qg € cl(Q) : U(0) > u(d,q,u"*(hy,q,U(6))), para todo # € O}.
(3.3)

36



Asi, una funciéon H-convexa U es H-subdiferenciable en el punto 6y si y solo si

ORU (By) # 0.

Con las Definiciones 3.2 y 3.3, y los Supuestos S1 y S2 ya podemos replantear la
relacion entre subdiferenciabilidad y convexidad de funciones en el sentido abs-

tracto, enunciada en el Capitulo 2.

Lema 3.1. Consideremos los Supuestos S1 y S2. Una funciéon U : © — R es

H-convexa si y solo si es H-subdiferenciable en todo punto.

Demostracion. (=) Sea U una funcion H-convexa. Es decir, dados ¢ y p, exis-
te U c H tal que U(0) = sup{u(f,q,p) : v € U} > wu(b,q,p), para todo
0 € ©. Ademas, sea U(0y) = u(fy,q,p). Luego, el Supuesto S2 implica que p =
u"1(0y, q,U(6)). Introduciendo esta transferencia en la desigualdad anterior obte-
nemos U (0) > u(6,q,u=1(0y,q,U(6))) para todo 0 € O, con lo cual g € O"U (6;)

para 6y arbitrario. Entonces 0"U () # 0, y por lo tanto U es H-subdiferenciable.

(<= ) Por hipétesis U es H-subdiferenciable en todo punto, es decir, existe ¢ €
c(Q) tal que U(#) > u(f,q,u" (0, q,U(h))) para todo § € ©. Definamos p :=
w1 (09, q,U(6y)), con lo cual U(fy) = u(fy,q,p) debido a la implicancia de S2.
Se sigue que U(0) > u(6,q,p). Entonces, existe U :=supp(U, H) conformado por
funciones del tipo u(., ¢, p) tal que tal U(0) = sup{u(f,q,p) : u € U}, para todo
0 € O, consiguiendo la H-convexidad de U. O

Antes de incorporar la teoria abstracta de la convexidad en el modelo es indis-
pensable definir un nuevo objeto introducido por Brenier (1991), quién estudio el
problema de transporte 6ptimo para costos cuadraticos. Expresado en el marco
Principal-Agente, el autor muestra que en lugar de modelar y conocer un contra-
to (g,p) es suficiente enfocarse en una sola funcién denominada potencial’, con

algunas propiedades relativas a la convexidad (H-convexidad en nuestro caso),

3Ekeland evidenci6 la funcién potencial por primera vez en la tesis doctoral de Rochet del
ano 1986, quién a su vez atribuye el término a R. T. Rockafellar.
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y donde el subdiferencial abstracto de dicha funcién sera el conjunto que alber-
garia las decisiones 6ptimas. La introducciéon del potencial permitira simplificar

considerablemente el desarrollo matematico.

Definiciéon 3.4. El potencial asociado al contrato (¢,p) : © — cl(Q x P) es la
funcion U(q, p) : © — R definida por

U(gq,p)(0) :=u(0,q(0),p(0)), para todo 6 € ©. (3.4)

Para las demostraciones facilitaremos la lectura haciendo que U(q,p)(8) = U(0).

Un primer resultado importante expresa la compatibilidad de incentivos en el

lenguaje de la convexidad abstracta.

Proposicion 3.1. Consideremos los Supuestos S1y S2. El contrato (g, p) satisface
la Compatibilidad de Incentivos si y solo si el potencial U(g,p) asociado es una

funcion H-convexa y ¢(6) € 0"U(q,p)(0) para todo 0 € ©.

Demostracion. (=) Sea (¢,p) un contrato compatible en incentivos, es decir,
u(6,q(0),p(0)) > u(®,q(@),p(@)) para todo 6,0 € ©. Asimismo, por definicion
de potencial U(0) = u(6,q(0),p(0)). Entonces U(0) > u(0,q(0"),p(d")), y en efecto
u(.,q(0"),p(0")) € supp(U,H), con ¢(¢') € cl(Q) y p(0') € cl(P). Asi pues existe
U := supp(U, H) tal que U(0) = sup{u(d,q(¢'),p(#)) : u € U} para todo 6 € O,

probando que U es H-convexa.

Ahora bien, sea U(0') = u(@,q(0'),p(0)) el potencial del tipo ¢ € O. En-
tonces p(#') = u'(0,q(¢'),U(#)) a razon del Supuesto S2. Con esta transfe-
rencia se sigue que U(0) > wu(6,q(0"),u (0, q(0),U(#'))) para todo 6§ € O,
pues u(.,q(0"),p(0")) € supp(U,H). Por lo tanto, existe ¢(6') € cl(Q) tal que
q(0") € oMU (#') para todo 0’ € O arbitrario.

(<= ) Para el reciproco sea U el potencial H-convexo y ¢(f) € 9"U(6) para
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todo 0 € ©. Entonces, con ¢ € O fijo, U(0) > u(0,q(0"),u=1 (0", q(¢"),U())) pa-
ra todo 0 € O, segun la definicion de subdiferencial abstracto. Ademas, U () =
u(6',q(8'),p(#")) por definicion de potencial, con lo cual p(6') = u=(6',q(8"), U(6)).
Reemplazando en la desigualdad anterior obtenemos que U(6) = u(6, q(0),p(0)) >
u(0,q(0'),p(¢")) para todo 0,0’ € ©. Por lo tanto, el contrato (q,p) es compatible

en incentivos. O

3.2. Implementabilidad

En esta seccion se introduce la nociéon de implementabilidad, la cual esta inti-
mamente relacionada con la compatibilidad de incentivos y puede ademas ser

expresada utilizando los conceptos abstractos de convexidad y subdiferenciabili-

dad.

Definicion 3.5. Una funcién ¢ : © — cl(Q) se dice implementable si y solo
si existe una funcién de transferencia p : © — R tal que el contrato (q,p) es

Compatible en Incentivos.

Resulta que la implementabidad también se satisface con una transferencia no
lineal dependiente de 6 por medio de q. Esto es lo que se denomina como Principio
de imputacion o tazation principle en ingles (Guesnerie (1981), Rochet (1985)). Es
decir, dado un mecanismo directo implementable (g, p), existe una transferencia no
lineal p denominada meni que implementa g. Mas atn, el reciproco del enunciado
anterior también se satisface, estableciendo por tanto una equivalencia con el

principio de revelacion, la cual apreciaremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2. Consideremos los Supuestos S1 y S2. Entonces, una funciéon
q:0 — cl(Q) es implementable si y solo si existe un mend p : cl(Q)) — R tal que

el contrato (g, p) es compatible en incentivos.
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Demostracion. (<=) Es directo, pues si (¢, p) es compatible en incentivos, definase
p(0) := poq(f) para todo 6 € ©, es decir, existe p : © — R con (g, p) también CI,

y por la definiciéon anterior ¢ es implementable.

(=) Sea ¢ : © — ¢l(Q) una funciéon implementable, es decir, existe p : © — R

tal que (q,p) es CI. Construyamos la siguiente funcion:

p(f) siq=q(0), para € ©
pogq:=
D en otro caso.

Supongamos que ¢(6) = q(#") con 6 # 6'. Como (q,p) es compatible en incenti-
vos, entonces u(f, q(6),p(0)) > u(d,q(¢'),p(0)) = u(d,q(0),p(¢')). Esta desigual-
dad implica que p(f) < p(0'), pues u es estrictamente decreciente en la terce-
ra variable (Supuesto S2). De igual forma, u(¢’,q(6"),p(0")) > u(0',q(0),p(0)) =
u(@,q(0"),p(0)) implica p(#) > p(#’). En consecuencia, p(f) = p(0’). Es decir, se
ha construido un ment p bien definido. Ademaés, (¢,p) es CI pues (gq,p) lo es,

concluyendo la demostracion. O]

El siguiente corolario expresa la equivalencia entre implementabilidad y conve-
xidad abstracta de la funcién potencial, resultado que fue probado por Carlier

(2001) para funciones de utilidad afines en transferencia.

Corolario 3.1. Sean los Supuestos S1 y S2. Entonces, la funcion ¢ : © — ¢l(Q)
es implementable si y solo si el potencial U es H-convexo tal que ¢(6) € 0%U(6)
para todo 6 € ©.

Demostracion. (=) Consideremos ¢ una funcion implementable. Es decir, existe
p: © — cl(P) tal que (g, p) es compatible en incentivos (Definicion 3.5). Entonces,
segtin la Proposicién 3.1, U es convexa abstracta con respecto a Hy q(6) € 02U (6)

para todo 6 € ©.

(<=) Sea U un potencial H-convexo tal que ¢q(f) € O"U(f) para todo 6 € ©.
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Como U(#) = u(6,q(0),p(f)) por definiciéon, el Supuesto S2 implica que p(f) =
u=1(0,q(0),U(0)). Se sigue que el contrato (g, p) es compatible en incentivos segiin
el reciproco de la Proposicion 3.1. Entonces ¢ es implementable conforme a la

Definicion 3.5. L]

Inicialmente el principal ofrece un ment p : cl(Q) — cl(P), y con esta informacion

cada tipo de agente identifica la decision 6ptima que maximiza su utilidad, es decir,

o(#) = mis u(6.q.p(a), (35)

donde v : ©® — R es la funcién valor, también conocida como funcién de utilidad

indirecta.

Luego de ello, el principal calcula sus beneficios totales, el cual se expresa a través

del siguiente funcional:

H(p,q) == / (6, (6), p(a(6)))dyu(6). (3.6)

El principal conoce la medida de probabilidad de Borel pu; sin embargo, las ca-
racteristicas individuales de los tipos # es informaciéon que él no puede observar
directamente. Luego, para maximizar (3.6) el principal disena un contrato que
se restringe por las condiciones de compatibilidad de incentivos y racionalidad

individual.

En resumen, el programa de optimizacion queda descrito como:

;

supT1(p, g) = / (6, 4(6). p(¢(6)))du(6)
sujeto a

(¢,p(q)) ClyRI,
p(q) s.c.i., con p(qr) < pr.

El término s.c.i. significa semicontinuidad inferior.

41



3.3. Equivalencia

En esta subseccion se reformula el programa de optimizacion P; en términos de
(q,U), pues demostraremos que existe una dualidad entre p(q) y el potencial U en
el entorno de la convexidad abstracta (Trudinger, 2014). El problema, en efecto,

se convertird en uno de maximizacion con restricciones H-convexas.

Supuesto S3. Sean (qr,pr) € cl(QXP) yu(f,q,p) := limu(d,q,p). Asumiremos
PP

que u(0, q,p) < Ugr(#), para todo (0, q) € O x cl(Q). Cuando p = +oo la desigual-

dad se vuelve estricta. Ademas, para todo (6,q) € © x cl(Q), u(8,q,p) < Ugr(0)

para todo p suficientemente grande.

Proposicion 3.3. Consideremos los Supuestos S1, S2 y S3. Luego, la funcién po-
tencial U € C°(0), con U > Ug, es H-convexa si y solo si existe p : cl(Q) — cl(P)

semicontinua inferior y p(qr) < pg tal que U(0) = mlz%) u(d,q,p(q)).
gec

Demostracion. (=) Probaremos la implicancia deseada en el dominio restrin-
gido Q" C cl(Q) del ment p, donde la eleccion de Q' estaré relacionada al dato
del subdiferencial abstracto de U. Luego extenderemos dicho resultado a cl(Q)
empleando las propiedades de la envoltura semicontinua inferior de p.

En efecto, sea Q' := |J 0™U(#) el dominio restringido de p. Por hipotesis U es

0O
H-convexa, entonces existe U C H tal que

U(0) = sup{u(b, g0, p(qo)) : u € U’} para todo 6 € O, (3.7)

donde ¢y € Q" y p(qo) € cl(P). Vamos a demostrar que la funcion p : Q" — cl(P)

esta bien definida y es semicontinua inferior.

Sea qo € Q' y supongamos que existen (6o, p(qo)), (61,2(q1)) con p(qo) < p(q1),
tal que U(0y) = u(fo,q0,p(q0)) v U(01) = u(01,qo,p(q1)). Por el Supuesto S2,

p(q) < p(q1) implica u(61, qo, p(qo)) > w(b1, o, p(q1)) = U(61). Esto contradice

42



(3.7), pues U(6y) > u(61,q0,p(q0)). La otra contradicciéon se obtiene de manera
analoga partiendo de p(qo) > p(q1). Por consiguiente p(qo) v p(¢q1) tendrian que

ser los mismos, es decir, la funciéon p esta bien definida.

Debido a como se ha tomado p : Q" — cl(P), es facil notar que
U = m%xu(@, ¢,p(q)) para todo 6 € ©. (3.8)
qeqQ’

Ahora bien, recordemos que una funcion p : Q" — cl(P) es semicontinua inferior
en un punto arbitrario ¢o € @' si liminfp(q) > p(qy). En linea con lo anterior
q—q0

consideremos la sucesion {q, }nen C Q' convergente al punto gg € @', esto es,
lim g, = qo. (3.9)
n—oo

Para cada n € N generamos la sucesion {p(¢,) }nen. Luego, de (3.8) existe 6, € ©
tal que
U(#) > u(9,qn,p(q,)) para todo 8 € ©,n € NU {0} (3.10)

U(6n) = u(bn, n, P(qn))- (3.11)

Observemos que u(6,,,qr,pr) < U(6,) = w(0n, ¢n,p(gn)). Ademés, segin el Su-
puesto S3, u(d,q, lim p(q,)) < u(f, qr, pr) para todo (0,q) € © x cl(Q). En con-
n—oo

secuencia, lim p(g,) < oo.
n—oo
Tomando limite en (3.10), considerando (3.9) y u € C*(cl(©xQ x P)), obtenemos
que
U(6) = lim (6, gn, p(gn))
= u(f, lim ¢,, lim p(g,))
n—oo n—oo

q—q0
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Este resultado es valido para todo § € ©, y en efecto U(6y) > u(6y, o, ligglfp(q)).
Por su parte, U(6y) = u(bo, g0, p(qo)) cuando n = 0 en (3.11). Por consiguiente
(6o, g0, P(q0)) > u(bo, qo, liminf p(q)), y gracias a S2 conseguimos la desigualdad
deseada p(qp) < lim inf p(q)q._)q0

q—q0

Ahora solo falta extender los resultados encontrados desde " al dominio completo

cl(Q). Para ello emplearemos la envoltura semicontinua inferior de p, haciendo que

p(qo) := P para todo qg ¢ cl(Q').

Por la H-convexidad del potencial U, para todo 6 € O, existe U C H tal que
U(0) = sup{u(0, g0, p(q)) : u € U} para todo § € ©, donde gy € cl(Q) y p(g) €
cl(P). Luego, del Supuesto S3 y el hecho que p(q) = p, para todo ¢ ¢ cl(Q'), se

tiene

U(0) = u(0, g0, (q0))
> u(0,qr, Pr)
> sup{u(f,q,p(q)) v € U,q € cl(Q) \ cl(Q)}.

Entonces, es suficiente extender el resultado de (3.8) desde @ hasta cl(Q’) para
que tenga validez en todo el dominio ¢l(Q). Debido a que se ha seleccionado la
més grande extension semicontinua inferior de p fuera de @, todo g € cl(Q') \ @’
es aproximado por la secuencia {g, },en en @', para el cual 7}1_{210 p(¢n) = p(qo). En
este contexto, la desigualdad (3.10) se sigue cumpliendo y por tanto implica a la
desigualdad (3.12). De este modo (3.8) es cierto cuando se extiende el conjunto

factible de @' a cl(Q).

Adicionalmente, si p(qr) > pr, entonces U(0) > Ugr(0) > u(6,qr, p(qr)) gracias
al Supuesto S2, y se puede redefinir convenientemente p(qr) := pg sin violar la

maximizacion en (3.5) o la semicontinuidad inferior de p.

(«<=) Supongamos que existe una funcion semicontinua inferior p : cl(Q) — cl(P)
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tal que U(0) = qgi%) u(6, q,p(q)). Entonces, para todo 6 € O, existe qp € cl(Q) tal
que U(0) > u(0,qo,p(q0)) vy U(6o) = (6o, 90, P(q0))- Es decir, existe U = supp(U, H)
de modo que U(#) = sup{u(f,q,p(q)) : v € U}. Por lo tanto, U es convexa abs-
tracta con respecto a H. Asi también, como p(qr) < pg, entonces u(6, qr, p(qr)) >

u(6, qr, pr) a razon del Supuesto S2, y con ello U(6) > u(0, qr, pr) = Ug(6). Con

esto se concluye la demostracion. O]

Observacion 3.1. Consideremos los Supuestos S1 y S2. Si p : cl(Q) — cl(P) es

semicontinua inferior y p < oo, entonces U(6) = mfé(é) u(b,q,p(q)).
qEc

Demostracion. Como @ es acotado (Supuesto S1), ¢l(Q) es compacto. Por ello,
sea {qn }nen C cl(Q) una sucesion y qq € cl(Q) tal que 7111}010 Gn = Qo, v Sea ademas
U = 7}1_{20 (0, Gn, (qn)). De {gn}nen extraemos la subsucesion {¢, fnenven, ¥
con ello generamos, sin pérdida de generalidad, {p(¢,) }nerven convergente al limite
superior de {p(q,) }nen C cl(P), es decir, nh_)rgo p(¢n) = limsup p(g,,). Por hipotesis
p es semicontinua inferior. Luego, si nhl& p(qn) < P, entogc_;op(qo) < h'rg inf p(q) =
h;{r_l> g)lf p(¢n) < limsup p(g,) < p. Asimismo, del Supuesto S1 se tieneqqli(la —00 <

n—o0

p <P < 4o00. En consecuencia, p(qo) < limsupp(g,) < P < +00, y como S2 dice

n—oo
que u es estrictamente decreciente en p, entonces

w(#, qo, p(q0)) > u(0, o, limsup p(gn))

n—o0

= u(f, qo, 1m p(gn))

= lim w(9, ¢n, p(qn))
n—oo

= U(0)

= sup u(f,q,p(q)).
qecl(Q)

Por lo tanto, se alcanza el maximo con ¢q. O
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Observacion 3.2. Sean los Supuestos S1, S2 y S3. Si p: cl(Q) — cl(P) es semi-

continua inferior y p = 400 con p(qr) < pgr, entonces U(0) = mlz%) u(6,q,p(q)).
qEc

Demostracion. Tomemos en cuenta las consideraciones iniciales de la Observacién

3.1. Luego, si limsupp(g,) = P, entonces lim p(q,) = p = —+o00. Del Supues-
n—oo

n—oo

to S3 se cumple que u(0, qr,pr) > u(0,q,,p(¢,)) para p suficientemente gran-
de. Al tomar limite obtenemos que w(6, qr,pr) > lim u(0,q,,p(q,)) = U(0) =
n—oo

SU(P)U(HaC],p(Q)) Asimismo, p(qr) < pgr implica u(6, qr,p(qr)) > u(b,qr, Pr),
qecl(Q

segin el Supuesto S2. Se sigue que u(#, qr,p(qr)) > sup wu(f,q,p(q)). Por lo
gec(Q)
tanto, se alcanza el maximo con ¢g. O]

Teorema 3.1. Consideremos los Supuestos S1, S2 y S3, y p < +o0. El problema

del principal P, es equivalente al siguiente problema:

(

supTi(q,U) = / 7(6,q(6), w0, 4(0), U(6)))du(0)

sujeto a
Py q(0) € O"U(0) para todo 0 € O,
U es H-convexo,

U(0) > Ug(0) para todo 0 € ©.

\

Demostracion. (P, = P;) Segin la Proposicion 3.3, si U es H-convexo con
U(0) > Ug(#) para todo 0 € O, entonces existe p : ¢l(Q)) — ¢l(P) semicontinua
inferior y p(qr) < pr tal que U(0) = qg%)uw,q,p(q})- Sea q(0) € cl(Q) el
maximizador de la expresion previa, o sea U(6) = u(6, q(9),p(q(#))) para todo 6 €
0, de donde p(q(0)) = u=(0,q(0),U()) segin la implicancia de S2. Evaluando
al tipo 0" € © se satisface que U(8') = u(¢', q(0"), p(q(#))) > u(¢’,q(0),p(¢(0))) =
u(6,q(0),u=1(0,q(0),U(0))). Es decir, q(f) € 0"U(#) para todo 6 € O.

Como U es H-convexo y ¢(6) € "U(6), entonces el contrato (¢, p(q)) es compatible

en incentivos (Proposicion 3.1). Ademéas, U(#) > Ugr(f) es el equivalente a la
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condicién de racionalidad individual del contrato (g, p(q)).

Ahora bien, como p(q(8)) = u=*(6, ¢(0),U(H)), se sigue que

(P, = P») Supongamos p : cl(Q) — cl(P) semicontinua inferior con p(qr) < pr
y (q(0),p(q(0))) satisfaciendo las condiciones CI y RI. Por la Proposiciéon 3.1, si
tomamos el potencial como U(0) := u(f, q(6),p(q(0))) para todo 6 € ©, entonces
la compatibilidad de incentivos asegura que U es H-convexo y q(0) € 9"U(0)
para todo § € O, mientras que U(f) > Ug(f) resulta de la racionalidad in-
dividual. Ademas, de U(0") > u(¢’,q(0),u"(0,q(0),U(H))), si & = 6 entonces
U(0) = u(0,q(0),u"(0,q(0),U(9))), de donde p(q(F)) = u*(0,q(¥),U(#)) por

el Supuesto S2. Por lo tanto, obtendremos II(q,p) = II(q,U) al igual que en la

primera implicancia. [

3.4. Existencia

En este apartado se demuestra la existencia de solucién 6ptima al problema equi-
valente P, empleando argumentos de la convexidad abstracta®. El enfoque es
relativamente directo, en la medida que no se hara uso de la teoria del control.
Asimismo, para una presentacion 6ptima organizaremos la demostracion a través

de seis lemas, las cuales permitiran concluir en pocas lineas el teorema central de

4Para ambitos fuera de la convexidad abstracta estan los trabajos de Monteiro y Page (1998)
y Noldeke y Samuelson (2018). Ellos prueban la existencia del modelo Principal-Agente para
preferencias no lineales. El primero utiliza técnicas de analisis real en un modelo que incorpora
restricciones presupuestarias de los agentes; el segundo basa sus resultados partiendo de nuevas
definiciones sobre implementabilidad, para luego utilizar argumentos provenientes del algebra
(conexiones de Galois).
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existencia.

Supuesto S4. Para todo 6 € O, el mapa (q,p) — (ug,u)(0,q,p) es un homeo-
morfismo en el conjunto definido por (cl(Q x P))g := (ug, u)(0,cl(Q x P)) C R

Este es un replanteamiento de la condicion single-crossing, muy conocida en los
modelos unidimensionales y revisada en el Capitulo 1. Una lectura parcial de este
supuesto nos dice que la utilidad marginal del tipo # determina de manera tnica

y suavizada la decision q.

Ahora bien, la Definiciéon 3.2 de convexidad abstracta del potencial U se satisface
para todo 6 € ©, y en particular para 8 € domU, es decir, donde U es diferenciable.

Entonces, dados ¢ € cl(Q),p € cl(P), para todo 6 € domU tenemos que

U(0) = u(b,q,p),

| (3.13)
U(0) = ug(0,4q,p).

Reciprocamente, cuando estas igualdades se satisfagan y consideremos el Supuesto
S4, podemos identificar de manera univoca el par de funciones continuas (g, p.)

teniendo como argumentos a 6, U(6) y U(6).

Supuesto S5. La funcion de beneficios 7 pertenece al conjunto C(cl(©xQx P)).

La funcién 7 depende de sus argumentos en un sentido bastante general, incluso
con menos exigencia a lo requerido por la funciéon de utilidad en cuanto a la

suavidad de dicha funcion.

Lema 3.2. Consideremos los Supuestos S1 y S2. Entonces, la funcién u=! es

continua.

Demostracion. Sea u(6, q,cl(P)) la imagen de u con 0 € cl(0), ¢ € cl(Q) fijos

1

y p € cl(P) variable. Supongamos por contradicciéon que u~ ' no es continua. Es
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decir, existe una sucesion {(6,,, Gn, un) fnen C cl(© X Q X u(0,q,cl(P))) que con-
verge a (0,q,u) y € > 0 tal que |u='(0,, ¢n,u,) — u=t(0,q,u)] > ¢ para todo
n € N, donde u € u(f,q,cl(P)). Sin pérdida de generalidad supongamos que
w0, Gn, un) > u1(0,q,u) + € para todo n € N. Entonces, segin el supuesto
S2, w(On, Gy ™ (O, @y n)) < w(Ons @y u™ (0, ¢, u) + €). Tomando limite y consi-
derando la continuidad de u (Supuesto S1) obtenemos que u(6,q,u=1(0,q,u)) <
u(0,q,u"1(0,q,u) +¢) la cual es una contradiccion, pues una mayor transferencia

deberia reportar menor utilidad. O

Lema 3.3. Consideremos el Supuesto S1. Entonces el potencial H-convexo U es

Lipschitz.

Demostracion. En efecto, como la funciéon de utilidad u y su primera derivada son
continuas (Supuesto S1), entonces u es Lipschitz. Es decir, existe L > 0 tal que,

para todo (01, q1,p1), (02, G2, p2) € cl(© X Q x P), se tiene

|U(91>Q17P1) - u(027QZ7p2)| < L||(917QI7p1) - (92,(]2,])2)“

= L[|(6h — 02,1 — g2, p1 — p2)||-

Como U es H-convexo, para todo 01,6, existen (q1,p1), (g2, p2) € cl(Q x P) tal
que U(#) = sup{u(f, q1,p1) : v € U} y U(0) = sup{u(0, g2,p2) : v € U}, para los
cuales U(6h) = u(b1,q1,p1) v U(02) = u(fs, g2, p2), respectivamente. Tomando en

cuenta estas expresiones podemos establecer lo siguiente:

U(61) — U(62) = (01, q1,p1) — u(ba, g2, p2)
< (b1, q1,p1) — (02, q1, 1)
< L|[(61 — 02,1 — g1, p1 — p1))]
= L6y — b5,
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donde la desigualdad estricta resulta del hecho que u es Lipschitz. Similarmente,

U(6h) — U(6a2) = u(01, q1,p1) — u(ba, g2, p2)

> (61, g2, p2) — u(ba, g2, p2)

> —L[|(61 — 02,92 — g2, p2 — P2
—L|6; — 6.

Se sigue que |U(#,) — U(02)| < L|0; — 05]. Por lo tanto, U es también Lipschitz

con la misma constante L. O

Como detalle adicional diremos que una medida no negativa p es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue A si A(B) = 0 implica u(B) =0

para todo conjunto medible B. En ese caso escribiremos u < \.

Lema 3.4. Sean p(0) = u=(6,q(0),U(0)) v q(0) € 0"U(A) para todo 0 €
© y para todo potencial H-convexo U. Entonces, siendo p < A, el beneficio

7(0,q(0),u""(0,q(0),U(0))) es medible en © para todo U.

Demostracion. Sea U : © — R el potencial H-convexo, donde © es un subconjunto
abierto de R (Supuesto S1). Asimismo, por el lema anterior U es Lipschitz. Con
estos datos el teorema de Rademacher (ver Teorema 3.1.6. en Federer (1969))
garantiza que U es diferenciable en casi todo punto, es decir, A\(©\ domU) = 0; y
como fi es absolutamente continua con respecto a A, entonces u(©\ domU) = 0.
El conjunto medible ©\domU se lee como todos los puntos de © donde U no es
diferenciable. Ademas, como U es continua, entonces U es medible en domU, ya

Por otra parte, como q() € 92U (0) y p(8) = u=1(0,q(0),U(0)), para todo 6 €
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domU , tenemos que

U(0) = u(0,q(0),u"(6,4(0),U(9))),

_ (3.14)
U(0) = ug(9,9(0),u"(0,9(0),U(9))).

El Supuesto S4 permite identificar ¢ en términos de 0, U y U de modo que existe

una funcién continua inyectiva ¢, tal que

q(0) = q.(0,U(0),U(0)), (3.15)

y en consecuencia g es Borel medible en domU. Ademas de este resultado sabemos

! son funciones continuas (Supuesto S5 y Lema 3.2, respectivamente)

que Ty u”
y 1 < X (por hipétesis). Por lo tanto, 7(6,q(0),u=1(6,q(0),U(A))) es medible en

0. ]

Lema 3.5. Sea {U, }nen una sucesion de funciones potenciales H-convexos. En-

tonces {U, }nen es uniformemente acotada para todo 6 € ©.

Demostracion. Sea U, el potencial H-convexo para n € N. Entonces, para ¢ €
c(Q) y p € c(P), existe U,, C H tal que U,(0) = sup{u,(0,q,p) : u, € U, } para
todo 0 € ©, con U, (0y) = u,(bo,q,p). Ademés, como u,, € C'(cl(© x Q x P)) se
sigue que u, es acotada, es decir, existe M > 0 tal que |u, (0, q,p)| < |un(6o,q,p)| <
M. Asi pues, |U,(0)| < M.

Lema 3.6. Sea {U, },enven una subsucesion de {U, },en que converge uniforme-

mente a U* : © — R. Entonces U* es Lipschitz.

Demostracion. Como {U, }nenven converge uniformemente a U*, para cualquier

e > 0, existe N(e) tal que |U,(0) — U*(0)| < e para todo n > N(e) y para todo
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0 € ©. En particular, para 6,6, € O,

|U*(61) — U (62)| = |U*(61) — Up(61) — U™ (02) + Up(62) + Un(61) — Un(62)]
< |NUL(01) = U*(01)| + |Upn(02) — U*(02)| + |U,(61) — Un(62)]

< 2€+L||¢91 — 02“,

donde se ha sumado y restado U, (0;) — U, (62) en la primera linea; mientras que
la desigualdad estricta se debe a que U es Lipschitz, resultado del Lema 3.3. En

conclusion, U* es también Lipschitz. O]

Lema 3.7. Sea {U, },envcn una subsucesion convergente a U* : © — R. Entonces,
para todo 8 € domU*, la sucesion {g,(0)}nen C cl(Q) converge a ¢* : © — cl(Q)
para todo ¢*(0) € MU (0) v ¢.(0) € 0"U,(0).

Demostracion. Del lema anterior la funciéon U* es Lipschitz y esta definida sobre
el abierto © C R, luego U* es diferenciable en casi todo punto de © (teorema de
Rademacher), es decir, 4(©\ domU*) = A(©\ domU*) = 0. Entonces, como en
(3.15), para todo 0 € domU*, obtenemos

QN(Q) = qu(ea U*(e)v U*((g)), (3'16)

con g, continua e inyectiva (Supuesto S4). Esto significa que 0"U*(0) = {¢*(9)}
para todo 6 € domU*.

Ahora bien, para 6 € domU*, supongamos que q** () es otro punto de acumulacion
de {q.(0)}nen. Por hipotesis, q,(0) € 0%U,(0) para n € N/, y por definicion
de subdiferencial abstracto U, (0) > u(#,¢.(0),u""(0,¢.(0),U.(0))) para todo

¢ € domU*. Tomando limite y utilizando la continuidad de v y u ™ (Supuesto S1
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y Lema 3.2, respectivamente) obtenemos

U*(¢') = lim u(0',¢a(6), u™" (0, 4u(0), Un(0)))

n—oo

= u(0', ¢ (0),u" (0,4 (0),U*(9)))-

Es decir, ¢ (0) € 0"U*(0), y en efecto ¢**(0) = ¢*(0) para todo § € domU*. Por

lo tanto, la sucesion {g,(0) }nen C cl(Q) converge a g*(6). ]

Finalmente enunciamos el teorema de existencia en el modelo Principal-Agente

con seleccidén adversa.

Teorema 3.2. Consideremos los Supuestos del S1 al S5, p < 400y pu < A
Entonces, el problema P, admite solucién 6ptima. Ademés, U(f) determina ¢(6)

de manera tnica para casi todo punto 0 € ©.

Demostracion. Sea {U, },en una sucesion de funciones H-convexas, U, (0) > Ug(6)

v ¢,(0) € O"U,, () para todo § € © y n € N tal que lim ﬁ(qn, U,) = sup ﬁ(q, U),
n—oo

entre todos los pares factibles (¢, U). Probaremos que el par (¢*,U*), definido

anteriormente, es el 6ptimo que permite alcanzar el maximo en Ps.

En efecto, por el Lema 3.5 {U, },en es una sucesion de funciones uniformemen-
te acotadas. Ademés, como {U,},en es uniformemente Lipschitz (Lema 3.3),
entonces es uniformemente equicontinua. Con estos resultados, el teorema de
Arzela-Ascoli (ver Capitulo D.6 en Ok (2004)) senala que existe una subsuce-
sion {U, }nenven que converge uniformemente. Sea U* : © — R el limite de dicha

subsucesion.

La funcion U* satisface la restriccion de participacion, pues tomando limite a

Un(0) > Ug(6) se obtiene U*(f) = lim U, (0) > Ug(#) para todo 6 € O.
n—oo

De forma similar, para 6 € O fijo, la sucesion {g,(0)},en esté definida sobre un

compacto cl(Q) (Supuesto S1) y por ello existe una subsucesion {¢,(0)}nenven
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convergente. Sea ¢* € cl(Q) el limite de dicha subsucesién. Como g, (0) € 0"U,,(6)
para n € N C N, entonces U, (0") > u(0', ¢.(0),u"(0, ¢.(0),U,(0))) para todo
0’ € ©. Tomando limite obtenemos

U*(¢') > lim u(6', ¢, (0),u=" (6, 4.(0), Un(0)))

n—oo

= u(0',q"(0),u”"(0,4"(0), U*(0))).

Por lo tanto, ¢*(0) € 9%U*(6). Es decir, 0"U*(0) # () para todo § € O, lo cual
implica que la funciéon U* es H-convexa segiin el Lema 3.1. Con este tltimo resul-
tado y los anteriores se ha probado que el par factible (¢*, U*) cumple con todas

las restricciones del problema Ps.

Por su parte, que U*(#) determine ¢*(6) de manera tnica para casi todo punto
0 € O es un resultado que se desprende del Lema 3.7, especificamente de la
ecuacion (3.16) donde se establece una inyeccion entre cualquier G(0) € 9%U*(6)

y U*(6) para todo § €domU*, con lo cual 9"U*(0) = {¢*(0)}.

Finalmente, reescribiendo el Lema 3.4 se tiene que (0, ¢*(0),u=1(0, ¢*(0), U*(0)))

es medible en © para toda funcién H-convexa U* y ¢*(0) € "U*(6), entonces

(g, U) = / 7(60,*(0), w" (6, 4*(6), U*(6)))dyu(6)

= [ #(6. Jim 0,(6), w7, i 0,(6) i U (6)))du6).
@ n—oo n—oo

n—oo

Luego, de los Supuestos S1, S5 y el Lema 3.2 tenemos

T, 0%) = [ timsup (0,0, (6), " (0.00(6), U, (0)du0).

n—oo
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Por el lema de Fatou (ver Lema 2.18 en Folland (1999)) se tiene

(¢, U") > lfmsup / 7(0, 4u(8), u™ (0. ¢ (0), Un(0)))dpu(6)

n—oo

= lim (g, Uy,)

n—oo

= sup1l(q, U).

Por lo tanto, se alcanza el supremo con (¢*, U*). ]

3.5. Concavidad

En esta subseccién se muestran las condiciones necesarias y suficientes para la

concavidad en el modelo general Principal-Agente. La concavidad hace posible
1 probl : 1 anélisis teori tacional.® Adems4

que el problema sea més ameno para el analisis tedrico y computacional. emas,

es determinante para describir la unicidad y estabilidad del modelo.

Comencemos reescribiendo P, como un programa que maximiza el funcional ob-
jetivo dependiente solo del potencial U en lugar de (U, q). Esto es posible por
el Supuesto S4 ya que la eleccion optima ¢(f) de casi todo tipo 0 € © esta
univocamente determinada por U. Recuerde que (g, p.)(0,U(6),U(6)) es el par
que denota la tnica solucion del sistema descrito en el sistema (3.13), para to-
do 6 € domU. Asimismo, denotemos por U al conjunto de funciones potenciales
H-convexos, y con ello sea Ug := {U € U : U > Ug}. Por lo tanto, el problema de
optimizacién podemos escribirlo del siguiente modo:

Py i) = /@ 76, (4 )6, U6). @) du(6).  (3.17)

Ahora se requieren dos supuestos adicionales a través de los cuales la concavidad

5Ver por ejemplo el trabajo de Carlier y Dupuis (2016) que emplean el mismo marco de Figalli
et al. (2011) para la soluciéon numeérica del modelo Principal-Agente utilizando el algoritmo de
proyeccion iterada de Dykstra.
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o convexidad de u y 7 (o sus derivadas) con respecto a p se reflejaran en la

concavidad o convexidad de II, garantizando que P; sea un programa convexo.

Supuesto S6. El conjunto (cl(Q x P))g := (ug,u)(0, cl(Q x P)) C R? es convexo.

Para todo 6y € © ¥ (qo, o), (¢1,p1) € cl(Q x P) definamos el par (qa,pa) tal que,
para todo « € [0, 1],

(U97U)(907Qaapa) = (1 - Oé)(ue,u)(Qo,QO,PO) + O‘(“eau)(eoa%,}?l)‘ (3'18)

Gracias a los Supuestos S4 y S6, la ecuacion anterior determina (gq, p,) de manera

anica.

Definiciéon 3.6. El mapa o — (6y, Ga, Po) se denomina el H-segmento que conecta

(907 q07p0> y (007%7171), con a € [07 1]
Supuesto S7. Para todo 6y € O y o € [0, 1] el mapa a — u(6y, Ga, pa) €s convexo
a lo largo de todos los H-segmentos que conectan (6o, qo, po) v (G0, q1,p1)-

Este es el supuesto clave para la concavidad de ﬁ, intimamente ligada a la de-
nominada hipétesis nonnegative cross-curve propuesta por Ma-Trudinger-Wang

(2005) y que juega un rol crucial en la teoria del transporte 6ptimo.

Teorema 3.3. Si la funciéon de utilidad u satisface los Supuestos S1, S4 y S6,
entonces el Supuesto S7 representa una condicion suficiente y necesaria para la

convexidad de Ug.

Demostracion. (=) Para probar la convexidad de Uy solo basta probar la con-

vexidad de U. En efecto, para todo Uy, U; € U definamos

Ua(0) :== (1 — a)Up(0) + aU;(0), para todo o € (0,1). (3.19)
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Puesto que Uy, U; son funciones H-convexos, existen U, U’ subconjuntos de H tales

que

UO(Q) = Sup{u(Q, q07p0) Tu U}7
Up(0) = sup{u(f,q1,p1) : u e U'},

donde (qo, o), (q1,p1) € cl(Q x P). Para 6y € ©, sean

UO(GU) = u<00aq07p0)7
U1(90) = U(907Q1,P1>‘

Reemplazando estas expresiones en (3.19) se consigue U, (6y) = (1—a)u(6o, g0, po)+
au(by,q1,p1), y en efecto Uy(6y) = u(bo, ga, Pa), segin la ecuacion (3.18), donde
(60, gas pa) es el H-segmento que conecta (6o, go, po) ¥ (6o, 41, p1).

Por el Supuesto S7 la funcion u (o, ga, pa) es convexa a lo largo de los H-segmentos,
es decir, (1 — a)u(f,qo,po) + au(f, q1,p1) > u(b, ga, pa). Se sigue que U,(0) =
(1—a)Uy(0)+alUy(0) > (1—a)u(B, qo, po)+au(B, g1, p1) > (B, ¢a, Pa). En resumen,
(0, o, Po) € U" = supp(Uy, H) v Uy(b) = u(bo, g, Pa). Concluimos que U, es
H-convexo para todo o € (0,1) y por ende pertenece a U. Por lo tanto, U es

convexo.

(<) Sean Uy,U; € U los definidos anteriormente. Para todo 6, € © fijo sea
(00, qu, Do) €l H-segmento que conecta (6o, qo, o) y (0o, q1,p1). La funcion U,,
definida como en (3.19), es H-convexa pues pertenece a U que es convexo por
hipotesis. Luego, existe U C H tal que Uy (0) = sup{u(0, Go,Pa) : u € [[7}, donde
(Gos Do) € €l(Q x P). Asimismo, para 6y € © consideremos U, (68y) = w(0o, Ga, Pa ),

cuya derivada con respecto a 6 es Ua(OO) = ug (0o, G, Do) Como (0, qu, Pa) €8 UN
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H-segmento, empleando la ecuacion (3.18) obtenemos

UQ(QO, qaapa) = (1 - Oé)’LLg(QO, QO7p0> + OéUg(QO, Q1ap1)
= (1 — Oé)U()(HQ) + O./Ul(eo)
— Ua(eo).

En consecuencia, por el Supuesto S4 (Gu,Pa) = (¢a,Pa) para todo a € (0,1).
Por consiguiente, para todo 6 € O, (1 — a)u(d, qo,po) + au(l,q,p1) = Uas(0) >
(0, o, Po) = u(0, qu, pa). Por lo tanto, la funcion o — u(0, q., pa) es convexa a

lo largo de todo H-segmento (0, ¢u, Do )- ]

Finalizamos el capitulo con el siguiente teorema que establece una condiciéon ne-

cesaria y suficiente para la concavidad estricta del funcional .

Teorema 3.4. Consideremos los Supuestos del S1 al S7. Entonces, los siguientes

enunciados son equivalentes:

(i) El mapa a — 7(0,qa(0), pa(0)) es estrictamente concavo a lo largo de to-

dos los H-segmentos (6, q.(0),pa(0)), que conectan los puntos (6, qo,po) y
(0,q1,p1), donde min{u (6, qo(0), po(0)), u(0, q1(0), p1(0))} > Ur(0);

(i) TI(U) es estrictamente concavo en Up para todo p << A,

Demostracion. (i) = (ii). Para todo Uy, U; € Ugy a € (0, 1) definamos U, como
en (3.19). El Supuesto S7 garantiza la convexidad de Ur y en efecto U, € Ug.
Segtin el Supuesto S4, a partir del sistema (3.13), existen qo, ¢, : domU — ¢l(Q)
¥y po, p1 : domU — cl(P) tales que

(ug, u)(8, ¢0(0), po(6)) = (Us, Uo)(0),

' (3.20)
(ug, u) (0, q1(0),p1(9)) = (U1, U1)(0).

Para todo 6 € domU y para todo (qo(8), po(6)), (q1(8),p1(6)) € cl(Q x P), sea
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a > (0, ¢a(0), pa(f)) el H-segmento que conecta (6, go(6), po(0)) y (0, q1(0), p1(9)).

Multiplicando el sistema (3.20) por 1 — o y «, y sumando, obtenemos

(1 — ) (ug, u)(8, qo(6), po(8)) + (g, u)(8, 1 (8),p1(8)) = (1 — a)(Up, Up)(6)+
a(Uy, Uy)(0)

(ug, w)(6, 4a(8), Pa(6)) = (Ua, Ua)(0).  (3.21)

El lado izquierdo de esta tultima igualdad se debe a la ecuacion (3.18), mientras
que el lado derecho resulta de la definicién de U, y su respectiva derivada U,. Por
el Supuesto S4 podemos despejar de (3.21) el par (¢, po) en funcion de 0, U, (6)
y U, (6), con lo cual

f(U,) = / 7(6, (gas po) (0. Un(8), Un(6)))du(6).

Por hipoétesis 7 es estrictamente concava a lo largo de todos los H-segmentos.

Entonces, para todo a € [0, 1],

(v, > / (1 a)m(8, 4o(0). po(6)) + (6, 01 (8). p1 (8))] du6)

—(1-a) / (0, 40(0), po(0)) + a / (6, 41(0), p1 (6))du(6)

= (1 — a)II(Up) + oII(11).

Por lo tanto, II es estrictamente céncava en Ug.

(i1) = (7). Sea I es estrictamente concava en Uy, y por contradiccion suponga-
mos que el mapa a — (0, ¢,(0),p(6)) no es estrictamente concavo a los largo
de todos los H-segmentos, es decir, existe un H-segmento (6o, ga(6o), pa(60)) v
ap € (0,1) tal que

7T(90, Qa0(90)7pa0(90)) < (1 - 040)7T(907 QO(eo)aPO(Qo)) + 0407T((90, Ch(@o),pl(@o))

99



Sea U;(0) := u(0,q;(0p),pi(09)) > Ur(#) parai = 0,1y U,, = (1 — ao)Up + Uy
Por el Teorema 3.3, Uy, Uy, y U,, pertenecen a Ug. Asimismo, del sistema (3.20)
se sabe que ¢;(0) = ¢;(6y),pi(0) = pi(6y), para i = 0,1. Sea o — (0, ¢ (0), pa(0))
el H-segmento que conecta (6), qo(6),po(0)) v (0, ¢1(0),p1(6)). Luego, combinando

el sistema (3.13) y la ecuacion (3.18), obtenemos

(ug,w)(8, q:(60), pi(60)) = (Ui, Us)(6) para i = 0,1
(Ua, U) (97 dag (9)?pa0 (9)) = (Uao’ Uao)(e)'

ASi, Goy ¥ Pap sOn continuas (Supuesto S4), y por el Supuesto S5, 7 es también

continua. Entonces, existe € > 0 tal que, para todo 6 € B(fy, ¢),

(0, 4o (), Pao (0)) < (1 — ao)m (8, qo(00), po(bh)) + (0, q1(6b), p1(6o))-

Consideremos dp = dA|p, ) /A(B(0,€)) una medida uniforme en B(fy,¢). En

consecuencia,

[1(Ua) = [ 7(6,0(60): oy 0)6),
< /@(1 — ap)m (6, qo(6o), po(bo)) + (8, q1(6o), p1(6o))dp(0)

= (1 — ag)IL(Us) + aoll(T).

Esto contradice la concavidad estricta de ﬁ, demostrando la implicancia deseada.

[]
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Capitulo 4

Tarifas de monopolio

En este capitulo aplicaremos el modelo general Principal-Agente en el estudio del
problema de seleccién adversa de un monopolio que determina tarifas no lineales.
Mostraremos como la convexidad abstracta contribuye también en el proceso de

encontrar soluciones explicitas.

Sea una empresa (Principal) que ofrece un bien o servicio ¢ a un conjunto de
consumidores (Agentes) que buscan maximizar su utilidad u. La empresa debe fijar
la tarifa p (transferencia) con el objetivo de maximizar sus beneficios m tomando

en cuenta las restricciones de participacion y compatibilidad de incentivos.

Supongamos que © = [0, 1], Q@ C R, abierto y acotado, P = (0, 7], con p < 400,
y 1 una medida de probabilidad uniforme sobre ©. Asimismo, sea la funciéon de

Y
utilidad (0, q,p) = 0% — p? y la funcién de beneficio 7(6,q,p) = p — q—, donde
o
€(0,1),¢ >0y o >0.

En este contexto los supuestos que garantizan la existencia de solucién 6ptima
se verifican directamente. No obstante, veamos algunos detalles en relacion a los

supuestos sobre la concavidad del problema. Asi, recordemos que en el Capitulo
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3.4 definimos al conjunto (cl(Q x P))y := (ug, u)(6, cl(Q x P)) C RZ, es decir,
@a@x o= { (T0L ) s () € at@x 1)}
Sean (), o), (1l u") € (cl(Q x P))g y definamos
(@0,3) 1= Bty ') + (1 — Bt ",

para todo 3 € [0, 1]. Luego

1y 1y 117y /1~y
()= 5 (0% ) + (- 5) (0L )
v Y Y v

(ﬁﬂ ca-pL g (QL y ) L(1-p) ("q— —p"¢))
Y Y Y Y
(Bw (L= B)g" 98"+ (1— )™

L= - (B + (1 ﬁ)p”¢)>

Como (g, p) € cl(Q x P), se sigue que (g, @) € (cl(Q x P))y, esto es, validamos el

Supuesto S6.

Por su parte, los H-segmentos se obtienen resolviendo la igualdad (3.18). En efecto,
para todo 6y € © y (qo, po), (q1,p1) € cl(Q x P) definimos el par (¢, po) tal que,
para todo « € [0, 1],

(ug, u) (0o, 4o, Pa) = (1 — ) (ug, u) (6o, go, po) + (g, u)(0o, g1, p1)-

Se sique que
Y Y 2 2 2 2
(q_a’00q£ —pﬁ) =(1-a) (Q_(),@OQ_Q —pg) +a (q—lyelq—l —p(f) .
g g g v v v

Por consiguiente, los H-segmentos que conectan (qo,po) y (q1,p1) vienen dados
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por

2=

(60, Ga Pa) = (90, ((1 —a)q) + Oéq¥> : <(1 — a)p) + ap‘f) ;) - (4.1)

Con esto se corrobora facilmente que el mapa o — u(0o, ¢a, pa) €s convexo, vali-

dando el Supuesto S7.

Ahora bien, para encontrar el 6ptimo del problema consideremos

(0, U(0), w(0)) := m(0, (qu, pu) (0, U(0),U(0)))

en el funcional del problema P;. Entonces, el programa viene dado por

[I]ré%{:ﬁ/@fr(e, U(0),w(0))du(0).

Relajemos el problema obviando la restriccion de convexidad abstracta. Entonces,

la empresa debe resolver

[ max /[O ROUORIOTI0
P, sujeto a

U(0) = wio),

U(0) > Un(0).

Observamos que es un problema de control 6ptimo con restricciones de desigualdad
(ver Capitulo 13.3 en Lomeli y Rumbos (2001)). Para este caso planteamos el

siguiente Lagrangiano:

L= 7(0,U0), w(0)) + M(0)w(d) + \a(0)(U(8) — Ur(6)).
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Luego aplicamos el principio de Pontryagin y obtenemos las siguientes condiciones:

L,=0
—}\1 = EU
U(0) = w()

Ur(0) — U(0) < 0,A2(0) > 0, 22(0)(Ur(0) —U(#)) =0

A1(1) =0.
Desarrollando tenemos
Tw(0,U(0),w(0)) + A1 (0) =0 (4.2)
—Ai(0) =7 (0,U(0), w(8)) — Aa(0) (4.3)
U(0) =w(0). (4.4)

Sabemos que
(0, U(0),w(0)) = pu(6, U(0), w(6)) — (9(6, U(0), w(6)))" ™" qu (6, U (6), w(B)).

Derivamos esta expresion con respecto a 6, y omitiendo temporalmente los argu-

mentos, conseguimos

Tw = Pud + PutrU + Duwth — GuCqq <qe +quU + qu) — ¢, <Qw9 + quuU + quw)

= (pww _quqz; _Cquw>w+ (pwU —CqqqUGuw _CquU) U+ (pwe —Cqqq69w _CquG) .

Asimismo, Ty = py — qu. Por consiguiente, reemplazando (4.3) y (4.4) en la

derivada de (4.2), tomando en cuenta en caso A\y(f) = 0, se llega al siguiente
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sistema:

h2(97 Ua w) h3(67 U7 w)
= 4.
v hl(ea Ua w)w - hl (67 Ua w) ( 5)
U=w, (4.6)
donde
(6, Uw) = 2200w~ U)32 — (0 — )y
v, v, w) = e w o—=7)7 w
1—9¢ 1_
hg(@,(]ﬂﬂ)z?(9((911)—(])45 2
1-— 1 2 1
hs(0, U, w) = —%Hw(ew —U)s % - 5(ew —U)s

Entonces, la solucién al problema de la empresa se obtiene de resolver el sistema

de ecuaciones diferenciales no lineales dado por

2(gy — U)o
W = Z_zd’g_Q o — (4.7)
(0 =)y "wr " = H0 (0w - U)?
Consideremos v = %, c=1y¢= % Luego, tenemos que
86 8
vt T oY
U =w.

Es decir, se llega a un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias con

coeficientes variables. Su correspondiente ecuacion de segundo orden es

80 . 8
B 1—492U+1—492U_0'

0

Para encontrar la solucion realizamos los cambios de variable U = 0v y © = h,
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obteniendo

: 2(1 — 862)
h=- 1 — 402 h,

la cual podemos resolver integrando ambas partes. Haciendo las operaciones ade-

cuadas la soluciéon viene dada por
U(0) = 10 + co (0 (log(1 + 20) — log(1 — 26)) — 1), (4.9)

donde ¢y y ¢3 son constantes del problema. Més atin, desarrollando los logaritmos
como series infinitas y operando los términos conseguimos la siguiente aproxima-
cion:

U(0) =~ c16 + c2(46% — 1). (4.10)

Por otro lado, cuando ¢ = 1 (caso cuasilineal) el sistema conformado por las

ecuaciones (4.7) y (4.8) se reduce a

2
w = = = (4.11)
(0 —7)y" "wr™
U=w. (4.12)
En efecto, la soluciéon viene dada por
— g —7 _o
0) = 20 — 1)o— 4.1

0(6) = 5 (26— )75 + (L), (113)

donde r(Uy) = Uy — ‘;T_J(—l)ﬁ, siendo Uj el estado inicial.

En este caso podemos corroborar la concavidad estricta de 7 a lo largo de los

H-segmentos descritos en (4.1), y asi garantizar la unicidad en la solucion. En
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efecto,

_

7T(97Q(X7p04) = Pa o

1 1\°

= (1 —a)po + ap: — p (((1 —a)qy + aq?)”)
]‘ g ag 1 7

> (1 —a)po+ap — — (((1 —a)gg + aql)“>
1

= (1= a)po +apr = —((1 = @)g§ + aq7)

10’ 10’
=1—-a){po——q | +a(p ——q]
o g

= (1 - OZ)?T(@, q07p0) + aﬂ-(ga qbpl)‘

Para obtener la desigualdad estricta se requiere que o > ~.

Otra de forma de verificar la optimalidad global del problema P, es haciendo
cumplir la concavidad clasica de 7 directamente sobre (U, w). En efecto, la corres-

pondiente matriz Hessiana para 7 es,

0 0
0 —3(2— Duwr~?

Para que sea semidefinida negativa se ha de cumplir nuevamente que o > 7.
Con esta condicion de concavidad consideremos ahora cualquier U(#) = w(f) €

C°([0,1]). Luego,
I(U) -1I(U) = /[01} 7(0,U(0),w(0)) — 7(0,U(0),w(9))du(0).

Como 7 es concava en (U(0),w(#)) para todo 6 € [0,1], a € [0,1], y (U(8),w(8)),
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(U(0),w(0)) se cumple que

#(60,a(T(0),w(9)) + (1 — a)(U(6), w(9))) > ait(6,T(6), w(6))
T (1— a)F(8,U(8), w(9))
<
#(60,T(6),w(8)) — 7(6,U(6), w(6)) > 70 (6, T(6), w(6))(T(9) — U(6))
T 7,(0,T(0),w(0)) (w(0) — w(6))

Esta equivalencia viene del teorema para funciones diferenciables concavas (ver

Teorema 2.17. en De la Fuente (2000)). Reemplazando este resultado obtenemos

I(U) - 1(V) 2/ 7y (0, U(0),w(0))(U(0) — U(0))+

[0,1]

(0, U (0),w(0)) (@(0) — w(®))du(t)

- /[01] —X1(9)(U(9) —U(9)) + (=i (0)(@(0) — w(8))du(8),

donde hemos incorporado las condiciones de control 6ptimo (4.2) y (4.3). Conside-
remos z(0) = U(0) —U(0) y 0(0) = jl(Q). Luego, integrando por partes, tomando

en cuenta la condicion de transversalidad (A(1) = 0), tenemos que

1

[, BOTO) - v6) = T0) - Ve )

_ /[O O @0) — w(®)du(o)

Reordenando se consigue que

/{0 RO T0) = U0) = R0 00) ~ w)du0) = 0

Es decir, II(U) — II(U) > 0. Por lo tanto, U es el 6ptimo global del problema P;.
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Ahora mostraremos que dicho 6ptimo es una funcién H-convexa. Esto se consigue
gracias al Teorema 2.1 sobre la conjugada abstracta de Fenchel-Moreau. En efecto,
para cualquier funcién potencial U convexa abstracta se debe cumplir que U =

U**, donde U™ es la segunda conjugada abstracta de Fenchel-Moreau.

En efecto, sea el potencial 6ptimo descrito en (4.13), luego su primera conjugada

abstracta es

—x v g — _o
U (q) = sup {0% — 2077(20 — 1) — T(Uo)}.

El supremo se alcanza con 6 = q 5 T3 y con ello obtenemos que
U (q) Lo Lo (Uo) (4.14)
= —q" —r . .
q 20q 27q 0

Asi también, la segunda conjugada abstracta viene dada por

{ %QU—FT(UQ)}.

Eligiendo ¢ = (26 — 1)ﬁ, el valor optimo viene dado por

T7(6) = 25— (26 = D75)" = 50 (20 = 1)759)7 +1(00)
= %(2@ —1)7 — %(29 —1)77 + r(Up)
- “2;77@9 — 1757 + r(Up)
=U(0).

Finalmente podemos afirmar que U es el 6ptimo del problema bajo restricciones

H-convexas, pues se han garantizado las condiciones necesarias y suficientes para
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dicho resultado. Por lo tanto, se cumple que

U = arg max ﬁ(U)
Uelr

El modelo anterior se puede extender para contratos en dimension infinita, ha-
ciendo que la tarifa y el consumo dependan del tiempo. Esto es posible gracias al
trabajo reciente de Carlier y Zhang (2020), quienes probaron que existe solucion
al problema general bajo minimos requerimientos (principalmente para el espacio
de decision), utilizando herramientas matematicas provenientes de sus trabajos

por separado citados anteriormente.

Supongamos, con mayor grado de aplicacion, que se modela las decisiones de una
compaiia de distribuciéon! de energfa eléctrica que satisface a un subconjunto
de consumidores industriales que emplean la energia en su propio proceso de

produccion (Alasseur et al., 2018).

Existe un continuo de tipos de clientes industriales representados por 6 € © =
[0,1]. Las preferencias de estos individuos se expresan a través de la siguiente

funcién de utilidad total
ut0.0.0) = [ (w(t.0.0) - Pl (4.15)
T

donde w;(t, 0, q) = 20b(t)q? es la funcién de utilidad instantdnea sin considerar la
tarifa como variable. En la teoria econémica u; se denomina funcién de utilidad
tipo CRRA, por sus siglas en ingles de Constant Relative Risk Aversion, siendo la
utilidad marginal decreciente una de sus caracteristicas sobresalientes. La funciéon
b:T — R, es un mapa continuo que representa las preferencias temporales y es
comun para todos los tipos; asi por ejemplo, todos prefieren consumir (al mismo

tiempo) durante el dia en lugar de la noche. Adicionalmente, el horizonte temporal

1La empresa puede producir la energia o adquirirla de otra empresa en el mercado de gene-
racion de electricidad.
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de suscripcion del contrato se representa por 7' = [0, 1].

Otro dato relevante es que el consumidor industrial tiene la posibilidad de no
consumir lo ofrecido por la empresa, puesto que puede sustituir dicho consumo
por otra fuente de energia, situaciéon que no es tan habitual en consumidores

residenciales.

Por su parte, la densidad de los tipos es uniforme y la utilidad de reserva de los
tipos se normaliza a cero. Asimismo, el beneficio de la empresa en cada periodo

de tiempo esta dado por

(Xq)?
2

m(t,0,q,p) =p — c(t)

donde ¢ : T'— R, es continua en t y Xq := / qdp(6). Observemos que la funcion
de costos de la empresa depende de la prodl?cci()n (demanda) agregada. En esta
modelacion el costo de produccion no es igual a la suma de los costos de produccion
de las demandas individuales, es decir, los rendimientos a escala son decrecientes
(Costos medios de largo plazo crecientes). Esta modificacion, que es especifica en
el caso de la industria de energia eléctrica, asi como la introduccion del tiempo,

hace que esta aplicacion se distinga del resto.

La razon de esta estructura particular de costos es que almacenar o producir
energia adicional, cuando la producciéon alcanza su limite respecto a la demanda
agregada (a razon de las horas pico) conlleva a una mayor complejidad tecnologica,

y por tanto se vuelve particularmente mas cara la produccion.

Antes de resolver el problema se requiere adecuar el entorno matemaético de los
capitulos anteriores, empleando nuevas definiciones y modificando algunas propo-
siciones, lo suficiente como para obtener los resultados explicitos esperados, y que

son necesarios por la introduccion de la dimensién temporal.

Definiciéon 4.1. Una estratégia de consumo admisible es un mapa Borel medible
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q: T — R,. Al conjunto de mapas admisibles lo denotaremos por Q.

: un menu reci ropu r rincipal. Con
Sea TxQ — R, enu de precios propuesto por el cipal. Con esta
informacion los consumidores determinan 6ptimamente su nivel de consumo de

energia eléctrica resolviendo el siguiente problema:

U0) = sup | (u1(1.0.9(0)) = pit. a(0) (4.16)

Este ment de precios p debe satisfacer la restriccion de Racionalidad Individual
(RI) dada por U(f) > 0 para todo § € ©, la cual se expresa alternativamente
por el conjunto de todos los individuos que aceptaran el contrato propuesto por
la empresa, es decir,

Op):={0€6:U(0) >0}. (4.17)

De otro modo, cuando U(f) < 0 el tipo # no acepta el contrato y opta por otras
opciones contractuales. Mientras tanto, en este ejemplo se obviara la restriccion
de Compatibilidad de Incentivos (CI) para simplificar los calculos y centrar la
atencion en el procedimiento matematico que involucra los elementos abstractos

de la convexidad.

Definicion 4.2. Una tarifa p : T x Q — R, se dird admisible, si satisface las

siguientes condiciones:

1. Para todo (t,0) € T x O(p) el subdiferencial abstracto *U, (¢, #) es diferente

del vacio, donde U; representa al potencial instantaneo.

2. El mapa 0 — U, (t,0) es continua en O, Lebesgue diferenciable en casi todo

punto, para todo t € T, y ademaés satisface

/T /9 Uy (£, 0)|dpa(8)dt < +o00.
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3. Seaq: T x © — R, dado por

Gw®=<%%?>, (4.18)

entonces p restringido al conjunto {(t,q) € T'x Q : 30 € O(p),q = q(¢,0)}

es H-convexa. Al conjunto de tarifas admisibles lo denotaremos por P.

Hemos definido la condiciéon para la convexidad abstracta de p, pues de esa manera
podemos caracterizarla completamente a través de su conjugada abstracta U;. En
este caso, consideramos que las tarifas admisibles p sean H-convexas solo en la pre

imagen de ©(p) y no en el conjunto total de consumo admisible Q.

Definicion 4.3. Sea el mapa U; : T' x © — R, luego la H-conjugada, denotada
por UF : T x Q@ — RU {400} esta definida por

U (t,q) :==sup{ui(t,0,q) — Ui(t,0)} para todo (t,q) € T x Q.
00

El siguiente lema es una adecuacion del Teorema 2.1. de Fenchel-Moreau.

Lema 4.1. La funcion Uy : Tx©O — R es H-convexa si y solo si Uy (¢, 0) = Uy*(t, 6)
para todo (t,0) € T' x ©. Siendo U;* la segunda H-conjugada de U;.

Demostracion. Presentaremos una prueba alternativa a lo ofrecido en el Capitulo
2. Asi, para cualquier U; : T'x © — R probaremos que Ui (t,q) = U™*(t,q)
para todo (t,q) € T x Q. En efecto, por definicion de H-conjugada, para todo
(t,g) €T xQ,

Uf(t7 q) = Sup{ul <t7 97 Q) - Ul (tv 0)}
0cO

Similarmente,

Uf*(ta 9) = Sup{ul (ta 97 q/) o iuI@){Ul <t7 97 Q) - Ul (ta 9)}}
S

q7eqQ
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Ul***(ta 9) = Sup{ul (t7 9/7 q/) - Sup{ul (tv 97 q/) - Sup{ul <t7 97 Q) - Ul (ta 0)}}}
0'cO q€qQ 0cO

Por propiedades basicas de los operadores supremos se obtienen las siguientes

relaciones:

U (t,0) = sup inf sup{ui(t,6',q) —ui(t,0,q") +ui(t,0,q) — Ui(t,0)}
0'co 7' €Q gco

= sup inf sup{u(t,0',q) —ui(t,0,q9) +ui(t,0,9) — U:(t,0)}, (¢=14)
0'co 9€Q gco

— sup fuf sup{us (1., 4) — Ui(t,6))
0'c0 9€C 9O

<sup{ui(t,0,q) — Ui(t,0)}
=)

= Ui(t,q).

La desigualdad contraria se obtiene reemplazando 6§ = € en el procedimiento

anterior. ]

Lema 4.2. Sea U; : T x © — R una funcion potencial tal que 0 — U (¢, 0) es no

decreciente y convexa. Entonces U; es H-convexa.

Demostracion. Segun el lema anterior la convexidad abstracta es equivalente a

afirmar que U (t,0) = U;*(t,0), por consiguiente

Ur(t,0) = sup {ui (1,0, q) — sup{u(t,0,q) — Ur(1,0)} |
q€Q 0cO

= sup {29'b(t)q% — sup{260b(t)qz — Uy(t, 9)}}
qe@ 6co

_ i 1200 — 0)b(t)qg2 + U, (L. 0
3256%21{ ( )b(t)q2 + Uy (t, )}}

Como U, (t,0) es convexa en 6, se sigue que para todo (t,6,q) € T'x[0,1] x (0, +00)

la expresion 2(9’—0)b(t)q%+U1 (t,0) es convexa en 0, con (t,8) fijos, y cuasiconcava
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con respecto a ¢ en el conjunto (0, 4+00). Luego, como [0, 1] es convexo y compacto
podemos emplear el teorema minimax de Sion (ver Teorema 3.4 en Sion (1957)),

obteniendo la siguiente igualdad:

sup min {2(9’ — 0)b(t)q® + UL(t, 9)}} — min sup {2(9’ — 0)b(t)q? + UL(t, 9)}}

q>0 96[071] 06[071] q>0

— mf loog + Ui (L. 0
egl[g]g]{Jroo o0 + Ui(t,0)}

= Uy(t,0).

o 1 .
En este procedimiento, calcular el supremo con 2¢2 es lo mismo que hacerlo con

q, es decir,

sup min {2(9' —0)b(t)gt + Uy(t, 9)}} — sup min {(9' —0)q + Uy(t, 9)}},

q>0 06[071] q>0 06[071]

la cual corresponde a la conjugada convexa clasica, obteniendo asi el resultado

deseado por el teorema de Fenchel-Moreau. O

Resolviendo el problema de los consumidores

Utilizando el teorema de intercambio entre el operador supremo y el de integracion
(ver Teorema 14.60 en Rockafellar y Wets (1998)) el problema del consumidor

(4.16) resulta en un problema de optimizacion puntual. En efecto,

U(6) = sup / (ur (1,0, (1)) — p(t, q(t))dt

qeQ

N /TSUP(ul(t’ 0,q(t)) — p(t,q(t))dt.

qeQ

Es decir, el potencial de todo el horizonte de tiempo U es la suma de los potenciales

instantaneos.

U(6) = /T Uy (t, 0)dt. (4.19)

Ahora probaremos que q(t,0), de la expresion (4.18), es el 6ptimo para todo 6 €
O(p) y para todo t € T
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Asi, segtin la Definicién 4.2, con p € P se satisface que 0"U,(¢,0) # () para
todo (t,0) € T x ©(p). Por lo tanto, existe una estrategia de consumo, llamese
q:T — R, que pertenece a 9"U|(t, ) para casi todo t € T. Introduciendo esta

senda de consumo en la optimizaciéon de cada periodo obtenemos

Ul (t7 9) = U (tv 97 q(t)) - p(t> a(t))dt
= 20b(1)q(t)% — p(t,q(t))dt (4.20)

Sabiendo que u; no depende de # cuando ¢ = 0, el teorema de la envolvente
asegura que 0 — Uj(t,0) es Lebesgue diferenciable en casi todo punto, y que para
todo (t,6) € T x ©(p)

U,(t,0) = 2b(t)g(t)?.

(NI

(4.21)
Despejando obtenemos la expresion (4.18).

Es conveniente ahora redefinir el conjunto de consumidores que aceptan el contrato

O(p), empleando la funcién potencial U, esto es,
O(p) = O(U,) := {9 €0:U0) = /TUl(t, 0) > O} . (4.22)
Puesto que U es no decreciente en 6, entonces, para todo 0y € [0, 1],
/TUl(t,Gg)dH > 0= /TUl(t, 0)df > 0, para todo 6 > 6.

El conjunto ©(U;) tiene necesariamente la forma ©(U;) = [y, 1], donde 6, € [0, 1]

es una incognita que se determina verificando que U(6y) = / Ui (t,6p)dt = 0.
T
Resolviendo el problema del principal

La tarea del principal es elegir una tarifa admisible p € P que resuelva el siguiente
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problema:

s [ [ [ pteateonaue) - ([ a(t,e>du<9>)2] a. (423)

Incorporando (4.20), (4.21) y (4.22) podemos expresar II en términos del potencial
instantaneo U;. En efecto, omitiendo los argumentos de las funciones y haciendo

© := O(U,), tenemos

2

N2
. C U1
IT:= sup/ / U, — Uy ) dpy — = / — | du dt. 4.24
pEP JT @( ' 1) 2 5\ 20 ( )

La segunda condicién de la Definicion 4.2 asegura que la derivada del potencial U
pertenezca a un conjunto mas especifico. Para ello, sea U el espacio de funciones
potenciales U; tal que, para todo t € T, § — U;(t,0) es continua, no decreciente,

y satisface

/T /9 Uy (£, 0)|dpa(8) dt < +o00,

Volvamos a escribir el problema del principal ahora para funciones U; en U.

2

. 2
~ . C U1
II:= — - = — . 4.2
mh s ([(3) @) [« om

En general se satisface que II > 11 La relajacion del problema esta bien definida
desde que los potenciales en U son no decrecientes con respecto a 6 y por lo tanto

Lebesgue diferenciable en casi todo punto. Ahora el objetivo es calcular IL.

El problema de eleccion del potencial U; € U puede pasar primero por resolver el

problema de encontrar 6y € [0, 1], esto significa que debemos optimizar sobre los
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potenciales definidos en [y, 1]. Asi, el problema (4.25) puede escribirse como
2

N 2

- . U

II:= sup sup / / (0U1 — U1> dp — ¢ / - du dt
00€[0,1] U1€U(00) JT | J[60,1] 2 [60,1] 2b

(4.26)
donde

U(eo) = {Ul ceU: U(00> = /I;Ul(t,eo)dt = O} = {Ul ceu: @(Ul) = [00,1]}

La formulacién anterior permite reducir el problema a una dimensién. Integrando
por partes (4.26) y tomando en cuenta el dato de la distribucién uniforme de los

tipos, para todo 6y € [0, 1] y para todo U; € U(6yp), obtenemos

2

. 2
/ / (20 — 1)Ud6 — < / Y ao) | at+ 0 — 1)/ U (t, 00)dt,
7 | Ji60.1] 2\ Jigoy \ 20 T

donde el dltimo término integral es cero, acorde a la definicién de U(fy). Final-

mente, el problema relajado se reduce a

2

T\ 2

_ . ot

II:= sup sup / / (20 — 1)U, df — ¢ / —L | do dt
00€[0,1) U1€U(00) JT | J[60,1] 2 [60,1] 2b

= sup sup Wy, (Uh).
00€[0,1] Uy €U(6)
Analizando los elementos de Uy, esta resulta ser continua, Fréchet diferenciable,
y concava. Luego, para todo U; € LY(T x [0,1]), la derivada de Wy, resulta en la

expresion

\\ ~
Moy _ // (20 — 1)U, dfdt—
oUy T J[60,1]

2 . 2
// 2<i) UU,.c / Y ao | agar.
T J[6o,1] 2b [00,1] 2b
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Debido a la concavidad de Wy, la condicién necesaria y suficiente de optimalidad

con 6y fijo es %791 < 0, para todo 171 que pertenece al cono tangente del conjunto
1

cerrado U(fy) en el punto Uy, el mismo que se denota por Ty gy (U1). En efecto,

juntando las integrales y factorizando la expresion U 1(t,0) en la anterior derivada,

para todo U, € Tu0)(Ur)) v casi todo (t,0) € T x [0y, 1], se sigue que

. 2
~ 1 2 U1 .
20—1) —2c| — — <0.
U1 ( 0 ) C(Qb) /[9071] (2b) do U1 _0

Esto significa que el 6ptimo U; € U(6y) debe verificar

262 méx{20 — 1,0}
. 2 :
c/ ﬂ do
00,1] \ 20

Observemos que la funcién U; es constante o lineal con respecto a 6, en ambos

U, = (4.27)

casos U; resulta ser convexa y no decreciente. Entonces U; es H-convexa, segin
el Lema 4.2, asi como lo es también p por definicion. Luego U; es la H-conjugada

de p y en consecuencia p € P, con lo cual se concluye que Il = II.

Reagrupemos convenientemente (4.27) y elevemos al cuadrado para obtener

N 2 2 0\ 2
c\ 2 Ui Uy [ 2
- — | db — | = 20 — 1 :
(5) /[90,1] (2b> <2b) mix{20 = 1.0}

Integrando conseguimos que

N2
c\ 2 / Ul / ’ 2
- — | do| = méx{20 — 1,0}°d6.
<b> [00,1] <2b> [60,1]
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Wl

%
(/ max{20 — 1, 0}2d9) , con lo cual
[00,1}

. 2
/ Y} a0 = s, 00).
00,1] \ 20

Haciendo los reemplazos en el funcional IT obtenemos

Luego, sea s(t,0y) := (g)

C

- 20° méx{20 —1,0} = ¢ ,
0oel0,1] JT [90,1]( ) 05(75,90) 9 ( ( 0))

— sup /T [QC(s(t,HO))Q—g(s(t,HO))Q] dt

0o€[0,1]
3
~ swp / 3€ (1, 00)) 2.
boc0,1] JT 2

Observemos que el argumento del supremo es una funcién continua que alcanza

su méximo sobre el compacto [0, 1] para algin 0o. Ademas,

b\ 3

5(t,00) = (5) 7 (% (1 — max{26, — 1, 0}3))é

es nodecreciente en [0, %] En consecuencia

II= sup /T§(s(t,90))2dt (4.28)

b
= sup /—jdt / méx{260 — 1,0}%d0
fo€[.1] T C3 [60.1]
4 2
bs 1 , 3 )’
= sup /—1dt — (1 — max{26, — 1,0}?) (4.29)
0o€(3,1] T C3 6

= sup g(6y). (4.30)

906[%71]

Derivando g obtenemos
) i (1 =
29 —/ Tt = (1 max{20, — 1,0%) ) max{26, — 1,0}2.
(9(90 T C3 6
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Se observa que la derivada es decreciente en (%, 1], lo cual implica que es concava.
Por lo tanto, el 6ptimo resultante §, es tinico. Con este valor 6ptimo procedemos a
encontrar la forma explicita del potencial U;. Esto se consigue integrando ambos
lados de (4.27), obteniendo

Uy(t,0) = (%)3 <é (1 — méx{20, — 170}3)>

5 212 (4)
c(t)

/ max{20 —1,0}dh. (4.31)
[5079]

La solucion viene dada por
Ui(t,0) = m(t) (max{20 — 1,0}* — (20, — 1)*) (4.32)

donde

Wl

i) = (325))3 (1— (20— 1)°)

Tomando en cuenta la ecuacion (4.20) se verifica que para ¢ > 0 la expresion
p(t,q(t,0)) = 20b(t)qz — Uy(t,) es concava en [0, 1], entonces alcanza su méximo

en el punto

=\ 1 b(t) 1
49((]) = 1q>(2m(t))2 + 5 (]_ + —q ) 1q<(2m(t))2.

10) 2m(t) 10

Finalmente, la tarifa 6ptima tiene la siguiente forma:

) _ 2
2b(t)q2 + m(t) (200 — 1)* — 1) , si ¢ > <QZZS)) ’

b(t)q% + f;(a))q +m(t)(20y — 1)?, otro caso.

Note que para todo (¢,0) € T x [0, 1], el mapa ¢ — 2b(t)0q2 —p(t, ) es decreciente
en R, sif < %, y es concava en R, si 6 > % Por lo tanto, este logra su méximo
en el punto

q(t,0) = (?—?) (20 — 1)2196(%71].

La tarifa tiene un componente lineal y no lineal respecto del consumo de energia
eléctrica. El primero refleja la relacion contemporanea entre el consumo y el precio;

y el segundo opera solo cuando el consumo es lo suficientemente alto, y se disena
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para ponderar a los agentes de consumo elevado a través de incrementos marginales

de precio también elevados.

Aunque menos notorio, el hecho que la tarifa 6ptima no tenga un componente
independiente del consumo, que refleje la tarifa de entrada o de suscripcion de
contrato, se debe al supuesto de utilidad de reserva de los tipos normalizada a
cero. Ademas, la relacion del precio con el tiempo indica el ajuste que la empresa

realiza en situaciones como por ejemplo el consumo en horas pico.
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Conclusiones

1. En los capitulos 1 y 2 desarrollamos el modelo estandar Principal-Agente
con seleccion adversa y los conceptos basicos de la convexidad abstracta,
respectivamente. Por un lado, se evidencia que el modelo P-A es un proble-
ma de optimizacién con restricciones de incentivos y participacion, donde el
supuesto single-crossing juega un rol esencial para determinar la suficiencia
de la condicion local de incentivos. Por otro lado, la convexidad abstracta
extiende de manera natural la teoria clasica de la convexidad. En ambos
casos se busco facilitar la comprension a los lectores que no estan familiari-
zados con las ideas de la economia de la informacion y los nuevos elementos

matematicos.

2. Los resultados centrales de la tesis se demuestran en el Capitulo 3, tomando
como base los trabajos de Carlier (2001) y McCann y Zhang (2018), quienes
aprovecharon las conexiones entre la teoria del transporte y los modelos de
incentivos. Asi, establecimos la equivalencia entre implementabilidad y con-
vexidad abstracta de la funciéon potencial, de este modo mostramos que el
modelo general Principal-Agente se reescribe como un problema variacional
con restricciones de convexidad abstracta. Haciendo uso de seis lemas, prin-
cipalmente sobre convergencia de la funcién potencial convexa abstracta, se
prueba que existe soluciéon 6ptima para el problema planteado, empleando
herramientas de analisis real y anélisis convexo abstracto. Considerando su-

puestos adicionales de convexidad en las funciones de utilidad se muestra

83



que la concavidad del programa es posible. Esto permite encontrar caracte-
risticas basicas de la solucion 6ptima y facilita en gran medida el desarrollo

computacional.

. El estudio de una empresa monopolica que enfrenta problemas de seleccion
adversa se desarroll6 en el Capitulo 4 a modo de aplicacién. Asimismo, to-
dos los procedimientos realizados se pueden replicar para cualquier problema
que sea descrito en el marco del modelo general P-A. Se destaca la impor-
tancia de los elementos abstractos de la convexidad en el proceso de célculo
de soluciones, contribuyendo al objetivo de encontrar soluciones explicitas.
De ese modo, la determinacion de tarifas no lineales se puede estudiar con

bastante detalle.

. Finalmente, los lectores de las areas de ciencias y teoria econémica pueden
encontrar en esta tesis un punto de partida para continuar con el desarrollo
reciente de investigaciones que emplean la teoria de la convexidad abstracta,

fortaleciendo el vinculo entre la economia y las mateméticas aplicadas.
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