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RESUMEN

En la actualidad el Algebra Homoldgica es una materia de investigacién en las
Matematicas, una parte importante de €l se llama Sucesiones Espectrales. En la Tesis
se estudiara dichas sucesiones para ver isomorfismos entre homologias de complejos de

cadena filtrados; funtores derivados de un funtor compuesto con sucesiones espectrales
de Grothendieck.

En el presente trabajo se demuestra el resultado:
Si un morfismo entre dos complejos de cadena filtrados induce un isomorfismo entre los
limites de las sucesiones espectrales asociadas y las filtraciones son homolégicamente
finitas, entonces las homologias de los complejos de cadena filtrados son isomorfas.
Ademas se describe los funtores derivados derechos de un funtor compuesto de fun-
tores covariantes aditivos entre Categorias Abelianas a través de la sucesion espectral
de Grothendieck.

El desarrollo utiliza nociones y resultados de homologia de complejos de cadena fil-
trados, filtracion homologicamente finita, lema de serpiente, lema de herradura,funtores
derivados, sucesiones espectrales y su convergencia finita en categorias abelianas.
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Introduccién

En el presente trabajo se estudia un problema de existencia y de convergencia
finita de sucesiones espectrales asociadas a complejos filtrados, el problema ha sido
planteado por Doctor Christian Valqui, quién tiene como campo de investigacién el
area de Algebra. En mi tesis de Licenciatura he desarrollado Teoria de Galois ge-
neralizado, esta experiencia en algebra me indujo a asumir como un reto la curiosidad
de conocer las sucesiones espectrales (inventada en los anos 1940 independientemente
por R.C. Lyndon y J. Leray) y se da la motivacién de la investigacién por su utilidad
debido a que estas sucesiones tienen aplicaciones importantes en topologia algebraica,
geometria algebraica, algebra, K-teoria algebraica y teoria de ntimeros.

En la literatura se encuentra informaciones acerca de la sucesion espectral:

= Lyndon inventé para calcular los grupos de cohomologia de grupos abelianos
finitos.

= Habiendo inventado Serre calculé grupos de homotopia. También usé para cal-
cular los grupos de cohomologia de los espacios en una fibracién.

» Para calcular cohomologia de haces, Jean Leray introduce en [11] una técnica de
calculo conocido como la sucesiéon espectral de Leray.

= En geometria algebraica se utiliza la sucesion espectral de Leray, donde se usa
para analizar ciertos isomorfismos birracionales entre superficies.

= La sucesion espectral de Quillen sirve para calcular la homotopia de un grupo
simplicial.

Las sucesiones espectrales dan informacion sobre los grupos de homologia y homotopia,
pero ellas no son algoritmos excepto en algunos casos particulares. Sin embargo, existe
el método de homologia efectiva que proporciona algoritmos para el cdlculo de grupos
de homologia de espacios complicados ([5]).

Especificamente se desarrollara los siguientes:

Objetivos

1. Dar condiciones bajo las cuales un isomorfismo entre los términos E., y E’
de dos sucesiones espectrales asociadas a complejos filtrados C''y C’ induce un
isomorfismo entre H(C') y H(C"), para probar formalmente este resultado.

2. Describir los funtores derivados de un funtor compuesto a través de la sucesion
espectral de Grothendieck.



Se trata en la tesis esencialmente un problema de sucesiones espectrales de existencia
y convergencia finita. Un ejemplo que se mostrara de tales sucesiones es la sucesién
espectral de Grothendieck, estas sucesiones convergen finitamente, por eso es posible
tratar el limite de dichas sucesiones, y se establecerd que dicho limite involucra funtores
derivados de un funtor compuesto de dos funtores aditivos entre categorias abelianas.
Esto indica que se requiere nociones de funtores derivados, éstos se hallan mediante
resoluciones inyectivas de un objeto. De hecho, estas resoluciones son complejos de co-
cadena sobre una categoria abeliana. Ademas, por definicion, el término siguiente de
la sucesién espectral se obtiene del término tomando la homologia; en consecuencia,
queda localizado el contexto de la sucesion espectral en una categoria abeliana o en
una categoria donde tenga sentido hablar de nicleo y conticleo de morfismos, de modo
que el concepto de homologia esté definido.

A continuacién, se presenta la descripcién del contenido por capitulos:

Se comienza el capitulo 1 con una introduccién de moédulos y categorias para facilitar
la comprension revisando nociones necesarias de la teoria de médulos; y con respecto
a categorias para familiarizar con la teoria y simbologias. Las restantes seis secciones
sirven para introducir nociones y resultados sobre el concepto principal de categorias
abelianas. En la seccién 2 se define el principio de dualidad, el cual es una herramienta
para trasladar resultados de una categoria a su opuesta y es de utilidad para establecer
resultados duales. En tanto que, en la seccion 4 se conseguira a partir de un morfismo
de complejos de cadena un morfismo entre homologias de dichos complejos de cadena,
y esto permite entender cémo es un isomorfismo entre homologias de complejos de ca-
dena. En la seccién 6 se definen y se dan ejemplos de funtores aditivos que son de gran
importancia para el estudio de funtores derivados y ademas se proporcionan ejemplos
de categorias abelianas.

El capitulo 2 esta dedicado al estudio de funtores derivados de funtores aditivos entre
categorias abelianas. En la seccion 1 se introducen los conceptos de objetos proyectivos,
objetos inyectivos y homologias de complejos de cadena sobre categorias abelianas. En
la seccién 2 se construyen sucesiones exactas largas de homologias y en la seccion 3
se estudian homotopias entre aplicaciones de cadena, llegando a establecer cuando dos
complejos de cadena son del mismo tipo de homotopia. La seccién 4 trata resoluciones
proyectivas, resoluciones inyectivas que son herramientas para definir funtores deriva-
dos izquierdos y funtores derivados derechos, respectivamente.

El capitulo 3 expone el desarrollo de los dos objetivos de la tesis. Introduciendo
conceptos de objetos diferenciales, sucesiones espectrales, pares exactos, objetos dife-
renciales filtrados, complejos de cadena filtrados y filtraciones homoldgicamente finitas;
estableciendo el resultado principal (Teorema 3.3.9) se realizara para dos complejos de
cadena filtrados la transferencia del isomorfismo entre los limites de dos sucesiones es-
pectrales asociadas a un isomorfismo entre las homologias correspondientes.

Para lograr el segundo objetivo, se propone describir funtores derivados derechos de



un funtor compuesto de dos funtores covariantes aditivos entre categorias abelianas
a través de la sucesion espectral de Grothendieck, de modo que la seccién 4 estudia
complejos de cocadena filtrados; mientras que la secciéon 5 esta destinada a la construc-
ciéon de la sucesién espectral de Grothendieck, la idea central para tal construccién
serd obtener un complejo doble de cocadena positivo de objetos inyectivos, usando
resultados obtenidos en los capitulos anteriores, resultados de complejos dobles de co-
cadena (con cohomologia nula en sus columnas) y el lema de herradura.

Se finaliza este trabajo estableciendo Teorema 3.5.21 de Lyndon-Hochschild-Serre,
este resultado permite calcular el grupo de cohomologia utilizando sucesiones espec-
trales. De hecho con esto se ha mostrado una de las utilidades de sucesiones espectrales.



Capitulo 1

Categorias Abelianas

1.1. Introduccion de Modédulos y Categorias

En esta seccion se incluye definiciones, notaciones y resultados basicos de modulos
y categorias que se usaran en el presente trabajo.

1.1.1. Modbdulos

Uno de los objetivos de la tesis es inducir o trasladar el isomorfismo, luego es nece-
sario introducir el concepto de isomorfismo comenzando por ejemplo con el isomorfis-
mos entre moédulos. Para tratar esta estructura algebraica de moédulos es conveniente
recordar las nociones y propiedades de grupos abelianos aditivos y anillos. Exponiendo
gradualmente la teoria en esta parte, se introduce el concepto de isomorfismo entre
modulos y se enuncian algunos resultados que seran utilizados.

Grupo Abeliano (Objeto de 2Ab).- Un grupo es un conjunto G con una operacién
binaria o que satisface los tres axiomas siguientes:

(G1 : La operacion o es asociativa en G.

G2 : Existe (identidad) e € G tal que eog=goe =g, Vg € G.

G35 :Paracada g€ G, existe gl € Gtalque g tog=gog ' =c.
Si ademas se cumple a o b =boa, Va,b € G, se dice que G es un grupo abeliano. Mas
adelante se vera que la coleccion de grupos abelianos denotada con 2(b tiene estructura
algebraica llamada categoria.

Anillo .- Un anillo es un conjunto R con dos operaciones binarias suma (+) y mul-
tiplicacién (%) que cumple los tres axiomas siguientes:
Ry : R es un grupo abeliano bajo +
Ry : La multiplicacién es asociativa.
R3 : Se cumplen las leyes distributivas
rx(s+t)=rxs+rxt,
(r+s)xt=rxt+sx*t;, r,s,t €R



Si ademaés existe 1 # 0 en R, tal que 1 xr =r*x1=1r, Vr € R, se dice que R es un
anillo unitario. Este tipo de anillo se denotara con A.

= Se escribird en lo que sigue r x s = rs.
= Una aplicaciéon f: R — S de un anillo R en otro S es un homomorfismo de

anillos si preserva la suma, multiplicacién y elemento identidad multiplicativa; esto es,
Vry,r9 € R se cumplen a la vez:

flritra) = flri+r)
flrira) = f(r1)f(r2)
f(lg) = 1g siempre quelg # 0 es la identidad multiplicativa de S.

Anillo de endomorfismos de un grupo abeliano aditivo .- Sean M un grupo
abeliano aditivo y End(M) = {f : M — M / f es un homomorfismo}. Si se definen
las dos operaciones binarias por f+ gy fg en End(M) mediante

(f +9)(n) = f(m) +g(m) y (fg)(m) = f(g(m)) para todo m € M, se prueba que
End(M) es un anillo unitario.

Definicién 1.1.1 (A-médulo izquierdo) (Objeto de WV, ).- Un A-mddulo izquierdo
es un grupo abeliano M (bajo la suma) provisto de un homomorfismo p : A — End(M)
de anillos, definido por p(r)(m) =rm; ¥Vr € A, Ym € M.

La parte del homomorfismo de anillos significa que se cumplen las cuatro siguientes
condiciones:

(ri1+re)a = rma+raa
(rira)a = ri(rqa)
la = a
r(a; +as) = ra; +ray paratodo r,1m,79 € A;y todo a,ai,ay € M.

Se denota por A al anillo opuesto del anillo A. Los elementos A\? € AP son AP = A
de A, asi (A?,+) vy (A, +) son isomorfos como grupos abelianos. La multiplicacién en
A en base a la de A es dado por A\{PA” = (AA1)°?. Naturalmente son lo mismo los
conjuntos subyacentes de los anillos A y A% .

A-médulo Derecho (Objeto de M} ).- Un A-médulo derecho M es un

A°P-médulo izquierdo.

Esto es, M es un grupo abeliano provisto de un homomorfismo de anillos

P AP — End(M) definido por p'(r°?)(m) = rPm; VroP € A? YVm € M.

» Un subconjunto A" de un A-médulo A es un submédulo de A si A’ tiene estructura
de un A-modulo heredada de A.



s Si A" es un submddulo de un A-médulo A, entonces el grupo cociente
A" = AJA’, cuyos elementos son a + A’ con a € A, admite una estructura
de A-médulo definiendo el homomorfismo de anillos p : A — End(A/A") por
p(r)(a+A") =ra+ A
El A-médulo A/A’ se llama médulo cociente de A por A’

= Si Ay B son A-médulos izquierdos, un homomorfismo de A — médulos
¢ : A — B es un homomorfismo de sus grupos abelianos subyacentes tal que
o(ra) =re¢(a),Ya € A,¥r € A. El conjunto
Homp(A,B) ={f:A— B/ fesun homomorfismo de A-médulos} es un grupo
abeliano bajo la suma.

Definicién 1.1.2 Se dice que un homomorfismo f: A — B de A-mddulos es:
i) monomorfismo si f es inyectiva (como funcion).
i1) epimorfismo si f es sobreyectiva (como funcion).
iii) 1somorfismo si f es un monomorfismo y epimorfismo.

» Si f € Homa(A, B) es un isomorfismo, entonces se dice que A y B son
A-médulos (o simplemente médulos) isomorfos y se denota por

f
f.A~B AXBoA~B.

= Es importante mencionar el siguiente resultado de A-mddulos:
Si B y C son submédulos de un A-mdédulo A tales que C' C B, entonces
A/B=(A/C)/(B/C).

Definicién 1.1.3 Dado ¢ : A — B un homomorfismo de A-mddulos se definen:
i) el nicleo de ¢ como Ker(¢) ={a € A/ f(a) =0}.
it) la imagen de ¢ como Im(¢p) ={b€ B /b= f(a), para algin a € A}.

B
 Im(¢)’

Son conocidos de la teoria de médulos los siguientes resultados:

i11) el conicleo de ¢ como Coker(¢) = B/Im(¢)

s Ker(¢) es un submédulo de A.
= Im(¢) es un submédulo de B.
. AJKer(d) = Tm(6).



1.1.2. Categorias

El problema mencionado de trasladar un isomorfismo para las homologias se localiza
en la estructura algebraica llamada cATEGORIA por ser una identificacién de objetos me-
diante un morfismo especial como lo ilustra el isomorfismo de moédulos. La localizacién
del problema, indica que es necesaria la familiarizacién con la teoria y simbologias de
categorias; entonces se introduce la nocién de categoria como una abstraccién general
de conjuntos, grupos abelianos, A — mdédulos , etc. En esta parte se va a establecer un
lenguaje matematico apropiado para la descripcion de sistemas matematicos y aplica-
ciones de sistemas; en lo que respecta al lenguaje, es aplicable a Algebra Homoloégica.
Los conceptos de categoria y funtor primeramente han sido introducidos por Eilenberg
y Maclane.

Definicién 1.1.4 Una categoria € consiste de una coleccion de objetos denotada por
|€|; donde para dos objetos A, B € |€] se tiene un conjunto €(A, B) llamado conjunto de
morfismos de A en B; y para tres objetos A, B,C € |&| se tiene una ley de composicion
C(A,B) x €(B,C) — €(A,C), que satisface los siguientes tres axiomas :

CAT 1. Los conjuntos €(Ay, By) y €(As, Ba) son disjuntos, a menos que
A1 = AQ Yy B1 = BQ.

CAT 2. Dados f € €(A,B), g€ €(B,C) y he&C,D) se cumple
h(gf) = (hg)f (asociatividad de la ley de composicion)
para todo A, B,C y D € |€| .

CAT 3. Para cada objeto A € |€| existe un morfismo identidad de A denotado por
14 : A — A tal que para cualesquier f : A — B, g¢g:C — A se tiene
fla=f, 1ag=g(existencia de identidad)

Dada una categoria € :

i) Un elemento f € €(A, B) se escribe también como f : A — B o

AL B.

i) €(A,B)x&(B,C)={(f.9) /] f:A—= By g:B—C}.

iii) Sean f € €(A,B)y g € €(B,C).
Sio:€(A,B)x&€B,C) — €(A,C) es la ley de composicién, entonces
la composicién de fy g es o(f,g) =go f 6 simplemente gf.

iv) El axioma CAT1. enfatiza que se distingue dos morfismos a menos que
sus dominios y rangos coincidan.
También se nota que la composicion gf estd solamente definida si el
rango de f coincide con el dominio de g.

Definicién 1.1.5 Se dice que un morfismo f: A — B es un isomorfismo
(0 invertible) si existe un morfismo g: B — A tal que gf =14, fg=1p.



Claramente el mismo g es invertible y estd determinado tinicamente por f, se escribe
g = f~! de modo que (f~')~' = f. También la composicién de morfismos invertibles
es invertible.

Para dar ejemplos de categorias se tiene que especificar los objetos, los morfismos
e indicar como esta definido el producto (o la composicién) de morfismos:

Ejemplo 1.1.6 G es una categoria, cuyos objetos son conjuntos, sus morfismos son
funciones (de un conjunto en otro). El producto de morfismos se define como la com-
posicion de funciones.

Se cumplen los tres axiomas de categoria para &:

CAT 1. Sea f € 6(Ay, By) N 6(A,, By), entonces se debe tener A; = As,
Bi = Bs,. En efecto:
f € 6(Ay, By) implica que Dom(f) = Ay y Ran(f) = Bu;
f € 6(Ay, By) implica que Dom(f) = Ay y Ran(f) = Bs.
Por lo tanto Al = Ag, B1 = BQ.

CAT 2. Dados f € 6(A,B), g€ S(B,C)y h e &(C,D) se cumple
h(gf) = (hg)f para todo A, B,C'y D € |&|.
En efecto, sea a € A (arbitrario), usando la definicién de composicién de fun-
ciones: (g f)i(a) = M{[gf](a)}
= h{g[f(a)l}
[hg] f(a)
= [(hg)f](a).

Por lo tanto h(gf) = (hg)f.

CAT 3. Paracada A € |G| existe 14 : A — A definida por 14(a) = a para todoa € A
tal quesi f: A— B, g:C — Asecumplen fla=fylag=g.
En efecto:

(fla)(a) = f(la(a)) = f(a) para todo a € A.
(1ag)(c) = 1la(g(c))=g(c) paratodoceC B

Ejemplo 1.1.7 & es una categoria, cuyos objetos son grupos, sus morfismos son
homomorfismos de grupos y el producto de dichos morfismos es la composicion de los
homomorfismos de grupos.

Ejemplo 1.1.8 Ab es una categoria, cuyos objetos son grupos abelianos, morfismos
son homomorfismos de grupos y el producto de morfismos es la composicion de homo-
morfismos.



Se verifican los tres axiomas de categoria para 2b:

CAT 1: Los conjuntos Ab(A, B) y 24b(C, D) son disjuntos a menos que A = C'y
B=D.
Sea f € Ab(A, B) N Ab(C, D), de manera que f : A — By f:C — D son
homomorfismos de grupos, como todo grupo es un conjunto, en particular
fe6(A B)NG(C, D), recordando que & una categoria (de conjuntos), se tiene
que A=Cy B =D como conjuntos.
Por ser f : A — B un homomorfismo de grupos, éste tiene como dominio el grupo
Ay como imagen el grupo B, luego se deduce que A = C'y B = D como grupos.

CAT 2: Si f € A4b(A, B), g € Ab(B,C) y h € Ab(C, D), entonces h(gf) = (hg)f.
En vista de que los grupos son conjuntos, f : A —- B, g: B—-Cyh:C — D
son morfismos en la categoria de conjunto & |, por consiguiente h(gf) = (hg)f.

CAT 3: Para cada objeto A € |b| existe 14 tal que para cualesquier f : A — B,
g : C' — A morfismos en 2Ab se tienen f = folyu, 1409 =g.
Como los grupos son conjuntos, f : A — By g:C — A son morfismos en la
categoria &, luego existe 14 tal que f = foly,1409 = g. Ademéas 1, preserva
la operacién de A porque 14(zy) = 14(x)1a(y),Vx € A. Por consiguiente existe
14 morfismo identidad de A en (b B

Ejemplo 1.1.9 mﬂ\ es una categoria, cuyos objetos son A — maddulos izquierdos,
morfismos son homomorfismos de dichos mddulos y el producto de estos morfismos es
la composicion de los homomorfismos de A — mddulos izquierdos.

Se satisfacen los tres axiomas de categorfa para T :

CAT 1: Los conjuntos de morfismos M, (A, B) y M, (C, D) son disjuntos a menos
que A=CyB=D.
Sea f € M (A, B)nmM, (C,D), entonces f : A — By f: C — D son
homomorfismos de A — mddulos , luego son vistos como morfismos de &. De
donde f € 6(A, B)NS(C, D), como & es una categoria (de conjuntos), se sigue
que A=Cy B =D como conjuntos.
Por ser f : A — B un homomorfismo de A-mddulos, el dominio de f es el A-
médulo A y la imagen de f es el A-médulo B, luego se deduce que A = C'y
B = D como A-médulos.

CAT 2: Si fem, (A4, B), ge M, (B,C)y hem) (C,D), entonces
hgf) = (hg)f
Como f: A— B,g: B— Cyh:C — D son morfismos en la categoria de
conjuntos & por ser los A — médulos conjuntos , se deduce que h(gf) = (hg)f.

CAT 3: Para cada objeto A € \mlA | existe 14 tal que para cualesquier f : A — B,
g : C' — A morfismos en M, se cumplen las igualdades f = foly, 1409 =g.



Como los A — médulos son conjuntos, f : A — By g: (C — A son morfismos en
la categoria &, luego existe 14 tal que f = foly, 1409 = g. Ademas 1, preserva
las operaciones de A — médulo A ya que 1a(x +y) = 1a(z) + 1a(y), Vo, y € A;
La(rz) =rly(x),Ve € AVr € A . Por consiguiente existe 1, morfismo identidad
de Aenm) W

Ejemplo 1.1.10 M} es una categoria, cuyos objetos son A-mddulos derechos, sus
morfismos son homomorfismos de A-mddulos derechos y el producto de dichos morfis-
mos es la composicion de los homomorfismos entre A-mdodulos derechos.

Dada una categoria €, se puede construir la categoria opuesta € cuyos objetos
son los objetos de €, morfismos son los morfismos (o flechas) invertidos de € y la
composicion de morfismos es dado por la composicion de morfismos en € invertida.

Proposicion 1.1.11 Sea € una categoria, entonces €% es una categoria.
Prueba .- Se verifican los tres axiomas de categoria para €:

CAT 1: Los conjuntos de morfismos €?(A, B) y €% (C, D) son disjuntos a menos que
A=CyB=D.
Sea f? € €P(A, B) N CP(C, D), luego f € €(B,A)NE&D,C). Como € es una
categoria, se sigue que A=Cy B=D.

CAT 2: Si f? € €P(A,B), g € €?(B,C) y h*? € €?(C, D), entonces
hep(goP foP) = (hoPgor) foP.
En efecto, usando la definiciéon de composicién de morfismos en € y la asocia-
tividad de la composicién de morfismos en €:

hP(g7f?F) = h7(fg)™
= [(fg)h]”
= [f(gh)]”
= (gh)?f*

= (nrgm)

CAT 3: Para cada objeto A € |€%| existe 1% tal que para cualesquier
fP e €P (A, B), g € €% (C, A) se tiene 1% = [Py 19 g% = g°P.
En efecto, como € es una categoria, A € |€?| = ||, f e €(B,A) y
g€ C(A, C); sesabe que existe 14 € €(A,A) tal que 14f = fy
glsy = g, pasando a la opuesta (14f)” = f? y (g14)® = ¢°°. Ahora, usando
la composicién de morfismos en €% se obtiene que f’1% = f y 1% ¢ = g,
donde 1% es el morfismo de €% correspondiente a 1, l

Definicién 1.1.12 Un objeto I de una categoria € es inicial si €(I, X) es un conjunto
unitario para todo X € |€|. Un objeto T de una categoria € es final (o coinicial) si
C(X,T) es un conjunto unitario. Un objeto Z € |&| es cero si es inicial y co-inicial.
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Se denotard con 0 al objeto cero de una categoria € si lo tiene.
En la categoria de grupos abelianos 2(b, un grupo con un solo elemento 0 = {e} es un
objeto cero.

El morfismo X — 0 — Y en una categoria € con objeto cero se llama morfismo
cero y se escribe Oxy. Para cualquier f : W — X, ¢g : Y — Z en € se tiene
Oxy f = Owy, ¢0xy = Oxz. En adelante el morfismo Oxy se denotara con 0. Si €
posee el objeto cero se llama categoria con objeto cero.

1.2. Funtores

Naturalmente se desea describir relaciones entre diferentes categorias, se formula
la nocion de transformacion de una categoria en otra, tal una transformacion se llama
funtor.

Definicién 1.2.1 Un funtor covariante F' : € — O de una categoria € en otra ® es
una regla que asocia a cada objeto X de € un objeto FFX de ®, a cada morfismo

f € CX,Y) un morfismo Ff € D(FX,FY) tal que satisface los dos axiomas
siguientes:

FUN 1. F(14) = 1pa para todo A € |€].
FUN 2. F(gf) = (Fg)(Ff) para todo f € €(A,B) y g € &B,C).

Ejemplo 1.2.2 Sea A € M, |, entonces Homy(A,—) : My — Ab es un funtor
covariante.

Para verificar la afirmacion de Ejemplo 1.2.2 es importante observar cémo actia
Homy (A, —) sobre los objetos y morfismos de T} :
Dado B € |mlA }, se obtiene el grupo abeliano Homy (A, —)(B) = Homy (A, B) € |2b|;
dado un morfismo f € M, (B, C), se obtiene un morfismo
Homp (A, f) € Ab(Homy (A, B), Homy (A, C)) definido por

Homy (A, f)h = fh para todo h € Homy (A, B) (1.1)

Se verifica que Homy (A, —) : M, — 2Ab satisface los dos axiomas de funtor covariante:

FUNL1. Homa(A,15) = 1pom,(a,p) para todo B € MY |.
En efecto : para un B € |M), | dado, se sabe que existe morfismo identidad
1p € MY (B, B); haciendo C' = B, f = 1z en (1.1), se nota que
Hom (A, 18) = Lhom,(a,B) : Homp(A, B) — Homy (A, B), pues

HomA(A, 1B)h = 1Bh = h
= lpoma(aph paratodo h € Homy(A, B).
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FUN 2. Homa(A, gf) = Homa(A, g)Homy (A, f) para todo f € M4 (B,C) y
gem(C, D).
En efecto, para f € MY (B,C) y g € ML (C, D) se tiene que gf € M, (B, D),
luego usando (1.1) se obtiene que Homa(A,gf) = Homa(A,g)Homy (A, f),
puesto que para Homa (A, gf) : Homa(A, B) — Homy (A, D) y cualquier
h € Homy(A, B) se cumple:

Homy(A,gf)h=(gf)h = g(fh)
Homn(A, g)(fh)
= HomA(A, )HOTI”LA(A, f)h

En consecuencia, Homy (A, —) es un funtor covariante B

Ejemplo 1.2.3 Sea € una categoria y A € |€] (fijo). Si se define M4 : € — & sobre
objetos por Ma(X) = €(A, X) para cada X € |€| y sobre morfismos

Ma(p) € 6 (€(A, X),C(A, X)) para cada morfismo ¢ € € (X, X") por

Ma(p)(g) = @g para todo g € €(A, X), entonces My es un funtor covariante (de la
categoria € en la categoria de conjuntos & ).

Se verifican los axiomas de funtor covariante para M 4.

FUN 1. Para cada X € |€] se tiene Ma(1x) = Ly, (x)-
Usando la definicién dada de M, sobre objetos y morfismos para la funcion
My(1x) : €(A, X) — €(A, X) se tiene:

Ms(1x)(9) =1xg = g

= leax()
= 1, (x)(g) para todo g € €(A, X),

luego M4(1x) = Lar,(x)-

FUN 2. Paratodo f € €(X,Y)y g€ €(Y,Z) se tiene Ma(gf) = Ma(g)Ma(f).
Como € es una categoria, f € €(X,Y)y g € €(Y,Z), se deduce que
gf € €(X,Z). Por definicién de My se obtiene la funcién
Ma(gf) : €(A, X) — €(A, Z), para la cual se cumplen:

Ma(gf)(h) = (g9f)h
= (fh)
= Ma(g)(fh)
= Ma(g)[Ma(f)h]
= [Ma(g)Ma(f)](h) para todo h € €(A, X).

Por transitividad se sigue que Ma(gf) = Ma(g)Ma(f).

—_
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Asi, M4 es un funtor covariante por verificarse FUN 1. y FUN 2. para M, B
Ejemplo 1.2.4 Sean A un A-mddulo derecho y B un A-médulo izquierdo, entonces:
i) (—) @ B: MY — Ab es un funtor covariante.
i) A®@y (—): MY — 2Ab es un funtor covariante.
Prueba :

i) Dado un objeto A en T}, se obtiene un grupo abeliano
[(—) ®@a B](A) = A®p B, luego A®x B € |2b],
Dado o : A — A’ en M, se obtiene un morfismo o, : A® B — A’ ® B en 2b,
donde ay =a® idB7 ZdB = 1B

(=) @A Blla]=a®1p...(1)
(—) ®a B : M — Ab satisface los dos siguientes axiomas de funtores :

FUN 1. 14 ® B = 1a4p para todo A € |[M}].
De (1):[(—) ®a B](14) =14 ® 15, de modo que

(14@B)a®b) = (1,®1p)(a®D)
= 14a®1pb
= a®b
= lagp(a®D)

Luego 14 ® B = 14g5.
FUN 2. (gf) ®r B = (g ®x B)(f ®a B) para todo los morfismos f: A — A’y
g: A" — A" en M.
Como gf : A — A", (9f) © B = (9f) ® 15.
Sea a ®b e A® B, entonces

(9f)®@Bla®b) = ((9f)®1p)(a®b)
= (9f(a)) ® 1pb
= 9(f(a)) ® 1p(1pd)
= (9®1p)(f(a) ® 15b)
= (9@ 15)(f®1p)(a®b)
= (9@ B)(f®B)(a®b)

Luego (g9f) ® B = (g ® B)(f ® B).

i1) La prueba se realiza de manera andloga a la de i) B
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Definiciéon 1.2.5 Dadas las categorias € y®, un funtor contravariante F : € — 2 es
una regla que asocia a cada objeto X de € un objeto FX de ®, a cada morfismo
fe&X,Y) un morfismo Ff € D(FY, FX) tal que satisface los dos axiomas
stquientes:

FUN 1. F(14) = 1pa para todo A € |€].
FUN 2. F(gf) = (Ff)(Fg) para todo f € €(A, B) y todo g € €(B,C).

Ejemplo 1.2.6 Sea € una categoria y B € |€| (fijo). Si se define MP : € — & sobre
objetos por MP(X) = €(X, B) para cada X € |€| y sobre morfismos

MB(f) € & (¢(X, B),&(X', B)) para cada morfismo f € € (X', X) por

MB(f)(h) = hf para todo h € €(X, B), entonces M es un funtor contravariante (de
la categoria € en la categoria de conjuntos S ).

Se cumplen los dos axiomas de funtor contravariante para M?5:

FUN 1. Para todo X € |€] se tiene MP(1x) = 1y5(x).
En efecto, para un X € |€| dado existe 1x € €(X,X). En particular para
f=1xy X' = X se ve que MB(1x) : €(X,B) — €(X, B) est& definido por
M5 (1x)(h) = hlx para todo h € € (X, B). Como €(X, B) € |G| existe l¢(x,p)
tal que le(x,p)(h) = h para todo h € € (X, B). De las dos tltimas igualdades,
considerando que hlx = hy MP(X) = €(X, B), se deduce que
MB(lx) = 1MB(X)'

FUN 2. Paratodo f € €(X,Y)y g€ €(Y,Z) se tiene MB(gf) = MB(f)MPB(g).
En efecto, f € €(X,Y) y g € €(Y,Z) implica que gf € € (X, 7). Por definicién
de MP, el morfismo M®(gf) € & (€(Z,B),€ (X, B)) esta dado por
MB(gf)(h) = h(gf) para todo h € €(Z, B).

Desarrollando
MP(gf)(h) = h(gf)
= (hg)f
= [MP(g)h]f

= MP(f)[M"(g)n]
[ME(f)MP(g)](h) para todo h € &(Z, B),

se obtiene MB(gf) = MB(f)M?B(g).

Por definicién, M® es un funtor contravariante por cumplirse FUN 1. y FUN 2. para
MP R

Esencialmente los funtores contravariantes son covariantes.
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Usando la categoria opuesta € de una categoria €, F' : € — © es un funtor con-
travariante si F': € — ® es un funtor covariante.

El siguiente ejemplo muestra como se puede usar funtores covariantes para tratar fun-
tores contravariantes.

Ejemplo 1.2.7 Homa(—,B) : MY — Ab es un funtor contravariante para cada
B e [mj | fijo.

Se nota que para cada A € ‘mi\ , Homx(—, B)(A) = Homy (A, B) € |b|;

para cada f € M, (C, A), el morfismo Homy(f, B) € Ab (Homy (A, B), Hom,(C, B))
estd definido por Hom(f, B)(h) = hf para todo h € Homu (A, B).

De la definicién dada de Homy(—, B) sobre objetos y morfismos de mlA, se obtiene
que:

Homy(—, B)(A) = Homa(A, B) € |2b| para todo A € {mf\()p’.

Homy(f, B)(h) = fPh paratodo h € Hom (A, B) y todo morfismo f € ,” (A, C).
Se prueba que Homy(—, B) : MLy — 2Ab es un funtor covariante, verificando los dos
siguientes axiomas:

FUNL1. Homa(1a, B) = lgom,(a,p) Para todo A € [ 7).
En efecto, para cada A € |, | existe el morfismo identidad 17 € M, ™ (A, A).
Tomando f? = 1% y C' = A, se sigue para
Homa (17, B) : Homa(A, B) — Homu (A, B) la secuencia de igualdades

Hompa(17,B)h=17h=hla = h
= lhoms(4,B)h para todo h € Homy (A, B).

Pero 1% = 14, luego Homy (14, B) = Lyom,(A,B)-

FUN 2. Homa (g f?, B) = Homa (g, B)Hom(f*, B) para todo f € My " (4, C)
y todo ¢? € M\ (C, D).
En efecto, para cualquier f? € M, (A,C) y ¢ € ML”(C, D) se tiene que
(fg) = g fr e ML (A, D). Aplicando Homy(—, B) se obtiene
Homp(g?f°?, B) : Homp(A, B) — Homy (D, B), para el cual se tiene

Homp (g f?, B)h = (fg9)’h = h(fyg)
= (hf)g

I
ks QO
S
—~~
>
~
SN~—

g% (Hom(f, B)h)
= Homy (9", B)Homa(f?, B)h

para todo h € Homy (A, B).

Por lo tanto, se concluye que Homy(—, B) : M), — 2Ab es un funtor contravariante M
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Proposicién 1.2.8 Sean A, B y € categorias. St F: A — B y G : B — € funtores
covariantes, entonces GF : A — € es un funtor covariante.

Prueba .- Se nota que GF' : 2 — € se puede definir sobre objetos y sobre morfismos
por GF(A) =G (F(A)) y GF(f) = G(F(f)) para cada A € || y cada f € A (A, B),
respectivamente.

Sean A € ||, f € A(A,B) y g € A(B,C). Por hipétesis F' es un funtor covariante,
entonces F(14) = 1pay y F(g9f) = F(9)F(f). Ahora, aplicando G y usando el hecho
que G es funtor covariante, se deduce que

GF(1a) = G (F(14)) = G (k) = larw): GF (9f) = G (F(9)F(f)) = GF(9)GF(f).
Por lo tanto, GF' es un funtor covariante por preservar cada morfismo identidad y la
composiciéon de morfismos W

1.3. Dualidad, Morfismos y Ntcleos

En esta parte se explica el principio de dualidad en la teoria de categorias.

Se comienza recordando, dada una categoria € es posible construir la categoria
opuesta €. Los objetos de €% son los objetos de € y €P(Y, X) = €(X,Y) para todo
X,Y € €|

SifP e CP(X,Y)y g? € €P(Y,Z), entonces la composicion g% f? € €P(X,7) es
definida por g7 f? = (fg)™, donde fg es la composicién de g y f en €.

€ se obtiene de € invirtiendo a los morfismos y conservando a los objetos.

Proposicion 1.3.1 Para € se cumplen las siguientes propiedades:

i) €% es la categoria con los mismos morfismos identidades que €.
i1) Si € tiene morfismos ceros, entonces € también tiene morfismos ceros.
i) (€P)P = .
Prueba:

i) Como € es una categoria, para cada A € |€] existe 14 € € (A, A) tal que
f1la = f para cualquier f € € (A, B).
Similarmente, para A € |€| existe 1% € €% (A, A) y es tal que
19 fP = f° para fP € €P (B, A).
Considerando que €% (A, A) = € (A, A) se obtiene :
tomando B=Ay f=1% que 1714 = 1%; tomando B= Ay f® =14 que
1914 = 14. De estas deducciones, 1% = 14.

i1) Sea 0 € € (X,Y) un morfismo cero en €, entonces para cualesquier
feelY,Z)yge (W, X) setiene fO=0y 0g =0 en €. En la categoria
opuesta se cumplen las igualdades 07 f? = 0 y ¢g°?0? = (0° para todo
freer(Z)Y)y g®e€? (X, W), asi 07 € € (Y, X) es el morfismo cero
en €.

16



i11) Se ve que |(€P)P| = |€] y (€P)P(X,Y) =C?(Y,X) = €(X,Y) para todo
X,Y € |€|. Ahora, observando la construccién, se nota que se va de € a
(€oP)°P invirtiendo dos veces cada morfismo; esto ocurre en particular con el
producto de morfismos, luego se llega a que (€°)° tiene el mismo producto
de morfismos que €. Por consiguiente (€)? = ¢ B

Definicién 1.3.2 Sean f, u y v morfismos en una categoria €. Se dice que:
i) f es monomorfismo (o monic) si fu = fv implica u = v.
i1) f es epimorfismo (o epic) si uf = vf implica u = v.
Proposicién 1.3.3 Sea € una categoria.
i) feC(X,Y) es monic siy sdlo si fP € CP (Y, X) es epic.
i) feC(X,Y) es epic siy solo si fP € €P (Y, X) es monic.
Prueba .- Sélo se probard la parte i) por ser la prueba de i) completamente andloga.

i) =) Sean u, v € €% (X, 7) tales que u’ fP = v f entonces para que f sea
epic se debe deducir que u’? = v°P.
En efecto, de la igualdad u f? = v° f°P se obtiene que (fu)” = (fv)”, de
donde fu = fv en €. Como f es monic, u = v. Luego u®? = v°?.

i) <) Sean u, v € €(W, X) tales que fu = fv, entonces u = v.
En efecto, de la igualdad fu = fv se obtiene que u® f? = v f?. Como f es
epic se deduce que u’”? = v, asi en € se obtiene que u =v W

Se hace uso de la nociéon de € para introducir el siguiente principio.

Definicién 1.3.4 (Principio de Dualidad) Si a es una afirmacion con sentido en
cualquier categoria €, sea a(€) la afirmacion con sentido en €. Entonces la afirmacion

dual a®® de a estd definida por a°?(€) = a(€P).

Ejemplo 1.3.5 a(€): I es inicial en € si €(I,X) es un dtomo (unitario) para todo
X €1¢].

a(€P): I es inicial en €P si €P(1, X) es un dtomo para todo X € |€P|,

a®?(€): I es coinicial en € si €(X, 1) es un datomo para todo X € |€|.

Luego, los objetos coiniciales son objetos terminales. Asi inicial y terminal son concep-
tos duales.

Ejemplo 1.3.6 Sea a(€) : f es monic en € si fu = fv implica u = v.
Entonces hallar a°?(€).
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Solucién .- Por definicién a?(€) = a(€), luego se debe hallar la afirmacién sobre la
categoria opuesta €.

En efecto, como la afirmacion a vale en toda categoria €, en particular vale en la
categoria € asi se obtiene a(€) : f es monic en €% si fPu? = fPy° implica
u? = .

Como fPu®? = (uf)? y fPv? = (vf)? se tiene f° es monic en €% si (uf)” = (vf)”
implica u’? = v°?. Asi, la afirmacion dual pedida en € es: f es epic en € si uf = vf
implica u =v W

Asi los conceptos monic y epic son duales.

Proposicion 1.3.7 Las siguientes afirmaciones se cumplen:

i) La composicion gf de monomorfismos es monomorfismo.

1) La composicion gf de epimorfismos es epimorfismo
Prueba:

i) Sean gy f dos monics, entonces de (gf)a = (gf)5 se deduce que o = .
Esto quiere decir que la composicién ¢gf es un monomorfismo.
En efecto, de (gf)a = (gf)3 por asociatividad se tiene g(fa) = g(f3); como
g es monic se sigue que fa = f3; por el mismo argumento a = (3 debido a
que f es monic.

i) Sean g € €(Y,Z) y f € €(X,Y) epics, entonces se debe probar que gf es
epic.
Por Proposicién 1.3.3 g7 € €% (Z,Y) yf°’ € €% (Y, X) son monic. Por la
parte 1), (¢f)” = fPg°P € €% (Z, X) es monic. Asi, conforme a Proposicién
1.3.3, gf € €(X, Z) es epic &

Proposicién 1.3.8 Sean f y g morfismos en una categoria €:

i) Sigf es monic, entonces f es monic.

i1) Si fg es epic, entonces f es epic.
Prueba:

i) Sea fu = fuv, para que f sea monic se debe obtener u = v.
En efecto, de fu = fv se deduce g(fu) = g(fv), usando asociatividad
(9f)u = (gf)v, como gf es monic, se obtiene u = v. Luego f es monic.

i1) Sea fg epic, entonces se debe deducir que f es epic.
En efecto, como fg es epic, por Proposicion 1.3.3 g f? = (fg)” es monic
en €. Por la parte i), f° es monic en €%; luego f es epic B
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El procedimiento de invertir flechas puede ser aplicado a las definiciones,
axiomas, afirmaciones, teoremas; también en las pruebas, etc.
Si se prueba que un cierto teorema J se cumple en cualquier categoria €
satisfaciendo axiomas A, B, ..., entonces el teorema J° también se cumple en
la categoria € satisfaciendo axiomas A%, B, ...

Si ¢ es un morfismo en € entonces ¢ es monic en € si y solo si % es epic como
morfismo en €.

El proceso automatico de dualizacion es 1til y conveniente; serd usado en lo sucesivo.
Ahora, se va a caracterizar monic y epic en la categoria de conjuntos &.

Proposicién 1.3.9 Las siguientes afirmaciones se cumplen:

i) f es monic en & siy sdlo si f es inyectiva.

i) f es epic en & siy solo si f es sobreyectiva.

Prueba:

i) Si f : X — Y esinyectiva y fu = fv con u,v : W — X. Entonces para
w e W, fulw) = fv(w), como f es inyectiva, u(w) = v(w), luego u = vy f es
monic.

Reciprocamente, si f es monic y f(z1) = f(x2). Sea {0} el conjunto atémico, y
definimos w,v : {0} — X por w(0) = x1, v(0) = z5. Entonces fu = fv implica
u = v por ser f monic. Esto significa que x1 = w9, asi f es inyectiva.

i) Si f : X — Y es sobreyectiva y uf = vf. Como f es sobreyectiva, para todo
y €Y, existe x € X tal que f(x) =y. Luego
uw(y) = u(f(x)) = uf(z) =vf(x) = v(y) para todo y € Y, de donde u = v. Por
lo tanto f es epic.

Reciprocamente, si f es epic. Suponga que f no es sobreyectiva, luego
existe yp € Y — fX.
Sea Z = {0,1}. Se puede definir
u:Y — Z por u(y) =0 para todo y.
v:Y — Z poro(y) =0siy#yo,
v(y) = 1siy = yo.
Asi u # v, pero uf = vf porque yo € fX (fiegc'). Luego f es sobreyectiva ll

Corolario 1.3.10 :
i) Sigf es inyectiva, entonces f es inyectiva.
it) Si fg es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva

Prueba .- Es consecuencia inmediata de las dos proposiciones anteriores ll
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Notacion.- Se denotara en adelante un monomorfismo por

!
A >— B y un epimorfismo por A . B

Ahora se da otro ejemplo del principio de dualidad.

Recuerde que si f € &(G, H), el nicleo de fes K ={x € G : fx =e}, donde e es
la identidad de H. Se puede escribir K = f~1{e}. En categorias no necesariamente se
tiene elemento e de conjuntos para trabajar con ellos y, por consiguiente se necesita
una caracterizacién en términos de MORFISMOS.

Asi se debe sustituir en primer lugar la afirmacion de que K es un subgrupo de G

. ., ) k !
por la inmersion k en la sucesion K =—— G — H.
Se observa que:

i) fk =0 (Ogg es el homomorfismo constante). También k es algo asi como
MAXIMAL para esta propiedad de ser anulada por composicién por la izquierda
con f. Esto se precisa en seguida.

i1) Si fg =0, entonces g = kh para algin h.
0

A TR
K—G—H
A

L

Se prueba que las propiedades i) y i) caracterizan el nicleo k (salvo isomorfismo
canénico).

Las flechas continuas forman parte de los datos y las flechas punteadas son los morfis-
mos, cuya existencia estd dada por una definiciéon o serd demostrada.

Definicién 1.3.11 Sea € una categoria con cero y f € €(G, H). Entonces
k: K — G es nicleo de f si k es monic y se cumplen:

i) fk=0
ii) fg =0, entonces g = kh, para algin h.

Definicién 1.3.12 Sea € una categoria con cero y f € €(H,G). Entonces
k:G — K es conicleo de [ si k es epic y se cumplen:

i) kf=0
i) Sigf =0, entonces g = hk para algin h

20



0 0

TR T

ahA y Y
0 v 0
L L
k es nucleo de f. k es contcleo de f.

Notacién.- Se denotara el nicleo del morfismo f por ker(f) y el contcleo de f
por coker(f).

Proposicién 1.3.13 Sea € una categoria y f € €(H,G). El morfismo k € €(G, K)
es contcleo de f siy solo si kP € € (K, Q) es nicleo de f.

Prueba :

=) por hipétesis k = coker(f), entonces:

a) k€ €(G, K) es epic.

b) kf=0
c) Sig € €(G,L) es tal que gf = 0, entonces existe h € € (K, L) tal que
g = hk.

Aplicando el principio de dualidad a cada una de las afirmaciones a), b) y ¢):
d) k° € €% (K, ) es monic.
e) fPkP =0

f) Sig® € € (L,QG) es tal que fPg = 0, entonces existe h? € €% (L, K) tal
que g°? = k°PhoP,

Por Definicién 1.3.11, k% = ker (f°P).

<) La reciproca se prueba de manera andloga B

Proposicion 1.3.14 Sea € una categoria con cero. Entonces:

i) Si f € €(X,Y) es monic, entonces ker(f) =

0.
i) Si f € €(X,Y) es epic, entonces coker(f) = 0.

Prueba :

i) Se probara que ker(f) = 0. En efecto, se cumplen para el morfismo cero:

a) f0=0
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b) Sig: W — X estal que fg =0, entonces existe h : W — K tal que g = Oh.
Para asegurar la existencia de h, se puede usar el hecho que f es monic,
asi de fg = 0 = fO resulta que g = 0. Asumiendo h = 0, queda verificado
la afirmacion b).

O
OM;O//’
0
w
¢) El morfismo 0 € € (K, X) es monic.

Sean u,v € €(Z, K) tales que Ou = Ov, entonces u = v.
En efecto, f es monic implica que K es un conjunto unitario. Por otro lado,
de la igualdad Ou = Ov se obtiene que O[u(z)] = O[v(2)] para todo z € Z,

como K es unitario u(z) = v(z) para todo z € Z. Por lo tanto u = v.
De a), b) y ¢) se deduce que ker(f) = 0.

i1) Se hard la prueba usando el principio de dualidad y Proposicién 1.3.13.
Sea a(€) : Si f es monic, entonces ker(f) = 0.
Esta afirmacién se cumple por la parte i) en toda categoria €, en particular se
cumple a(€P); es decir, si f es monic, entonces ker (f?) = 0. Por dualidad se
cumple a°?(€); esto quiere decir que si f es epic, entonces coker(f) =0 B

1.4. Productos y Coproductos en Categorias

Se tiene una idea intuitiva de los productos cartesianos en & y productos directos
de &, son de algiin modo ejemplos del mismo concepto basico. Asi se busca generalizar
a categorias arbitrarias estas ideas. Otra vez, puesto que no se considera elementos de
objetos en categorias generales, se necesita una caracterizacién en términos de morfis-
mos.

Definicién 1.4.1 Un producto de dos objetos Ay y Az (si existe) en la categoria €, es
una terna ordenada (A;p1,p2) formada por un objeto A y morfismos
pi + A — A; para i=1,2 llamados proyecciones, que satisface la propiedad universal:
Dado un objeto X y morfismos f; : X — A; para i=1,2, existe un unico morfismo
f=Af,fo} : X — A conp f=fi, pof = fo. El diagrama de la propiedad universal
mencionada aparece abajo

A;

A
DPi
Juf

X A

para i=1,2. Este claramente es conmutativo.

Proposicién 1.4.2 Sea (A;py,ps) un producto de Ay y As. Si existe un isomorfismo
A" — A, entonces (A'; prp, papr) es un producto de Ay y As.
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Prueba .- Dados un objeto Y y dos morfismos f; : Y — A; para ¢ = 1,2; se debe
garantizar la existencia de un tinico morfismo f = {f1, fo} : Y — A’ tal que piuf = f1
y popf = fo

En efecto: Del hecho que (A;pi,p2) es un producto de A; y A, se sabe que existe un
unico morfismo g : Y — A tal que p1g = f1 v p2g = fo. Como o : A — A es un
isomorfismo existe =t : A — A’. Asi, definiendo f = pu~'g: Y — A’ se garantiza la
existencia del inico morfismo f = {fi, fo} : ¥ — A’ con las propiedades requeridas:

pipf = (p)(p='g) = fr y pauf = (p2p) (™" g) = fo
Por Definicién 1.4.1, (A’; p1p, popt) es un producto de A; y A, B

Definicién 1.4.3 Sean (A;p1,p2) y (A';p), ph) productos de Ay y As. Se dice que di-
chos productos son canonicamente equivalentes si existe un isomorfismo

p A — A tal que pijp = py Yy pap = ph.
No es posible garantizar que el producto exista en una categoria €; sin embargo, se
prueba que es esencialmente tinica cuando existe. Esto se establece en el siguiente:

Teorema 1.4.4 Un producto, si existe es unico salvo una equivalencia canonica.

Prueba.- Si (A;p1,p2) v (A;p), ph) son productos de los objetos A; y As, entonces
se va a deducir que dichos productos son canénicamente equivalentes:
Considere los diagramas

A A
. A
p1 P

. 3|f> X E”f/> A’
AP AP
AQ AQ

Puesto que A es el objeto producto, del primer diagrama se obtiene el tinico mor-
fismo f = p: A" — A tal que pyp = pl, popr = ph. De hecho, se probard que p es un
isomorfismo.

De otro lado, A’ es el objeto producto, entonces del segundo diagrama se obtiene un
morfismo tnico [/ =v: A — A’ tal que plv = p1, phy = po. Asi pjpuv =p1 =pily
Papiv = po = pol, expresando en diagrama

V T
r1
v,1

A

BN

As
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Puesto que A es producto, se deduce de la parte de unicidad que ur = 1. Andloga-
mente, se deduce que vy = 1. Luego p: A" — A es un isomorfismo, tal que p;u = p}
y popt = py. Por lo tanto, (A;p1,pa2) vy (A';p), py) son canénicamente equivalentes B

En G, el producto es el producto cartesiano junto con las proyecciones; en & el
producto es el producto directo. En 2(b el producto es la suma directa.

Los siguientes ejemplos muestran que el producto de objetos depende de la categoria
que se considera. En la categoria de grupos &, el producto de Zy y Z4 es el producto
directo Zy x Z4. En b es la suma directa Zy @ Z4 (realmente es la misma cosa). En la
categoria de grupos ciclicos no existe el producto de Zs y Zy.

Se denota el producto de A; y Ay, por A; x Ay y el morfismo f del diagrama de
producto por {f1, fo}.

Por ejemplo, en la categorfa MY, de A- médulos izquierdos se define el producto de
objetos como el producto directo de A- médulos izquierdos.

Ejemplo 1.4.5 Si F : ¢ — D es un funtor que preserva el producto, entonces
(F(A x B); Fpy, Fpy) es un producto de FA y FB en D.

Si A y B son objetos de €, mediante el funtor F' : € — ® se obtiene el siguiente
diagrama:
FA

Fp1 T
P1

F(AxB)--">~FAxFB

P2
Fp2

FB

F preserva producto significa que p es isomorfismo. Asi existe un isomorfismo
p: F(Ax B) — FA X FB tal que Fp; = pipu 'y Fpy = pou, por Proposicién 1.4.2
(F(A x B); Fpy, Fpy) es un producto de FAy FBen ® R

Definicién 1.4.6 El coproducto de los objetos Ay y Ay en € es una terna ordenada
(A;q1,q2) formada por un objeto A y morfismos q; : A; — A para i = 1,2 llamados
inyecciones, tal que dados los morfismos fi € € (A1, X) y fo € €(Ag, X) existe un
unico morfismo f € € (A, X) que hace al siguiente diagrama conmutativo:
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Asi el coproducto de A; y As en € es el producto de dichos objetos en €P; de donde
se deduce que el coproducto es tnico, salvo equivalencia candnica.

Se denota el coproducto de A; y Ay, por Aj[1As y el morfismo f del diagrama de
coproducto por < fi, fo >.

En b, el coproducto es la suma directa.
Las siguientes notaciones se utilizaran para productos y coproductos:

Al Al
T ]
p1 q1
o YRt Ay X Ay X< A A,
p2 q2
Ag A2

Ejemplo 1.4.7 En MY el coproducto es la suma directa, en este caso se escribe @
en lugar de 1].

1.5. Complejos

Definicién 1.5.1 Un mddulo graduado (por los enteros) denotado por

A={A,},n €Z es una familia de A-mddulos A,, paran € Z. Un morfismo ¢ : A — B
de médulos graduados de grado k se define como ¢ = {¢, : A, — Bnix},n € Z. El
producto de morfismos ¢ : A — B y ¢ : B — C de mddulos graduados de grado cero
se define como g : A — C por (Vp), = Ynp, para todo n € 7.

Proposicion 1.5.2 m% es una categoria,

cuyos objetos son modulos graduados por los enteros, morfismos son los morfismos de
grado cero de dichos mdodulos graduados y el producto de morfismos es la composicion
de los homomorfismos dada en la definicion anterior.

Prueba .- Se cumplen los tres axiomas de categoria para MY :

CAT 1: Los conjuntos de morfismos M% (A, B) y M% (C, D) son disjuntos a menos
que A=CyB=D.
Sea o € M% (A, B)nM¥ (C, D), entonces ¢ = {¢, : A, — B,},n € Z;
o ={pon:Cn— D,},n € Z. Asi, para cada n € Z,
o, € MY (A, B,) nm, (C,,D,). Como M} es una categoria 4, = C, y
B, = D,, para cada n € Z. Por consiguiente A=C'y B = D.

CAT 2: Si femM} (A, B), ge M4 (B,C)y he M% (C, D), entonces
h(gf) = (hg)f.
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Recuerde que f={f,: A, = B,},n€Z; g={gn: B, — Cp},n € Z;
h={h,:C, — D,},n € Z. Como M es una categorfa se cumple
ho(gnfn) = (hngn)frn para cada n € Z . Luego h(gf) = (hg)f.

CAT 3: Paracada A € |M% | existe 14 tal que para cualesquier f : A — B, g: C — A
morfismos en T4 se tiene f = fl4, 149 = g.
Definiendo 14 = {14, : A, — A,},n € Z, recordando que
f=A{fn:A, = B.,},n€Z;,g={g,:C,— A,},n € Z y, usando el hecho que
M, es una categorfa, se siguen:

fla = {fula, : A, — B,},n€Z
= {fn: A, — B,},neZ
pu— f.

lag = {14, gn:Cp — A },neZ
= {g.:C, = A },neZ
— g.

Definicién 1.5.3 Un complejo de cadena C = {C,,,0,} sobre A es un objeto en M4
con un endomorfismo 0 : C — C de grado -1 tal que 00 = 0. En otras palabras
C' es un par formado por una familia {Cy},n € Z, de A-mddulos y una familia de
homomorfismos de médulos {0,, : C,, — C,,_1},n € Z tal que 0,041 = 0.

Un complejo de cadena C' = {C,,, 0, } sobre A se denotard por

8'n,«&»l Bn
O:..._> n+l—>Cn—>Cn—1—>"'

El morfismo 0 (asi como cada componente 0,) se llama diferencial (u operador borde).

Definicién 1.5.4 Un morfismo de complejos de cadena (o aplicacion de cadena)
¢ : C — D es un morfismo de grado cero en M5 tal que 00 =9 ¢, donde O denota
diferencial en C' y 0 denota diferencial en D.

Asi, una aplicacién de cadena ¢ es una familia {¢, : C;,, — D, },n € Z, de homomor-
fismos de modulos tal que, para cada n, el diagrama

On
Cn — On— 1

l - l (1.2)

Dn — anl

es conmutativo.
Por simplicidad se acostumbra omitir los subindices de los homomorfismos de médu-
los 0, v ¢, cuando el significado de estos simbolos esté claro; asi, por ejemplo, para
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expresar la conmutatividad de (1.2) simplemente se escribe @09 =9 ¢. En lo sucesivo
no se distinguird las notaciones entre las diferenciales de varios complejos de cadena,
asi simplemente se escribira como 0.

Definicién 1.5.5 El producto de morfismos ¢ : C'— D y 1 : D — E de complejos de
cadena sobre A es el morfismo Yo € MY (C, E) con (19)0 = O().

La categoria cuyos objetos son complejos de cadena sobre A se denotara con A(’Z[j.

Dados C'y D complejos de cadena sobre A, se observa que A (C,D)cmi% (C, D).
Proposicién 1.5.6 A(’:h es una categoria.
Prueba.-Se verifica que se cumplen los tres axiomas de categoria para AQIh:

CAT 1: Los conjuntos A€h (A,B) y AQIb (C, D) son disjuntos a menos que A = C'y
B=0D.
Sea p € AQ:U(A’ B)N Ath(C’, D), luego ¢ : A — By ¢ : C'— D son morfismos
en M% | de donde p € M% (A, B)nM¥ (C, D), como MY es una categorfa, se
obtiene que A=Cy B=D.

CAT 2: Si f € AQ:h(A, B), g € AQI(](B,C) y he ACU(C, D), entonces
h(gf) = (hg)f. Se sigue del hecho que T4 es una categorfa.

CAT 3: Paracada A € ]A€h| existe 14 tal que para cualesquier f : A — B,g:C — A
morfismos en A(‘:h se tiene f = fla, lug=g.
Como los complejos de cadena son modulos graduados, f: A —- Byg:C — A
son morfismos en la categoria T4 | luego para A € |M% | existe 14 tal que
f = fla,149 = g. Ademads se nota que 14, : A — A es tal que 1,0 = 914 = 0,
luego existe 14 morfismo identidad de A en AQ:[J satisfaciendo las condiciones
requeridas Wl

Ahora, se introduce la nocién més importante de la homologia.
Sea C' = {C,,,0,} un complejo de cadena sobre A. La condicién 0,0,+1 = 0 implica
que Im0,y1 C Kerd,,n € Z. De aqui se puede asociar a C' el médulo graduado
H(C)={H,(C)}, donde H,(C) = Kerd,/Imd,,1,n € Z.

Definicién 1.5.7 Sea C un complejo de cadena sobre A. Se define el médulo de ho-
mologia de C' denotado por H(C) mediante H(C) = {H,(C)}, donde

H,(C) = Kerd,/Imo,.1,n € Z.

H,(C) se llama n-ésimo mddulo de homologia de C'.

Proposicion 1.5.8 Dados C' y D complejos de cadena sobre A. Si ¢ € Ath (C, D),

entonces ¢ induce el morfismo bien definido ¢, = H(p) : H(C) — H(D) de mddulos
graduados (o de homologias).
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Prueba .- Recuerde que H(C) = {H,(C)}, H(D) ={H,.(D)} y
H,(C) = Kerd,/Imo, 1. Asi, para cada n € Z por el hecho que
0%, (z) = n_105(x) = 0, se puede definir

H,(p) : Hy(C) — H,(D) por Hy(p) (x4 Imds,,) = @ulz) + Imd?, (1.3)

para v € Kerd,,.

H,(p) estd bien definido.

Sea x + ImdS , =y + Imo.,, € H,(C) con z,y € Kerds,
entonces H, () (z + Imd. 1) = Hu(p) (y + ImdZ, ).

En efecto:

De la igualdad tomada en H,(C), se obtiene que x —y € Imds_ ; i.e., v —y = 05, (%)
para algin z € C),4;. Ahora como Kerd:, C C,, se aplica el morfismo de médulos
o, : C,, — D,, para obtener que

@n(x) - QDn(y) = Spnarcl-&-l(Z)
= 9%, pni1(2) por (1.2) para n + 1.

Pasando al cociente, considerando que 9%, ,¢,11(z) € Imdl,, y efectuando opera-

ciones de médulo cociente se obtiene que ¢, (z) + Imdt, ; = ¢,(y) + ImdL,,. Luego

Ho () (x+Imdf,) = Ha(p) (y + Imd;.y).

Poniendo [H(y)|,, = Hyn(p), por ser n € Z arbitrario, se deduce que

v« = H(p) : H(C) — H(D) esta bien definido como aplicacién para cada n € Z por

(1.3).

Se observa que H,(¢) es un homomorfismo de médulos para todo n € Z, esto permite

concluir que H(y) es un morfismo de médulos graduados W

Proposicién 1.5.9 H(—): Ath — M% es un funtor covariante.

Prueba.- Se nota que H asocia a cada objeto C' € ‘Agb” H(C) € \m% ; a cada
morfismo ¢ € & (C, D) asocia el morfismo ¢, = H(p) € M4 (H(C), H(D)) definido
para cada n € Z por H,(¢) (z + Imd5 ) = pn(z) + ImdL,, para todo x € Kerd.

Para H(—) se satisfacen los dos siguientes axiomas de funtor covariante:

FUN1. H(1¢) = lg() para todo C € |A€h|.
En efecto :
Dado C € |A€h], existe morfismo identidad 1¢ = {1¢, : C;, — C,,} en A&y Para

cada n € Z, usando la definicién de H,(1¢) : H,(C) — H,(C), se obtiene que

Hn(lc) (ZE + Iman+1) = 1Cn (:E) + [m8n+1
= x+ Iman+1
= 1Hn(C) (ZC + ImﬁnH)

para todo = € Kerd,. De donde H,(1¢) = 1g,(c), por lo tanto H(1¢) = 1g(c).
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FUN 2. H(yp) = H())H(p) para todo ¢ € AQ:U(C’ D)y e AQ:h(D,E).

En efecto; para ¢ € A(’:h(C,D) y e AQ:h (D, E) se tiene que ¢ € AQ:h(C, E).
Ahora, para el morfismo H(¢y) : H(C) — H(FE) y para cada n € Z se obtiene
las siguientes igualdades :

H, (V) (x4 Imdsy) = (Vo)u(x) +Imd,,

para todo x € Kerd.,. Pero H,(yy) = [H(¢p)],, luego H(pp) = H(¢Y)H(p) B

El funtor de Proposiciéon 1.5.9 es llamado funtor de homologia de la categoria de com-
plejos de cadena sobre A en la categoria de médulos graduados (homologias).

Es posible construir la categoria H ( A(’:h) cuyos objetos son homologias de complejos

de cadena sobre A, morfismos son homologias de aplicaciones de cadena y el producto
es la composicion de homologias de aplicaciones de cadena.
Entonces para que el morfismo ¢ : C' — D entre complejos de cadena sobre A induzca

un isomorfismo ¢, = H(yp) € H (AQ(]) (H(C),H(D)) se debe garantizar la existencia

dep,teH <A€h> (H(D),H(C)) tal que .. " = 1ppy vy o+ ' = Lg(c). Con esto
se ha conseguido introducir el concepto de isomorfismo entre homologias de complejos
de cadena.

Definicién 1.5.10 Si C' = {C,,0,},n € Z es un complejo de cadena sobre A, en-
tonces:
i) Los elementos de C,, se llaman n-cadenas

i1) Los elementos de Kerd, se llaman n-ciclos de C' y Kerd,, se escribe
Zn = Zn(C).

i1i) Los elementos de Im0,,1 se llaman n-bordes de C' y Imd,,1 se escribe
B, = B,(C).

iv) Dos n-ciclos que determinan el mismo elemento en H,(C') se llaman homdlo-
gos.

v) El elemento de H,(C) determinado por el n-ciclo ¢ se llama clase de ho-
mologia de ¢, y se denota por [c].
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El médulo de homologia H,(C) mide lo que le falta a C' para ser exacto en Cl;
H,(C)=0siy sodlosi C es exacto en C,.

Ahora, se puede hacer algunas observaciones sobre la nocién dual de complejos
de cadena sobre A.

Definicién 1.5.11 Un complejo de cocadena sobre A, C' = {C,,,0,}, es un objeto de
m% provisto de un endomorfismo 0 : C — C de grado +1 con 90 = 0.

Un complejo de cocadena C = {C,,,0,} sobre A se denota por

C:..«~—Cppy On C, On- Ch_1 -+ donde 0,0,_1 = 0 para cada n € 7Z.

Nuevamente 0 se llamara diferencial. El morfismo de complejos de cocadena (o apli-
cacién de cocadena) y el producto de estos morfismos son definidos de manera andloga
a las definiciones dadas para complejos de cadena.

Definicién 1.5.12 Sea C' un complejo de cocadena sobre A. Se define el modulo de
cohomologia de C' denotado por H(C') mediante H(C) = {H"(C)}, donde
H™"(C) = Ker9,/Im0d,_1, n € Z.

H™(C) se llama n-ésimo mddulo de cohomologia de C'.
Se observa que:

i) Segin Definicién 1.5.12 y Proposicién 1.5.9, se puede probar que H(—) es un
funtor, llamado funtor de cohomologia, de la categoria de complejos de cocadena
en la categoria de modulos graduados.

i7) En el caso de complejos de cocadena se habla de cocadenas, cobordes, cociclos,
cociclos cohomologos, clases de cohomologia.

Ejemplo 1.5.13 Todo médulo puede ser considerado como un ejemplo de complejo
de cadena (o de cocadena). Luego, dado un médulo A, se define Co = A, C,, = 0 para
n #0, 0, = 0 ( andlogamente para complejos de cocadena). De esta manera WY, se
sumerge en AQ{) (categoria de complejos de cadena).

Ejemplo 1.5.14 Sea A un A-mddulo y sea F —— A una presentacién libre (o
proyectiva) de A con nicleo R, de modo que R " s F —5 A es una sucesidn ezacta
corta. Se forma un complejo de cadena C, con C; = R, Cy =F, 0, = u, C, =0 para
n # 0,1; esto se escribe como

C 0 Cl " Co 0

K F F
_ Kerdy _ ~ A: Hy(C) =0, n #0.

uego Ho(C) Imo, Imp  Kere
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Ejemplo 1.5.15 Sea A LT 5 T una presentacion inyectiva de A. Se forma
un complejo de cocadena C', con Co=1,Cy=J, 0gy=¢, C,, =0 paran #0,1. Asi

Croe—0<20 <20 0
K
luego H'(C) = h;gao = Kere = Impu = A; H'(C) =0 para n # 0.
1

Ejemplo 1.5.16 Sea C complejo de cadena de A-mddulos izquierdos y sea A un
A-mddulo izquierdo. Se obtiene un complejo de cadena D = Hompy(A,C) de grupos
abelianos, donde D, = Hom(A, C,), 0P =0, : Homy (A, C,) — Homp (A, C,_1).

Sea ahora B un A-mddulo izquierdo, se obtiene un complejo de cocadena
E = Homy(C, B) de grupos abelianos, donde E, = Homy(C,, B),

On = 05« Homy(Cy, B) — Hom(Cyyia, B).

Proposicion 1.5.17 C' es un complejo de cocadena sobre A si y solo si CP es un
complejo de cadena sobre A.

Prueba :
=) Si C es un complejo de cocadena sobre A, entonces se puede considerar

Bn an—l
C:...% TL-‘rl(iCn(iCn—l(i"'

donde 0,0,_1 = 0 para cada n € Z.
Invirtiendo flechas se obtiene

op
fojeod

an—l
coP ... ——Chyr Cn Ch-1

donde 9,” ;0% = 0 para cada n € Z, puesto que
AP 0% = (0,0,-1)"" = 0°° = 0. Por Definicién 1.5.3, C? es un complejo de

cadena sobre A.

<) La prueba de la reciproca se hace de manera andloga Bl

1.6. Complejos Dobles

Definicién 1.6.1 Un mddulo bigraduado (por los pares ordenados de enteros) deno-
tado por A = {A,,,};m,n € Z es una familia de A-mddulos A, ,, para m,n € Z. Un
morfismo ¢ : A — B de mddulos bigraduados de grado (k,l) se define como

© = {@mn : Amn — Bmikntifim,n € Z. El producto de morfismos ¢ : A — B y
Y : B — C de mddulos bigraduados de bigrado (0,0) se define como vy : A — C por
(VO)mm = YmnPmn para todo m,n € Z.
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Proposiciéon 1.6.2 mixz es una categoria,
cuyos objetos son mddulos bigraduados, morfismos son los morfismos de grado (0,0)
de modulos bigraduados y el producto de morfismos estd dado en la definicion anterior.

Prueba.- La prueba es andloga a la de Proposicion 1.5.2 B

Definicién 1.6.3 Un complejo doble de cadena B sobre A es un objeto de ME*%
provisto de dos endomorfismos & : B — B, 0" : B — B de grado (—1,0) y (0,—1)
respectivamente, llamados diferenciales, tales que:

79 =0, 9'9"=0 y P+ =0 (1.4)

Esto quiere decir que B es una familia bigraduada de A — médulos {B,,}, p,q € Z
provisto de dos familias de homomorfismos de A — mddulos

10,4 Bpg — Bp-14}:10,, : Bpg — Bpq1}, tales que (1.4) se cumple. Como en el
caso de complejos de cadena se omite los subindices cuando el significado esté claro.

Definicién 1.6.4 Un morfismo ¢ : B — C de complejos dobles de cadena sobre A es
un morfismo de WMA*% tal que @ = Ol y @I = Op.

El producto de morfismos p : B — C y i : C' — D de complejos dobles de cadena
sobre A es el morfismo vy de W%XZ que cumple con las condiciones de morfismos de
complejos dobles.

La coleccién de complejos dobles de cadena sobre A se denotara con AQ:le.
Proposicién 1.6.5 AQi@b es una categoria.
Prueba.- los tres axiomas de categoria se cumplen para A@Q:b:

CAT 1: Los conjuntos AQ:Qib(A, B)y A@Ch(C, D) son disjuntos a menos que A = C
y B=D.
Sea p € AQ:QIU(A, B)N ACQI[)(C, D), de manera que ¢ : A— By ¢:C — D son
morfismos en 5% | de donde ¢ € ME*% (A, B) nmM&*% (C, D), siendo M%*%
una categoria , se concluye que A=Cy B=D.

CAT 2: Si f € AQib(A, B), g € AQ:U(B,C) y h € Ale(C,D), entonces
hgf) = (hg)f

Es inmediato del hecho que M™% es una categoria.

CAT 3: Para cada A € |A€Q:b| existe 14 tal que para cualesquier f: A — B,
g : C — A morfismos en A€€h se tiene f = fla, 149 =g.
Como los complejos dobles de cadena son mddulos bigraduados, f : A — By
g : C'— A son morfismos en la categoria mf*z , luego existe 14 tal que f = fl4,
lag = g. Ademds 14 : A — A es tal que 140 = 0414 y 140" = 9114. Por lo
tanto existe 14 morfismo identidad de A en A€€bl
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Ahora, se puede construir complejo de cadena a partir de B € ‘ A@Ch‘.

Definicién 1.6.6 Sea B un complejo doble de cadena sobre A. Se define el mddulo
graduado Tot B = {(Tot B),,}, donde

(Tot B), = @D B
prg=n
Como 0'(Tot B), C (Tot B),,—1y 0"(Tot B),, C (Tot B),,—; se tiene
(0" +9")(Tot B), C (Tot B),,—1. Ademés
(a/ _"_ a//)(a/ +a//) — 8/8/ _"_ (a//a/ _"_ a/a//) ‘l‘ 8//6// — 0
Asi Tot B es un complejo de cadena si hacemos 0 = 0" + 9" : (Tot B),, — (Tot B),,_1,
para cada n € Z. Se dird a Tot B complejo total de B.

Seran necesarias algunas nociones duales de complejos dobles de cadena, por tanto
se dan las siguientes definiciones.

Definicién 1.6.7 Un complejo doble de cocadena B sobre A es un objeto de m%xz ,
provisto de dos endomorfismos 0’ : B — B, 0" : B — B de grado (1,0) y (0,1)
respectivamente, llamados diferenciales, tales que:

g9 =0, 99 =0 y 9+ =0 (1.5)

Esto quiere decir que B es una familia bigraduada de A — médulos {B,,}, p,q € Z
provisto de dos familias de homomorfismos de A — médulos
10,4+ Bpg — Bpy1,4},10, , : Bpg — Bpgi1}, tales que (1.5) se cumple.

Es posible construir un complejo de cocadena (Tot B,0) a partir de un comple-
jo doble de cocadena B dado.

Definicién 1.6.8 Sea B un complejo doble de cocadena sobre A. Se define el mddulo
graduado Tot B = {(Tot B),}, donde

Como & (Tot B),, C (Tot B)p41y 0"(Tot B),, C (Tot B),+1 se tiene
(0" 4+ 0")(Tot B),, C (Tot B),+1. Ademés

(al + a//)(a/ _|_all) — a/a/ + (a/a/l + a//al) + al/a// — 0

Haciendo 0 = & + 0" : (Tot B),, — (T'ot B),,;1 para cada n € Z, se obtiene el complejo
de cocadena (Tot B, 0), que se llamard también complejo total de B.
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1.7. Categorias Abelianas y Funtores Aditivos

Ciertamente de las categorias que se han introducido algunos tienen una estructura
adicional. Asi, en las categorias 20b, TN y mi\ el conjunto de todos los morfismos
tiene una estructura de grupo abeliano y tienen la nocién de sucesiones exactas. Se
procede en esta parte a extraer caracteristicas esenciales de tales categorias y se define
la nociéon importante de categoria abeliana.

Definicién 1.7.1 Una categoria aditiva 2 es una categoria con objeto cero en que
dos objetos tiene un producto y en que los conjuntos de morfismos A(A, B) son grupos
abelianos tal que la composicion A(A, B) x U(B,C) — A(A, C) es bilineal. Esto es:

(f+9)h=fh+gh; f,geUB,C) y heA(A, B)
flg+h)=fg+ fh; feA(B,C); g, heUA,B).

Ejemplo 1.7.2 La categoria Ab es aditiva.

Se sabe que 2Ab es una categoria. Para que sea aditiva se va a verificar las cuatro
condiciones siguientes:

i) 0 = {e} es el objeto cero de Ab, donde e es la identidad aditiva de cada grupo
abeliano.

it) Si A, B € |Ub|, entonces A x B € |2b].
Defina la operacién + en Ax B por (a1, by )+ (ag, by) = (a;+as, by+by) consideran-
do la notacién aditiva + para las operaciones de los grupos abelianos A y B. Con
esta operacién A X B resulta ser un grupo abeliano. Por lo tanto A x B € |2b|

para todo A, B € |b|.

iii) Ab(A, B) es un grupo (aditivo) abeliano para todo A, B € |2b].

Sean f, g € Ab(A, B), entonces f + g se define por

(f+g)(a) = f(a) + g(a) para todo a € A....... *)

Claramente f 4+ g € Ab(A, B). La asociatividad de la operacién , la existencia
del elemento identidad, la existencia del inverso en B y el hecho de que B es

abeliano, permite deducir que Ab(A, B) es un grupo abeliano con la operacién
definida en (*).

iv) La composicién 2Ab(A, B) x Ab(B,C) — 2Ab(A, C) es bilineal.
En efecto:

a) Sih, geAb(B,C) y f € Ab(A, B), entonces (h+g)f =hf +gf
Esto se verifica como sigue:

[(h+9)f](a) = (h+g)(f(a)
(



b) Sig, f e Ab(A,B)y h € Ab(B, (), entonces se verifica como en a) que
hg+f)=hg+hf.

Por i), ii),4i1) y iv); la categoria de grupos abelianos b es aditiva B
Ejemplo 1.7.3 La categoria WV es aditiva.

Para probar que la categoria mi\ es aditiva se procede a verificar las cuatro siguientes
condiciones:

i) Se sabe que 0 = {0} es el objeto cero de MY, , donde 0 es la identidad aditiva de
cualquier A — moédulo izquierdo.

ii) Si A, B € |m |, entonces A x B € M, |.
Por componentes para (ai,by), (az,by) € A x B se define la operacién suma
mediante ((11, b1> (CLQ, bz) ((11 + a9, b1 + bg)
Parar € Ay (a,b) € A x B se define el producto r(a,b) = (ra,rb)
Se satisfacen para A x B los axiomas de A-mddulo izquierdo con las operaciones
que se acaba de definir. Por lo tanto A x B € |M, | para todo A, B € M} |.

iii) M, (A, B) es un grupo (aditivo) abeliano para todo A, B € [ |.

Sean f, g € M) (A, B), entonces f + g € M, (A, B).
Se define (f + g)(a) = f(a) + g(a) para todo a € A.......(*¥)
La asociatividad de la suma de morfismos, la existencia del elemento identidad y

la existencia del inverso en MY, (A, B) son heredados por B. Como B es abeliano,
el M (A, B) es abeliano bajo la operacién definida en (**).

iv) La composicién TN (A, B) x M, (B, ) — M, (A, C) es bilineal. En efecto:
a) Sih, ge M, (B,C)y fem, (A B), entonces (h+ g)f = hf +gf.
Claramente:  [(h +g)f](a) = (h+g)(f(a))
= h(f(a)) +9(f(a))
)+

= (hf)(a) + (9/)(a)
= (hf+ gf)(a)para todoa € A.

b) Sig, fem (A, B)yhem, (B,C), entonces h(g+ f) = hg + hf. Esta
igualdad se verifica como en la parte a).

Asi, la categorfa de médulos izquierdos MY, es aditiva M
Ejemplo 1.7.4 La categoria W% es aditiva.
Para que la categorfa MY sea aditiva se verificard las cuatro condiciones siguientes:

i) Sea 0 = {A,},n € Z tal que A, = 0 es el A-mddulo cero para cada n € Z,
entonces () es el objeto cero en M .
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i) Si A, B € |mM% |, entonces A x B € |mM% |.
Es claro que A = {A, },n € Z; B ={B,},n € Z, entonces se define
(Ax B), = A, x B, para cadan € Z, luego A x B € [m% |.

iii) M5 (A, B) es un grupo (aditivo) abeliano para todo A, B € |M¥ |.
Sean f, g € MY (A, B), entonces f + g € MY (A, B). Se define f + g por
componentes (f + ¢)p = fo + gn : An — B, para cada n € Z. Como M} es
una categoria aditiva implica que mlA (An, By,) es un grupo abeliano para cada
n € Z. Por consiguiente M4 (A, B) es un grupo abeliano.

iv) La composicién M% (A, B) x M4 (B,C) — M4 (A, O) es bilineal.
En efecto:

a) Sih, ge M} (B,0)y f €M% (A B), entonces (h+g)f = hf +gf.
Como la categorfa T es aditiva, la composicién
mi (A, B,) x M (B,,C,) — M} (A,,C,) es bilineal para cada n € Z,
luego se deduce que:

(h+9)f = ({hn+gn:B,—Ct,neZ){fn: A, — B,},n €Z);
= {(hn+ gn)fn: An — Cr},n € Z;
= {hnfo+ gufu: An— Cr},n € Z;
= {(hf+gf), A — Cr},n€Z;
= hf+gf

b) Sig, femi (A B)yhem: (B,C), entonces h(g + f) = hg + hf. Esto

se verifica como en la parte a).
Por lo tanto, la categoria M4 de médulos graduados sobre A es aditiva W
Ejemplo 1.7.5 M%*% es una categoria aditiva.
J p A g
Para que la categoria m%XZ sea aditiva verifiquemos las cuatro condiciones siguientes:

i) Sea 0 = {A,,.},nym € Z tal que A,,,, = 0 es el A-mddulo cero para cada
m,n € Z, entonces el simbolo definido 0 es el objeto cero en mﬁxz :

i) Si A, B € \mJZ\XZ |, entonces se define (A X B)m = Apm X Bpm.
Es claro que A = {A,,.};m,n € Z; B={By.};m,n € Z, de donde
Apn X B € MY, | para cada m,n € Z, luego A x B € IMP*% |.

iii) M4*% (A, B) es un grupo abeliano para todo A, B € [M4y*% |.
Sean f, g € MY*% (A, B), entonces f + g € MY*% (A, B). Se define f + g por
(f+ 9mmn = foon + 9mn * Amn — B para cada m,n € Z. Como M, es una
categorfa aditiva implica que TN, (A n, Bmn) es un grupo abeliano para cada
m,n € Z. Por consiguiente m%*z (A, B) es un grupo abeliano.
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iv) La composicién MA*% (A, B) x ME*% (B, C) — MA*% (A, C) es bilineal.
En efecto:
a) Sih, ge M{*% (B,0)y f € M*% (A, B), entonces (h+g)f = hf +gf.

Como la categoria mlA es aditiva, la composicion
ml, (A, Binn) X mi, (Bimns Crm) — ml, (Apn, Cn) es bilineal para cada
m,n € Z, luego se deduce que:

(h+9)f = {hmn~+ mn: Bmn— Contim,n € Z){fmmn : Amn — Bmn}im,n € Z);
= {(hmm + Gmn) fn : Amn — Cn}im,n € Z;
= AhmnSmn + Gmnfmn : Amn — Contim,n € Z;
= {(hf + gf)m,n : Am,n - m,n}§man € Z;
hf+gf.

b) Sig, femMi*? (A B)yhemMi*% (B,C), entonces h(g + f) = hg + hf. Esto

se verifica como en la parte a).

En consecuencia, la categoria W%XZ de médulos bigraduados es aditiva B
Proposicién 1.7.6 La categoria Acf) es aditiva.

Prueba.- Para probar que la categoria Ath es aditiva se verificard las cuatro siguientes
condiciones:

i) Como 0 = {A,},n € Zes el objeto cero en M4 con A—méduloA,, = 0 (constante)
verifica 0% = 0, se deduce que 0 es el objeto cero de AQIb.

it) Si A, B € [ €], entonces A x B € [ &p].
Como A y B por estar en AQih son objetos de la categoria m% , el producto

Ax B e |m%|. Ademés (0 x 9)? =0 paradx 0 : Ax B — Ax B. Por lo tanto
AXx Be |A€h|paratodo A, B€|A€h|.

1i1) AEb(A, B) es un grupo abeliano para todo A, B € |A€b|.
Esto se verificarda probando que A(’:b(A, B) es un subgrupo de M% (A, B).
En efecto:
a) El morfismo cero 0 € MY (A4, B) es tal que 00 = 90 indica que
0e AQ:b(A, B), luego AQ:h(A, B) # 0.
b) Sif, g€ AQ:h(A, B), entonces f — g € A(’lb(A, B).
f, g€ ACb(A,B) implica f, g € M4 (A, B). Como M% es una categorfa

aditiva, se sigue que f — g € M4 (A, B). Adicionalmente verifica que
(F =)0 =0(f ~ ). por Io tanto f — g € \Ey(A, B).
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iv)

La composicion & (A, B) x AQ:h(B, C)— & (A, C) es bilineal.

En efecto:
a) Sih, g€ AQZ[)(B,C’) yfé€ AQU(A,B), entonces (h+ g)f = hf +gf.
Como | A€b| C |mM% | y la categoria MY es aditiva, la composicién
m% (A, B) xm% (B,C) — M% (A, C) es bilineal, luego se deduce que
(h+g)f=nhf+gf.
b) Sig, f € Ath(A, B)yh e A€b(B,C’), entonces h(g + f) = hg + hf. Esto
se verifica como en la parte a).

Por consiguiente, la categoria Acf) de complejos de cadena sobre A es aditiva B

Se escribe A; @ As para el producto de A; y As en la categoria aditiva 2. También
se hace notar que el morfismo cero de 2(A, B) es el elemento cero del grupo abeliano

A(A, B).

Proposicion 1.7.7 5i A es una categoria aditiva, entonces AP es una categoria adi-

tiva.

Prueba.- La categoria opuesta A es aditiva ya que se verifican las cuatro siguientes
condiciones:

i)

i)

i)

iv)

Como 2 es una categoria aditiva y || = ||, el objeto cero de A también es de
AP; j.e., 0 € |AP|.

Si A, B € ||, entonces A x B € ||, puesto que A x B € ||.

Si A, B € ||, entonces A (A, B) es un grupo abeliano aditivo.

Sean fy g € AP (A, B), entonces f + g € AP (A, B).

En efecto:

fygeAP (A, B) implica que f?y g € A (B, A), luego f + ¢g° estd definido
en 2 (B, A). Definiendo f+g = (f? + g°?)” se ve que f+g € A% (A, B). Pero la
categoria 2 es aditiva, luego 2 (B, A) es un grupo abeliano aditivo, esto también
se verifica para A? (A, B).

La composicion A%P(A, B) x AP(B,C) — A%P(A, C) es bilineal.

Esta afirmacion consiste de las dos siguientes partes a) y b):

a) Sih, geAP(B,C)y feAP(A, B), entonces (h+g)f =hf+gf.

En efecto, se usara la bilinealidad de la composicion en :
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(h+g)f = (AP +g")"(f")™

[f7 (R + )]
= (fH g
= [(Rf)” + (9)"]"
= hf+gf.

b) De manera andloga se prueba que h(g + f) = hg + hf para todo
g, fe€AP(A,B)y heA?(B,C) 1

Lema 1.7.8 i1p1 +iapa=1: A1 D Ay — A, @ Ay

Prueba.- Tomando producto de A; y As se obtiene el siguiente diagrama.

4}/”%

A @ Ay !,{P?%?E}Al ® As
\ lpz
p2
Ay

Se sabe que las siguientes aplicaciones canénicas i1 = {1,0} : A} — A; @ As,
igz{o,l}ZAg —>A1@A27 1 =< ]_,0 > Al@A2—>A1 y

P =< 0,1 >: Ay & Ay — As; satisfacen pii; = 1, pria = 0, poiy = 0y pais = 1.
Claramente

{plap2} = {17 0}271 + {07 1}172
= up1+ P2

luego se tiene:

pi(ipr +iop2) = (prin)pr + (Pri2)p2
= N

de manera similar ps(i1p1 + ap2) = pa.

Como la aplicacién identidad 1 : A; & Ay — Ay ® A, también satisface las condi-
ciones para {p1, pa} o (hace conmutar el diagrama anterior) y {p1, pa} = t1p1 + iap2 €s
unico, se debe tener 11p; + iopo =1 W

Proposicién 1.7.9 Sean iy = {1,0} : Ay — A1 @ As, is = {0,1} : Ay — A; & As.
Entonces (A1 & Ay; i1,12) es el coproducto de Ay y As en la categoria aditiva 2A.
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Prueba.- Dados ¢; : A; — B, i = 1,2, se define
< 1,92 >= ©1p1 + Yapa : A1 @ Ay — B, entonces:

< 1,02 >0 = (@1p1 + Pap2)ia
= @1P1l1 + Yapaiy
= P13

< 1,02 >l = (Q1p1 + Pap2)ia
= P1P1i2 + Papaiz
= 0y

Ahora, se prueba la unicidad de < ¢, g >.
Suponga que existe 6 : Ay & Ay — B tal que 0i; = 1 y 0is = o, entonces

0 =01 = 0(i1p1 + isp2) por Lema 1.7.8
= 0iip1 + Oiapo
= Q1p1 + P2p2
= <pnp2> N

Graficamente esta proposicion garantiza la existencia de coproducto de dos objetos en

una categoria aditiva 2:
m

Se usa el simbolo de suma en lugar del simbolo de coproducto en el caso de una cate-
goria aditiva. Por supuesto, sumas solamente coinciden con productos en una categoria
aditiva si el nimero de objetos involucrados es finito.

Proposicién 1.7.10 Dada la sucesion A —— iy BaC — pillidy

A, se cumple que

D en una categoria aditiva

< 7,0 > {p, ¥} = yp + v

Prueba'_ < Y5 5 > {Sov ¢} = (Vpl + (5]72){@7 w}
= il ¥} + dpa{ep, ¥}
= yp+dy

Corolario 1.7.11 La adicion en el conjunto A(A, B) estd determinado por la
categoria 2.
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Prueba.- De Proposicién 1.7.10 tomando C =D =By ~y=0§ =1,
para ¢, 1 : A — B se obtiene p + ¢ =< 1,1 > {p, v} A

Proposicion 1.7.12 Sea F' : A — B un funtor de una categoria aditiva A en la
categoria aditiva B. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) F preserva productos (de dos objetos)
i1) F preserva suma (de dos objetos)
i11) Para cada par A, A" € ||, F: A(A, A") — B(FA,FA") es un homomorfismo.

Prueba:
i) = 1i) Suponga que F' preserva el producto.
Esto se expresa en diagramas, como sigue:

F(A)
e Tpl
F(A @ Ay) L R(A) @ F(Ay)
ipz
Fp2
F(A,)

Significa que {F'py, Fpo} es un isomorfismo, pues existe
< F(ir), Fiz) >= F(in)p + Fiz)p2 :+ F(A) & F(A2) — F(A & Ap) tal que
< F(iy), F(iz)) > es el inverso de {Fpy, F'ps}.

Ahora, cambiando el sentido de las flechas se obtiene el diagrama
correspondiente para coproducto o suma:

F(Ap)
F(i1) iil

F(A; & Ay) <" p(A)) @ F(A,)

‘M Tiz

F(A,)

Por lo dicho arriba < F'(iy), F'(i2) >= F(i1)p1+ F(i2)p2 tiene como inverso { F'p, Fps},
por lo tanto F' preserva sumas (o coproductos).

i1) = ii1) Si ¢y, pa : A — A’, entonces @1 + o =< 1,1 > {1, 2} como F preserva
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sumas (y productos)

Flpo1+¢2) = F<1,1> F{p1,p}
= < F1,F1>{Fp, Fps}
= <1,1>{Fp, Fps}
= Fpi1+ Foo

i11) = i) Para probar que F' preserva productos se debe verificar que
{Fp1,Fpa} : F(A1 & Ay) — F(A;) & F(Ay) es un isomorfismo.

Se prueba que F(i1)p1 + F(is)ps : FA; & FAy — F(A; & Ay) es inverso de
{Fp1, Fpa}, ya que

{Fp1, Fpo}p(F(i)p1 + F(i2)p2) = {Fp1, Fpa} F(iv)p1 + {Fp1, Fp2}F(i2)po
= {F(p1ir), F(p2ir) }p1 + {F(pri2), F(paia) }p2
= {F(1), F(0)}p: + {F(0), F(1)}p2
= {1,0}p1 +{0,1}p2, pues F(0) =0
1p1 + 12p2
=1

(F(i)pr + F(i2)p2){Fpr, Fpo} = F(i)pi{Fp1, Fp2} + f(i2)p2{ Fp1, Fpa}
= F(ir)F(p1) + F(i2) F(p2)
= F(i1p1 + iap2), pues F' es homomorfismo
(

1)

I
=

Definicién 1.7.13 Un funtor que satisface las condiciones equivalentes de Proposicion
1.7.12 se llama FUNTOR ADITIVO.

Proposicién 1.7.14 Homy(A, —) : MY, — Ab es un funtor covariante aditivo.

Prueba.- Se prueba que el funtor covariante Homy (A, —) es aditivo, verificando la
igualdad Homy(A, f + g) = Homa (A, f) + Homy(A, g) para todo f,g € W (B, C).
En efecto, como f + g € M4 (B, C) se tiene
Homn(A, f 4+ g) : Homy(A, B) — Homa (A, C) definido por
Homn(A, f + g)h = (f + g)h para todo h € Homy (A, B),

Pero (f + g)h = fh+gh = Homy(A, f)h+ Homp(A,g)h
= [Homa(A, f)+ Homy(A, g)](h)

Luego HomA(A7f +g) = HomA(Aa f) + HomA(A7g) u
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Proposicién 1.7.15 Sea B € ‘mf\ , entonces Homy(—, B) : MY — Ab es un funtor

contravariante aditivo.

Prueba.- Considerando f+g € M (C, A) y definiendo Homy (f+g, B)h = h(f+g)

para todo h € Homy (A, B), se prueba como en la proposicién anterior B

Proposicién 1.7.16 El funtor covariante H(—) : &y — m4 es aditivo.

Prueba.- Ya se prob6 en Proposicién 1.5.9 que H(—) : Ath — M4 es un funtor
covariante, entonces para que H sea aditivo se verificard que H(p+) = H(p)+ H(v)
para todo ¢, € AQU(C’, D).

En efecto:

0, € Ale(C,D) implica que ¢ + v € AQEU(C, D) y por (1.3):

Hy (o +¢) (x+1Imd;,,) = (e+1), (x) + Imdy,
= (onl@) + ImIy, ) + (Yulw) + Imdy,,)
= H,(p) (x—l—[m@ﬁbﬂ) + H,(v) (x+[m8§+1)
= (Hu(p) + H,(¥)) (x + [mazﬂ)

para todo z € Kerd;. Pero H, (¢ + ) = [H (¢ +1)],,, luego
(H (¢ + )], = Hu(e) + Hy(¥) = [H(p) + H(¢)], para cada n € Z; en consecuencia,

H(p+¢)=H(p) + H(y) B

De esta proposicion se deduce que en cada componente se cumple la igualdad
H, (p+1v) = H,(¢) + H,(¥); es decir, H, es un funtor covariante aditivo de Ay en

ml.
Proposicién 1.7.17 Sea A € ||, Fqx = A®, (=) : MY, — Ab, entonces el funtor
Fy es aditivo.

Prueba.- Para demostrarlo se debe verificar que Fa(f+¢g) = Fa(f)+ Fa(g) para todo
f,9 € My(B, B).
Sea a ® b € A®, B (arbitrario), entonces

Fa(f+g)la®b) = [14@(f+9)(a®b)
= laa® (f+g)b
a® (fb+ gb)
= a® fb+a®gb
= 14a® fb+ 1aa® gb
= (14a®f)a®b) + (14® g)(a®b)
= [lu®f+14®@gl(a®Db)
[Fa(f) + Fa(g)l(a®b)
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Luego Fa(f +9) = Fa(f) + Fa(g) para todo f,g € Wi (B, B).
Por lo tanto, el funtor A ®, (—) es aditivo B

Dado B € ‘mi\ }, se prueba como en Proposicién 1.7.17 que el funtor covariante (—)®, B
es aditivo.

Los funtores aditivos juegan un rol crucial en la teoria de funtores derivados.

Para ser capaces de hacer una dlgebra homologica efectiva se necesita introducir una
estructura rica en la categoria aditiva; se desea tener nicleos, conticleos e imagenes.
Recuerde que los nitcleos si existen siempre son monics y los contcleos siempre son
epics. En la categoria aditiva un monic es caracterizado como aquel que tiene nicleo
cero y epic es caracterizado como aquel que tiene contcleo cero.

Definicién 1.7.18 Una categoria abeliana es una categoria aditiva en que se satisfacen
las tres siguientes condiciones :

i) Cada morfismo tiene un nicleo y un conicleo.

1) Cada monomorfismo es nicleo de su conicleo; cada epimorfismo es contcleo de
su nicleo.

iii) Cada morfismo se expresa como composicion de un epimorfismo y un monomor-
fismo.

Proposicién 1.7.19 La categoria de A-modulos izquierdos mg es abeliana.

Prueba.- Para que la categoria aditiva mf\ sea abeliana se verificara las tres siguientes
condiciones 1),ii) y #ii):

i) Si f € M, (A, B), entonces f posee niicleo y conticleo.
Esta afirmacion se verifica con los items a) y b):

a) El nicleo de f denotado por ker(f): Ker(f) — A se define por

ker(f)(x) = @i (I)

para todo x € Ker(f) ={a€ A/ f(a) =0g}.

Se nota que ker(f) es un morfismo de M, .

Claramente ker(f) satisface las condiciones de nicleo para f:

1) ker(f) es monic
9) foker(f) =0
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3) fog =0 implica que existe h € M, (E, K) tal que g = ker(f) o h.

En efecto:

1) Sean u,v: W — K tal que ker(f) ou = ker(f) owv, entonces u = v.
En efecto, de ker(f)ou(w) = ker(f)owv(w) por definicién de ker(f) se tiene
u(w) = v(w), luego u = v.

2) Foker(f)(@) = f(a) pues ker(f)(a) = a
0, para todo a € Ker(f) = K.

Luego f o ker(f) = 0.

3) Existencia de h : a partir de la igualdad dada se tiene que
Im(g) C Ker(f) =K.
Entonces se define h: E — K por h(e) = g(e) para todo e € E.
Observando la definicién de h, éste es un morfismo en M.
Como ker(f)(h(e)) = g(e), se deduce que ker(f) o h(e) = g(e) para todo
e € E; por lo tanto g = ker(f) o h.

Conforme a Definicién 1.3.11, el ker(f) definido en (/) es el nicleo de f.

b) El contcleo de f denotado por coker(f): B — @ = Coker(f) se define por
coker(f)(x) =x +Im(f) oo (I1)
para todo z € B.
Se nota que coker(f) es un morfismo de Y .
coker(f) satisface las tres siguientes condiciones de contcleo para f:
1) coker(f) es epic
2) coker(f)of=0

3) go f = 0 implica que existe un morfismo ¢ en MY, tal que g = Yo coker(f).

0

m
! B (f)

g 3
0 v

C

45



En efecto:

1) Sean u,v : @ — W tal que u o coker(f) = v o coker(f), entonces u = v.
En efecto, para b € B (arbitrario) se obtiene u(coker(f)(b)) = v(coker(f)(b)),
como coker(f)(b) = b+ Im(f), se deduce que
u(b+ Im(f)) =v(b+ Im(f)) para todo b+ Im(f) € Q, luego u = v.

2) coker(f)o f(a) = f(a)+ Im(f)
— Im(f), pues f(a) € Im(f).
= 0, en Q= B/Im(f), para todo a € A.
Luego coker(f)o f =0.

3) Existencia de ¢ : La igualdad g o f = 0 implica que Im(f) C Ker(g).
Se define ¢ : Q@ — C por ¢(q) = g(b) con q = coker(f)(b)......(I11)
@ esta bien definida.
Sean q y ¢ € @ tales que ¢ = ¢, entonces ¢(q) = ¢(¢').
Por definicion, coker(f) es sobreyectiva; luego existen b y v € B tales que
q = coker(f)(b) y ¢ = coker(f)(V'). Pero ¢ = ¢/, luego
b+Im(f) =V +1Im(f),dedonde b—b = f(a) € Ker(g) para algin a € A,
asi g(b) = g(b'). Esto significa que ¢(q) = ¢(¢').
Claramente ¢ es un morfismo de MY , por ser definido en (111) en términos
del morfismo g de MY .
Volviendo a (I11) se ve que ¢ o coker(f)(b) = g(b) para todo b € B, por lo
tanto ¢ o coker(f) = g.

Por Definicién 1.3.12, el coker(f) definido en (II) es el contcleo de f.

i1) Cada monomorfismo es el nicleo de su contcleo; cada epimorfismo es contcleo de
su nucleo.
Esto se verificara con los siguientes items a) y b):

a) Si p € MY (A, B) es monic, entonces p = ker(coker(u)).
Se verificard que p satisface las tres condiciones de nicleo para coker(pu):

1) p es monic
2) coker(p)opu =20
3) coker(u) o h = 0, entonces existe ¢ € M, (E, A) tal que h = 0 .

A B > B/ Im(p)
agoE//
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En efecto:

1) u es monic por hipdtesis.
2) Por la definicién de coker(u), se sigue que coker(u) o pu = 0.

3) Existencia de ¢ : el morfismo h: E — B de M, es tal que
coker(p) o h(e) = Im(u), entonces se deduce que h(e) = u(a) para un
(inico porque p es monic) a € A, luego se puede definir ¢(e) = a para que
(Lop)(e) = ulple)) = pla) = h(e), asi h = pop.
Usando el hecho que g es monic se prueba que ¢ es un morfismo de MY, .
Conforme a Definicién 1.3.11, se deduce que p = ker(coker(p)).

b) Siec M, (A, B) es epic, entonces € = coker(ker(c)).
Se verificard que ¢ satisface las siguientes condiciones de contcleo para ker(e):
1) € es epic
2) eoker(e) =0
3) hoker(e) =0, entonces existe ¢ € MY (B,C) tal que h = poe.

En efecto:

1) € es epic por hipétesis.
2) Por definicién de ker(e), se sigue que € o ker(e) = 0.
3) Existencia de ¢: de ho ker(e) = 0 se tiene que K C Ker(h) ...(x)
Se define ¢ : B — C por ¢(b) = h(a) con g(a) = b.
Sie(a) = e(a’) = b, entonces a — a’ € Ker(e) = K. Luego por
(%): h(a —a’) = 0, esto implica que h(a) = h(a').
Asi, ¢ estd bien definida por ¢(b) = h(a) con (a) = b.
Como ¢ es definido en términos del morfismo h de T, | se deduce que existe
peml (B,C)tal que h=poce.

Conforme a Definicién 1.3.12, se obtiene que € = coker(ker(e)).

iii) Si f € MY (A, B), entonces f = jue, donde ¢ es epic y p es monic.
A

En efecto:
Definiendo € : A — Im(f) por e(a) = f(a), se prueba que € es epic:
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Sean u,v : Im(f) — W tales que uoe = v o ¢, entonces u = v.

De la igualdad u o e = v o € se obtiene que u(e(a)) = v(e(a)) para todo e(a) € Im(f),
luego u = v.

Definiendo u : Im(f) — B por u(c) = ¢, se prueba que p es monic:

Sean p, o : W — Im(f) tales que oo = po p, entonces o = p.

Es claro que o(w) = p(o(w)) = u(p(w)) = p(w) para todo w € W, luego o = p.

Por las definiciones dadas de € y i, se deduce que f(a) = u(f(a)) = u(e(a)) = poe(a).
Por lo tanto f = ue, donde ¢ es epic y v es monic B

Proposicion 1.7.20 St A es una categoria abeliana, entonces AP es una categoria
abeliana.

Prueba.- Por Proposicién 1.7.7 la categoria 2A°P es aditiva. Para probar que A% es
una categoria abeliana se va a verificar las tres siguientes condiciones:

i)

i)

i)

Sea ¢ € AP (A, B), entonces existen p € AP (K, A) y e € A? (B, () tales que
p = ker(p) y e = coker(p).

En efecto:

@ € AP (A, B) implica que o € A (B, A). Como 2 es categoria abeliana, existen
morfismos v € A(C, B) y 6 € A (A, K) tales que v = ker(¢®) y § = coker(¢).
Por Proposicién 1.3.13, los morfismos 7 € A% (B,C) y 6% € AP (K, A) son
tales que P = coker(p) y 07 = ker(yp). Tomando u = 0? y € = 7P, se deduce
que existen morfismos p y € en A tales que p = ker(p) y € = coker(yp).

Sean ¢ € AP (A, B) monic y ¢ € A% (C, D) epic, entonces ¢ = ker (coker(y)) y
Y = coker (ker(1)).

En efecto:

Por Proposicién 1.3.3 ¢ € A (A, B) monic y ¢ € A% (C, D) epic, implica que
@ € A (B, A) es epicy P € A (D, C) es monic; luego usando el hecho que A es
categoria abeliana, resulta que ¢ = coker (ker(p%)) v ¥ = ker (coker(¢°P)).
Por Proposicién 1.3.13, se obtiene que ¢ = ker (coker(y)) y ¥ = coker (ker(¢)).

Sea ¢ € AP (A, B), entonces existen n € AP (A, I) epic y v € A (I, B) monic
tales que ¢ = vn.

En efecto:

@ € AP (A, B) implica que ¢°? € A (B, A). Como 2 es categoria abeliana, luego
existen morfismos o € A (B, ) epic y A € 2A(I, A) monic tales que p” = Ao, de
donde los morfismos ¢ € ° (I, B) monic y A%? € A% (A, I) epic, son tales que
p = 0PX?. Haciendo n = AP y v = 0P, se ve que existen morfismos n y v en
2A°P tales que ¢ = vn, donde 7 es epic y v es monic.

En consecuencia, la categoria opuesta 2A°? es abeliana B

Definicién 1.7.21 Sea € una categoria. Un objeto graduado de € es una familia
A={A,}, n € Z de objetos A,, de € para n € Z. Un morfismo ¢ : A — B de objetos
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graduados de € es una familia ¢ = {p, : A, — B,} de morfismos p, : A, — B,
de € para n € Z. El producto de morfismos ¢ : A — B y ¢ : B — C de objetos
graduados de € se define como la familia Yo = {(Yy), : A, — C,} de morfismos
(), = Yy Ay — C,, de € paran € Z.

Segin Proposicion 1.5.2 usando € en lugar de mi\ , se prueba que la coleccién ¢ de
objetos graduados de € es una categoria, junto con los morfismos y el producto de
morfismos definidos.

Definicién 1.7.22 Sea 2l una categoria abeliana y o € AX (A, B).

i) El morfismo u € A7 (K, A) es niicleo de ¢ si p, = ker(p,) para todo n € Z. En
este caso se denotard p = ker(p).

ii) El morfismo € € A% (B, C) es coniicleo de ¢ si e, = coker(p,) para todo n € Z.
En este caso se denotard € = coker(p).

iii) ¢ € AZ (A, B) es monic si o, € A(A,, B,) es monic para todo n € 7.
iv) @ € AL (A, B) es epic si p, € U(A,, B,) es epic para todo n € Z.

Proposicién 1.7.23 Sea QA una categoria abeliana. Entonces la categoria A% de objetos
graduados de A es una categoria abeliana [8].

Prueba :
i) Se verifica que la categorfa A% es aditiva como se hizo en Ejemplo 1.7.4.

ii) Se prueba que la categoria aditiva AZ es abeliana, ya que se cumplen las tres
siguientes condiciones:

a) Sea p € A% (A, B), entonces existen pu € A% (K, A) y € € A% (B,C) tales
que p = ker(p) y € = coker(p).
En efecto:
¢ € AL (A, B) implica que ¢ = {p, : A, — B,}, n € Z. Como 2 es una
categoria abeliana y ¢, € A (A,, B,); existen p, € A(K,, A,) y
en € A(B,, C,) tales que p, = ker(p,) y e, = coker(y,) para todo n € Z.
Luego, existen p € A% (K,A) y ¢ € A% (B,C) tales que u = ker(p) y
e = coker(yp).

b) Sean ¢ € A% (A, B) monic, ¢ € A% (C, D) epic; entonces ¢ = ker (coker(y))
y ¥ = coker (ker(y)).
En efecto:
¢ € A% (A, B) monic implica que ¢,, € A (A, B,) es monic para cadan € Z;
pero 2 es categoria abeliana, luego ¢,, = ker (coker(p,)) para todo n € Z,
por lo tanto ¢ = ker (coker(p)).
Anélogamente, si ¢ € A% (C, D) epic, se prueba que ¢ = coker (ker(¢)).
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c) Sea ¢ € A% (A, B), entonces existen n € A% (A, I) epic y v € A% (I, B)
monic tales que ¢ = vn.
En efecto:
¢ € AZ (A, B) implica que ¢ = {¢, : A, — B,}, n € Z. Ahora, como 2 es
categoria abeliana y ¢, € 2 (A,, B,); luego existen n, € A (A,, I,) epic y
v, € A (I, B,) monic tales que ¢, = v,1, para todo n € Z.
Asi, existen n € A% (A, I) epic y v € A% (I, B) monic tales que ¢ = vn B

Corolario 1.7.24 La categoria de A-mddulos graduados M5 es abeliana.

Prueba.- Como mk es una categoria abeliana, por Proposicién 1.7.23 se deduce mi
es una categoria abeliana W

Ejemplo 1.7.25 La categoria de los complejos de cadena sobre A, Abe, es abeliana.

En lo que sigue, se probara algunas propiedades de categorias abelianas y se definira suce-
siones exactas.

Lema 1.7.26 Sivn yn tienen el mismo micleo y n es epimorfismo. Entonces v es
un monomorfismo.

Prueba.- Usando la condicién #ii) de categorias abelianas se puede escribir v = po,
donde o es epic y p es monic.

Entonces vn = pon. Sea p es nucleo de on, entonces p es nicleo de pon = vn, por
hipétesis es también niicleo de 7, por la condicién ii) de categorias abelianas, on y n
son ambos conticleos de u. Esto significa graficamente

Asi existe un isomorfismo w en 2, tal que wn = omn, como n es epic se deduce que
w = 0. Ahora, como ¢ es un isomorfismo, o es monic, por lo tanto la composicién de
monics ¥ = po es monomorfismo (monic) W

Proposicién 1.7.27 Dado el morfismo ¢ : A — B en la categoria abeliana A, se
puede deducir de ¢ la sucesion de objetos y morfismos

(S,) : KA1+ 3B-S(C

donde ¢ = vn, p es nicleo de ¢, € es contcleo de p, n contcleo de u, y v es nicleo de €.
Ademds la descomposicion de p como composicion de un epic y monic es esencialmente
unica.
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Prueba.- Segin la condicién i) de categoria abeliana, sea p nicleo de ¢ y 1 contcleo
de p. Luego ou = 0y nu = 0; pero n = coker(u) luego existe v tal que ¢ = vn. Por
ser p nucleo de 7, por Lema 1.7.26 v es monic.

Sea ¢ es el contcleo de ¢ = vn, entonces € es conticleo de v.

En efecto:

Del hecho que € es el conticleo de ¢ = v se sigue:

a) € epic.
b) evn=0
¢) gvn = 0 implica que existe h tal que g = he.

Ahora, del hecho que n es epic, se aplica la propiedad cancelativa por la derecha en las
ecuaciones, para obtener

d) € epic.
e) ev=0
f) gv =0 implica que existe h tal que g = he.

Por lo tanto ¢ es conticleo de v.

Por la condicién ii) de categorias abelianas, todo monic es nicleo de su conticleosi.e.,
v = ker(coker(v)) = ker(e), asi v es nicleo de . Luego estd probada la existencia de
Se-

Finalmente, se ve la unicidad de la descomposicion:
Si ¢ = vy = vyn; con n,n; epimorfismos y v y v; monomorfismos, entonces se prueba
que

kerp = kern = kern;.

Segun la condicién i7) de categorias abelianas todo epimorfismo es contcleo de su
nicleo, permite hacer el siguiente diagrama:

n kern=kerm
<~

Luego existe un isomorfismo w en 2 tal que ,
usando la igualdad vn = 111, y el hecho que 7 es epic, se deduce |

Corolario 1.7.28 Si un morfismo ¢ en una categoria abeliana A es un epimorfismo
y monomorfismo, entonces es isomorfismo.
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Prueba.- Como ¢ es monomorfismo y epimorfismo se puede descomponer en las dos
formas ¢ = ¢1 = 1¢.

Segun la proposicién anterior, haciendo v = ¢,n = 1,11 = 1 y 1 = ¢, se garantiza
existencia de un isomorfismo w en 2l tal que

= wn V=1w
=w =w

Luego ¢ =, = v = w, asi ¢ es un isomorfismo M

Se puede mostrar que la sucesion S, es esencialmente tinica. Dado un diagrama con-
mutativo.

A—"+B
|, b
A2
existe un diagrama conmutativo
K~ A—">[—">B—>(C
RN
ey Ry A o

donde ¢ = vn, ¢ =V

Se construye u, ' como nucleos y luego 1,7’ ; €, € como contucleos. Usando propiedades
de ntcleos y conticleos se obtiene los morfismos k, [, A tales que 'k = au,

na =1In, €6 = e y lo unico que falta probar es que V'l = [v.

Como V'ln =v'na = p'a = By = Puvn y asi, por ser n epic se deduce que V'l = [v.

Definicién 1.7.29 Una sucesion exacta corta en una categoria abeliana 24 es una

sucesion

I €
— s ——— > .

en donde p es niucleo de € y € es contcleo de .
Se define imagen im(u) de p en A por im(p) = ker (coker(u)).

Proposicion 1.7.30 La siguiente sucesion de objetos y morfismos de una categoria

abeliana A

0 A Lop 2o

es exacta si y solo si f es monic, g es epic y im(f) = ker(g).
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Prueba :

=) Por hipétesis f = ker(g) y g = coker(f), luego f es monic y g es epic; mientras
que im(f) = ker (coker(f)) = ker(g).

<) Reciprocamente, si f es monic, g es epic y im(f) = ker(g), entonces f = ker(g)
y g = coker(f)
En efecto:
Como 2l es un categoria abeliana, f es monic y ¢ es epic; se obtiene que
f = ker (coker(f)) y g = coker (ker(g)). Pero ker(g) = im(f), luego
g = coker (ker (coker(f))) = coker(f) por ser coker(f) epic. Asi g = coker(f)y
f = ker(g). Por lo tanto la sucesién dada es exacta B

o o, 12 .,
Proposicion 1.7.31 Sea A'>—— A —S> A" una sucesion exacta corta en una

, . eopP uer ..
categoria abeliana A, entonces A”>—— A—= A’ es una Sucesion exacta corta en

AP,

Prueba .- Para la sucesion exacta corta dada en 2 se tiene que p es monic, € es epic
y im(p) = ker(e). Por dualidad se obtiene que u® es epic, € es monic y

im(e) = ker(u°?). Por lo tanto A7~ A M A es exacta en AP

Se completa la prueba, explicando que im(e?) = ker(u?).

La igualdad im(u) = ker(e) se escribe como ker (coker(u)) = ker(e). Aplicando

el dual : coker (ker(u®)) = coker(e®), luego aplicando ker se obtiene que

ker (coker (ker(u°P))) = ker (coker(e°P)).

Recordando que 2 es categoria abeliana y ker(u°) es monic,

ker (coker (ker(u))) = ker(u®); como im(e?) = ker (coker(e°)), se deduce que
ker(u?) =im(c°?) B

Definiciéon 1.7.32 Sean A y B categorias abelianas y sea F : A — B un funtor. Se
dice que F' es exacto (exacto derecho; exacto izquierdo) si F' conserva las sucesiones
exactas (exactas a la derecha; exactas a la izquierda). Por ejemplo, una sucesion exacta
a la derecha es una sucesion exacta de la forma A’ — A — A” — 0, decir que I
es exacto derecho significa que si se tiene una sucesion exacta de arriba, la sucesion
correspondiente FA' — FA — FA” — 0 es también exacta.

Proposicién 1.7.33 Sea A € M} |, entonces el funtor T = A®, (—) : My — Ab es
exacto derecho.

Prueba.- Sea B’ ! B2

dos, entonces se probara que

B" 0 una sucesién exacta de A— modulos izquier-

AR B L >AeB->Ag B —>0 (%)

es una sucesién exacta.
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i) La sucesion (%) es exacta en A ® B”; es decir, g. es sobreyectiva.
Sea a® b’ € A® B”. Como g es sobreyectiva, existe b € B tal que b” = g(b), de
modo que existe a ® b € A® B tal que g.(a ®b) =a®¥b".

i1) La sucesién (x) es exacta en A ® B; es decir, Im(f.) = Ker(g.), como

= 14®0 puesgf=0
= 0

se deduce que I'm(f.) C Ker(g.)---(1)

Se verifica que Ker(g.) C Im(f.).
En efecto, sea a ® b € Ker(g.), entonces

gila®b) = (la®g)la®b)
= laa® g(b)
= a®g(b)
= 0

Entonces g(b) =0y asi b € Ker(g).

Como la sucesién B/ ——= B —%= B" es exacta, b € Ker(g) significa que existe

b € B tal que b = f(b'), de modo que existe a @ b’ € A® B’ tal que
fila®b) =a®b, luego Ker(g.) C Im(fy)---(2)
De (1) y (2) queda verificado la afirmacién 7).

Ahora, como la sucesion (x) es exactaen A® By A® B”, la sucesién (*) es exacta y
por lo tanto el funtor A ®, (—) es exacto derecho W

Se prueba como en Proposicién 1.7.33 que el funtor (—) ®, B : M — Ab es
exacto derecho para cada B € |m5\\ fijo.

Proposicién 1.7.34 Si F' es un funtor exacto derecho(o exacto izquierdo) de cate-
gorias abelianas, entonces F' es aditivo.

Prueba.- Suponga que F' : 2 — B es un funtor exacto derecho. Sea A = A’ & A”,

-/ 1
luego se tiene una sucesién exacta corta A’>—— A —— A” . junto con un morfismo

7 A — A tal que 7'i’ = 1. Entonces FA’ e FA-L™ P A" es exacta por la

derecha y se tiene el morfismo F'n’ : FA — FA’ tal que Fn’'Fi' = 1. Esto implica que
FA=FA @ FA" y luego F es aditivo W

Proposicién 1.7.35 Sean F' : A — B y G : B — € funtores covariantes aditivos
entre categorias aditivas, entonces GF : A — &€ es un funtor covariante aditivo.

o4



Prueba.- En Proposicion 1.2.8 se prob6 que GF' es un funtor covariante, de modo que
para que GF sea aditivo se verificard que GF' (¢ +¢) = GF (p) + GF (¢) para todo
o, e A(AA).

En efecto:

Como F : A — B es aditivo se cumple que F (¢ +v) = F (p) + F (¢) para todo ¢,
peAAA)---(1)

El hecho que G : 8 — € es aditivo implica que para Fp, F'i € B (FA, FA') se tiene

G(Flp)+F(Y) = GF(p)+G(F())
GF(p) +GF(¥)---(2)

Por composicién de aplicaciones, de (1) y (2) se obtiene que
GF (¢ +1) = GF () + GF (¢) para todo ¢, ¥ € A (A, A) B

Proposicién 1.7.36 Sea 2 una categoria abeliana, f € A(A,B), u € A(C,A) y
veA(B,D).

i) Si fu =0 implica w =0, entonces f es monic.
it) Sivf =0 implica v =0, entonces f es epic.

Prueba .- Sé6lo se probara la primera afirmacion. La prueba de la segunda afirmacion
es analoga.

i) Sean up,us € A(C, A) tales que fuy = fu;. Como 2 es una categoria abeliana la
composicion de morfismos es bilineal, entonces la igualdad anterior queda escrita como
f(up —ug) = 0. Pero A (C, A) es un grupo abeliano bajo la adicién, luego

uy —ug € A(C, A). Por hipdtesis se tiene que u = u; — uy = 0, por lo tanto u; = uy B

Definicién 1.7.37 Sea € una categoria. Un objeto bigraduado de € es una familia
A={A,.}, m yn€Z de objetos A, de € para m yn € Z. Un morfismo

© : A — B de objetos bigraduados de € es una familia ¢ = {©mn : Amn — Bmn}
de morfismos Qmn @ Amn — Bmn de € para m y n € Z. El producto de morfismos
p:A— Byy: B — C de objetos bigraduados de € se define como la familia
Y = {(@/Jgp)mn t A — Cin} de morfismos (@/}gp)mn = VmnPmn * Amn — Chmp de
¢ para m yn € Z.

Proposicién 1.7.38 Sea A una categoria abeliana. Entonces la categoria A**% de
objetos bigraduados de A es una categoria abeliana.

Prueba:

i) Se prueba que AZ*Z es una categoria como en Proposicién 1.5.2 usando la cate-
gorfa A en lugar de MM, .

ii) Se verifica que la categorfa AZ*Z es aditiva como se hizo en Ejemplo 1.7.5.
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i17) Se prueba que la categorfa aditiva AZ*% es abeliana, ya que se cumplen las tres
siguientes condiciones:

a) Sea ¢ € AP*Z (A, B), entonces existen u € AX*Z (K, A) y e € A2*Z (B, C) tales
que pu = ker(p) v € = coker(y).
En efecto:
¢ € AP*E (A, B) implica que ¢ = {pmn : Amn — Bmn}, myn € Z.
Como @y € A(Amn; Bmn) vy U es una categoria abeliana; existen
tmn € (Kmn; Amn) Y €mn € A (Bmn; Cmn) tales que pi, , = ker(©mn) v
Emn = coker(om ) para todo m y n € Z. Asi, existen p € A2*% (K, A) y
e € ALXZ (B, C) tales que u = ker(p) y € = coker(yp).

b) Sean A € AZ*Z (A, B) monic, o € AZ*% (C, D) epic; entonces A\ = ker (coker(\))
y o = coker (ker(o)).

En efecto:

A € AP*Z (A, B) es monic implica que Ay, € A (Apn; Bmn) €s monic para cada
myné€EZ.

o € AP*Z(C, D) es epic implica que 0,,, € A(Crn; Diny) es epic para cada m
ynez.

Como A es categoria abeliana, se tiene que A, , = ker (coker(Amn)) v
Omn = coker (ker(opm,)) para todo m y n € Z; por lo tanto A = ker (coker(X))
y o = coker (ker(o)).

c) Sea p € AP*Z (A, B), entonces existen n € A?*% (A, I) epic y v € A**% (I, B)
monic tales que ¢ = vn.
En efecto:
¢ € A2 (A, B) implica que ¢ = {@mn : Apn — Bmn}, my n € Z. Por ser 2
categoria abeliana y ¢, € A (Apmn; Bmn); existen 0y, € A (Amn, Iny) epic y
Vmn € A (Lyn; Bm,n) monic tales que @, = Vi nfmn Para todo my n € Z.
Asi, existen n € AZ*Z (A, I) epic y v € AZ*Z (I, B) monic tales que ¢ = vn B

Corolario 1.7.39 La categoria de A-mddulos bigraduados mfxz es abeliana.

Prueba .- Considerando en lugar de 2, la categorfa de médulos T, ; por Proposicién
1.7.38, se sigue que m%XZ es una categoria abeliana W
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Capitulo 2

Funtores Derivados

Esta teoria histéricamente surgié como una generalizacién de Tor y Ext. Para al-
canzar el segundo objetivo del presente trabajo se necesita conocer funtores derivados
derechos. Estos funtores en la literatura de algebra homoldgica van en paralelo a fun-
tores derivados izquierdos. Como se verd el n-ésimo funtor derivado izquierdo de un
funtor covariante aditivo T' es una aplicacién entre categorias abelianas con dominio
que tiene suficientes proyectivos, definida sobre objetos usando resoluciones proyectivas
y sobre morfismos usando aplicaciones de cadena. Asi, el proposito de este capitulo es
mostrar que tales definiciones no dependen de resoluciones proyectivas ni de aplica-
ciones de cadena y establecer que tales aplicaciones son funtores aditivos.
Trasladando estos resultados a funtores derivados derechos se establecera que los fun-
tores derivados derechos de un funtor covariante aditivo T" entre categorias abelianas,
donde el dominio de T tiene suficientes inyectivos, son también funtores y no depen-
den de la resoluciéon inyectiva ni de la aplicacion de cocadena elegidas en su definicién
sobre objetos y morfismos, respectivamente. El desarrollo de cada seccion es gradual;
en la primera seccién se introducen conceptos de objetos proyectivos, inyectivos y ho-
mologia; en la segunda seccién se construye sucesion exacta larga de (co)homologias; en
la tercera seccion se establece la nocién de homotopia entre aplicaciones de cadena. En
la cuarta seccion se discute resoluciones proyectivas e inyectivas. Se finaliza la quinta
seccion estudiando funtores derivados izquierdos y trasladando los resultados obtenidos
a funtores derivados derechos.

2.1. Proyectivos, Inyectivos y Homologias

Recordando las nociones de médulos proyectivos, médulos inyectivos, complejos de
cadena sobre A y complejos de cocadena sobre A, es posible abstraer estas nociones
para categorias abelianas. Los objetos proyectivos e inyectivos se definiran en una ca-
tegoria arbitraria. El propdsito de esta seccion, ademds de definir objetos proyectivos
e inyectivos, es introducir sobre categorias abelianas los conceptos de homologia para
complejos de cadena y cohomologia para complejos de cocadena.
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Definicién 2.1.1 Un objeto P de una categoria € se dice que es proyectivo si, dados
A, Be|€ly e: A—> B un epic, para cada p € € (P, B), existe un morfismo

v € €(P,A) tal que ¢ = e1b. En diagrama esto se expresa en una de las siguientes
formas

P P
> >
@ ®
k'e FE
A—B——=0 A—=B

Definicién 2.1.2 Un objeto I de una categoria € se dice que es inyectivo si, dados
A, Be|€|y p: B——= A un monic, para cada ¢ € €(B, 1), existe un morfismo

v e C(A 1) tal que p = Yu. Esto en diagrama se expresa en una de las siguientes
formas

I I
3 7 T“” W 7 T‘p
A<—B<—0 A<—B

Un objeto J de € se dice que es inyectivo si éste es proyectivo en €.

Definicién 2.1.3 Sea A una categoria abeliana. Un complejo de cadena sobre A es un
par (C,0), donde C' € ‘le| y 0 :C — C es un morfismo de grado —1 tal que 0* = 0.
Un complejo de cadena C' sobre 2 se denota por

On+1 0,
c:... — n+1"_,cn_"> ] — -
donde 0,0,+1 =0 .

Para cada n € Z, la condicién 0,,0,,+1 = 0 implica que Im (0,+1) C Ker (9,) C C,.
Como C,, € |, A es una categoria abeliana se sabe que Im (0,11), Ker (0,) € |2| ya
que cada morfismo en 2 tiene su imagen y su nucleo. La inclusion

Im (Oni1) < Ker () visto en 2 tiene coker(iy), luego el objeto

_ Ker (0,
Coker(i,) = W(;Jrl)) € |2

Definicién 2.1.4 Sea A una categoria abeliana y C un complejo de cadena sobre 2.
Se define homologia de C' como H (C) = {H, (C)} € |%%|, donde

Ker (0,)
H,(C)=—F—=
( ) Im (an+1)

Definicién 2.1.5 Sea A una categoria abeliana. Un complejo de cocadena sobre 2 es
un par (C,0), donde C' € ’QLZ| y0:C — C es un morfismo de grado 1 tal que 0* = 0.
Un complejo de cocadena C' sobre 2 se denota por

€ || es el n-ésimo objeto de homologia de C.

On—1 0,
c:. ... — nflbcni> ] — -

donde 0,,0p,—1 =0 .
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Para cada n € Z, la condicién 0,0,_1 = 0 implica que Im (9,_1) C Ker (9,) C C,.
Nuevamente, la inclusion Im (9,_,) <> Ker (,) tiene su conticleo en 2, de manera
Ker (0,) _

Im (871,1) .

que el objeto cociente Coker (i,) =

Definicion 2.1.6 Sea A una categoria abeliana y C' un complejo de cocadena sobre 2.

Se define cohomologia de C como H (C) = {H" (C)} € |%%|, donde
K

H"(C) = fer (6n) € || es el n-ésimo objeto de cohomologia de C'.
Im (E)n_l)

En lo que sigue complejo de cadena significard complejo de cadena sobre alguna cate-
goria abeliana 2. Lo mismo se entendera para complejo de cocadena.

2.2. Sucesiones Exactas Largas de (Co)Homologias

En esta seccion se deducira las sucesiones exactas largas de homologias o coho-
mologias a partir de una sucesién exacta corta sobre una categoria abeliana de com-
plejos de cadena o cocadena, respectivamente. Este resultado es una herramienta muy
importante en el estudio de la existencia o la convergencia finita de sucesiones espec-
trales asociadas a complejos filtrados, como se vera en el siguiente capitulo.

Lema 2.2.1 (Lema de Serpiente) Sea el siguiente diagrama conmutativo con filas

exactas
ia lg lw (2.1)
0—= A’ B —<

Entonces existe un “Homomorfismo de conexion”

w: Kery — Coker «

tal que la siguiente sucesion es exacta:
Kera 25 Ker f =5 Kery = Coker a - Coker f — Coker~ (2.2)

Si u es monic, entonces . es monic; si € es epic, entonces €., es epic.

Prueba.- Se prueba que las dos ultimas afirmaciones se cumplen y las dos siguientes
sucesiones son exactas [3]:

Kera X5 Ker f =5 Ker

Coker a o, Coker [3 N Cokery
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Resta probar la existencia del homomorfismo w : Ker~y — Coker «

(conexion de las dos sucesiones mencionadas), la exactitud en Kery y la exactitud en
Coker a.

Considerando el diagrama (2.1), se define w como sigue:

Sea ¢ € Kery, como ¢ es epic existe b € B tal que b = ¢. Puesto que

g'(Bb) = veb = vye = 0, se ve que b € Kere’ = Imy'. De donde b = p/a’ para algin
a’ € A'. Asi se define w(c) = [@/], donde la clase de a’ estd en Coker a.

La aplicaciéon w : Kery — Coker a esté bien definida por w(c) = [@/] si ¢ = eb y
Bb = p'a’ para algin b € B.

Sean ¢1 y ¢o € Ker~y tales que ¢; = g, entonces w(c;) = w(cz).

En efecto:

¢ € Ker~ implica que ¢; € C'y ve; = 0. Como € es epic, es sobreyectiva, luego existe
by € B tal que by = ¢;. Asi, por conmutatividad del diagrama (2.1),

g'Bby = veby = vye1 = 0, de donde by € Kere' = Im /. Luego existe a) € A’ tal que

Bby = paf.
Anélogamente, para c; € Ker~y existen by € By a, € A’ tales que by = co y
Bby = p'al,.

Usando ¢; = ¢y, se deduce que by — by € Kere = Im p. Es decir by — by = u(a) para
algiin a € A.

Aplicando [ a esta igualdad, usando la conmutatividad Su(a) = ¢/a(a), se obtiene que
Bby = by +p'a(a), de donde p'al, = p'a) + 1/ a(a), del hecho que 1 es monic resulta que
ahy = a} + a(a), y tomando clases y usando simetria [a}] = [a}]. Luego w(cy) = w(ca).

La sucesién (2.2) es exacta en Ker .
En efecto, ¢ € I'me, implica que ¢ = €,b = €b para un b € Ker 8, ¢ € Ker~. Como
g'6b = veb = vyc = 0 se tiene fb € Kere' = Imy' y 0 = b= p'd’, por ser p/ es monic
a' =0, luego w(c) =1[a]=0yce Kerw---(1)
Sea ¢ € Kerw. Esto significa que ¢ € Ker~ y w(c) = 0. Entonces ¢ = b, fb = p'a’
y existe a € A con aa = a'. Considerando b = b — pa, se tiene €b = ¢, pero
Bb = b — Bua = Bb — p'a’ = 0; es decir, b € Ker 3. Luego e,b =cy c € Ime, -+ (2)
De (1) y (2) se obtiene que Ime, = Kerw. Asi queda probada la afirmacién.

Finalmente se prueba la exactitud de (2.2) en Coker a.
Si [a'] € Imw, entonces w(c) = [a'] € Coker o para algin ¢ € Ker .
Asi ¢ = ¢eb, fb = p/d' y plld] = [(Wa'] = [Bb] = 0 porque [Bb] = 0 € B'/Im f3, luego
o] € Ker -+ (3)
Sea [a'] € Kerl, de donde [a/] € Cokera con ul[a'] = 0. Entonces p'a’ = b
para algin b € B. Poniendo ¢ = ¢b, se ve que ¢ € Ker~. Asi [d/] = w(c), luego
'] € Imw---(4)
De (3) y (4) se obtiene que Imw = Kery,, B
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Definicién 2.2.2 La sucesion A>—— B l»C de complejas (de cadena o cocade-

na) es una sucesion exacta corta si 0 — A, — B, n, C, — 0 es exacta para todo
n € 4.

Lema 2.2.3 Sea C un complejo de cadena entonces 0y, : Cy, — Cn 1 induce
8 : Coker 0,1 — Kerd,_, con Kera = H,(C) yCoker@ =H, 1(C).

Cn o Cu/Im0O,
Kerd, Ker0,/Imo,,1

con Kerp= Ker0,/Im0d,;1 = H,(C).

Prueba.- Como Imd,,1 C Ker 0, C C,, se obtiene que

n

Im 0,41 Ker o,

Luego existe p :

— Im0,.

C
Ker o,
De la inclusién I mo, C Ker0,_1, se puede considerar i : Im 0, — Ker 0,_1.

La diferencial &, : C), — C,_; induce al morfismo 8 : Coker 0,41 — Kerd,_, dado
por 0, =iwp. B

Calculando Ker 0, y Cokerd,:

Ker 5n = {a € Coker Op 41 /5na =0}
= {a € Coker 0,11 / (iw) pa = 0}

= {a € Coker 0,41 /pa =0}, iw es monic
= Kerp=H,(C).

> I'm 0,, existe w :

Por otro lado Im 577, = 5n (Coker Op41)
= i(wp) (Coker 0,11)
= i(Imad,), wp es epic
= Im0,, dedonde
Kerd,—1 Kero,_
ma,  Imd,

Cokerd, = =H,,1(C) R

Teorema 2.2.4 Dada una sucesion ezacta corta A——= B l»C de complejos de
cadena (o complejo de cocadena ) sobre A existe un morfismo de grado -1 (grado 1) de
objetos graduados en A%, w : H(C) — H(A), tal que el tridngulo

A) - H(B
H(C)

es exacto (se le llama homomorfismo de conexion).
Explicitamente el teorema afirma en el caso de complejos de cadena, la sucesion

L H(A) =2 Hy(B) —2> Hy (C) =2 Hyy q (A) — - - - (2.3)



y en el caso de complejos de cocadena, la sucesion
- wnlen<A) p* Hn(B) P* HR(C) wn Hn—‘rl(A) ... (24)

es exacta.

Prueba.- Se va a dar la prueba para el caso de complejos de cadena en 7) y en ii) para
el caso de complejos de cocadena:

i) Se comienza considerando el siguiente diagrama para cada n € Z.

0—— Kep0d,, —— Kerd, —— Kero,

thn

Cokerd,, — Cokero,, — Cokerd,, —= 0

Por Lema 2.2.1 las sucesiones de las filas superior e inferior son exactas para cada
n € Z. Luego de Lema 2.2.3 se obtiene el diagrama

H,(A) H,(B) H,(C)

v v v
Coker 0,1 — Coker 0,1 —— Coker 0,,1 —=0

lgn lan lan

0—— Kero,_., — Kerd,_; —— Kero,,_

v v v
anl(A) anl(B> anl(c)

Aplicando Lema 2.2.1, se obtiene la existencia de w,, : H,(C) — H,,_1(A) tal
que la sucesion (2.3) es exacta.

.. . © P ., .
i1) Asumiendo que A>—— B—= (' es una sucesién exacta corta de complejos

de cocadena sobre una categoria abeliana 2, por Proposicion 1.7.31 se obtiene
0P poP Ny .
que A°p B°P C° es una sucesion exacta corta de complejos de ca-

dena sobre la categoria abeliana 2A°°. Por la parte i) para cada n € Z existe

H,_1(C?) <"— H,(A%) tal que la siguiente sucesién larga
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o <— H,_1(C?) <" H,(A%®) <— H,(B?) ~— H,(C) oo
es exacta en 2A%.
Invirtiendo flechas y usando Lema 3.4.7 para complejos de cadena AP, By CP
sobre la categorfa abeliana 2°; se obtiene que la sucesion (2.4):

U H(A) LLH"(B)LH"(C) L FH(A)

n—1 __ o n __  op
=wPyw'=w,., 1

exacta en 2, donde w 1

2.3. Homotopia

Sean C'y D dos complejos de cadena sobre una categoria abeliana Ay ¢, ¢ : C' — D

dos aplicaciones de cadena. Es una cuestién importante saber cuando ¢ y v inducen
el mismo morfismo de homologias entre H(C') y H(D). Para estudiar este problema se
introduce la nocién de homotopia; es decir, se establece una relacion entre ¢ y ¥ que
es condicién suficiente para ¢, = ¢, : H(C) — H(D).
Por otro lado, la relaciéon no es condicién necesaria para ¢, = 1, asi que la nociéon
de homotopia no es respuesta completa a la cuestiéon anterior; sin embargo, es muy
util por su buen comportamiento con respecto a aplicaciones de cadena y funtores.
Solamente se trata el caso de complejos de cadena y se puede trasladar los resultados
para complejos de cocadena.

Definicién 2.3.1 La homotopia Y : ¢ — 1 entre dos aplicaciones de cadena
0, : C — D es un morfismo de grado +1 de objetos graduados >, : C — D tal que
V—@=0> +> 0; ie., tal que, para cada n € 7Z,

1/]71 — Pn = n+12n + Zn—laﬂ (25)

Se dice que p, son homotdpicas o que ¢ es homotopica a V¥, y se escribe ¢ ~ 1 si
existe una homotopia » . : ¢ — 1.

El hecho esencial sobre homotopias es dado en la siguiente:

Proposicion 2.3.2 Si las dos aplicaciones de cadena @, : C — D son homotdpicas,
entonces H(p) = H(¢) : H(C) — H(D).

Prueba.- Sea z € Ker 0, un ciclo en C,,. Como ¢ ~ 1), sea > : ¢ — 1 una homotopia,
entonces (¢ — @)z =0 2+ > ,0z =0 z puesto que 0z = 0. De donde ¥(2) — ¢(z)
estd en el borde B, (D) = Im0d,41 en D,; i.e., que 1¥(z) y ¢(z) son homdlogos como
n-ciclos del complejo D, luego generan el mismo elemento de H, (D) para cada n. Esto
significa, por Proposicién 1.5.8, que H,(¢)[z] = H,(¢)[z] para todo [z] € H,(C). Por
lo tanto H(y) = H(v) W

La reciproca de Proposicion 2.3.2 no es cierta; al final de esta seccién se dara un ejemplo
de dos aplicaciones de cadena que inducen el mismo morfismo de homologias , pero
que no son homotodpicas.

Se procede a obtener resultados sobre la relacion de homotopia.
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Lema 2.3.3 La relacién homotdpica “ ~ 7 es una relacion de equivalencia.

¢ R

Prueba.- Claramente “ ~ 7 es reflexiva y simétrica. Para comprobar la transitividad,
seat)—@ =0 +> 0y x—1 =0T +T0 (sin subindices). Un calculo simple muestra
quex —p=00_+T)+ O>_+T)om
Lema 2.3.4 Sea o~ :C — Dy ~v':D— E, entonces
o=y C— E.
Prueba.- Sea v — ¢ = 9> + > 0; entonces:
Ph—glo = O3 +¢'30
= 9 2)+(¢2)0.
Sea ¢ — ¢’ = 0T + T, entonces:
VY- = 0T +Toyp
AT) + (T)d

Sumando las dos igualdades deducidas y efectuando operaciones se ve que
Vp— o =0 2o +TY) + (@' 32 +T) 0; por lo tanto ' = ¢/ C — ER

Lema 2.3.5 Sea F: M, — M, un funtor covariante aditivo. Si C'y D son complejos
de cadena de A-mddulos y o ~1 : C — D, entonces Fp ~ F: FC — FD.

Prueba.- Sea ) : ¢ — ¢ una homotopia de ¢ en . Entonces como
Y—p=0>.+> 0y F es un funtor covariante aditivo se tiene

Fyp—Fp = FY—¢)
= FOX+%0)
= (FO)F X))+ (FX)(FO)
Asi Y : Fo — F1 es una homotopia, por lo tanto Fo ~ Fiy : FC — FD R

Lemas 2.3.4 y 2.3.5 muestran que la relaciéon de homotopia “ ~ 7 se comporta muy
bien con respecto a la composicion de aplicaciones de cadena y con respecto a funtores
covariantes aditivos. Lema 2.3.5 junto con Proposiciéon 2.3.2 producen el siguiente

Corolario 2.3.6 Si o~ :C — D y si F' es un funtor covariante aditivo, entonces
H(Fy)=H(Fy): HFC)— H(FD) R

Lema 2.3.4 permite definir el producto entre clases de homotopia; por consiguiente,
es posible asociar a la categoria de complejos de cadena y aplicaciones de cadena, la
categoria de complejos de cadena y las clases de homotopia de cadena. Este cambio es
alcanzado simplemente por identificaciéon de dos aplicaciones de cadena si y sélo si son
homotépicas. La categoria asi obtenida se llama categoria de homotopia.
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Definicién 2.3.7 Se dice que dos complejos de cadena C y D son del mismo tipo de
homotopia (o son homotdpicos) si ellos son isomorfos en la categoria de homotopia; es
decir, si existen aplicaciones de cadena ¢ : C — D y i : D — C tales que v ~ 1 y
w1 ~ 1p. En este caso, la aplicacion ¢ (o ) se llama equivalencia homotdpica.

Se cierra esta seccion con el ejemplo prometido:

Tomando A =7, C1 =Z =< s, >, Co=7Z=<s9>; C,, =0, n#0,1;

0s1 =2sg; Dy =7Z =<t >, D, =0, n#1; ps; =t; se ve que C'y D son complejos
de cadena sobre A.

Claramente ¢ : ' — D es una aplicacion de cadena, asi como 0 : C' — D. Estas
aplicaciones de cadena inducen el mismo homomorfismo nulo de homologias

H(p) = H(0) =0: H(C) — H(D). Para mostrar que ¢ y 0 no son homotdpicos, se
aplica Corolario 2.3.6 al funtor aditivo — ® Zs; se obtiene que

Hy(p ®Zy) # Hi1(0 ® Zy), ya que

Hi(p®Zy) = 1:Zy— Zo,
H1(0®Z2) = O:Z2—>ZQ [4]

2.4. Resoluciones

En esta seccién se introducird un objeto especial de complejo de (co)cadena que es
una herramienta basica en el desarrollo de la teoria de funtores derivados. Se tratara re-
soluciones proyectivas o inyectivas de un objeto A de una categoria abeliana 2 y se
dird simplemente resoluciéon proyectiva o inyectiva de A, respectivamente.

Se presta la atencién por ahora a complejos de cadena positivos; i.e., complejos de
cadena de la forma

Civii—C, 20, — 0, 20y 20 (2.6)
con C,, =0 paran < 0.

Definicién 2.4.1 El complejo de cadena (2.6) es llamado proyectivo si C,, es proyec-
tivo para todo n > 0. Dicho complejo es aciclico si la sucesion

= C,—=Chy — - — C) — Cy — Ho(C) — 0 es exacta.
En otras palabras, el complejo de cadena (2.6) es aciclico si H,(C) =0 para n > 1.

Definicién 2.4.2 Un complejo de cadena proyectivo y aciclico
p.--.—-P, —-PFP,_1— - - — P — Py — 0 se llama resolucion proyectiva de un
objeto A de una categoria abeliana si Ho(P) —— A.

Si P es una resolucién proyectiva de A, entonces Hy(P) = A y la siguiente sucesién es
exacta

-—P,—-P, 41— =P —-F—-A—-0 (2.7)

Se denotard por P a la sucesién (2.7) y se dird resolucién proyectiva completa de A.
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Teorema 2.4.3 Sea C' : --- — C,, — Cp,_1 — -+ — C; — Cy — 0 proyectivo y sea
D:---—D,—- D, 14— -+— Dy — Dy — 0 aciclico. Entonces existe, para cada
morfismo ¢ : Hy(C) — Hy(D), una aplicacion de cadena ¢ : C — D inducida por ¢.
Ademds dos aplicaciones de cadena inducidas por ¢ son homotdpicas.

Prueba.- La aplicacion de cadena ¢ : C' — D se define recursivamente. Puesto que D
es aciclico, Dy — Hy(D) — 0 es exacta.

Sin =0, Cy es proyectivo implica que existe ¢y : Cy — Dy tal que el diagrama

Co Hy(C) = Kerdy/Imo,
o ls@ (2.8)
I;O — Hy(D)
es conmutativo.
Si n > 0, suponga que g, 1, - .., Pn_1 estan definidos. Se considera el diagrama

Qn 4d> Cnfl 2 Cnf2

Pn i‘ﬁn—l \L@n—Q
v

0 0

D, —2Dp -2 Dpy -

(Si m = 1, poniendo C_y = Hy(C), D_1 = Hy(D), el cuadrado del lado derecho es
justamente (2.8)). Claramente se tiene dp,_10 = ¢,,_200 = 0. De aqui

Imy, 10 C Ker(0: D,y — D,_3) = Kerd,_1. Como D es aciclico,

Ker 9,1 =1Im(0: D, — D,_1), de manera que se obtiene el diagrama

Cy
(pn V i‘ﬂn— 18

£ g
Dn R Iman = K@Tan_l

conmutativo porque C), es proyectivo, v, 10 : C,, — Im 0, luego existe
on : Cp, — D, tal que dp,, = @, _10, esto termina el paso inductivo B

Si o ={¢n}, ¥ = {1} son dos aplicaciones de cadena inducidas por
¢ Hy(C) — Hy(D), entonces se debe probar que ¢ ~ 1.
Recursivamente se define una homotopia > : ¢ — 9
Sin = 0, se considera el diagrama

Oy —— Cy—% Hy(C) —=0

ﬁ So uzy i
P17 Pollto ¥
< P

Dy —— Dy — Hy(D) —=0
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Puesto que ¢y y ¥y ambos son inducidos por ¢ : 0Yy = dpy = ¢d, de donde
0o — o) = 0. Asi 1y — g aplica Cy en

Ker(d: Dy — Hy(D)) = Im(Dy -2 Dy).

Como (Y es proyectivo, g — g : Co — Imody y 0y : Dy — Im0; , entonces existe
Y0 :Co— Dy tal que ¢y — g = 0 ) ,. Asi para n = 0 se tiene
Yo—po=0Y y+>, ,0con)y ,=0.

Sin > 0, suponga que estan definidos > ,,..., >, ; tales que
Yy —p,=0> +>,. ,0, 7 <n—1. Considerando el diagrama

C(n—&—l L Cn *8> Cn—l *6> Cn—?

S | Zemt Sn-2
Pn+1 ¢n+l - Pn|ltn Pn—1||n—1
- 0

0 0
Dyi1 —= Dy, —= D1 ——= Dy

se obtiene

a(¢n — Pn — anla) = wnfla - Spnfla - aanla
= (’lvbn—l — ¥n—1 — azn—l)a
= > ,.5,00=0

De donde § =, —pp—>_, ,0:C,, — Ker0, =Im0,41y Ony1 : Dpp1 — 1m0,y .
Como C,, es proyectivo, existe » : C,, — Dy tal que 0 = Opp1 .. Es decir, el
siguiente diagrama

Ch

S
o é

L
8'rH»l
Dn+1 - ImanJrl

es conmutativo. De donde ¢, — ¢, = Opy1 )., +>., 0yasip~y R

El siguiente teorema establece que cada modulo es cociente de algiin médulo proyec-
tivo y la prueba se puede encontrar en [1].

Teorema 2.4.4 Cada A-mddulo A puede ser inmerso en la siguiente sucesion exacta
de A-maodulos
0—-M-—-P—-A—0

donde P es un A-mddulo proyectivo.

La sucesién exacta de A-moédulos 0 — M — P — A — 0 también puede ser escrito
como M — P —— A.
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Proposicion 2.4.5 Para cada A-mddulo A existe una resolucion proyectiva.

Prueba.- La prueba de la existencia consiste en la aplicacion sucesiva de Teorema
2.4.4. Asi, para el A-modulo dado A se considera la sucesion exacta Ry =—— Py —— A
donde Fy es un A-moédulo proyectivo; luego para el A-moédulo R, se considera la sucesion
exacta Ry =—— P; —— Ry donde P; es un A-mddulo proyectivo; y asi sucesivamente.
De esta manera, se obtiene un complejo de cadena P sobre A:

P — n+18n_+1>Pni>Pn_l_>...i>P0ﬁ>0
donde 0, : P, — P,,_; es definido por P, R, > P,_.
Considerando la siguiente sucesion de A-médulos
n )LLTL n n
PnJrl :-)L) Rn+1 = Pn - Rn . Pnfl
se obtienen :
L) 8n+1 = Mn+1€n+1, an = HUnEn
i7) Imony1 = pny1Eny1(Pat1), Engres epic
Hn+1 (Rn+1>
= Im i,
i) Kero, = {zx€P,: 0,z =0}

= {.CC € by Hn&End = O}, Mn €5 monic
= {ze€eP,: g,z =0}

= Kere,
fin
iv) Rpy1 > . P, —%- R, es exacta, implica que Kere, = Im ji,41 para

De los tres ultimos items se obtiene que Kerd, = Im0d,1 para n > 1, luego P es
aciclico.

Se ve que P es proyectivo, aciclico y Ho(P) = A, por lo tanto P es una resolucién
proyectiva de A W

Proposicion 2.4.6 Dos resoluciones proyectivas de A son del mismo tipo de homo-
topia.

Prueba.- Sean C'y D dos resoluciones proyectivas de A. Por Teorema 2.4.3

existen aplicaciones de cadena ¢ : C — D y ¢ : D — (' inducido por la identidad de
Hy(C) = A = Hy(D). La aplicacién compuesta 1 : C — C'y laidentidad 1¢ : C' — C
son inducidas por la identidad 14 : A — A, luego por Teorema 2.4.3 1o ~ 1. Andloga-
mente @ ~ 1p. Por lo tanto C'y D son del mismo tipo de homotopia B

En esta seccion se hace algunas observaciones sobre la situacién dual.
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Definicién 2.4.7 Sean ¢, ¥ : C — D aplicaciones de cocadena entre complejos de
cocadena C y D. Se dice que ¢ es homotopica a ¢ si existe es un morfismo de grado
—1 de objetos graduados 2 : C — D tal que ¥ — @ = 02 + Q0; i.e., tal que, para cada
n € 7,

Y — on = 180, + Qn+1an (29)

© es homotopica a Y se denota por ¢ >~ 1.

Los complejos de cocadena positivos son complejos de cocadena de la forma

C:i0—Ch- 20 -0y, — Oy 25 Cy — - (2.10)

con ), =0 paran < 0.

Definicién 2.4.8 El complejo de cocadena C' dado en (2.10) es inyectivo si cada C,,
es inyectivo, y es aciclico si H"(C') =0 paran > 1.

Por el principio de dualidad la prueba de Teorema 2.4.9 y Proposicién 2.4.13 ya
estan establecidas.

Teorema 2.4.9 Sea C:0—Cy— -+ — C, — Cpyqy — -+ aciclicoy

D:0— Dy — -+ — D, — D,y — --- inyectivo. Entonces existe, para cada
morfismo ¢ : HY(C) — H°(D), una aplicacion de cocadena ¢ : C — D inducida por
. Ademds dos aplicaciones de cocadena inducidas por ¢ son homotdpicas.

Definicién 2.4.10 Un complejo de cocadena inyectivo y aciclico
I1:0—-1y -1 - - — 1, > I,,1 — - es una resolucion inyectiva de A si

HO(I) = A.

Si I es una resolucién inyectiva de A, entonces H(I) = A y la siguiente sucesién es
exacta
0O—-A—-IL—-L— -—1,—> 11— (2.11)

Se denotard por I a la sucesién (2.11) y se dird resolucién inyectiva completa de A.

El siguiente resultado establece que cada médulo es un submoédulo de algin médulo
inyectivo y la prueba se puede ver en [6].

Teorema 2.4.11 Sea M un A-mdédulo. Entonces eziste un A-mddulo inyectivo de la
forma Homz (A,Y), donde Y es un Z-mddulo inyectivo, tal que la sucesion

0— M —= Homy (A, Y)

es una sucesion exacta de A-mddulos.

Proposiciéon 2.4.12 Para cada A-mddulo A existe una resolucion inyectiva.

69



Prueba.- La prueba de la existencia consiste en la aplicacion sucesiva de Teorema
2.4.11, para A € |mlA’ existen las siguientes sucesiones exactas:

€0

0 Aulo

Zy 0 donde Iy es A-médulo inyectivo (2.12)

A 0 donde I; es A-médulo inyectivo

Zn, 0 donde I, es A-médulo inyectivo (2.13)

Asi se obtiene un complejo de cocadena I sobre A:

a71 (9()

I 01 o g,

In

En Hn
donde 0, : I,, — I, es definido como: I, Ly Loyq .

Mn
Zn I,

los morfismos 0,1 = fin_16n-1 Y On = [inEn €N mi\, son tales que:

I jAp—— (2.14)

En

. .y En—1 pn—1
Considerando la sucesiéon I, —= Z,_ 1= I,

i) Im(0p—1) = Im(pn_1), ya que ,_1 es epic.
i1) Ker(0,) = Ker(e,), pues j, es monic.

i11) Im(pn—1) = Ker(e,) proviene de la exactitud de la sucesion (2.13) en I,,.

De i), ii) y iii) deduce que  Im(0,_1) = Ker(0,) paran =1,2,...

Por otro lado de (2.14) :  H°(I) = :]K%g%; = Ker(0y) = Ker(eg) = Im(u)
m\0-1

La tultima igualdad se obtiene por exactitud de la sucesién de A-médulos (2.12). Por
el mismo argumento se tiene que A = I'm(u) puesto que p es inyectiva. Por lo tanto
HO(I) = A. Asi H°(I) — A; como cada I,, para n > 0 es un A-médulo inyectivo
se sigue que I es un complejo de cocadena inyectivo; H"(I) = 0 para n > 1 pues
Im(0,-1) = Ker(0,) indica que I es aciclico; en consecuencia el complejo de cocadena
I dado en (2.14) es una resolucion inyectiva de A B

Proposicion 2.4.13 Dos resoluciones inyectivas de A son del mismo tipo de homo-
topia.

Definicién 2.4.14 Una categoria abeliana A se dice que tiene suficientes inyectivos
si cada objeto A € || posee una resolucion inyectiva. A se dice que tiene suficientes
proyectivos si cada objeto A € || posee una resolucion proyectiva.

Proposiciones 1.7.19 y 2.4.12 muestran como ejemplo que la categoria de A-modu-
los izquierdos mi\ es abeliana con suficientes inyectivos. Mientras que Proposiciones
1.7.19 y 2.4.5 muestran que la categorfa de A-médulos izquierdos MMV, es abeliana con
suficientes proyectivos.
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2.5. Funtores Derivados Izquierdos y Derechos

Se aprecia que ya se cuenta con los conocimientos previos para desarrollar el tema
principal de funtores derivados de dlgebra homoldgica. Se desarrollara la teoria con-
siderando un funtor covariante aditivo T" : 2l — ‘B entre categorias abelianas. Se realiza
la definicién de funtores derivados izquierdos con detalle, mientras que acerca de fun-
tores derivados derechos se hace algunas observaciones. El propdésito de esta seccion es
dar definiciones bésicas y propiedades de funtores derivados izquierdos L, T" y funtores
derivados derechos R"T paran =0,1,...

Funtores Derivados Izquierdos

Sea 2 categoria abeliana con suficientes proyectivos, entonces se puede construir
los funtores derivados izquierdos L, T para n > 0.

Definicién 2.5.1 Dado A € |2l| y una resolucion proyectiva P de A. Considerando el
complejo sobre B

TP:---—1TP,—-TP, 1 — - - —TF —0
se define LPT(A) = H,(TP), n=0,1,...

Definicién 2.5.2 Dado a € A(A, A'), se define la aplicacion o, : LETA — LT A’
por o, = H, (T'p);

donde ¢ : P — P’ es una aplicacion inducida por «, P es una resolucion proyectiva de
A y P es una resolucion proyectiva de A’.

Proposicién 2.5.3 Sea a € A (A, A'), entonces o, no depende de la eleccion de la
aplicacion de cadena.

Prueba.- Sea P una resolucion proyectiva de A y P’ una resolucién proyectiva de A’,
entonces Hy (P) = A, Hy (P') =2 A’, de manera que existe un morfismo
¢ : Hy(P) — Hy (P') definido mediante el diagrama

-
\
A/HH()(P,)

Por Teorema 2.4.3, existe una aplicacién de cadena ¢ : P — P’ inducida por ¢. Sea
Y : P — P’ otra aplicacién de cadena inducida por ¢, luego por Teorema 2.4.3, @ =~ ).
Usando el funtor aditivo T, por Corolario 2.3.6 se deduce que
H(Ty)=H (Ty): H(TP)— H(TP'). Por lo tanto o, = H,, (TY) = H, (Tp) A

Proposicion 2.5.4 Sean P y ) dos resoluciones proyectivas de A. Entonces existe un
isomorfismon =npq: LETA > LeTA, n=0,1,...
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Prueba.- Como P y () son resoluciones proyectivas de A, por Proposicién 2.4.6 existen
aplicaciones de cadena ¢ : P — Q) y ¢ : Q — P inducidas por 14 tales que v ~ 1p y

QO@/J ~ 1@.
Aplicando el funtor aditivo 7" : 2l — B, por un resultado analogo a Lema 2.3.5
TwT<p ~ 1pp y TT) ~ 1p¢g. Segun Proposicién 2.3.2 se sigue que
H, (Ty) H, (Tp) = 1Hn rp) Yy Hy (To) Hy (TV) = 1u,rq). Ast
H,(Ty) : H,(TP) — H,(TQ), donde H, (Ty) = 14(P, Q) 2 (TP) = LFTA y
H, (TQ) = LRTA. Por lo tanto, existe n = 14(P,Q) : LETA L;?TA,
n=0,1,... 1

Este resultado permite identificar los objetos LET A y LYT A via un isomorfismo 7,
por eso se omitird el superindice Py se escribird L, T A para LT A.

Proposicién 2.5.5 Sean A, A" € |2|; o € A(A, A’); P una resolucion proyectiva de
A y ¢ una aplicacion de cadena inducida por «. Entonces la aplicacion L,T : 4 — B
definida sobre los objetos por L, TA = H, (T'P) y sobre morfismos

a, =L, T (a): L,TA— L, TA por L,T (o) = H, (Tp), es un funtor.

Prueba.- Se verifican las dos siguientes condiciones de funtor para L, T :
FUN1. L, T (14) = 15,74 para todo A € |].

En efecto: L,T(14) = H,(T1lp)
- Hn (1TP)
= lu,rp)

= 1r,74.

FUN2. L, T (¢/a) = L,T () L, T () para todo a € A (A, A) y o/ € A(A", A").
En efecto, sean ¢ y ¢’ aplicaciones de cadena inducidas por o y o, respectiva-
mente; entonces para o/« € A (A, A”) se tiene

H, (T(¢'¢))
H, (T¢'Ty)
= H,(T¢')H,(Typ)
= L,T (/) LT ()

L,T(da) =

Proposicién 2.5.6 Los funtores L, T : A — B, n=0,1,... son aditivos.

Prueba.- Sea P una resoluciéon proyectiva de A y () una resolucion proyectiva de B,
entonces

P@Q HPn@Qn_) nfl@anl_)HPOGBQO_)O
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es una resolucion proyectiva de A @ B, de modo que

L, T(A®B) = H,(T(P®Q)), como T es aditivo:
H,(TP® TQ)

— H,(TP)& H,(TQ)

= L, T(A)® L, T (B)

Por lo tanto, L, T es aditivo paran =0,1,... B

Definicién 2.5.7 SeaT : 2 — B un funtor covariante aditivo entre categorias abelianas
donde A tiene suficientes proyectivos. El funtor L, T : A — B, n=0,1,...
se llama n-ésimo funtor derivado izquierdo de T.

El valor de L, T sobre un objeto A € |2 se calcula como sigue: Se toma una resolu-
cién proyectiva P de A, se considera el complejo de cadena TP sobre 8 y se toma
homologia; entonces L, TA = H,(TP).

. . . . . A
Como ejemplos de funtores derivados izquierdos se cita a Tor, (A, —) y Tor’(—, B).
Estos funtores provienen, respectivamente, de los funtores covariantes aditivos A®x (—)

y (=)@ B [4]. R
Dado A € [M}|. Se define Tor, (A, —) : M, — Ab por

77_07’7/:(14’_> = Ln<A®A _>, n=0,1,...

Se calcula el grupo abeliano Tor . (A, B); tomando una resolucién proyectiva arbitraria
P de B, formando el complejo de cadena A® P y luego tomando la homologia, por con-

siguiente Tor: . (A, B) = H,(A®, P). Andlogamente, se define Tor(—, B) : My — 2b.

Recordando que, un funtor covariante 7' : ™M, — 2Ab es exacto derecho si, para
cada sucesién exacta A’ — A — A” — 0, la sucesion TA" — TA — TA” — 0 es
exacta. Segin Proposicién 1.7.33, un ejemplo de funtor exacto derecho es A ®, —.

Proposicion 2.5.8 Para un A-mddulo proyectivo P y T exacto derecho,
L, TP=0paran=1,2,... y LLl’P=TP

Prueba.- Para la resolucién proyectiva P de P,
p:...%PlzoﬁpoiO
con P = Py, TP es una resolucion proyectiva de T'P, de donde

TP: ... —02% 7p, I
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Ker T0,

Por lo tanto L, TP = H,(TP)= 0 paran=1,2,...;

N Im Tan+1 N

Ker Tao TPO
LyTP = = =TF
0 ImTo, {0} 0

de donde se obtiene que Ly TP =TPFP R

Con Teorema 2.2.4 se consigue las sucesiones exactas largas de funtores derivados
izquierdos.

Lema 2.5.9 Para una sucesion exacta corta de A—mddulos A’>L>Al>>,4”
y presentaciones proyectivas ¢ . P'—= A" y ¢". P"— A", existen una pre-
sentacion proyectivas : P—> A y homomorfismosi : P — P yn: P — P
tal que el siguiente diagrama es conmutativo con filas exactas:

P/>L> P _ T )2

A/>L. A‘» A//
Prueba.- Sea P=P' @ P" yseani: P'— P’ @& P” la inyeccién candnica,
w: P'@P" — P" proyeccién canénica. Se define € dando las componentes. La primera
componente es pe’ : P’ — A; para la segunda componente se usa el hecho que P” es
proyectivo y 1 es epic para construir la aplicacién x : P” — A que hace el siguiente
tridngulo conmutativo

P//

X 1"
S
A== A"

Tomando y como la segunda componente de ¢, especificamente ¢ queda definido por
e(2',2") = pe's! + xa'para (2',2") € P’ & P".

Con esta definiciéon el diagrama anterior conmuta. Por Proposicion 3.3.11 ¢ es epimor-
fismo pues por propiedades de ¢ y 7 la fila superior del diagrama es exacta W

/ 1
Teorema 2.5.10 Sea T : M, — Ab un funtor aditivo y sea A’ A —> A" una
sucesion exacta corta. Entonces existen homomorfismos de conezrion
Wy L,TA" — L, {TA", n=1,2,... tal que la siguiente sucesion es exacta

o,

L TA S L TA S L TA S L TA
S LTA L LTA Y LA S LyTA 0 (2.15)
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Prueba.- Aplicando Teorema 2.4.4 a los A-md6dulos A" y A”, por Lema 2.5.9 se puede
construir un diagrama con filas exactas

i€/ ie iell
/ 1"

A/>Q—>Ai>>A//

con Py = Py @ FJ, donde Fy, P}, P} son proyectivos. Por Lema 2.2.1 la sucesién de
nucleos
Ker ¢/ >— Ker e —> Ker &" (2.16)

es exacta corta. Repitiendo este procedimiento con la sucesién (2.16) en lugar de

/ "
A% A" A" y luego procediendo inductivamente, se construye una sucesién

exacta de complejos de cadena P’ -2, p-—2L pr donde P’ , P, P" son resoluciones
proyectivas de A’, A, A” respectivamente. Puesto que 7" es aditivo y como P, = P/ & P/
para cada n > 0, la sucesiéon 0 — TP — TP — TP” — 0 es exacta corta de com-
plejos de cadena. Teorema 2.2.4 garantiza la existencia del homomorfismo de conexién
wn : Hy(TP") — H,_1(TP') y la exactitud de la sucesion (2.15) B

Proposicion 2.5.11 Sea B € ’mi\’ y P una resolucion proyectiva de B, entonces
A®p P es una resolucion proyectiva de A @5 B.

Prueba Como P es una resolucién proyectiva de B, entonces existen proyectivos
P, P,...,P,, ..., € }mﬂ tales que

PP 0P oo P 2P B—0.. (%)

es exacta.
Aplicando a (x) el funtor exacto derecho A ®, (—), se obtiene el siguiente complejo de
cadena exacta:

A@NP i — AQp Pup1 — A®A Py — - — AQA Pl — A@p Py - Ay B—0  (2.17)
De donde
AR P — A@py Py — A@p Py — - — A@p P25 Aoy B 250
Observando (2.17) y el complejo de cadena A ®, P se obtiene:
i) Cada A ®, P, es proyectivo para n > 0.

ii) Cada H, (A ®; P) =0 paran > 1, porque A ®, P es exacto.
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i11) Ho (A®xP)= A®n B, puesto que

Kerd® A®, P,
= >~ A®, B.
Im 0! Ker n “a

HO(A ®A 7)) —

De i), ii) y iii); se sigue que A ®, P es una resolucién proyectiva de A @, B B
De esta proposicion se deduce que Torg(A, B) = A®\ B.

Dada una sucesién exacta corta B'>—= B — B’ en M, se obtiene la Tor-sucesién
exacta larga en la segunda variable

-+ —Tor (A, B') —Tory(A, B) —>Tor (A, B") —Tor,_,(A,B))—> """

T (A, B") =A@y B —=A@)\B—=A@, B'—=0 (2.18)

Para obtener este resultado se aplicé Teorema 2.5.10 usando el funtor aditivo
T = A®p (—) y la sucesién exacta corta B'>——= B— B" .

Similarmente, dada una sucesion exacta corta A’>—— A —> A" en M, por
ser (—) ®, B funtor aditivo y Tor{ (A, B) & A®, B; por Teorema 2.5.10 se obtiene la
Tor-sucesion exacta larga en la primera variable

o ——=TorMA', B) —=TorMA, B) —=Tor (A", B) —">Tor (A", B) — -

"HTOT?<AN,B)L>A,®ABHA(X)ABHAH@ABHO (2.19)

Funtores Derivados Derechos

Se cierra esta seccion con algunas observaciones sobre funtores derivados derechos.

Sea 2 categoria abeliana con suficientes inyectivos, entonces se definen los funtores
derivados derechos R™T para n > 0.
Como en el caso de funtores derivados izquierdos se prueba que R™T'A no depende de
la eleccién de la resolucién inyectiva I de A. Por otro lado, dados av: A — A’ y re-
soluciones inyectivas I, I’ de A, A’ respectivamente, se puede encontrar una aplicacion
de cocadena « : I — I’ inducida por «. La aplicacion de cocadena To : T1 — TT'
induce un morfismo entre cohomologias, el cual es o* : R"TA — R"TA’, n=0,1,...
Como en el caso de funtores derivados izquierdos, a* no depende de la eleccién de la
aplicacion de cocadena a.
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Proposicién 2.5.12 Sean A, A’ € |A|; a € A (A, A’); I una resolucion inyectiva de A
y @ una aplicacion de cocadena inducida por . Entonces la aplicacion R™T : A — B
definida sobre los objetos por R"T'A = H™ (TI) y sobre morfismos

a*=R"T (a) : R"TA — R"T'A" por R"T (o) = H" (T'p), es un funtor.

Prueba.- Se realiza como en Proposicion 2.5.5 B

Definicién 2.5.13 Sea T : A — B un funtor covariante aditivo entre calegorias
abelianas donde 2 tiene suficientes inyectivos. El funtor R"T : A — B, n=0,1,...
se llama n-ésimo funtor derivado derecho de T.

El valor de R"T sobre un objeto B € |2l| se calcula tomando una resolucién inyectiva
I de B, considerando el complejo de cocadena T'I sobre B y aplicando cohomologia,
entonces R"TB = H"(T1I).

Para el funtor covariante Homy (A, —) aditivo, se definen funtores derivados dere-
chos de Homy (A, —). Estos son los funtores Ext, (A, —) : M, — 2Ab tales que

Ext,' (A, —) = R"(Homa(A, =), n=0,1,...

Euxt, (A, B) se calcula eligiendo una resolucién inyectiva I de A—médulo B y tomando

cohomologfa al complejo de cocadena Homy (A, I), de modo que

Ext)' (A, B) = H"(Homx(A,I)).
— K

Claramente Ext, (A, B) = &

. Im o1
abeliano para n > 0.

n
es un grupo abeliano como cociente de un grupo

Proposicion 2.5.14 Sea T : A — B un funtor covariante aditivo entre categorias
abelianas, donde A tiene suficientes inyectivos y sea I € || inyectivo; entonces
R'TI =0 paran=1,2,... y ROTI = TI.

Prueba.- Tomando [y = I, se tiene la resolucion inyectiva Z de I, donde

T.020 P g2

Aplicando el funtor covariante aditivo 1" a Z se obtiene T'dy = 0 por ser 0y = 0 y

TT:0 25 7ry £ 0 12 0 I% .
Por lo tanto R"TT — H"(TT) — 2 10 _, 1,2
or 10 tanto = = = ara n =
Im T@n,l p 3 4y )
Ker T0, TI
R'TI = — T m
Im Ta,1 {O}
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En el caso de un funtor contravariante aditivo S : 24 — ‘B entre categorias abelianas
donde 2 tiene suficientes proyectivos, el procedimiento es como sigue:

Los funtores derivados derechos R™S son obtenidos como los funtores derivados
derechos de los funtores covariantes S : A? — B. Asi, se calcula R"S A para un objeto
A € || eligiendo una resolucién proyectiva P de A (i.e., una resolucién inyectiva
en A°), formando complejo de cocadena SP y tomando cohomologia. Por lo tanto
R"SA = H"(SP), n=0,1,...

El funtor contravariante Homy(—, B) es aditivo. Por lo tanto se pueden definir los
funtores derivados derechos de Homy(—, B). Estos son los funtores
Exth(—, B) : M, — Ab tales que

Eaxti(—,B) = R"(Homa(—,B)), n=0,1,...

Asi, el grupo abeliano Ext}y(A, B) es calculado eligiendo una resolucién proyectiva P
de Ay tomando cohomologia al complejo de cocadena Homy (P, B).

Se cierra este capitulo estableciendo el efecto que los funtores derivados derechos de
un funtor compuesto tienen sobre objetos (los funtores mencionados son importantes
para desarrollar el segundo objetivo establecido en el presente trabajo).

Sean F' : A — B, G : B — ¢ funtores covariantes aditivos y A € ||, donde
2 tiene suficientes inyectivos, entonces se define el g-ésimo funtor derivado derecho
RI(GF): A — Cparaqg=0,1,...
sobre objetos por

RI(GF)(A)=H(GF (1))

para alguna resolucién inyectiva I de A. Ademas esta definicién no depende de la re-
solucién inyectiva de A

En efecto, por Proposicién 1.7.35 GF : 2l — € es un funtor covariante aditivo. Ahora,
como 2 tiene suficientes inyectivos, por Definicion 2.5.13 para cada ¢ = 0,1,..., el
g-ésimo funtor derivado derecho de GF' denotado por R?(GF) : A — €, es un funtor
cuyo valor sobre el objeto A es R (GF')(A) = HY(GF (I)) en donde [ es alguna res-
olucion inyectiva de A.

Sea I’ otra resolucién inyectiva de A, entonces por un resultado andlogo a Proposicién
2.5.4 existe un isomorfismo 7 : H? (GF (I)) — H?(GF (I')), como estos objetos en €
se identifican, se puede concluir que R? (GF) (A) = HY(GF (I')).
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Capitulo 3

Sucesiones Espectrales y
Filtraciones

Recordando que el primer objetivo de la tesis es dar condiciones para inducir (o

transferir) el isomorfismo entre los limites de dos sucesiones espectrales asociadas a
dos complejos filtrados a las homologias correspondientes a dichos complejos filtrados
y probar este resultado, se destina para la obtenciéon de este objetivo las secciones 3.1,
3.2 v 3.3. A propésito, se comienza este capitulo revisando objetos diferenciales que
son necesarios para tratar objetos de homologia (por tanto homologias de complejos) y
sucesiones espectrales en una categoria abeliana, pares exactos con las cuales es posible
obtener sucesiones espectrales asociadas.
Se estudia objetos diferenciales filtrados para comprender el caso particular de com-
plejos de cadena filtrados, pues con estos objetos automaticamente se generan un par
exacto y luego una sucesién espectral. Se hace andlisis de esta parte para buscar y
dar condiciones a la filtracion de un complejo filtrado dado con el propdsito de que la
sucesiéon espectral asociada tenga limite, se alcance sélo en un nimero finito de pasos y,
se proporcione un procedimiento para calcular tal limite; imponiendo esas condiciones
que garantizan la existencia del limite y el procedimiento para su calculo a ambas fil-
traciones de los dos complejos de cadena filtrados se conseguira la referida transferencia
del isomorfismo desde los limites a las homologias; en consecuencia, se formalizara el
logro del primer objetivo enunciando y demostrando Teorema 3.3.13.

El segundo objetivo del presente trabajo involucrard dos problemas una de exis-
tencia y otra de convergencia finita para la sucesién espectral de Grothendieck. En la
seccién 3.4, se implementara una teoria breve acerca de complejos de cocadena filtra-
dos para obtener el resultado dual de Teorema 3.3.9 que serd 1util cuando se trate el
problema de convergencia finita de tal sucesién espectral. Mientras que en la seccion
3.5 se propone conseguir formalmente el segundo objetivo enunciando y demostrando
Teorema 3.5.12.
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3.1. Pares Exactos y Sucesiones Espectrales

Definicién 3.1.1 Sea 2 una categoria Abeliana. Sea A un objeto de A yd: A — A
un endomorfismo. El par (A,d) es un objeto diferencial si d* = 0.

En realidad :

i) Se puede definir un morfismo de objetos diferenciales f : (A,d4) — (B, dp) como
un morfismo f: A — B de 2 tal que el diagrama

ALA

f ! es conmutativo.

BB

i1) También se puede definir la composicién de morfismos de objetos diferenciales.
Si f: (A, da) — (B,dg), g : (B,dg) — (C,dc) son morfismos de objetos

diferenciales, entonces la composicion de estos morfismos es g o f en A tal que

(9o flda=dc(go f).

i11) Luego, es posible construir la categoria (2, d) cuyos objetos son los objetos dife-
renciales, los morfismos entre estos objetos son definidos en i) y la composicién
de morfismos es dada en 7).

iv) (A,d)((A,da), (B.dg)) = {f € A(A, B) | fds = dpf}, lego
(%7 d)((Aa dA)v (Ba dB)) g 91<A7 B)

Proposicién 3.1.2 Si A es una categoria abeliana, entonces (U, d) es una categoria.

Prueba .- Se probara que se cumplen los siguientes tres axiomas de categoria para

(A, d):

CAT1: Los conjuntos de morfismos (2, d)((A,d4), (B,dg))y (A,d)((C,dec), (D,dp))
son disjuntos por la inclusién visto en iv), a menos que (A,d4) = (C,dc) y
(B,dg) = (D,dp).

CAT 2: Dados f € (,d)((A,dy), (B, dz)), g € (,d)((B,dg), (C,de)) v
h e (A, d)((C.de), (D,dp)) se cample h(gf) = (hg)f, pues
(A, d)((A,dys), (D, dp)) C A(A, D) para todo (A,dy) v (D,dp) € |(,d)|.

CAT 3: Para cada objeto (A,d4) € |(, d)| existe un morfismo identidad de (A, d4),
denotado por 1(aa,) : (A,da) — (A,da) tal que para cualesquier
[ (A, da) = (B, dg), g: (C,dc) — (A, da) se tiene f = foliad,),
Liaa,) ©9=g. Esclaro que 1(4,4,) = 14 pues 14dy = daly =d, B
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Proposicién 3.1.3 Si 2 es una categoria abeliana, entonces la categoria (2A,d) es
aditiva.

Prueba .- Para que la categoria (2, d) sea aditiva se verificard las siguientes cuatro
condiciones.

i) (0,do) € [(A,d)| puesto que el objeto cero 0 € ||, dy es el morfismo nulo en
20(0,0) de manera que d3 = dydy = 0.

i1) Para (A,dy), (B,dp) € |(A,d)| se tiene que (A,d4) x (B,dp) € |(,d)|.
Verificando (A, d4) x (B,dg) = (A X B,d4 x dg) donde A x B € || y
(da x dp)* = (da x dg)(da x dp)
= dads X dpdp
d4 x d3
= 0x0
=0

i1i) (A, d)((A,da), (B,dpg)) es un grupo abeliano para todo (A, d4), (B,dg) € [(A,d)|.
Para ello se verificara que (2,d)((A,d4), (B,dg)) es un subgrupo de 2A(A, B).

a) (A,d)((A,da), (B,dg)) # 0, pues el morfismo cero 0 € (A, d)((4,da),(B,dg))
en vista de que 0 € A(A, B) y 0d4 = dg0 = 0.
)

b) Si f)g € (Ql’ d)((AvdA 7(BvdB))7 entonces f A (9’[7 d)((A7 dA)?(B7dB))'
Por la inclusién iv) : f,g € (A,d)((A,da), (B,dp)) implica que f,g € A(A, B).

Ahora , como 21(A, B) es un grupo existe —g € A(A, B) tal que g—g = —g+g = 0.
Ademas f — g € (A, B). Por otro lado

(f—g)da=(f+(=g))da = fda+(—g)da
= dpf +dp(—g)
= dp(f+(—9)) =ds(f —9).

Por a) y b) se deduce que (2, d)((A,d4),(B,dg)) es un subgrupo de A(A, B).

Como 2 es una categoria abeliana, el grupo 2((A, B) es abeliano, por consiguiente
(A, d)((A,da), (B,dp)) es un grupo abeliano.

iv) La composicién
(2, d)((A,da), (B,dg)) x (A,d)((B,dp), (C,dc)) — (A, d)((4,da), (C,dc))

es bilineal.

En efecto:
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a) (f+gh=fh+gh Vfge @ d(B,dg),(C,dc)) vy
Vh € (2,d)((A,da), (B,dp))

b) flg+h)=Ffg+fh Ve @ d)((B,dp) (C,dc)) vy
Vg, h € (A, d)((A,da), (B, dg)).

Esto es inmediato porque (A, d)((B,dg), (C,dc)) C2A(B,C),
(A, d)((A,da), (B,dg)) C A(A, B)ylacomposicién A(A, B)xA(B,C) — A(A,C)

es bilineal por ser 2 una categoria abeliana.

Conforme a Definicién 1.7.1 por i), ii), i) y iv) se concluye que (2, d) es una categoria
aditiva W

Segun (B. Mitchell - Theory of Categories - Academic Press), las categorias abelianas
estdn relacionadas con la categoria de A-mddulos : Toda categoria abeliana puede ser
inmerso en una categoria de A-moédulos con A conveniente. En vista de este resultado
y los textos utilizados como apoyo de investigacion, se realizara pruebas de resultados
formulados en categorias abelianas como se estuviera en categoria de modulos usando
elementos y operaciones.

Proposicién 3.1.4 Si A es una categoria abeliana, entonces es posible construir un
funtor covariante aditivo H de la categoria (2, d) en la categoria 2.

Prueba.- Se definird H sobre objetos y morfismos, se verificard que H estd bien definido
y es un funtor covariante aditivo con los items i), i) y 4ii).

Sea (A,d4) € |(,d)|, como d4 = dads = 0 se tiene que I'm(dy) C Ker(ds). Esto
Ker(da) 2

Tmidy) < P
Sife(A,d)((A,da),(B,dg)), entonces H(f) € A(H(A,da), H(B,dg)). De esto se ve

K K
que H se define sobre morfismos mediante H(f) : ]676((;3) — IGT((jB) )
miaa m\ap

permite definir H sobre objetos como H (A, dy) =

H(f)(x +1Im(da)) = f(z) + Im(dg) para todo = + Im(da) € % = H(A,dy).
i) H(f) estd bien definido como aplicacién se verifica con a) y b).
a) f(z) + Im(dp) € KL(dB), pues € Ker(da) v dpf(x) = fda(x) =0
Im(dg) ——

implica que f(x) € Ker(dg).

Ker(da)
Im(dA)
x4+ Im(da) =y + Im(da), entonces
H(f)(z + Im(da)) = H(f)(y + Im(da))

b) Sean x + Im(da), y+ Im(da) € tales que
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En efecto: ) )
z+1Im(da) = y+Im(ds) implica que

(x—y)+Im(da) = Im(da) = x—y € Im(da).
Asi existe z € A tal que © — y = daz, aplicando f:

f@) = fly) = fldaz)
= dp(fz), donde fz € B,

de modo que f(x)— f(y) € Im(dg), luego f(x)+ Im(dg) = f(y) + Im(dp).
Por lo tanto H(f)(z 4+ Im(da)) = H(f)(y + Im(da)).

i) H: (A, d) — A es un funtor covariante.
Esto se prueba verificando que satisface los dos siguientes axiomas de funtor:

FUN 1. H(1(a44)) = lu(a,a, para todo (A,da) € |(AU, d)|.

En efecto, H(1(a,a,)) : H(A,da) — H(A,da) esta definido por

H(Laan)(@+1Im(da)) = Laas(z)+Im(da)
= x4+ Im(da)
= lrady(z+Im(da))

para todo x+1Im(ds) € H(A,d4). Asi, por igualdad de funciones se concluye
que H(1aa,)) = 1aads)-

FUN 2. H(gf) = H(g)H(f) para todo f € (A, d)((A,da),(B,dg)) y
g e (Ql’ d)((B> dB)’ <C> dC))'

En efecto, para H(gf) : H(A,d4) — H(C,d¢) por definicién se tiene

H(gf)(z +Im(da)) = (
= g(f(x)) + Im(dc)
= H(g)(f(x) + Im(dp))
= H(g)

Esta igualdad se cumple para todo « + Im(da) € H(A,d,), por lo tanto
H(gf) = H(g)H(f).

i7i) El funtor covariante H : (A, d) — 2 es aditivo.
En efecto, 2 es una categoria abeliana, luego es aditiva. Por otro lado segin
Proposicién 3.1.3 la categoria (2, d) es aditiva, entonces por Definicién 1.7.13
para probar que el funtor H es aditivo, se va a verificar que

H(f +g) = H(f) + H(g) para todo f,g € (A, d)((A,da), (B, dp)).
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En efecto, para H(f 4+ ¢g) : H(A,da) — H(B,dg) por definicin:

H(f +g)(x + Im(da)) (f +9)(x) + Im(dp)
= (f(z) + g(x)) + Im(dp)
= (f(z) + Im(dg)) + (9(x) + Im(dp))
= H(f)(x+ Im(da)) + H(g)(z + Im(da))

(H(f) + H(g))(z + Im(da))

Esta igualdad se cumple para todo = + Im(da) € H(A,d,), en consecuencia
H(f+g)=H(f)+H(g)®

Para el objeto diferencial (A, d4) sobre 2:
i) H(A) = H(A,d,) se llama objeto de homologia.

i1) Z(A) = Ker(da) se llama conjunto de ciclos de A.

iii) B(A) = Im(da) se llama frontera de A, de modo que H(A) = —=.

Definicién 3.1.5 Una sucesion espectral en una categoria abeliana 2 es una sucesion
E ={(E,,d,)} de objetos diferenciales paran =0,1,..., tales que
E..1 = H(E,,d,) = H(E,).

Se observa que :

i) Se define un morfismo ¢ : F — E’ de sucesiones espectrales como la familia
de morfismos ¢, : (E,,d,) — (E/,d,) de (A,d) tales que p,.1 = H(p,) para
n=20,1,...

i1) La composiciéon ¢¢ de morfismos ¢ : E — E' y ¢ : B/ — E” de sucesiones
espectrales es definido como la familia {(Y¢), = ¥nen : (En, d,) — (EZ,d!)} de
morfismos de (2, d) tales que (V)11 = H((Yg),) paran =0,1,...

Esto es posible para cadan = 0,1, .. .; ¥,¢, es definido en la categoria (A, d), de
modo que (Yp), = Y, estd definido como un morfismo de (2, d).

Por otro lado, H : (A, d) — 2 es un funtor covariante implica que

H(W"P)?L) = H(¢n@n)
= H(n)H(on)

= Yn+1Pn41
= (V@)1 paran=0,1,...
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i11) Asi, se puede construir la categoria &(2() cuyos objetos son sucesiones espectrales
en 2, los morfismos de estos objetos son definidos en ) y la composicién de estos
morfismos esta dado en 7).

Proposicién 3.1.6 Si U es una categoria abeliana, entonces E(A) es una categoria.

Prueba.- Se cumplen los tres axiomas siguientes de categoria para E(2):

CAT 1. Los conjuntos de morfismos E(A)(A, B) y €()(C, D) son disjuntos, a menos
que A=CyB=D.

En efecto, si €(A)(A, B) N ERA)(C, D) # 0 se prueba que A=Cy B =D.

Sea h € E(A)(A, B)NE(RA)(C, D) de modo que h : A — By h:C — D. Asi para
cada n, hy, : (An,da,) — (Bn,dp,), hn : (Ch,dc,) — (Dn,dp,) son morfismos
en (2, d). De aqui hy, € (A, d)((An,da, ), (Bp,dp,)) NV (A, d)((Cy, de, ), (Dn, dp. ),
luego (QL d)((Ana dAn)v (Bna dB7L)) A (917 d)((Cm an)a (Dm an)) 7é @

Como (2, d) es una categoria, se deduce que (A,,da,) = (Cy,dc,) y

(Bn,dp,) = (Dp,dp,), de modo que A, =C,, B, =D, paran=0,1,...
Por consiguiente A=C'y B = D.

CAT 2. Dados f € €)(A, B), g € €A)(B,C) y h e €RA)(C, D) se cumple
que h(gf) = (hg)f para todo A, B,C'y D € |€(2)].
En efecto: Para cadan =0,1,...

(R(gf)n = halgf)n en (A, d)

= (hugn)fn, por asociatividad en(%, d)

= (hg)nfn
= ((hg)f)n-
Por consiguiente h(gf) = (hg)f.

CAT 3. Para cada objeto A € |€(2)| existe un morfismo identidad de A, denotado
por 14 : A — A tal que para cualesquier f € E(RA)(A,B) y g € €A)(C,A) se
tiene f = fols,g=1404.

En realidad, 14 : A — A se define como la sucesién 14 = {14, }.

Es decir (14), =14, de modo que (fla), = fu(la)n

= f. paran=0,1,...

Por lo tanto foly = f.
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Igualmente (1ag)n = (La)ngn
= 14,009,
= g, en (™A, d) paran=0,1,...

Por lo tanto 1,0g=g

Definicién 3.1.7 Si 2 es una categoria abeliana, entonces un par exacto
EC ={D,E,«, (3,7} en A es un tridngulo

:\ % (3.1)

E

exacto de morfismos en 2.
En otras palabras:
i) El tridngulo (3.1) de morfismos en 2 es exacto si la sucesion

p—~pP.p .p-e.p

es exacta.

i7) El tridngulo (3.1) de morfismos en 2 es exacto si se tiene I'm(a) = Ker((),
Im(B) = Ker(y), Im(y) = Ker(a).

Los siguientes pasos facilitan la construccién de la categoria de pares exactos:

i) Es posible definir un morfismo ¢ : EC —>_E_C de pares exactos, donde
EC ={D,E,a, 8,7}y EC ={D, E,a, 3,7}, como un par (k, ) de morfismos
deA;k:D— Dy\:E— E tal que el diagrama

EC: D—-p-‘-p-2-p-°-p
S O (S S (O
EC: D—=D—=E—=D—=D
conmuta. Es decir ak = ko, Bk = A3, 3\ = k7. Sea
EC: D-—*-p-sp-2sp-°-p
O N (O S (O
EC: DD E"-D-"-D (3.2)
J{qﬁ lk lk l)\ lk J{k

wll

D

wll
eyl

]l

E_C . a E 5 &

el diagrama para componer morfismos de pares exactos en 2.
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i)

i)

iv)

Ahora, se define la composicién ¢¢ de morfismos ¢ : EC — EC, ¢:EC — EC
de pares exactos en 2l como el par (kk, A\) de morfismos de 2, donde
kk : D — D, A\ : E — E tal que el diagrama

67 B v

EC: D D FE D D
id_xb J{kk lkk lx,\ lkk lkk

conmuta. Es decir akk = kka, E/;:k = M\3, YA\ = kky

Esto es posible, pues se verifica que se cumplen estas igualdades

a) ak k=k_ak = kka pues ak = ka, ak = ka por (3.2)
~~~ ~~~

b) Bk k=X Bk = A\G pues Bk = A3, Bk = A3 por (3.2)
~~ ~~

¢) AX A=k X\ = kky pues Y\ = k¥, ¥\ = kv por (3.2)
~~ ~~~

Ahora bien, es posible construir la categoria E€(2) cuyos objetos son pares exac-
tos en 2L, los morfismos de estos objetos son definidos en el item 7) y la composicién
de estos morfismos esta dada por el paso i1).

Si EC, EC son pares exactos en 2, entonces el conjunto de morfismos de estos
pares exactos dados es el conjunto

¢C(A)(EC,EC) = {(k,\) : Dx E — D x E/ ak = ka, Bk = A3, 3\ = kv}
donde EC = {D,E,«, 3,7}, EC ={D,E,a,3,3},k:D—-Dy\:E— E

Proposicién 3.1.8 Si 2 es una categoria abeliana, entonces EC(A) es una categoria.

Prueba.- Se verifica que se cumplen los tres axiomas de categoria para EC(2):

CAT 1.- Los conjuntos de morfismos €€(2A)(A;, By) y €€(A)(As, B2) son disjuntos,

a menos que A; = Ay, By = Bs.
En efecto, suponiendo que EC(A)(Ay, By) N EC(A)(Ag, By) # 0, se prueba que
A=Ay, By = Bs.

Sea h € EC(A)(Ay, By) N EC(A)(Aq, Bs) (3.3)

Luego h_Z A_l — Bl_y h: AQ — B2 donde A1 = {Dl’ El,&l,ﬂl,’}/l}_,

By = {Dy, Er,ay, Bi,m}, h=(ki,\1); ki Dy — Dy, A2 By — By en 2.
Ath:(kl,)\l) G%(Dl XEl,Dl XEl). - B

Andlogamente Ay = {D27E2,C¥2,ﬂ2,72}> By = {D27E2,972752>”_Y2} de modo que

h = (/ﬁ,)\l) € Ql(Dl X E17D1 X El) ﬂQl(Dg X E27D2 X Eg) y asi
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A(D, x By, Dy x E)) NA(Dy x Ey, Dy x Ey) # (. Como 2A es una categoria se
cumplen las igualdades Dy x By = Dy x Ey, Dy X E; = Dy x Ey. Ademés se tiene
que

Di=D,, Ey=EF,, Di=D,, E,=F, (3.4)

Por (3.3) y el paso anterior iv) se cumplen a1k, = ki, Biki = A\,

MM = ki1 v ademds aok; = kiaa, Foki = A2, JoAi = ki7e. Restando se
deduce (q — @)kt = ki — o), (B2 — B1)ki = M(Ba—Br) y

(V2 = Y)A1 = ka(y2 — 7).

De aqui se debe tener

=g, Q1 =g, B =, Bi =P 1= N1 =P (3.5)

De (3.4) y (3.5) se sigue que Ay = Ay, By = By.

CAT 2. Dados f € EC(A)(A1,Az), g € EC(A)(Az, A3) v h € EC(A)(As, Ay) se
cumple que h(fg) = (hg)f para todo Ay, Ay, Az, Ay € |EC(A)].
En efecto, por el paso iv) : f = (k1, A1), g = (k2,X2) y h = (k3, A3) de modo que

h(gf) = h(keki, AaA\1) por el paso ii)
3, A3) (kak1, AaA1)
3(kak1), A3(A2A1))

k
k
<k3k2)k’1, ()\3)\2))\1) ya que la composicién de morfismos en QA es asociativa

(

(

(

(Kska, Asha) (i, Ar)
((

(

k3, Az) (K2, A2)) (K1, A1)
hg) f

Luego se tiene h(gf) = (hg)f.

CAT 3. Para cada objeto A € |E€()| existe un morfismo identidad, denotado por
14: A— Atal que

fla=[, lag=yg (3.6)
para cualesquier f € EC(A)(A,B) y g € EC(A)(C, A).

En efecto, definiendo 14 : A — A por 14 = (1p,1g) si A = {D,E,«a, 3,7}, se
verifican:

fOlA:(k?,)\>(1D71E) = (k?lD,)\lE)
= (k,\) pues lgy 1p son identidades en A
=
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1AOg:(1D,1E)<EZ,5\) = (1D%71E5\)
= (k,\) porque 1z y 1p son identidades en 2A
= 9
Por consiguiente, existe el morfismo identidad 14 = (1p,1g) € EC(A)(A, A)
cumpliendo las igualdades (3.6) B

Proposicién 3.1.9 Sea A = {D,E,a,(,v} € |€&A)| dado en (3.1). Si se define
d: E — FE pord= (v, entonces (E,d) es un objeto diferencial en 2.

Prueba.- Usando la asociatividad de la composicion de morfismos de la categoria
abeliana 2 y la definicién dada del endomorfismo d:

& = (B7)(By) = BOB
= [0y por ser A (el tridngulo) exacto en E, i.e., v =0

= 0

Como d*> =0y E € |2, por Definicién 3.1.1 se concluye que (E,d) € |(2,d)| B
Considerando el par exacto en 2 dado en (3.1) y haciendo (Ey, dy) = (E,d),
Dy =aD y Ey = H(Ey,dp); se construye el tridngulo de morfismos en 20 como

a

D, D,
:1\ % (3.7)
Ey
donde se definen oy = a|p,, fi(ax) = [Bz], 1[z] = v(x) (3.8)

Proposicién 3.1.10 Los morfismos a1, 1 y 71 en A dados por (3.8) estin bien
definidos.

Prueba.- Con los siguientes items 7), i) y iii) se probard que los morfismos estan bien
definidos.

i) aj : D1y — Dy estd bien definido.
Sean ax,ay € Dy = aD tales que ax = ay, entonces oy (ax) = a;(ay).

En efecto, aplicando « a la ecuaciéon ax = ay se obtiene a(ax) = a(ay). Como
a; = alp,, se sigue que a;(ax) = ai(ay).

Observando que a;(ax) = a(azr) = a(z) € aD = D, para todo z = ax € D, se
deduce que el codominio de a; es Dy.

i1) 1 : Dy — Ej esta bien definido.
Sean ax,ay € D; = aD tales que axr = ay, entonces §1(ax) = [i(ay). Esto
significa que se debe probar que Sz € Ker(d) y [Bx] = [By].
En efecto, como fx € Eyy d : Ey — Ey en 2, aplicando d a (x se tiene
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d(Bx) = (B7)(Bx) = B(yB)xr = 0 pues 73 = 0 por ser A un par exacto. Por lo
tanto fx € Ker(d).

Del hecho que ax = ay se tiene a(x —y) = 0, luego z — y € Ker(a) = Im(y).
Esto quiere decir que x — y = ~y(z) para algin z € Ey, aplicando 3 :

Br — By = By(z) = d(2). De aqui

fx — Py € Im(d) < Pz + Im(d) = By + Im(d) < [Bz] = [By].
El codominio de (3; es E1, pues para todo ax € D; se nota que
51(0&%) = [6%’] = ﬁx + Im(do) - H(E(),dg) =F;.

iii) v : By — D; esta bien definido.
Ker(d)
Im(d)
En efecto, [x] = [y] & = + Im(d) = y + Im(d), donde z,y € Ker(d). Luego
r —y =d(z), para algin z € Ey. Como Ker(d) C Ey, aplicando

v (@) = (y) = vd(z) = 1(B)(z) = (18)(y2) = 0 porque yf = 0, luego
v(z) = v(y) para x,y € Ker(d), en consecuencia v [z] = y1[y].

Como para todo [z] € Ey, 11[z] = v(x). Pero € Ker(dy) implica que

v(z) € Ker(B) = Im(a) = Dy, luego v [x] € Dy; por lo tanto el codominio de v,
esD;

Por ser de gran importancia en el trabajo los morfismos oy, 31 y 71 en 2 | se mostrara a
continuacion con diagramas los efectos que tienen dichos morfismos.

Sean [z], [y] € By = tales que [z] = [y], entonces v, [x] = 71 [y].

a) El efecto de ay sobre D; mediante

07

reD axr € D =aD

ia -

ar € aD >’z € a’D C Dy

es aj(ar) = a’x. Esto quiere decir que a;(z) = az para todo z € D;.

b) El efecto de (3 sobre D; mediante

«

rxeD ar € D =aD
lﬁ i&
fr e E 2 [Bz] € E4

es (1 (ax) = [Bx]. Esto quiere decir que 31(z) = [By| para todo z = ay € D;.
By, se define en base a Bz € Sa~! (D) significa que 3 es inducido por Sa~'.

c¢) El efecto de vy, sobre F; mediante
[]

reFE [z] € E4 x € Ker(d)
P ¥
v(x) € Dy V(z) € Ker(B) = Dy
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es 11[x] = y(x) para todox € v (D) yd=03v: F — E.

Teorema 3.1.11 Sea EC = {D, E,«a, 3,7} € |€E(A)|, entonces el siguiente tridngulo
en A cuyos lados estdn definidos en (3.8)

aq

By

D,

Dy

es exacto.

Prueba.- Proposicion 3.1.10 establece que los morfismos ay, 31 y 71 estan bien
definidos, entonces este teorema se probard verificando las siguientes igualdades :
Ker(ay) = Im(m1), Im(aq) = Ker(81) y Im(p1) = Ker(m), lo que se hard en los
siguientes items i), i1) y i1):

i) Ker(ay) = Im(~). Se verificard esta igualdad con a) y b).

a) Sea x € Ker(ay), entonces v € Dy = Im(a) = Ker(8) y aix = ax =0
de modo que z € Ker(a) = Im(y), luego existe y € E = Ej tal que
z = y(y). Como fz = py(y) =0, y € Ker(dy). Asi existe [y] € E; tal que
r=7(y) = 1ly] € Im(y1). Por lo tanto Ker(ay) C Im(v).

b) Reciprocamente, sea = € Im(7y), entonces existe y € Ker(d) tal que
z = y[y]. Como I'm(~,) C Dy, aplicando a; a z :
a1z = arnly] = a1y(y) = ay(y) =0, ay =0 por ser EC' exacto en D.
Luego x € Ker(ay). Por lo tanto Im(y;) C Ker(ay).

i1) Ker(f1) = Im(aq), esto se verificard en a) y b):

a) Seaax € Ker(f), entonces ax € Dy y fi(ax) = [Bx] = Im(dy) es el cero de
E;. Pero [Bz] = Bz + Im(dy), luego comparando los valores de [(z] resulta
que Sz € Im(dy). Asi existe y € Ey tal que fx = doy = [7yy. Tomando
extremos se deduce que x —vyy € Ker() = Im(a) = D;. Asi existe g € Dy
tal que © — vy = xy. Aplicando « y considerando que ay = 0, se sabe
que existe xy € D; tal que ax = axy = ajxy € Im(ay); por lo tanto
Ker(f1) C Im(an).

b) Sea ayz € Im(ay) para algin z € Dy = Im(a) = Ker ().

Aplicando 3y : fi(aqz) = fi(az) = [B7]
= [0], porser fz=0

= Im(dy), 0€ Im(do)

Como I'm(dp) es el cero de Ey, de las igualdades anteriores se obtiene que
a1z € Ker(f); por lo tanto I'm(ay) C Ker (/).
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iii) Ker(v) = Im(f;), la verificacién se hard con los siguientes items a) y b):

a) Sea [z] € Ker(y1), entonces [z] € E; y 1i[z] = v(x) = 0. De lo que se
obtiene que =z € Ker(y) = Im(f), luego x = [y para algin y € Dj.
Asf existe ay € Dy tal que [z] = [By] = fi(ay) € Im(Fy).

Por lo tanto Ker(v;) C Im(5y).

b) Sea [By] € Im(fp), entonces existe ay € D tal que fi(ay) = [By] con

By € Ker(dy), en este caso 1 [8y] = 1(y).
Recordando que EC' es exacto en E implica que v = 0 y aplicando v, :

npilay) = mlBy] (3.9)
= v(By)
= ()
= 0 (3.10)

Viendo (3.9) y (3.10) se obtiene que v1[By] = 0, de donde [By] € Ker(vy;). Por lo tanto
Im(6y) € Ker(y) W

Definicién 3.1.12 Se dird al par exacto (3.7) par derivado de (3.1).

Corolario 3.1.13 Sea 2 una categoria abeliana y EC = {D, E,«, 3,7} un par exacto
en A, entonces el n-ésimo par derivado correspondiente

(679

:n\ % (3.11)

es exacto.

Prueba.- Se prueba por induccion sobre n.

i) Paran =1, el par derivado (EC), = {Dy, E1, a1, /1,71 } es exacto por el teorema
anterior.

i1) Asumiendo que (EC), = {D,, E,, an, Bn, 7} es exacto y tomando (EC), en
lugar de EC, segin Teorema 3.1.11 se concluye que
(EC)nt1 = {Dnt1, Epgr, g1, Brst, Yng1 ) es exacto B

Corolario 3.1.14 Sea 21 una categoria abeliana y EC = {D, E, «, 3,7} un par exacto
en A, entonces existe una sucesion espectral E = {(E,,d,)} en 2 obtenida de EC.

Prueba.- Segin Corolario 3.1.13, dado un par exacto EC' = {D,E,«, 3,7} en 2 se
obtiene una sucesién de pares derivados {(EC),}, n=0,1,... en 2 tal que

92



(EC),, = {Dy, E,, an, By, 1n} €s exacto para cada n.
Haciendo d,, = (,7», se nota que d,, : F, — E, es tal que

= Bu(mBn)¥n
= 0  pues Ker(v,) = Im(5,) luego 7,8, = 0.

Asi, (E,,d,) es un objeto diferencial en 2 para cada n tal que E, 1 = H(E,,d,).
Por lo tanto, existe la sucesién espectral E = {(E,,d,)} en 2 obtenida de £C R

Para referirse a la sucesién espectral £ = {(E,,d,)} en 2 obtenida en el coro-
lario anterior se dird simplemente sucesion espectral asociada al par exacto (3.1).

Proposicién 3.1.15 Sea V = {D, E, «, 3,7} un par ezacto en una categoria abeliana
2, entonces By =y YaD)/B(a"(0)) y dy : Ey — E; es inducido por fa™'y.

Ker(d)
m(d)
a) v (aD) = Ker(d)

Prueba.- Como F; = se verificara las siguientes igualdades:

En efecto, sea x € vy '(aD) v(z) € aD = Ker(fB)
By(z) =0
d(z) =0

x € Ker(d).

t o0

b) Bla=1(0)) = Im(d)

En efecto, sea

r € B(a(0)) & x=p(y) paraalginy € a(0) = Ker(a) = Im(y)
& x=[pv(z) paraalginz € F
& r=d(z)
& x € Im(d)

Finalmente, como d; = 3171, (51 es inducido por fa~! y ~; es inducido por
7, se concluye que d; es inducido por Ba~'y R

Corolario 3.1.16 Sea V ={D, E,«, 3,7} un par ezacto en una categoria abeliana 2,
entonces v, (an_1Dp_1) = Ker(do_1) y Bp1(c; 1(0)) = Im(d,_1).

n—1

Prueba .- Por Corolario 3.1.13, se sabe que el par derivado
Vo1 =A{Dn1,En 1,01, Bn-1,Yn-1} €s un par exacto en 2 por ser V un par exacto,
luego se verificara las siguientes igualdades de conjuntos:
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@) Ypti(n1Dpr) = Ker(dy, 1)
En efecto:
Yn-1(x) € ap_1Dy1 = Ker(Gn-1)
Bn-1Yn-1(z) =0
dp—1(x) =0
x € Ker(d,—1).

S '777—11 (an—an—l)

t e

b) Bn-1(an21(0)) = Im(dy-1)
En efecto, x € ﬁn,l(a,ﬁl(o)) & x = B,-1(y) para
Yy € OZEL(O) - Kerr(an—1> - Im(f)/n—l)
T = ﬁn,17n,1(2) para z € Enfl
xr=d,_1(2)
x € Im(d, 1) R

t ¢

Deduciendo :

i) Como D,, = a,,_1D,,_1, del corolario anterior se sigue:
7 - Ker(d,_1) _ vt (Dy)
" Im(der)  Baoa(en)4(0))

ii) dy : E, — E, es d, = By, Como 3, es inducido por fa™" y 7, es inducido por
v, se concluye que d,, es inducido por Sa™"~.

Teorema 3.1.17 Sea V = {D, E,«, 3,7} un par exacto en una categoria abeliana A,
—1/.n
7 (a"D)

——=, vy d, : E, — E, es inducido por a~"7.
Ba=(0))

entonces E, =

Prueba:
i) Se dara una prueba completa para el caso n = 2.

a) De la deduccién i) siguiente al corolario anterior se sabe que Ey = Lﬂ,
o Gi(ar " (0))
: : - Y1 (D
entonces es posible definir ¢ : y71(Dy) — ————~— por
Bi(ar(0))
p(x) = [a] + Bi(0y '(0) (3.12)
Considerando el diagrama
T € Eo [ZL’] S El H$H S EQ
71
2
D,
donde [z] € Ker(d;), se deduce que
mlz] € Ker(B1) = Imay = Do (3.13)
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Ademads se obtiene que [[z]] = m[z] = v(x) para todo v € v 1(Dy). De
aqui para todo x € y~1(Dy), por (3.13) se ve que [x] € 77" (Dy); por lo tan-
to tiene sentido definir la aplicacion ¢ como en (3.12).

¢ es un homomorfismo.

Sean z, y € 7' (D3) y A un escalar, entonces ¢(z + \y) = p(x) + Ap(y).

Esta afirmacién se verifica observando que x + Ay € y~! (Dy) y desarrollando las
siguientes igualdades:

o(r + \y) [z Ay]+ﬁl( '(0))
= ([2]+ Bilay )))+ (ly] + Br(a;(0)))
= 90(1:)+A30( )-

© es sobreyectiva.

Sea b € Lﬂ, entonces existe a € 77! (Ds) tal que b = ¢(a).
Pr(a;(0))

En efe(itl():
71 (D2>

"€ e (0)

implica que existe ¢ € v, '(Dy) tal que

b=c+ fi(a;'(0)) (3.14)

Interpretando ¢ € ~;(Dy), se tiene que v(c) € Dy, asi ¢ € FE; luego existe
a € Ey tal que ¢ = [a].

Pero [a] € Ker(dy), luego (171[a] = 0; de donde y1[a] € Ker(51) = Im(ay) = Ds.
Como ~v(a) = y1]al, se deduce que a € y~! (Dy). Resumiendo, para b dado existe
a € v~ 1 (D) tal que, por (3.14), b = p(a).

La igualdad Ker(p) = 3(a2(0)) se verifica con las inclusiones siguientes:
Sea b € Ker(yp), entonces b € y~1 (D) y

o(b) = Bi(ar(0))
= [b] + Bi(ay'(0)) por definicién

De las tltimas dos igualdades : [b] € 31(a;"(0)), como

a;'(0) = Keray; C Dy = aD, existe az € a;'(0) tal que [b] = 31 (az) = [Bz].
Pero [b] = b+ Im(dy), luego b — Bx = (v(y) para algin y € Ey; de donde
b=p(z+y).

Se nota que o?(x + vy) = a’r + aayy = 0 por ser axr € a;'(0) y ay = 0.
Asf existe = + vy € a™2(0) tal que b = B (z +yy) € B(a"2(0)). Por lo tanto
Ker(p) € B(a™(0)).

Reciprocamente, sea x € ((a™2(0)), entonces existe y € a~2(0) C D tal que
x = By. Aplicando 7 : vz = yBy = 0 € D, de modo que z € vy~ (D,).
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Aplicando ¢:

p(x) = [Byl + Bilar'(0)
= Bi(ax) + Bi(ar'(0)) (3.15)

Se observa que a;(ay) = a?y = 0 puesto que y € a~2(0), asf existe ay € a;'(0)
tal que B (ay) € Bi(a;'(0)). Con esto (3.15) se convierte en ¢(z) = 3 (a; (0)),
esto significa que z € Ker(p); por lo tanto 3(a2(0)) C Ker(p).

Recordando que Dy = oD de a), b), ¢) y d) se concluye que
D) L 2 (D)
Bla2(0)) Bi(ag'(0))

i1) De manera andloga al caso particular n = 2, haciendo D,, = oD y definien-

do
R | _ W;EI(DW) or
R AP N )
o(y) = Uyuwm(a;h(o)) (3.16)

y verificando que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo con nicleo 5(a~"(0)), se de-
v Ha"D) Lo i (Da)
Bla="(0)) Bn-1(0,11(0))

El hecho que d,, es inducido por Sa~"v se ha visto antes del teorema Ml

duce que

El isomorfismo demostrado en el teorema anterior en su enunciado es interpre-
tado como la igualdad, £, =~y '(a"D)/B(a"™(0)), para cadan =1,2,....

Qn ﬂn Tn Qn

a™D E, a™D

Proposicion 3.1.18 Sea "D
derivado de (3.1), entonces :

a™D eln-ésimo par

7) la sucesion () — C’ok‘er(an)ﬁb B, —% Ker(a,) —=0 (3.17)
es exacta
it) Ker(a,) =a"DNa(0).

"D | D

ZZZ) COk€T<an) = at1D = aD + Oé_n(O)

Prueba:

i) Como Im(a,) = Ker(fB,) se tiene que Coker(a,,) = hﬁi) = K‘;‘:(gn) =~ Im(f,),

luego existe 3, con Im(B3,) = Im(B,) tal que 0 —= Coker(a,) e, E, es exacta.
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En
Ker(va)

El hecho que Im(y,) = Ker(a,) implica que = Im(y,) = Ker(a,), luego

existe 7, con Ker(%,) = Ker(v,) tal que E, L Ker(a,) —=0 es exacta . Como
Im(B3,) = Im(B,) = Ker(y,) = Ker(,), juntando las dos sucesiones exactas ante-

riores se obtiene que (0 —— Coker(ay,) P, B, - Ker(a,) —=0 es exacta.

i) Se verifica la igualdad Ker(a,) = a"D Na™1(0).

En efecto, x € Ker(a,) & x€ D, N a,z=0
Por ser D,, = a"D, o, = «|p, y D, €D
& rzea"D AN ar=0
& zea"D A xe€al(0)
& rca"DNna(0).

a™D  ~ D
antlD T aD+a~"(0)"
n

i11) Se probara el isomorfismo Coker(a,) =

Como o™ D = Im(a,), se puede definir ¢ : D —

o(z) = o™(x) + Im(a,) para todo x € D

Im(ay,) pot

a) ¢ estd bien definido. Sean x,y € D tal que x = y, entonces ¢(z) = ¢(y).
De z = y, se sigue que a™(z) = o™ (y) v luego
a™(x) + Im(om) = a"(y) + Im(am). Ast (x) = o(y).

b) ¢ es sobreyectiva.

a
Im(ay,)
z = ¢(x) para algin z € D.

Dado z €

arbitrario, existe x € D tal que z = a”(x) + Im(a,). Es decir

¢) Si o™ preserva operaciones de objetos, entonces también ¢ preserva operaciones
de objetos.

d) Se cumple que Ker(¢) = aD + o "(0).
En efecto:
Sea z € Ker(¢) = z€ Dy ¢(z) =0= Im(a,). Es decir,
a™(z) € Im(a,) = o™ D. De aqui existe w € D tal que a"(z) = a" ™ (w), de
donde o™(z — aw) = 0. Esto significa que z — aw € Ker(a™) = a~"(0). De
aqui z € aD + Ker(a") = aD + a "(0). Asi Ker(¢) C aD + a~™(0).

Reciprocamente, si z € aD + o~ "™(0), entonces existen w € D,
y € a "(0) = Ker(a™) tales que z = aw + y. Aplicando o™
a™(z) = a" w4 0, pues "y =0

Esto quiere decir que a"(2) € Im(«,), de manera que
n

m(o,)

o(z) = a™(2) + Im(ay,) = Im(ay,) es el cero en y z € D, implica que
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z € Ker(¢). Asi aD +a "(0) C Ker(¢).
Con las dos inclusiones obtenidas queda probada la afirmacién d).

De a), b) ¢) y d) se concluye que Coker(a,) = aﬂ?D = aD+f_n(0) [ |

Se cierra esta seccién con una descripcién del término (limite) E,, de una sucesién
espectral E. El limite es alcanzado a menudo por un proceso de convergencia finita, de
modo que F, es hallado mediante la sucesion espectral.

E, envuelve un proceso de limite. La descripcién muestra que E., es un tipo de
objeto de homologia (glorificado) para toda sucesién espectral.

Sea E, 11 el subobjeto de FE), consistiendo de aquellos elementos de FE, que son
ciclos de d,,, asi
Epny1=2Z(E,) ={z € E, / d,x =0} (3.18)

Entonces existe un epimorfismo

0= 0pntl: Eoni1 = Z(E,) —> Z(En) _ H(E,) = En41

Sea E, ,, 4o el subobjeto de E,, 4, consistiendo de los elementos = de E,, 41 tal que
o(x) es un ciclo para d,, 1, asi

En,n-‘rQ = {ZL‘ € En,n+1/ dn+1(0'l') = O} (319)
= {SL‘ S En,n-H/ U(*T) S Z(En—i-l) = En+1,n+2}

Como E, .1 = Z(E,) —> E,1 1 E, 1, para x € E, 19 se tiene que d,(z) =0
y dpi1(o(x)) = 0.

Nota .- Se dird que x es un “ciclo”para d,,1; si d,11(o(z)) = 0.
Sea F, 43 el subobjeto de £, ,,+o consistiendo de todos los elementos x de E,, ;42 tal
que o?(x) es un ciclo para d,, o, ast

Fanss = {2 € Ensa/ dusa(0®(z)) = 0} (3.20)
{2 € Eupia/ 0%(2) € Z(Eny2) = Epyonys)

Como

o dn 2
Z(Eni1) C Enga Epis =% Epyo

para T € E, .3 se tiene que d,(z) = 0, dpy1(c'(z)) = 0y dpy2(0?(z)) = 0. En re-
sumen, de (3.18), (3.19), vy (3.20), se puede decir que

x € B, 11 sixesun ciclo para d,;

x € B, 1o sixesunciclo para d,, dypi1,y

x € B, 43 sl esun ciclo para d,, dyt1, dyio.
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Continuando el procedimiento se construye el subobjeto £}, », formado por todos
los elementos que son ciclos para d,,, d,i1, dpio, ...

Es decir, B, oo = {z € E,, / dpsr(0"(x)) = 0,7 > 0}

De manera similar se obtiene E, 11 = {y € Ent1 / dpyi14s(0°(z)) = 0,5 > 0}.
Luego existe 0 = 0ppnt1: Epoo — Eyi100 dado por o(x) = y, de manera que se
obtiene la sucesiéon

o o o o
En,oo En+1,oo — > Lp42c0 — > "

Por consiguiente, se define Fo, = lim(E), o0; 0).

Hablando de E..:

n

i) Un elemento de E es representado por un elemento x de algin E, ;v @
representa a 0 si y sélo si estd en la frontera de algin d, (r > n).

Asi se puede decir que x € E,, x # 0 sobrevive en el infinito si este es un
ciclo para d., r > n y no estd en ninguna frontera de d,.(r > n); por lo tanto
E, consiste como conjunto, precisamente de 0 y clases de equivalencia de los
elementos que sobreviven en el infinito.

i1) Otra manera de obtener E,, es pasando al limite cuando n — oo a la sucesién
exacta (3.17), de donde se deduce que

0 — Coker(a/) SN " Ker(a) —=0

es exacta.

En este caso o/ : U — U es el limite pirEcTO (colimite) de los morfismos a,,
o : I — I es el limite INvERsoO (limite) de los morfismos a,.

3.2. Objetos Diferenciales Filtrados

Definicién 3.2.1 Sea C un objeto de una categoria abeliana A. Una familia {C?} ey
de subobjetos de C (C* CC y CP € |A|) es una filtracion de C' si
...gcpflgcpg...gc’ _oo<p<oo

Los siguientes items indican como se construye la categoria de objetos diferenciales
filtrados:

i) Si C € |(AU,d)|, entonces C es un objeto filtrado si existe {CP} ez familia de
subobjetos de C' tal que

L.CcerlccerCc--CC —oo<p < o0 (3.21)

En este caso, cada CP es cerrado bajo la diferencial d; es decir, dC? C C?, d = d¢.
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i1) Se puede definir un morfismo de objetos diferenciales filtrados
f:A— B como el morfismo f € (A, d)((A,da), (B,dg)) tal que el

e C AL C oA C e C A
diagrama L Ly Lf
... C prt ¢ p»r C ... C B
es conmutativo.
Arml o C AP
iii) El diagrama  f | | f es conmutativo significa que el diagrama
Br—1 C By
Ar—1 ., AP
fl lf es conmutativo.
Br—-1 <, Bp

iv) Se define la composicién de morfismos f : A — B, g : B — C de objetos
diferenciales filtrados como g o f en (A, d)((A,da), (C,dc)) tal que el diagrama

C Al C AP C ... C A
Lgf Lgf Lyf
c ¢t c ¢ C ... C C

es conmutativo.

v) Asi, es posible obtener la categoria (2, d, f) cuyos objetos son los objetos dife-
renciales filtrados, los morfismos entre estos objetos son definidos en ii) y la
composicion de estos morfismos es dado en iv).

Dado un objeto diferencial filtrado C' con filtracién dada como en (3.21), para la
sucesién exacta corta (de objetos diferenciales)

OHOP*14>CP4>CP/CP_14>O

existe por el teorema 3.1 de [2] el siguiente tridngulo exacto de homologias

H(CP™)
\ / (3.22)

H(CP/CPY)
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Considerando D = {D?} como el objeto graduado con D? = H(C?) y E = {EP}
como el objeto graduado con EP = H(C?/CP™'), se puede incluir (3.22) para
todo p en el par exacto

D = D
\ / .
E

que estd en la categoria graduada A%, donde deg o = 1,deg f =07y deg v = —1.
Este proceso es descrito por el funtor

H:(A,d, f) — ecAb) (3.24)

Asociando a cada objeto diferencial filtrado C' el término E € |QIZ‘ extraido
del par exacto (3.23), se obtiene el funtor E : (,d, f) — 2AZ. Con el propésito
de factorizar este funtor como E = H o Gr, se requiere hallar el funtor Gr, para
ello se procede como sigue:

Dada una categoria abeliana B, es posible formar la categoria (8B, f) de objetos
filtrados B de B, con filtracién dada por

. CBPF'CBPC.--CB, —00<p<o0 (3.25)

Ahora, construyendo el objeto graduado cuya p-ésima componente es B?/BP~!
con el uso de la filtraciéon de B dada en (3.25), se obtiene el funtor

Gr: (3B, f) — B2 que asigna a cada objeto filtrado B el objeto graduado aso-
ciado Gr(B) = {B?/BP~'}, p € Z en BZ.

Si B = (A,d) y X €|(,d,f)|, entonces Gr(X) € |(A,d)%| = [(AZ,d)|. Asf se
puede aplicar el funtor de homologia H a Gr(X) para obtener el objeto HoGr(X)
en AZ, por lo tanto E = H o Gr : (A, d, f) — AZ.

Por otro lado, comenzando de (3.21) se puede pasar a la homologia y obtener
una filtracién (inducida) de M = H(C') dada por

.CMPtCcMPC..C M (3.26)

donde M? se define como MP = Im(H(C?)) C H(C) (3.27)

Es decir, M? es la imagen H(C?) visto en H(C).

Por abuso de notacién también se escribe H para el funtor que asocia (3.26) con
(3.21). Asi, ahora H : (A, d, f) — (2, f), de esta manera se obtiene el funtor
GroH : (,d, f) — AZ.
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Se observa que los funtores H y Gr no conmutan, puesto que en el caso en que C
es un complejo de cadena filtrado H o Gr(C) = Ej e imponiendo ciertas condiciones
razonables sobre la filtracién, Gro H(C') = {Im(H,(C?))/Im(H,(C*~'))} = E, como
se vera. Ademas estas condiciones razonables aseguran que F,, es alcanzado después
de un numero finito de pasos a través de la sucesion espectral comenzando con Ej.

Es importante hacer andlisis de H(C') para determinar el alcance significativo de
H (C?/CP~1). La sucesion espectral es destinado a producir informacién sobre el objeto
graduado asociado a H(C'), cuando H(C') es filtrado por sus subobjetos Im(H(C?)).
Asi, surge la cuestién de que muchas informaciones pueden estar relacionados a H(C')
con respecto a los objetos graduados asociados. Las dos condiciones que se desea de la
filtracion de M = H(C) dada en (3.26), a fin de que los cocientes MP? /MP~! representen
adecuadamente a M, es que se cumplan:

i) (YMP =0 y i) | JM" =M (3.28)

p

En el supuesto caso en que no se cumpla i), existirfan elementos no nulos de M en
cada MP y asi se pierden en Gr(M) al convertirse esos elementos en cero; mientras que
si ocurre que 7i) no se cumpliera, existirian elementos no nulos en M y no en M? para
todo p € Z y asi no estarian representados en Gr(M). Si ambas de estas condiciones
se cumplen, entonces para cada x € M, x # 0, existe precisamente un entero p tal que
x & M parar < pyz € M7 parar > p. Asf cadaz € M, x # 0, estard representado
por un dnico elemento homogéneo no nulo en Gr(M) y de hecho, reciprocamente, cada
elemento homogéneo no nulo de G'r(M) representa un unico elemento no nulo de M.
Asimismo es muy importante establecer las condiciones bajo las cuales (3.28) i) y i)
se cumplan. Con esto se aumentan los requerimientos al criterio dado en (3.28), para
obtener una buena sucesién espectral E con Gr o H(C') = E.,. Tales requerimientos
son satisfechos en el caso en que 2 mismo es una categoria graduada, de manera que
(3.21) es un COMPLEJO DE CADENA FILTRADO en 2. Entonces el par exacto asociado

D = D
\ / o
E

donde D = {DP1}, DP4 = H,(C?); E = {EP1}, EP1 = H,(CP/CP~') es un par exacto
en ALXL,

Proposicién 3.2.2 Sean {D, E,«, 3,7} el par exacto (3.29) y { Dy, En, iy By Yn } €l
n-éstmo par derivado correspondiente, entonces:
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i) los bigrados de o, 8 y 7y son

deg o = (1,0), deg B =(0,0) y deg v = (-1, -1). (3.30)

i1) los bigrados de o, By Y Yn SON
deg o, = (1,0), deg B, = (—n,0) y deg v, = (—1,—1). (3.31)
Xy El bigrado de d,, = Bpyn : E, — E, es deg d, = (—n —1,—1) (3.32)

Prueba :
i) Observando (3.29), se sabe que este par exacto se ha obtenido a partir de una
filtracion {C?},ez de un complejo de cadena C' tomando la sucesién exacta corta
Cp~1>——— (P — (C?/CP~! y aplicando la homologia. De esta manera se tiene la
sucesion exacta larga

T Hq(Cp_l) — Hy(C?) — H, (cr/crt) — Hq71<cp_1) —
Esta sucesion en términos de D, E y los morfismos se escribe como:

i pr-1a —%~ ppra b ppa_ 2 Dr—1la-1 — ...

De donde se deduce que:
deg o = (p,q) — (p—1,9) = (1,0),
deg 5= (p,q) = (p,q) = (0,0) 'y
(—

degy=(p—1,9g—1)—(p,q) =

1,-1).
i1) Se prueba esta parte por induccién sobre n con los items a) y b):

a) Se verifica la afirmacién para k = 1.
Considerando « : DP~14 — DP9 se obtiene que a; = o? : aDP™14 — aDP4, de
donde oy : DY — DV vy deg oy = (p+1,q) — (p,q) = (1,0).
Por el tridngulo (3.7) se sabe que (;(az) = [Bz] para x € DP~14 Usando el

diagrama
r € Dr-td —>—qax € DM Dpd
lﬁ i& lﬁ
fr € EP~1a L [Bz] € EP—H Epa

se deduce que deg /1 = (p—1,q) — (p,q) = (—1,0).

Nuevamente, del tridangulo (3.7) v1[z] = v(z) para © € EP? y como

v @ BP9 — DPLa71 ge tiene que 7y : BP9 — DY ya que Iy € Imiy, luego
deg = (p—1qg—1) = (p,q) = (=1,-1).
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b) Usando la hipédtesis inductiva para k = n — 1 se verifica la afirmacién para k = n,
como sigue:
Asumiendo que deg a,_; = (1,0), de a,_y : D?"}Y — DP? aplicando a y
considerando DP¢ = aDP~1 se obtiene que a, = aoy,_1 : DP9 — DPTLe Juego
deg oy, = (p+ 1’(]) - (p7 Q) = (170)'
Sea deg Bn_1 = (—(n — 1),0). Definiendo §,(ax) = [Bn_12] para z € DP9y
usando el diagrama

rephii = ax € DPA DY,
\Lﬁn—l 671 lﬁn—l
_ [] _ i
Borx € BP0 ——>[B,_ya] € Bp™e BRIl

se obtiene que deg (3, = (p —n,q) — (p,q) = (—n,0).

Sea deg Yn_1 = (—1,—1), luego ~,_y : P9, — D’ 197! Si se define 7, como
Ynlz] = Yn_1(x) para x € EP?, | observando que I'm-y, C I'm~y,_1 se tiene
Yo+ BP9 — DP=La71 por lo tanto deg v, = (p — 1,¢ — 1) — (p,q) = (=1, —1).

i1i) De la parte i), se sabe que deg (3, = (—n,0) y deg v, = (=1, —1). Del hecho
que d, = Bpy, : EP? — Dp=haml — pren=la=l g6 ghtiene que
deg dn=(p—-n—-1,q¢-1)—(p,g)=(-n—-1-1) N

En la siguiente seccién se usard (3.31) para establecer las condiciones bajo las
cuales £, = Gr o H(C) y se cumpla (3.28) para M = H(C'). Mientras que (3.32) se
usard en la prueba de Teorema 3.3.2.

3.3. Convergencia Finita para Complejos de Cade-
na Filtrados

En esta seccién se dara las condiciones sobre los complejos de cadena filtrados (3.21)
que aseguren simultdneamente que Gr o H(C') = E, que (3.28) i) y ) se cumplan, y
que E, se alcanza sélo en un ntmero finito de pasos a través de la sucesion espectral
(Teorema 3.3.2).

En lo que se refiere a una mera convergencia finita de la sucesion espectral, se puede
proceder para el par exacto bigraduado (3.29). Sin embargo, ademés se tiene que inferir
que F., es realmente un objeto graduado asociado a H(C'), adecuadamente filtrado y
que las condiciones (3.28) i) y i) para la filtracion de M = H(C') se cumplen, entonces
se tiene que proceder de la filtracion (3.21) de C. Primero se considera la convergencia
finita de la sucesién espectral.

Definicién 3.3.1 Se dice que o : D — D en (3.29) es positivamente estacionario si
dado q € 7, existe p1 = p1(q) € Z tal que o : DP4 — DPTH4 para todo p > p
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(figura 3.1). Se dice que o : D — D en (3.29) es negativamente estacionario si dado
q € Z, existe po = polq) € Z tal que o : DP9 — DPTY4 parg todo p < py (figura 3.2).
a: D — D es estacionario si es positiva y negativamente estacionario.

t+

r :.p1(Q) r=20

e

~
Dpt+l.a——Dpa
a

Figura 3.1: a: D — D es positivamente estacionario

~
Dpt+l,a+—Dpa
a

Figura 3.2: a: D — D es negativamente estacionario

Teorema 3.3.2 Si a es estacionario, entonces la sucesion espectral asociada al par
exacto (3.29) converge finitamente; es decir, dado (p,q) € Z X 7, existe
r=r(p,q) € N tal que EP? = B, = ... = EPA.

Prueba.- Para ¢ fijo, se considera la sucesién exacta

e 5 Dpa o Epd —5% pp-14-1 -2 ppg-1 (3.33)

ppr—La

Como « es positivamente estacionario, para g dado existe py = pa(q) € Z tal que
o : DP~14 =5 DP9 para todo p — 1 > py. Igualmente, para g — 1 existe

p3 = p3(qg — 1) € Z tal que a : DP~147t = DP4=1 para todo p — 1 > p3. De
donde, haciendo p; = pi(q) = max{ps + 1, p3 + 1}, resulta que a : DP~14 = PPy
a: Dp~ha=l = pPa=1 para todo p > p;. Considerando estos isomorfismos en (3.33),

para g dado existe p; = p1(q) € Z tal que EP? = 0 para todo p > p; (3.34)
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Del hecho que a es negativamente estacionario, para ¢ dado existe py = ps(q) € Z tal
que o : DP~14 =5 DP9 para todo p — 1 < py. Lo mismo para ¢ — 1 existe

ps = ps(q— 1) € Z tal que o : DP9~ = DPa=! para todo p — 1 < ps. Haciendo
po = polq) = min{py + 1, ps + 1}, se tiene que o : DP~14 = DPd y

a: DP~haml =, pPa=l para todo p < py. Reemplazando estos isomorfismos en (3.33),

para g dado existe py = po(q) € Z tal que EP? = 0 para todo p < py (3.35)

Por definicién EV? = H (EY?,dy), como deg dy = (—1,—1):
1 0
K er ( E(I)qu N ‘E(Z))_Lq_l )

Im (E(1)7+1,q+1 do E(z)nq)

Luego, por (3.34) y (3.35) se deduce que para ¢ dado existen py y p; tales que E7"? =0
para todo p > p; v p < po. En general, por el mismo razonamiento para cualquier
n € IN, resulta que para ¢ dado existen py = po(q) y p1 = p1(q) € Z tales que:

EPY =0 para todo p > p; (3.36)

EPY =0 para todo p < pg (3.37)
Ahora, para (p,q) € Z x Z fijo, se puede considerar

d dr 1
Erir+larl S, ppa Ep—r—ha-l (3.38)

para algin r € IN que se va hallar a partir de (p, ¢) dado:
En particular, para n = r por (3.36) para ¢ + 1, existe p; = p1(q + 1) € Z tal que

Ertrlatl = ( para todop+r+1 > py (3.39)
Por (3.37), para ¢ — 1 existe po = po(q — 1) € Z tal que
Ep~r=ba=l = ( para todo p —r — 1 < py (3.40)

Sea r =méx{py —p—1,p—1—po} =7r(p,q), de (3.39) y (3.40)
prirlatl = ppr=la=l — (). Asi de la sucesién (3.38) se obtiene que

Im(d,)=0 y Ker(d,)=EP? (3.41)

Ker ( EP4 — & Ep-r—ta-l )
Por definiciéon EYf, = , de (3.41) :
Im ( Erertlatl & pra >

— Fpa

T
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Nuevamente, considerando en lugar de (3.38), la sucesién
b b
E.p+r+2,q+1 drt1 EPa dr+1 EP—T—2,(1—1
r4+1 r+1 r+1

y repitiendo el argumento anterior para p y ¢ fijos se obtiene que EFY, = EP'Y,.
De las igualdades anteriores, se concluye que EP? = EPY, = ... = EP4 I

De lo que se ha obtenido se puede decir que todo elemento no nulo de EP? es
un ciclo para cada ds para todo s > r, y sélo la identidad aditiva 0 de EP9 esta en la
frontera para algun dg, donde s > r.

A continuacién, se considera las condiciones sobre (3.21) para que
EPd = Im(H,(CP))/Im(H,(CPY)) y a sea estacionario, de modo que la sucesién
espectral converja finitamente.

Se procede esto, obteniendo de (3.21) un segundo par exacto (3.44). Sea D el objeto
bigraduado dado por )
Drt = H,(C/CPD) (3.42)

Por Teorema 2.2.4, la sucesion exacta de complejos de cadena
0——=CP/CP ' —C/CP —=C/CP — (3.43)

da origen a un par exacto de objetos bigraduados

D - D (3.44)

21
@

E

Proposicién 3.3.3 Sea {D,E,a, (3,7} el par exacto (3.44), entonces los bigrados de

&, 3y son )
deg & = (1,0), deg B = (—1,-1) y deg ¥ = (0,0). (3.45)

Prueba .- Observando (3.44), se sabe que este par exacto se obtiene usando una
filtracién {C?},ez de un complejo de cadena C, tomando la sucesién exacta corta
(3.43) y aplicando la homologia. De esta manera se tiene la sucesién exacta larga

= H, (C?/C71) = H,(C/CP) — H, (C/CP) = H,_y (CP/CP) — -
Esta sucesién en términos de D, F y los morfismos se escribe como:

a Derl,q Hﬁ FPa—1l —— ...

EPa il P
De donde se deduce que:
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deg a = (p+1,9) = (p.g) = (1,0),
deg f=(p.a—1)—(p+1q=(-1,-1) ¥y
deg 7= (p,q) = (p,q) = (0,0) W
Ahora, se da una definicién que serd aplicado a D, E v D.

Definicién 3.3.4 Un objeto bigraduado A se dice que es positivamente graduado si,
dado q € Z existe un py = po(q) € Z tal que AP? =0 para todo p < py (figura 3.3).

+

AP0:9 =0 AP0o—1.a — ¢
°

A e s—q

7“2'0 TZPO(Q)

[

APa=0, p<py
Figura 3.3: A es positivamente graduado
Un objeto bigraduado A se dice que es negativamente graduado si, dado q € 7. existe

un p1 = p1(q) € Z tal que AP? =0 para todo p > py (figura 3.4).

. AP1+1JI =0 AP1:9 — o
o o S =4(q

Y

T:pl(Q) r=20

APa=0, p>pi
Figura 3.4: A es negativamente graduado
Proposicién 3.3.5 Si D (oD) es positivamente (o negativamente) graduado, entonces
a (o @) es negativamente (o positivamente) estacionario.
Prueba.- Por hipdtesis, D es positivamente graduado, luego dado ¢ € Z existe

o = po(q) € Z tal que DP? = ( para todo p < py. Asi para ¢ dado existe py — 1 € Z tal
que « : DP9 = DPH14 para todo p < py—1, pues DP04 = DPo—1d — Dro=24 — ... — (),
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asi « es negativamente estacionario.

D es negativamente graduado implica que dado q € Z existe p; = pi1(q) € Z tal que
DP¢ = () para todo p > p;. Asi para ¢ dado existe p; = pi(q) € Z tal que

a : DP9 = DPtLa para todo p > p; porque DP1d = DPitlha — Drit24 — ... — () de
donde & es positivamente estacionario

Teorema 3.3.6 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i)

i)

o es positivamente estacionario.

E es negativamente graduado.

iii) @ es positivamente estacionario.
Prueba:
i) = 1i) De (3.29) se sabe que la sucesién
pr—La &, ppa N Era 2, pp-la=1 @, ppa-1 (3.46)
es exacta.
Ahora, como « es positivamente estacionario, para ¢ € Z dado existe
r1 =ri(q) € Z tal que a: DP~19 = DP9 para todo p — 1 > r;. Lo mismo para
q— 1€ 7Z existe ro = ry(q — 1) € Z tal que o : DP~1971 = DPa=1 para todo
p—12>rs.
Sea r3 = max{ry,r»}, entonces o : DP9 = DPd y o : Dplatl =, ppa-l
para todo p — 1 > r3. De donde, por la exactitud de (3.46) se deduce que para
q € Z dado, existe p; = p1(q) = r3 + 1 € Z tal que EP? = ( para todo p > py, en
consecuencia F es negativamente graduado.
i1) = iii) De (3.44) se sabe que la sucesién

Epa — s pra—2 Dp+1,q—ﬂ>Ep,q—1 (3.47)

es exacta.

Como E es negativamente graduado se tiene:

Para q € Z existe 1y = r1(q) € Z tal que EP? = (0 para todo p > ry.

Para q — 1 € Z existe ro = 75(q — 1) € Z tal que EP4~! = (0 para todo p > ry.
Sea p; = méax{ry,ry}, entonces EP4 = EP4~1 = () para todo p > p;. Reemplazan-
do estos valores en la sucesion exacta (3.47), se deduce que para ¢ € Z dado
existe p; = p1(q) € Z tal que & : DP9 —— DPT14 para todo p > pi, por lo tanto
v es positivamente estacionario.
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i11) = 1) Asumiendo que & es positivamente estacionario, para ¢ € Z dado existe
1 = ri1(q) € Z tal que & : D = DP*L¢ para todo p > r;. Lo mismo para
q+1 € Z existe 7y = ro(q + 1) € Z tal que a : DP9+t = DPFLa+l para todo
p > 79; de modo que & : DP? — DPtla y g . ppatl =, Dptlatl parg todo
p > ry = max{ry,m}.
Considerando estos isomorfismos en la siguiente sucesién exacta extraida de (3.44)

pDpatl —% Dp+lgtl o EPa — s pra—2 Prtlg

se obtiene que para
q € Z dado existe r3 = r3(q) € Z tal que EP? = ( para todo p > r3  (3.48)
De (3.29) se sabe que la sucesién

«

Ertlatl Lo Dpa prita—L s prita (3.49)

es exacta.

Por (3.48) para q + 1 € Z existe ry = r4(q + 1) € Z tal que EPTH4+L = ( para
todo p+ 1 > r4. También por (3.48) para ¢ € Z existe r3 = r3(q) € Z tal que
EPt14 = ( para todo p + 1 > rs.

Sea p; = max{rz — 1,74 — 1}, entonces considerando estos dos iltimos resultados
en la sucesion exacta (3.49) se deduce que para ¢ € Z existe p; = p1(q) € Z tal
que « : DP9 = DPTL4 para todo p > p;, por consiguiente o es positivamente
estacionario W

Ahora, ya se cuenta con lo necesario para demostrar el teorema principal que per-
mitirda obtener el primer objetivo del presente trabajo. Para eso se requiere el concepto
clave de filtracion homoldgicamente finita para complejos de cadena filtrados.

Definicién 3.3.7 Se dice que la filtracion
SCcCrlCcePC.-CO, —0<p< oo (3.50)

de un complejo de cadena C' es finita si para cada q € Z, existen py = po(q) y
p1 = pi1(q) € Z tales que

i) CP=0 para p<po
ii) CP=0C, para p=>p (3.51)

Se dice que la filtracion (3.50) de C' es HOMOLOGICAMENTE FINITA si para cada q € 7,
existen po = po(q) y p1 = p1(q) € Z tales que

i) H,(C?")=0 para p < po (3.52)
it) H,(C?)=H,(C) para p>p '
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Proposiciéon 3.3.8 Si la filtracion del complejo de cadena C' es finita, entonces la
filtracion es homoldogicamente finita.

Prueba.- Sea {C?},cz una filtracién finita del complejo de cadena C.

Sea ¢ € Z(arbitrario) para calcular, H, (C?), ¢-ésima homologia del subobjeto C? de
C'. Entonces para ¢ € Z dado se va a probar que existen py = po(q) vy p1 = p1(q) € Z
tales que

i) Hy(C?")=0 para  p < po
it) H,(C?)=H,(C) para p>p
i) Como {C?},ez es una filtracién finita de C, para los enteros ¢+ 1, ¢y ¢—1 € Z
existen po(q + 1), po(q) v po(q — 1) € Z tales que
Cr.y=0 para p<po(qg+1)
CP=0  para p <po(q)
Cl =0 para p<p(g—1).
Haciendo pg = min{po(q + 1), p0(q),po(q — 1)} € Z se tiene que
Cy. =CP=CV =0 parap < p, de esto se deduce que
Ker (Cf;ﬂcg_l >
Ker (0—=0)
Im(0—=0)
= 0 parap < pg

Hq (Cp) =

i1) Como {CP},ez es una filtracién finita de C, para los enteros ¢+ 1, ¢y ¢—1 € Z
existen py(q+ 1), p1(q) y p1(q — 1) € Z tales que

CVy=Cq1 para p>pi(g+1)
Cr=C, para p > pi(q)
Cy 1 =Cy1 para p2>pi(qg—1).
Tomando p; = max{pi(¢ + 1),p1(q),p1(q¢ — 1)} € Z se tiene que Cf,; = Cyy1,

CP = Cyy C? | = Cy_1 para p > py, de donde resulta que

H,(C?) =

= Hy( para p > p;

)
Por Definicién 3.3.7 de las partes i) y i) de (3.52) se deduce que {CP},cz es una
filtracién homoldgicamente finita de C'
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Teorema 3.3.9 Si una filtracion del complejo de cadena C' es homoldgicamente finita,
entonces:

i) La sucesion espectral asociada converge finitamente.
i1) La filtracién inducida de la homologia H(C) es finita.

iii) Es = Gro H(C);
precisamente E2? =~ (Gr o H,(C)), = Im(H,(C?))/Im(H,(CP1)).

Prueba:
i) Es suficiente probar que « es estacionario.
Sea {C?},ez una filtracién homolégicamente finita del complejo de cadena C.
Luego se cumple (3.52) i), asi para cada ¢ € Z existe py = po(q) € Z tal que
Dr¢ = H, (C?) = 0 para todo p < po; lo cual significa que el objeto D = {DP?}
es positivamente graduado, segiin Proposicion 3.3.5, a es negativamente estacionario.
Por Teorema 2.2.4, para la sucesion exacta corta de complejos de cadena
Cpr—l—— ' — C/CP~! | la siguiente sucesiéon de homologfas es exacta

-— H, (Cpil) — H,(C) — H, (C/Cpil) — Hg—1 (Cpil) — Hy oy (C) — -+
(3.53)
Por (3.52) i), para ¢ € Z existe p; = pi(q) € Z tal que H, (C?™') = H,(C) para
todo p > p; + 1. Similarmente, para ¢ — 1 € Z existe py = pa(q — 1) € Z tal que
H, 1 (CP™') = H, ; (C) para todo p > py+1, luego para p > p; = méax{p; +1, ps + 1},
de (3.53) considerando estas igualdades como isomorfismos se obtiene H, (C'/CP) = 0.
Asi, para cada q € Z existe p; € Z tal que D?? = H, (C’/C”_l) = 0 para todo p > py;
esto quiere decir que D = {DP?} es negativamente graduado, segiun Proposicién 3.3.5,
@ es positivamente estacionario; por Teorema 3.3.6 se deduce que « es positivamente
estacionario.

Asi a estacionario, de acuerdo a Teorema 3.3.2 la sucesién espectral asociada converge
finitamente.

it) Como {CP},ez es una filtracion homolégicamente finita del complejo de cadena
C', entonces dado ¢ € Z existen py = po(q) y p1 = p1(q) € Z tales que

H,(C?) =0 para todo p < py y H,(C?) = H,(C) para todo p > p; (3.54)

Como {C?} ¢z es una filtraciéon de C' se obtiene
ce» Pt 0P — ... — ( para todo p € Z.
Aplicando funtor covariante H, para cada ¢ fijo (se conserva el sentido de las flechas):

s Hy(CPY) = Hy(CP) — - — H,(C) (3.55)

De esta sucesion y de (3.54) se obtiene:

0= Hg(CPO) —— Hq(CP0+1) e Hq(CP) S Hq(CP) = Hy(C) (356)
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Ahora, definiendo D = H(C) y Db = ImH,(C?), se ve que D! es la imagen de H,(C?)
en H, (C). A partir de (3.55) se tiene las inclusiones

o CImH(CP™Y) C ImH,(CP) C - C Hy(C), —00<p< o0

de manera que {D?},ez es una filtracion de D = H(C), y es tal que D? = 0 para
todo p < po y D¥ = D, para todo p > p; conforme a (3.56). Por lo tanto, la filtracién
inducida {DP},cz es una filtracién finita para la homologia D = H(C').

i1i) Considerando el n-ésimo par derivado obtenido del par exacto (3.29), se sabe
por (3.31) que los bigrados de «a,, B, ¥y vn son deg o, = (1,0),deg 5, = (—n,0) y
deg v, = (—1,—1), luego el n-ésimo par derivado se escribe como

Bn

Qn

+n—1,qg _On +n, , n —1,q—1 q—1
Drin—la 20 pptna EPa Dr—la—1 2 ppa (3.57)

Ahora, para hallar E2? se toma (p,q) € Z x Z fijo; por la parte i) ya probada del

oo

teorema existe r = r(p,q) € IN tal que
Bp = B2y = = B (3.5

Por (3.54), para ¢ € Z dado existe p; = pi(q) € Z tal que H,(CP*") = H,(C) para
n > p; — p donde p es fijo. Considerando

Dri = H, (C?) —=H, (CPH) — - — Hy (CrinTt) — H, (CPT) = Hy(C)

se ve que aH, (C?) C H,(CP*™Y), ..., a"H, (C?) C H, (CP™).

1 2 1
Como DV = qDPd y DY**? = o DP*H9 = o2 DP9, resulta que

DI = "D = o, (C7) = Im(H,(C")) € H,(C) (3.59)

Im(a,) = a, (D2"19), por (3.57)
= a(oz"Dp_l’q)
o, (C7 )
= Im(H, (C"")) C H,(C) (3.60)

De aDP=44 C DP4 y " DP=14 C 0" DP4. se tiene la inclusién

Im (H, (C?)) € Im (H, (C?)).

Pero Dg—l,q—l _ Dgp—l—n)—i-n,q—l _ OénDp—n—l,q—l

= aM(H(CPTY) (3.61)

De aqui, por (3.54) para el entero g — 1 existe pg = po(q — 1) € Z tal que
H, 1(CP~™1) = 0 para todo p —n — 1 < py; es decir, H,_1(CP~""1) = 0 para todo

113



n>p—1— po, luego por (3.61) DP~1471 = ( para todo n > p — 1 — po.

Para calcular EP?, sea n € Z (suficientemente grande); es decir, tal que

n > méx{r,p; — p,p — 1 — po}, de manera que D?~1¢~! = (. Reemplazando este valor
en (3.57), por la exactitud de (3.57), 3, es sobreyectiva, de donde

Dp+n7q
EP9 = Coker(ay,) = 7 "( 5 de (3.59) y (3.60):
m(a,
Im(H,(CP)) .
Tm(H, ch_1>> , por definicién:
= (Gro H,(C)), (3.62)

De (3.62) y (3.58) se deduce que
ELI = (Gro Hy(C)),y
Por lo tanto, Ey = {E2I} = Gro H(C) R

En el caso en que las conclusiones del Teorema 3.3.9 se cumplen, la sucesién espec-
tral converge finitamente al objeto graduado asociado a H(C), filtrado conveniente-
mente. Esto se abrevia diciendo que la sucesién espectral converge finitamente a H(C'),
o simplemente por el stmbolo EY? = H(C').

Lema 3.3.10 Sean A'>—> A— A" y B'>—> B — B" sucesiones
exactas cortas de A-mddulos. Suponga que el siguiente diagrama es conmutativo

A A—= A"

b

B'=—=B—~B"

Si o y o’ son isomorfismos, entonces v es un isomorfismo.

Prueba.- Un morfismo de médulos es un isomorfismo si es inyectivo (su nicleo es
trivial) y sobreyectivo. Asi se probard este lema con las dos afirmaciones siguientes:

Se afirma que Ker(a) = {0}. Es decir « es inyectivo.

En efecto, a € Ker(a), entonces 0 = ¢’aa = o”’ca. Por hipétesis o es isomorfismo
(inyectivo), implica que ea = 0. Asi a € Ker ¢ = Im pu, luego existe ' € A’ con
a = pa'. Entonces 0 = aa = apad’ = p'a’a’. Como /o’ es inyectivo por ser o/ isomor-
fismo (inyectivo), se sigue que @’ = 0. De aqui a = pa’ = 0.

Se afirma que « es sobreyectivo.

Sea b € B; se tiene que probar que b = aa para algin a € A.
En efecto, puesto que o es isomorfismo (sobreyectivo) existe a” € A” tal que
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aa” = €'b. Como € es sobreyectivo, existe a € A con ea = a”.

Pero

a"d" = o’ea = faa, de modo que £'(b — aa) = a"d" — o"a” = 0, luego

b—aa € Ker(e') = Im(y) por la exactitud en B de la sucesién inferior. Asi
existe b’ € B’ con b — aa = p/'b'.
Puesto que o/ es isomorfismo (sobreyectivo), existe a’ € A’ con o/a’ = V', de modo que

b = aa+ b
= aa+pdd
= «a+ aua’, por conmutatividad del diagrama

= afa+ pa).

Haciendo a = pa’ + a, concluye que b = aa para algin a € A

Si o/, o’ son epimorfismos, entonces « es un epimorfismo. Si o/, o’ son monomorfis-
mos, entonces a es un monomorfismo. Las pruebas de las dos afirmaciones es inmediata
del lema anterior.

Proposicién 3.3.11 Sean A'>—— A— A" y B'>— B — B’ sucesiones
exactas cortas en alguna categoria abeliana A. Suponga que el siguiente diagrama es

conmutativo
AITAT»A”
la/ ia \La//
B’ — B 7» B
Si o y o son isomorfismos, entonces o es un isomorfismo.

Prueba.- Se probara con las dos afirmaciones siguientes:

i)

i)

a es monic (ver diagrama inferior izquierdo).

Sea (:C ——= A tal que aff = 0. Aplicando ¢’ por la izquierda y usando la
conmutatividad del segundo cuadrilatero : o’ = ¢’aff = 0. Pero o” es monic
por ser un isomorfismo, luego ¢4 = 0. Ademds e = 0 por ser u = ker(e),
luego se sabe que existe v € A (C, A’) tal que 8 = py. Aplicando a y usando la
conmutatividad del primer cuadrildtero 0 = aff = apy = (¢'a’) 7.

Como p'a’ es monic, resulta que v = 0, de donde 3 = u0 = 0. Asi, por Proposicion
1.7.36 « es monic.

« es epic (ver diagrama inferior derecho).

Sea y: B——= D tal que va = 0. Aplicando u por la derecha y usando la
conmutatividad del primer cuadrilatero : vp'a’ = vap = 0. Ahora como o
es epic por ser un isomorfismo, se tiene vy’ = 0. Por otro lado &'y’ = 0 por
ser ¢/ = coker(n'), luego se sabe que existe v € A(B”,D) tal que v = ~¢'.
Aplicando « por la derecha y usando la conmutatividad del segundo cuadrilatero
0=va=n~yea="y("¢).
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De donde v = 0 por ser ¢ epic, de manera que v = 0" = 0. Asi, por Proposicién
1.7.36 « es epic.
De i) y ii) se concluye que « es un isomorfismo B

. C Al A A"
v : \< H €
T
A/ © A € AU B/ v B = B//
T N
B’ 7 B > B" Dk
« es monic. « es epic.

Definicién 3.3.12 Sea C' un complejo de cadena filtrado. A la sucesion espectral E que
se obtiene del par exacto (3.29) se dice que es sucesion espectral asociada al complejo
filtrado C'.

Teorema 3.3.13 Sean C' y C' complejos de cadena filtrados con filtraciones homoldgi-
camente finitas. St ¢ : C — C" es un morfismo tal que p, : Eo — E’_ es un isomor-
fismo, entonces p, : H(C') — H(C") es un isomorfismo.

Prueba.- Sean {C?},cz, {C""},ez filtraciones homoldégicamente finitas de C'y C’,
respectivamente. Por Teorema 3.3.9, las sucesiones espectrales F y E’ asociadas a los
complejos filtrados C'y C convergen finitamente, asi existen los términos limites F., y
E’_ de las sucesiones espectrales E'y E’, donde E, = (GroH(C))y E., = (GroH(C"))
Como ¢ : C'— (" es un morfismo de complejos filtrados, se tiene el siguiente diagrama

conmutativo
.%Cp—lgcp,r_)...c_)c

¢ ¢ ¢ (3.63)

.c_>C/p—1 (_)C/p<_>... — "

Aplicando el funtor de homologia H : (g&b, f) — (AZ, f), donde Q[Q:h = (A%, d) y A
es una categoria abeliana en que estan definidos C'y C’, se conservan los sentidos de
las fechas y la conmutatividad del diagrama (3.63) porque H es un funtor covariante,
luego para q € Z dado, se tiene el diagrama

S Hq(cp_l) - Hq(Cp) - T Hq(C)
P P P (3.64)

= Hy(C"P7Y) —— Hy(C) — - —— H,(C")
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Como {CP},ez es una filtracién homoldgicamente finita de C, para ¢ € Z existen
so = S0(q) y s1 = s1(¢) € Z tales que H,(C?) = 0 para todo p < so y
H,(C?) = H,(C) para todo p > sy, luego se tiene

0=H,(C*)— H, (C**") - ... — H, (C®™") = H, (C*) = H,(C) (3.65)

El hecho que {C"} ¢z es una filtracién homoldgicamente finita de C” implica que, para
q € Z también existen ro = 19(q) y 11 = r1(q) € Z tales que H,(C'?) = 0 para todo
p<roy H,(C?) = H,(C) para todo p > ry, esto permite obtener

0=H,(C") — H, (C"*") — ... — H, (C"™") — H, (C"™) = Hy(C")  (3.66)

Sea pg = min{sg, 70} vy p1 = max{sy,m}, asi para ¢ € Z dado existen py = po(q) y
p1 = pi1(q) € Z tales que, por (3.65) y (3.66) el diagrama (3.64), se convierte en el
siguiente diagrama conmutativo

0= Hq(cpo) ’ Hq(CPOH) T Hq(cprl) g Hq(Cpl) = Hq(o)

J{cp* itp* lgo* \Ltp*
0= H,(C"0) — H,(C"00) — o — H, (0" ) — Hy(C™) = H(C)
(3.67)

ImH,(C?
Q( ) ; para formar este tipo de co-

ImH,(Cr~1)

cientes, de las filas del diagrama (3.67) se obtienen dos cadenas de inclusiones

Recuerde que EP4 = (Gr o H,(C)), =

0= ImH,(CP) C ImH,(CPT') C ... C ImH,(CP~) C ImH,(C?*) = H,(C);
0 = ImH,(C"™) C ImH,(C"*) C .. C ImH,(C"" V) C ImH,(C"")) = H,(C");

Las flechas verticales del diagrama (3.67) pueden ser vistos como
@i : ImH (C?) — ImH,(C'"), luego con el principio de induccién matematica para
p > po se prueba que
¢x : ImH,(C?) — ImH,(C"") (3.68)
a) Para n = pg la afirmacion (3.68) es cierta por el diagrama (3.67).

b) Asumiendo que la afirmacién (3.68) es cierta para n = p > pg, se veri-
ficard que (3.68) es cierta para n =p + 1.

En efecto, se construye el diagrama (3.69) con filas sucesiones exactas cortas, con
la primera flecha vertical isomorfismo por hipétesis inductiva y con la ultima flecha
vertical, @, : E2YY1 = (GroH,(C))pr1 — (GroH,(C"))pe1 = B’ un isomorfismo
por hipotesis del teorema:

ImHy(CP) == ImH(CP*") —— (Gr 0 Hy(C))p+1
w*lg lw* @*ig (3.69)
ImH (C"?)>—— [qu(C’(pH)) — (Gro Hy(C"))p1
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Por Proposicién 3.3.11, se deduce que ¢, : ImH,(CP*') == ImH,(C™), esto
completa la prueba inductiva de (3.68). En particular (3.68) vale para p = p;, de las
dos cadenas de inclusiones se obtiene que ¢, : H,(C') — H,(C') para todo ¢, por lo
tanto o, : H(C) — H(C") es un isomorfismo de homologias B

3.4. Convergencia Finita para Complejos de Coca-
dena Filtrados

Para describir los funtores derivados derechos de un funtor compuesto a través de
la llamada sucesién espectral de Grothendieck se requiere estudiar su convergencia,
este problema se resuelve con el dual de Teorema 3.3.9. Asi, en esta seccién se va a
desarrollar nociones y resultados de complejos de cocadena filtrados, para finalmente
probar el resultado dual (Teorema 3.4.8).

Definicién 3.4.1 Se dice que la filtracion
LCcorttceorc...CO, —co<p< o (3.70)

de un complejo de cocadena C es finita si para cada q € 7, existen py = po(q) ¥y
p1 = p1(q) € Z tales que

para p = po

i) C 0
C Cy para p<p

Se dice que la filtracion (3.70) del complejo de cocadena C es cohomoldgicamente
finita si para cada q € Z, existen po = po(q) y p1 = p1(q) € Z tales que

_RYRY

i) HI(CP)=0 para p = po
iv) HI(CP)=HYC) para p<p

Proposicién 3.4.2 Si la filtracion del complejo de cocadena C' es finita, entonces la
filtracion es cohomoldogicamente finita.

Prueba.- Sea {C?},cz una filtracién finita del complejo de cocadena C. Dado ¢ € Z
se prueba que existen pg = po(q) y p1 = p1(q) € Z tales que

iti) HI(CP)=0 para  p > po
iv) HYCP?)=HYC) para p<p

En efecto:
i11) Como {CP},¢z es una filtracién finita de C', por Definicién 3.4.1 para los tres enteros

g—1,qy q+ 1 existen po(q — 1), po(q) ¥ po(q + 1) € Z tales que
CY =0 para p>po(g—1)
Cr=0 para  p=>po(q)
Criy=0 para p>po(q+1)
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Sea pg = po(q) = max{po(q — 1), p0(q),po(q + 1)} € Z, luego se tiene
CY  =CP=Cl =0 parap> pg, con estos valores se obtiene que
Ker (C(IIDHC’;H)

Im €y 1)
Ker (0—=0)

Im(0—=0)
= 0 para p > po.

H(C?) =

iv) Nuevamente, usando el hecho que {C?},cz es una filtracién finita de C', por
Definicién 3.4.1 para ¢ — 1, ¢ y ¢ + 1 € Z se sabe que existen pi(¢ — 1), pi(q) v
pi(qg+ 1) € Z tales que

Cr,=Cy1 para p<p(g—1)
Cr=C, para p <pi(q)
Cri1=Cyp1 para p<pi(qg+1).

Sea p1 = pi(q) = min{pi(q — 1), p1(q),p1(g + 1)} € Z, luego se tiene
Cy 1 =Cy1, CP =Cyy CF, = Cyy1 para p < py, con esta informacion se halla

KeT(C5—>C§H>

H1(C?) = [m<05_1*>05>

Ker(CqHCqH)
]m(Cq,1*>CQ>
= H?(C) parap<p

Asi, segtin Definicién 3.4.1 se deduce que {C?},¢z es una filtracién cohomoldgicamente
finita de C' Il

Proposiciéon 3.4.3 Si la situacion de modulos y homomorfismos de A — maodulos es
la siguiente:

0 A —= A —C A 0
J/f/ lf T (3.71)
, , \
0 B —=B—=p" 0

con filas exactas y cuadrado conmutativo. Entonces:

i) Eziste un homomorfismo de A — mdédulos f" : A" — B" tal que el diagrama es
conmutativo.
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it) Si f" y f son isomorfismos, entonces f" es un isomorfismo.

Prueba:

i) Existencia de f” satisfaciendo las condiciones requeridas. Se prueba esta parte
con los siguientes items a), b) y ¢).
Sea a” € A”. Por ser v un epimorfismo, a” = v(a) para algin a € A. Entonces

se define f”: A” — B" por f"(a") =v'(f(a)) si a" = v(a). (3.72)

a) f" esté bien definida como aplicacién.
Sean a”,b" € A” tales que a” = 1", entonces f”(a") = f"(b").
En efecto; siendo v un epimorfismo, para a” € A” existe a € A tal que a” = v(a),
de manera similar para 0’ € A” existe b € A tal que b” = v(b). De modo que
a” =b" implica que a — b € Ker(v) = Im(u).

De donde a — b = u(a’) para algin o’ € A’. Ahora, aplicando f:
fla) = f(b) = (fu)(a')

a
= (u'f")(a’) por conmutatividad del diagrama.

Aplicando v obtenemos que

V(f(@) =o' (f(0) = (' f)(a)]

= (o) (f(a)
= 0(f'(a")) porque v’ ou' =0
= 0

Asi obtenemos v'(f(a)) = v'(f(b)) para a” = v(a) y V" = v(b).
Por lo tanto, f”(a") = f"(V") por definicién de f”.

b) f": A" — B"” es un homomorfismo de A — médulos .
Sean cy d € A” y A € A, entonces:

1) fe+d) = f"(c) + ['(d).
2) f"(Ae) = Af"(c) .

En efecto, por definicién de f” y del hecho que v' y f son homomorfismos de
A — médulos :

1) flc+d) = Vfla+b), sic=v(a)yd=12v(b);abe A
= V' (f(a) + f(b))
= U[ (@)] + o[£ (b)]
= v'f(a) +0'f(D)
= f () + f"(d).
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2) f"(Ac) = v'f(Aa), sic=wv(a) para algin a € A
= v (A f(a))
= M'[f(a)]
= AL (f(a))]
= M(e).

De 1) y 2), se deduce que f” es un homomorfismo de A — mddulos .

c) f” hace que el diagrama (3.71) sea conmutativo.
Se cumple la igualdad f"v =v'f.
En efecto; sea a € A (arbitrario), entonces como v(a) € A”. Haciendo
a” = wv(a), de la definicién de f” dada en (3.72) se tiene que f”(a”) = v'f(a). De
donde se obtiene que f"v(a) =v'f(a) para todo a € A.
Asi el segundo cuadrado de (3.71) también es conmutativo, esto completa la
prueba de la conmutatividad del diagrama.

i1) Se prueba con las partes 3) y 4) que f” es un isomorfismo.
3) Sea b" € B”, entonces existe a” € A” tal que V' = f"(a") (3.73)

En efecto:
Por ser v’ un epimorfismo, para 0" € B” existe b € B tal que b = v/(b). Como f
es un isomorfismo (epimorfismo), para b € B existe a € A tal que b = f(a).
De estas dos deducciones: " = o' f(a)
= f"v(a), por conmutatividad
f"(a") para a” = v(a) € A”.

Asi queda verificada la afirmacién (3.73), por lo tanto f” es un epimorfismo.

4) Sea a” € Ker(f"), luego a” € A” y f"(a") = 0. De donde
V'(f(a)) = f"(a”) = 0 para algin a € A tal que a” = v(a), asi
f(a) € Ker(v') = Im(u'). Esto significa que f(a) = u/(I') para algin b’ € B’.
Siendo f’ un isomorfismo existe a’ € A’ tal que b’ = f'(d’).

Luego se tiene f(a) = u'(f'(a’)), por conmutatividad:
= flu(d)).

Como f es inyectivo, se sigue que a = u(d’), y asi a” = v(a) = (vu)(a’) = 0 pues
vu = 0. Por lo tanto f” es un monomorfismo M

Proposicion 3.4.4 Si la situacion de objetos y morfismos de una categoria abeliana
A es la siguiente:

0 A —= A — A7 0
J/f/ lf g (3.74)
! ! V
0 B ——=B——= B" 0

con filas exactas y cuadrado conmutativo. Entonces:
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i)

i)

Existe un morfismo f" : A” — B tal que el diagrama es conmutativo.

Si f"y [ son isomorfismos, entonces f” es un isomorfismo.

Prueba :

i)

i1) a)

ii) b)

Por Definicién 1.7.29 observando el diagrama se tiene que v = coker(u), como
vu =0y gu = 0 para algin g, existe h tal que g = hv.

Se ve en el diagrama que se puede tomar g = v'f ya que cumple la condicién
gu= (V' f)u=v"(fu) = (W f") = (') f =0 por la exactitud de la segunda
fila del diagrama.

Tomando f” = h se sabe que existe el morfismo f” : A” — B” tal que el diagrama
(3.74) es conmutativo, pues f"v =g =v'f.

f" es monic.
Suponga que f” no es monic, luego existe 5 € A (C, A”) no nulo tal que
f"B=0.

Considerando el diagrama C

eV Y{

Ker(f”/’) ker/”) A" fN B
B se descompone como (3 = ker(f")y.
Por otro lado, se puede considerar A € 2 (C, A) tal que fA = 0.
Ahora, aplicando v’ por la izquierda se tiene v’ f\ = 0; por la conmutatividad del
segundo cuadrilatero del diagrama (3.74), f” (vA) = 0.
Como v, 5 € A(C, A"), se puede tomar vA = ker(f")y = [ # 0. De aqui se
deduce que existe A # 0 tal que fA = 0, esto indica que f no es monic. Esta
contradiccién a la hipétesis proviene de haber supuesto que f” no es monic, por
lo tanto se concluye que f” es monic.

f" es epic.

Sea a € A (B", D) tal que af” = 0.

Aplicando v por la derecha y usando la conmutatividad del segundo cuadrilatero
del diagrama (3.74) : a (v'f) = af”v = 0. Ahora como f es epic por ser un iso-
morfismo y v’ es epic por hipdtesis, v’ f es epic; luego o = 0. Asi, por Proposicion
1.7.36 f” es epic.

Por Corolario 1.7.28, de ii) a) y i) b), f” es un isomorfismo W

Proposicién 3.4.5 Sea 2 una categoria abeliana. Si f € A (A, B), entonces
Coim(f) = Im(f), donde Coim(f) y Im(f) € ||.

Prueba.- Como la categoria 2 es abeliana y f € 2 (A, B), existen en 2 los siguientes
morfismos ker(f), coker(f), im(f) = ker (coker(f)) y coim(f) = coker (ker(f)).
Se sabe que coker(f)f = 0. Por propiedad universal de ker (coker(f)) existe

f'+ A— Ker (Coker(f)) tal que f = ker (coker(f)) f' (3.75)
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ker(coker(f)) coker(f)

Ker (Cokerq))
ﬂf Tf

A
Por otro lado, del hecho que fker(f) =0, por (3.75) se tiene
ker (coker(f)) f'ker(f) =0, pero ker (coker(f)) es monic, luego f'ker(f) = 0.
Como Coim(f) = Coker (Ker(f)) y Im(f) = Ker (Coker(f)), segin la propiedad
universal de coker (ker(f)), existe un morfismo h : Coim(f) — Im(f) en A tal que

Coker(f)

Ker(f) ker(f) A coker (ker () Coker (Ker(f))
/ i Ew
Ker (Coker(f))
Asi, se obtiene el siguiente diagrama
Ker(f) terth) A ! B kerd) Coker(f)
ﬂ’coim(f)l Tz’im(f)
Coim(f) SN Im(f)
donde f queda factorizado en la siguiente manera
f = Y ohon, por asociatividad:
= do(hon) (3.76)
(/oh)or (3.77)

Usando la condicién 4ii) de Definicién 1.7.18, el morfismo f en la categoria abeliana
2, se escribe como composicién de un epic seguido de un monic, asi de (3.76) por ser
2/ monic se debe tener h o 7" epic. Por Proposicién 1.3.8, h es epic. Observando (3.77),
por ser ' epic se debe tener v o h monic, por el mismo argumento anterior se deduce
que h es monic.

Como h es monic y epic, por Corolario 1.7.28 h es un isomorfismo; por lo tanto
Coim(f) = Im(f) R

Proposiciéon 3.4.6 Sea O : Chit ! C, —2-Cpqg—s---
un complejo de cadena sobre una categoria abeliana 2, entonces:

i) Ker(f°) = [Coker(f)]”.

it) Im(g°) = [Im(g)]”.

Prueba.- Proposicion 1.7.20 indica que A es categoria abeliana, luego estan definidos
ker(f°P) y im (g°?) para los morfismos f7 y g7 de 2A°P.
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i) Se comienza verificando que [coker(f)]” satisface las tres siguientes condiciones
de nicleo para fP:
a) [coker(f)]”" es monic
b) f [coker(f)]” =0
¢) fP¢g°? = 0 implica que existe h? tal que g = [coker(f)]™ h°P.
En efecto:
a) coker(f) es epic, luego por Proposicién 1.3.3 [coker(f)]” es monic.
b) [P [coker(f)]” = 0, ya que por propiedad coker(f)f = 0.
c) fP¢°? = 0 implica que gf = 0 en 2. Usando la propiedad de conicleo de
f, existe un morfismo h en 2 tal que g = h o coker(f); pasando a la categoria
opuesta, se ve que existe h? tal que g = [coker(f)]” heP.
En resumen, el siguiente diagrama muestra dos nicleos para f° en 2A°P.

0

Ker (fOp) ker(f°P) C’n fop Cn+1
[coker(f)]°P
=
\

[Coker(f)]”

0

Considerando que [coker(f)]” es nicleo de f, existe

w € AP (Ker (fP),[Coker(f)]”) tal que ker (f) = [coker(f)]” w.

Por otro lado, usando que ker (f°P) es nicleo de f°P, se garantiza la existencia
de w™! (inversa de w), luego w es un isomorfismo; por lo tanto

Ker(fr) = [Coker(f)]™.

i) Como 2l es una categoria abeliana, 2°? es también una categoria abeliana, de
donde

[im(g)]”" = [ker (coker(g))]™
= coker (ker(g”))

= coim(g’)
La igualdad de estos morfismos implica que sus codominios son también iguales.
Es decir, [Im(g)]” = Coim(g°P) (3.78)

Segun proposicién 3.4.5, para la categoria abeliana A y g7 € A (Cy,—1,Cy,), se
tiene que
Coim (g7) = Im (g) (3.79)

Usando la propiedad de simetria del isomorfismo de (3.78) y (3.79) se concluye
que I'm () = [Im(g)|™ W

Lema 3.4.7 Sea C un complejo de cadena sobre una categoria abeliana 2, entonces
H (C") = [H(C)]|™, donde CP es el opuesto del complejo C'.
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Prueba .- Escribiendo el complejo de cadena C' sobre 2l como

ok S S s L o NI (3.80)
se obtiene su opuesto
cor: e O 0 <O~ (3.81)
. . Kerg
Sea n € Z (arbitrario), entonces al observar (3.80) se ve que H,(C) = Ty
m
C, Ch Cok : .
H,(C)C T = Cokerfy Img = Kerg = H?n(eCT)f; de donde se obtiene la siguiente
sucesion exacta corta
0— H,(C) —— Cokerf ——=Img——=0 (3.82)

Por otro lado, como f? o g°? = (go f)°? = 0, de (3.81) se obtiene en A la siguiente
sucesién exacta corta

0——=Im(g?) — Ker(f?) —= H" (C?) —=0 (3.83)
Por Proposicién 1.7.31, de (3.82) se obtiene la siguiente sucesion exacta corta en A
0 —— (Img)® —= (Coker ) —= [Hy(C)] —0 (3.84)

Por Proposicién 3.4.6 se tiene que Im(g”) = (Img)™ y Ker(f?) = (Cokerf)?; asi,
de (3.83) y (3.84) segtin Proposicién 3.4.4 se deduce que H" (C?) = [H,(C)]” para
todo n € Z; por consiguiente H (C?) = [H(C)]”” R

Teorema 3.4.8 Si una filtracion del complejo de cocadena C' es cohomoldgicamente
finita, entonces:

i) La sucesion espectral asociada converge finitamente.
i1) La filtracion inducida de la cohomologia H(C') es finita.

iii) Ew = Gro H(C);
precisamente E21 = (Gr o HY(C')), = Im(HY(C?))/Im(H(CP*'))

Prueba.- Se realiza la prueba utilizando el principio de dualizacion. El complejo de
cocadena C' sobre alguna categoria abeliana 2 tiene filtracion cohomolégicamante finita
si y sélo si C'P tiene filtracion homolégicamente finita sobre A°?, luego por Teorema
3.3.9 en la categoria A°? se cumple que:

i) La sucesién espectral E° asociada al complejo filtrado C'? converge finitamente.
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i1) La filtracién inducida de la homologia H (CP) es finita.
iii) (E%)%0 = (Gr o Hy(C)),.
Usando Lema 3.4.7 en las partes i), iii); y viendo estos resultados sobre 2:
i) La sucesion espectral E asociado al complejo filtrado C' converge finitamente.

i1) La filtracién inducida de la cohomologia H(C') es finita.

i7i) Considerando

(BR0)Y™ = (BPYS = (Gro H,(C™),
(Gr o [HY(C)]™) = |(Gro Hq(C'))p] ” ,

p:

1

por dualidad se concluye que E2? = (Gr o Hi(C)), B

3.5. La Sucesion Espectral de Grothendieck

Se ha establecido que el segundo objetivo de la tesis es describir los funtores deriva-
dos de un funtor compuesto a través de la sucesion espectral de Grothendieck, por
lo que se plantea resolver este problema de descripcion en esta secciéon enunciando
y demostrando el teorema de sucesién espectral de Grothendieck que relaciona a los
funtores derivados derechos.

Complejos Dobles y Filtraciones de sus Complejos Totales

La existencia de la sucesién espectral de Grothendieck y el problema de conver-
gencia finita correspondiente estan relacionados con el estudio de complejos dobles y
filtraciones de los complejos totales respectivos. El propodsito de esta parte serd obte-
ner resultados que permitan hallar los dos primeros términos de la sucesion espectral
que se construye a partir de un complejo doble con alguna filtraciéon de su complejo
total, y conseguir la convergencia finita en el caso en que el complejo doble sea positivo.

Sea (B,d’,0") un complejo doble sobre alguna categoria abeliana 20 como el da-
do en Definiciéon 1.6.3, luego se tiene el siguiente diagrama anticonmutativo en 2

Br,s g Br—l,s
o e (3.85)
Br,s—l : Br—l,s—l
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0"0'+ 00" = 0 para cada r, s € Z; serd conveniente reemplazar (3.85) por un diagrama
conmutativo (3.87) y viceversa; esto se logra haciendo

d=0,d" =(-1)"9" sobre B, (3.86)

Se sabe que el complejo total de B se define como T'ot B = {(Tot B), }, n € Z
donde (Tot B), = @ B, . Es conveniente subrayar que T'ot B es un complejo de

r+s=n

cadena si la diferencial en Tot B es dado por 9 =09+ 0" : TotB — Tot B .
Si se considera el diagrama

d/
B’r,s Br—l,s

d"’ 4" (387)

d/
Br,s—l Br—l,s—l

se refieren a d’, d” como diferenciales horizontal y vertical en B, respectivamente.
También es posible referirse a 0 y 9" como diferenciales horizontal y vertical.

El complejo Tot B puede ahora filtrarse en los siguientes dos modos de manera
natural:
\F?(Tot B), = € B.. (3.88)

r+s=n
r<p

2F?(Tot B), = €P B (3.89)

r+s=n
s<p

Se referird a la filtracién (3.88) de la figura 3.5 como la PRIMERA FILTRACION de T'ot B,
y la filtracién (3.89) de la figura 3.6 como la sEGUNDA FILTRACION de T'ot B. Con estas
filtraciones se obtienen dos sucesiones espectrales denotadas por {E y o F.

Las pruebas de Proposiciones 3.5.1 y 3.5.3 se pueden encontrar en [4].

Proposicién 3.5.1 Para la primera sucesion espectral asociada a la filtracion (3.88)
se tiene

IE(I)W = Hq—p(Bn*; 6"), 1 EP = Hp(Hq—p(B> a//)’ 8/) (3.90)
Para la seqgunda sucesion espectral asociada a la filtracion (3.89) se tiene

2Eg7q = qup(B*,pQ a/)a 2E;f’q = Hp<qup(B’ 8'), 8") (3'91>

Definicién 3.5.2 Se dice que el complejo doble B (figura 3.7) es positivo si eriste
ng € Z tal que
B,s=0 si r<ng o s<ng (3.92)
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e

\FP(TotB)

Figura 3.5:  F?(Tot B),, se puede ilustrar como suma directa de todos los puntos de la
recta Ly que estan sobre la recta vertical Ly : 7 = p y a su derecha.

Proposicién 3.5.3 Si B es un complejo de cadena doble positivo, entonces ambas
primera y sequnda sucesion espectral 1E y oF, de las cuales dos primeros términos se
dan en (3.90) y (3.91), respectivamente; convergen finitamente al correspondiente ob-
jeto graduado asociado a la homologia {H,(Tot B)}, la cual es adecuada y finitamente
filtrada.

La técnica de construccion de la sucesion espectral de Grothendieck relacionado a los
funtores derivados derechos, en el presente trabajo, requiere de definiciones y proposi-
ciones duales a definiciones y proposiciones dadas hasta aqui en la seccién, por lo que
se establecera en seguida definiciones y resultados sobre complejos dobles de cocadena.

Sea B = {B, s} un complejo doble de cocadena sobre alguna categoria abeliana 2
definida como en Definicion 1.6.7; es decir, para todo r, s € Z el siguiente diagrama de
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2FP (TOtB)

Figura 3.6: o FP(Tot B),, se puede ilustrar como suma directa de todos los puntos de la
recta Ly que estan sobre la recta horizontal Ly : s = p y debajo de ella.

objetos y morfismos en 2

Br+1,s+1 o Br,s+1
9" 8" (393)
Br—l—l,s o Br,s

es tal que 0’9" =0,0"9" =0y 09"+ 0"0' = 0.
En este caso, el complejo T'ot B puede ser filtrado en los dos modos siguientes:

\F?(Tot B), = € B.. (3.94)

2F?(Tot B)y = €P B (3.95)

129



° ° o o L o o ° °
° ° e o o e o ° °
° ° e o L e o ° °
° ° o o L o o ° °
Y
r="np

Figura 3.7: Cada punto marcado de la regién no sombreada es B, ; = 0

Con estas filtraciones (figura 3.8 y figura 3.9) se obtienen dos sucesiones espectrales
denotadas por 1 F y oF, para cada una de estas sucesiones se va a calcular los dos
primeros términos en la siguiente:

Proposicion 3.5.4 Para la primera sucesion espectral 1 E asociada a la filtracion de
Tot B definida por (3.94) se tiene

EYT = HON(B, 1 0), (LY = HP(HT(B, ")) (3.96)

Para la sequnda sucesion espectral o F asociada a la filtracion de Tot B definida por
(3.95) se tiene

JEDT = H (B, 0), 2BV = HY(HTP(B,9), ") (3.97)

Prueba:
i) Para probar (3.96), se escribe F? en lugar de 1 F?. En la figura 3.10
se observa que

F?(Tot B),/F*"* (Tot B), = By 4—p (3.98)
donde FP( TotB @ B,
r+s=q
r>p
. FP(Tot B
de manera que 0 —— [?*(Tot B) — F?(Tot B) —- Fp+§(7? t];)
0

es una sucesion exacta corta de complejos de cocadena, luego segiin Teorema 2.2.4
existe un homomorfismo de conexién v : H(FP(Tot B)/FP*(Tot B)) — H(FPT(Tot B))
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—+ (TotB),

Li: r+s=gq
By,
s=10
Boo
r=20
1Fp(\7:OtB)
Figura 3.8: Primera filtracion
tal que el siguiente triangulo de cohomologias es exacto
H(FP™(Tot B)) = H(F?(Tot B))

\ /

H(F?(Tot B)/FP*\(Tot B))

Haciendo 1D = {; DP1}, 1 DP9 = H? (F?(Tot B));

\E = {,EP9}, |EP4 = HI(FP(Tot B)/FP*(Tot B))

se obtiene el par exacto V = {1Dg,1 Fo, @, 3,7} en A2*Z donde 2 es alguna categoria
abeliana.

Por el dual de Proposicién 3.2.2; los bigrados de «, 3, 7 son deg o = (—1,0),

deg f=(0,0) y deg v = (1,1).

El par exacto V origina el n—ésimo par derivado, V,, = {1 Dp,1 En, @, B, Yn }, €l cual a
su vez es exacto para cada n; de donde se obtiene la sucesién espectral 1 E = {(1Ey, dy,) }
paran =0,1,..., en A**Z

donde d,, = BV, 1Eni1 = H(1E,,d,,) es cohomologia y 1 E, = {1 EP1} (3.99)

Ahora, se calculardn los primeros dos términos de la sucesién espectral 1 E{?,  ( EP?
en los items a) y b) siguientes:
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QFP(TOtB)

Figura 3.9: Segunda filtracion

a) LEf? = (EPY

— H9(F?(Tot B)/F**'(Tot B)) (3.100)
Ker (FP(Tot B),/FP*Y(Tot B), — FP(Tot B)y41/FP (Tot B) 411)
Im (FP(Tot B)y—1/FPt(Tot B)y—1 — FP(Tot B),/FP+(Tot B),)

8//
P,q—p
Ker ( Bpq—p > Dp,q—p+1 )

= o , por (3.98)
Im ( By g—p-1"—> Bpqp >
= H"?(B,.;d") (3.101)
Por lo tanto 1 E? = H7? (B, ,;0").
b) Se calculara {EP = HP (LEyY; dy) (3.102)

Se necesita hallar dy ;1 Ef? —1 Eg“"”l.
Como 1 Ey = H(1Ey,dp) es cohomologia y dy = Byyo = 7 se observa que
dy - 1E§’qL>Dg+1’q+1 LIE{)’“"I“ para todo par (p,q) € Z x Z, luego

segtn la definicién de E y D en V, considerando para abreviar F? = FP(TotB),
se tiene que

dy - He(FP)Frtty — Lo o+l (FpHL(Tot B)) s Fat1 (Frtl ) Fre2)
El procedimiento que se tomard para hallar dy consistird en ver como se aplica ~
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T

Y
r=p+1 r=p

g

\FP+1(TotB)

'

\FP(TotB)

Figura 3.10: 1 FP(TotB),/ FP*(TotB), = B4y

sobre un elemento dado y lo mismo se hard para ( para que el codominio de (37 sea
Hatl (Fp+1/pp+2)'

Sea x € HY(FP(TotB)/F"* (TotB)) = HY?(B,,;d"),por (3.100) y (3.101)
Ker (9,-5)
Im (0!

p,qufl)

donde Ker (9, ) C Bpg—p-

P.a—p
Luego, existe b € B, 4, tal que z = [b] = b+ Im (9]

p,q—p—1) ybe Ker (8” )
Se sabe que

p,q—p

Ker ( FPY(Tot B) 41 et FPY(Tot B) 412 )

HY (FPHY(TotB)) = (3.103)

Im < FPHY(Tot B), —2= FPH1(Tot B) 41 >

donde 0 = 0"+ 0".
Como B, ,—, C FP(TotB),y 0 : FP(Tot B), — FP(Tot B),1, entonces aplicando 0 a
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b € B, 4, se obtiene que db € By, y1 4—p, Pues

b = 9b+9"b

= Opy by 0y, ,b=0 yaquebe Ker (8[’)”(1_1,)
— b€ Bypirgp (3.104)
Como 9b € Bypi1g—p C FF (Tot By = @ B,
r+s=q+1
r>p+1
se ve que Ob € FPY(Tot B) .4 (3.105)

Luego 0(0b) = (9'+0")(d'b), por (3.104)
= 90b+0"9b, 99 =0:
= —90"b, por anticonmutatividad
= —0'0, puesto que 9"b =0
=0

Asi 0b € Kerd,y1. De (3.103), (3.104) y 9'b € Kerd,,1 se sigue que
06 = 9'b + Imd, € H'™ (F**'(Tot B)) (3.106)

Luego va = [0'b], donde x = [b] = b+ Im (9 ,_,_1)-

Hace falta analizar vz para que sea un elemento de la cohomologia

1) ppt2 +1 ) ppt2
Hq+1 (Fp+1/Fp+2) _ Ker (F5+1 /th-l-l — Fff—i-? /F5+2)

Im (FYM PP — FPHFERE)

/!

Ker ( Bpi1,g-p > Dp+1,g—p+1

= , por (3.98)
Im ( Bpi1g-p-1 - Bpi1.q-p >
_ Ker (azlil-i-l,q—p)
Im (0y14-p1)
Para abreviar la férmula se denoté F} = FP(Tot B),.
Se afirma que 9'b € Ker (81’,’+17q_p), pues
9"(0'b) = Opi14yp (81’)7q_pb) Bpi1g-p1 Y Byg-pi1
G v,
= - € Ker
p,g—p+1 ’ P,q—p
= 0 0'b € Bpi1,4-p < — b€ Bpgyp
Asi estd definido  [0'0] = &b+ Im (9, . 1) (3.107)
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Viendo el efecto de la aplicacién (3 : HITY(FPTY) —— Hatl(Fptl/pri2)

[(...,0,0'b,0)] ——— [0'D]
se puede definir esta aplicacién por 5 (9'b + Imd,) = d'b+ Im (Q’D’H t—p 1)

Usando (3.106) y (3.107):

fyx = plo'b] = [(0'b+ Imd,)
= Ib+1Im (0, , 1) € HI" (FPT/FP+?)

Resumiendo do(z) = fyz = 0'b+ Imd” = [0'b] = J.[b] = 0.(x) para todo
r =[] =b+Imd" € 1EY?. Por lo tanto dy =09, : EJ?! —— 1E[z)erl,qul '

* °

Con el valor obtenido de dy, se desarrolla (3.102):

Pq
d
P,q 0 p+1,q+1
Ey' — E}

H*(
Ker(
Im(EplqldO qu)
e

HaPp (Bp,*; a//) i:; HaP (BP—H,*; a//) >
= > , por (3.101)
Im ( H97 (B,_1,;0") == H"? (B,,: ") )

= H'(H""(B,d"),0.).

Por ser 0., inducido por @', se puede usar @’ en lugar de 9, asi de la igualdad obtenida se
concluye que 1 E{ = HP (H??(B,0"),d"). Con las partes a) y b) queda probado (3.96).

i1) Para probar (3.97), se escribe F? en lugar de o F?. En la figura 3.11

se observa que F?(Tot B),/F"™(Tot B), = By _p, (3.108)
donde FP(Tot B), GB B, s
r+s=q
s2p
; FP(Tot B
La sucesién 0 — FP*(Tot B) — F?(Tot B) — FPJFE(Y(Zot ;)

es una sucesion exacta corta de complejos de cocadena, luego segin Teorema 2.2.4
existe un homomorfismo de conexién y : H(FP(Tot B)/FP*(Tot B)) — H(FP™(Tot B))
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r+s=gq \
By,
) Fp+1 TotB
Bog-1 e .
B,
q pelj ° S = p + 1 y,
° s§=Pp ),
/ Bq,O Bo,o
Figura 3.11: o F?(TotB),/ 2 FP* (TotB) = By—p,
tal que el siguiente triangulo de cohomologias es exacto
H(FP™(Tot B)) = H(FP(Tot B))

\ /

H(F?(Tot B)/FP*(Tot B))

Haciendo oD = {, D1}, o DP9 = H (FP?(Tot B));

B = [, BP9} o BP9 = [9 (FP(Tot B)/FP*\(Tot B))

se obtiene el par exacto V = {3Dg,2 Fy, a, 3,7} en AZ*Z donde 2A es una categoria
abeliana; dega = (—1,0), deg = (0,0) y deg v = (1,1).

El par exacto V origina una sucesién espectral o F = {(2E,,d,)} paran = 0,1,...,
en AZ*Z . donde se obtiene 9F, 1 = H(3E,,d,) por cohomologia, »F, = {,EP} y
do = Boo-

Calculando los dos primeros términos de o E, denotados por o Ef?, o EP™:
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0 JEPT = P

= H(F"(Tot B)/F"*'(Tot B))
Ker (FP(Tot B),/FP*Y(Tot B), — FP(Tot B)y41/FP (Tot B) 411)
Im (FpP(Tot B)y—1/FPt(Tot B)y—1 — FP(Tot B),/FP+1(Tot B),)

8"1_1711’
Ker ( By pp——>Bg—ptip )
= , por (3.108)

8/
q—p—1,p
Im ( Byp-1p = By—pp >

= H"?(B,,; ) (3.109)

d) Se halla el diferencial dy = 9/ = 0” como en la parte b), luego se procede a
calcular

2EYT = HP (2B, dy)

d
pa % +1,g+1
Ker (gEo QBT )

, por (3.109) :
" (aEé"l’q‘l L 2Eé”q)

Ker ( H9? (B, ;&) =L~ HI? (B, p1:0') >
_ (3.110)
Im ( HT? (B, , 1;0) L~ H1? (B,,;d) )

= HP (H"?(B,d),0") (3.111)

Con las partes ¢) y d) queda probado (3.97) B
Proposicion 3.5.5 Si B es un complejo doble de cocadena positivo, entonces ambas
primera y sequnda sucesion espectral 1E y oF, cuyos dos primeros términos se dan
en (3.96) y (3.97), respectivamente; convergen finitamente al correspondiente objeto

graduado asociado a la cohomologia {H™(Tot B)}, la cual es adecuada y finitamente
filtrada.

Prueba.- Por Proposicion 3.4.2 y Teorema 3.4.8 es suficiente verificar que las dos fil-
traciones de T'ot B definidas en (3.94), (3.95) sean finitas.
En efecto, tal verificacién se realiza, como sigue:

i) La filtracién de T'ot B definida en (3.94) es finita (Definicién 3.4.1 y figura 3.12).

Por hipétesis B es un complejo doble de cocadena positivo, luego existe ng € Z tal
que B,y =0 si r<mnyg o s<ng Seaq € Z (fijo), entonces existen py = po(q) y
p1 = p1(q) € Z tales que

a) 1FP(TotB), =0, parap>p,
b) 1FP(TotB), = (TotB), parap<p;

137



DR S s =mng

0 /Bq—nomo Bno,no

[ ]
0
r=q—ny+1
=Ny
N—_——
1 Fa=n0t 1 (TotB)
1F™0(TotB)

Figura 3.12: 1 F es filtracién finita

a) B,s = 0 para s < ng implica que @ B,y =0,de s =¢q¢—1r < ng se tiene

r+s=q
s<ng

r>q—ng+1lyasi F*(TotB), = @ B,s=0parap>qg—ng+1.

r4+s=q
r>p

Haciendo py = po(q) = ¢ — ng + 1 € Z se obtiene que 1FP(Tot B), = 0, para
P 2 Do-

b) Del hecho que B, s = 0 para todo r < ng se deducen:

(FNTotB), = | €D Brs | © Bup—tg—nost

r+s=q
r>ng

= F™(TotB),, pues r =ng— 1 < ng;

1Fm=2(Tot B), = F™ Y(Tot B),, y en general
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1FP(Tot B), = F™(TotB), para p < ng

- @ B’"7S S Bno—l,q—no-i-l @ Bn0—27q—n0+2 D

r+s=q
r>ng

= (TotB),
Haciendo p; = p1(q) = no € Z se obtiene que F?(Tot B), = (Tot B)q para p < p;.

i1) La filtracién de T'ot B definida en (3.95) es finita (Definicién 3.4.1 y figura 3.13).

, P40+ (Tot B)

s=q—no+1

"o (TotB)

Figura 3.13: o F es filtracién finita

Para probar esto, dado ¢ € Z se debe garantizar la existencia de py = po(q) y
p1 = p1(q) € Z tales que

c) oFP(TotB), =0, parap>pg
d) oF?(TotB), = (TotB),, parap<p
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¢) Del hecho que B, s = 0 para r < ng se tiene @ B,.,=0,peror =q— s <ng

r+s=q
r<ng

conduce a s > q—ng+ 1y FP(Tot B), = @ B,s=0parap>q—mny+1.

r+s=q
s2p

Haciendo py = po(q) = ¢ — no + 1 € Z resulta que o FP(Tot B), = 0 para p > py.

d) B, s =0 para todo s < ng implica que

2PN Tot B)y = | @D Brs | ® Bymnosino—

r+s=q
s>ng

= oF"(TotB),, pues By_ny+1n9—1 =0
Similarmente o F"~%(Tot B), = 2F™1(Tot B),, y en general
2 FP(Tot B), = oF"(TotB), parap < ng

= @ BT,S S quno+1,n0*1 D qun0+2,n0*2 D

r+s=q
s>ng

= (Tot B),

Tomando p1 = pi(q) = ng € Z se obtiene que 2F?(T'ot B), = (Tot B), para
p<p B

Existencia y Convergencia de la Sucesion Espectral de Grothendieck

La construccion de la sucesion espectral de Grothendieck se hara usando un com-
plejo doble J de objetos inyectivos y este complejo para su construcciéon requerird una
herramienta llamada LEMA DE HERRADURA, asi en lo que sigue se abordara el lema men-
cionado y otros resultados previos que son necesarios para demostrar la existencia de
la sucesion espectral de Grothendieck.

Proposicion 3.5.6 Sean I y I, objetos inyectivos en una categoria abeliana A, en-
tonces Iy & Iy es inyectivo.

Prueba.- Sea o: A——=1; & I, un morfismoy pu: A>——= B un monomorfismo,
entonces existe un morfismo 3: B——1; & I, tal que a = o pu.
Sea a = (aj,a3) con ag: A——=11 y ag: A——= 1. Como [ e I, son objetos in-
yectivos, existen morfismos 31 : B——=1; y [Bo: B——=1, talesque ay = 1opy
ag = oo p. Asi existe 5= (0,02) : B——1; & I, tal que
a=(a,a9) = (Brop,Baop)=LFoul
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Lema 3.5.7 (Lema de Herradura) Sea A una categoria abeliana y

0—-A —A— A" — 0 una sucesion exacta corta en A. SiI' : 0 — I} — I} — ---
yl":0— [ — I — --- son resoluciones inyectivas de A" y A", respectivamente;
entonces existe una resolucion inyectiva I de A tal que la sucesion de complejos de
cocadena 0 — I' — I — I" — 0 es exacta y el siguiente diagrama es conmutativo

A .
oy o Tag
(P (LI UL
A
oy ) Tag (3.112)

A
! “ Jllu/
0~ A2 ho b

Prueba.- Sea I, = I} & I]/, como [ es inyectivo se define y1 : A — I por

p(a) = (Ya, p"Ba)
donde Yo = 1/ v 7
También se definen los morfismos o Tu’
10 : Iy — Iy por 1p(b) = (b,0),

GA%A’%O
7o : Ig — I} por mo(b,c) =c . “ @

Se prueba que los dos cuadrilateros inferiores del diagrama (3.112) son conmu-
tativos, verificando que 1’ = pa y mopu = p” 3, como sigue:

Sea o’ € A, entonces 1o’ (a’) = (¢'(a’),0) (3.113)

pa(d) = (a(@), 1Ba(d) = (4(a), 0), pues fa =0 (3.114)
De (3.113) y (3.114) se obtiene que o’ = pa.

De las igualdades mou(a) = mo(va, u”Ba)
— ﬂllﬁa
= 4"B(a), para todo a € A

se sigue que mou = .

., ™0 20 . . .
La sucesién ( Iy Iy I 0 es exacta de inyectivos. Se consigue ve-
rificando los items @), i7), iii) y iv):
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i) adeKeriw =delly d) = (0,0)

= (d’,0) por definicién.
Luego a’ = 0. Por lo tanto, 25 es un monomorfismo.
g

i1) Imy = Kermy, puesto que moro(b') = mo(b',0) = 0 implica que Imag C Kermy.
(b, c) € Kermy implica que (b,c) € [y =1\ & Iy

Wo(b,C) = 0

= C

luego ¢ = 0. De esa manera existe b € 1) tal que 1,(b) = (b,0) = (b,c) € Imuy,
asi Kermy C Im .

i11) Dado ¢ € I]] existe (0,c¢) € Iy = I @ I} tal que m(0, c) = ¢, por lo tanto my es un
epimorfismo.

iv) Por ser I y I{j objetos inyectivos de 2, de Proposicién 3.5.6 se sigue que
Iy = Iy @ 1§ es inyectivo.

El morfismo p : A — Iy es un monomorfismo. En efecto, sea a € Kerp entonces a € A
y u(a) = (0,0) = (va, p’Ba). De donde va = 0y p”Ba = 0; como p” es un monomor-
fismo y I'ma = Kerf, existe a’ € A’ tal que a = aa’. Luego 0 = vYa = Yaa’ = p'd,
como g’ es monomorfismo se obtiene que a’ = 0. Por lo tanto a = aad’ = 0.

HIPOTESIS INDUCTIVA: Suponga que es posible construir la sucesion exacta corta de in-
. Tm im

yectivos ( S I, I 0 paral <m < ndonde I, = I @1 de

manera que el siguiente diagrama es conmutativo

0 <™ <"1 0

8;/71 On—1 8;71
O~ 1) =Ty <"1 0

(3.115)

0 <= _n<=2_r 0

Y o 9},
0 <"1 0

u// M )UJ/
0 A<l A 0




Entonces se puede construir la sucesién exacta corta de inyectivos

0 I)y =" Ly =" 00 0 tal que el diagrama
0<;I;z/+1 AR I -t ]7IL+1 0
Ta;; Tan Ta,g
0 "< <"1 0 (3.116)
Tag_l - Ta;l_l
0<— I <1y <1}, 0

es conmutativo con Kerd,, = Imad,_1.
Se completa la prueba por induccion, definiendo el n + 1—ésimo objeto como
Ly =1, ., © 1, ;y tres morfismos:

n

/
In+1
H(Pn 4 Ta’
in
I, I 0

Op : I, = I,11 por 0,(b,c) = (pn(b,c),dn,(b,c)) donde be I! yce I,
+ 12 n n Yy n

Zn—l—l(bn—i—l) - (bn+170)7

Tnt1(bnt1, Cny1) = cny1. Se garantiza la existencia de ¢, por

ser I, ., inyectivo y 4, monomorfismo. A continuacién, se prueban las siguientes afir-
maciones:

v)

vi)

vii)

V1)

i)

Iny1 €8 Un monomorfismo, pues
a€ Kerippn = a€ll,yin(a)=(0,0) = (a,0). Por igualdad a = 0.

Imu, 1 = Kermyiq.
Es inmediato que Im,,1 C Ker m,.1.
(b,c) € Kermppr = (b,c) € Iny1 = 1), ., ® 11 v Tpya(b,c) = 0 = ¢, de donde

c = 0. Asf existe b € I}, tal que 1,41(b) = (b,0) = (b,c) € Imu,yq, luego
Kerm,y1 € Imag, .

Tp+1 €8 un epimorfismo, puesto que dado ¢,y € I}, existe
<07 Cn+1) € [n+1 = 7IL+1 S [7/{+1 tal que Tp41 (07 Cn+1> = Cp41-
Como I, y I, objetos inyectivos de 2, de Proposicién 3.5.6 se sigue que

[ " . .
Iy =1, ., ® 1], esinyectivo.

Se prueba la igualdad Imd,,_, = Kerd, verificando que H"(I) = 0 para n > 1.
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Dualizando el diagrama

0 I;w/+1 Inia I’;L-i—]. ~—0
Ta;{ T on Ta;l
0 Iy I, I, 0

se obtiene el diagrama conmutativo con filas sucesiones exactas cortas

0— I — 1" —1,"—0
ia;;op la ia;ﬁp (3.117)
0 IT/{OP Inop ]’;LOP 0

Por Lema 2.2.1, las siguientes sucesiones Ker — C'oker son exactas

0 — Ker (9)") — Ker (0,”") — Ker (9,") vy
Coker (8") — Coker (9,°") — Coker (9,”) — 0 (3.118)

para cada n € Z.
De (3.117), (3.118) y Lema 2.2.3 se deduce el siguiente diagrama conmutativo

110p [
H, (") H, (J)

H, (]')

<
<<

Hn—l (I//Op)

H, 1 (I°7)

Ahora, por Lema 2.2.1, se sigue la siguiente sucesién exacta
Hn (I//op) N Hn (Iop) — Hn (I/Op) N Hn—l (]//Op) N 1 ([op) N Hn—l (]/Op)
Aplicando Lema 3.4.7, se obtiene la siguiente sucesién exacta

H™='(I') — H" (1) — H" ' (I") — H"(I') — H"(I) — H"(I")  (3.119)

Para n > 1, usando la hipétesis inductiva y (3.119), por el hecho que I’ y I” son
aciclicos, se deduce que la siguiente sucesion es exacta
0—-0—0—0— H"(I)— 0, por consiguiente H" (I) = 0 para n > 1.

Para el caso n = 1, de (3.119) se tiene la sucesién exacta
H°(I'Y— H°(I) —» H°(I") - 0 — H'(I) — 0, de donde H' (I) = 0.
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Ademsds de eso, la sucesién 0 — HO(I') — H°(I) — H°(I") — 0 es exacta
porque H~1 (I") = 0. Por ser I’ una resolucién inyectiva de A’ y I” una resolu-
cién inyectiva de A”, se sabe que H®(I') = A’y H®(I") = A”; del diagrama
(3.115):

0<~—HY(I")<—H(I)<— H°(I')<—0

T/w Y T“/ (3.120)

0 A pe 0

Se prueba que u: A — HY (I) verificando que dopa = (0,0).

Recordando que 0y : Iy — I; se define como Jy(b,c) = (¢o(b,c), I my(b,c))
donde b € I y ¢ € I[/; para p(a) = (Ya, u"Ba) € Iy se tiene

dopa = (po(va, u"Ba), dymo(va, " Ba))
(¢o(¥a,0) + ¢o(0, 1" Ba), 0y 1" Ba) , de dju”" =0 :
= (Opa+ ¢o(0, 1" Ba),0) (3.121)

Por otro lado la sucesion exacta corta 0 I Iy I} 0 se

descompone por ser [Ijj inyectivo [9]. Esto quiere decir que existen morfismos
o Lo — 1)y 1y« I[) — I tales que

LI

Ahora, Jypa también se puede escribir como

/W6(¢a’u//5a) l/(¢a /J///ﬁa))
o(1a,0) + ¢5(0, " Ba))
6/ wa’ 1 /l )

(

(Ya,0) + @prop” 3
dyva, vy (a, 0

(va,0

Oojia

)

)

) + 0o Ba)
©o(1a,0)

) (3.122)
De (3.121) y (3.122) : ¢o(0, " Ba) = 0 = ¢y(va,0). Por lo tanto dypa = (0,0) si
Ya € Ker 0.
Considerando el diagrama (3.120), por Proposicién 3.3.11 se deduce que p es un
isomorfismo, en consecuencia H° (I) = A.

x) Los dos cuadrilateros |1]y |2 del diagrama (3.116) conmutan; es decir,
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/ . ! _ /! "
tng10), = Onty 1 I}, — Iy, W10 = Opmy 2 Iy — 1)) .

En efecto: 1,419, (a,) = (9,(a)),0), como 9, = Py, :
= (¢nla,,0), 97 (a,,0))
= 0On(al,, O)
= Onin(al), paratodoa, € I.

7Tn+lan(bna Cn) = Tn+1 (Spn(bna Cn)7 a;:ﬂ-n(bna Cn))
= ﬂ-n—l—l(@n(bna Cn)a azcn)
— 8NC

' 7n(bn, ), para todo (b, c,) € I,

En sintesis, existe un complejo de cocadena [ : 0 — Iy — [; — --- donde cada I,
es inyectivo por ) y viii); I es aciclico por ix) y ademés H° (I) = A, por definicién
resulta que [ es una resolucién inyectiva de A. La sucesion 0 — I’ — I — " — 0 es
exacta ya que 0 — I/ — I, — I' — 0 es exacta para cada n = 0,1,... y el diagrama
(3.112) es conmutativo por z), por lo tanto queda probado el lema de herradura B

Lema 3.5.8 Sea € una categoria abeliana con suficientes inyectivos.

Sean --- oy On E, % F % Ey 0 un complejo de cocadena
en €, Z, = Ker0d, y B,y1 = Im0, para r = 0,1,...; entonces existe una resolucion
myectiva de

<Bs F 7 B Ey 70 (3.123)

expresada como el diagrama conmutativo

L]

91 Ji1 <11 L1 1 Jo,1 0,1

)

T e

Lo J1,0 41 L1 o Jo,0 o0

)

S S B G S |

donde cada columna es una resolucion inyectiva completa del objeto que aparece en su
pie y Lyiqs Ir.s I, 5 es exacta.

146



80 . . .7
Prueba .- Con el morfismo F; <—— F{, se origina la sucesién exacta corta

Imoy = By <— Fy<—7y = Kerd, . Como € tiene suficientes inyectivos, los objetos
Zyy By de € poseen resoluciones inyectivas y se puede asumir que éstas son las que
aparecen en las columnas de Zy y B; en (3.124). Por el lema de herradura, con esas
resoluciones inyectivas de Z y B; se halla una resolucion inyectiva de Fy, la cual aparece
en la columna correspondiente en (3.124) tal que el siguiente diagrama es conmutativo

T T T (3.125)

La condicién de complejo de cocadena 010y = 0 implica que Imdy C Kerd;; es
decir, By C Z;. Luego se tiene la sucesién exacta corta Z;/By <— Z; <—B; . Con
la resolucion inyectiva anterior de By y tomando una resolucién inyectiva del objeto
Z1/ By de €, por el lema de herradura se obtiene una resolucién inyectiva de 71, la cual
aparece en la columna correspondiente en (3.124) tal que el diagrama

Cl 1 Kl,l ‘Ifl,l
T T (3.126)
Cio Ky L1

Zl Bl jl ﬁil

es conmutativo, donde K s = L1 s & Cy s para s =0,1,....

Con el diagrama (3.125) y parte del diagrama (3.126) se obtiene el diagrama conmu-
tativo
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Kiq L1 4 Jo1 Ko,1

)

T T T T (3.127)

Ko L1 Jo,0 0,0

) )

I G |

Luego, usando la resolucion inyectiva de Z; = Kerd; y una resolucién inyectiva arbi-
traria de By = Imd;, con el lema de herradura se halla una resolucién inyectiva de
Fi, la cual se muestra en la columna correspondiente en (3.124) tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

T T T (3.128)

Continuando el proceso hacia la izquierda de (3.123), y acoplando los siguientes
diagramas del proceso con los diagramas (3.127) y (3.128) se logra la construccién del
diagrama conmutativo (3.124) con las condiciones exigidas B

Las siguientes observaciones son extraidas de la prueba de Lema 3.5.8 :

i) B.y1=1Im0, <~—F,<~—Z, = Kerd, parar =0,1,... (3.129)

i) B, =1Im0,_1 C Z, = Kerd, parar =1,2,..., pues 0,0,_1 = 0.
Tomando la sucesién exacta corta Z,./B, <— Z,<——B, se construye una re-
solucion inyectiva de Z,., con la resoluciéon inyectiva ya obtenida de B, y tomando
una resolucién inyectiva arbitraria del objeto cociente Z,./ B, de €, de manera que
el siguiente diagrama

148



|

Cr,l ~— K’r,l <—<Lr,1

T T (3.130)
CT,OH KT,O < ;L’I“,O

Z,1B, j l

sea conmutativo, donde K, s = L, s ® C, , para s =0,1,.. ..
De donde C, s = K, /L, s, por consiguiente

R T,Q/LT,Z -~ Kr,l/Lr,l -~ KT,O/LT,O %JT/BT (3131)

para r = 1,2,... es una resolucién inyectiva completa de Z,./B,..

Proposicién 3.5.9 Del diagrama (3.124) se obtiene el diagrama conmutativo

T T T (3.132)

donde cada fila es un complejo de cocadena y la r—ésima columna es una resolucion
inyectiva completa de F.; r=0,1,....

Prueba .- Sean los morfismos del diagrama (3.124):

l a
( s

if«+1 ig+1 pf if-‘-lys K r+1,s [
F’r—i—l Zr—f—l Br+1 < Fr s Jr+1,s r+1,s r4+l,s < Jrs

872,3 L 871",3 L K 8715,5 K
Jr,s—‘rl -~ J’r,s s rest+l <— Lprs Y rs+l < Dprs.

&, ) )
. > N -k il
Definiendo Jyy1,s < Jys por dj., =7,y Oty 0P, Y

. dr . B . o
definiendo F,i1 <—— F, por d, =iZ 01, op! se obtienen las tres siguientes afirma-
ciones:
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i) Para cada r =0,1,... la conmutatividad del diagrama
Jr+1,0 <~ J’I‘,O

I l deriva de la conmutatividad de

Fr—i—l <

Jr+1,0 <—<}’(r—|—1,0 (—<Lr+1,0 ~— J?”,O

FTIH Zvlﬂ B?“I-i-l ~— ‘lr

i1) Para cada r,s =0,1,... la conmutatividad del diagrama

Jr—i—l,s-‘,—l I Jr,s—i—l
T T deriva de la conmutatividad de

Jr+1,s ~— J'r,s

Jr+1,s+1 <—<Kr+1,s+1 <—<Lr+1,s+1 ~— Jr,s+1

T T ]

Jr—i—l,s <—<[(r+1,s (—<Lr+1,s ~— Jr,s

. J i — (K il J ) J
En efecto: dr,s+1 © 8r,s - (Zr+1,s+1 o Z7"Jr1,s+1 opr,s—i-l °© ar,s

-k -l l j
ZrJrl,erl © (Zr+1,s+1 © arJrl,s) © M,s

_ -k k -] J
- Zr—i—l,s-i—l © (87"—1—1,5 © Z7“—1—1,3) © pr,s+1

_ J -k ] j
- ar-‘,—l,s © (7’7“+1,s © 7’7“+1,s o r,s)
_ A J

- ar-‘,—l,s © dr,s'

iii) ), od], =0, pues pf;H,S il , =0 por la condicién de exactitud en (3.124);
dy 41 0d, =0, pues p,]:r1 04z, = 0 por (3.129).

Ahora bien, observando que cada cuadrildtero del diagrama (3.132) esta en uno de
los casos i) o i), se deduce que tal diagrama es conmutativo.
En las filas del diagrama (3.132), por i) la composicién de morfismos sucesivos se
anula, luego cada fila de ese diagrama es un complejo de cocadena. Mientras que la
r—ésima columna es una resolucion inyectiva completa de F,; » = 0,1, ... proviene del
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diagrama (3.124) W

Sea

Co1 Cia Co,1 (3.133)

un complejo doble de cocadena que sera denotado por D.

Proposicion 3.5.10 Si las cohomologias de las columnas de D se anulan, entonces el
complejo total de D tiene cohomologia nula.

Prueba .- Sea D; =; F'' (Tot D) y C; columna j—ésima de D, entonces para

Co = Dy/D;y Dy =1 F°(Tot D) = Tot D la sucesién

Di=——Tot D— (Cj es exacta corta de complejos de cocadena. Asi, por Teorema
2.2.4 existe la siguiente sucesion exacta larga

0 — H%D,) — HYTot D) — H"(Cy) — HY(D,) — HYTot D) — H'(Cy) —
H?*(Dy) — H*(Tot D) — H*(Cp) — - -~

Observando (3.133) : H°(D;) = 0. Por hipdtesis H" (Cy) = 0 para todo n, luego
HO (C()) — Hl (Co) — H2 (C()) — O

Con estos valores exhibidos, de la sucesién anterior : H(Tot D) = 0,

HY(D,) = HY(Tot D), H*(D,) = H*(Tot D), ...

Por el mismo argumento, para la sucesion exacta corta Do—— Dy — ()

donde DQ =1 F2 (TOt D) y Cl = Dl/DQ.

La siguiente sucesién larga es exacta

0 — HY(Dy) — HY(Dy) — H' (C1) — H*(D;) — H*(Dy) — H?(Cy) — -+
Nuevamente observando (3.133), se ve que H'(D,) = 0; por hipétesis H" (C}) = 0. De
manera que, de la sucesién anterior : H'(D,) = 0, H*(D,) = H*(Dy), ...

Hasta aqui se obtiene H'(Tot D) = 0, puesto que H'(D;) = H'(Tot D).

Repitiendo otra vez el argumento, para la sucesion exacta corta D3>—— Dy — ()
donde D3 =, F3 (Tot D)y Cy = Dy/Ds,

existe la siguiente sucesién exacta larga de cohomologfas con H?(D3) =0 :

0 — H?*(D3) — H?*(Dy) — H?*(Cy) — H*(D3) — H3(Dy) — H?(Cy) — -+

De donde se obtiene que H?*(Dy) = 0, H*(D3) & H*(Dy), ...
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Recordando H?(D,) = H?(D,), resulta que H*(D;) = 0. Pero H*(D,) = H*(Tot D),
luego H*(Tot D) = 0.

Continuando el proceso de los tres pasos anteriores, se concluye que H"(Tot D) = 0
paratodon =0,1,... &

Ahora, ya se estd en condiciones para enunciar y probar EL TEOREMA DE EXISTENCIA
Y CONVERGENCIA de la sucesién espectral de Grothendieck.

Se va a considerar tres categorias abelianas 2, 28, € y dos funtores aditivos
F:A—-B G:98 —¢C.

Asimismo, se considerara que 2 y B tienen suficientes inyectivos; esto significa que
todos los objetos en 2 y 2B tienen resoluciones inyectivas. Asi es posible construir los
funtores derivados derechos de F, G y GoF'. El siguiente teorema establece una relacion
entre estos funtores derivados mediante una sucesion espectral.

Definicién 3.5.11 Se dice que un objeto B de B es G-aciclico (derecho) si

R'G(B) = { G(B()]: Z;(l) (3.134)

Proposicién 2.5.14 muestra como ejemplo que un objeto inyectivo I es T-aciclico (dere-
cho).

Teorema 3.5.12 (Sucesién Espectral de Grothendieck) Sean F': A — B y

G : B — € funtores covariantes aditivos de categorias abelianas, donde 2 y B tienen
suficientes inyectivos. Si I es un objeto inyectivo de A y F(I) es G-aciclico, entonces
existe una sucesion espectral E = {FE,(A)} correspondiente a cada objeto A de U, tal
que

EP = (RPG)(RTPF)(A) = RY(GF)(A) (3.135)

Es decir, la sucesion espectral E converge finitamente al objeto graduado asociado a

{RUGF)(A)}, filtrado adecuadamente.

Prueba.- Con un objeto dado A de 2 se va a construir apropiadamente un com-
plejo doble positivo B de cocadena en €, el cual permitira calcular la sucesion espectral
denotada por o E que converja finitamente al objeto graduado asociado a { H%(Tot B)},
donde B = GJ y J también es un complejo doble de cocadena en B.

Sea A un objeto en la categoria 2, la cual por hipdtesis tiene suficientes inyectivos,
luego existe una resolucion inyectiva I de A. Sea

I:--. Lot I, e L Io 0 (3.136)

donde I, es un objeto inyectivo de A para r = 0,1, ...
Aplicando el funtor covariante aditivo F' a (3.136) se obtiene el siguiente complejo de
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cocadena en ‘B, escrito por

On 0o

FI: - ..~—FIL, FI, FI, 0 (3.137)

Como B es una categoria abeliana con suficientes inyectivos y F'I es un complejo de
cocadena en ‘B, por Lema 3.5.8 se obtiene el siguiente diagrama conmutativo en ‘B

T | T T | T (3.138)

donde cada columna es una resolucion inyectiva completa del objeto que aparece en su
piey Lyjis Ir.s K, s es exacta.

Aplicando Proposicién 3.5.9 al diagrama (3.138), se obtiene el siguiente diagrama con-
mutativo (se nota que se omiti6 la columna de Z)

J21 <]11 JOI

) )

(3.139)
J2,0 J1,0 Jo,0

)

Fr, FI, Fl,

donde cada fila es un complejo de cocadena y la r—ésima columna es una resolucion
inyectiva completa de F'I.; r=20,1,...

Ahora, si se designan los morfismos verticales y horizontales, respectivamente, por

. ds . s :
Jrsr1<—Jrs v Jry1,s < Jrs ; usando el funtor covariante aditivo G y el diagrama

(3.139) resulta que:
a) G (dz;—l—l,s) G (dg’,s)

D) G (1) G (0L,)

T,S

G (d7];+175d£,5) = G(O) =0

G(9,,00,) =G(0)=0

r
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) G(d )G (3,) =G (d,,00,) =G (0, &,)=G(0,,)G(d,).

T, r+1,s%r,s T

Aplicando G al diagrama (3.139) y definiendo 0 = Gd 'y 0" = (—1)"G0 sobre G J, s,
en virtud de a), b) y ¢) se obtiene el siguiente complejo doble de cocadena B = G.J

GJap p GJip TGJOQ

o o " (3.140)
G2 > GJia <~ GJoa

o' o' "

GJr0 <5~ GIro<—Gog

El complejo doble GJ de cocadena es positivo, ya que existe ng = 0 € Z tal que
GJ,s =0sir <0o0s < 0.Por Proposicién 3.5.5, existe la SUCESION ESPECTRAL denotada
por o, asociada a la filtracion del complejo T'ot GJ definida por (3.95), que CONVERGE
FINITAMENTE al objeto graduado asociado a {H?(Tot GJ)},
donde H (Tot GJ) = {HY(Tot GJ)} tiene filtracion inducida finita. Esto se escribe

L EP = HY(Tot G.J) (3.141)

Lo cual indica que, para finalizar la prueba se deben calcular los dos objetos o E4™
y H?(Tot GJ) con la idea de obtener los mismos que aparecen en el enunciado del
teorema.

Usando Proposicién 3.5.4 se calculard o E7?, en los pasos d) y €), como sigue :

d) oEF? = HTP(GJ,.,;d"), por (3.97) (3.142)
Ker | GJgpyp S GJg—ptip )

Im ( GJg—p-1p 2 GJg—pp )

Kerd'
- # (3.143)

q—p—1,p

Por la construccion del diagrama (3.138) se tiene

Kr+1,s Lr+1,s Jr,s J(r,s

donde J, s = K, s® Ly415 Y Lyy1,5 es sumando directo de K, 5, luego aplicando
el funtor covariante aditivo GG se obtiene

GK,11s<~—GLy s<—GJ, s <—GK, 5 paratodor,s=0,1,...

Ahora, usando la sucesién
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/
6‘1*177?

//——\
GJy—pi1p <T<GKq—p+1,p <T‘GLq—erl,p < GJypp<=—CGKqpp

se deduce que Kerd, , = GK, p,, pues

Kerd! = {a€GJ,p, /nomopl(a) =0}

q—p,p
= {a€GJ,—p, / p(a) =0}, nom es monic
Gqup,pv GJqu,p = Gqup,p D Gquerl,p-

Por otro lado, considerando la sucesiéon
a/

/7\
GJg—pp <j—<<Gqup,p <i—<Gqup,p ~7 GJg—p-1p

se deduce que Imd,_, ,, = GLy ,,, puesto que GL,,, es sumando directo de
GJypypi

Imatlz—p—lvp = a;—p—l,p (GJy—p-1p)
= joiop(GJyp-_1,), como p es epic:
= joi(GLypp)

joi(GL,—pyp) se identifica con GL,_,, por ser joi la inclusién en suma directa.
Reemplazando en (3.143) el niicleo e imagen hallados :

o EV = GKy—pp/GLy—pp (3.144)

Viendo el diagrama (3.130) y considerando el procedimiento de construccién del
diagrama (3.138), se sabe que L, ; es sumando directo de K, ; para

r=1,2,.... Asi existen objetos C, s en B tales que K, ; = L, ; ® C, 5, de donde
al aplicar G a L, —— K, se deduce que GL, —> GK, ;= GL,,®GC,

G<Kr s) Krs G<Krs) Krs
= = =—=:1 = = =).
G(Lns) G(C,s), pero C,. 4 L. uego G(Lns) G( Lr,s)
Con este resultado, de (3.144) se obtiene que
2B = G(Kq—pp/Lq—pp) (3.145)

e) Aquf se calcula el término principal o E¥'? de la sucesion espectral o E.
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LEPY = HP(HYP(GJ,0'),0"), por (3.97)
HP (G, ;0 —2L H P(GJ*pHﬁ))

, por (3.110) y (3.111)
Im ( H? (G, p1;0) L H- p(GJ*p,a’))

o
<
o

(s
@
:

, por (3.142). Ahora de (3.145) :

//
q p;v G Kqppt1
Lq— pp Lg—p,p+1

Kq P,p— 1 0" Kq—pp
Lg—p,p— 1 G(Lq—p,p>>
= v—p/Bq—p), de (3.137) : Z,/B, = H" (FI) = R"F(A), luego

= RPG(RTPF(A )

= (R*G) (R"PF) (4) (3.146)

Solo falta hallar H9(T'ot GJ), lo cual se puede hacer de la siguiente manera:

Como G : B — € es un funtor covariante aditivo, entonces RIG : B — € es el
g-ésimo funtor derivado derecho de G y R'G (F'I,) = H?(GJ,) parar =0,1,...
donde F'I,. es un objeto de B y J,. es una resolucién inyectiva de F'I, segin (3.139).
Para cada objeto inyectivo I, de A, por hipotesis F'I,. es G-aciclico, luego se obtiene
que

rer (o

, por (3.131) parar =q—p:

B 0" Ep+1,q+1 >
Im
p

G(FI.), ¢q=0
0, ¢>1

Asi, las cohomologias de las columnas del siguiente complejo doble de cocadena, D,
obtenido de (3.139) aplicando G, se ANULAN.

1]

GJQJ Gjl,l -~ GJo’l

T T T (3.148)

GJQ’() GJL() D GJQ(]
Gl[g Gllll <—Gl[0

la cohomologia del complejo total para D se anula. (3.149)

RIG (FI,) = { (3.147)

Luego por Proposicion 3.5.10,
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Denotando con D, al complejo T'ot GJ cuando es visto como subcomplejo de Tot D, se
tiene la sucesién exacta corta Dy=——=Tot D — GF'(I) de complejos de cocadena,
donde Dy = oF! (Tot D) y (Tot D) /Dy = GF(I). Por Teorema 2.2.4, la siguiente
sucesion larga es exacta

0 — HYD,) — H%Tot D) — H°(GF(I)) — HY(D,) — H'(Tot D) — H' (GF(I)) —
H?(Dy) — H?*(Tot D) — H*(GF(I)) — H*(D,) — H*(Tot D) — - -

Pero, por (3.149) se tiene H?(Tot D) = 0 para todo ¢ =0, 1,....

Asi, de la sucesién anterior se extrae

0— H°(GF(I)) — HYD;) - 0— H' (GF(I)) — H*(D;) -0 — ---
Considerando que H™(D;) = H" ' (Tot GJ) para n = 1,2,..., se obtiene sucesiva-
mente:

RY(GF)(A) = H° (GF(I)) 2 HY(D,) =2 H° (Tot GJ);

RY(GF)(A) = H'(GF(I)) 2 H*(D,) 2 H' (Tot GJ); ...

En general, R? (GF)(A) = HY(Tot GJ) para q =0,1,....

De esto, como dos objetos isomorfos se identifican, se puede deducir que

HY(Tot GJ) = R (GF) (A) (3.150)

En consecuencia, reemplazando en (3.141) los valores hallados en (3.146) y (3.150),
se concluye que para cada objeto A de 2, existe una sucesién espectral £ = oF sa-
tisfaciendo las condiciones requeridas; es decir, tal que

EY? = (RPG)(RTPF)(A) = RY(GF)(A) &
Ademas, existe una sucesion espectral 1E = {1 E,,(A)} correspondiente a cada objeto

A de 2, tal que
R1(GF)A, si p=gq
D )
1B { 0. si ptq (3.151)
En efecto; puesto que GJ es un complejo doble de cocadena positivo, por Proposi-

cion 3.5.5 existe la sucesion espectral denotada por | E, cuyos dos primeros términos
se exhiben en (3.96). Dicha sucesion converge finitamente al objeto graduado asociado
a{HY(Tot GJ)}.

Usando Proposicion 3.5.4, se pueden calcular los dos primeros términos de la sucesién
espectral 1E en f)y g) :

f) \ERY = HTP(GJ,.;d"), por (3.96)
RTPG (FI,), como FI, es G aciclico:
{ G(FL), si ¢q—p=0

0, si g—p#0
_ JGFL), si p=g¢
B 0, si p#q
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9) BV = HP(HTP(GJ,0"),d), por (3.96)

Ker ( HP(GJ,,.;0") 9, ga-p (GJps1,4;0") )

_ , - por f)
Im ( HT? (G, ;") L~ HT? (G, ;") )

Ker(G(FIq)i>G(FI ))

Im<G(F[ )2 G(FI) )
i U
| m(0=-0)

B RI(GF)A, si p=gq
- 0, si p#q

si g#p

Usando cohomologia se pueden calcular los otros términos de la sucesién espectral
1 recursivamente :

h) 1By = HY (1Ey?,dy), como degd; = (2,1)
K ( 1qu 5 Elp+2 ,q+1 )
= - , por g)
" ( By S 1Ef’q>
( dy
( RT(GF)A—%~( )
y , st p=g¢q
B Ker< 0—2s  pri2at! )
y , siopFg
zm< (B 0)
\

_ J RUGEF)A, si p=gq
B 0, si p#q

Aqui, es conveniente recalcar que el morfismo d; es nulo.
Por el dual de (3.32), se sabe que deg d, = (r + 1,1) para la r-ésima diferencial d, de
la sucesion espectral 1 E. Asi, para r > 1 las partes g) y h) implican que, d, =0y

RI(GF)A, si p=gq
Pa _ ’
\EF _{ 0 5 bz (3.152)
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RI(GF)A, si p=gq

Por consiguiente EP1 :{ 0, si p#q

Se finaliza este trabajo mostrando la utilidad de sucesiones espectrales mediante un
resultado, Teorema 3.5.21 de Lyndon-Hochschild-Serre, que permite calcular el grupo
de cohomologfa utilizando sucesiones espectrales [4].

El Grupo de Cohomologia con Sucesiones Espectrales.
Sea GG un grupo escrito multiplicativamente con identidad e. Se denotard
2ZG ={r / r= > m,(z)x, para alguna funciéon m, : G — Z con m,(x) =0

zeG
excepto para un numero finito de elementos = de G'}.

Sea 1 : G — ZG una aplicacién definida por «(g) = > my(x)z,

zeG
. 1, g==
donde para cada g € G existe m,(z) = 0 gtu

La aplicacion ¢ : G — ZG es llamada LA INMERSION y claramente 1G C ZG, luego
7G + 0.

Ahora, considerando r = Y m,.(z)x y s = > mgs(z)x se define la suma r + s y la
el xelG
multiplicacién rs en ZG, respectivamente, por

r+s= Z [m,(x) + ms(x)] x (3.153)
rs = Z [m(z)ms(z)] zy (3.154)

Proposicién 3.5.13 Dado un grupo G, ZG con las operaciones dadas en (3.153) y
(3.154) es un anillo unitario.

Prueba.- Con las operaciones dadas se verifican los siguientes axiomas de anillo
unitario para ZG:

Ry. (ZG,+) es un grupo abeliano, esta estructura es transferida del grupo abeliano

(Z,+) mediante (3.153); aqui es conveniente enfatizar que 0 = > mg(x)z donde
zeG
moy : G — Z es funcién nula y —r = Y (—m,) (x)z son la identidad aditiva e
z€G
inverso aditivo en ZG'.

R,. La multiplicacién en ZG es asociativa.
Esta propiedad se verifica usando (3.154), la asociatividad de la multiplicacién
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en Z y en GG, como sigue:

r(st) = Y [me(@) (me(y)mi(2))] 2(y2)
= ) [me(@)m(y) mi(2)] (wy)=
z,y;2€G
= (rs)t.

R3. Se cumplen las leyes distributivas en ZG, las cuales se siguen de las correspon-
dientes en Z:

r(s+t) = Y me(z) mas(y) + mi(y)] oy

= Z [me(2)ms(y) + my(2)my(y)] 2y

z,yeG
= rs+rt; andlogamente (r + s)t = rt + st.

Ry. ZG tiene elemento unitario, el cual es i(e) = > m(y)y donde m.(y) = 1 para
yeG

y=ey me(y) =0 para y # e. De hecho, se cumplen las igualdades r(e) = r y
1(e)r = r pues

ne) = (zmr<x>x) (zme@)y)

= r; lo mismo se verifica la otra igualdad.

El elemento unitario de ZG es diferente de la identidad aditiva, ya que
we) = > me(x)x #0= > mo(x)x por ser m, # my.

zeCG zeCG
De Ry, Ry, R3 v Ry; se sigue que ZG es un anillo unitario B

El anillo de la proposiciéon anterior es llamado ANILLO DE GRUPO ENTERO y se caracteriza
por la siguiente propiedad universal.

Proposicién 3.5.14 Sea G un grupo, v : G — ZG la inmersion y R un anillo. Para
cualquier funcion f : G — R con f(zy) = f(x)f(y) y f(e) = 1r (elemento unitario
del anillo R) existe un tinico homomorfismo de anillos f': ZG — R tal que f'v = f.
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Prueba.- Se define f’ (Z m(x)x) = > m(x)f(x). Entonces f’ es el inico homo-
zelG zelG
morfismo de anillos tal que f'2 = f B

Definicién 3.5.15 Un G-mddulo izquierdo (mddulo izquierdo sobre un grupo G o
simplemente un G-mddulo) es un grupo abeliano A provisto de un homomorfismo
o : G — Aut (A) de grupos, definido por o(x)(a) =z oa, Vxr € G, Va € A.

Cada grupo aditivo abeliano A es un G-médulo (trivial) bajo el homomorfismo
trivial de grupos o : G — Aut (A) dado por o(g) = 14 para todo g € G.

Proposicién 3.5.16 Sea G un grupo. Entonces A es un G-mddulo si y solo si A es
Z.G-médulo.

Prueba:

=) Asumiendo que A es un G-mdédulo, se sabe que existe un homomorfismo
o : G — Aut (A) de grupos, luego se sigue que o(zy) = o(x)o(y) y o(e) = 14.
Como End(A) es un anillo y Aut (A) C End(A), se ve que 0 : G — End (A).
Por Proposicién 3.5.14, existe ¢’ : ZG — End (A) homomorfismo de anillos tal
que 0’1 = o; es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

G—% End(A)

| A

7G
Segun Definicion 1.1.1, A es ZG-mddulo.

<) Reciprocamente; si A es ZG-mddulo, entonces existe un homomorfismo de anillos
o' ZG — End(A). Ahora, se consigue o : G — Aut (A) definiendo
o(g) = d'1(g), resulta que o(g) tiene inversa. En efecto, para cada g € G existe
g ' € G tal que gg—! = e. Ahora, del hecho que o’ preserva la multiplicacién y
el elemento unitario se obtiene o(g)o(g™!) = o(e) = 14; andlogamente se deduce
(g7 o(g) = 14. Asf la inversa de o(g) es o(g!) para cada g € G.
Usando el hecho que o(g) tiene inversa, se sigue inmediatamente que o(g) es
inyectiva y sobreyectiva. Asi 0(g) € Aut (A) para cada g € G. Por consiguiente,
A es un G-moédulo B

Proposicién 3.5.17 Sea G un grupo y Homgg (Z,—) : leG — 2Ab dado por
A Homgg (Z, A). Entonces Homygg (Z,—) es un funtor covariante aditivo.

Prueba.- Como el grupo aditivo abeliano Z es un G-médulo, por Proposicién 3.5.16
Z es un ZG-moédulo. Para A = ZG, de Ejemplo 1.2.2 se sigue que Homgg (Z,—) es
un funtor covariante; luego segin Proposiciéon 1.7.14 se deduce que el funtor covariante
Homyg (Z,—) es aditivo B
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Proposicién 3.5.18 Sea ¢ : H — G un homomorfismo de grupos, entonces
Lo : ZH — Z.G es un homomorfismo de anillos definido por
2o (£ miale) = T ml)plo)
r€H x€EH
Prueba.- Se verifica que Zy preserva la suma y la multiplicacién B
También se puede probar la proposicién anterior utilizando Proposiciéon 3.5.14.

Corolario 3.5.19 Sea N un subgrupo de un grupo K. St A es un K-mddulo, entonces
A es un N-mddulo.

Prueba.- En virtud de Proposicién 3.5.16, A es K-mddulo implica que existe un ho-
momorfismo de anillos ¢’ : ZK — End(A). Por otro lado, como N es un subgrupo
de K, se puede considerar el homomorfismo inclusién ¢ : N — K de grupos, luego
Proposicién 3.5.18 indica que Zi : ZN — ZK es un homomorfismo de anillos, de modo
que la composicién o’ o Zi : ZN — End (A) es un homomorfismo de anillos; asi A es
un ZN-moédulo, por Proposicion 3.5.16 se deduce que A es un N-moédulo B

Segtin Proposicién 8.1 de [4], los bifuntores Ext (—, —) y Ext, (—,—) para
n =0,1,... son naturalmente equivalentes. Esto quiere decir que el bifuntor Ezt (—, —)
es balanceado. Entonces se obtiene el valor de Ext (A, B) via resolucién proyectiva
de A o bien utilizando resolucién inyectiva de B; i.e., se obtiene Ext\" (A, B) como el
valor del funtor derivado derecho de Homy (—, B) en A o bien como el valor del funtor
derivado derecho de Homp (A, —) en B.
En virtud de Proposicién 3.5.17, dado un grupo G, Homzg (Z,—) : M, — 2Ab es
un funtor covariante aditivo, luego para n > 0 los funtores derivados derechos de
Homyg (Z,—) son Extl, (Z,—) = R™ (Homgg (Z,—)) : M, — 2Ab. Por consiguiente
estd definido Ewxt}; (Z, A) para todo A € [M|.

Definicién 3.5.20 Sea G un grupo, A un G-mddulo. Eln-ésimo grupo de cohomologia
de G con coeficientes en A denotado por H" (G, A) se define como

H™ (G, A) = Ext}, (Z,A), donde Z es visto como un G-mddulo trivial.

El grupo graduado {H™ (G, A)} por INU{0} es llamado el grupo de cohomologia de G
con coeficientes en A.

En términos de A-mddulos, segin Proposicion 3.5.16, la categoria de G-modulos
es M.

Teorema 3.5.21 (Lyndon-Hochschild-Serre) Dada la sucesion exacta corta de gru-

pos N—> K 2 Q y dado un K-maodulo A, existe una sucesion espectral

E ={E,(A)} tal que
EPY = HP (Q, HTP (N, A)) = HY (K, A) (3.155)

Es decir, la sucesion espectral E converge finitamente al grupo graduado asociado al
grupo de cohomologia {H? (K, A)}, filtrado adecuadamente.
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Prueba.- Se realizara aplicando el teorema de la sucesion espectral de Grothendieck,
por lo que se requiere verificar las hipdtesis correspondientes y esto se hace en los dos
siguientes items:

i) Se va a construir funtores F': A — B y G : B — € covariantes aditivos entre
categorias abelianas donde 2 y B tengan suficientes inyectivos.
Sean 2 la categoria de K-mddulos, B la categoria de Q-médulos y € la categoria
de grupos abelianos, entonces 2 = le Ky B = leQ y €= le. Por Proposicion
1.7.19 se sigue que las categorias 2, B y € son abelianas; mientras que Proposicién
2.4.12 indica que las categorias 2 y B tienen suficientes inyectivos.
Segitin Proposicién 3.5.17 para G = N se tiene que Homgy (7, —) : My, — Ab
es un funtor covariante aditivo. Pero Corolario 3.5.19 proporciona la inclusion
m’,. € ML, luego definiendo F = Homgy (Z, —) |s : A — 2Ab se nota que para
cada A € ||, F(A) = Homgy (Z,A) es un grupo aditivo abeliano, de donde
F(A) es un @-mdédulo trivial y asi F'(A) € |B|. Por lo tanto F': A — B es un
funtor covariante aditivo entre categorias abelianas.
Nuevamente, si se define G = Homyg (Z,—) : B — €&, aplicando Proposicién
3.5.17 para G = @, se deduce que G : B — € es un funtor covariante aditivo
entre categorias abelianas.

ii) Sil e ‘leK| es inyectivo, entonces F' (I) = Homgy (Z, 1) es G-aciclico.
Segun Proposicién 2.5.14, para que F' (I) sea G-aciclico es suficiente verificar que
F(I)e |leQ‘ es inyectivo siempre que I € |le K| es inyectivo. En otras palabras

F preserva inyectivos. En efecto, el homomorfismo K 50 de grupos induce
homomorfismo de anillos Zp : ZK — Z(). Este hecho permite considerar cada
@-modulo como K-moédulo y cada ()-homomorfismo como K-homomorfismo.
Recordando que F (I) = Homzy (Z, 1) = IV, se va a demostrar que IV es
-moédulo inyectivo.

Se puede considerar el siguiente diagrama dado en leQ como el diagrama visto
en MY,

0—>N—L>7

A
I

donde z1 es monic, j es inclusién y ¢ : B — IV es un morfismo dado en leQ.
Viendo en M, los morfismos jo : B — I y i1 : B — A monic, del hecho que I
es K-modulo inyectivo existe ¢ : A — I tal que jo = ¥u. Ademas se verifica que
Imyp CIVN={iel/ni=1i, Vne N}

De hecho, dado a € A se tiene que ¢(a) € I. Ahora, sin € N (fijo y arbitrario) se
sigue que ny(a) = (na) = ¥(a), pues na = a viendo A como ()-médulo trivial,
luego A es N-modulo trivial.

Como 1) : A — IV es un homomorfismo de Q-mdédulos tal que ¥ = ¢, se deduce
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que IV es Q-médulo inyectivo. Esto quiere decir que si I es K- médulo inyectivo,
resulta que F (I) = IV es un Q- médulo inyectivo.

De i) y ii) se ve que se satisfacen las hip6tesis de Teorema 3.5.12; entonces para el
objeto dado A de 2 existe una sucesién espectral (de Grothendieck) E = {E,,(A)} tal
que

EY? = (RPG)(RTPF)(A) = RY(GF)(A) (3.156)
Es decir, la sucesién espectral E converge finitamente al objeto graduado asociado a
{RY(GF)(A)}, filtrado adecuadamente.
Se completa la prueba, calculando valores de Ef? y RY(GF)(A) en los items iii) y iv):
iii) Dado que F' (A) = Homyy (Z, A) se tiene que
(R1PF)(A) = Exti P (Z,A) = HT? (N, A), de donde

EP? = (RPG) (RPF) (A) = (RG)[(RTPF)(A)]

= (B'G)[H"7 (N, A)]

H? (Q,H*" (N, A))

Por consiguiente E* = H? (), HT™? (N, A)) (3.157)

iv) Por la ecuacién (9.9) del capitulo X1 de [8] se sabe que para @-médulo C'y K-
modulos A, B (donde Q = K/N resulta de la sucesién exacta corta de grupos)
existe un isomorfismo natural

HomZQ (C, Homypn (B, A)) =~ Homgx (C ® B7A)

Considerando este isomorfismo como igualdad y que Z®7Z = Z, para C = B =7
se obtiene que Homyg (Z, Homzy (Z,A)) = Homgk (Z, A), de donde
Rq<GF) (A) = R? (HomZQ Z, HomZN (Z, —))) (A)
= RY(Homyg (Z, Homyy (Z, A)))
= R? (HO?TLZK Z,A))
= Euxtl,. (Z,A)=H?(K,A).

Luego RI(GF)(A) = H1 (K, A) (3.158)

~— —~ N

Con (3.157) y (3.158) en (3.156), se garantiza la existencia una sucesién espectral
E ={E, (A)} tal que E{"" = H? (Q, HT"? (N, A)) = H1(K,A) &
El siguiente ejemplo es una consecuencia directa del teorema anterior:

Ejemplo 3.5.22 Si N es un subgrupo normal de un grupo K y A es un K-mddulo,
entonces EY" = H? (K/N,H1™? (N, A)) = H1(K, A).

En consecuencia, el grupo de cohomologia H (K, A) = {H? (K, A)} de un grupo K con
coeficientes en K-médulo A, puede se aproximado por una sucesion espectral cuyos
términos envuelven grupos de cohomologia del grupo cociente K/N y del subgrupo N.
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CONCLUSIONES

1.

El isomorfismo entre los limites de dos sucesiones espectrales asociadas a dos
complejos de cadena con filtraciones homoldgicamente finitas se induce a las ho-
mologfas correspondientes a dichos complejos filtrados (Teorema 3.3.13).

Sean C'y C’ complejos de cadena filtrados con filtraciones finitas. Si ¢ : C' — C’
es un morfismo tal que ¢, : Fo — E. es un isomorfismo, entonces
@« H(C) — H(C") es un isomorfismo (Proposicién 3.3.8 y Teorema 3.3.13).

. Las dos sucesiones espectrales 1/ y oF de un complejo doble B de cocadena

positivo convergen finitamente a los objetos graduados correspondientes asociados
a la misma cohomologia H(T'ot B) (Proposicién 3.5.5).

. Se ha descrito los funtores derivados derechos de un funtor compuesto a través

de la sucesién espectral de Grothendieck, pues dado un objeto A en la cate-
goria abeliana 2 existe una sucesién espectral de Grothendieck (Teorema 3.5.12)
que converge finitamente al objeto graduado asociado a {R?(GF) (A)}, donde
R1(GF) (A) es el g-ésimo funtor derivado derecho evaluado en A para cada g € Z.

. El limite de la sucesion espectral de Grothendieck F es un objeto bigraduado

de una categoria abeliana y se puede calcular usando funtores derivados de un
funtor compuesto de dos funtores aditivos, como se mostré en (3.151) se tiene
Epa— R1(GF) A, S% p=q

> 0, si p#gq

. Para un par exacto V = {D, E,«, 3,7} en una categoria abeliana 2, siempre

existe una sucesién espectral £ = {(E,,d,)} asociada en 2 (Corolario 3.1.14).

El concepto de convergencia finita para sucesiones espectrales es la misma que
la convergencia de sucesiones en espacios topoldgicos, puesto que da informacion
del comportamiento de los términos de la sucesién correspondientes a nimeros
naturales suficientemente grandes. Si existe el limite de la sucesion espectral, éste
debe ser un objeto graduado, por lo que el andlisis de convergencia finita debe
ser hecho en los términos de la sucesién espectral (como en el caso de complejos
filtrados) en cada par (p,q) € Z x Z. (Teorema 3.3.2).

. Reformulando Teorema 3.5.12 se obtiene otro teorema de sucesién espectral de

Grothendieck cambiando inyectivos por proyectivos y funtores derivados derechos
por funtores derivados izquierdos. La prueba de este resultado se puede hacer
usando argumentos andlogos; es decir, con el lema de herradura para resoluciones
proyectivas (parte de Teorema 2.5.10) se podria conseguir un lema que tenga el
papel de Lema 3.5.8, con Proposicién 3.5.3 se garantizaria la existencia de la
sucesion espectral, con Proposicion 3.5.1 se podria calcular el término exhibido
de la sucesion, y para completar con el calculo de la homologia del complejo total
se estableceria un resultado andlogo a Proposicién 3.5.10.
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