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FELIPE CLÍMACO CCOLQUE TAIPE

ASESOR:

Dr. JOE ALBINO PALACIOS BALDEÓN
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2024



Dedicatoria

Esta tesis es dedicada a mis padres, Daniel y Vecintina, quienes se esforzaron para

darme la educación en vida.

ii



Agradecimientos

En primer lugar, expreso mi agradecimiento especial a mi hermano Adolfo, porque

siempre me brinda su apoyo.

Agradezco a todos mis profesores de la Universidad Nacional de San Agust́ın de Arequi-
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personas, que de una u otra forma han contribuido en la realización de este trabajo.

La elaboración de la tesis fue apoyada por FONDECYT (ahora PROCIENCIA)

con el contrato 120-2020.

iii
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Resumen

En la actualidad, el álgebra homológica es un área productiva de investigación en matemática.

En esta tesis se estudia el producto cruzado introducido por Doi-Takeuchi y Blattner-Cohen-

Montgomery en [4] y [3]. Caracterizamos el producto cruzado de Hopf como un módulo con

multiplicación que depende de una acción débil y una aplicación bilineal, la cual es normal.

Además, tanto la aplicación bilineal como la acción débil satisfacen las condiciones de cociclo

y módulo torcido. En el caso en que el cociclo del producto cruzado sea invertible, se carac-

teriza como una extensión de Galois Hopf con propiedad de base normal y también como una

extensión cleft derecha.

Determinamos que las homoloǵıas de Hochschild de un producto cruzado son los funtores

derivados relativos izquierdos de un funtor covariante aditivo.

Principalmente calculamos la homoloǵıa de Hochschild del producto cruzado del algebra K[X]

cocientado por el ideal generado por Xt − a, con el grupo ćıclico Ct, para t mayor o igual a

2 bajo ciertas condiciones sobre K y sobre el 2−cociclo f .
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Abstract

Nowadays, homological algebra is a productive area of research in mathematics. In

this thesis, we study the crossed product introduced by Doi-Takeuchi and Blattner-Cohen-

Montgomery in [4] and [3]. We characterize the Hopf crossed product as a module with

multiplication that depends on a weak action and a bilinear mapping, which is normal. Furt-

hermore, both the bilinear map and the weak action satisfy the conditions of cocycle and

twisted module. In the case where the cocycle of the crossed product is invertible, it is cha-

racterized as a Hopf Galois extension with normal basis property and also as a right cleft

extension.

We determine that the Hochschild homologies of a crossed product are the left relative deri-

ved functors of an additive covariant functor.

We mainly compute the Hochschild homology of the crossed product of the algebra K[X]

modulo the ideal generated by Xt − a, with the cyclic group Ct, for t greater than or equal

to 2 under certain conditions on K and on the 2−cocycle f .
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Introducción

En 1945, Gerhard Hochschild introdujo la homoloǵıa de Hochschild para álgebras asociativas.

Sea K un anillo conmutativo, E una K−álgebra unital asociativa y M un E−bimódulo. Con-

forme a la referencia [20], se puede definir la homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes

en M v́ıa el complejo de Hochschild de E con coeficientes en M :

Definición 0.0.1. El complejo de cadenas de grupos abelianos (o K−módulos),

(C∗(E,M), b∗), se llama complejo de Hochschild de E con coeficientes en M ;

donde Cn(E,M) := M ⊗K E⊗
n

y bn : Cn(E,M)→ Cn−1(E,M) es dado por

bn(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn) =
n−1∑
i=0

(−1)ir0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn

+ (−1)nrnr0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 .

Definición 0.0.2. La homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes en M se define como

H∗(E,M) = {Hn(E,M)}, donde Hn(E,M) es la homoloǵıa de Hochschild de grado n de E

con coeficientes en M dada por

Hn(E,M) := Hn(C∗(E,M), b∗)

=
Ker(bn)

Im(bn+1)
para n ≥ 0.

Si M = E, entonces se escribe HHn(E) = Hn(E,E). En este caso, HH∗(E) = {HHn(E)}

es llamada homoloǵıa de Hochschild de E.

En 1968, se introdujo el producto cruzado de Sweedler en [2], y posteriormente, en los

art́ıculos [3] y [4] de 1986, fue extendido en forma independiente omitiendo las suposiciones

de conmutatividad y coconmutatividad.

Sean K un anillo conmutativo, A una K−álgebra y H una K−álgebra de Hopf.
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Definición 0.0.3. [3, Defi. 4.1] Dadas una acción débil de H sobre A (ver Definición 2.3.3),

f : H ×H → A una aplicación K−bilineal. El K−módulo A⊗H provisto de multiplicación

dada por

(a⊗ h)(b⊗ l) = abh
(1)
f(h(2), l(1))⊗ h(3)l(2),

se llama producto cruzado de Hopf de A por H, si la multiplicación es asociativa y tiene como

elemento unitario 1A ⊗ 1H . Este producto cruzado se denota por A#fH.

Ya que A#fH es una K−álgebra, podemos interesarnos en calcular su homoloǵıa de

Hochschild.

En la literatura se encuentran informaciones acerca de productos cruzados:

• El producto cruzado de Sweedler para una acción de un álgebra de Hopf H sobre un

álgebra A ha sido introducido en [2] cuando H es coconmutativo y A es conmutativo.

• Para obtener el teorema de estructura de un comódulo álgebra cleft, Doi y Takeuchi

introdujeron en [4] el concepto de producto cruzado.

• Blattner, Cohen y Montgomery desarrollaron una teoŕıa de productos cruzados de

Hopf en [3], la utilizaron para expresar un álgebra de Hopf H que es dominio de un

epimorfismo π : H → H de álgebras de Hopf, que se descompone como morfismo de

coálgebras, como un producto cruzado A#fH, donde A es un subálgebra de H.

• Masouka A. [5] aplicó productos cruzados de Hopf para probar la suavidad equivariante

de álgebras de Hopf, y la descomposición de superálgebras de Hopf superconmutativas

en producto tensorial.

A partir de un producto cruzado de Hopf E = A#fH y un E−bimódulo M , para abordar

las sucesiones espectrales homológicas y cohomológicas asociadas a complejos filtrados de

módulos, Jorge Alberto Guccione y Juan José Guccione construyeron en la Sección 2 de [1]

los complejos X̂∗(E,M) y X̂∗(E,M), más pequeños que los canónicos, dando la homoloǵıa de

Hochschild de E con coeficientes en M y la cohomoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes

en M , respectivamente. Como un antecedente principal destacamos el siguiente resultado.
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Teorema 0.0.4. [1, Theo. 2.1.1] La homoloǵıa de Hochschild de un producto cruzado de

Hopf E con coeficientes en un E−bimódulo M es la homoloǵıa del complejo de cadenas

X̂∗(E,M) : X̂0 X̂1
d̂1oo X̂2

d̂2oo X̂3
d̂3oo X̂4

d̂4oo X̂5
d̂5oo X̂6

d̂6oo · · · ,d̂7oo

donde X̂n =
⊕
r+s=n

M ⊗Hs ⊗Ar y d̂n =
∑
r+s=n
r+`>0

s∑
`=0

d̂`rs.

El morfismo d̂`rs es definido en la sección 2.1 del art́ıculo [1] y X̂rs = M ⊗Hs ⊗Ar.

En el caso en que el cociclo f de E es invertible, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 0.0.5. [1, Coro. 4.4] Las sucesiones espectrales homológicas de Cartan-Leray y

de Hochschild-Serre son isomorfas. Además, vale la versión cohomológica.

En el caso general, el complejo de cadenas X̂∗(E,M) del Teorema 0.0.4 es demasiado

complicado para obtener un cálculo completo de la homoloǵıa de Hochschild de E con coefi-

cientes en M . Los autores se dieron cuenta de esta dificultad y posteriormente construyeron

en la Sección 3 de [27] un complejo de cadenas X∗(M) más simple que X̂∗(E,M), que es útil

para calcular las homoloǵıas de Hochschild para productos cruzados de tipo E = A of G,

donde A = K[X]
〈P 〉 es un álgebra, G es un grupo ćıclico finito, P es un polinomio mónico y

G = 〈g〉 actúa sobre A mediante el automorfismo del anillo definido por xg = λx + β con

λ, β ∈ K (para la definición ver [27, Theo. 2.2]).

Teorema 0.0.6. [27, Theo. 3.1] La homoloǵıa de Hochschild de un producto cruzado de una

álgebra monogénica con un grupo ćıclico finito E con coeficientes en un E-bimódulo M es la

homoloǵıa del complejo de cadenas

X∗(E,M) : X0 X1
d1oo X2

d2oo X3
d3oo X4

d4oo X5
d5oo X6

d6oo · · · ,d7oo

donde Xn =
⊕
r+s=n

Mrs y dn =
∑
r+s=n
r+`>0

min (2,s)∑
`=0

d
`
rs , donde cada Mrs es una copia de M .

El morfismo d
`
rs es definido en la Proposición 4.3.10 y Xrs = M .

El complejo de cadenas X∗(E,M) se denota por X∗(M).
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A continuación, se presenta un problema a ser resuelto: Dado un cuerpo K y dada la acción

del grupo C2 = {1, g} sobre K[X]
〈X2〉 definida por g · 1 = 1, g · x = −x donde x = X + 〈X2〉;

calcular la homoloǵıa de Hochschild del producto cruzado K[X]
〈X2〉 of C2. Se trata del problema

que ha sido propuesto por el profesor Juan José Guccione en el Seminario de AGNC del 2019

realizado en la PUCP.

En esta tesis, estudiamos algunos productos cruzados de Hopf y sus homoloǵıas de Hochschild.

Durante nuestra investigación, hemos observado que el problema propuesto se puede extender

a productos cruzados de la forma E = K[X]
〈Xt〉 of Ct para t ≥ 3, donde la acción del grupo

Ct = {1, g, . . . , gt−1} sobre K[X]
〈Xt〉 es definida por g · 1 = 1, g · x = λx, con x = X + 〈Xt〉 y

λ una ráız primitiva t-ésima de la unidad en K, i.e., λ ∈ µt(K).

Cuando K es un cuerpo, conforme a la Proposición 4.1.5 podemos asumir que el 2−cociclo

f de E es la aplicación f : Ct × Ct → A∗ definida por

fα(gi, gj) =

 1 si i+ j < t

α si i+ j ≥ t ,

donde 0 ≤ i, j < t. Entonces bajo ciertas condiciones sobre K y sobre f , calculamos las ho-

moloǵıas de Hochschild de los productos cruzados de la forma E = AofCt para t ≥ 2, cuando

A = K[X]
〈P 〉 , Ct = 〈g〉 y la acción de Ct sobre A es dada v́ıa g ·x = λx para λ = −1 o λ ∈ µt(K)

para t ≥ 3 y P un polinomio mónico. Vamos a utilizar la notación Car(K) 6= 2 para indicar

que la caracteŕıstica del cuerpo K es diferente de dos. En la tabla de resultados 1 presen-

tamos la cualidad de ser nula o no de las homoloǵıas de Hochschild de E y nuestros resultados.

Condiciones Resultados

P = X2 − a

Car(K) = 2 a = 0, α ∈ K∗ HHn(E) =
n+1⊕
i=1

E para n > 0 T 5.2.18

Car(K) 6= 2
a 6= 0 HHn(E) es nula para n > 0 T 5.2.17

a = 0 HHn(E) es no nula para n > 0 T 5.2.19

P = X t − a, µt(K) 6= ∅
a 6= 0 HHn(E) es nula para n > 0 T 5.3.11

t ≥ 3 a = 0 HHn(E) es no nula para n > 0 T 5.3.12

Cuadro 1: Tabla de Resultados

En lugar de utilizar el Teorema 0.0.4 para hallar la homoloǵıa de Hochschild de E con
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coeficientes en M , haremos uso del método teórico principal dado por el Teorema 3.5.2. Esto

nos permite hallar la homoloǵıa de Hochschild de un producto cruzado general mediante el

Corolario 3.5.4.

Demostraremos el Teorema 0.0.6 en la Sección 4.3, reformulando el enunciado de este re-

sultado en el Teorema 4.3.11. Usando adecuadamente el Teorema 0.0.6, conseguimos reducir

la solución del problema propuesto y de su extensión al cálculo de homoloǵıas de complejos

totales de t complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado (ver el Corolario 4.2.8

y el Corolario 4.3.12).

Para obtener sucesivamente nuestros resultados principales el Teorema 5.2.19 y el Teorema

5.3.12, hemos extráıdo las diferenciales horizontales y las diferenciales verticales de los com-

plejos dobles asociados al producto cruzado K[X]
〈Xt〉 of Ct, luego las hemos transformado en

matrices cuadradas. Esta transformación nos ha permitido simplificar los cálculos técnicos

de las homoloǵıas de los complejos totales mencionados anteriormente.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 1, tratamos la noción de homotoṕıa de contracción de cadenas, la cual re-

laciona un par de resoluciones proyectivas relativas. Esta homotoṕıa aparece con frecuencia

en la construcción de dichas resoluciones. El Teorema 1.3.14 y el Corolario 1.3.15 indican

que un producto cruzado de Hopf posee una resolución, y que un par de estas resoluciones

difieren por una equivalencia homotópica.

El caṕıtulo 2 está dedicado a la revisión de los resultados básicos de K−álgebras y pro-

ductos cruzados de Hopf. La Proposición 2.2.16 y el Teorema 2.3.10 permiten identificar al

producto cruzado A of G de la Definición 4.1.1 como un producto cruzado de Hopf, donde

el álgebra de Hopf es K[G].

Dada una extensión finita de Galois E de un cuerpo F con grupo de Galois G, se ha des-

cubierto en (2.15) un isomorfismo de F−módulos izquierdos y F [G]∗−comódulos derechos

para mostrar que E/F tiene la propiedad de base normal. Esto queda ilustrado en el caso

E = Q(
√

2,
√

3), F = Q y G = G(E/F ). Del Teorema 2.5.8, se deduce que E es un producto

cruzado de Hopf.

El caṕıtulo 3 se dedica a la resolución barra normalizada y la resolución proyectiva rela-
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tiva para un producto cruzado de Hopf, la relación que hay entre ellas y sus consecuencias

para las homoloǵıas de Hochschild.

En la prueba de Lema 3.3.2, se introduce una matriz auxiliar asociada a la expresión b′nb
′
n+1(r)

para deducir con facilidad que b′nb
′
n+1 = 0. Esta técnica se ha utilizado varias veces con la

misma finalidad.

Dados E = C#fH, un producto cruzado de Hopf y M un E−bimódulo, el método para

hallar la homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes en M , y la homoloǵıa de Hochschild

de E, son determinados respectivamente con el Teorema 3.5.2 y el Corolario 3.5.4.

En el caṕıtulo 4, se determina que el cálculo de homoloǵıa de Hochschild de los productos

cruzados K[X]
〈Xt〉 of Ct, para t ≥ 2, bajo condiciones adecuadas sobre K y sobre f , se reducen al

cálculo de homoloǵıas de los complejos totales asociados a los productos cruzados. El método

del cálculo citado es una adaptación de aquel dado en [27]. Se establecen el Corolario 4.2.8

y el Corolario 4.3.12. Estos resultados son importantes porque proporcionan las diferencia-

les horizontales y verticales de complejos dobles de cadenas. En el caṕıtulo siguiente, estas

diferenciales serán herramientas fundamentales en el cálculo de homoloǵıas de los complejos

totales.

En el caṕıtulo 5, se resuelven el problema propuesto para la investigación y su exten-

sión antes mencionada. Utilizando nociones de álgebra homológica y traduciendo al lenguaje

de matrices las diferenciales horizontales y verticales de los complejos dobles de cadenas

asociados al producto cruzado monoparamétrico K[X]
〈X2−a〉 of C2, se calcula su homoloǵıa de

Hochschild. Siguiendo el procedimiento anterior, se calcula la homoloǵıa de Hochschild del

producto cruzado biparamétrico K[X]
〈Xt−a〉 of Ct para t ≥ 3. Los dos resultados principales

obtenidos son el Teorema 5.2.19 y el Teorema 5.3.12.
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Lista de notaciones

ΛCh categoŕıa de complejos de cadenas de Λ−módulos izquierdos

Cµ cono de mapeo de µ

ω+1 : φψ ' id relación de homotoṕıa entre las aplicaciones φψ e id, donde ω+1 es la homo-

toṕıa entre ellas

η : F1 a F2 F1 es adjunto izquierdo de F2 con adjunción η

m`
S categoŕıa de S−módulos izquierdos

E clase de epimorfismos en categoŕıa abeliana A

Ee álgebra envolvente de E

E ′ familia de todos los epimorfismo de S-módulos, que se descomponen como morfismo de

R-módulos

fq(D) q−ésima fila del diagrama D

K[G] álgebra de grupo

∗ producto por convolución

Kan isomorfismo canónico de K−módulos

A#fH producto cruzado de Hopf de A por H

A#H producto smash de A y H

Af [H] producto torcido de A con H

AH álgebra de H−invariantes de A

AcoH álgebra de H−coinvariantes de A

(C∗(E,M), b) complejo de Hochschild de E con coeficientes en M

H∗(E,M) homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes en M
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HHn(E) homoloǵıa de Hochschild de grado n de E

Cbar∗ (E) la resolución barra de Hochschild de E

(A,µA, ηA) K−álgebra donde µA es la multiplicación de A y ηA es la unidad de A

A K−módulo cociente Coker(ηA) donde A es una K−álgebra

(B∗(E), b′) resolución barra normalizada de E

B∗(E) complejo aumentado de B∗(E)

(P∗(E), b′) resolución barra normalizada de C ⊆ E

(A∗, d) resolución proyectiva relativa de un producto cruzado E = A#fH como un

Ee−módulo izquierdo

Aof G producto cruzado de una K−álgebra A con un grupo G

Car(K) caracteŕıstica de un cuerpo K

Ct grupo ćıclico de orden t generado por un elemento g para t ≥ 2

µt(K) conjunto de las ráıces primitivas t-ésimas de la unidad en K

〈Xt − a〉 ideal de K[X] generado por Xt − a

K[X]
〈Xt−a〉 álgebra cociente K[X] por el ideal generado por Xt − a para t ≥ 2

K[X]
〈Xt−a〉 of Ct producto cruzado de una K−álgebra K[X]

〈Xt−a〉 con un grupo Ct

A∗ grupo de unidades de A

(X∗, d∗) resolución proyectiva relativa de un producto cruzado E = K[X]
〈Xt〉 of Ct como un

E−bimódulo

X∗(E,M) complejo de cadenas cuya homoloǵıa es la homoloǵıa de Hochschild de un producto

cruzado de una álgebra monogénica con un grupo ćıclico finito E con coeficientes en

un E-bimódulo M

HHn (Aof Ct) homoloǵıa de Hochschild de grado n del producto cruzado de A con Ct
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{ω1, ωg, . . . , ωgt−1} base del A-módulo libre E =
t−1⊕
i=0

Aωgi

X∗(Aωgi) complejo total de un complejo doble de cadenas asociado a un producto cruzado

E =

t−1⊕
i=0

Aωgi para i = 0, 1, . . . , t− 1

Kω1 K-espacio vectorial generado por ω1

Kωgi K-espacio vectorial generado por ωgi para 1 ≤ i ≤ t− 1

1D y giD para 1 ≤ i ≤ t− 1 complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado

K[X]
〈Xt−a〉 of Ct

X0 complejo total de la columna cero del complejo doble 1D

X2j−1,2j complejo total de la franja entre las columnas 2j − 1 y 2j del complejo doble 1D

para j ≥ 1

X2j,2j+1 complejo total de la franja entre las columnas 2j y 2j + 1 del complejo doble giD

para j ≥ 0 y para 1 ≤ i ≤ t− 1

Hn (X2j−1,2j) la homoloǵıa de grado n del complejo total de la franja entre las columnas

2j − 1 y 2j de 1D

Hn (X2j,2j+1) la homoloǵıa de grado n del complejo total de la franja entre las columnas 2j

y 2j + 1 de giD

N0 conjunto de enteros no negativos

〈e1, e2, e3, . . . , et〉 K−espacio vectorial generado por los elementos de la base canónica de Kt.

Ke2tm K-espacio vectorial generado por el elemento e2tm de la base canónica de K2tm

Ke2tm+1 K-espacio vectorial generado por el elemento e2tm+1 de la base canónica de K2tm+t

Citaciones se utiliza las cuatro primeras letras para citar referencias relativas a definición,

proposición, teorema, etc.; independiente del idioma
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Caṕıtulo 1

Homotoṕıa de contracción

En la primera sección, introducimos la homotoṕıa de contracción de cadenas y establecemos

una condición suficiente para que un morfismo de complejos de cadenas sea una equivalencia

homotópica usando el cono de mapeo del morfismo de complejos de cadenas.

En la segunda sección, se introduce una terna (G,F,H) de funtores inducidos por el morfismo

dado de anillos unitarios. Establecemos algunas propiedades necesarias de funtores adjuntos.

Establecemos que G es adjunto izquierdo de F y que F es adjunto izquierdo de H y deducimos

que F preserva monomorfismos y epimorfismos.

En la tercera sección, estudiamos una clase de epimorfismos E en una categoŕıa abeliana

A, abordando el problema de existencia y unicidad de una resolución E−proyectiva de un

objeto de A. Dado un morfismo de anillos unitarios de R en S, introducimos una clase E ′ de

todos los epimorfismos de S−módulos que se descomponen como morfismos de R−módulos,

y probamos que esta clase es proyectiva. De esto deducimos que cada S−módulo tiene una

única salvo homotoṕıas resolución E ′−proyectiva.

En la cuarta sección, desarrollamos las ideas expuestas en el apéndice A del art́ıculo [1]

para comprobar los resultados principales del método que permite la construcción de una

resolución proyectiva relativa de un S−módulo N .
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1.1 Cono de mapeo y equivalencia homotópica

Sea Λ un anillo. Se denotará por ΛCh a la categoŕıa de complejos de cadenas de Λ−módulos

izquierdos. Sean f , g ∈ ΛCh(C,D). Una homotoṕıa h entre f y g es una familia de morfismos

de Λ−módulos izquierdos, h = {hq+1 : Cq → Dq+1}q≥0, tal que

dDq+1hq+1 + hqd
C
q = fq − gq, ∀q ≥ 0.

Definición 1.1.1. Un complejo de cadenas C ∈ | ΛCh| es contráctil si existe una homotoṕıa

h = {hq+1 : Cq → Cq+1}q≥0 entre la identidad idC y la aplicación nula 0C . Esta homotoṕıa

h se llama homotoṕıa de contracción de cadenas de C.

Dado un complejo de cadenas de Λ−módulos izquierdos

C : 0 C0
oo C1

∂1oo · · ·∂2oo Cq−1
oo Cq

∂q
oo · · ·

∂q+1
oo

Como ∂q∂q+1 = 0 para q ≥ 1, definimos la homoloǵıa de grado q de C como el Λ−módulo

cociente Hq(C) =
Ker (∂q)

Im (∂q+1)
. Además, H0(C) = C0

Im(∂1) .

Proposición 1.1.2. Si C es un complejo de cadenas contráctil, entonces C es aćıclico (i.e.,

Hq(C) = 0 , ∀q ≥ 1 ).

Definición 1.1.3. Sea µ : (C, dC) → (D, dD) un morfismo de complejos de cadenas de

Λ−módulos izquierdos. El complejo de cadenas Cµ, definido por

(Cµ)q = Dq ⊕ Cq−1 y d
Cµ
q (b, a) = (dDq b− µq−1a,−dCq−1a), b ∈ Dq y a ∈ Cq−1,

es llamado cono de mapeo de µ

En seguida, estableceremos una condición suficiente para que un morfismo de complejos

de cadenas sea una equivalencia homotópica usando el cono de mapeo del morfismo.

Proposición 1.1.4. Sea C un complejo de cadenas de Λ−módulos izquierdos, entonces sC,

definido por (sC)q = Cq−1 y dsCq (a) = −dCq−1(a), es un complejo de cadenas de Λ−módulos

izquierdos.

Prueba. Basta notar que dsCq dsCq+1(a) = dCq−1d
C
q (a) = 0 para a ∈ (sC)q+1.
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Proposición 1.1.5. Si µ : C → D es un morfismo de complejos de cadenas, entonces existe

una sucesión exacta corta de complejos de cadenas,

0 // D
λ // Cµ

ρ
// sC // 0 ,

de modo que la conectante de la sucesión exacta larga de homoloǵıas es H(µ) : H(C)→ H(D).

Prueba. i) Existe una sucesión exacta corta de complejos de cadenas

0 // D
λ // Cµ

ρ
// sC // 0 .

En efecto, sean

λq : Dq → Dq ⊕ Cq−1 = (Cµ)q y ρq : (Cµ)q = Dq ⊕ Cq−1 → Cq−1 = (sC)q dados por

λq(b) = (b, 0) y ρq(b, a) = −a.

Claramente, λq y ρq son morfismos de Λ−módulos izquierdos.

La sucesión 0 // Dq
λq
// Dq ⊕ Cq−1

ρq
// Cq−1

// 0 es exacta, para q ≥ 1, de-

bido a que se cumplen las tres condiciones siguientes:

(1) λq es inyectivo, (2) ρq es sobreyectivo y (3) Im(λq) = Ker(ρq).

Falta verificar que λ : D → Cµ y ρ : Cµ → sC son morfismos de complejos de cadenas.

Para ello, sea b ∈ Dq y (b, a) ∈ Dq ⊕ Cq−1. Luego, tenemos

dqλq(b) = dq(b, 0)

= (dDq (b)− µq−10,−dCq−10)

= (dDq (b), 0) = λq−1d
D
q (b) y

dsCq ρq(b, a) = dsCq (−a) = dCq−1a = ρq−1dq(b, a). Por lo tanto, existe

0 // D
λ // Cµ

ρ
// sC // 0 ,

una sucesión exacta corta de complejos de cadenas.

ii) La conectante de la sucesión exacta larga de homoloǵıas es H(µ) : H(C)→ H(D).

Considerando la sucesión exacta corta de complejos de cadenas

0 // D
λ // Cµ

ρ
// sC // 0 ,
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se tiene el diagrama zig-zag siguiente:

Dq+1 ⊕ Cq 3 (0, a)

dq+1

��

�ρq+1
// −a ∈ Zq+1(sC)

// Zq(D) 3 −µq(a) � λq
//

dq+1(0, a) = (dDq+10− µqa,−dCq a) = (−µqa, 0)

pues 0 = dsCq+1(a) = −dCq (a) y aśı dCq a = 0.

Como dDq µq(a) = 0, la conectante δq+1 : Hq+1(sC)→ Hq(D) es dada por

δq+1([a]) = [µq(a)] = Hq(µ)[a] para Hq(µ) : Hq(C) → Hq(D). Aśı, la conectante de la

sucesión exacta larga de homoloǵıas es δ = H(µ) : H(C)→ H(D).

Un morfismo g ∈ ΛCh(D,C) de complejos de cadenas de Λ−módulos izquierdos es un

inverso homotópico derecho de un morfismo f ∈ ΛCh(C,D) si fg ' idD.

Proposición 1.1.6. Si existe una homotoṕıa de cadenas entre λ y la aplicación nula, enton-

ces µ tiene inverso homotópico derecho.

Un morfismo g ∈ ΛCh(D,C) de complejos de cadenas de Λ−módulos izquierdos es un

inverso homotópico izquierdo de un morfismo f ∈ ΛCh(C,D) si gf ' idC .

Proposición 1.1.7. Si existe una homotoṕıa de cadenas entre ρ y la aplicación nula, entonces

µ tiene inverso homotópico izquierdo.

Un morfismo f ∈ ΛCh(C,D) de complejos de cadenas de Λ−módulos izquierdos es una

equivalencia homotópica si existe g ∈ ΛCh(D,C) tal que gf ' idC y fg ' idD.

Teorema 1.1.8. [11, Exer. 5.8] Sea µ : C → D un morfismo de complejos de cadenas de

Λ−módulos izquierdos. Si Cµ es contráctil, entonces µ es una equivalencia homotópica.

Prueba. Puesto que Cµ es un complejo de cadenas contráctil, existe una homotoṕıa

h = {hq+1 : (Cµ)q → (Cµ)q+1} entre la identidad de Cµ y la aplicación nula. Luego

dq+1hq+1 + hqdq = id(Cµ)q . (1.1)
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Según la Proposición 1.1.5, existe la sucesión de complejos de cadenas asociada a µ :

0 // D
λ // Cµ

ρ
// sC // 0 ,

la cual es exacta, donde λq : Dq → (Cµ)q y ρq : (Cµ)q → (sC)q. De (1.1),

dq+1hq+1λq + hqdqλq = λq. Haciendo h′q+1 = hq+1λq : Dq → (Cµ)q+1, como dqλq = λq−1dq se

tiene dq+1h
′
q+1+h′qdq = λq = λq−0. Aśı, h′q+1 : Dq → (Cµ)q+1 = Dq+1⊕Cq es una homotoṕıa

entre λ y la aplicación nula. Por la Proposición 1.1.6 existe un morfismo ν : D → C de

complejos de cadenas tal que

µν ' idD. (1.2)

Por otro lado, de (1.1): ρqdq+1hq+1 + ρqhqdq = ρq, y como ρqdq+1 = dq+1ρq+1,

dq+1ρq+1hq+1 + ρqhqdq = ρq.

Haciendo h′q+1 = ρq+1hq+1 : (Cµ)q → (sC)q+1, se sigue que dq+1h
′
q+1 + h′qdq = ρq − 0. Aśı,

h′q+1 : (Cµ)q → (sC)q+1 es una homotoṕıa entre ρ y la aplicación nula.

Por la Proposición 1.1.7, existe un morfismo ν ′ : D → C de complejos de cadenas tal que

ν ′µ ' idC . Puesto que νµ = idCνµ ' ν ′µνµ ' ν ′idDµ = ν ′µ, por transitividad de homotoṕıa

νµ ' idC . (1.3)

Por (1.2) y (1.3), se concluye que µ es una equivalencia homotópica.

El rećıproco de este teorema es verdadero (ver [13, Theo. 4.2.10]).

1.2 Funtores inducidos por un morfismo de anillos

Dado un morfismo de anillos unitarios % : R → S. Se escribirá S−módulo o R−módulo en

lugar de S−módulo izquierdo o R−módulo izquierdo. Las pruebas de la siguientes proposi-

ciones se dejan al lector. Estos hechos se pueden ver en [12, pág. 26].

Proposición 1.2.1. Sea N un R−módulo, entonces S ⊗R N es un S−módulo.

Sea N un S−módulo. Tomemos F%(N) = N como grupo abeliano con una estructura de

R-módulo dada por r ·m = %(r) ·m para r ∈ R, m ∈ N ; y F%(f) como el morfismo inducido

de R-módulos.
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Proposición 1.2.2. Existe F% : m`
S → m`

R funtor covariante.

El funtor F% es llamado el funtor cambio de anillos.

Sean N un R−módulo, G%(N) = S ⊗R N y G%(f) = S ⊗R f .

Proposición 1.2.3. Existe G% : m`
R → m`

S funtor covariante.

Sean N un R−módulo, H%(N) = HomR(S,N) y H%(α) = HomR(S, α).

Proposición 1.2.4. Existe H% : m`
R → m`

S funtor covariante.

Definición 1.2.5. Sean F1 : C1 → C2, F2 : C2 → C1 funtores covariantes. El funtor F1 es

adjunto izquierdo de F2 si existe una equivalencia natural

η = ηXY : C2(F1X,Y )
∼−→ C1(X,F2Y )

de funtores de Cop1 × C2 → S (categoŕıa de conjuntos). En este caso, η se llama adjunción y

se denota por η : F1 a F2, el hecho que F1 es adjunto izquierdo de F2.

Teorema 1.2.6. Sean D
G // C

F // D
H // C funtores covariantes; η : G a F y

η′ : F a H adjunciones, entonces:

1. F preserva monomorfismos.

2. F preserva epimorfismos.

Prueba. Usando la Definición 1.2.5, del hecho que G a F se sigue que F preserva monomor-

fismos. Análogamente, F a H implica que F preserva epimorfismos.

Puesto que HomS(S,M) ∼= M y S⊗SM ∼= M , considerando [10, Exer. III.7.3] se obtiene

Proposición 1.2.7. Sea % : R→ S un morfismo de anillos unitarios.

1) Si M ∈ |m`
R| y N ∈ |m`

S |, entonces existe una biyección

η1 : HomS(S ⊗M,N)
∼−→ HomR(M,N).

2) Si N ∈ |m`
R| y M ∈ |m`

S |, entonces existe una biyección

η3 : HomR(M,N)
∼−→ HomS

(
M,HomR(S,N)

)
.
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La prueba de la siguiente proposición se puede ver en [12, pág. 26].

Proposición 1.2.8. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. G% es adjunto izquierdo de F%; i.e., G% a F%.

2. H% es adjunto derecho de F%; i.e., F% a H%.

Puesto que G% a F% a H%, por el Teorema 1.2.6 se obtiene el resultado siguiente.

Corolario 1.2.9. Sean % : R → S un morfismo de anillos unitarios y F% : m`
S → m`

R el

funtor de cambio de anillos. Entonces F% preserva monomorfismos y epimorfismos.

1.3 Resoluciones proyectivas relativas (RPR)

Dados un morfismo de anillos unitarios % : R → S y un S−módulo N , se desea garantizar

que N tiene una resolución proyectiva relativa a la familia de epimorfismos de S−módulos

que se descomponen como morfismos de R−módulos, salvo una equivalencia homotópica.

Un morfismo f : M → N en una categoŕıa C es un epimorfismo si para todos los morfis-

mos N
h //

g
//W en C tales que gf = hf se tiene que g = h.

Sean A una categoŕıa abeliana y E una clase de epimorfismos en A.

Definición 1.3.1. Sea ε : B → C un epimorfismo de A. Un objeto P de A se llama

proyectivo relativo a ε si ε∗ = A(P, ε) : A(P,B) → A(P,C) es suryectiva. Es decir, dado

f ∈ A(P,C), ∃g ∈ A(P,B) tal que ε∗(g) = f

P

∃g

��

f

��

B
ε // C // 0

P es llamado E−proyectivo si es proyectivo relativo a ε, para todo ε ∈ E .

Proposición 1.3.2. Si P1 y P2 son E−proyectivos, entonces P1 ⊕ P2 es E−proyectivo.
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Definición 1.3.3. La clausura de E , denotada por C(E ), consiste de los epimorfismos ε en

A tal que cada objeto E−proyectivo de A es también proyectivo relativo a ε.

La clase E es llamada cerrada si E = C(E ).

Un epimorfismo ε : A // // B de R−módulos se descompone si existe un morfismo

ν : B // A de R−módulos tal que εν = idB :

B

idB

��

∃ν

��

A
ε // B // 0

Proposición 1.3.4. La clase E0 de epimorfismos de R−módulos izquierdos que se descom-

ponen es cerrada.

Definición 1.3.5. Sea E una clase cerrada de epimorfismos en A. Un morfismo ϕ de A es

E−admisible si en la descomposición canónica ϕ = µε, donde µ es un monomorfismo y ε es

un epimorfismo, entonces se tiene que ε ∈ E . Una sucesión exacta en A es E−exacta si todos

sus morfismos son E−admisibles. Un complejo en A,

K : 0 K0
oo · · ·oo Kq−1

oo Kq
oo · · ·oo

se llama E−proyectivo si cada Kq es E−proyectivo; K se llama E−aćıclico si el complejo

aumentado

0 H0(K)oo K0
oo · · ·oo Kq−1

oo Kq
oo · · ·oo

es E−exacta.

El complejo K es una resolución E−proyectiva de A si K es E−proyectivo, E−aćıclico y

H0(K) ∼= A.

Definición 1.3.6. Una clase cerrada E de epimorfismos de A es proyectiva si para cada

objeto A de A existe un epimorfismo ε : P → A en E , donde P es E−proyectivo.

Proposición 1.3.7. La clase E0 de epimorfismos de R−módulos izquierdos que se descom-

ponen es proyectiva.

La prueba de la proposición siguiente es análoga a la prueba de [10, Lemm. IV.4.2].
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Proposición 1.3.8. Si E es una clase proyectiva, entonces cada objeto de A posee una

resolución E−proyectiva.

Teorema 1.3.9. [10, Theo. IX.1.3] Sean

K : K0 K1
oo · · ·oo Kq−1

oo Kq
oo · · ·oo y

L : L0 L1
oo · · ·oo Lq−1

oo Lqoo · · ·oo

dos complejos de cadenas en A. Si K es E−proyectivo y L es E−aćıclico, entonces cada

morfismo α : H0(K) → H0(L) induce un morfismo de complejos de cadenas ϕ : K → L.

Además, dos morfismos de complejos de cadenas inducidos por α son homotópicos.

Prueba. El morfismo de complejos de cadenas ϕ : K → L se construye recursivamente.

Puesto que L es E−aćıclico, 0 H0(L)oo L0
oo es E−exacta.

Si q = 0, K0 es E−proyectivo implica que existe ϕ0 : K0 → L0 tal que el diagrama

H0(L) L0
εoooo

H0(K)

α

OO

K0
oo

ϕ0

OO

(1.4)

es conmutativo, donde ε ∈ E .

Si q > 0, suponga que ϕ0, ϕ1, . . . , ϕq−1 están definidos. Se considera el diagrama

· · · Lq−2
oo Lq−1

∂q−1
oo Lq

∂q
oo

· · · Kq−2
oo

ϕq−2

OO

Kq−1

ϕq−1

OO

∂
oo Kq

∂
oo

ϕq

OO

(Si q = 1, poniendo K−1 = H0(K), L−1 = H0(L), el cuadrado del lado izquierdo es justa-

mente (1.4)). Claramente se tiene ∂ϕq−1∂ = ϕq−2∂∂ = 0, luego

Im (ϕq−1∂) ⊆ Ker ∂q−1. Como L es E−aćıclico, Ker ∂q−1 = Im(∂q) donde ∂q = µqεq con

εq ∈ E , de manera que se obtiene el diagrama conmutativo

Im(∂q) Lq
εq
oooo

Kq

ϕq−1∂

OO

ϕq

<<
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pues Kq es E−proyectivo, ϕq−1∂ : Kq → Im∂q, luego existe ϕq : Kq → Lq tal que

∂ϕq = ϕq−1∂, esto termina el paso inductivo.

Sean ϕ = {ϕq}, ψ = {ψq} dos morfismos de complejos de cadenas inducidos por α :

H0(K)→ H0(L), entonces se debe probar que ϕ ' ψ .

Recursivamente se construye una homotoṕıa h : ϕ ' ψ .

Si q = 1, se considera el diagrama siguiente para hallar h1:

0 H0(L)oo L0
∂oo L1

∂1oo

0 H0(K)oo

α

OO

h0

<<

K0
∂
oo

ϕ0

OO

ψ0

OO

h1

>>

K1
oo

ϕ1

OO

ψ1

OO

Puesto que ϕ0 y ψ0 son ambos inducidos por α : ∂ψ0 = ∂ϕ0 = α∂, luego ∂(ψ0−ϕ0) = 0. Aśı

ψ0 − ϕ0 aplica K0 en Ker(∂ : L0 → H0(L)) = Im(L1
∂1−→ L0). Como K0 es E−proyectivo,

ψ0 − ϕ0 : K0 → Im∂1 y ∂1 : L1
// // Im∂1 en E , entonces existe h1 : K0 → L1 tal que

ψ0 − ϕ0 = ∂1h1. Aśı para q = 1 se tiene ψ0 − ϕ0 = ∂1h1 + h0∂0 donde h0 = 0.

Si q > 1, suponga que están definidos h1, h2, . . . , hq−1 tales que

ψr − ϕr = ∂r+1hr+1 + hr∂r, r ≤ q − 2. Considerando el diagrama

Lq−3 Lq−2
oo Lq−1

∂q−1
oo Lq

∂q
oo

Kq−3

hq−2

<<

Kq−2
∂q−2

oo

ϕq−2

OO

ψq−2

OO

hq−1

<<

Kq−1
∂q−1

oo

ϕq−1

OO

ψq−1

OO

hq

==

Kq
oo

ϕq

OO

ψq

OO

se obtiene

∂q−1(ψq−1 − ϕq−1 − hq−1∂q−1) = ψq−2∂q−1 − ϕq−2∂q−1 − ∂q−1hq−1∂q−1

= (ψq−2 − ϕq−2 − ∂q−1hq−1)∂q−1

= hq−2∂q−2∂q−1 = 0 .

Sea δ = ψq−1 − ϕq−1 − hq−1∂q−1 : Kq−1 → Ker ∂q−1 = Im∂q. Como ∂q : Lq // // Im∂q en

E y Kq−1 es E−proyectivo, existe hq : Kq−1 → Lq tal que δ = ∂qhq. Reemplazando este valor

en el primer miembro de la igualdad anterior, deducimos que ψq−1−ϕq−1 = ∂qhq +hq−1∂q−1.

Por inducción h : ϕ ' ψ.
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La unicidad de resolución E−proyectiva de un objeto es dada por la siguiente.

Proposición 1.3.10. Dos resoluciones E−proyectivas de un objeto A de A son homotópica-

mente equivalentes.

Prueba. Sean P y Q dos resoluciones E−proyectivas de A. Por el Teorema 1.3.9, existen

morfismos de complejos de cadenas ϕ : P → Q y ψ : Q → P inducidos por la identidad de

H0(P ) = A = H0(Q).

La composición ψϕ : P → P , aśı como la identidad idP : P → P son morfismos de complejos

de cadenas inducidos por idA. Por el Teorema 1.3.9 ψϕ ' idP . Análogamente, ϕψ ' idQ.

Por lo tanto, P y Q son homotópicamente equivalentes.

A continuación se presenta un ejemplo de un epimorfismo de Ee−módulos que se des-

compone como morfismo de E−módulos izquierdos.

Ejemplo 1.3.11. El morfismo µ̃ del Teorema 4.3.5 es un epimorfismo de E-bimódulos que se

descompone como morfismo de E-módulos izquierdos, pero no se descompone como morfismo

de E-bimódulos.

La multiplicación µ : E⊗E → E de una K−álgebra E es un epimorfismo de E-bimódulos

que se descompone como morfismo de E-módulos izquierdos (vea el Teorema 3.2.9).

En virtud del Corolario 1.2.9 se obtiene lo siguiente.

Ejemplo 1.3.12. Sea % : R → S un morfismo de anillos unitarios. Un epimorfismo de

S−módulos que se descompone, también se descompone como morfismo de R−módulos.

Sea E ′ la familia de los epimorfismos de S−módulos que se descomponen como morfismos

de R-módulos. La prueba del siguiente lema se realiza aplicando la Proposición 1.2.7.

Lema 1.3.13. Sea % : R→ S un morfismo de anillos unitarios. Entonces para cada

N ∈ |m`
R|, el S−módulo S ⊗R N es E ′−proyectivo.

La prueba del teorema siguiente se hace usando el Corolario 1.2.9, el Lema 1.3.13 y la

Proposición 1.2.1.
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Teorema 1.3.14. [10, Exer. IX.1.5] Sean % : R→ S un morfismo de anillos unitarios,

F% : m`
S → m`

R el funtor de cambio de anillos y

E ′ = {ε′ : B → C, epimorfismo en m`
S | F%(ε′) : F%(B)→ F%(C) se descompone en m`

R} .

Entonces E ′ es una clase proyectiva.

Puesto que E ′ = {ε′ : B � C en m`
S | ε′ : B � C en m`

R se descompone} es una clase

proyectiva en la categoŕıa abeliana de S−módulos izquierdos, usando la Proposición 1.3.8 y

el Corolario 1.3.10 se obtiene

Corolario 1.3.15. Sea % : R→ S un morfismo de anillos unitarios. Entonces cada S−módu-

lo N tiene una única resolución proyectiva P relativa a la familia de todos los epimorfismos

de S−módulos que se descomponen como morfismos de R−módulos.

El Lema 1.3.13, el Teorema 1.3.14 y el Corolario 1.3.15 son los resultados de módulos

izquierdos de esta sección; que serán usados en las pruebas del Corolario 1.4.14, del Corolario

3.5.3 y del Teorema 4.3.11, respectivamente.

1.4 Un método para la construcción de RPR

El propósito de esta sección es comprobar los resultados principales del método que permite

la construcción de una resolución proyectiva relativa de un S−módulo N dada en el Apéndice

A del art́ıculo [1], para mostrar las aplicaciones del método en los caṕıtulos 3 y 4 en la teoŕıa

de productos cruzados de Hopf.

Dados % : R → S un morfismo de anillos unitarios y M un S−módulo izquierdo. En

condiciones adecuadas, es posible construir una resolución proyectiva de M, relativo a la

familia de todos los epimorfismos de S−módulos, que se descomponen como morfismos de

R−módulos.

Para ello es necesario construir una homotoṕıa de contracción de un cierto complejo de cade-

nas, la cual se aplicará a la existencia de la resolución proyectiva referida de M . Estos hechos

son establecidos con los dos resultados siguientes el Teorema 1.4.12 y el Corolario 1.4.14:

12



Dado un complejo de cadenas de S−módulos

C : C0 C1
dC1oo · · ·

dC2oo Cq−1
oo Cq

dCq
oo · · ·

dCq+1
oo ,

aplicando el funtor de cambio de anillos F% : m`
S → m`

R se ve que C es un complejo de cadenas

de R−módulos ya que F%(d
C
q )F%(d

C
q+1) = F%(d

C
q d

C
q+1) = F%(0) = 0, ∀n ≥ 1, debido a que F

es funtor covariante aditivo.

Como G% : m`
R → m`

S es un funtor definido por G%(N) = S⊗N , por la Proposición 1.2.1,

se sabe que a partir de un R−módulo N se obtiene un S−módulo S ⊗N.

Dado el diagrama en m`
S

B:

...
dB2

��

B1

dB1

��

A01
ψ1

oo A11
d011oo · · · : f1(D)

d021oo

B0 A00
ψ0

oo A10
d010oo · · · : f0(D)

d020oo

(1.5)

que satisface las tres condiciones:

1) La columna y las filas son complejos de cadenas. Es decir, B y fq(D) ∈ | SCh| para

q ≥ 0.

2) ∀p, q ≥ 0, existen Apq ∈ |m`
R|; spq ∈ m`

S(Apq, S ⊗ Apq) y tpq ∈ m`
S(S ⊗ Apq, Apq) tales

que tpqspq = idApq .

3) Para cada q ≥ 0, fq(D) ∈ | RCh| es contráctil con homotoṕıa de contracción

σ0
0q : Bq → A0q y σ0

p+1,q : Apq → Ap+1,q (p ≥ 0).

Modificamos este diagrama agregando los morfismos en m`
S

drpq : Apq → Ap+r−1,q−r (p, q ≥ 0 y 1 ≤ r ≤ q).
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Sea, An :=
⊕
p+q=n

Apq para cada n ≥ 0. Para n ≥ 1, dn : An → An−1 es dado por

dn :=

n∑
r=1

dr0n +

n∑
p=1

n−p∑
r=0

drp,n−p . (1.6)

Sea ϕ = {ϕn : An → Bn}n≥0 la familia de morfismos en m`
S dados por

ϕn(x) =


ψn(x) si x ∈ A0n

0 si x ∈ Ap,n−p (p > 0),

es decir, ϕn = 〈ψn, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−veces

〉 : A0n ⊕A1,n−1 ⊕ · · · ⊕An0 → Bn.

Se van a definir las flechas drpq de tal manera que (A, d) se convierta en un complejo

de cadenas de S−módulos, y que ϕ : (A, d) → (B,−dB) se convierta en una equivalencia

homotópica de complejos de cadenas de R−módulos. Según el Teorema 1.1.8 será necesario

construir una homotoṕıa de contracción de cadenas de Cϕ.

Definición 1.4.1. [1, Defi. A.3] Definimos los morfismos en m`
S ,

drpq : Apq → Ap+r−1,q−r(p ≥ 0 y 1 ≤ r ≤ q), recursivamente por drpq = erpqspq, donde

erpq : S ⊗Apq → Ap+r−1,q−r (p ≥ 0 y 1 ≤ r ≤ q) es un morfismo en m`
S definido por

erpq(x) =



−σ0
0,q−1d

B
q ψqt0q(x) si p = 0 y r = 1

−
r−1∑
k=1

σ0
r−1,q−rd

r−k
k−1,q−kd

k
0qt0q(x) si p = 0 y 1 < r ≤ q

−
r−1∑
k=0

σ0
p+r−1,q−rd

r−k
p+k−1,q−kd

k
pqtpq(x) si p > 0

para cada x = 1⊗ a ∈ S ⊗Apq.

Ejemplo 1.4.2. Verificar que d0
30d

3
13 = −d3

03d
0
13 − d2

12d
1
13 − d1

21d
2
13.

Prueba. Se puede obtener con la Proposición 1.4.3 o bien observando el diagrama

de la Figura 1.1.
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B4

dB4

��

A04

��

d104

��

ψ4
oo A14

d114

��

d014oo A24

d124

��

d024oo
h034 // A34

d134

��

d034

oo
s34

// S ⊗R A34
t34oo

e134
zz

B3

dB3

��

A03

��

��

d103

��

ψ3
oo A13

��

��

d113

��

d013oo A23

��

d123

��

d023oo A33
oo

d133

��

B2

dB2

��

A02

��

d102

��

ψ2
oo A12

��

��

oo A22

��

��

oo A32
oo

d132

��

B1

dB1

��

A01
ψ1

oo

d101

��

A11
oo

��

A21

��

oo A31
oo

��

B0 A00
ψ0

oo A10

d010oo A20

d020oo A30

d030oo

Figura 1.1: Construcción recursiva de morfismos drpq .

Como deg(dkpq) = (k − 1,−k) y deg(dr−kp+k−1,q−k) = (r − k − 1,−r + k) tenemos

A0q

dk0q
// Ak−1,q−k

dr−kk−1,q−k
// Ar−2,q−r y Apq

dkpq
// Ap+k−1,q−k

dr−kp+k−1,q−k
// Ap+r−2,q−r .

Luego, tienen sentido las composiciones d0
p+r−1,q−rd

r
pq : Apq → Ap+r−2,q−r,

dr−kk−1,q−kd
k
0q : A0q → Ar−2,q−r y dr−kp+k−1,q−kd

k
pq : Apq → Ap+r−2,q−r .

Como m`
S es una categoŕıa abeliana, está definida la suma en m`

S(Apq, Ap+r−2,q−r).

Para probar que (A, d) es un complejo de cadenas se necesita la siguiente proposición.

Proposición 1.4.3. [1, Prop. A.4] Se tiene ψq−1d
1
0q = −dBq ψq y

d0
p+r−1,q−rd

r
pq =


−
r−1∑
k=1

dr−kk−1,q−kd
k
0q si p = 0 , 1 < r ≤ q

−
r−1∑
k=0

dr−kp+k−1,q−kd
k
pq si p > 0 , 1 ≤ r ≤ q

.

Corolario 1.4.4. (A, d) es un complejo de cadenas de S−módulos.

Prueba. Como Apq ∈ |m`
S | y m`

S es una categoŕıa abeliana, An :=
⊕
p+q=n

Apq ∈ |m`
S | para

n ≥ 0. Por la definición recursiva de drpq dada en la Definición 1.4.1, como la composición de
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morfismos de S−módulos, drpq es un morfismo de S−módulos para p ≥ 0 y 1 ≤ r ≤ q. Luego,

como suma de morfismos de S−módulos, dn : An → An−1 dado por

dn =

n∑
r=1

dr0n +

n∑
p=1

n−p∑
r=0

drp,n−p

es un morfismo en m`
S para n ≥ 1. Falta verificar que dndn+1 = 0 para n ≥ 1.

Para n = 1, d1d2 = 0. Este hecho se obtiene usando la Proposición 1.4.3 y la semi-exactitud

de la fila cero del diagrama (1.5).

Para n = 2, d2d3 = 0. En efecto, se cumple d2 = d1
02 + d2

02 + d0
11 + d1

11 + d0
20 y

d3 = d1
03 + d2

03 + d3
03 + d0

12 + d1
12 + d2

12 + d0
21 + d1

21 + d0
30 y

a = (a1, a2, a3, , a4) ∈ A03 ⊕A12 ⊕A21 ⊕A30 = A3; de modo que

d3(a) = d1
03(a1) + d2

03(a1) + d3
03(a1) + d0

12(a2) + d1
12(a2) + d2

12(a2) + d0
21(a3) + d1

21(a3) + d0
30(a4)

calculando

d1
02d3(a) = d1

02d
1
03(a1) + d1

02d
0
12(a2)

d2
02d3(a) = d2

02d
1
03(a1) + d2

02d
0
12(a2)

d0
11d3(a) = d0

11d
2
03(a1) + d0

11d
1
12(a2) + d0

11d
0
21(a3)

d1
11d3(a) = d1

11d
2
03(a1) + d1

11d
1
12(a2) + d1

11d
0
21(a3)

d0
20d3(a) = d0

20d
3
03(a1) + d0

20d
2
12(a2) + d0

20d
1
21(a3) + d0

20d
0
30(a4)


(1.7)

Haciendo p = 0 en la Proposición 1.4.3, se tiene

d0
20d

3
03 = −

3−1∑
k=1

d3−kdk = −d2
02d

1
03 − d1

11d
2
03, d0

11d
2
03 = −

2−1∑
k=1

d2−kdk = −d1
02d

1
03.

Para p > 0 por la Proposición 1.4.3, tenemos

d0
20d

2
12 = −

1∑
k=0

d2−kdk = −d2
02d

0
12 − d1

11d
1
12, d0

11d
1
12 = −

0∑
k=0

d1−kdk = −d1
02d

0
12;

d0
20d

1
21 = −

0∑
k=0

d1−kdk = −d1
11d

0
21 .

Por semi-exactitud de las filas de (1.5) , d0
11d

0
21 = 0 = d0

20d
0
30. Sumando las igualdades de

(1.7) de izquierda a derecha, columna por columna obtenemos d2d3(a) = 0 + 0 + 0 + 0 = 0.

En general, dndn+1 = 0.

En efecto, como dn =
n∑
r=1

dr0n +
n∑
p=1

n−p∑
r=0

drp,n−p y para dn+1 : An+1 → An,

a = (a1, . . . , an+2) ∈ An+1: dn+1(a) =
n+1∑
r=1

dr0,n+1(a1) +
n∑
r=0

dr1,n(a2) + · · ·+ d0
n+1,0(an+2);
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de modo que

d1
0ndn+1(a) = d1

0nd
1
0,n+1(a1) + d1

0nd
0
1,n(a2)

...
...

dn0ndn+1(a) = dn0nd
1
0,n+1(a1) + dn0nd

0
1,n(a2)

...
...

d0
n0dn+1(a) = d0

n0d
n+1
0,n+1(a1) + d0

n0d
n
1,n(a2) + · · · + d0

n0d
0
n+1,0(an+2)


Usando la semi-exactitud de las filas del diagrama (1.5), aplicando la Proposición 1.4.3

como en el caso n = 2 y sumando columna a columna este arreglo, se deduce que

dndn+1(a) = 0 + 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸
n+2−veces

= 0.

Usando la Proposición 1.4.3 y la semi-exactitud de la filas del diagrama (1.5) se obtiene

el siguiente resultado

Proposición 1.4.5. La aplicación ϕ : (A, d) → (B,−dB) es un morfismo de complejos de

cadenas de S−módulos.

Tomando µ = ϕ, (C, dC) = (A, d), (D, dD) = (B,−dB) en la Definición 1.1.3; para el

morfismo de complejos de cadenas ϕ : (A, d)→ (B,−dB) de S−módulos se definen

(Cϕ)q = Bq ⊕Aq−1 y d
Cϕ
q (yq, xq−1) = (−dBq yq − ϕq−1xq−1,−dq−1xq−1).

Por consiguiente, Cϕ es un complejo de cadenas de S−módulos.

Para demostrar que ϕ es una equivalencia homotópica de complejos de cadenas deR−módu-

los, construiremos los morfismos en m`
R, σrr,q−r : Bq → Ar,q−r y

σrp+r+1,q−r : Apq → Ap+r+1,q−r (p, q ≥ 0 , 1 ≤ r ≤ q), satisfaciendo el Teorema 1.4.12.

Definición 1.4.6. [1, Defi. A.5] Definimos σrr,q−r : Bq → Ar,q−r y

σrp+r+1,q−r : Apq → Ap+r+1,q−r (0 < r ≤ q , p ≥ 0), recursivamente por

σrp+r+1,q−r = −
r−1∑
i=0

σ0
p+r+1,q−rd

r−i
p+i+1,q−iσ

i
p+i+1,q−i (0 < r ≤ q , p ≥ −1).

Ejemplo 1.4.7. σ1
11 = −σ0

11d
1
02σ

0
02 y σ2

30 = −σ0
30d

2
12σ

0
12 − σ0

30d
1
21σ

1
21.
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B4

&&

%%

((

dB4

��

σ0
04 // A04

��

σ0
14 // A14

σ0
24 //

d114

��

A24

��

σ0
34 // A34

��

B3

&&

%%

((

σ0
03 //

dB3

��

A03
//

��

A13

σ0
23 //

d113

��

A23

σ0
33 //

d123

��

A33

d133

��

B2

&&

((

σ0
02 //

dB2

��

A02

d202

��

((

&&

//

��

A12

��

//

��

A22
//

��

A32

d132

��

B1

((

//

dB1

��

A01

((

//

��

A11
//

��

A21
//

��

A31

d131

��

B0
σ0
00

// A00
σ0
10

// A10
σ0
20

// A20
σ0
30

// A30

Figura 1.2: Construcción recursiva de morfismos σrp′q′ .

Teniendo en cuenta la definición de los morfismos drpq y σrp′q′ y adoptando las notaciones

d0
0q = ψq, d

1
−1,q = dBq , dr−1,q = 0 ∀r > 1 y d0

−1,q = 0 se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.4.8. Se verifican las dos fórmulas

σ0
pqd

0
pq + d0

p+1,qσ
0
p+1,q = idApq ,

r∑
i=0

σr−ip+r,q−rd
i
pq +

r∑
i=0

dr−ip+i+1,q−iσ
i
p+i+1,q−i = 0 (r > 0) .

Prueba. La prueba está dada en [1, Proof of Theorem A.1].

Sea σ̂n =
n∑
r=0

σrr,n−r : Bn → An un morfismo de R−módulos. (1.8)

Esta notación utilizaremos en el siguiente ejemplo y en lo que resta de esta sección.

Ejemplo 1.4.9. d3σ̂3y + σ̂2d
B
3 y = 0 para y ∈ B3 .

Puesto que σ̂3 = σ0
03 +σ1

12 +σ2
21 +σ3

30, d3 = d1
03 + d2

03 + d3
03 + d0

12 + d1
12 + d2

12 + d0
21 + d1

21 + d0
30,

deducimos que

d3σ̂3y = d3(σ0
03y + σ1

12y + σ2
21y + σ3

30y)

= d1
03σ

0
03y + d2

03σ
0
03y + d3

03σ
0
03y + d0

12σ
1
12y

+ d1
12σ

1
12y + d2

12σ
1
12y + d0

21σ
2
21y + d1

21σ
2
21y + d0

30σ
3
30y . (1.9)
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Además σ̂2 = σ0
02 + σ1

11 + σ2
20 y

σ̂2d
B
3 y = σ0

02d
B
3 y + σ1

11d
B
3 y + σ2

20d
B
3 y . (1.10)

Sumando (1.9) y (1.10) obtenemos

d3σ̂3y + σ̂2d
B
3 y = (σ1

02d
0
−1,3y + σ0

02d
1
−1,3y + d1

03σ
0
03y + d0

12σ
1
12y) + (σ2

11d
0
−1,3y + σ1

11d
1
−1,3y

+ σ0
11d

2
−1,3y + d2

03σ
0
03y + d1

12σ
1
12y + d0

21σ
2
21y) + (σ3

20d
0
−1,3y + σ2

20d
1
−1,3y

+ σ1
20d

2
−1,3y + σ0

20d
3
−1,3y + d3

03σ
0
03y + d2

12σ
1
12y + d1

21σ
2
21y + d0

30σ
3
30y) ;

de modo que

d3σ̂3y + σ̂2d
B
3 y =

1∑
i=0

σ1−i
02 di−1,3y +

1∑
i=0

d1−i
i,3−iσ

i
i,3−iy para (p, q, r) = (−1, 3, 1)

+

2∑
i=0

σ2−i
11 di−1,3y +

2∑
i=0

d2−i
i,3−iσ

i
i,3−iy para (p, q, r) = (−1, 3, 2)

+
3∑
i=0

σ3−i
20 di−1,3y +

3∑
i=0

d3−i
i,3−iσ

i
i,3−iy para (p, q, r) = (−1, 3, 3) .

Por el Lema 1.4.8 d3σ̂3y + σ̂2d
B
3 y = 0. �

Sea σ̃n =
n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

σrp+r+1,n−1−p−r : An−1 → An un morfismo de R−módulos. (1.11)

Ejemplo 1.4.10. d3σ̃3(x) + σ̂2ϕ2(x) + σ̃2d2(x) = idA2(x) para

x = (x1, x2, x3) ∈ A2 = A02 ⊕A11 ⊕A20.

Puesto que σ̃3x = σ0
12x1 + σ1

21x1 + σ2
30x1 + σ0

21x2 + σ1
30x2 + σ0

30x3 y d3 = d1
03 + d2

03 + d3
03 +

d0
12 + d1

12 + d2
12 + d0

21 + d1
21 + d0

30,

d3σ̃3x = d0
12σ

0
12x1 + d1

12σ
0
12x1 + d2

12σ
0
12x1 + d0

21σ
1
21x1 + d0

21σ
0
21x2

+ d1
21σ

1
21x1 + d1

21σ
0
21x2 + d0

30σ
2
30x1 + d0

30σ
1
30x2 + d0

30σ
0
30x3 ; (1.12)

σ̂2 = σ0
02 + σ1

11 + σ2
20 y

σ̂2ϕ2x = σ0
02ϕ2x+ σ1

11ϕ2x+ σ2
20ϕ2x ; (1.13)
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σ̃2 = σ0
11 + σ1

20 + σ0
20 y d2 = d1

02 + d2
02 + d0

11 + d1
11 + d0

20 ,

d2x = d1
02x1︸ ︷︷ ︸
∈A01

+ d2
02x1︸ ︷︷ ︸
∈A10

+ d0
11x2︸ ︷︷ ︸
∈A01

+ d1
11x2︸ ︷︷ ︸
∈A10

+ d0
20x3︸ ︷︷ ︸
∈A10

;

σ̃2d2x = σ0
11d

1
02x1 + σ0

11d
0
11x2 + σ1

20d
1
02x1 + σ1

20d
0
11x2

+ σ0
20d

2
02x1 + σ0

20d
1
11x2 + σ0

20d
0
20x3 ; (1.14)

sumando (1.12), (1.13) y (1.14) :

d3σ̃3x+σ̂2ϕ2x+σ̃2d2x = (σ0
02ψ2x1+d0

12σ
0
12x1)+(σ0

11d
0
11x2+d0

21σ
0
21x2)+(σ0

20d
0
20x3+d0

30σ
0
30x3)+

(σ1
11d

0
02x1 + σ0

11d
1
02x1 + d1

12σ
0
12x1 + d0

21σ
1
21x1) + (σ2

20d
0
02x1 + σ1

20d
1
02x1 + σ0

20d
2
02x1 + d2

12σ
0
12x1 +

d1
21σ

1
21x1 + d0

30σ
2
30x1) + (σ1

20d
0
11x2 + σ0

20d
1
11x2 + d1

21σ
0
21x2 + d0

30σ
1
30x2)

= idA2(x) + (
1∑
i=0

σ1−i
11 di02 +

1∑
i=0

d1−i
i+1,2−iσ

i
i+1,2−i)(x1) para (p, q, r) = (0, 2, 1)

+ (

2∑
i=0

σ2−i
20 di02 +

2∑
i=0

d2−i
i+1,2−iσ

i
i+1,2−i)(x1) para (p, q, r) = (0, 2, 2)

+ (

1∑
i=0

σ1−i
20 di11 +

1∑
i=0

d1−i
2+i,1−iσ

i
2+i,1−i)(x2) para (p, q, r) = (1, 1, 1) .

Por el Lema 1.4.8 d3σ̃3x+ σ̂2ϕ2x+ σ̃2d2x = idA2(x). �

Lema 1.4.11. Si se cumplen las igualdades

σ0
pqd

0
pq + d0

p+1,qσ
0
p+1,q = idApq ,

r∑
i=0

σr−ip+r,q−rd
i
pq +

r∑
i=0

dr−ip+i+1,q−iσ
i
p+i+1,q−i = 0 (r > 0)

entonces

dnσ̂n + σ̂n−1d
B
n = 0 y dnσ̃n + σ̂n−1ϕn−1 + σ̃n−1dn−1 = idAn−1 . (1.15)

Prueba. Sea (y, x) ∈ (Cϕ)n = Bn ⊕An−1 .

Entonces procediendo como en el Ejemplo 1.4.9

dnσ̂ny + σ̂n−1d
B
n y =

1∑
i=0

σ1−i
0,n−1d

i
−1,ny +

1∑
i=0

d1−i
i,n−iσ

i
i,n−iy para (p, q, r) = (−1, n, 1)

+

2∑
i=0

σ2−i
1,n−2d

i
−1,ny +

2∑
i=0

d2−i
i,n−iσ

i
i,n−iy para (p, q, r) = (−1, n, 2)

...

+

n∑
i=0

σn−in−1,0d
i
−1,ny +

n∑
i=0

dn−ii,n−iσ
i
i,n−iy para (p, q, r) = (−1, n, n) .
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Aplicando la hipótesis, obtenemos dnσ̂ny + σ̂n−1d
B
n y = 0 .

Por otro lado, siguiendo el Ejemplo 1.4.10 tenemos

dnσ̃nx+ σ̂n−1ϕn−1x+ σ̃n−1dn−1x = idAn−1(x)

+ (
1∑
i=0

σ1−i
1,n−2d

i
0,n−1 +

1∑
i=0

d1−i
i+1,n−1−iσ

i
i+1,n−1−i)(x1) para (p, q, r) = (0, n− 1, 1)

...

+ (
n−1∑
i=0

σn−1−i
n−1,0 d

i
0,n−1 +

n−1∑
i=0

dn−1−i
i+1,n−1−iσ

i
i+1,n−1−i)(x1) para (p, q, r) = (0, n− 1, n− 1)

+ (
1∑
i=0

σ1−i
2,n−3d

i
1,n−2 +

1∑
i=0

d1−i
i+2,n−2−iσ

i
i+2,n−2−i)(x2) para (p, q, r) = (1, n− 2, 1)

...

+ (
n−2∑
i=0

σn−2−i
n−1,0 d

i
1,n−2 +

n−2∑
i=0

dn−2−i
i+2,n−2−iσ

i
i+2,n−2−i)(x2) para (p, q, r) = (1, n− 2, n− 2)

+ · · ·

+ (

1∑
i=0

σ1−i
n−2,1d

i
n−3,2 +

1∑
i=0

d1−i
n−2+i,2−iσ

i
n−2+i,2−i)(xn−2) para (p, q, r) = (n− 3, 2, 1)

+ (
2∑
i=0

σ2−i
n−1,0d

i
n−3,2 +

2∑
i=0

d2−i
n−2+i,2−iσ

i
n−2+i,2−i)(xn−2) para (p, q, r) = (n− 3, 2, 2)

+ (
1∑
i=0

σ1−i
n−1,0d

i
n−2,1 +

1∑
i=0

d1−i
n−1+i,1−iσ

i
n−1+i,1−i)(xn−1) para (p, q, r) = (n− 2, 1, 1) ,

donde x = (x1, . . . , xn−1, xn) ∈ An−1 = A0,n−1 ⊕ · · · ⊕An−2,1 ⊕An−1,0 .

Por hipótesis, dnσ̃nx+ σ̂n−1ϕn−1x+ σ̃n−1dn−1x = idAn−1(x).

Considerando la Figura 1.2 vemos que

σ1 : (Cϕ)0 = B0 ⊕ {0} → (Cϕ)1 = B1 ⊕A0 es dado por σ1 = −σ0
00;

σ2 : (Cϕ)1 → (Cϕ)2 = B2 ⊕A1 es dado por

σ2 = (−σ0
01 − σ1

10) + (−σ0
10) ;

σ3 : (Cϕ)2 → (Cϕ)3 = B3⊕A2 es dado por σ3 = (−σ0
02− σ1

11− σ2
20) + (−σ0

11− σ1
20) + (−σ0

20).

Luego, σ3 = σ2+1 = −
2−1∑
p=−1

2−1−p∑
r=0

σrp+r+1,2−1−p−r.

En general, para cada n ≥ 0, σn+1 : (Cϕ)n → (Cϕ)n+1 es dado por

σn+1 = −
n−1∑
p=−1

n−1−p∑
r=0

σrp+r+1,n−1−p−r .
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Recordando el concepto de homotoṕıa de contracción dada en la Definición 1.1.1, con las

dos identidades (1.15) del lema anterior se puede demostrar el siguiente resultado. Para ello,

recordemos que el cono de mapeo de ϕ, se define por

(Cϕ)q = Bq ⊕Aq−1 y d
Cϕ
q : (Cϕ)q → (Cϕ)q−1 mediante

d
Cϕ
q (y, x) = (−dBq y − ϕq−1x,−dq−1x) . (1.16)

Teorema 1.4.12. [1, Theo. A.1] La familia de morfismos en m`
R,

{σn+1 : (Cϕ)n → (Cϕ)n+1}n≥0, definidos por

σn+1 = −
n−1∑
p=−1

n−1−p∑
r=0

σrp+r+1,n−1−p−r , (1.17)

es una homotoṕıa de contracción de cadenas de Cϕ.

Prueba. Sean σ̂n =
n∑
r=0

σrr,n−r y σ̃n =
n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

σrp+r+1,n−1−p−r , entonces

σn+1 = −σ̂n − σ̃n.

Sea Cϕ : (Cϕ)0
σ1
// (Cϕ)1

d
Cϕ
1oo

h2
// · · ·

d
Cϕ
2oo

σn
// (Cϕ)n

d
Cϕ
noo

σn+1

// · · ·
d
Cϕ
n+1
oo

Se verifica que d
Cϕ
1 σ1 = id(Cϕ)0 .

En efecto, para (y, 0) ∈ (Cϕ)0 = B0 ⊕ {0} : σ1(y, 0) = −σ̂0(y),

d
Cϕ
1 σ1(y, 0) = d

Cϕ
1

(
− σ̂0(y)

)
=
(
− dB1 (0)− ϕ0

(
− σ̂0(y)

)
,−d0

(
− σ̂0(y)

))
=
(
ϕ0σ̂0(y), d0σ̂0(y)

)
; d0 = 0 , ϕ0 = ψ0

=
(
ψ0σ̂0(y), 0

)
; σ̂0 = σ0

00 y f0(D) es contráctil

=
(
idB0(y), 0

)
= (y, 0) = id(Cϕ)0(y, 0).

En general, d
Cϕ
n+1σn+1 + σnd

Cϕ
n = id(Cϕ)n (n ≥ 0).

En efecto, se verifica por inducción. Primero, si n = 0, por la verificación anterior se tiene

que d
Cϕ
1 σ1 + σ0d

Cϕ
0 = id(Cϕ)0 . Como hipótesis inductiva se tiene que

d
Cϕ
k+1σk+1 + σkd

Cϕ
k = id(Cϕ)k , para 0 ≤ k < n,

entonces d
Cϕ
n+1σn+1 + σnd

Cϕ
n = id(Cϕ)n .

En efecto, para (y, x) ∈ (Cϕ)n = Bn ⊕An−1 se tiene σn+1(y, x) = −σ̂n(y)− σ̃n(x),

d
Cϕ
n+1σn+1(y, x) = d

Cϕ
n+1

(
− σ̂n(y)− σ̃n(x)

)
=

(
ϕnσ̂n(y) + ϕnσ̃n(x), dnσ̂n(y) + dnσ̃n(x)

)
; (1.18)
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d
Cϕ
n (y, x) =

(
− dBn (y)− ϕn−1x,−dn−1x

)
,

σnd
Cϕ
n (y, x) = σ̂n−1d

B
n (y) + σ̂n−1ϕn−1(x) + σ̃n−1dn−1(x). (1.19)

Sumando (1.18) y (1.19):

d
Cϕ
n+1σn+1(y, x) + σnd

Cϕ
n (y, x) =

(
ϕnσ̂n(y) + ϕnσ̃n(x),

dnσ̂n(y) + dnσ̃n(x) + σ̂n−1d
B
n (y) + σ̂n−1ϕn−1(x) + σ̃n−1dn−1(x)

)
. (1.20)

Calculando

ϕnσ̃n(x) = ϕn

n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

σrp+r+1,n−1−p−r

 (x) = 0,

pues p+ r + 1 > 0.

ϕnσ̂n(y) = ϕn(σ0
0,n + σ1

1,n−1 + · · ·+ σnn,0)(y) = ψnσ
0
0,n(y),

pues ϕn(z) =


ψn(z) , z ∈ A0n

0 , z ∈ Ap,n−p, p 6= 0

= idBn(y) porque fn(D) es contráctil.

Aśı, ϕnσ̂n(y) + ϕnσ̃n(x) = idBn(y) = y. Por el Lema 1.4.11

dnσ̂n + σ̂n−1d
B
n = 0 y dnσ̃n + σ̂n−1ϕn−1 + σ̃n−1dn−1 = idAn−1 .

Al sustituir estos valores en (1.20) obtenemos

d
Cϕ
n+1σn+1(y, x) + σnd

Cϕ
n (y, x) = (y, x) = id(Cϕ)n(y, x).

El siguiente lema es una consecuencia del Lema 1.3.13.

Lema 1.4.13. Sea A ∈ |m`
S |. Si existen A ∈ |m`

R|, s ∈ m`
S(A,S ⊗A) y

t ∈ m`
S(S ⊗A,A) tales que ts = idA, entonces A es E ′−proyectivo.

Recordemos que E ′ es la familia de todos los epimorfismos de S−módulos que se descom-

ponen como morfismos de R-módulos (ver [10, Exer. IX.1.5]). Según el Teorema 1.3.14, la

clase E ′ es proyectiva, entonces cada S−módulo M posee una resolución E ′−proyectiva.
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Corolario 1.4.14. [1, Coro. A.2] Sea M ∈ |m`
S |.

a) Si existe ψ̃ ∈ m`
S(B0,M) tal que

M B0
ψ̃
oo B1

dB1oo B2
dB2oo B3

dB3oo · · ·
dB4oo (1.21)

es contráctil en RCh, entonces

M A0
ψ
oo A1

d1oo A2
d2oo A3

d3oo · · ·d4oo (1.22)

donde ψ = ψ̃ψ0, es una resolución E ′−proyectiva de M.

b) Si f0 : M → B0, fn+1 : Bn → Bn+1 (n ≥ 0) es homotoṕıa de contracción de cadenas

de (1.21), entonces existe una homotoṕıa de contracción de cadenas de (1.22),

g0 : M → A0, gn+1 : An → An+1 (n ≥ 0) definida por g0 = σ0
00f0 y

gn+1 = −
n+1∑
r=0

σrr,n+1−rfn+1ϕn +
n∑
p=0

n−p∑
r=0

σrp+r+1,n−p−r . (1.23)

Prueba. b) Sean σ̃n =
n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

σrp+r+1,n−1−p−r y σ̂n =
n∑
r=0

σrr,n−r (n ≥ 0), entonces por

el Teorema 1.4.12

σ̂nd
B
n+1 = −dn+1σ̂n+1. (1.24)

En efecto, como σ∗+1 es una homotoṕıa de contracción de cadenas de Cϕ, se tiene

d
Cϕ
n+2σn+2(y, 0) + σn+1d

Cϕ
n+1(y, 0) = id(Cϕ)n+1

(y, 0) = (y, 0) ∈ Bn+1 ⊕An. (1.25)

Se cumplen las siguientes cuatro igualdades

σn+2(y, 0) = −σ̂n+1(y, 0)− σ̃n+1(y, 0) = −σ̂n+1(y), pues σ̃n+1(y, 0) = 0

d
Cϕ
n+2σn+2(y, 0) =

(
ϕn+1σ̂n+1(y), dn+1σ̂n+1(y)

)
d
Cϕ
n+1(y, 0) = (−dBn+1y, 0)

σn+1d
Cϕ
n+1(y, 0) = −σ̂n(−dBn+1y)− σ̃n(0) = σ̂nd

B
n+1(y).

Reemplazando estos valores en (1.25) y luego sumando las segundas coordenadas

dn+1σ̂n+1(y) + σ̂nd
B
n+1(y) = 0, ∀y ∈ Bn+1. Aśı, σ̂nd

B
n+1 = −dn+1σ̂n+1.

Claramente, ψg0 = idM . Además, se verifica que

d1g1 + g0ψ = idA0 (1.26)
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como sigue:

g0ψ = σ0
00f0ψ̃ψ0, de la igualdad f0ψ̃ = idB0 − dB1 f1 se tiene

= σ0
00ψ0 − σ0

00d
B
1 f1ψ0, como σ̂0 = σ0

00, si n = 0 en (1.24), obtenemos que

= σ0
00ψ0 + d1σ̂1f1ϕ0.

Como g1 = −σ̂1f1ϕ0 + σ0
10 y d1 = d1

01 + d0
10, tenemos

d1g1 = −d1σ̂1f1ϕ0 + d0
10σ

0
10.

Luego, g0ψ = (d0
10σ

0
10+σ0

00ψ0)−d1g1 = idA0−d1g1, pues f0(D) es contráctil y A00 = A0

en (1.5) .

Afirmación 1: dn+1σ̃n+1 + σ̂nϕn + σ̃ndn = idAn (n ≥ 0).

En efecto, para (0, x) ∈ Bn+1 ⊕An = (Cϕ)n+1. Por el Teorema 1.4.12, se cumple

d
Cϕ
n+2σn+2(0, x) + σn+1d

Cϕ
n+1(0, x) = (0, x). (1.27)

σn+2(0, x) = −σ̂n+1(0, x) − σ̃n+1(0, x) = −σ̃n+1(x) pues σ̂n+1(0, x) = σ̂n+1(0) = 0,

d
Cϕ
n+2σn+2(0, x) = d

Cϕ
n+2

(
− σ̃n+1(x)

)
, como la coordenada de −σ̃n+1(x) en Bn+2 es cero,

d
Cϕ
n+2σn+2(0, x) =

(
ϕn+1σ̃n+1(x), dn+1σ̃n+1(x)

)
; como d

Cϕ
n+1(0, x) = (−ϕnx,−dnx),

σn+1d
Cϕ
n+1(0, x) = σn+1(−ϕnx,−dnx)

= σ̂nϕn(x) + σ̃ndn(x).

Reemplazando estos valores en (1.27) y sumando las segundas coordenadas

dn+1σ̃n+1(x) + σ̂nϕn(x) + σ̃ndn(x) = x = idAn(x).

Afirmación 2: dn+1gn+1 + gndn = idAn (n ≥ 1).

En efecto, se verifica por inducción. Primero, si n = 1, como en (1.26) se obtiene

d2g2 + g1d1 = idA1 . Asumiendo como hipótesis inductiva que

dk+1gk+1 + gkdk = idAk para 1 ≤ k < n, se demostrará que

dn+1gn+1 + gndn = idAn . Efectuando cálculos:

gndn =

− n∑
r=0

σrr,n−rfnϕn−1 +
n−1∑
p=0

n−1−p∑
r=0

σrp+r+1,n−1−p−r

 dn

= −σ̂nfn(ϕn−1dn) + σ̃ndn.

25



Puesto que ϕn : (An, dn) → (Bn,−dBn ) es un morfismo de complejos de cadenas, el

siguiente diagrama conmuta:

An−1

ϕn−1

��

An
dnoo

ϕn

��

Bn−1 Bn
−dBn
oo

ϕn−1dn = −dBnϕn, luego gndn = σ̂n(fnd
B
n )ϕn + σ̃ndn.

Por hipótesis fnd
B
n = idBn − dBn+1fn+1, aśı

gndn = σ̂nϕn − σ̂ndBn+1fn+1ϕn + σ̃ndn . (1.28)

Como gn+1 = −σ̂n+1fn+1ϕn + σ̃n+1,

dn+1gn+1 = −dn+1σ̂n+1fn+1ϕn + dn+1σ̃n+1. (1.29)

Considerando (1.24) y la Afirmación 1, luego sumando (1.28) y (1.29) se obtiene la

igualdad de la Afirmación 2.

a) Sea A : A0 A1
d1oo · · ·d2oo An

dnoo · · ·
dn+1
oo , entonces A es una resolución

E ′−proyectiva de M. Esto equivale a que A es E ′−proyectiva, E ′−aćıclico y

H0(A ) ∼= M .

Primero se verifica que A es E ′−proyectiva; es decir, An es E ′−proyectivo para n ≥ 0.

En efecto, para n = 0, A0 := A00; por la condición 2) existen A00 ∈ |m`
R| ,

s00 ∈ m`
S(A00, S ⊗ A00) y t00 ∈ m`

S(S ⊗ A00, A00) tales que t00s00 = idA00 . De acuerdo

al Lema 1.4.13, A0 es E ′−proyectivo.

Considerando la condición 2) del diagrama (1.5), por el Lema 1.4.13 A01 y A10 son

E ′−proyectivos. Usando la Proposición 1.3.2, A1 = A01 ⊕A10 es E ′−proyectivo.

Para n > 1, aplicando el Lema 1.4.13 y la Proposición 1.3.2 como en el caso n = 1,

An =
⊕
p+q=n

Apq es E ′−proyectivo.

Por la Definición 1.3.5, A es E ′−aćıclico si y sólo si

0 H0(A )oo A0
coker(d1)
oo A1

d1oo · · ·d2oo An
dnoo · · ·

dn+1
oo
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es E ′− exacta.

En efecto, por la parte b), el complejo

M A0
ψ
oo A1

d1oo · · ·d2oo An
dnoo · · ·

dn+1
oo

es contráctil en RCh. Del hecho que ψd1 = 0 se sabe que Ker(ψ) ⊇ Im(d1).

Y rećıprocamente, de (1.26) se sigue que Ker(ψ) ⊆ Im(d1).

Luego H0(A ) =
A0

Im(d1)
=

A0

Ker(ψ)

TFI∼= M . De la Afirmación 2 se sigue que

Ker(dn) ⊆ Im(dn+1) para n ≥ 1. Aśı:

0 H0(A )oo A0
coker(d1)
oo A1

d1oo · · ·d2oo An
dnoo · · ·

dn+1
oo (1.30)

es exacta.

Considerando el diagrama

0 H0(A )oo A0
coker(d1)

oo

g1
// A1

d1oo

g2
// · · ·

d2oo

gn
// An

dnoo

gn+1

// · · ·
dn+1
oo

M

∼= ψ′

OO

g0
// A0

ψ
oo

y teniendo en cuenta que g es homotoṕıa de contracción, se ve que ψg0 = idM .

Haciendo coker(d1) = ψ′ψ, se ve que el epimorfismo ψ tiene inverso derecho, de modo

que coker(d1) ∈ E ′ .

Como la categoŕıa m`
S es abeliana (ver [10, II.9]), se expresa el siguiente morfismo como

dn = νnεn donde εn es un epimorfismo y νn es un monomorfismo. Aqúı se debe probar

que εn ∈ E ′.

Se verifica que ε1 ∈ E ′; pues ε1(g1ν1) = idIm(ε1).

Para n > 1, se verifica que εn ∈ E ′; es decir εn(gnνn) = idIm(εn);

An−2

gn−1

<<
An−1

dn−1

||

gn

66Im(εn)oo
νn

oo Anεn
oooo

dn

vv

(1.31)

(Es un placer agradecer a Juan José Guccione por su ayuda valiosa con este diagrama

para el propósito que se está utilizando).
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En efecto, del hecho que dn−1dn = 0 y εn es un epimorfismo; dn−1νn = 0, luego

νnεngnνn = dngnνn

= dngnνn + gn−1dn−1νn, pues dn−1νn = 0

= (dngn + gn−1dn−1)νn, g es homotoṕıa de contracción de (1.22):

= idAn−1νn = νn = νnidIm(εn),

aśı νn(εngnνn) = νnidIm(εn). Pero νn es un monomorfismo, luego εngnνn = idIm(εn);

de modo que εn ∈ E ′. Aśı, la sucesión (1.30) es E ′−admisible. Por lo tanto, dicha

sucesión es E ′−exacta. Luego, A es E ′−aćıclico. Por consiguiente A , o bien (1.22) es

una resolución E ′−proyectiva de M .
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Caṕıtulo 2

Álgebras y productos cruzados

En la primera sección se establece varias definiciones equivalentes de álgebra sobre un anillo

conmutativo unitario (ver [8] para estas definiciones), se da ejemplos, y se muestra que el

álgebra de grupo es uno de tales ejemplos.

En la segunda sección, siguiendo [9], usando módulos en lugar de sólo espacios vectoriales

e introduciendo algunas notaciones de [1], damos los conceptos y propiedades necesarios de

álgebras de Hopf, además mostramos que el álgebra de grupo y el dual de un álgebra de Hopf

finito dimensional son ejemplos de álgebra de Hopf.

En la tercera sección, tratamos la acción de un álgebra sobre un módulo, la acción débil de

un álgebra de Hopf H sobre un álgebra A, e introducimos H−módulo álgebra izquierdo.

Definimos el producto cruzado de Hopf como un álgebra que se deriva de un producto ten-

sorial cuya multiplicación es expresada en términos de una acción débil y una aplicación

bilineal. Caracterizamos un producto cruzado de Hopf imponiendo tres condiciones sobre

la acción débil y la aplicación bilineal asociadas. Presentamos como ejemplos de productos

cruzados de Hopf el producto smash, el producto torcido, el producto tensorial y el producto

cruzado asociado a la acción interna y el cociclo interno.

En la cuarta sección, introducimos el álgebra de H-invariantes de un H−módulo álgebra

izquierdo. Se define la coacción débil y la coacción de un álgebra de Hopf sobre un álgebra,

y su álgebra H−coinvariantes. Para un álgebra de Hopf finito dimensional, se prueba deta-

lladamente que un álgebra es un comódulo álgebra derecho sobre el álgebra de Hopf si y sólo

si es un módulo álgebra izquierdo sobre el dual del álgebra de Hopf, y que los coinvariantes
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del álgebra respecto al álgebra de Hopf son los invariantes respecto a su dual.

En la quinta sección, se dan algunas propiedades de cociclos invertibles por convolución. Se

proporciona una prueba detallada de otras dos caracterizaciones de producto cruzado con

cociclo invertible: como una extensión H−Galois con propiedad de base normal y también

como una extensión H−cleft derecha. Este resultado, que es una combinación de los trabajos

de [4] y [14], tiene como una de sus consecuencias que las extensiones finitas de Galois de

cuerpos son ejemplos de productos cruzados de Hopf. Además, se ha logrado ilustrar en el

caso E = Q(
√

2,
√

3), F = Q y G = G(E/F ) , que E es un producto cruzado de Hopf me-

diante la construcción de un isomorfismo especial y utilizando la caracterización de productos

cruzados de Hopf con cociclos invertibles.

2.1 Definiciones y ejemplos de álgebras

Ejemplo 2.1.1. Si IR es el cuerpo de los números reales, entonces IR3 es una

IR−álgebra con multiplicación dada por

u× v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
donde {e1, e2, e3} es la base canónica de IR3. Para ello verificamos las 3 condiciones de algebra

para IR3 [15, pág. 121]:

1) IR3 es IR−espacio vectorial,

2) (λu+ v)× w = λ(u× w) + v × w ;

3) u× (λv + w) = λ(u× v) + u× w para λ ∈ IR y u, v, w ∈ IR3 .

Observación 2.1.2. El álgebra IR3 no es asociativa ni unital.

En efecto, existen vectores a = (1, 2, 1), b = (3, 0, 2) y c = (4, 1, 3) en IR3 tales que

(a× b)× c = (9,−36, 0) 6= (7,−5, 3) = a× (b× c).
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Aśı, el álgebra IR3 no es asociativa.

Por otro lado, si existiera un elemento unital e en IR3, se cumple e× a = a× e = a, ∀a ∈ IR3.

Por anticonmutatividad e× a = −a× e, 2(a× e) = (0, 0, 0), luego a× e = (0, 0, 0). Tomando

a = (1, 0, 0) se obtiene una contradicción (0, 0, 0) = (1, 0, 0).

Por lo tanto, el álgebra IR3 no es unital.

En este trabajo, todas las álgebras serán asociativas y unitales. Las álgebras de este

tipo son convenientes porque están relacionadas a diagramas conmutativos (vea la Definición

2.1.5). En realidad, el objeto materia de estudio llamado producto cruzado de Hopf es un

ejemplo de álgebra asociativa y unital.

Comenzamos dando tres definiciones (de estructura) de álgebra, y probamos que son equiva-

lentes. Sea K un anillo conmutativo unitario.

Definición 2.1.3. Un anillo A, que es un K−módulo es una K−álgebra si ∀α ∈ K,

∀x, y ∈ A se tiene α(xy) = (αx)y = x(αy).

Definición 2.1.4. Una K−álgebra es un par (A, η), donde A es un anillo y

η : K → A es un morfismo de anillos tal que

Im(η) ⊆ Z(A) = {x ∈ A | yx = xy , ∀y ∈ A} .

Definición 2.1.5. Una K−álgebra es una terna (A,µ, η), donde A es K−módulo,

µ : A ⊗ A → A dado por µ(x ⊗ y) = xy, η : K → A tal que 1 7→ η(1), son aplicaciones

K−lineales que hacen conmutativo los dos diagramas siguientes:

A⊗A

µ

��

K ⊗A

η⊗id
::

∼=
Kan

$$

A⊗K

id⊗η
dd

∼=
Kan

zz
A

A⊗A⊗A µ⊗id
//

id⊗µ

��

A⊗A

µ

��

A⊗A µ
// A

Se observa que Kan(α⊗ x) = Kan(x⊗ α) = αx.
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Proposición 2.1.6. Las definiciones 2.1.3 y 2.1.5 son equivalentes.

Prueba. ⇒) Por hipótesis, A es un anillo y a la vez un K−módulo tal que

α(xy) = (αx)y = x(αy) , ∀α ∈ K , ∀x, y ∈ A. (2.1)

Del hecho que A es un K−módulo y K es conmutativo, A⊗A es un K−módulo.

Puesto que ⊗ : A×A→ A⊗A es una aplicación K−bilineal y la multiplicación

A × A → A es una aplicación K−bilineal, por propiedad universal del producto tensorial

existe una aplicación K−lineal µ : A⊗A→ A tal que µ(x⊗ y) = xy.

Se define η : K → A por η(α) = α1A. Luego η es K−lineal, ya que

η(α+ β) = (α+ β)1A = α1A + β1A = η(α) + η(β)

y η(αβ) = (αβ)1A = α(β1A) = αη(β).

Afirmación 1: El primer diagrama de la Definición 2.1.5 conmuta.

Para ello, sea α⊗ x ∈ K ⊗A, de modo que

µ(η ⊗ id)(α⊗ x) = µ
(
η(α)⊗ x

)
= η(α)x = (α1A)x , por (2.1):

= αx := Kan(α⊗ x);

para x⊗ α ∈ A⊗K, tenemos

µ(id⊗ η)(x⊗ α) = xη(α) = x(α1A) = αx , por (2.1)

= xα := Kan(x⊗ α).

Por lo tanto, µ(η ⊗ id) = Kan = µ(id⊗ η).

Afirmación 2: El segundo diagrama de la Definición 2.1.5 conmuta.

En efecto, como la multiplicación en A es asociativa, ∀x, y, z ∈ A : (xy)z = x(yz). Esto se

expresa como µ(µ⊗ id)(x⊗y⊗ z) = µ
(
id⊗µ(x⊗y⊗ z)

)
. Por lo tanto, µ(µ⊗ id) = µ(id⊗µ).

⇐) Por hipótesis, A es K−módulo. Falta mostrar que A es anillo y se cumple (2.1). Por

hipótesis está definida la multiplicación en A como la aplicación µ : A ⊗ A → A dada por

µ(x⊗ y) = xy.

Afirmación 3: ∀x, y y z ∈ A se cumple que

(xy)z = x(yz) , x(y + z) = xy + xz , (x+ y)z = xz + yz , ∃1A ∈ A tal que x = 1Ax = x1A.
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En efecto:

Por conmutatividad del segundo diagrama µ(µ ⊗ id) = µ(id ⊗ µ) : A ⊗ A ⊗ A → A, luego

para x⊗ y⊗ z, µ(µ⊗ id)(x⊗ y⊗ z) = µ(xy⊗ z) = (xy)z y µ(id⊗µ)(x⊗ y⊗ z) = x(yz). Aśı,

(xy)z = x(yz).

Por la bilinealidad del producto tensorial tenemos x⊗ (y + z) = x⊗ y + x⊗ z y

(x+y)⊗ z = x⊗ z+y⊗ z. Mediante la aplicación K−lineal µ se obtienen x(y+ z) = xy+xz

y (x+ y)z = xz + yz.

Por conmutatividad del primer diagrama µ ◦ (η ⊗ id) = Kan = µ ◦ (id⊗ η), luego

µ(η ⊗ id)(1⊗ x) = η(1)x , µ(id⊗ η)(x⊗ 1) = xη(1) y x = 1x = Kan(1⊗ x) = Kan(x⊗ 1).

Aśı, existe 1A = η(1) ∈ A tal que x = 1Ax = x1A.

Afirmación 4: α(xy) = (αx)y = x(αy) , ∀α ∈ K , ∀x, y ∈ A.

Por propiedad del producto tensorial, α(x ⊗ y) = (αx) ⊗ y = x ⊗ (αy). Con la aplicación

K−lineal µ se obtiene que α(xy) = (αx)y = x(αy).

Proposición 2.1.7. Sean A y B, K−álgebras; entonces A⊗B es una K−álgebra.

Prueba. Sean (A,µA, ηA) y (B,µB, ηB) las K−álgebras dadas. Puesto que A y B son

K−módulos y K es anillo conmutativo, A⊗B es un K−módulo.

Por propiedad de producto tensorial de K−módulos, existe un isomorfismo

T : B ⊗A→ A⊗B, y ⊗ x 7→ x⊗ y. Se define la aplicación

µA⊗B : C ⊗ C → C, C = A ⊗ B, por µA⊗B = (µA ⊗ µB) ◦ S , S = idA ⊗ T ⊗ idB. Como

µA, µB y S son aplicaciones K−lineales, µA⊗B es una aplicación K−lineal.

Se define ηA⊗B : K → C mediante ηA⊗B = ηA ⊗ 1B = 1A ⊗ ηB. Puesto que ηA y ηB son

aplicaciones K−lineales, la aplicación ηA⊗B es K−lineal.

Afirmación: (A⊗B,µA⊗B, ηA⊗B) es una K−álgebra.

Se verifica la conmutatividad de los dos diagramas de la Definición 2.1.5. Es decir,

µA⊗B(µA⊗B ⊗ idC)
(2.3)
= µA⊗B(idC ⊗ µA⊗B) y

µA⊗B(ηA⊗B ⊗ idC)
(2.4)
= Kan

(2.5)
= µA⊗B(idC ⊗ ηA⊗B).

En efecto, calculando:

µA⊗B(c1 ⊗ c2) = µA⊗B(x1 ⊗ y1 ⊗ x2 ⊗ y2) = (µA ⊗ µB)S(x1 ⊗ y1 ⊗ x2 ⊗ y2)

= (µA ⊗ µB)(x1 ⊗ x2 ⊗ y1 ⊗ y2) = x1x2 ⊗ y1y2.
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Tomando ci = xi ⊗ yi para i = 1, 2, 3 :

µA⊗B(µA⊗B ⊗ idC)(c1 ⊗ c2 ⊗ c3) = µA⊗B
(
(x1x2 ⊗ y1y2)⊗ (x3 ⊗ y3)

)
= (x1x2)x3 ⊗ (y1y2)y3,

como µA(µA ⊗ idA) = µA(idA ⊗ µA), µB(µB ⊗ idB) = µB(idB ⊗ µB) : (2.2)

(x1x2)x3 ⊗ (y1y2)y3 = x1(x2x3)⊗ y1(y2y3)

= µA⊗B(idC ⊗ µA⊗B)(c1 ⊗ c2 ⊗ c3). (2.3)

Por otro lado, ηA⊗B(α) = ηA(α)⊗ 1B = (α1A)⊗ 1B, luego

µA⊗B(ηA⊗B ⊗ idC)
(
α⊗ (x⊗ y)

)
= µA⊗B

(
[(α1A)⊗ 1B]⊗ (x⊗ y)

)
= (α1A)x⊗ 1By = (αx)⊗ y

= α(x⊗ y) = Kan
(
α⊗ (x⊗ y)

)
. (2.4)

Análogamente

µA⊗B(idC ⊗ ηA⊗B)
(
(x⊗ y)⊗ α

)
= µA⊗B

(
(x⊗ y)⊗ [(α1A)⊗ 1B]

)
= α(x⊗ y) = (x⊗ y)α

= Kan
(
(x⊗ y)⊗ α

)
. (2.5)

Proposición 2.1.8. Las definiciones 2.1.4 y 2.1.5 son equivalentes.

Prueba. ⇒) Como A es un anillo y η : K → A es un morfismo de anillos tal que

Im(η) ⊆ Z(A), A es un grupo abeliano aditivo y la aplicación K ×A→ A,

(α, a) 7→ α ·a = η(α) ·a es una acción izquierda (y a la vez acción derecha pues η(α) ∈ Z(A))

del anillo K sobre A; de modo que A es un K−módulo. Para todo α, β ∈ K :

η(αβ) = (αβ)1A = α(β1A) = αη(β). Luego, η : K → A es una aplicación K−lineal.

Puesto que ⊗ : A×A→ A⊗A es una aplicación K−bilineal y la multiplicación

A × A → A es una aplicación K−bilineal, por propiedad universal del producto tensorial

existe una aplicación K−lineal µ : A⊗A→ A tal que µ(a⊗ b) = ab.

Dado que α · a = η(α) · a = a · η(α), se tiene

Kan(α⊗ a) = µ(η ⊗ id)(α⊗ a) = α · a , Kan(a⊗ α) = µ(id⊗ η)(a⊗ α) = α · a,
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para todo α ∈ K y ∀a ∈ A. Aśı, el primer diagrama de la Definición 2.1.5 es conmutativo.

Como la multiplicación en A es asociativa, se sigue que el segundo diagrama es conmutativo.

Por lo tanto, la terna (A,µ, η) es tal que A es unK−módulo, µ y η son aplicacionesK−lineales

que satisfacen la conmutatividad de los dos diagramas.

⇐) La multiplicación en A está definida por la aplicación K−lineal µ : A⊗A→ A mediante

µ(a ⊗ b) = ab. Con esta multiplicación, como en la implicación ⇐) de la Proposición 2.1.6,

se prueba que A es un anillo.

Por la conmutatividad del primer diagrama, µ(η ⊗ id) = Kan = µ(id ⊗ η), se obtiene

η(α)a = aη(α), ∀α ∈ K,∀a ∈ A. Luego, Im(η) ⊆ Z(A).

Puesto que η : K → A dada por η(α) = α1A es aplicación K−lineal, para α, β ∈ K

(arbitrarios), η(α+ β) = η(α) + η(β). Además,

η(αβ) = αη(β) = (αη(β)) · 1A , como Im(η) ⊆ Z(A)

= (α1A)η(β) = η(α)η(β).

Aśı, η es un morfismo de anillos. Por consiguiente, el par (A, η) es tal que A es anillo y

η : K → A es un morfismo de anillos, con Im(η) ⊆ Z(A).

Observación. Según las proposiciones 2.1.6 y 2.1.8, las tres definiciones 2.1.3, 2.1.4 y 2.1.5

de K−álgebra son equivalentes.

Como una consecuencia de la Definición 2.1.4 de K−álgebra se presentan los ejemplos

siguientes.

Ejemplo 2.1.9.

1. Si K es un anillo conmutativo, entonces Mn(K) es una K−álgebra. Para comprobarlo,

se define η : K →Mn(K) por η(α) = αI, donde I es la matriz unitaria n× n.

2. Sea M = Mn(K) y E = End(M) el conjunto de endomorfismos del K−módulo M .

Entonces definiendo el producto en E como composición de los elementos de E, se tiene

que E es una K−álgebra.

3. Si K es un cuerpo y P es un polinomio mónico con coeficientes en K de grado t,

entonces procediendo como en la prueba de la Proposición 2.1.11 se verifica que
K[X]

〈P 〉
es una K−álgebra.
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Proposición 2.1.10. Sea G un grupo y K un anillo conmutativo. Entonces K[G] es una

K−álgebra.

Prueba. En el conjunto K[G], que consiste de sumas finitas
∑
σ∈G

rσσ, rσ ∈ K, están definidas

las operaciones de adición y multiplicación por

∑
σ∈G

rσσ +
∑
σ∈G

sσσ =
∑
σ∈G

(rσ + sσ)σ ,

(∑
σ∈G

rσσ

)(∑
τ∈G

sττ

)
=

∑
σ∈G,τ∈G

rσsτ (στ).

El hecho de que K es grupo abeliano aditivo implica que K[G] es un grupo abeliano aditivo.

La asociatividad de la multiplicación de K[G] se sigue de las asociatividades de la multipli-

cación de K y de la operación del grupo.

Las leyes distributivas en K[G] se obtienen de la definición de multiplicación en K[G] y las

leyes distributivas en K.

El elemento unitario de K[G] es 1K[G] = 1e. Por consiguiente, K[G] es un anillo.

Por otro lado, se define η : K → K[G] por η(α) = αe.

Dados α, β ∈ K, usando la definición de la adición y multiplicación en K[G],

η(α+ β) = (α+ β)e = αe+ βe = η(α) + η(β);

η(αβ) = (αβ)e = (αe)(βe) = η(α)η(β).

Además, η(1) = 1e = 1K[G]. Luego, η es un morfismo de anillos.

Afirmación: Im(η) ⊆ Z(K[G]). Sean η(α) ∈ Im(η) y r =
∑
σ∈G

rσσ ∈ K[G], entonces

η(α)r = rη(α).

En efecto, η(α)r = (αe)
∑
σ∈G

rσσ =
∑
σ∈G

(αrσ)(eσ) =
∑
σ∈G

(rσα)(σe) = rη(α).

Aśı, el par (K[G], η) satisface la Definición 2.1.4, luego K[G] es una K−álgebra.

Proposición 2.1.11. Sea K un cuerpo, entonces K[X]
〈X2〉 es una K−álgebra.

Prueba. Como K es un cuerpo, K es un anillo conmutativo. Luego 〈X2〉 es un ideal de K[X].

En efecto; recordando que 〈X2〉 = { X2f(X) : f(X) ∈ K[X]}.

i) 〈X2〉 es un subgrupo de (K[X],+) pues se cumplen las dos condiciones :

(1) 0 ∈ 〈X2〉 pues existe f(X) = 0 ∈ K[X] tal que X2f(X) = 0.

(2) Si r1 y r2 ∈ 〈X2〉, entonces r1 − r2 ∈ 〈X2〉. Esto se verifica, como sigue:
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r1 y r2 ∈ 〈X2〉 implica que existen f(X) y g(X) ∈ K[X] tales que r1 = X2f(X) y

r2 = X2g(X); de modo que r1 − r2 = X2(f(X)− g(X)) = X2h(X) ∈ 〈X2〉 pues

h(X) = f(X)− g(X) ∈ K[X].

ii) Sean r ∈ K[X] y a ∈ 〈X2〉, entonces ra y ar ∈ 〈X2〉.

En efecto; de r ∈ K[X] se sabe que r = h(X). Por otro lado de a ∈ 〈X2〉, se sigue que existe

f(X) ∈ K[X] tal que a = X2f(X); de modo que

ra = h(X)[X2f(X)] = X2(h(X)f(X)) ∈ 〈X2〉, pues h(X)f(X) ∈ K[X]. Como K[X] es

anillo conmutativo, también se obtiene que ar ∈ 〈X2〉. De i), ii), resulta que 〈X2〉 es un

ideal de K[X].

Por lo tanto, existe el anillo cociente K[X]
〈X2〉 .

Se define el morfismo de anillos η : K → K[X]
〈X2〉 por

η(λ) = λ+ 〈X2〉 .

Puesto que Im(η) ⊆ Z(
K[X]

〈X2〉
), por la Definición 2.1.4

K[X]

〈X2〉
es una K-álgebra.

Observación 2.1.12. El álgebra
K[X]

〈X2〉
no es cuerpo pues x = X + 〈X2〉 no es invertible.

Como K[X] es un dominio euclidiano, dado f(X) ∈ K[X] existen únicos

q(X) y r(X) ∈ K[X] tales que f(X) = X2q(X) + r(X) donde r(X) = a+ bX. Entonces

K[X]

〈X2〉
= {a+ bx | a, b ∈ K}.

Observación 2.1.13. Tomando P = Xt + ct−1X
t−1 + · · ·+ c1X + c0 en lugar de X2, se ve

que K[X]
〈P 〉 es una K−álgebra y que

K[X]

〈P 〉
= {a0 + a1x+ · · ·+ at−1x

t−1 | ai ∈ K}.

El álgebra de la observación anterior es el álgebra cociente de K[X] por el ideal generado

por P , conocido como álgebra monogénica en [27]. En los caṕıtulos 4 y 5, utilizaremos las

K−álgebras de esta forma cuando P = Xt − a para t ≥ 2, donde c0 = −a.

2.2 Biálgebras y álgebras de Hopf

Morfismos de álgebras y coálgebras

Las aplicaciones K−lineales de la Definición 2.1.5, µ y η se llaman multiplicación y unidad

de A, respectivamente.
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Definición 2.2.1 (Morfismo de álgebras). Sean (A,µA, ηA) y (B,µB, ηB) dos K−álgebras.

Una aplicación K−lineal f : A → B es un morfismo de K−álgebras si los dos diagramas

siguientes conmutan:

A⊗A

µA

��

f⊗f
// B ⊗B

µB

��

A
f

// B

A
f

// B

K

ηA

``

ηB

>> (2.6)

Esto se traduce en las condiciones f ◦ µA = µB ◦ (f ⊗ f) y f ◦ ηA = ηB.

Dada dos K−álgebras A y B, se denotará por AlgK(A,B) el conjunto de todos los

morfismos de K−álgebras de A en B. De la definición dada se obtiene:

Ejemplo 2.2.2. Si φ1 : A1 → A2 y φ2 : A2 → A3 son morfismos de K−álgebras, entonces

φ2 ◦ φ1 es un morfismo de K−álgebras. Es decir, φ2 ◦ φ1 ∈ AlgK(A1, A3).

Ejemplo 2.2.3. AlgK es una categoŕıa, cuyos objetos son K−álgebras, cuyos morfismos son

morfismos de K−álgebras y el producto de sus morfismos es la composición de aplicaciones.

Del hecho que Ab es la categoŕıa de grupos abelianos y AlgK(A,B) ⊆ Ab(A,B), se sigue

que AlgK es una categoŕıa.

Definición 2.2.4. Una K−coálgebra es una terna (C,∆, ε), donde C es un K−módulo,

∆ : C → C ⊗ C y ε : C → K son aplicaciones K−lineales tales que los diagramas siguientes

son conmutativos

C

Kan
∼

zz

∆

��

Kan
∼

$$

K ⊗ C C ⊗K

C ⊗ C
ε⊗id

dd

id⊗ε

::

C

∆

��

∆ // C ⊗ C

id⊗∆

��

C ⊗ C
∆⊗id

// C ⊗ C ⊗ C.

Es decir, (ε⊗ id) ◦∆ = Kan = (id⊗ ε) ◦∆ y (∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆.

La conmutatividad del primer diagrama tiene sentido, debido a que Kan simboliza un iso-

morfismo canónico; de modo que Kan(c) = 1 ⊗ c y Kan(c) = c ⊗ 1, y estos elementos se

identifican con el elemento c de C.
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Las aplicaciones ∆ y ε son llamados comultiplicación y counidad, respectivamente, del

coálgebra C.

Proposición 2.2.5. Sea G un grupo y K un anillo conmutativo unitario. Entonces K[G] es

una K−coálgebra con comultiplicación ∆ y counidad ε, definidas por

∆(g) = g ⊗ g y ε(g) = 1, ∀g ∈ G.

Prueba. Según la Proposición 2.1.10, K[G] es un K−módulo. Para cualquier

g ∈ G ⊆ K[G] se tiene (ε⊗ id)∆(g) = ε(g)⊗ id(g) = 1⊗ g = Kan(g) y

(id⊗ ε)∆(g) = id(g)⊗ ε(g) = g⊗ 1 = Kan(g). Por la identificación de elementos g⊗ 1, 1⊗ g

y g, (ε⊗ id)∆ = (id⊗ ε)∆ = idG.

Por otro lado, (∆⊗ id)∆(g) = ∆⊗ id(g ⊗ g) = (g ⊗ g)⊗ g y

(id⊗∆)∆(g) = id⊗∆(g ⊗ g) = g ⊗ (g ⊗ g).

Por la identificación de los elementos (g ⊗ g)⊗ g y g ⊗ (g ⊗ g), (∆⊗ id)∆ = (id⊗∆)∆.

Como K[G] es K−módulo generado por G, las extensiones lineales de ∆ y ε a K[G] son

aplicaciones K−lineales. Luego, de las igualdades verificadas se sigue que

(ε ⊗ id)∆ = (id ⊗ ε)∆ = idK[G] y (∆ ⊗ id)∆ = (id ⊗∆)∆. Por lo tanto, (K[G],∆, ε) es un

coálgebra.

Observación. Para la comultiplicación ∆ de C, ∆(c) ∈ C⊗C es usualmente una suma finita

de tensores que será representada mediante la notación de Sweedler ∆(c) := c(1) ⊗ c(2).

Definición 2.2.6. Una K−álgebra (A,µ, η) es conmutativa si el diagrama

A⊗A T //

µ

""

A⊗A

µ

||

A

es conmutativo, donde T : A⊗A→ A⊗A es la aplicación flip, definida por

T (a⊗ b) = b⊗ a.

Definición 2.2.7. Sean (C,∆C , εC) y (D,∆D, εD) dosK−coálgebras. La aplicaciónK−lineal
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g : C → D es un morfismo de K−coálgebras si los diagramas siguientes son conmutativos

C
g

//

∆C

��

D

∆D

��

C ⊗ C
g⊗g

// D ⊗D

, C

εC
  

g
// D

εD
~~

K

La conmutatividad del primer diagrama puede ser escrito como

g
(
c(1)
)
⊗ g
(
c(2)
)

= g(c)(1) ⊗ g(c)(2) , ∀c ∈ C.

Proposición 2.2.8. Si f : C → D y g : D → E son morfismos de K−coálgebras, entonces

g ◦ f es un morfismo de K−coálgebras.

Prueba. Se sabe que g ◦ f es aplicación K−lineal y además ∀c ∈ C :

(g ◦ f)(c(1))⊗ (g ◦ f)(c(2)) = g ⊗ g
(
f(c(1))⊗ f(c(2))

)
= g ⊗ g

(
f(c)(1) ⊗ f(c)(2)

)
= g
(
f(c)(1)

)
⊗ g
(
f(c)(2)

)
= (g ◦ f)(c)(1) ⊗ (g ◦ f)(c)(2).

Con el diagrama conmutativo siguiente

C
f
//

εC
  

D

εD

��

g
// E

εE
~~

K

, se ve que εE(g ◦ f) = (εEg)f = εDf = εC .

Proposición 2.2.9. Sean (C,∆C , εC) y (D,∆D, εD) dos K−coálgebras, entonces

(C ⊗D,∆C⊗D, εC⊗D), donde ∆C⊗D = S ◦ (∆C ⊗∆D), εC⊗D = µK ◦ (εC ⊗ εD) y S es como

en la Proposición 2.1.7, es una K−coálgebra.

Prueba. Puesto que C y D son K−coálgebras, C y D son K−módulos; luego C ⊗D es un

K−módulo.

Para abreviar sea Z = C ⊗D. Entonces ∆C⊗D : Z → Z ⊗ Z, εC⊗D : Z → K están definidas

por ∆C⊗D = S ◦ (∆C ⊗∆D) y εC⊗D = µK ◦ (εC ⊗ εD).
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Se ve que ∆C⊗D y εC⊗D son aplicaciones K−lineales por ser composiciones de aplicaciones

K−lineales.

Sea c⊗ d ∈ Z, calculando se obtiene ∆Z(c⊗ d) = ∆C⊗D(c⊗ d) = (c(1) ⊗ d(1))⊗ (c(2) ⊗ d(2))

y εZ(c⊗ d) = εC⊗D(c⊗ d) = εC(c)εD(d).

Utilizando estas igualdades se verifica que (εZ ⊗ idZ) ◦ ∆Z = Kan = (idZ ⊗ εZ) ◦ ∆Z y

(∆Z ⊗ idZ)◦∆Z = (idZ ⊗∆Z)◦∆Z . Por la Definición 2.2.4, C⊗D es una K−coálgebra.

Ant́ıpodas y álgebras de Hopf

Proposición 2.2.10. Sea A un K−módulo tal que (A,µA, ηA) es una K−álgebra y

(A,∆A, εA) es una K−coálgebra. Entonces son equivalentes:

(1) Las aplicaciones µA y ηA son morfismos de coálgebras.

(2) Las aplicaciones ∆A y εA son morfismos de álgebras.

Prueba. (1)⇒ (2) Esta parte se prueba con las dos afirmaciones siguientes:

Afirmación 1: ∆A es un morfismo de álgebras.

Vamos a verificar que los diagramas siguientes son conmutativos:

A⊗A

µA

��

∆A⊗∆A // (A⊗A)⊗ (A⊗A)

µA′

��

A
∆A

// A⊗A

A
∆A // A⊗A

K

ηA

__

ηA′

<<

Por hipótesis (A,µA, ηA) es un álgebra tal que µA y ηA son morfismos de coálgebras.

Para x⊗ y ∈ A⊗A se tiene

µA′ ◦ (∆A ⊗∆A)(x⊗ y) = µA′
(
∆A(x)⊗∆A(y)

)
= µA′

(
(x(1) ⊗ x(2))⊗ (y(1) ⊗ y(2))

)
= x(1)y(1) ⊗ x(2)y(2);

como µA es un morfismo de coálgebras, ∆AµA = (µA ⊗ µA)∆A′ , luego

∆AµA(x⊗ y) = (µA ⊗ µA)∆A′(x⊗ y) , ∆A′ = S ◦ (∆A ⊗∆A)

= (µA ⊗ µA)(x(1) ⊗ y(1) ⊗ x(2) ⊗ y(2))

= µA(x(1) ⊗ y(1))⊗ µA(x(2) ⊗ y(2))

= x(1)y(1) ⊗ x(2)y(2).
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Aśı, ∆AµA = µA′(∆A ⊗∆A) .

Como ηA es un morfismo de coálgebras, ∆AηA = (ηA ⊗ ηA)∆K , luego para α ∈ K :

∆AηA(α) = (ηA ⊗ ηA)∆K(α) , por K−linealidad

= α(ηA ⊗ ηA)∆K(1)

= α(ηA ⊗ ηA)(1⊗ 1)

= αηA(1)⊗ 1A = ηA(α)⊗ 1A = ηA′(α).

Aśı, ∆AηA = ηA′ .

Afirmación 2: εA es un morfismo de álgebras.

Los diagramas siguientes conmutan

A⊗A

µA

��

εA⊗εA // K ⊗K

µK

��

A εA
// K

A
εA // K

K

ηA

``

ηK

>>

Por hipótesis (A,µA, ηA) es un álgebra tal que µA y ηA son morfismos de coálgebras.

Sea a⊗ b ∈ A⊗A. Puesto que µA es un morfismo de coálgebras, εAµA = εA′ . De modo que

εAµA(a⊗ b) = εA′(a⊗ b) := εA(a)εA(b).

Por otro lado, se obtiene

µK(εA ⊗ εA)(a⊗ b) = µK
(
εA(a)⊗ εA(b)

)
= εA(a)εA(b).

Luego, εAµA = µK(εA ⊗ εA) .

Como ηA es un morfismo de coálgebras, εAηA = εK , para α ∈ K(arbitrario),

εAηA(α) = εK(α) = αεK(1) = α1K = ηK(α).

Aśı, εAηA = ηK .

(2)⇒ (1) La prueba de esta implicación se deja al lector.

Definición 2.2.11. Una biálgebra es un K−módulo A, dotado con dos estructuras: de

K−álgebra (A,µA, ηA) y de K−coálgebra (A,∆A, εA) tales que µA y ηA son morfismos de

coálgebras (o equivalentemente ∆A y εA son morfismos de álgebras).
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Según la Proposición 2.1.10, (K[G], µ, η) es una K−álgebra, donde µ(g ⊗ h) = gh y

η(α) = αe, ∀g, h ∈ G, donde e ∈ G es la identidad.

Por la Proposición 2.2.5, (K[G],∆, ε) es una K−coálgebra, donde ∆(g) = g ⊗ g y

ε(g) = 1, ∀g ∈ G.

Proposición 2.2.12. K[G], con sus estructuras de K−álgebra y de K−coálgebra, es una

biálgebra.

Prueba. Para que K[G] sea biálgebra, debemos probar las dos afirmaciones siguientes:

Afirmación 1: η es un morfismo de coálgebras.

Es decir, (η ⊗ η)∆K = ∆η y εη = εK . En efecto, para α ∈ K :

(η ⊗ η)∆K(α) = α(η ⊗ η)∆K(1)

= α
(
η(1)⊗ η(1)

)
= α(e⊗ e) y

∆η(α) = ∆(αe) = α∆(e) = α(e⊗ e) .

Además, εη(α) = ε(αe) = αε(e) = α1K = εK(α) .

Afirmación 2: µ es un morfismo de coálgebras. Es decir, para A′ = K[G]⊗K[G] se tiene

(µ⊗ µ)∆A′ = ∆µ y εµ = εA′ .

En efecto, para cualquier g ⊗ h ∈ A′, con g, h ∈ G :

(µ⊗ µ)∆A′(g ⊗ h) = (µ⊗ µ)
(
g(1) ⊗ h(1) ⊗ g(2) ⊗ h(2)

)
= g(1)h(1) ⊗ g(2)h(2) = gh⊗ gh

= ∆(gh) = ∆µ(g ⊗ h).

Además, εµ(g ⊗ h) = ε(gh) = 1 = 1 · 1 = ε(g)ε(h) = εA′(g ⊗ h).

Sean (A,µ, η) una K−álgebra y (C,∆, ε) una K−coálgebra. Puesto que K es anillo con-

mutativo, A y C son K−módulos, por lo tanto Hom(C,A) = HomK(C,A) es un K−módulo.

Proposición 2.2.13. Si definimos la multiplicación ∗ en Hom(C,A) por (f, g) 7→ f ∗ g

mediante (f ∗ g)(c) = f
(
c(1)
)
g
(
c(2)
)

para c ∈ C, entonces Hom(C,A) es una K−álgebra.
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Prueba. Sean α ∈ K, y f, g ∈ Hom(C,A), entonces α(f ∗ g) = (αf) ∗ g = f ∗ (αg). Para

cualquier c ∈ C,

[(αf) ∗ g](c) = (αf)
(
c(1)
)
g
(
c(2)
)

=
(
αf(c(1))

)
g
(
c(2)
)

= α(f(c(1))g
(
c(2)
)
) = [α(f ∗ g)](c),

análogamente [f ∗ (αg)](c) = [α(f ∗ g)](c).

Afirmación: Sean f, g, h ∈ Hom(C,A), entonces

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) , f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h , (f + g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h ;

ηε ∈ Hom(C,A) es tal que (ηε) ∗ f = f ∗ (ηε) = f .

En efecto, para cualquier c ∈ C se tiene

(f ∗ g) ∗ h(c) = (f ∗ g)(c(1))h(c(2))

=
(
f(c(1))g(c(2))

)
h(c(3))

= f(c(1))(g ∗ h)(c(2)) = [f ∗ (g ∗ h)](c)

y además

f ∗ (g + h)(c) = f(c(1))(g + h)(c(2))

= f(c(1))g(c(2)) + f(c(1))h(c(2))

= f ∗ g(c) + f ∗ h(c) = (f ∗ g + f ∗ h)(c).

Análogamente, (f + g) ∗ h(c) = (f ∗ h+ g ∗ h)(c). Por último, tenemos

[(ηε) ∗ f ](c) = (ηε)(c(1))f(c(2))

=
(
ε(c(1))1A

)
f(c(2))

= f
(
ε(c(1))c(2)

)
= f(c),

pues C es una K−coálgebra; análogamente, [f ∗ (ηε)](c) = f
(
ε(c(2))c(1)

)
= f(c).

Por la Definición 2.1.3, el K−módulo Hom(C,A) es una K−álgebra.

La multiplicación ∗ se llama producto de convolución.
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Definición 2.2.14. Sea B un biálgebra. Una aplicación lineal S : B → B se llama ant́ıpoda

del biálgebra B, si S es un inverso de la aplicación identidad idB : B → B con respecto al

producto de convolución en HomK(B,B).

Definición 2.2.15. Un biálgebra H que tiene ant́ıpoda S es un álgebra de Hopf.

Proposición 2.2.16. Sea S : K[G]→ K[G] la aplicación dada por S(g) = g−1

∀g ∈ G. Entonces K[G] es un álgebra de Hopf.

Prueba. La extensión lineal de S a K[G] es una aplicación K−lineal.

Sea id = idK[G], entonces id ∗ S = S ∗ id = ηε. En efecto, para g ∈ G :

id ∗ S(g) = id(g(1))S(g(2))

= g(1)g−(2) , pero ∆(g) = g(1) ⊗ g(2) := g ⊗ g luego

= gg−1 = e = ηε(g) pues ε(g) = 1.

Análogamente S ∗ id(g) = ηε(g).

Puesto que id ∗ S, S ∗ id y ηε son aplicaciones K−lineales:

id ∗ S(r) = ηε(r) = S ∗ id(r) , ∀r =
∑
σ∈G

rσσ ∈ K[G].

Por la Proposición 2.2.12, K[G] es un biálgebra, de modo que K[G] es un biálgebra con

ant́ıpoda S. Por lo tanto, K[G] es un álgebra de Hopf.

Sea K un cuerpo, φ : V →W una aplicación K-lineal, entonces el adjunto de φ denotado

mediante φ∗ : W ∗ → V ∗ se define por φ∗(f)(v) = f(φ(v)).

La aplicación K-lineal ρ : V ∗ ⊗W ∗ → (V ⊗W )∗ se define por

ρ(f ⊗ g)(x ⊗ y) = f(x)g(y); ψ : K∗ → K el isomorfismo canónico. Si V o W es finito

dimensional, entonces ρ es biyectiva.

Proposición 2.2.17. [16, Sweedler 1969] Sea H un álgebra de Hopf finito dimensional con

ant́ıpoda S. Entonces el espacio vectorial dual H∗ es un álgebra de Hopf con ant́ıpoda S∗.

Prueba. Si (H,∆, ε) es la K-coálgebra subyacente de H, entonces por la Proposición 2.2.13

sabemos que H∗ = HomK(H,K) es una K-álgebra donde la multiplicación es
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µH∗(f ⊗g) = µK(f ⊗g)∆ y la unidad es ηH∗(λ) = λε. Aśı, (H∗, µH∗ , ηH∗) es una K-álgebra.

Sea (H,µ, η) la K-álgebra subyacente de H. Puesto que H es finito dimensional,

por [9, Prop. 1.3.9] sabemos que H∗ es una K-coálgebra donde la comultiplicación es

∆H∗ = ρ−1µ∗ y la counidad es εH∗ = ψη∗. Aśı, (H∗,∆H∗ , εH∗) es una K-coalgebra.

Para que (H∗, µH∗ , ηH∗ ,∆H∗ , εH∗) sea una biálgebra, se va a probar las dos afirmaciones

siguientes:

Afirmación 1: ∆H∗ es un morfismo de álgebras. Es decir, ∆H∗(f ∗ g) = ∆H∗(f)∆H∗(g) y

∆H∗(1H∗) = 1H∗ ⊗ 1H∗ . En efecto, del hecho que ρ∆H∗ = µ∗ sabemos que

f(ab) = f (1)(a)f (2)(b).

Por un lado, considerando que µH es un morfismo de K-coálgebras :

ρ∆H∗(f ∗ g)(a⊗ b) = (f ∗ g)(ab) = f((ab)(1))g((ab)(2))

= f (1)(a(1))f (2)(b(1))g(1)(a(2))g(2)(b(2))

= [f (1)(a(1))g(1)(a(2))][f (2)(b(1))g(2)(b(2))]

= (f (1) ∗ g(1))(a)(f (2) ∗ g(2))(b), por otro lado

como ∆H∗(f) = f (1) ⊗ f (2) y ∆H∗(g) = g(1) ⊗ g(2),

∆H∗(f)∆H∗(g) = (f (1) ∗ g(1))⊗ (f (2) ∗ g(2)), luego

ρ[∆H∗(f)∆H∗(g)](a⊗ b) = ρ[(f (1) ∗ g(1))⊗ (f (2) ∗ g(2))](a⊗ b)

= (f (1) ∗ g(1))(a)(f (2) ∗ g(2))(b).

Puesto que ρ es biyectiva, comparando estas igualdades, ∆H∗(f ∗ g) = ∆H∗(f)∆H∗(g).

Del hecho que ε es un morfismo de algebras

ρ∆H∗(ε)(a⊗ b) = ε(ab) = ε(a)ε(b)

:= ρ(ε⊗ ε)(a⊗ b).

Puesto que ρ es biyectiva, se deduce que ∆H∗(ε) = ε ⊗ ε. Recordando que ε = 1H∗ ,

∆H∗(1H∗) = 1H∗ ⊗ 1H∗ .

Afirmación 2: εH∗ es un morfismo de álgebras. Es decir, εH∗(φ1 ∗ φ2) = εH∗(φ1)εH∗(φ2) y

εH∗(1H∗) = 1. En efecto, como ∆ y ε son morfismos de K-álgebras,
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∆(1H) = 1
(1)
H ⊗ 1

(2)
H = 1H ⊗ 1H y ε(1H) = 1, de modo que

εH∗(φ1 ∗ φ2) = (φ1 ∗ φ2)(1H) = φ1(1
(1)
H )φ2(1

(2)
H )

= φ1(1H)φ2(1H) = εH∗(φ1)εH∗(φ2).

Claramente εH∗(1H∗) = εH∗(ε) = ε(1H) = 1.

Finalmente, se prueba que S∗ es la ant́ıpoda de H∗. Es decir, idH∗ ∗S∗ = S∗∗idH∗ = ηH∗εH∗ .

En efecto, dado φ ∈ H∗ y l ∈ H; usando las igualdades φ(1H) = εH∗(φ) y εH(l) = 1H∗(l), se

sigue que

[idH∗ ∗ S∗](φ)(l) = [φ(1) ∗ S∗(φ(2))](l)

= φ(1)(l(1))φ(2)(S(l(2)))

= φ(l(1)S(l(2))) = ηH∗εH∗(φ)(l).

Análogamente [S∗ ∗ idH∗ ](φ)(l) = ηH∗εH∗(φ)(l).

Proposición 2.2.18. [16, Sweedler 1969] Sea H un álgebra de Hopf con ant́ıpoda S. Entonces

se cumplen las siguientes propiedades:

1. S(hg) = S(g)S(h) ; ∀g, h ∈ H.

2. S(1) = 1.

3. ∆
(
S(h)

)
= S(h(2))⊗ S(h(1)).

4. ε
(
S(h)

)
= ε(h).

2.3 Productos cruzados de Hopf

Acción de un álgebra sobre un módulo y acción débil

Definición 2.3.1 (Módulo izquierdo). Sea (A,µ, η) una K−álgebra. Un A−módulo izquierdo

es un par (M,ν), donde M es K−módulo y ν : A⊗M →M es aplicación K−lineal, tal que
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los diagramas siguientes conmutan:

A⊗A⊗M

µ⊗idM

��

idA⊗ν // A⊗M

ν

��

A⊗M ν
//M

A⊗M

ν

��

K ⊗M

η⊗idM

99

Kan

∼

%%
M

Es decir, se cumplen (ab) ·m = a · (b ·m) y αm = η(α) ·m.

Dualizando este concepto se obtiene la noción de comódulo derecho sobre un coálgebra.

Definición 2.3.2 (Comódulo derecho). Sea (C,∆, ε) una K−coálgebra. Un C−comódulo

derecho es un par (M,ρ), donde M es un K−módulo y ρ : M → M ⊗ C es una aplicación

K−lineal, tal que los dos diagramas siguientes conmutan:

M

ρ

��

ρ
//M ⊗ C

idM⊗∆

��

M ⊗ C
ρ⊗idC

//M ⊗ C ⊗ C

M

ρ

��

Kan=i

∼

%%

M ⊗K

M ⊗ C
idM⊗ε

99

Sean A una K−álgebra y H una K−álgebra de Hopf.

Definición 2.3.3. Una acción débil de H sobre A es una aplicación K−lineal

θ : H ⊗A→ A, denotada por θ(h⊗ a) = ah, que satisface las tres condiciones siguientes:

1) (ab)h = ah
(1)
bh

(2)
, ∆(h) = h(1) ⊗ h(2).

2) 1hA = ε(h)1A , ε es counidad de H.

3) a1H = a ; ∀a, b ∈ A ; ∀h ∈ H (ver conmutatividad del segundo diagrama de la

Definición 2.3.1)

Definición 2.3.4. Una acción de H sobre A es una acción débil θ de H sobre A tal que

(al)h = ahl , ∀a ∈ A ; ∀h, l ∈ H (ver la conmutatividad del primer diagrama de la Definición

2.3.1). En este caso, se dice que A es H−módulo álgebra izquierdo.
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Producto cruzado de Hopf y su caracterización

Sea K un anillo conmutativo unitario. Sean A una K−álgebra y H una K−álgebra de Hopf.

Definición 2.3.5. Dadas una acción débil de H sobre A, f : H × H → A una aplicación

K−bilineal. El K−módulo A⊗H provisto de multiplicación dada por

(a⊗ h)(b⊗ l) = abh
(1)
f(h(2), l(1))⊗ h(3)l(2), (2.7)

se llama producto cruzado (de Hopf ) de A por H, si la multiplicación es asociativa y tiene

como elemento unitario 1A ⊗ 1H . Este producto cruzado se denota por A#fH.

Los elementos a⊗ h de A#fH son denotados por a#h para indicar que H actúa débilmente

sobre A.

Observación. En este trabajo, cuando nos referimos a un producto cruzado de un álgebra

con un álgebra de Hopf, producto cruzado general o simplemente producto cruzado, estaremos

hablando de un producto cruzado de Hopf, a menos que se trate de producto cruzado de un

álgebra con un grupo como ocurre en los caṕıtulos 4 y 5. Nos enfocaremos en los productos

cruzados de álgebras monogénicas con grupos ćıclicos finitos [27], ya que son necesarios para

obtener la solución del problema y su extensión.

Ahora, damos una definición alternativa. Más adelante probamos que estas definiciones

son equivalentes.

Dadas una acción débil θ de H sobre A, f : H ×H → A una aplicación K−bilineal.

Definición 2.3.6. Un producto cruzado de A por H es una terna E = (A#fH,µ, η), donde

A#fH = A ⊗ H es K−módulo, µ : E ⊗ E → E, η : K → E son aplicaciones K−lineales

dadas por µ
(
(a#h)⊗ (b#l)

)
= abh

(1)
f(h(2), l(1))#h(3)l(2) y

1 7→ η(1) = 1A#1H , tales que los diagramas siguientes conmutan:

E ⊗ E

µ

��

K ⊗ E
∼

Kan

$$

η⊗id
::

E ⊗K
∼
Kan

zz

id⊗η
dd

E

E ⊗ E ⊗ E µ⊗id
//

id⊗µ

��

E ⊗ E

µ

��

E ⊗ E µ
// E
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En lo que sigue, se establece condiciones necesarias y suficientes sobre f y la acción débil

θ de H sobre A para que (A ⊗H,µ, η) sea producto cruzado, donde µ es dado en (2.7). Se

denota por ε la counidad de H y por ∆ la comultiplicación de H.

Definición 2.3.7. Una aplicación K−bilineal f : H ×H → A es normal si

f(1, h) = f(h, 1) = ε(h)1A , ∀h ∈ H.

Lema 2.3.8. 1A#1H es elemento unitario de A#fH si y sólo si f es normal.

Prueba. ⇐) Efectuando cálculos:

(1A#1H)(x#m) = 1Ax
1
(1)
H f(1

(2)
H ,m(1))#1

(3)
H m(2) = xf(1,m(1))#m(2) , ∆(1) = 1⊗ 1

= xε(m(1))1A#m(2) , por hipótesis

= x#ε(m(1))m(2) , como H es K−coálgebra, ε(m(1))m(2) = m,

= x#m.

Aśı, 1A#1H es elemento unitario izquierdo. Similarmente

(x#m)(1A#1H) = xε(m(1))f(m(2), 1)#m(3)

= x#ε(m(1)m(2))m(3) = x#m.

Aśı, 1A#1H es elemento unitario derecho.

⇒) Como 1A#1H es elemento unitario izquierdo,

1A#m = (1A#1H)(1A#m)

= f(1,m(1))#m(2).

Aplicando idA ⊗ ε, 1A ⊗ ε(m) = f(1,m(1))⊗ ε(m(2)).

Luego ε(m)1A = ε(m(2))f(1,m(1))

= f
(
1, ε(m(2))m(1)

)
= f(1,m).

Además, como 1A#1H es elemento unitario derecho

1A#m = (1A#m)(1A#1H)

= ε(m(1))f(m(2), 1)#m(3).
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Aplicando idA ⊗ ε, 1A ⊗ ε(m) = ε(m(1))f(m(2), 1)⊗ ε(m(3)).

Luego ε(m)1A = ε(m(3))ε(m(1))f(m(2), 1)

= f
(
ε(m(3)m(1))m(2), 1

)
= f(m, 1).

Lema 2.3.9. Sea f(h, 1) = ε(h)1A , ∀h ∈ H. Entonces la multiplicación (2.7) es asociativa

si y sólo si las dos condiciones siguientes se cumplen:

(1) (Condición de Cociclo) ∀h, l,m ∈ H:

f(l(1),m(1))h
(1)
f(h(2), l(2)m(2)) = f(h(1), l(1))f(h(2)l(2),m) . (2.8)

(2) (Condición de Módulo Torcido) ∀h, l ∈ H y ∀a ∈ A:(
al

(1)
)h(1)

f(h(2), l(2)) = f(h(1), l(1))ah
(2)l(2) . (2.9)

Prueba. Se puede ver en [3, Lemm. 4.5].

Teorema 2.3.10. [3, Coro. 4.6] Sea H una K−álgebra de Hopf, A una K−álgebra,

θ : H ⊗ A → A una acción débil dada por θ(h ⊗ a) = ah y f : H ×H → A una aplicación

K−bilineal. Entonces (A#fH,µ, η) es un producto cruzado si y sólo si f es normal y se

cumplen las condiciones de cociclo y de módulo torcido para θ y f .

Prueba. ⇒) Por la Definición 2.3.6, de la conmutatividad del primer diagrama se sabe que

1A#1H es el elemento unitario de A#fH. Según el Lema 2.3.8, f es normal. De la conmu-

tatividad del segundo diagrama, la multiplicación en A#fH es asociativa. Pero f es normal,

luego f(h, 1) = ε(h)1A , ∀h ∈ H. Por el Lema 2.3.9, se cumplen las condiciones de cociclo y

módulo torcido.

⇐) Como A y H son K−álgebras, se define A#fH := A⊗H como K−módulo.

En términos de θ y f se definen µ y η por µ
(
(a⊗ h)⊗ (b⊗ l)

)
= abh

(1)
f(h(2), l(1))⊗ h(3)l(2)

y η(1) = 1A ⊗ 1H .

Sus extensiones lineales de estas aplicaciones son aplicaciones K−lineales. Como f es normal,

por el Lema 2.3.8 1A ⊗ 1H es elemento unitario de A#fH. Luego, el primer diagrama de la
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Definición 2.3.6 conmuta.

Como las condiciones de cociclo y de módulo torcido se cumplen y f es normal, por el Lema

2.3.9 la multiplicación en A#fH es asociativa, luego el segundo diagrama de la Definición

2.3.6 conmuta. Por lo tanto, (A#fH,µ, η) es un producto cruzado.

Proposición 2.3.11. Las definiciones 2.3.5 y 2.3.6 son equivalentes.

Prueba. Es análoga a la prueba de la Proposición 2.1.6 para el caso del producto cruzado de

Hopf.

Clases de productos cruzados

Ejemplo 2.3.12. Sea A una K−álgebra y H una K−álgebra de Hopf, entonces

HomK(H ⊗H,A) es una K−álgebra.

Prueba. Como H es una K−álgebra de Hopf, H es K−coálgebra. Por la Proposición 2.2.9,

H ⊗ H es una K−coálgebra. Aplicando la Proposición 2.2.13 HomK(H ⊗ H,A) es una

K−álgebra.

El cociclo f de un producto cruzado A#fH es trivial si es el elemento unidad del álgebra

HomK(H ⊗H,A); es decir, f(h, l) = ε(h)ε(l)1A ; ∀h, l ∈ H.

Definición 2.3.13. Sea A un H−módulo álgebra izquierdo. El K−módulo A⊗H provisto

de multiplicación dada por

(a⊗ h)(b⊗ l) = abh
(1) ⊗ h(2)l

se llama producto smash de A y H, y se denota por A#H.

Proposición 2.3.14. Sea A#fH un producto cruzado. Si el cociclo f es trivial; i.e.,

f(h, l) = ε(h)ε(l)1A ; ∀h, l ∈ H, entonces A#fH = A#H.

Prueba. Como A#fH es un producto cruzado, se cumple la condición de módulo torcido.

Aśı, ∀h, l ∈ H y ∀a ∈ A se tiene(
al

(1)
)h(1)

f(h(2), l(2)) = f(h(1), l(1))ah
(2)l(2) .
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Afirmación:
(
al
)h

= ahl .

En efecto, como f es trivial, la condición de módulo torcido es(
al

(1)
)h(1)

ε(h(2))ε(l(2))1A = ε(h(1))ε(l(1))1Aa
h(2)l(2) .

Por linealidad de la acción débil, ∀α, β, γ ∈ K; ∀b ∈ A; ∀h, l ∈ H se tienen

γ(bh) = (γb)h , α(bl) = bαl y β(bl)h = (bl)βh.

Teniendo en cuenta que H es coálgebra ε(l(2))l(1) = l = ε(l(1))l(2) y

ε(h(2))h(1) = h = ε(h(1))h(2), de la igualdad anterior se deduce que
(
al
)h

= ahl. Aśı, A es

H−módulo álgebra izquierdo. Por otro lado, en A#fH se tiene :

(a⊗ h)(b⊗ l) = abh
(1)
f(h(2), l(1))⊗ h(3)l(2) , f es trivial:

= abh
(1)
ε(h(2))ε(l(1))1A ⊗ h(3)l(2)

= abh
(1) ⊗ ε(h(2))h(3)ε(l(1))l(2) = abh

(1) ⊗ h(2)l.

Por lo tanto, A#fH = A#H.

Definición 2.3.15. Sea f : H ×H → A una aplicación K−bilineal normal con

Im(f) ⊆ Z(A). El K−módulo A⊗H provisto de multiplicación dada por

(a⊗ h)(b⊗ l) = abf(h(1), l(1))⊗ h(2)l(2),

se llama producto torcido de A con H, y se denota por Af [H], si f es tal que

f(l(1),m(1))f(h, l(2)m(2)) = f(h(1), l(1))f(h(2)l(2),m), ∀h, l,m ∈ H.

Proposición 2.3.16. Sea A#fH un producto cruzado. Si la acción débil de H sobre A es

trivial; i.e., ah = ε(h)a para a ∈ A y h ∈ H, entonces A#fH = Af [H].

Prueba. Como A#fH es un producto cruzado, por la Proposición 2.3.10, f : H ×H → A es

una aplicación K−bilineal normal. Además, se cumplen la condición de cociclo,

∀h, l,m ∈ H : f(l(1),m(1))h
(1)
f(h(2), l(2)m(2)) = f(h(1), l(1))f(h(2)l(2),m), (2.10)

y la condición de módulo torcido,

∀a ∈ A; ∀h, l ∈ H :
(
al

(1)
)h(1)

f(h(2), l(2)) = f(h(1), l(1))ah
(2)l(2) . (2.11)
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Como la acción débil es trivial(
al

(1)
)h(1)

= ε(h(1))al
(1)

= ε(h(1))ε(l(1))a.

Por K−bilinealidad de f (
al

(1)
)h(1)

f(h(2), l(2)) = af(h, l);

Similarmente, ah
(2)l(2) = ε(h(2)l(2))a = ε(h(2))ε(l(2))a.

Luego f(h(1), l(1))ah
(2)l(2) = f(h, l)a.

Aśı, por (2.11), af(h, l) = f(h, l)a; de modo que Im(f) ⊆ Z(A).

Por otro lado, como la acción débil es trivial:

f(l(1),m(1))h
(1)

= ε(h(1))f(l(1),m(1)), de modo que

f(l(1),m(1))h
(1)
f(h(2), l(2)m(2)) = f(l(1),m(1))f

(
ε(h(1))h(2), l(2)m(2)

)
= f(l(1),m(1))f(h, l(2)m(2)).

Reemplazando esto en (2.10):

f(l(1),m(1))f(h, l(2)m(2)) = f(h(1), l(1))f(h(2)l(2),m).

En A#fH se tiene :

(a⊗ h)(b⊗ l) = abh
(1)
f(h(2), l(1))⊗ h(3)l(2) , como la acción es trivial:

= aε(h(1))bf(h(2), l(1))⊗ h(3)l(2) , como f es K−bilineal:

= abf
(
ε(h(1))h(2), l(1)

)
⊗ h(3)l(2)

= abf(h(1), l(1))⊗ h(2)l(2) . (2.12)

Por lo tanto, A#fH = Af [H].

Proposición 2.3.17. Sea A#fH un producto cruzado. Si la acción débil de H sobre A es

trivial y el cociclo f también es trivial; i.e., ah = ε(h)a , f(h, l) = ε(h)ε(l)1A, entonces

A#fH = A⊗H.

Prueba. En este caso, la condición de cociclo (2.8) se reduce a ε(hlm)1A = ε(hlm)1A; mien-

tras que la condición de módulo torcido (2.9) se convierte en ε(hl)a = ε(hl)a. Como la acción
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débil es trivial, la multiplicación en A#fH por (2.12) se reduce a

(a⊗ h)(b⊗ l) = abf(h(1), l(1))⊗ h(2)l(2) , pero f es trivial, luego

= abε(h(1))ε(l(1))1A ⊗ h(2)l(2)

= ab⊗ ε(h(1))h(2)ε(l(1))l(2) = ab⊗ hl.

Por consiguiente, A#fH = A⊗H.

Definición 2.3.18. [3, Defi. 1.2] Una acción débil de H sobre A es interna si existe un

elemento invertible por convolución γ ∈ HomK(H,A) tal que para h ∈ H y a ∈ A,

ah = γ(h(1))aγ−1(h(2)), donde γ−1 es inversa de γ por convolución.

Observación 2.3.19. La acción débil trivial de H sobre A es la acción interna implementada

por el elemento unidad γ = ηAεH del álgebra HomK(H,A).

Definición 2.3.20. Sea γ invertible por convolución en HomK(H,A). Entonces, la aplicación

f : H ×H → A, definida por f(h, l) = γ(h(1))γ(l(1))γ−1(h(2)l(2)) es K−bilineal.

Observación 2.3.21. Se nota que f = µA ◦ (γ ⊗ γ) ∗ γ−1 ◦ µH , donde µA ◦ (γ ⊗ γ) y

γ−1 ◦ µH ∈ HomK(H ⊗H,A), luego f ∈ HomK(H ⊗H,A). Por lo tanto, f : H ×H → A es

una aplicación K−bilineal.

Proposición 2.3.22. Dada una acción débil interna de H sobre A implementada por el

invertible γ ∈ HomK(H,A) con γ(1) = 1 (Definición 2.3.18). Si f : H ×H → A es dada por

f(h, l) = γ(h(1))γ(l(1))γ−1(h(2)l(2)), entonces A#fH es un producto cruzado.

Prueba. Puesto que f(h, 1) = ηε(h) = ε(h)1A y f(1, h) = γ(h(1))γ−1(h(2)) = ηε(h) = ε(h)1A,

se sigue que f es normal.

Afirmación 1: f es un cociclo. En efecto, ∀h, l,m ∈ H :

f(l(1),m(1))h
(1)
f(h(2), l(2)m(2)) = γ(h(1)(1))f(l(1),m(1))γ−1(h(1)(2))f(h(2), l(2)m(2)),

pues la acción débil es interna; de modo que

f(l(1),m(1))h
(1)
f(h(2), l(2)m(2)) = γ(h(1))f(l(1),m(1))γ−1(h(2))f(h(3), l(2)m(2))

= γ(h(1))γ(l(1))γ(m(1))γ−1(l(2)m(2))γ−1(h(2))γ(h(3))

γ(l(3)m(3))γ−1(h(4)l(4)m(4))

= γ(h(1))γ(l(1))γ(m(1))γ−1(h(2)l(2)m(2)),
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efectuando cálculos resulta:

f(l(1),m(1))h
(1)
f(h(2), l(2)m(2)) = f(h(1), l(1))f(h(2)l(2),m).

Afirmación 2: Para la acción débil y el cociclo f se cumple la condición de módulo torcido.

En efecto, para h, l ∈ H y a ∈ A :(
al

(1)
)h(1)

f(h(2), l(2)) = [γ(h(1))γ(l(1))aγ−1(l(2))γ−1(h(2))]γ(h(3))γ(l(3))γ−1(h(4)l(4))

= γ(h(1))γ(l(1))aγ−1(h(2)l(2)) , por cálculos :

= f(h(1), l(1))ah
(2)l(2) .

Como f es normal y se cumplen las afirmaciones 1 y 2; por el Teorema 2.3.10 A#fH es un

producto cruzado.

2.4 Acciones y coacciones de un álgebra de Hopf

H−módulo álgebra izquierdo

Sea A un H−módulo álgebra izquierdo (Definición 2.3.4); es decir, A es una K−álgebra que

es H−módulo izquierdo tal que (ab)h = ah
(1)
bh

(2)
y 1hA = ε(h)1A ∀a, b ∈ A , ∀h ∈ H.

Proposición 2.4.1. Sea A un H−módulo álgebra izquierdo, entonces

AH = {x ∈ A | xh = ε(h)x, ∀h ∈ H} es un subálgebra de A.

Prueba. 1) Sean x, y ∈ AH y α ∈ K, entonces αx+ y ∈ AH .

En efecto, como la acción de H sobre A, ν : H ⊗A→ A, es aplicación K−lineal:

(αx+ y)h = ν(h⊗ (αx+ y))

= αν(h⊗ x) + ν(h⊗ y)

= αxh + yh = αε(h)x+ ε(h)y = ε(h)(αx+ y), ∀h ∈ H.

Luego, αx+ y ∈ AH .

2) x, y ∈ AH implica que xy ∈ AH .

En efecto, como (xy)h = xh
(1)
yh

(2)
, se obtiene (xy)h = ε(h(1)h(2))xy = ε(h)xy. Aśı,
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xy ∈ AH .

Por 1) y 2), AH es un subálgebra de A.

Definición 2.4.2. Sea A un H−módulo álgebra izquierdo. El subálgebra siguiente

AH = {x ∈ A | xh = ε(h)x , ∀h ∈ H} se llama álgebra de H−invariantes de A.

H−comódulo álgebra derecho

Definición 2.4.3. Sea H un álgebra de Hopf y A un álgebra. Una coacción débil de H sobre

A es una aplicación K−lineal ρ : A→ A⊗H, denotada por ρ(a) = a(0) ⊗ a(1), que satisface

las tres siguientes condiciones:

1) ρ(ab) = ρ(a)ρ(b) ; i.e., (ab)(0) ⊗ (ab)(1) = a(0)b(0) ⊗ a(1)b(1).

2) ρ(1) = 1⊗ 1.

3) (id⊗ ε)ρ = i , donde i : A→ A⊗K, a 7→ a⊗ 1. (ver la Definición 2.3.2).

Una coacción de H sobre A es una coacción débil ρ de H sobre A tal que

4) (ρ⊗ id)ρ = (id⊗∆)ρ (ver la Definición 2.3.2).

En este caso, se dice que A es H−comódulo álgebra derecho con la aplicación de es-

tructura ρ : A→ A⊗H.

El elemento ρ(a) = a(0) ⊗ a(1) de A ⊗ H representa una suma finita de tensores en la

notación de Sweedler. Esto se puede ver en el Corolario 2.5.9.

Proposición 2.4.4. Sea A un H−comódulo álgebra derecho, entonces

AcoH = {x ∈ A | ρ(x) = x⊗ 1} es un subálgebra de A.

Prueba. 1) Sean x1, x2 ∈ AcoH y α ∈ K, entonces αx1 + x2 ∈ AcoH .

En efecto, como ρ : A→ A⊗H es una aplicación K−lineal,

ρ(αx1 + x2) = αρ(x1) + ρ(x2) , x1, x2 ∈ AcoH :

= (αx1)⊗ 1 + x2 ⊗ 1 = (αx1 + x2)⊗ 1.

Por consiguiente, αx1 + x2 ∈ AcoH .
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2) x1, x2 ∈ AcoH implica que x1x2 ∈ AcoH .

En efecto, recordando que ρ preserva productos:

ρ(x1x2) = ρ(x1)ρ(x2) = (x1x2)⊗ 1 . Aśı, x1x2 ∈ AcoH .

Por 1) y 2), AcoH es un subálgebra de A.

Definición 2.4.5. Sea A un H−comódulo álgebra derecho. El subálgebra de A,

AcoH = {x ∈ A | ρ(x) = x⊗ 1},

se llama álgebra de H−coinvariantes de A.

Relación entre acción y coacción

Lema 2.4.6. Sean A una K−álgebra y H una K−álgebra finito dimensional. Sea z ∈ A⊗H

con z 6= 0; entonces existe f ∈ H∗ tal que (id⊗ f)(z) 6= 0.

Prueba. Sea {ei}ni=1 una base de H y sea {e∗i }ni=1 la base dual; i.e., e∗i (ej) = δij . Entonces si

z =
n∑
i=1

xi ⊗ ei 6= 0, existen xi0 6= 0 en A y f = e∗i0 , tales que

(id⊗ f)(z) =

n∑
i=1

xi ⊗ e∗i0(ei) = xi0 ⊗ 1 6= 0.

Observación. Si (id⊗ f)(z) = 0 , ∀f ∈ H∗, entonces z = 0.

En el caso en que H es finito dimensional, se tiene la relación siguiente entre acciones y

coacciones. En lo que respecta a la notación, en lugar de uf se escribirá f ·u en la proposición

siguiente.

Proposición 2.4.7. [18, Lemm. 1.6.4, Lemm. 1.7.2] Sea H un álgebra de Hopf finito

dimensional y A una K−álgebra. Entonces A es un H−comódulo álgebra derecho si y sólo

si A es un H∗−módulo álgebra izquierdo. Además, en este caso AH
∗

= AcoH .
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Prueba. Sean n = dimK(H), {e1, . . . , en} ⊆ H, {e∗1, . . . , e∗n} ⊆ H∗ bases duales; es decir,

e∗i (ej) = δij .

⇒) Sea A un H−comódulo álgebra derecho. Luego, existe ρ : A → A ⊗ H, coacción de H

sobre A. Se define ν : H∗⊗A→ A por ν(f⊗u) = f ·u := u(0)f(u(1)) ya que ρ(u) = u(0)⊗u(1).

La extensión lineal de ν es una aplicación K−lineal.

Se cumplen las cuatro condiciones siguientes:

1) f · (uv) = (uv)(0)f
(

(uv)(1)
)

= u(0)v(0)f(u(1)v(1)), por la Proposición 2.2.17 :

= u(0)v(0)f (1)(u(1))f (2)(v(1))

= u(0)f (1)(u(1))v(0)f (2)(v(1)) = (f (1) · u)(f (2) · v);

2) f · 1A = 1Af(1H) , pues ρ(1A) = 1A ⊗ 1H

= εH∗(f)1A , εH∗ es counidad de H∗;

3) (ηKε) · u = u(0)(ηKε)(u
(1))

= u(0)ε(u(1))1K

= u(0)ε(u(1)) = u , pues (id⊗ ε)ρ(u) = i(u);

4) (f ∗ g) · u = u(0)(f ∗ g)(u(1)) , ρ(u) = u(0) ⊗ u(1)

= u(0)f(u(1))g(u(2))

= u(0)g(u(2))f(u(1)) = f ·
(
u(0)g(u(2))

)
= f · (g · u) .

Por lo tanto, ν es una acción de H∗ sobre A. Es decir, A es H∗−módulo álgebra izquierdo.

⇐) Sea A un H∗−módulo álgebra izquierdo. Luego, está definida una acción ν de H∗ sobre

A, ν : H∗⊗A→ A, dada por ν(f ⊗u) = f ·u para f ∈ H∗ y u ∈ A. En particular, e∗i ·u ∈ A

para i = 1, . . . , n.

Se define ρ : A→ A⊗H por ρ(u) =

n∑
i=1

e∗i · u⊗ ei.

Se nota que ρ es una aplicación K−lineal ya que ν es una aplicación K−lineal. Se cumplen

las cuatro condiciones siguientes:
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1) Para cualquier f ∈ H∗ :

(id⊗ f)
(
ρ(uv)

)
=

n∑
i=1

e∗i · (uv)⊗ f(ei) =

n∑
i=1

f(ei)e
∗
i · (uv)⊗ 1

= f · (uv)⊗ 1 , como ν es acción

= (f (1) · u)(f (2) · v)⊗ 1

=
n∑

i,j=1

(
f (1)(ei)e

∗
i · u

)(
f (2)(ej)e

∗
j · v

)
⊗ 1

=
n∑

i,j=1

(e∗i · u)(e∗j · v)⊗ f (1)(ei)f
(2)(ej)

=

n∑
i,j=1

(e∗i · u)(e∗j · v)⊗ f(eiej)

= (id⊗ f)

 n∑
i,j=1

(e∗i · u)(e∗j · v)⊗ eiej

 = (id⊗ f)
(
ρ(u)ρ(v)

)
.

Tomando z = ρ(uv) − ρ(u)ρ(v), por la observación del Lema 2.4.6 se obtiene que

ρ(uv) = ρ(u)ρ(v).

2) ρ(1A) =

n∑
i=1

e∗i · 1A ⊗ ei, como εH∗ es counidad de H∗, e∗i · 1A = εH∗(e
∗
i )1A

=
n∑
i=1

e∗i (1H)1A ⊗ ei = 1A ⊗
n∑
i=1

[e∗i (1H)ei] = 1A ⊗ 1H ;

3) (id⊗ ε)ρ(u) = (id⊗ ε)

(
n∑
i=1

e∗i · u⊗ ei

)
=

n∑
i=1

e∗i · u⊗ ε(ei)

=
n∑
i=1

ε(ei)e
∗
i · u⊗ 1 = (ηKε) · u⊗ 1 = u⊗ 1 = i(u).

Aśı, (id⊗ ε)ρ = i.

Puesto que ∆(ek) = e
(1)
k ⊗ e

(2)
k =

n∑
j=1

e∗j

(
e

(1)
k

)
ej ⊗

n∑
i=1

e∗i

(
e

(2)
k

)
ei,

e∗j ∗ e∗i =

n∑
k=1

〈e∗j ∗ e∗i , ek〉e∗k, por la Proposición 2.2.13 〈e∗j ∗ e∗i , ek〉 = e∗j

(
e

(1)
k

)
e∗i

(
e

(2)
k

)
.

Luego se sigue que
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4) (id⊗∆)ρ(u) = (id⊗∆)

(
n∑
k=1

e∗k · u⊗ ek

)

=
n∑

i,j=1

(
n∑
k=1

〈e∗j ∗ e∗i , ek〉e∗k · u

)
⊗ ej ⊗ ei

=
n∑

i,j=1

(e∗j ∗ e∗i ) · u⊗ ej ⊗ ei

=
n∑

i,j=1

e∗j · (e∗i · u)⊗ ej ⊗ ei =
n∑
i=1

ρ(e∗i · u)⊗ ei

= (ρ⊗ id)

(
n∑
i=1

e∗i · u⊗ ei

)
= (ρ⊗ id)ρ(u).

Por lo tanto, ρ es una coacción de H sobre A. Es decir, A es H−comódulo álgebra

derecho.

Finalmente, se obtiene la igualdad AcoH = AH
∗
, como sigue:

Sea v ∈ AcoH , entonces v ∈ A y ρ(v) = v ⊗ 1H . Pero la acción de H∗ sobre A es dada por

f ·u = u(0)f(u(1)) cuando ρ(u) = u(0)⊗u(1), luego f ·v = vf(1H). En términos de la counidad

εH∗ de H∗, f(1H) = εH∗(f); de modo que f · v = εH∗(f)v. Aśı, v ∈ AH∗ .

Rećıprocamente; si v ∈ AH∗ , entonces v ∈ A y f · v = εH∗(f)v, ∀f ∈ H∗.

Como ρ : A→ A⊗H es dada por ρ(u) =
n∑
i=1

e∗i · u⊗ ei, haciendo cálculos

ρ(v) =
n∑
i=1

e∗i · v ⊗ ei =
n∑
i=1

εH∗(e
∗
i )v ⊗ ei = v ⊗

n∑
i=1

[e∗i (1H)ei] = v ⊗ 1H , luego v ∈ AcoH .

2.5 Productos cruzados de Hopf con cociclos inver-

tibles

Dadas A una K−álgebra y H una K−álgebra de Hopf. Un cociclo invertible es un elemento

f ∈ HomK(H ⊗H,A) tal que existe f−1 ∈ HomK(H ⊗H,A) satisfaciendo

f−1 ∗ f = f ∗ f−1 = ηAεH⊗H . Aśı, para todo (h, l) ∈ H ×H:

f−1(h(1), l(1))f(h(2), l(2)) = f(h(1), l(1))f−1(h(2), l(2)) = ε(h)ε(l)1A.

Ejemplo 2.5.1. Si f(h, l) = γ(h(1))γ(l(1))γ−1(h(2)l(2)) es el cociclo del producto cruzado de

la Proposición 2.3.22, entonces f−1(h, l) = γ(h(1)l(1))γ−1(l(2))γ−1(h(2)).
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Observando que f−1 = γµH ∗µA◦T ◦(γ−1⊗γ−1) donde T es la aplicación flip, se ve que la

aplicación f−1 es K-lineal con dominio H ⊗H y K-bilineal con dominio H ×H. Claramente

f−1 es un inverso por convolución de f .

Lema 2.5.2. Sea f un cociclo invertible. Entonces para h, l,m ∈ H se cumplen las tres

afirmaciones:

(1) f(l,m)h = f(h(1), l(1))f(h(2)l(2),m(1))f−1(h(3), l(3)m(2)).

(2) f−1(l,m)h = f(h(1), l(1)m(1))f−1(h(2)l(2),m(2))f−1(h(3), l(3)).

(3) f−1
(
S(h(4)), h(5)

)h(1)
f
(
h(2), S(h(3))

)
= ε(h)1A.

Prueba. Se deduce de la prueba de [14, Prop. 1.8].

Proposición 2.5.3. Sea E = A#fH un producto cruzado y f un cociclo invertible. Sea

γ : H → E la aplicación definida por γ(m) = 1#m. Entonces γ es invertible por convolución

y γ−1 : H → E es dada por

γ−1(m) = f−1(S(m(2)),m(3))#S(m(1)) . (2.13)

Prueba. Claramente γ ∈ HomK(H,E). Además, podemos verificar que

γ ∗ γ−1 = γ−1 ∗ γ = ηEεH , como sigue:

γ ∗ γ−1(m) := γ(m(1))γ−1(m(2)) = (1#m(1))[f−1(S(m(3)),m(4))#S(m(2))], por (2.7) :

= f−1
(
S(m(4)),m(5)

)m(1)

f
(
m(2), S(m(3))

)
#m(6)S(m(7))

= εH(m(1))1A#m(2)S(m(3)) por el Lema 2.5.2 .

Puesto que S es una ant́ıpoda de H, m(2)S(m(3)) = εH(m(2))1H . Utilizando este valor:

γ ∗ γ−1(m) = εH(m(1))1A#εH(m(2))1H = εH(m)(1A#1H) = ηEεH(m).

Por lo tanto, γ ∗ γ−1 = ηEεH en HomK(H,E) (ver Proposición 2.2.13).
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Aplicando la Proposición 2.2.18 se deduce que

γ−1 ∗ γ(m) := γ−1(m(1))γ(m(2))

= [f−1(S(m(2)),m(3))#S(m(1))](1#m(4))

= f−1(S(m(2)),m(3))ε(S(m(1))(1))f(S(m(1))(2),m(4))#S(m(1))(3)m(5)

= f−1(S(m(2)),m(3))f(S(m(1)),m(4))#S(m(5))m(6)

= f−1(S(m(2)),m(3))f(S(m(1)),m(4))#ε(m(5))1H

= f−1(S(m(2)),m(3))f(S(m(1)),m(4))#1H , f es K-bilineal .

Por otro lado, f−1 ∗ f = ηAεH⊗H , entonces

f−1 ∗ f(S(m)⊗m) = f−1(S(m(2)),m(3))f(S(m(1)),m(4)) y

ηAεH⊗H(S(m)⊗m) = ηAεH(S(m)m) = ηAεH(εH(m)1H)

= ηAεH(m) = εH(m)1A.

Por lo tanto, γ−1 ∗ γ = ηEεH .

A continuación, definimos H− extensiones derechas, luego extensiones H−Galois dere-

chas. Definiendo lo que es una extensión H−cleft derecha y la propiedad de base normal de

una H−extensión derecha; se presentan otras dos caracterizaciones de productos cruzados

con cociclos invertibles dadas en [17]. Se aplica este resultado para mostrar que una extensión

finita de Galois de un cuerpo es un ejemplo de producto cruzado.

Definición 2.5.4. Sea B/A una K−álgebra, y sea H un álgebra de Hopf. Se dice que B es

una H−extensión derecha de A si B es un H−comódulo álgebra derecho y A = BcoH .

Definición 2.5.5. Sea B un H−comódulo álgebra derecho con la aplicación de estructura

ρ : B → B ⊗H y BcoH = {x ∈ B | ρ(x) = x⊗ 1}.

Se dice que la extensión B/BcoH es H−Galois derecha si la aplicación

β : B ⊗BcoH B → B ⊗H,x⊗ y 7→ (x⊗ 1)ρ(y)

es biyectiva.
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La H−extensión derecha de la Definición 2.5.4 se puede denotar con flechas por

0→ A→ B.

Definición 2.5.6. [14, Defi. 1.17] Una H−extensión derecha 0→ A→ B

1. es H−cleft derecha si existe un morfismo de H−comódulos derechos γ : H → B que es

invertible por convolución.

2. tiene la propiedad de base normal si existe una biyección de A ⊗K H a B que es un

morfismo de A−módulos izquierdos y H−comódulos derechos.

Lema 2.5.7. Sea B una extensión H−cleft derecha de A. Sea γ : H → B un morfismo de

H−comódulos derechos invertible por convolución con γ(1H) = 1B. Si θ : H⊗A→ B es dada

por θ(h⊗ x) = γ(h(1))xγ−1(h(2)) y f : H ⊗H → B es dada por f = µB ◦ (γ ⊗ γ) ∗ γ−1 ◦ µH ,

entonces A#fH es un producto cruzado donde f es un cociclo invertible por convolución y

F : A⊗K H → B tal que F (x⊗ h) = xγ(h) es un isomorfismo de K−álgebras.

Prueba. Se hace como en [4, Theo. 11]. Se comienza mostrando que

θ(H⊗A) ⊆ A. Para ello, se puede tomar h ∈ H y x ∈ A. Puesto que ρB preserva productos,

ρB ◦ γ = (i1 ◦ γ) ∗ i2 y ρB ◦ γ−1 = i−1
2 ∗ (i1 ◦ γ−1):

ρB(θ(h⊗ x)) = (ρB ◦ γ)(h(1))(x⊗ 1)(ρB ◦ γ−1)(h(2))

= (γ(h(1))⊗ h(2))(x⊗ 1)i−1
2 (h(3))(γ−1(h(4))⊗ 1)

= (γ(h(1))⊗ 1)(x⊗ 1)i2(h(2))i−1
2 (h(3))(γ−1(h(4))⊗ 1)

= (γ(h(1))⊗ 1)(x⊗ 1)(γ−1(h(2))⊗ 1)

= (θ(h⊗ x))⊗ 1, aśı θ(h⊗ x) está en A .

Por definición f(h⊗ l) = γ(h(1))γ(l(1))γ−1(h(2)l(2)), como en el caso anterior se muestra que

f(H ⊗H) ⊆ A pues ρB(f(h⊗ l)) = (f(h⊗ l))⊗ 1.

Por lo tanto, θ es una acción débil de H sobre A y f : H⊗H → A es una aplicación K−lineal.

Por la Proposición 2.3.22 A#fH es un producto cruzado.

El cociclo f es invertible por convolución pues f−1 ∗ f = f ∗ f−1 = ηAεH⊗H

para f−1(h⊗ l) = γ(h(1)l(1))γ−1(l(2))γ−1(h(2)).
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F es un morfismo de K−álgebras pues para λ ∈ K, x1 ⊗ h1 y x2 ⊗ h2 ∈ A⊗K H :

F (λ(x1 ⊗ h1) + x2 ⊗ h2) = λF (x1 ⊗ h1) + F (x2 ⊗ h2),

F (1A ⊗ 1H) = 1B,

F ((x1 ⊗ h1)(x2 ⊗ h2)) = x1x
h
(1)
1

2 f(h
(2)
1 , h

(1)
2 )γ(h

(3)
1 h

(2)
2 )

= x1γ(h
(1)
1 )x2γ

−1(h
(2)
1 )γ(h

(3)
1 )γ(h

(1)
2 )γ−1(h

(4)
1 h

(2)
2 )γ(h

(5)
1 h

(3)
2 )

= x1γ(h1)x2γ(h2) = F (x1 ⊗ h1)F (x2 ⊗ h2).

Por lo tanto, F es un isomorfismo de K−álgebras con inversa G : B → A⊗K H,

y 7→ y(0)γ−1(y(1))⊗ y(2).

Es claro que FG = id. Del hecho que ρ(x) = x ⊗ 1 y ρ ◦ γ = (γ ⊗ idH) ◦∆H , se sigue que

(idB ⊗∆H)ρB(xγ(h)) = xγ(h(1))⊗ h(2) ⊗ h(3), luego

GF (x⊗ h) = G(xγ(h)) = [xγ(h)](0)γ−1([xγ(h)](1))⊗ [xγ(h)](2)

= xγ(h(1))γ−1(h(2))⊗ h(3)

= x⊗ εH(h(1))h(2) = x⊗ h.

Aśı, GF = id.

Un morfismo de H−comódulos derechos γ : H → B que es invertible por convolución se

llama sección si γ(1) = 1 (ver [5]).

Teorema 2.5.8. [17, Theo. 3.8] Sea B/A una H−extensión derecha. Entonces son equiva-

lentes:

1. B/A es H−Galois derecha y tiene la propiedad de base normal.

2. B ∼= A#fH, producto cruzado de A con H donde f es un cociclo invertible por convo-

lución.

3. La extensión B/A es H−cleft derecha.

Prueba. 1. ⇒ 2. Por hipótesis, β : B ⊗A B → B ⊗ H,x ⊗ y 7→ (x ⊗ 1)ρ(y) es biyectiva, y

existe un isomorfismo F : A⊗K H → B de H−comódulos derechos y A−módulos izquierdos.
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Por [4, Theo. 9], como en (iii)⇒ (i) se ve que B es una extensión H−cleft derecha de A.

En efecto, definiendo γ : H → B como γ = F ◦ i2, donde i2(h) = 1⊗h, se ve que γ(1H) = 1B

y γ es un morfismo de H−comódulos derechos, pues

ρBγ(h) = ρBF (1⊗ h), como F es un morfismo de H−comódulos derechos:

= (F ⊗ idH)ρA⊗KH(1⊗ h) = F (1⊗ h(1))⊗ h(2) y

(γ ⊗ idH)∆H(h) = (γ ⊗ idH)(h(1) ⊗ h(2))

= F (1⊗ h(1))⊗ h(2).

Además, µB ◦ (idA ⊗ γ) = F .

La biyección β : B ⊗A B → B ⊗H es un morfismo de B−módulos izquierdos, de modo que

se tiene un isomorfismo de K−módulos

β∗ : HomB(B ⊗K H,B)
∼−→ HomB(B ⊗A B,B).

Por la Proposición 3.1.4 HomΓ(B ⊗Λ A,C) ∼= HomΛ(A,HomΓ(B,C)).

Luego se sigue que

HomB(B ⊗K H,B) ∼= HomK(H,HomB(B,B)) ∼= HomK(H,B);

por el mismo argumento

HomB(B ⊗A B,B) ∼= HomA(B,HomB(B,B)) ∼= HomA(B,B) = EndA(B).

Se define el morfismo de K−módulos π : HomK(H,B)→ EndA(B) por

π(f)(y) = y(0)f(y(1)).

Se verifica que el diagrama siguiente es conmutativo

HomB(B ⊗K H,B)
∼ // HomB(B ⊗A B,B)

∼

��

HomK(H,B)

∼

OO

π
// EndA(B)

Teniendo en cuenta los isomorfismos anteriores se sigue que π es un isomorfismo de K−módu-

los. Se verifica que γ es invertible por convolución.

66



Sea G : B → A⊗K H un inverso de F por composición, luego F ◦G = idB y

G ◦ F = idA⊗KH . Se define g : B → A por g = (idA ⊗ εH) ◦ G. Entonces g es un morfismo

de A−módulos izquierdos y se obtiene que (g ⊗ idH) ◦ ρB = G. En efecto,

puesto que G es un morfismo de H−comódulos derechos y (εH ⊗ idH) ◦∆H = idH :

(g ⊗ idH) ◦ ρB = (idA ⊗ εH ⊗ idH) ◦ (G⊗ idH) ◦ ρB

= (idA ⊗ εH ⊗ idH) ◦ (idA ⊗∆H) ◦G

= (idA ⊗ idH) ◦G = G .

Claramente g ∈ EndA(B). Puesto que π es biyectiva existe un único elemento

υ ∈ HomK(H,B) tal que π(υ) = g. Se probará que υ es inverso de γ por convolución :

γ ∗ υ = µB ◦ (γ ⊗ υ) ◦∆H

= µB ◦ (idB ⊗ υ) ◦ (γ ⊗ idH) ◦∆H

= µB ◦ (idB ⊗ υ) ◦ ρB ◦ γ, pues γ es un morfismo de H−comódulos

= π(υ) ◦ γ, por definición de π

= (idA ⊗ εH) ◦G ◦ F ◦ i2, como G ◦ F = idA⊗KH :

= (idA ⊗ εH) ◦ i2 = ηB ◦ εH .

Por otro lado,

π(υ ∗ γ) = µB ◦ (idB ⊗ υ ∗ γ) ◦ ρB

= µB ◦ (idB ⊗ µB) ◦ (idB ⊗ υ ⊗ γ) ◦ (idB ⊗∆H) ◦ ρB

= µB ◦ (µB ⊗ idB) ◦ (idB ⊗ υ ⊗ γ) ◦ (ρB ⊗ idH) ◦ ρB

pues B es un H−comódulo algebra

= µB ◦ [(µB ◦ (idB ⊗ υ) ◦ ρB)⊗ γ] ◦ ρB = µB ◦ (π(υ)⊗ γ) ◦ ρB

= µB ◦ (idA ⊗ γ) ◦ (g ⊗ idH) ◦ ρB

= F ◦G = idB = π(ηB ◦ εH) .

Esto muestra que υ ∗ γ = ηB ◦ εH .

Por el Lema 2.5.7 se deduce que B ∼= A#fH donde f es un cociclo invertible por convolución.

2. ⇒ 3. Sea B′ = A#fH un producto cruzado con cociclo invertible. Se define la aplicación
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de estructura ρB′ : B′ → B′⊗H por ρB′(x#h) = (x#h(1))⊗ h(2). Por [14, Lemm. 1.5] B′ es

H−comódulo álgebra derecho y B′coH = A#f1. Luego γ : H → B′ definido por γ(h) = 1#h

es un morfismo de H−comódulos. Por la Proposición 2.5.3, γ es invertible por convolución.

Sea F : B′ = A#fH → B un isomorfismo de K−álgebras y γ̃ = F ◦γ : H → B. Por definición

se sabe que B es un H−comódulo álgebra y también B′ es un H−comódulo álgebra, de modo

que F es un morfismo de H−comódulos. Es decir, ρBF = (F ⊗ idH)(idA ⊗∆H). Del hecho

que γ es un morfismo de H−comódulos, (idA ⊗∆H) ◦ γ = (γ ⊗ idH) ◦∆H .

Luego, se obtiene el diagrama conmutativo

H

∆H

��

γ
// B′

idA⊗∆H

��

F // B

ρB

��

H ⊗H
γ⊗idH

// B′ ⊗H
F⊗idH

// B ⊗H

Es decir, ρB ◦ γ̃ = (ρBF )γ = (F ⊗ idH)(γ ⊗ idH)∆H = (γ̃ ⊗ idH)∆H .

Aśı, γ̃ es un morfismo de H−comódulos. Por otro lado, tomando γ̃−1 = F ◦ γ−1 se ve que

γ̃ ∗ γ̃−1(m) = (F ◦ γ) ∗ (F ◦ γ−1)(m)

= F (γ(m(1)))F (γ−1(m(2)))

= F (γ(m(1))γ−1(m(2)))

= F (εH(m)1B′) = εH(m)1B = ηB ◦ εH(m).

Similarmente, γ̃−1 ∗ γ̃(m) = ηB ◦ εH(m). Luego, γ̃ : H → B es invertible por convolución.

Por lo tanto, la extensión B/A es H−cleft derecha.

3.⇒ 1. Se obtiene de [18, Theo. 8.2.4] considerando la implicación 1)⇒ 2).

Sea γ : H → B una sección. Entonces se ve que α : B ⊗H → B ⊗A B,

y ⊗m 7→ yγ−1(m(1))⊗A γ(m(2)) es una inversa para β de la Definición 2.5.5:

βα(y ⊗m) = (yγ−1(m(1))⊗ 1)ρ(γ(m(2)))

= (yγ−1(m(1))⊗ 1)(γ(m(2))⊗m(3))

= yγ−1(m(1))γ(m(2))⊗m(3) = y ⊗m,

donde ρ(γ(m(2))) = γ(m(2))⊗m(3) pues γ es un morfismo de H−comódulos. Aśı βα = id y
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β es sobreyectiva; por otro lado

αβ(x⊗ y) = α(xy(0) ⊗ y(1)) = xy(0)γ−1(y(1))⊗A γ(y(2))

= x⊗A y(0)γ−1(y(1))γ(y(2)) = x⊗ y,

pues y(0)γ−1(y(1)) ∈ A = BcoH . Aśı αβ = id y β es inyectiva. Por consiguiente, B es una

extensión H−Galois derecha de A.

Además, como en [18, Prop. 7.2.3] uno puede ver que Φ : A⊗K H → B,

x⊗m 7→ xγ(m) es un morfismo de A−módulos izquierdos y H−comódulos derechos, y es en

realidad un isomorfismo con inversa Ψ : B → A⊗K H , y 7→ y(0)γ−1(y(1))⊗ y(2),

donde y(0) ⊗ y(1) ⊗ y(2) = (ρB ⊗ idH)ρB(y)(= (idB ⊗∆H)ρB(y)).

Es claro que ΦΨ = id. Del hecho que ρ(x) = x⊗ 1 y ρ ◦ γ = (γ ⊗ idH) ◦∆H , ΨΦ = id.

A continuación, se da una prueba detallada de [17, Exam. 3.9].

Corolario 2.5.9. Una extensión galoisiana finita de un cuerpo es un producto cruzado.

Prueba. Sea E/F un cuerpo extensión finita de Galois, con grupo de Galois

G = {x1, . . . , xn}. Sea {v1, . . . , vn} una base de E/F . Sea {p1, . . . , pn} ⊆ F [G]∗ la base dual

de {x1, . . . , xn} ⊆ F [G]. Entonces por la Proposición 2.4.7 con la acción de G sobre E, se

define la coacción de F [G]∗ sobre E mediante ρE : E → E⊗F [G]∗ por ρE(v) =
n∑
i=1

xi(v)⊗pi.

Se define la aplicación de Galois β : E ⊗F E → E ⊗ F [G]∗ por

β(c⊗ v) = (c⊗ 1)ρE(v) =
n∑
i=1

c(xi(v))⊗ pi . (2.14)

Claramente, β es una aplicación F−lineal por la izquierda. Se prueba que β es inyectiva,

como sigue: Sea w ∈ Ker(β), entonces w = 0. Como E es F−libre con base {v1, . . . , vn} y

w ∈ E ⊗F E, por [15, Prop. XVI.2.3] w =
n∑
j=1

cj ⊗ vj ; de modo que

0 = β(w) =

n∑
i,j=1

cj(xi(vj))⊗ pi

=
n∑
i=1

 n∑
j=1

cj(xi(vj))

⊗ pi .
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Puesto que {p1, . . . , pn} es linealmente independiente,
n∑
j=1

cj(xi(vj)) = 0 para

i = 1, . . . , n. Por [15, Coro. VI.5.4] se sabe que det ((xi(vj))) 6= 0, luego cj = 0 para

j = 1, . . . , n. Aśı w = 0⊗ v1 + · · ·+ 0⊗ vn = 0.

Por [15, Coro. XVI.2.4] E ⊗F E y E ⊗ F [G]∗ son de dimensión n2 sobre F . Del hecho que

β es inyectiva, se sigue que β es sobreyectiva; luego β es biyectiva. Por lo tanto, E es una

extensión F [G]∗−Galois derecha de F .

Resta probar que E/F tiene la propiedad de base normal.

En efecto, como |G| = n y G = {x1, . . . , xn}, por [15, Theo. VI.13.1] existe u ∈ E tal

que {x1(u), . . . , xn(u)} es una base de E sobre F . Del hecho que G actúa sobre E por la

izquierda, se sabe que F [G] actúa sobre E por la izquierda. Tomando H = F [G]∗, conforme

a la Proposición 2.2.17 se sabe que H es un álgebra de Hopf finito dimensional. Puesto

que E es un F [G]−módulo álgebra izquierdo, por la Proposición 2.4.7 resulta que E es

F [G]∗−comódulo álgebra derecho y F = EH
∗

= EcoH . Se define

Φ : F ⊗ F [G]∗ → E por Φ(c⊗ f∗) = c(f(u)) . (2.15)

Sea ψ : F [G]∗ → F [G] el isomorfismo de espacios vectoriales sobre F tal que

ψ(pxi) = x−1
i para i = 1, . . . , n, donde pxi = pi. Entonces para f∗ = c1px1 + · · · + cnpxn se

obtiene f = ψ(f∗) = c1x
−1
1 + · · ·+ cnx

−1
n , de modo que f(u) = c1x

−1
1 (u) + · · ·+ cnx

−1
n (u).

Claramente, Φ es un morfismo de F−módulos izquierdos por definición. Se prueba que Φ es

inyectivo. Sea b ∈ Ker(Φ), entonces b = 0.

Puesto que F [G]∗ es F−libre con base {p1, . . . , pn} y b ∈ F ⊗F [G]∗, por [15, Prop. XVI.2.3]

b =

n∑
i=1

ci ⊗ pi; de modo que

0 = Φ(b) =
n∑
i=1

ci(x
−1
i (u)), donde ψ(pxi) = x−1

i .

Puesto que {x−1
1 (u), . . . , x−1

n (u)} es una base de E sobre F , se sigue que ci = 0 para

i = 1, . . . , n. Por lo tanto, b = 0⊗ p1 + · · ·+ 0⊗ pn = 0.

Se prueba que Φ es sobreyectivo. Dado e ∈ E, existen ci ∈ F para i = 1, . . . , n tales que

e =

n∑
i=1

ci(x
−1
i (u)), de modo que existe f∗ =

n∑
i=1

cipxi ∈ F [G]∗ tal que Φ(1 ⊗ f∗) = e; por

consiguiente, Φ es biyectivo.
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Resta verificar que Φ : F ⊗ F [G]∗ → E es un morfismo de F [G]∗−comódulos derechos. Para

ello, se debe mostrar que el siguiente diagrama conmuta

c⊗ f∗ ∈ F ⊗F F [G]∗

idF⊗∆F [G]∗

��

Φ // E

ρE

��

F ⊗F F [G]∗ ⊗ F [G]∗
Φ⊗idF [G]∗

// E ⊗ F [G]∗

(2.16)

ρE ◦ Φ(c⊗ f∗) = ρE(c(f(u))) =
n∑
i=1

xi(c(f(u)))⊗ pi ; (2.17)

como

ρ′(c⊗ f∗) = (idF ⊗∆K[G]∗)(c⊗ f∗) = c⊗ f∗(1) ⊗ f∗(2) ,

(Φ⊗ idK[G]∗)ρ
′(c⊗ f∗) = (Φ⊗ idK[G]∗)(c⊗ f∗

(1) ⊗ f∗(2))

= c(f (1)(u))⊗ f∗(2) . (2.18)

Afirmación: Para j = 1, . . . , n se cumple que

n∑
i=1

xix
−1
j (u)⊗ pxi =

n∑
i=1

x−1
i (u)⊗ px−1

i xj
. (2.19)

En efecto, basta tomar xk = x−1
i xj , ver que x−1

i = xkx
−1
j y renombrar k por i.

Si se toma f∗ =

n∑
i=1

cipxi ∈ F [G]∗, aplicando el hecho que ρE , Φ, Φ ⊗ idF [G]∗ y ρ′ son

F−lineales por la izquierda y ⊗ = ⊗F , la igualdad dada en (2.19) implica que las expresiones

dadas en (2.17) y (2.18) son iguales. Por el Teorema 2.5.8, E es un producto cruzado de F

con H. Aśı, E ∼= F#fH.

Dada la trascendencia de la teoŕıa de Galois, es conveniente ilustrar este corolario con un

ejemplo concreto.

Sea E = Q(
√

2,
√

3), F = Q. Sea G = G(E/F ) = {x1, x2, x3, x4} donde

x1 = idE , x2 = ψ√2,−
√

2, x3 = ψ√3,−
√

3 y x4 = ψ√2,−
√

2ψ
√

3,−
√

3. Entonces Q[G] =
4⊕
i=1

Qxi.

Sea {v1, v2, v3, v4} = {1,
√

2,
√

3,
√

6} una base de E/F . Sea {p1, p2, p3, p4} una base de

Q[G]∗, dual al correspondiente base {x1, x2, x3, x4} de Q[G]. Es decir, pi(xj) = δij para

i, j = 1, . . . , 4. Teniendo en cuenta la acción de G sobre E, se define la coacción de Q[G]∗
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sobre E mediante ρE : E → E ⊗Q[G]∗ por ρE(v) =
4∑
i=1

xi(v)⊗ pi.

Se define la aplicación de Galois β : E ⊗F E → E ⊗Q[G]∗ por

β(c⊗ v) = (c⊗ 1)ρE(v) =

4∑
i=1

c(xi(v))⊗ pi . (2.20)

Afirmación: Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo F . Sea {bj}nj=1 ⊆ V

arbitrario y {wj}nj=1 una base de W sobre F . Entonces
n∑
j=1

bj ⊗ wj = 0 implica que bj = 0

para j = 1, . . . , n.

Sean g1, . . . , gn : W → F aplicaciones F−lineales tales que gi(wj) = δij .

Sean f1, . . . , fn : V → F aplicaciones F−lineales, de modo queG(b, w) =
n∑
i=1

fi(b)gi(w) es una

aplicación F−bilineal. Por propiedad universal del producto tensorial existe una aplicación

F−lineal h : V ⊗F W → F tal que h(b⊗ w) = G(b, w) =
n∑
i=1

fi(b)gi(w).

Entonces 0 = h(
n∑
j=1

bj ⊗ wj) =
n∑

i,j=1

fi(bj)gi(wj)

=
n∑
i=1

fi(bi)gi(wi) =
n∑
i=1

fi(bi).

Sea k = 1, . . . , n. Asumiendo que fi = 0 para todo i 6= k, se tiene que 0 = fk(bk). Como fk

es arbitrario, bk = 0. Aśı, bj = 0 para j = 1, . . . , n.

Volviendo a (2.20), se ve que β es una aplicación F−lineal por la izquierda. Se prueba que

β es inyectiva. Sea w ∈ Ker(β), entonces w = 0. Como E es F−libre con base {v1, v2, v3, v4}

y w ∈ E ⊗F E, por [15, Prop. XVI.2.3] w =

4∑
j=1

cj ⊗ vj ; de modo que

0 = β(w) =
4∑

i,j=1

cj(xi(vj))⊗ pi

=

4∑
i=1

[

4∑
j=1

cj(xi(vj))]⊗ pi .

Puesto que {p1, p2, p3, p4} es linealmente independiente, por la afirmación anterior se obtiene

el sistema de ecuaciones

4∑
j=1

cj(xi(vj)) = 0 para i = 1, 2, 3, 4 en que c1, c2, c3 y c4 son las
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incógnitas. Se nota que

x1 x2 x3 x4

1 1 1 1 1
√

2
√

2 −
√

2
√

2 −
√

2
√

3
√

3
√

3 −
√

3 −
√

3
√

6
√

6 −
√

6 −
√

6
√

6

(2.21)

Luego el sistema de 4 ecuaciones y 4 variables a ser resuelto es

c1 +
√

2c2 +
√

3c3 +
√

6c4 = 0

c1 −
√

2c2 +
√

3c3 −
√

6c4 = 0

c1 +
√

2c2 −
√

3c3 −
√

6c4 = 0

c1 −
√

2c2 −
√

3c3 +
√

6c4 = 0

Puesto que el determinante de la matriz de coeficientes de este sistema es no nulo pues

det ((xi(bj))) = 96 6= 0, por regla de Cramer c1 = 0, c2 = 0, c3 = 0 y c4 = 0. Por lo tanto,

w = 0⊗ v1 + 0⊗ v2 + 0⊗ v3 + 0⊗ v4 = 0.

Por [15, Coro. XVI.2.4] E ⊗F E y E ⊗Q[G]∗ son de dimensión 16 sobre F . Del hecho que β

es inyectiva, se sigue que β es sobreyectiva; luego β es biyectiva. Aśı, E = Q(
√

2,
√

3) es una

extensión Q[G]∗−Galois derecha de Q.

Para mostrar que Q(
√

2,
√

3)/Q tiene la propiedad de base normal se utiliza la aplicación

dada en (2.15).

Se prueba que Φ es inyectivo. Sea b ∈ Ker(Φ), entonces b = 0.

Puesto que F [G]∗ es F−libre con base {p1, p2, p3, p4} y b =
4∑
i=1

ci ⊗ pi ∈ F ⊗ F [G]∗ de modo

que

0 = Φ(b) =
4∑
i=1

ci(x
−1
i (u)), donde ψ(pxi) = x−1

i .

Puesto que {x−1
1 (u), x−1

2 (u), x−1
3 (u), x−1

4 (u)} es una base de E sobre F , donde se puede tomar

u = 1 +
√

2 +
√

3 +
√

6; luego se sigue que c1 = 0, c2 = 0, c3 = 0 y c4 = 0. Por lo tanto,

b = 0⊗ p1 + 0⊗ p2 + 0⊗ p3 + 0⊗ p4 = 0.

De este hecho, se sigue que Φ es biyectivo.

Resta verificar que Φ : F ⊗ F [G]∗ → E es un morfismo de F [G]∗−comódulos derechos. Es
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decir, se cumple ρE ◦ Φ = (Φ⊗ idF [G]∗)(idF ⊗∆F [G]∗) para el diagrama (2.16).

Dados c ⊗ f∗ ∈ F ⊗ F [G]∗ y f∗ = c1px1 + c2px2 + c3px3 + c4px4 . Se comienza haciendo los

cálculos para los elementos de la base {px1 , px2 , px3 , px4} de F [G]∗ con la tabla del grupo G

obtenida de (2.21):

x1 x2 x3 x4

x1 x1 x2 x3 x4

x2 x2 x1 x4 x3

x3 x3 x4 x1 x2

x4 x4 x3 x2 x1

(2.22)

A partir de (2.17) y (2.18) se obtienen:

ρE ◦ Φ(c⊗ px1) = ρE(c(x−1
1 (u))) =

4∑
i=1

xi(c(x
−1
1 (u)))⊗ pi

= c

4∑
i=1

xix
−1
1 (u)⊗ pi

= c(x1(u)⊗ p1 + x2(u)⊗ p2 + x3(u)⊗ p3 + x4(u)⊗ p4) ;

ρ′(c⊗ px1) = (idF ⊗∆F [G]∗)(c⊗ px1), por [18, (1.3.7)]:

= c⊗
4∑
i=1

pxi ⊗ px−1
i x1

,

(Φ⊗ idF [G]∗)ρ
′(c⊗ px1) =

4∑
i=1

c(x−1
i (u))⊗ px−1

i x1

= c(x1(u)⊗ p1 + x2(u)⊗ p2 + x3(u)⊗ p3 + x4(u)⊗ p4) .

ρE ◦ Φ(c⊗ px2) = ρE(c(x−1
2 (u))) =

4∑
i=1

xi(c(x
−1
2 (u)))⊗ pi

= c

4∑
i=1

xix
−1
2 (u)⊗ pi

= c(x2(u)⊗ p1 + x1(u)⊗ p2 + x4(u)⊗ p3 + x3(u)⊗ p4) ;
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ρ′(c⊗ px2) = (idF ⊗∆F [G]∗)(c⊗ px2), por [18, (1.3.7)]:

= c⊗
4∑
i=1

pxi ⊗ px−1
i x2

,

(Φ⊗ idF [G]∗)ρ
′(c⊗ px2) =

4∑
i=1

c(x−1
i (u))⊗ px−1

i x2

= c(x1(u)⊗ p2 + x2(u)⊗ p1 + x3(u)⊗ p4 + x4(u)⊗ p3) .

ρE ◦ Φ(c⊗ px3) = ρE(c(x−1
3 (u))) =

4∑
i=1

xi(c(x
−1
3 (u)))⊗ pi

= c

4∑
i=1

xix
−1
3 (u)⊗ pi

= c(x3(u)⊗ p1 + x4(u)⊗ p2 + x1(u)⊗ p3 + x2(u)⊗ p4) ;

ρ′(c⊗ px3) = (idF ⊗∆F [G]∗)(c⊗ px3) = c⊗
4∑
i=1

pxi ⊗ px−1
i x3

,

(Φ⊗ idF [G]∗)ρ
′(c⊗ px3) =

4∑
i=1

c(x−1
i (u))⊗ px−1

i x3

= c(x1(u)⊗ p3 + x2(u)⊗ p4 + x3(u)⊗ p1 + x4(u)⊗ p2) .

ρE ◦ Φ(c⊗ px4) = ρE(c(x−1
4 (u))) =

4∑
i=1

xi(c(x
−1
4 (u)))⊗ pi

= c

4∑
i=1

xix
−1
4 (u)⊗ pi

= c(x4(u)⊗ p1 + x3(u)⊗ p2 + x2(u)⊗ p3 + x1(u)⊗ p4) ;

ρ′(c⊗ px4) = (idF ⊗∆F [G]∗)(c⊗ px4) = c⊗
4∑
i=1

pxi ⊗ px−1
i x4

,

(Φ⊗ idF [G]∗)ρ
′(c⊗ px4) =

4∑
i=1

c(x−1
i (u))⊗ px−1

i x4

= c(x1(u)⊗ p4 + x2(u)⊗ p3 + x3(u)⊗ p2 + x4(u)⊗ p1) .

Por lo tanto, ρE ◦ Φ(c⊗ pxi) = (Φ⊗ idF [G]∗)ρ
′(c⊗ pxi) para i = 1, 2, 3 y 4. Tomando c = 1,

estas igualdades se traducen en las igualdades dadas en (2.19) para n = 4.
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Puesto que f∗ = c1px1 + c2px2 + c3px3 + c4px4 ∈ F [G]∗ y ⊗ = ⊗F , de la F−linealidad por la

izquierda de las aplicaciones ρE , Φ, Φ⊗ idF [G]∗ y ρ′:

ρE ◦ Φ(c⊗ f∗) = ρE ◦ Φ(c⊗
4∑
i=1

cipxi) =
4∑
i=1

aiρE ◦ Φ(c⊗ pxi)

=

4∑
i=1

ci(Φ⊗ idF [G]∗)ρ
′(c⊗ pxi)

= (Φ⊗ idF [G]∗)ρ
′(c⊗

4∑
i=1

cipxi)

= (Φ⊗ idF [G]∗)(idF ⊗∆F [G]∗)(c⊗ f∗). (2.23)

Por lo tanto, ρE ◦ Φ = (Φ⊗ idF [G]∗)(idF ⊗∆F [G]∗).

Sea γ : Q[G]∗ → Q(
√

2,
√

3) definida por γ(f∗) = 1
4Φ(1⊗ f∗).

En consecuencia, Q(
√

2,
√

3) ∼= Q#fQ[G]∗, donde f es un cociclo interno implementado por

γ como en la Proposición 2.3.22.

De esta ilustración se sabe que la sección de E = Q(
√

2,
√

3) es dada por γ(pi) = 1
4x
−1
i (u)

para i = 1, 2, 3, 4 y u = 1+
√

2+
√

3+
√

6. Recordando que {p1, p2, p3, p4} es la base canónica

de Q[G]∗ y G = G(Q(
√

2,
√

3)/Q), usando la Proposición 2.2.13 se puede deducir que la

inversa por convolución de γ es dada por γ−1(p1) =
1

4
√

6
x−1

1 (u), γ−1(p2) = − 1

4
√

6
x−1

2 (u),

γ−1(p3) = − 1

4
√

6
x−1

3 (u) y γ−1(p4) =
1

4
√

6
x−1

4 (u).

El Teorema 2.5.8 proporciona una clase de productos cruzados de Hopf con cociclos in-

vertibles dada por las H−extensiones derechas de cleft. El art́ıculo [1] exhibe para este

tipo de productos cruzados tres sucesiones espectrales llamadas sucesiones espectrales de

Hochschild-Serre, Cartan-Leray y de Grothendieck. Como materia de una futura investiga-

ción queda abierta el estudio de la aplicabilidad de las sucesiones espectrales referidas en

geometŕıa diferencial.

En este caṕıtulo se han introducido nociones de la teoŕıa dual de productos cruzados [30] y la

teoŕıa de extensiones de Galois Hopf [14], analizar en detalle estas teoŕıas podŕıa ser materia

de futuras investigaciones, pero queda fuera del alcance de la tesis.
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Caṕıtulo 3

Resoluciones para un producto

cruzado de Hopf

En la primera sección, se comienza definiendo bimódulo con respecto a un par de anillos,

y se demuestra que las aplicaciones HomR(−,−) y (−) ⊗R (−) llevan un par de bimódulos

a un bimódulo. Utilizando estos resultados, se demuestra que el funtor producto tensorial

A ⊗Λ (−) es adjunto izquierdo del funtor HomΓ(A,−). Para una K−álgebra E, se definen

el álgebra opuesta Eop y el álgebra envolvente Ee. Se establece que un E−bimódulo es un

Ee−módulo izquierdo, y que esto se cumple en ambas direcciones. Además, se demuestra

que las aplicaciones HomEe(−,−) y (−)⊗Ee (−) llevan un par de bimódulos a un bimódulo.

Se define la aplicación de E−bimódulos y se demuestra que estas aplicaciones son morfismos

de Ee−módulos izquierdos, y viceversa. Para n ≥ 0, se demuestra que E ⊗ E⊗
n

⊗ E es un

E−bimódulo.

En la segunda sección, se introducen los conceptos de borde de Hochschild y complejo

de Hochschild de un álgebra con coeficientes en un bimódulo sobre el álgebra. Utilizando

estos conceptos, se estudia la homoloǵıa de Hochschild de un álgebra con coeficientes en un

bimódulo sobre el álgebra. Para una K−álgebra E, se establece la existencia de su resolución

barra, denotada por (Cbar∗ (E), b′). Se aplica esta resolución para demostrar que la homoloǵıa

de (M ⊗Ee Cbar∗ (E), idM ⊗Ee (b′)) es la homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes en un
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E−bimódulo M .

En la tercera sección, dado un anillo conmutativo K, se define el K−módulo cociente A =

A/N = Coker(ηA) como el conúcleo de la unidad de una K−álgebra A. Para cada n ≥ 0

y una K−álgebra E, se define el E−bimódulo Bn(E) = E ⊗ E
⊗n ⊗ E y una aplicación

de E−bimódulos b′n : Bn(E) → Bn−1(E). Se prueba que b′n llevando clases en clases está

bien definida,y que b′nb
′
n+1 = 0. Esta última igualdad se obtiene fácilmente con un nuevo

procedimiento que consiste en asociar una matriz auxiliar a la expresión b′nb
′
n+1(r). Por

supuesto, se observa que este procedimiento es aplicable al Lema 3.3.2, Lema 3.2.1 y Lema

3.4.7. Luego, se demuestra que (B∗(E), b′) es una resolución del Ee−módulo izquierdo E,

llamada resolución barra normalizada de E.

Se construye un subcomplejo contráctil D∗ de Cbar∗ (E), se da una aplicación de complejos de

cadenas π : Cbar∗ (E)→ B∗(E). Se enuncia y demuestra que los complejos de cadenas de Ee−

módulos izquierdos Cbar∗ (E)/D∗ y B∗(E) son isomorfos. Se demuestra que la homoloǵıa de

M ⊗Ee B∗(E) es H∗(E,M), y este hecho se aplicará en la quinta sección.

En la cuarta sección, comprobamos la existencia de una variante de la resolución proyectiva

relativa de un producto cruzado general dada en el Teorema [1, Theo. 1.1.1], que es más

pequeña que la resolución barra normalizada correspondiente.

En la quinta sección, se determina el método para hallar la homoloǵıa de Hochschild de un

producto cruzado de Hopf E con coeficientes en un E−bimódulo M . Para ello, se utiliza la

resolución proyectiva relativa obtenida en la sección anterior.

3.1 Bimódulos y módulos sobre el álgebra envol-

vente

Definición 3.1.1. [19] Sean R y S anillos. Un (R,S)−bimódulo es un grupo abeliano A,

que es R−módulo izquierdo, S−módulo derecho satisfaciendo la condición de compatibilidad

(rx)s = r(xs), r ∈ R, x ∈ A y s ∈ S.

Proposición 3.1.2. Si A es (R,S)−bimódulo y B es (R, T )−bimódulo, entonces HomR(A,B)

es un (S, T )−bimódulo.
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Prueba. Como HomR(A,B) = {f : A→ B | f es un morfismo de R−módulos izquierdos} es

un grupo abeliano bajo la adición +, definida por

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

se dota a HomR(A,B) la estructura de un (S, T )−bimódulo como sigue:

Dado f ∈ HomR(A,B) se definen para x ∈ A, s ∈ S, t ∈ T

(sf)(x) = f(xs) (3.1)

(ft)(x) = f(x)t (3.2)

Es claro que sf y ft ∈ HomR(A,B) .

Se cumplen para (3.1) las 4 condiciones siguientes:

(s1 + s2)f = s1f + s2f, (s1s2)f = s1(s2f), 1f = f y

s(f1 + f2) = sf1 + sf2 para todo s1, s2, s ∈ S y todo f, f1, f2 ∈ HomR(A,B).

Se cumplen para (3.2) las 4 condiciones siguientes:

f(t1 + t2) = ft1 + ft2, f(t1t2) = (ft1)t2, f1 = f y

(f1 + f2)t = f1t+ f2t para todo t1, t2, t ∈ T y todo f, f1, f2 ∈ HomR(A,B).

En seguida, se verifican las 4 últimas condiciones M1,M2,M3 y M4 ya que las 4 condiciones

anteriores son análogas.

M1 : f(t1 + t2)(x) := f(x)(t1 + t2) = f(x)t1 + f(x)t2

:= (ft1)(x) + (ft2)(x) = (ft1 + ft2)(x).

M2 : f(t1t2)(x) = f(x)(t1t2) = (f(x)t1)t2

= (ft1)(x)t2, como ft1 ∈ HomR(A,B) :

= ((ft1)t2)(x).

M3 : f1(x) = f(x)1 = f(x).

M4 : (f1 + f2)t(x) = (f1 + f2)(x)t = (f1x+ f2x)t

= (f1x)t+ (f2x)t = (f1t)(x) + (f2t)(x)

= (f1t+ f2t)(x) , para todo x ∈ A .
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Finalmente, se prueba la condición de compatibilidad de (3.1) y (3.2). Dados s ∈ S,

t ∈ T y f ∈ HomR(A,B) se cumple (sf)t = s(ft) pues para x ∈ A se tiene

(sf)t(x) = (sf)(x)t = f(xs)t

= (ft)(xs), como ft ∈ HomR(A,B) :

= s(ft)(x).

Por lo tanto, HomR(A,B) es un (S, T )−bimódulo.

Proposición 3.1.3. Si A es (S,R)−bimódulo y B es (R, T )−bimódulo, entonces

A⊗R B es un (S, T )−bimódulo.

Prueba. Como A es R−módulo derecho y B es R−módulo izquierdo, A ⊗R B es un grupo

aditivo abeliano.

Ahora, se dota a A⊗R B la estructura de un (S, T )−bimódulo como sigue.

Dados x⊗ y ∈ A⊗R B, s ∈ S, t ∈ T se definen:

s(x⊗ y) = (sx)⊗ y (3.3)

(x⊗ y)t = x⊗ (yt) (3.4)

Se cumplen para (3.3) las 4 condiciones siguientes

(s1 + s2)(x⊗ y) = s1(x⊗ y) + s2(x⊗ y),

(s1s2)(x⊗ y) = s1(s2(x⊗ y)),

1(x⊗ y) = x⊗ y,

s(x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2) = s(x1 ⊗ y1) + s(x2 ⊗ y2),

para todo s1, s2, s ∈ S y todo x⊗ y, x1 ⊗ y1 y x2 ⊗ y2 ∈ A⊗R B.

Se cumplen para (3.4) las 4 condiciones siguientes

(x ⊗ y)(t1 + t2) = (x ⊗ y)t1 + (x ⊗ y)t2, (x ⊗ y)(t1t2) = ((x ⊗ y)t1)t2, (x ⊗ y)1 = x ⊗ y y

(x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2)t = (x1 ⊗ y1)t + (x2 ⊗ y2)t para todo t1, t2, t ∈ T y todo x ⊗ y, x1 ⊗ y1 y

x2⊗ y2 ∈ A⊗RB. Luego, sólo se verifican las 4 últimas condiciones M1,M2,M3 y M4 ya que

las 4 condiciones anteriores son análogas.
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M1 : (x⊗ y)(t1 + t2) := x⊗ [y(t1 + t2)]

= x⊗ (yt1) + x⊗ (yt2) := (x⊗ y)t1 + (x⊗ y)t2.

M2 : (x⊗ y)(t1t2) = x⊗ [y(t1t2)] = x⊗ [(yt1)t2]

:= (x⊗ (yt1))t2 = ((x⊗ y)t1)t2.

M3 : (x⊗ y)(1) = x⊗ (y1) = x⊗ y.

M4 : (x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2)t := x1 ⊗ (y1t) + x2 ⊗ (y2t)

= (x1 ⊗ y1)t+ (x2 ⊗ y2)t.

Finalmente, se prueba la condición de compatibilidad de (3.3) y (3.4). Dados s ∈ S,

t ∈ T y x⊗ y ∈ A⊗R B se cumple (s(x⊗ y))t = s((x⊗ y)t) ya que

(s(x⊗ y))t = ((sx)⊗ y)t = (sx)⊗ (yt)

= s(x⊗ (yt)) = s((x⊗ y)t).

Por consiguiente, A⊗R B es un (S, T )−bimódulo.

Proposición 3.1.4. Sean A un (Γ,Λ)−bimódulo, B un Λ−módulo izquierdo y C un

Γ−módulo izquierdo. Entonces A ⊗Λ B es un Γ−módulo izquierdo, HomΓ(A,C) es un

Λ−módulo izquierdo y

η : HomΓ(A⊗Λ B,C)
∼−→ HomΛ

(
B,HomΓ(A,C)

)
. (3.5)

Prueba. Se realiza con los tres items:

i) Ya que A es un (Γ,Λ)−bimódulo y B es un (Λ,Z)−bimódulo, por la Proposición 3.1.3,

A⊗Λ B es un Γ−módulo izquierdo.

ii) Ya que A es un (Γ,Λ)−bimódulo y C es un (Γ,Z)−bimódulo, por la Proposición 3.1.2,

HomΓ(A,C) es un Λ−módulo izquierdo.

iii) Dado ϕ : A⊗Λ B → C se define η(ϕ) mediante (η(ϕ)(y))(x) = ϕ(x⊗ y).

Sea η̃ : HomΛ

(
B,HomΓ(A,C)

) ∼−→ HomΓ(A⊗Λ B,C) .

Dado ψ : B → HomΓ(A,C) se define η̃(ψ) mediante η̃(ψ)(x⊗ y) = (ψ(y))(x).
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De acuerdo a las definiciones anteriores :

η̃(η(ϕ))(x⊗ y) = (η(ϕ)(y))(x) = ϕ(x⊗ y);

(η(η̃(ψ))(y))(x) = η̃(ψ)(x ⊗ y) = (ψ(y))(x). Luego η̃η = id y ηη̃ = id. Es decir, η es

una biyección.

Definición 3.1.5. Sea E una K−álgebra. Se define K−álgebra Eop como el álgebra con la

misma estructura de K−módulo que E pero la multiplicación en Eop es dada por r · s := sr.

Definición 3.1.6. Sea K un anillo conmutativo y E una K−álgebra. Se define el álgebra

envolvente de E como Ee := E ⊗ Eop (vea la Proposición 2.1.7).

Proposición 3.1.7. Si M es un E−bimódulo, entonces:

1. M es un Ee−módulo izquierdo.

2. M es un Ee−módulo derecho.

Prueba. 1. Como M es E−bimódulo, M es un grupo aditivo abeliano. Luego, se define

la multiplicación por un escalar mediante

(r ⊗ s) · x = rxs para r ∈ E, s ∈ E y r ⊗ s ∈ E ⊗ Eop = Ee .

Se cumplen los 4 axiomas de módulo izquierdo:

(r1 ⊗ s1 + r2 ⊗ s2) · x = (r1 ⊗ s1) · x+ (r2 ⊗ s2) · x,

((r1 ⊗ s1)(r2 ⊗ s2)) · x = (r1 ⊗ s1) · ((r2 ⊗ s2) · x),

(1⊗ 1) · x = x,

(r ⊗ s) · (x1 + x2) = (r ⊗ s) · x1 + (r ⊗ s) · x2 .

En efecto:

Definiendo

 ∑
i∈I(finito)

ri ⊗ si

 · x :=
∑
i∈I

rixsi, se obtiene la primera igualdad.

Son inmediatas las igualdades tercera y cuarta.
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La segunda igualdad se verifica, como sigue:

(r1 ⊗ s1) · ((r2 ⊗ s2) · x) = (r1 ⊗ s1) · (r2xs2)

= r1r2xs2s1 = (r1r2 ⊗ s2s1) · x

= (r1r2 ⊗ s1 · s2) · x = ((r1 ⊗ s1)(r2 ⊗ s2)) · x.

Por consiguiente, M es un Ee−módulo izquierdo.

2. Como M es E−bimódulo, M es un grupo aditivo abeliano. Luego, se define la multi-

plicación por un escalar mediante x · (r⊗s) = sxr para r ∈ E, s ∈ E y r⊗s ∈ E⊗Eop.

Se cumplen los 4 axiomas de módulo derecho:

x · (r1 ⊗ s1 + r2 ⊗ s2) = x · (r1 ⊗ s1) + x · (r2 ⊗ s2),

x · ((r1 ⊗ s1)(r2 ⊗ s2)) = (x · (r1 ⊗ s1)) · (r2 ⊗ s2), x · (1⊗ 1) = x

y (x1 + x2) · (r ⊗ s) = x1 · (r ⊗ s) + x2 · (r ⊗ s).

La verificación de estos axiomas se hace como en el primer item, luego M es un

Ee−módulo derecho.

Proposición 3.1.8. Sea E una K−álgebra.

1. Si M es un Ee−módulo izquierdo, entonces M es un E−bimódulo.

2. Si M es un Ee−módulo derecho, entonces M es un E−bimódulo.

Prueba. 1. Como M es un Ee−módulo izquierdo, M es un grupo aditivo abeliano.

Definiendo las multiplicaciones por escalares mediante rx := (r ⊗ 1)x y

xs := (1⊗ s)x, se verifican:

(r1 + r2)x = r1x+ r2x, (r1r2)x = r1(r2x) , 1x = x y r(x1 + x2) = rx1 + rx2;

x(s1 + s2) = xs1 + xs2 , x(s1s2) = (xs1)s2 , x1 = x y (x1 + x2)s = x1s+ x2s.

Basta verificar x(s1s2) = (xs1)s2, como sigue:

x(s1s2) = (1⊗ (s1s2))x = (1⊗ (s2 · s1))x

= ((1⊗ s2)(1⊗ s1))x

= (1⊗ s2)((1⊗ s1)x) = (xs1)s2.
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De modo que M es un E−módulo izquierdo y M es un E−módulo derecho.

Las dos estructuras son compatibles : (rx)s = r(xs), calculando

(rx)s = (1⊗ s)(rx) = (1⊗ s)(r ⊗ 1)x = (r ⊗ 1)(1⊗ s)x = (r ⊗ 1)(xs) = r(xs).

Por lo tanto, M es E−bimódulo.

2. Como M es Ee−módulo derecho, M es un grupo aditivo abeliano. Definiendo

rx := x(1⊗r) y xs := x(s⊗1), se deduce que M es un E−módulo izquierdo y M es un

E−módulo derecho. Se verifica como en el caso anterior, la condición de compatibilidad

(rx)s = r(xs). Por lo tanto, M es un E−bimódulo.

Proposición 3.1.9. Si M y N son E−bimódulos, entonces HomEe(M,N) y M ⊗Ee N son

E−bimódulos.

Prueba. 1. Como M y N son E−bimódulos, por la Proposición 3.1.7, M y N son

Ee−módulos izquierdos; de modo que

HomEe(M,N) = {f : M → N | f es un morfismo de Ee−módulos izquierdos} es un

grupo abeliano bajo la adición +, definida por

(f + g)(x) = f(x) + g(x) .

Luego, se dota a HomEe(M,N) la estructura de un E−bimódulo como sigue:

Dado f ∈ HomEe(M,N) se definen para x ∈M ; s, t ∈ E

(sf)(x) = f(xs) (3.6)

(ft)(x) = f(x)t (3.7)

Es claro que sf y ft ∈ HomEe(M,N) .

Se cumplen para (3.6) las 4 condiciones siguientes:

(s1 + s2)f = s1f + s2f, (s1s2)f = s1(s2f), 1f = f y

s(f1 + f2) = sf1 + sf2 para todo s1, s2, s ∈ E y todo f, f1, f2 ∈ HomEe(M,N).

Se cumplen para (3.7) las 4 condiciones siguientes:

f(t1 + t2) = ft1 + ft2, f(t1t2) = (ft1)t2, f1 = f y

(f1 + f2)t = f1t+ f2t para todo t1, t2, t ∈ E y todo f, f1, f2 ∈ HomEe(M,N).
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En seguida, se verifican las 4 últimas condiciones M1,M2,M3 y M4 ya que las 4 con-

diciones anteriores son análogas.

M1 : f(t1 + t2)(x) := f(x)(t1 + t2) = f(x)t1 + f(x)t2

:= (ft1)(x) + (ft2)(x) = (ft1 + ft2)(x).

M2 : f(t1t2)(x) = f(x)(t1t2) = (f(x)t1)t2

= (ft1)(x)t2, como ft1 ∈ HomEe(M,N) :

= ((ft1)t2)(x).

M3 : f1(x) = f(x)1 = f(x).

M4 : (f1 + f2)t(x) = (f1 + f2)(x)t = (f1(x) + f2(x))t

= (f1x))t+ (f2(x))t = (f1t)(x) + (f2t)(x)

= (f1t+ f2t)(x) , para todo x ∈M .

Finalmente, se prueba la condición de compatibilidad de (3.6) y (3.7). Dados s ∈ E,

t ∈ E y f ∈ HomEe(M,N) se cumple (sf)t = s(ft) pues para x ∈M se tiene

(sf)t(x) = (sf)(x)t = f(xs)t

= (ft)(xs), como ft ∈ HomEe(M,N) :

= s(ft)(x).

Por lo tanto, HomEe(M,N) es un E−bimódulo.

2. Como M y N son E−bimódulos, por la Proposición 3.1.7 M es Ee−módulo derecho y

N es Ee−módulo izquierdo. Luego, M ⊗Ee N es un grupo abeliano aditivo.

Ahora, se dota a M ⊗Ee N la estructura de un E−bimódulo como sigue.

Dados x⊗ y ∈M ⊗Ee N ; s y t ∈ E se definen:

s(x⊗ y) = (sx)⊗ y (3.8)

(x⊗ y)t = x⊗ (yt) (3.9)

Se cumplen para (3.8) las 4 condiciones siguientes

(s1 + s2)(x⊗ y) = s1(x⊗ y) + s2(x⊗ y), (s1s2)(x⊗ y) = s1(s2(x⊗ y)),
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1(x⊗ y) = x⊗ y y s(x1⊗ y1 +x2⊗ y2) = s(x1⊗ y1) + s(x2⊗ y2) para todo s1, s2, s ∈ S

y todo x⊗ y, x1 ⊗ y1 y x2 ⊗ y2 ∈M ⊗Ee N .

Se cumplen para (3.9) las 4 condiciones siguientes

(x⊗ y)(t1 + t2) = (x⊗ y)t1 + (x⊗ y)t2, (x⊗ y)(t1t2) = ((x⊗ y)t1)t2,

(x⊗ y)1 = x⊗ y y (x1 ⊗ y1 + x2 ⊗ y2)t = (x1 ⊗ y1)t+ (x2 ⊗ y2)t para todo t1, t2, t ∈ E

y todo x⊗ y, x1 ⊗ y1 y x2 ⊗ y2 ∈M ⊗Ee N .

La verificación se hace como en la prueba de la Proposición 3.1.3. Por consiguiente,

M ⊗Ee N es un E−bimódulo.

Sean K un anillo conmutativo, E una K−álgebra.

Definición 3.1.10. Sean M y N , E−bimódulos. Una aplicación f : M → N es un morfismo

de E−bimódulos si es un morfismo de E−módulos izquierdos y un morfismo de E−módulos

derechos. Es decir, si se cumplen

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2),f(rx) = rf(x) y f(xs) = f(x)s

para todo x1, x2, x ∈M y r, s ∈ E.

Proposición 3.1.11. Si M y N son E−bimódulos, entonces f : M → N es un morfismo

de Ee−módulos izquierdos implica que f es un morfismo de E−bimódulos, y la rećıproca es

verdadera.

Prueba. ⇒) Como f : M → N es un morfismo de Ee−módulos izquierdos, se cumplen

f(x1+x2) = f(x1)+f(x2) y f((r1⊗r2)x) = (r1⊗r2)f(x) para x1, x2, x ∈M y (r1⊗r2) ∈ Ee.

Ahora, sean x ∈M , r y s ∈ E, entonces f(rx) = rf(x) y f(xs) = f(x)s. En efecto,

f(rx) = f(rx1) = f((r ⊗ 1)x) = (r ⊗ 1)f(x) = r(f(x))1 = rf(x);

f(xs) = f(1xs) = f((1⊗ s)x) = (1⊗ s)f(x) = f(x)s.

⇐) Puesto que f : M → N es un morfismo de E−bimódulos; f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2),

f(rx) = rf(x) y f(xs) = f(x)s para todo x1, x2, x ∈M y r, s ∈ E.

Si x ∈M , (r ⊗ s) ∈ Ee, entonces f((r ⊗ s)x) = (r ⊗ s)f(x). Calculando,

f((r ⊗ s)x) = f(rxs) = f((rx)s) = f(rx)s = [rf(x)]s = rf(x)s = (r ⊗ s)f(x). Por lo tanto,

f es un morfismo de Ee−módulos izquierdos.
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Proposición 3.1.12. Sean K un anillo conmutativo, A una K−álgebra con elemento uni-

tario 1A y N = {λ1A | λ ∈ K}. Entonces N es un K−submódulo de A.

Prueba. Por definición, N es un subconjunto no vaćıo de A ya que 1A ∈ N . Sean n1 y n2 ∈ N

y λ ∈ K, entonces λn1 + n2 ∈ N .

Para verificar esto, sean n1 = λ11A, n2 = λ21A, luego

λn1 + n2 = λ(λ11A) + λ21A

= (λλ1 + λ2)1A.

Notando que λλ1 + λ2 ∈ K, se ve que λn1 + n2 ∈ N .

Notación 3.1.13. El K−módulo cociente

A/N = {a+N | a ∈ A} = {a+K1A | a ∈ A}

será denotado por A y su elemento a+K1A por a.

Para una K−álgebra E, vemos que E es un K−módulo cociente y E := Coker(ηE).

Dado n ≥ 0, E
⊗n

= K si n = 0 y E
⊗n

= E ⊗ · · · ⊗ E︸ ︷︷ ︸
n-veces

si n > 0.

Proposición 3.1.14. Sea E una K−álgebra y n ≥ 0, entonces

E ⊗ E⊗
n

⊗ E es un E−bimódulo.

Prueba. Como producto tensorial de K−módulos, E⊗E⊗
n

⊗E es un grupo abeliano aditivo.

Luego, se dota a E ⊗ E⊗
n

⊗ E la estructura de un (E,E)−bimódulo como sigue. Dados

x⊗ z ⊗ y ∈ E ⊗ E⊗
n

⊗ E, s ∈ E, t ∈ E se definen:

s(x⊗ z ⊗ y) = (sx)⊗ z ⊗ y , (3.10)

(x⊗ z ⊗ y)t = x⊗ z ⊗ (yt) . (3.11)

Se cumplen para (3.10) las 4 condiciones siguientes

(s1 + s2)(x⊗ z ⊗ y) = s1(x⊗ z ⊗ y) + s2(x⊗ z ⊗ y),

(s1s2)(x⊗ z ⊗ y) = s1(s2(x⊗ z ⊗ y)),
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1(x⊗ z ⊗ y) = x⊗ z ⊗ y,

s(x1 ⊗ z1 ⊗ y1 + x2 ⊗ z2 ⊗ y2) = s(x1 ⊗ z1 ⊗ y1) + s(x2 ⊗ z2 ⊗ y2)

para todo s1, s2, s ∈ E y todo x⊗ z ⊗ y, x1 ⊗ z1 ⊗ y1 y x2 ⊗ z2 ⊗ y2 ∈ E ⊗ E
⊗n ⊗ E.

Se cumplen para (3.11) las 4 condiciones siguientes

(x⊗ z ⊗ y)(t1 + t2) = (x⊗ z ⊗ y)t1 + (x⊗ z ⊗ y)t2, (x⊗ z ⊗ y)(t1t2) = ((x⊗ z ⊗ y)t1)t2,

(x⊗ z⊗ y)1 = x⊗ z⊗ y y (x1⊗ z1⊗ y1 +x2⊗ z2⊗ y2)t = (x1⊗ z1⊗ y1)t+ (x2⊗ z2⊗ y2)t para

todo t1, t2, t ∈ E y todo x ⊗ z ⊗ y, x1 ⊗ z1 ⊗ y1 y x2 ⊗ z2 ⊗ y2 ∈ E ⊗ E
⊗n ⊗ E. Luego, sólo

se verifican las 4 condiciones siguientes M1,M2,M3 y M4 ya que las 4 condiciones anteriores

son análogas.

M1: (x⊗ z ⊗ y)(t1 + t2) = x⊗ z ⊗ [y(t1 + t2)] = x⊗ z ⊗ (yt1 + yt2)

= x⊗ z ⊗ (yt1) + x⊗ z ⊗ (yt2)

= (x⊗ z ⊗ y)t1 + (x⊗ z ⊗ y)t2;

M2: (x⊗ z ⊗ y)(t1t2) = x⊗ z ⊗ [y(t1t2)]

= x⊗ z ⊗ [(yt1)t2] = (x⊗ z ⊗ (yt1))t2

= ((x⊗ z ⊗ y)t1)t2;

M3 : (x⊗ z ⊗ y)1E = x⊗ z ⊗ (y · 1E) = x⊗ z ⊗ y;

M4: (x1 ⊗ z1 ⊗ y1 + x2 ⊗ z2 ⊗ y2)t := x1 ⊗ z1 ⊗ (y1t) + x2 ⊗ z2 ⊗ (y2t)

= (x1 ⊗ z1 ⊗ y1)t+ (x2 ⊗ z2 ⊗ y2)t.

Finalmente, se prueba la condición de compatibilidad de (3.10) y (3.11). Dados s ∈ E,

t ∈ E y x⊗ z ⊗ y ∈ E ⊗ E⊗
n

⊗ E se cumple (s(x⊗ z ⊗ y))t = s((x⊗ z ⊗ y)t) ya que

(s(x⊗ z ⊗ y))t = ((sx)⊗ z ⊗ y)t = (sx)⊗ z ⊗ (yt)

= s(x⊗ z ⊗ (yt)) = s((x⊗ z ⊗ y)t) .

Por consiguiente, E ⊗ E⊗
n

⊗ E es un E−bimódulo.
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3.2 Homoloǵıa de Hochschild de un álgebra

Usando la resolución barra de un álgebra y la envolvente correspondiente, se obtiene la

homoloǵıa de Hochschild de un álgebra (Teorema 3.2.13). Este hecho motiva la revisión del

complejo de Hochschild de un álgebra con coeficientes en un bimódulo.

Sea K un anillo conmutativo, E una K−álgebra y M un E−bimódulo.

Dado n ≥ 0, E⊗
n

= K si n = 0 y E⊗
n

= E ⊗ · · · ⊗ E︸ ︷︷ ︸
n-veces

si n > 0.

Se adopta las notaciones Cn(E,M) = M ⊗K E⊗
n
, ⊗ = ⊗K .

Para n ≥ 1 se define el mapa bn : M ⊗ E⊗n →M ⊗ E⊗n−1
de Ee− módulos izquierdos por

bn(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn) =
n−1∑
i=0

(−1)ir0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn

+ (−1)nrnr0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ; (3.12)

b1(r0 ⊗ r1) = r0r1 − r1r0.

Luego se obtiene

C∗(E,M) : 0← C0(E,M)
b1← C1(E,M)

b2← · · · bn← Cn(E,M)
bn+1← · · · (3.13)

Lema 3.2.1. bnbn+1 = 0 para n ≥ 1.

Prueba. Para n = 1, b1b2 = 0 pues b2 : M ⊗ E⊗2 →M ⊗ E es dada por

b2(r0 ⊗ r1 ⊗ r2) = r0r1 ⊗ r2 − r0 ⊗ r1r2 + r2r0 ⊗ r1 , de modo que

b1b2(r0 ⊗ r1 ⊗ r2) = (r0r1)r2 − r2(r0r1)

− r0(r1r2) + (r1r2)r0

+ (r2r0)r1 − r1(r2r0) = 0 .

En general, para r = r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ∈ M ⊗ E⊗
n+1

. Se prueba como en el Lema 3.3.2

que bnbn+1(r) = 0 para n ≥ 1.

Definición 3.2.2. [20] El complejo de cadenas de grupos abelianos (o K−módulos),

(C∗(E,M), b) dado en (3.13), se llama complejo de Hochschild de E con coeficientes en M .

El mapa b es conocido como el borde de Hochschild.
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Cuando M = E, C∗(E) = (C∗(E,E), b) es llamado complejo de Hochschild de E.

Definición 3.2.3. La homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes en M se define como

H∗(E,M) = {Hn(E,M)}, donde Hn(E,M) es la homoloǵıa de Hochschild de grado n de E

con coeficientes en M dada por

Hn(E,M) := Hn(C∗(E,M), b)

=
Ker(bn)

Im(bn+1)
para n ≥ 0 (3.14)

Si M = E, entonces se escribe HHn(E) = Hn(E,E). En este caso,

HH∗(E) = {HHn(E)} es llamada homoloǵıa de Hochschild de E.

Lema 3.2.4. Sea [M,E] = {mr − rm | m ∈M, r ∈ E}, entonces

H0(E,M) =
M

[M,E]
= ME .

Prueba. Tomando el complejo de cadenas dado en (3.13), M ⊗ E b1−→M y

H0(E,M) =
M

Im(b1)
; luego Im(b1) está formado por los elementos de la forma

b1(m⊗ r) = mr − rm. Aśı, H0(E,M) =
M

[M,E]
.

Corolario 3.2.5. Si M = E, Im(b1) = [E,E], entonces HH0(E) =
E

[E,E]
,

donde [E,E] = {mr − rm | m ∈ E, r ∈ E} .

Si E es conmutativo, HH0(E) = E.

Si M = E = K, por definición HHn(K) =

 K , si n = 0

0 , si n > 0 .

Sea E una K−álgebra conmutativa. El E−módulo Ω1
E/K de las diferenciales de Kähler es

definido como el E−módulo generado por los śımbolos da para a ∈ E, con da = 0 si a ∈ K.

Para cada a, b ∈ E se cumplen las dos relaciones:

d(a+ b) = da+ db y d(ab) = a(db) + b(da).

Un E−bimódulo M es simétrico si am = ma para todo a ∈ E y m ∈M .

Proposición 3.2.6. [20, Prop. 1.1.10] Sea K un anillo conmutativo, E una K−álgebra con-

mutativa y M un E−bimódulo simétrico. Entonces H1(E,M) ∼= M ⊗E Ω1
E/K . En particular,

HH1(E) ∼= Ω1
E/K .
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Prueba. Para calcular H1(E,M), se necesita conocer Ker(b1) e Im(b2). Puesto que mr = rm,

b1(m⊗ r) = mr − rm = 0, de modo que Ker(b1) = M ⊗ E.

En el cociente H1(E,M) = (M ⊗ E)/Im(b2) se tiene

0 = b2(m⊗ r1 ⊗ r2) = mr1 ⊗ r2 −m⊗ r1r2 + r2m⊗ r1,

luego existe una aplicación bien definida

H1(E,M) −→M ⊗E Ω1
E/K , m⊗ r 7→ m⊗E dr,

pues en M ⊗E Ω1
E/K se tiene

mr1 ⊗E dr2 −m⊗E d(r1r2) + r2m⊗E dr1

= m⊗E r1(dr2)−m⊗E r1(dr2)−m⊗E r2(dr1) +m⊗E r2(dr1) = 0.

Por otro lado, del hecho que E es una K−álgebra conmutativa se sabe que M ⊗ E⊗n es un

E−módulo via r · (m⊗ r1 ⊗ · · · ) = (rm⊗ r1 ⊗ · · · ), luego se tiene una aplicación E-bilineal

M × Ω1
E/K −→ H1(E,M), (m, r1dr2) 7→ mr1 ⊗ r2, pues

(rm, r1dr2) 7→ rmr1 ⊗ r2 = r(mr1 ⊗ r2) y

(m, rr1dr2) 7→ mrr1 ⊗ r2 = rmr1 ⊗ r2 = r(mr1 ⊗ r2).

Por propiedad universal del producto tensorial, se tiene una aplicación E-lineal

M ⊗E Ω1
E/K −→ H1(E,M), m⊗E r1dr2 7→ mr1 ⊗ r2.

Estas aplicaciones son una inversa de la otra :

m⊗ r 7→ m⊗E dr 7→ m⊗ r,

m⊗E r1dr2 7→ mr1 ⊗ r2 7→ mr1 ⊗E dr2 = m⊗E r1dr2.

Por lo tanto, H1(E,M) ∼= M ⊗E Ω1
E/K .

El E−módulo Ωn
E/K de n−formas diferenciales se define como el producto exterior

∧n
E Ω1

E/K

(ver [20, 1.3.11]).

Aśı, Ωn
E/K es generado por los elementos a0da1 ∧ . . . ∧ dan, para ai ∈ E, que usualmente son

denotados por a0da1 . . . dan.

Proposición 3.2.7. [20, Prop. 1.3.16] Sea K un anillo conmutativo, E una K−álgebra

conmutativa y M un E−bimódulo. Si K contiene Q, entonces M ⊗E Ωn
E/K es un sumando

directo de Hn(E,M). En particular, Ωn
E/K es un sumando directo de HHn(E).
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Estas dos últimas proposiciones indican que la homoloǵıa de Hochschild tiene aplicación

en geometŕıa diferencial en el caso de álgebras conmutativas.

Funtorialidad

Sea f : M → M ′ un morfismo de bimódulos. Entonces f induce un morfismo de complejos

de cadenas C∗(E,M)→ C∗(E,M
′)

M ⊗K E⊗
n f⊗id

E⊗n //M ′ ⊗K E⊗
n

Cn(E,M) Cn(E,M ′)

Aśı, se obtiene un morfismo de grupos f∗ : Hn(E,M)→ Hn(E,M ′).

Más generalmente, sea g : E → E′ un morfismo de K−álgebras. Sea M ′ un E′−bimódulo.

Entonces f y g inducen Cn(E,M) = M ⊗ E⊗n →M ′ ⊗ E′⊗n = Cn(E′,M ′),

m⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn 7→ f(m)⊗ g(r1)⊗ · · · ⊗ g(rn).

Aśı, se tiene un morfismo de complejos de cadenas C∗(E,M)→ C∗(E
′,M ′). Luego, se obtiene

un morfismo de grupos

(f, g)∗ : Hn(E,M)→ Hn(E′,M ′).

Para detalles se puede ver [20].

En particular, si M = E, M ′ = E′ y f = g, entonces f induce un morfismo K−módulos

f∗ : HHn(E)→ HHn(E′).

Puesto que AlgK es la categoŕıa de K−álgebras, el funtor HHn(−) : AlgK → ml
K , definido

por E 7→ HHn(E), es covariante para todo n ≥ 0.

Resolución barra de un álgebra

Sean K un anillo conmutativo, E una K−álgebra. Para cada n ≥ 0, sea

Cbarn (E) = E ⊗ E⊗n ⊗ E con estructura de E−bimódulo dada por

α(r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1) = (αr0)⊗ · · · ⊗ rn+1 y (r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1)β = r0 ⊗ · · · ⊗ (rn+1β).
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Luego Cbarn (E) posee una estructura de Ee−módulo izquierdo mediante

(α⊗ β)(r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1) = (αr0)⊗ · · · ⊗ (rn+1β).

Se define la aplicación b′n : Cbarn (E)→ Cbarn−1(E) de Ee−módulos izquierdos por

b′n(r0 ⊗ · · · ⊗ rn+1) =
n∑
i=0

(−1)ir0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn+1. (3.15)

Lema 3.2.8. b′nb
′
n+1 = 0 para n ≥ 1.

Prueba. Para n = 1, b′1b
′
2 = 0. En efecto, tomando r = r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ∈ Cbar2 (E),

b′2(r) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ r3 − r0 ⊗ r1r2 ⊗ r3 + r0 ⊗ r1 ⊗ r2r3, luego

b′1b
′
2(r) = (r0r1)r2 ⊗ r3 − r0r1 ⊗ r2r3

− r0(r1r2)⊗ r3 + r0 ⊗ (r1r2)r3

+ r0r1 ⊗ r2r3 − r0 ⊗ r1(r2r3) = 0 .

En general, para r = r0⊗ r1⊗ · · ·⊗ rn+2 ∈ E⊗E⊗
n+1 ⊗E. Se prueba como en el Lema 3.3.2

que b′nb
′
n+1(r) = 0 para n ≥ 1.

Aśı, se obtiene el complejo barra de E:

(Cbar∗ (E), b′) : 0← Cbar0 (E)
b′1← · · · b

′
n← Cbarn (E)

b′n+1← · · · (3.16)

Considerando la multiplicación µ : E ⊗ E = Cbar0 (E)→ E, r ⊗ s 7→ rs se ve que

E E⊗
2µ

oo E⊗
3b′1oo

0

gg

ya que µb′1(r ⊗ s⊗ t) = µ((rs)⊗ t− r ⊗ (st)) = (rs)t− r(st) = 0.

Luego, se obtiene un complejo aumentado de Cbar∗ (E) denotado por

Cbar∗ (E) : 0← E
µ← E ⊗ E

b′1← · · · b
′
n← E⊗

n+2 b′n+1← · · · . (3.17)

Se observa que E es un Ee−módulo izquierdo.

Teorema 3.2.9. Sea E una K−álgebra. Entonces el complejo (Cbar∗ (E), b′) es una resolución

del Ee−módulo izquierdo E.

93



Prueba. Para ver que (Cbar∗ (E), b′) es una resolución del Ee−módulo izquierdo E, se muestra

que Cbar∗ (E) es contráctil.

Para ello se define, una homotoṕıa de contracción de cadenas

ζ0 : E → E ⊗ E, r 7→ r ⊗ 1; para n ≥ 1, ζn : E ⊗ E⊗n−1 ⊗ E → E ⊗ E⊗n ⊗ E,

r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rn 7→ (−1)nr0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rn ⊗ 1.

En efecto : µζ0 = idE pues para r ∈ E se tiene µζ0(r) = µ(r ⊗ 1) = r = idE(r);

b′1ζ1 + ζ0µ = idCbar0 (E) pues para r0 ⊗ r1 ∈ E ⊗E = B0(E) se tiene ζ0µ(r0 ⊗ r1) = r0r1 ⊗ 1 y

b′1ζ1(r0 ⊗ r1) = −r0r1 ⊗ 1 + r0 ⊗ r1, de modo que

(b′1ζ1 + ζ0µ)(r0 ⊗ r1) = idCbar0 (E)(r0 ⊗ r1). En general, para n ≥ 1 como en el Teorema 3.3.3

se deduce que b′n+1ζn+1 + ζnb
′
n = idCbarn (E).

Definición 3.2.10. El complejo Cbar∗ (E) es llamado la resolución barra de Hochschild de E.

Lema 3.2.11. Para cada n ≥ 0, M ⊗K E⊗
n

y M ⊗Ee (E ⊗ E⊗
n ⊗ E) son Ee−módulos

izquierdos bajo las acciones :

(r ⊗ s)(m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)) = rms⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn) y

(r⊗s)(m⊗Ee (r0⊗r1⊗· · ·⊗rn⊗rn+1)) = rms⊗Ee (r0⊗r1⊗· · ·⊗rn⊗rn+1), respectivamente.

Prueba. 1) Se cumplen las 4 condiciones de Ee−módulo izquierdo para M ⊗K E⊗
n
:

a) (r ⊗ s+ r′ ⊗ s′)(m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)) = (rms+ r′ms′)⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)

= rms⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn) + r′ms′ ⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)

= (r⊗s)(m⊗(r1⊗· · ·⊗rn))+(r′⊗s′)(m⊗(r1⊗· · ·⊗rn));

b) [(r ⊗ s)(r′ ⊗ s′)](m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)) = (rr′ ⊗ s · s′)(m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn))

= r(r′ms′)s⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)

= (r ⊗ s)[(r′ms′)⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)]

= (r ⊗ s)[(r′ ⊗ s′)(m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn))] ;

c) (1⊗ 1)(m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)) = 1m1⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn) = m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn) ;

d) (r ⊗ s)[m1 ⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn) +m2 ⊗ (s1 ⊗ · · · ⊗ sn)]

= rm1s⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn) + rm2s⊗ (s1 ⊗ · · · ⊗ sn)

= (r⊗s)(m1⊗(r1⊗· · ·⊗rn))+(r⊗s)(m2⊗(s1⊗· · ·⊗sn)).
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2) Análogamente, se verifica que se cumplen las 4 condiciones de Ee−módulo izquierdo para

M ⊗Ee (E ⊗ E⊗n ⊗ E).

Teorema 3.2.12. Los complejos de Ee−módulos izquierdos (M ⊗K E⊗
∗
, b) y

(M ⊗Ee Cbar∗ (E), idM ⊗Ee (b′)) son isomorfos, donde b es definido en (3.12) y b′ es definido

en (3.15) .

Prueba. 1) Sean ϕ : M ⊗ E⊗n →M ⊗Ee (E ⊗ E⊗n ⊗ E),

m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn) 7→ m⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1); ψ : M ⊗Ee (E ⊗E⊗n ⊗E)→M ⊗E⊗n ,

m⊗Ee (r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1) 7→ rn+1mr0 ⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn) entonces ϕ y ψ son morfismos

de Ee−módulos izquierdos tales que ψϕ = id y ϕψ = id.

En efecto:

Se sabe que ϕ y ψ se extienden linealmente sobre K−módulos.

AF. Las aplicaciones ϕ y ψ son Ee−lineales. Para r ⊗ s ∈ Ee :

ϕ[(r ⊗ s)(m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn))] = ϕ[rms⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)]

= rms⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1)

= (r ⊗ s)(m⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1))

= (r ⊗ s)ϕ[m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)] ;

recordemos que r0⊗r1⊗· · ·⊗rn⊗rn+1 = (r0⊗rn+1)(1⊗r1⊗· · ·⊗rn⊗1) para r0⊗rn+1 ∈ Ee,

luego m⊗Ee (r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1) = rn+1mr0 ⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1); de modo que

(r ⊗ s)(m⊗Ee (r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)) = r(rn+1mr0)s⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1).

Por lo tanto

ψ[(r ⊗ s)(m⊗Ee (r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1))] = r(rn+1mr0)s⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)

= (r ⊗ s)[(rn+1mr0)⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)] = (r ⊗ s)ψ(m⊗Ee (r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)) .

Por otro lado

ψϕ(m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)) = ψ(m⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1))

= m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)

= id(m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)) ;
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ϕψ(m⊗Ee (r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)) = ϕ(rn+1mr0 ⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn))

= rn+1mr0 ⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1)

= m(r0 ⊗ rn+1)⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1)

= m⊗Ee (r0 ⊗ rn+1)(1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1)

= m⊗Ee (r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)

= id(m⊗Ee (r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)) .

2) ϕ es una aplicación de cadenas; i.e., el siguiente diagrama conmuta

M ⊗ E⊗n

bn

��

ϕ
//M ⊗Ee (E ⊗ E⊗n ⊗ E)

idM⊗Eeb′n
��

M ⊗ E⊗n−1 ϕ
//M ⊗Ee (E ⊗ E⊗n−1 ⊗ E)

En efecto, haciendo r1n = r1 ⊗ · · · ⊗ rn, tomando r0 = rn+1 = 1, tenemos:

(idM ⊗Ee b′n)ϕ(m⊗ (r1n)) := (idM ⊗Ee b′n)(m⊗Ee (r0 ⊗ r1n ⊗ rn+1))

= idM (m)⊗Ee b′n(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1), por (3.15) :

= m⊗Ee (r0r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)

+

n−1∑
i=1

(−1)im⊗Ee (r0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn+1)

+ (−1)nm⊗Ee (r0 ⊗ r1,n−1 ⊗ rnrn+1)

= m⊗Ee (r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1)

+
n−1∑
i=1

(−1)im⊗Ee (1⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ 1)

+ (−1)nm⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rn) ;
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por otro lado, según (3.12):

ϕbn(m⊗ (r1 ⊗ · · · ⊗ rn)) = ϕ(mr1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn

+
n−1∑
i=1

(−1)im⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn

+ (−1)nrnm⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1)

= m⊗Ee (r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1)

+

n−1∑
i=1

(−1)im⊗Ee (1⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ 1)

+ (−1)nm⊗Ee (1⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rn) .

En consecuencia, (idM ⊗Ee b′n)ϕ = ϕbn. Aśı, ϕ : M⊗E⊗∗ →M⊗EeB∗(E) es un isomorfismo

de complejos de Ee−módulos izquierdos.

Teorema 3.2.13. La homoloǵıa del complejo M ⊗Ee Cbar∗ (E) proporciona la homoloǵıa de

Hochschild de E con coeficientes en M .

Prueba. Aplicando la n−ésima homoloǵıa a las igualdades ψϕ = id y ϕψ = id que aparecen

en la prueba del Teorema 3.2.12 se obtiene Hn(ψ)Hn(ϕ) = id y

Hn(ϕ)Hn(ψ) = id. Aśı, Hn(ϕ) : Hn(E,M) → Hn(M ⊗Ee Cbar∗ (E)) es un isomorfismo; i.e.,

Hn(E,M) ∼= Hn(M ⊗Ee Cbar∗ (E)). Por lo tanto, la homoloǵıa del complejo M ⊗Ee Cbar∗ (E)

proporciona la homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes en M .

3.3 Resolución barra normalizada de un álgebra

La resolución barra normalizada de un álgebra es una herramienta fundamental en la cons-

trucción de la resolución del producto cruzado general. El propósito de esta sección es tratar

la resolución barra normalizada de una K−álgebra y mostrar su utilidad en la homoloǵıa de

Hochschild de una K−álgebra con coeficientes en un bimódulo correspondiente mediante la

resolución barra del álgebra.

Para cada K−álgebra E y cada n ≥ 0, sea Bn(E) = E ⊗ E⊗
n

⊗ E con estructura de

E−bimódulo dada por las multiplicaciones escalares

α(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1) = (αr0)⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1 (3.18)

y (r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)β = r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ (rn+1β) (3.19)
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Luego Bn(E) posee una estructura de Ee−módulo izquierdo mediante

(α⊗ β)(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1) = (αr0)⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ (rn+1β). (3.20)

Se define la aplicación b′n : Bn(E)→ Bn−1(E) de Ee−módulos izquierdos por

b′n(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1

+

n−1∑
i=1

(−1)ir0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn+1

+ (−1)nr0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rnrn+1 (3.21)

Ejemplo 3.3.1. [21, Exer. 8.6.4] Para cada n ≥ 1, b′n dada en (3.21) está bien definida.

A continuación, se muestra la validez de este ejemplo comenzando con los casos n = 1,

n = 2 y llegando al caso general, como sigue :

Para n = 1, b′1 : B1(E)→ B0(E) dada por

b′1(r0 ⊗ r1 ⊗ r2) = r0r1 ⊗ r2 − r0 ⊗ r1r2 está bien definida .

En efecto; sean r y s ∈ r1, entonces r = s = r1 y r − s = λ1E para un λ ∈ K.

Haciendo cálculos b′1(r0 ⊗ r ⊗ r2) = b′1(r0 ⊗ s⊗ r2).

Para n = 2, b′2 : B2(E)→ B1(E) dada por

b′2(r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ r3 − r0 ⊗ r1r2 ⊗ r3 + r0 ⊗ r1 ⊗ r2r3

está bien definida. Para ello, sean r1 = s1 y r2 = s2 ; entonces

b′2(r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3) = b′2(r0 ⊗ s1 ⊗ s2 ⊗ r3) .

En efecto, sean ri = si + λi1E para λi ∈ K, i = 1, 2. Multiplicando,
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r1r2 = s1s2 + λ1s2 + λ2s1 + λ1λ21E . Efectuando cálculos

b′2(r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ r3 − r0 ⊗ r1r2 ⊗ r3 + r0 ⊗ r1 ⊗ r2r3

= r0(s1 + λ11E)⊗ (s2 + λ21E)⊗ r3 − r0 ⊗ (s1 + λ11E)(s2 + λ21E)⊗ r3

+ r0 ⊗ (s1 + λ11E)⊗ (s2 + λ21E)r3, como λi1E = 0 :

= r0(s1 + λ11E)⊗ s2 ⊗ r3 − r0 ⊗ (s1 + λ11E)(s2 + λ21E)⊗ r3

+ r0 ⊗ s1 ⊗ (s2 + λ21E)r3

= b′2(r0 ⊗ s1 ⊗ s2 ⊗ r3) + λ1r0 ⊗ s2 ⊗ r3 − r0 ⊗ λ1s2 ⊗ r3 − r0 ⊗ λ2s1 ⊗ r3

+ r0 ⊗ s1 ⊗ λ2r3 = b′2(r0 ⊗ s1 ⊗ s2 ⊗ r3) por bilinealidad de ⊗K .

En general, b′n : Bn(E)→ Bn−1(E) dada en (3.21) está bien definida.

Para ello, sean ri = si para i = 1, . . . , n, entonces

b′n(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1) = b′n(r0 ⊗ s1 ⊗ · · · ⊗ sn ⊗ rn+1) .

En efecto, si ri = si + λi1E para λi ∈ K, i = 1, . . . , n se obtiene

riri+1 = sisi+1 + λisi+1 + λi+1si + (λiλi+1)1E . Pero λi1E = 0, luego

riri+1 = sisi+1 + λisi+1 + λi+1si. Reemplazando estos valores en (3.21):

b′n(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1) = r0(s1 + λ11E)⊗ s2 ⊗ · · · ⊗ sn ⊗ rn+1

+
n−1∑
i=1

(−1)ir0 ⊗ · · · ⊗ (sisi+1 + λisi+1 + λi+1si)⊗ · · · ⊗ rn+1

+ (−1)nr0 ⊗ s1 ⊗ · · · ⊗ sn−1 ⊗ (sn + λn1E)rn+1

= b′n(r0 ⊗ s1 ⊗ · · · ⊗ sn ⊗ rn+1) + λ1r0 ⊗ s2 ⊗ · · · ⊗ sn ⊗ rn+1

− r0 ⊗ λ1s2 ⊗ · · · ⊗ sn ⊗ rn+1 − r0 ⊗ λ2s1 ⊗ s3 ⊗ · · · ⊗ sn ⊗ rn+1

+ r0 ⊗ s1 ⊗ λ2s3 ⊗ · · · ⊗ sn ⊗ rn+1 + · · ·+ (−1)n−1r0 ⊗ s1 ⊗ · · · ⊗ λnsn−1 ⊗ rn+1

+ (−1)nr0 ⊗ s1 ⊗ · · · ⊗ sn−1 ⊗ λnrn+1 = b′n(r0 ⊗ s1 ⊗ · · · ⊗ sn ⊗ rn+1) ,

ya que la suma de los términos consecutivos anteriores restantes es cero por la bilinealidad

de ⊗K .

Lema 3.3.2. b′nb
′
n+1 = 0 para n ≥ 1.

Prueba. Para n = 1, b′1b
′
2 = 0. En efecto, tomando r = r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ∈ B2(E),
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b′2(r) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ r3 − r0 ⊗ r1r2 ⊗ r3 + r0 ⊗ r1 ⊗ r2r3, luego

b′1b
′
2(r) = (r0r1)r2 ⊗ r3 − r0r1 ⊗ r2r3

− r0(r1r2)⊗ r3 + r0 ⊗ (r1r2)r3

+ r0r1 ⊗ r2r3 − r0 ⊗ r1(r2r3) = 0 .

Para n = 2, b′2b
′
3 = 0. En efecto, tomando r = r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ⊗ r4 ∈ B3(E),

b′3(r) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ⊗ r4 − r0 ⊗ r1r2 ⊗ r3 ⊗ r4 + r0 ⊗ r1 ⊗ r2r3 ⊗ r4

− r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3r4, luego

b′2b
′
3(r) = (r0r1)r2 ⊗ r3 ⊗ r4 − r0r1 ⊗ r2r3 ⊗ r4 + r0r1 ⊗ r2 ⊗ r3r4 (3.22)

− r0(r1r2)⊗ r3 ⊗ r4 + r0 ⊗ (r1r2)r3 ⊗ r4 − r0 ⊗ r1r2 ⊗ r3r4

+ r0r1 ⊗ r2r3 ⊗ r4 − r0 ⊗ r1(r2r3)⊗ r4 + r0 ⊗ r1 ⊗ (r2r3)r4

− r0r1 ⊗ r2 ⊗ r3r4 + r0 ⊗ r1r2 ⊗ r3r4 − r0 ⊗ r1 ⊗ r2(r3r4).

A partir de este arreglo rectangular, se puede asociar a b′2b
′
3(r) la matriz auxiliar A4×3 = (aij),

con a11 = (r0r1)r2⊗ r3⊗ r4, a12 = −r0r1⊗ r2r3⊗ r4, . . ., a43 = −r0⊗ r1⊗ r2(r3r4). Entonces

b′2b
′
3(r) = V1 + V2 + V3 = 0 pues

V1 =

3∑
i=0

a4−i,1 +

3∑
i=2

a1,i = 0,

V2 =
2∑
i=0

a4−i,2 +
3∑
i=3

a2,i = [a42 + (a32 + a22) + a23] = 0 por (3.22),

V3 =
1∑
i=0

a4−i,3 +
3∑
i=4

a3,i = 0;

en forma abreviada, Vj =

4−j∑
i=0

a4−i,j +

3∑
i=j+1

aji = 0 para j = 1, 2, 3. (3.23)

En general, para r = r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ⊗ rn+2 ∈ Bn+1(E) se tiene

b′n+1(r) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ⊗ rn+2 +

n∑
i=1

(−1)ir0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn+2

+ (−1)n+1r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1rn+2 , luego
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b′nb
′
n+1(r) = (r0r1)r2 ⊗ r3,n+1 ⊗ rn+2 + · · ·+ (−1)nr0r1 ⊗ r2,n ⊗ rn+1rn+2

+ (−1)1r0(r1r2)⊗ r3,n+1 ⊗ rn+2 + · · ·
...

+ · · · + (−1)2nr0 ⊗ r1,n−1 ⊗ rn(rn+1rn+2)

+ (−1)n+1r0r1 ⊗ r2,n ⊗ rn+1rn+2 + · · ·+ (−1)2n+1r0 ⊗ r1,n−1 ⊗ rn(rn+1rn+2),

donde r3,n+1 = r3 ⊗ · · · ⊗ rn+1. Con el argumento anterior, asociando a b′nb
′
n+1(r) la matriz

A(n+2)×(n+1) = (aij), donde a11 = (r0r1)r2 ⊗ r3,n+1 ⊗ rn+2, . . .,

an+2,n+1 = (−1)2n+1r0 ⊗ r1,n−1 ⊗ rn(rn+1rn+2), se deduce que b′nb
′
n+1(r) =

n+1∑
k=1

Vk = 0 pues

Vj =

n+2−j∑
i=0

an+2−i,j +

n+1∑
i=j+1

aji = 0 para j = 1, . . . , n+ 1 [ver (3.23)].

Aśı, se obtiene el complejo barra normalizado de E:

(B∗(E), b′) : B0(E)
b′1← · · · b

′
n← Bn(E)

b′n+1← · · · (3.24)

Considerando la multiplicación µ : E ⊗ E = B0(E)→ E, r ⊗ s 7→ rs se ve que

E ⊗ E ⊗ E
b′1 //

0

55E ⊗ E µ
// E

ya que µb′1(r ⊗ s⊗ t) = µ((rs)⊗ t− r ⊗ (st)) = (rs)t− r(st) = 0.

Luego, se obtiene un complejo aumentado de B∗(E) denotado por

B∗(E) : E
µ← E ⊗ E

b′1← · · · b
′
n← E ⊗ E⊗

n

⊗ E
b′n+1← · · · . (3.25)

Teorema 3.3.3. Sea E una K−álgebra. Entonces el complejo (B∗(E), b′) es una resolución

del Ee−módulo izquierdo E.

Prueba. Para ver que (B∗(E), b′) es la resolución del Ee−módulo izquierdo E, se muestra

que B∗(E) es contráctil.

Para ello se define, una homotoṕıa de contracción de cadenas

ξ0 : E → E ⊗ E, r 7→ r ⊗ 1; para n ≥ 1, ξn : E ⊗ E⊗
n−1

⊗ E → E ⊗ E⊗
n

⊗ E,

r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rn 7→ (−1)nr0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rn ⊗ 1.

En efecto : µξ0 = idE pues para r ∈ E se tiene µξ0(r) = µ(r ⊗ 1) = r = idE(r);
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b′1ξ1 + ξ0µ = idB0(E) pues para r0 ⊗ r1 ∈ E ⊗ E = B0(E) se tiene ξ0µ(r0 ⊗ r1) = r0r1 ⊗ 1 y

b′1ξ1(r0 ⊗ r1) = −r0r1 ⊗ 1 + r0 ⊗ r1, de modo que (b′1ξ1 + ξ0µ)(r0 ⊗ r1) = idB0(E)(r0 ⊗ r1).

En general, para n ≥ 1 se tiene

(b′n+1ξn+1 + ξnb
′
n)(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)

= b′n+1((−1)n+1r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1 ⊗ 1)

+ ξn[r0r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1 +
n−1∑
i=1

(−1)ir0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn+1

+ (−1)nr0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rnrn+1] = (−1)n+1[r0r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ⊗ 1

+
n∑
j=1

(−1)jr0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ⊗ 1

+ (−1)n+1r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1] + (−1)n[r0r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ⊗ 1

+

n−1∑
i=1

(−1)ir0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ⊗ 1

+ (−1)nr0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rnrn+1 ⊗ 1] = idBn(E)(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1).

El complejo B∗(E) se llama resolución barra normalizada de E.

A continuación, si M es un E−bimódulo, se desea establecer que la homoloǵıa de Hochs-

child de E con coeficientes en M es la homoloǵıa de M ⊗Ee B∗(E).

Definición 3.3.4. Dado n ≥ 0, se define Dn ⊆ Cbarn (E) como el K−submódulo generado por

tensores elementales r0⊗ r1⊗ · · · ⊗ rn⊗ rn+1 tal que existe al menos un ı́ndice i ∈ {1, . . . , n}

para el cual ri = 1. Es decir,

Dn = 〈r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1 ∈ E⊗
n+2 | #(i ∈ {1, . . . , n} tal que ri = 1) ≥ 1〉.

Ejemplo 3.3.5. b′4(D4) ⊆ D3, donde la diferencial b′ de Cbar∗ (E) es dada en (3.15).

Sea r = r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ⊗ r4 ⊗ r5 ∈ D4 tal que ri = 1 para algún 1 ≤ i ≤ 4. Entonces
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b′4(r) ∈ D3. Se consideran 4 casos :

Para i = 1, b′4(r) = r0 · 1⊗ r2 ⊗ r3 ⊗ r4 ⊗ r5 − r0 ⊗ 1 · r2 ⊗ r3 ⊗ r4 ⊗ r5

+ r0 ⊗ 1⊗ r2r3 ⊗ r4 ⊗ r5 − r0 ⊗ 1⊗ r2 ⊗ r3r4 ⊗ r5

+ r0 ⊗ 1⊗ r2 ⊗ r3 ⊗ r4r5 ∈ D3 ;

Para i = 2, b′4(r) = r0r1 ⊗ 1⊗ r3 ⊗ r4 ⊗ r5 − r0 ⊗ r1 · 1⊗ r3 ⊗ r4 ⊗ r5

+ r0 ⊗ r1 ⊗ 1 · r3 ⊗ r4 ⊗ r5 − r0 ⊗ r1 ⊗ 1⊗ r3r4 ⊗ r5

+ r0 ⊗ r1 ⊗ 1⊗ r3 ⊗ r4r5 ∈ D3 ;

Para i = 3, b′4(r) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ 1⊗ r4 ⊗ r5 − r0 ⊗ r1r2 ⊗ 1⊗ r4 ⊗ r5

+ r0 ⊗ r1 ⊗ r2 · 1⊗ r4 ⊗ r5 − r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ 1 · r4 ⊗ r5

+ r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ 1⊗ r4r5 ∈ D3 ;

Para i = 4, b′4(r) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ⊗ 1⊗ r5 − r0 ⊗ r1r2 ⊗ r3 ⊗ 1⊗ r5

+ r0 ⊗ r1 ⊗ r2r3 ⊗ 1⊗ r5 − r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3 · 1⊗ r5

+ r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ⊗ 1 · r5 ∈ D3 .

En resumen, b′4(r) puede ser expresado en la forma

b′4(r) =
4∑
j=0

j 6∈{i,i−1}

(−1)jr0 ⊗ · · · ⊗ rjrj+1 ⊗ · · · ⊗ r5 ∈ D3 , ∀ 1 ≤ i ≤ 4

pues 1 aparece al menos una vez en cada tensor elemental.

Por construcción D4 es Ee−submódulo de Cbar4 (E). En general, Dn es Ee−submódulo de

Cbarn (E).

Lema 3.3.6. Sea D∗ = {Dn}n≥0 . Entonces (D∗, b
′) es un subcomplejo de

(Cbar∗ (E), b′).

Prueba. Para n = 1, b′1(D1) ⊆ D0. Sea N el K−submódulo de E de la Proposición 3.1.12.

Entonces, se nota que D0 = {0} y b′1 : D1 = E⊗N ⊗E → D0 pues para r = r0⊗λ⊗r2 ∈ D1,

b′1(r) = r0 · λ⊗ r2 − r0 ⊗ λ · r2 = 0.

Para n ≥ 2, b′n(Dn) ⊆ Dn−1.

103



En efecto, sea r = r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1 ∈ Dn tal que ri = 1 para algún 1 ≤ i ≤ n. Como

en el Ejemplo 3.3.5, b′n(r) se expresa en la forma

b′n(r) =

n∑
j=0

j 6∈{i,i−1}

(−1)jr0 ⊗ · · · ⊗ rjrj+1 ⊗ · · · ⊗ rn+1 ∈ Dn−1 , ∀ 1 ≤ i ≤ n

pues 1 aparece al menos una vez en cada tensor elemental.

Lema 3.3.7. Sea E una K−álgebra. Entonces el complejo de Ee−módulos izquierdos (D∗, b
′)

es contráctil.

Prueba. Según la definición cada Dn es Ee−módulo izquierdo. Por ello, basta verificar que

la homotoṕıa de contracción ζ del Teorema 3.2.9 se induce al complejo (D∗, b
′). Es decir, ζ

tiene la propiedad ζn+1(Dn) ⊆ Dn+1 para n ≥ 0.

Para n = 0, ζ1(D0) ⊆ D1. Se nota que D0 = {0} y ζ1 : D0 ⊆ E ⊗ E → D1 pues para

0 = 1⊗ 0 ∈ D0, ζ1(1⊗ 0) = −1⊗ 0⊗ 1 = 0.

Para n ≥ 1, ζn+1(Dn) ⊆ Dn+1.

En efecto, sea r = r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1 ∈ Dn tal que ri = 1 para algún 1 ≤ i ≤ n.

Puesto que ζn+1(r) = (−1)n+1r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1 ⊗ 1 ∈ E⊗n+3
con ri = 1 para algún

1 ≤ i ≤ n+ 1, ζn+1(r) ∈ Dn+1.

Por el Teorema 3.2.9 para todo n ≥ 0, r ∈ Cbarn (E) se tiene

b′n+1ζn+1(r) + ζnb
′
n(r) = idCbarn (E)(r). En particular, para r ∈ Dn ⊆ Cbarn (E), por el Lema

3.3.6 y el hecho que ζn+1(Dn) ⊆ Dn+1 para n ≥ 0, se deduce que

b′n+1ζn+1(r) + ζnb
′
n(r) = idDn(r) para n ≥ 0. (3.26)

Por lo tanto (D∗, b
′) : D0

b′1← · · · b
′
n← Dn

b′n+1← · · · es un complejo contráctil en ECh.

Lema 3.3.8. Para cada n ≥ 0, sea πn : E⊗
n+2 → E ⊗ E⊗

n

⊗ E dada por

r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1 7→ r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1, donde π0 = idE⊗E.

Entonces π : Cbar∗ (E) → B∗(E) es un morfismo de complejos de cadenas de Ee−módulos

izquierdos.

Prueba. La aplicación πn está definida sobre tensores elementales, luego admite una extensión

K−lineal. Aśı, πn preserva la adición.
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Sea λ⊗ µ ∈ Ee, entonces πn((λ⊗ µ)(r)) = (λ⊗ µ)πn(r) para r = r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1.

En efecto, πn((λ⊗ µ)(r)) = πn((λr0)⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ (rn+1µ))

= (λr0)⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ (rn+1µ)

= (λ⊗ µ)(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)

= (λ⊗ µ)πn(r) .

Por lo tanto, πn es un morfismo de Ee−módulos izquierdos. Para cada n ≥ 1, el diagrama

siguiente conmuta :

E⊗
n+2

b′

��

π // E ⊗ E⊗
n

⊗ E

b′

��

E⊗
n+1

π
// E ⊗ E⊗

n−1

⊗ E

Si n = 1, se ve que el diagrama conmuta pues π0 = idE⊗E .

Si n ≥ 2, para r = r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1 ∈ E⊗
n+2

, usando (3.15) se obtiene

πb′(r) = r0r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1

+
n−1∑
i=1

(−1)ir0 ⊗ · · · ⊗ riri+1 ⊗ · · · ⊗ rn+1

+ (−1)nr0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rnrn+1

= b′(r0 ⊗ r1 ⊗ r2 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1)

= b′π(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ rn+1) = b′π(r) .

Aśı, π es un morfismo de complejos de cadenas de Ee−módulos izquierdos.

Proposición 3.3.9. [22, Prop. 1.4.2] Sean f : L→M , g : L→ N morfismos de K−módulos

izquierdos, con g sobreyectivo. Entonces existe un único morfismo

h : N →M de K−módulos izquierdos, tal que f = h ◦ g si y sólo si Ker(g) ⊆ Ker(f)

L
f

//

g
��

M

N

h

>>

Lema 3.3.10. [23, Exer. B-5.10 pág.572] Sean M y P , K−módulos sobre un anillo conmu-

tativo K, L ⊆M , Q ⊆ P submódulos.
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Si L⊗ P +M ⊗Q := 〈l ⊗ p,m⊗ q | l ∈ L, p ∈ P,m ∈M, q ∈ Q〉 es K−submódulo generado

de M ⊗ P , entonces (M/L)⊗ (P/Q) ∼= (M ⊗ P )/(L⊗ P +M ⊗Q) .

En particular, si Q = {0}, (M/L)⊗ P ∼=
M ⊗ P
L⊗ P

; L = {0}, M ⊗ (P/Q) ∼=
M ⊗ P
M ⊗Q

.

Prueba. Como L ⊗ P + M ⊗ Q es submódulo de M ⊗ P , se define la aplicación bilineal

ψ : M × P → (M ⊗ P )/(L⊗ P +M ⊗Q) por ψ(m, p) = m⊗ p.

La idea de la prueba es dada con el diagrama siguiente

(m, p) ∈M × P ⊗
//

��

ψ

++

M ⊗ P g
// //

f

{{

(M ⊗ P )/(L⊗ P +M ⊗Q)

h

rr

(m, p) ∈ (M/L)× (P/Q)

⊗

��

Ψ

22

m⊗ p ∈ (M/L)⊗ (P/Q)

ϕ

∼=

55

Si (m, p) = (m′, p′), entonces m = m′ + l y p = p′ + q; de modo que

ψ(m, p) = ψ(m′ + l, p′ + q)

= ψ(m′, p′) + ψ(m′, q) + ψ(l, p′) + ψ(l, q)

= ψ(m′, p′) +m′ ⊗ q + l ⊗ p′ + l ⊗ q

= ψ(m′, p′).

El valor de ψ no depende de representantes, luego está definida la aplicación bilineal

Ψ : M/L× P/Q→ (M ⊗ P )/(L⊗ P +M ⊗Q) por Ψ(m, p) = ψ(m, p) = m⊗ p.

Según la propiedad universal de ⊗ = ⊗K , existe una única aplicación K−lineal

ϕ : M/L⊗ P/Q→ (M ⊗ P )/(L⊗ P +M ⊗Q) tal que Ψ = ϕ ◦ ⊗.

Por otro lado, se definen aplicaciones K−lineales f : M ⊗ P →M/N ⊗ P/Q,

m ⊗ p 7→ m ⊗ p; g : M ⊗ P → (M ⊗ P )/(L ⊗ P + M ⊗ Q), m ⊗ p 7→ m⊗ p tales que

Ker(g) ⊆ Ker(f). Por la Proposición 3.3.9 existe una única aplicación K−lineal

h : (M ⊗ P )/(L⊗ P +M ⊗Q)→M/N ⊗ P/Q tal que f = h ◦ g.

106



Por otro lado, ϕ ◦ h = id(M⊗P )/(L⊗P+M⊗Q) pues

ϕ ◦ h(m⊗ p) = ϕ ◦ h ◦ g(m⊗ p)

= ϕ ◦ f(m⊗ p)

= ϕ(m⊗ p)

= ϕ ◦ ⊗(m, p) = Ψ(m, p) = m⊗ p.

Análogamente se verifica que h◦ϕ = idM/L⊗P/Q. Por lo tanto, ϕ es isomorfismo de K−módu-

los.

Proposición 3.3.11. El morfismo π de complejos del Lema 3.3.8, induce un isomorfismo

entre los complejos de cadenas de Ee−módulos izquierdos Cbar∗ (E)/D∗ y B∗(E).

Prueba. Para n = 0, B0(E) = E ⊗ E⊗
0

⊗ E ∼= E ⊗ E. Aśı, B0(E) ∼=
E ⊗ E
{0}

=
Cbar0 (E)

D0
.

Para n = 1, B1(E) = E ⊗ E ⊗ E = E ⊗ E

N
⊗ E por la Proposición 3.1.12.

En el Lema 3.3.10 tomando M = E y P = E, L = N ;
E

N
⊗ E ∼=

E ⊗ E
N ⊗ E

. Por un argumento

análogo, E ⊗ (
E

N
⊗ E) ∼=

E⊗
3

E ⊗N ⊗ E
. Aśı, B1(E) ∼=

Cbar1 (E)

D1
, donde D1 = E ⊗N ⊗ E .

Para n = 2, haciendo M = P = E y L = Q = N en el Lema 3.3.10,

E
⊗2

=
E

N
⊗ E

N
∼= (E ⊗ E)/(N ⊗ E + E ⊗N). (3.27)

Aplicando el Lema 3.3.10,

E ⊗ E
⊗2

⊗ E ∼= E⊗
4
/(E ⊗ N ⊗ E⊗

2
+ E⊗

2 ⊗ N ⊗ E). Aśı, B2(E) ∼=
Cbar2 (E)

D2
, donde

D2 = E ⊗N ⊗ E⊗2
+ E⊗

2 ⊗N ⊗ E .

Con el Lema 3.3.10 : E
⊗3

= (
E

N
⊗ E

N
)⊗ E

N
∼= E⊗

3
/[(N ⊗ E⊗2

+ E ⊗N ⊗ E) + E⊗
2 ⊗N ].

Aśı, B3(E) ∼=
Cbar3 (E)

D3
, donde D3 = E ⊗N ⊗ E⊗3

+ E⊗
2 ⊗N ⊗ E⊗2

+ E⊗
3 ⊗N ⊗ E .

Para n ≥ 2, asumiendo como hipótesis de inducción que

E
⊗n ∼= E⊗

n
/(N ⊗ E⊗n−1

+ E ⊗N ⊗ E⊗n−2
+ · · ·+ E⊗

n−1 ⊗N) (3.28)

y que Bn(E) ∼=
Cbarn (E)

Dn
, donde Dn =

n∑
i=1

E⊗· · ·⊗Ni⊗· · ·⊗E y Ni = N para i = 1, . . . , n .

Aplicando el Lema 3.3.10 como en el cálculo de B2(E), se deduce que Bn+1(E) ∼=
Cbarn+1(E)

Dn+1
,
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donde Dn+1 =
n+1∑
i=1

E ⊗ · · · ⊗Ni ⊗ · · · ⊗ E y Ni = N para i = 1, . . . , n+ 1 .

Por otro lado, para cada n ≥ 0, consideremos que α : Dn → Ker(πn) es una inclusión

debido a que un elemento de Dn es llevado por πn a cero. Luego, tenemos el siguiente

diagrama conmutativo de Ee−módulos izquierdos:

0 // Dn
//

� _

α

��

E⊗
n+2

//

∼=

(E⊗
n+2

)/Dn

∼=
��

// 0

0 // Ker(πn) // E⊗
n+2 πn // E ⊗ E⊗

n

⊗ E // 0

La inclusión α es un isomorfismo gracias al lema de los 5. Por lo tanto, Dn = Ker(πn). Como

Im(πn) = Bn(E), por el teorema fundamental del isomorfismo de módulos, se concluye que
Cbarn (E)

Dn

∼= Bn(E).

Teorema 3.3.12. La homoloǵıa del complejo M ⊗Ee B∗(E) proporciona la homoloǵıa de

Hochschild de E con coeficientes en M .

Prueba. Por la versión normalizada del Teorema 3.2.12, los complejos de cadenas de

Ee−módulos izquierdos (M ⊗K E
⊗∗
, b) y (M ⊗Ee B∗(E), idM ⊗Ee (b′)) son isomorfos.

Por la Proposición [20, Prop. 1.1.15] los complejos de cadenas de Ee-módulos izquierdos

(M⊗KE⊗
∗
, b) y (M⊗KE

⊗∗
, b) son casi-isomorfos. Recordando que H∗(E,M) es la homoloǵıa

del complejo de cadenas (M ⊗K E⊗
∗
, b), puesto que la composición de casi-isomorfismos de

complejos de cadenas es un casi-isomorfismo de complejos de cadenas, deducimos que la

homoloǵıa del complejo M ⊗Ee B∗(E) proporciona la homoloǵıa de Hochschild de E con

coeficientes en M .

3.4 Resolución del producto cruzado general

El método de construcción de una resolución proyectiva relativa de un producto cruzado

general fue introducido en [1]. En esta sección, el propósito es proporcionar más detalles

sobre la exposición descrita, introduciendo algunos ejemplos, lemas y proposiciones.

Sea K un anillo conmutativo y se consideran todas las álgebras sobre K. Sea C un álgebra
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y H un álgebra de Hopf. Sea E = C#fH un producto cruzado de Hopf.

Se va a obtener una resolución (A∗, d) del producto cruzado E, que es más pequeña que la

resolución barra normalizada (B∗(E), b′) de E. Esta comparación se sigue del hecho de que

(A∗, d) es un retracto por deformación de (B∗(E), b′). Este hecho significa que existe una

terna de aplicaciones φ : A∗ → B∗(E), ψ : B∗(E)→ A∗ y ω+1 : B∗(E)→ B∗+1(E), tales que

ψφ = id y ω+1 : φψ ' id.

Inmersión en un producto cruzado para bimódulos

Proposición 3.4.1. [9, Prop. 6.1.10] La aplicación x
$7→ x#1H , de A en A#fH, es un

morfismo inyectivo de K−álgebras.

Prueba. 1) Se verifica que $ es un morfismo de K−álgebras :

Sean x, y ∈ A y λ ∈ K, entonces $(λx+ y) = λ$(x) +$(y), pues

$(λx+ y) = (λx+ y)⊗ 1H = λ(x⊗ 1H) + y ⊗ 1H

= λ$(x) +$(y) ;

además $(xy) = $(x)$(y) ya que $(xy) = (xy)⊗ 1H y

$(x)$(y) = (x⊗ 1H)(y ⊗ 1H), por (2.7):

= xy1
(1)
H f(1

(2)
H , 1

(1)
H )⊗ 1

(3)
H 1

(2)
H , como 1

(1)
H = 1

(2)
H = 1

(3)
H = 1H :

= xy1Hf(1H , 1H)⊗ 1H1H

= xyεH(1H)1A ⊗ 1H ,donde εH counidad de H

= (xy)⊗ 1H .

2) $ es inyectivo. Sea x ∈ Ker($), entonces x = 0.

Por definición $(x) = x⊗ 1H = 0. Sea εH la counidad del álgebra de Hopf H.

Puesto que K es un anillo conmutativo, se nota que A⊗K ∼
β

// A , x⊗ λ 7→ λx.

Claramente β ◦ (id⊗ εH) es una aplicación K−lineal, luego [β ◦ (id⊗ εH)](0) = 0.

Por lo tanto, 0 = β[id⊗ εH(x⊗ 1H)] = β(x⊗ 1) = x.

109



Lema 3.4.2. El producto cruzado E = A#fH tiene una estructura de A−módulo izquierdo

dada por c ·m = $(c)m.

Prueba. Puesto que A es una K−álgebra, para λ ∈ K y m ∈ E se obtiene que

λm = λ(1Em) = (λ1E)m = (λ1A#1H)m

= $(λ1A)m = $(ηA(λ))m = ηA(λ) ·m. (3.29)

Por la Definición 2.3.1, para que E sea un A−módulo izquierdo, resta verificar que se cumplen

las 4 condiciones siguientes :

(c1 +c2) ·m = c1 ·m+c2 ·m, (c1c2) ·m = c1 · (c2 ·m), 1 ·m = m y c · (m1 +m2) = c ·m1 +c ·m2

para todo c1, c2, c ∈ A y todo m,m1 y m2 ∈ E.

Sólo se verifica el segundo axioma, (c1c2) ·m = c1 · (c2 ·m) , como sigue :

(c1c2) ·m = $(c1c2)m = (c1c2#1H)(a#h)

= c1c2a
1
(1)
H f(1

(2)
H , h(1))#1

(3)
H h(2) = (c1c2)af(1H , h

(1))#h(2) y

c1 · (c2 ·m) = $(c1)($(c2)m), donde m = a#h

= (c1#1H)(c2af(1H , h
(1))#h(2))

= (c1#1H)(c2aε(h
(1))1A#h(2))

= (c1#1H)(c2a#h) = c1(c2a)f(1H , h
(1))#h(2).

Análogamente, multiplicando por la derecha, se puede definir una estructura de

A−módulo derecho para E.

Proposición 3.4.3. Sea E/A := E/Im($), entonces E/A es un A−módulo izquierdo dado

por c ·m = $(c)m.

Prueba. Se define ν : A⊗E/A→ E/A por ν(c⊗m) = $(c)m. Se nota que ν es una aplicación

K−lineal. Además, se verifica que

[ν ◦ (idA ⊗ ν)](a⊗ b⊗m) = ν(a⊗$(b)m)

= $(a)$(b)m = $(ab)m

= $(ab)m = [ν ◦ (µA ⊗ idE/A)](a⊗ b⊗m);
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[ν ◦ (ηA ⊗ idE/A)](λ⊗m) = ν(ηA(λ)⊗m)

= $(ηA(λ))m

= $(ηA(λ))m = ηA(λ) ·m = λm por (3.29).

Por la Definición 2.3.1, E/A es un A−módulo izquierdo.

Análogamente, se puede definir una estructura de A−módulo derecho para E/A.

Del lema anterior y la proposición anterior, por asociatividad de la multiplicación del pro-

ducto cruzado E = A#fH, se sigue que E y E/A son A−bimódulos. Estos hechos son

importantes para la construcción del diagrama (3.36).

Para cada n ≥ 0, sea Pn(E) = E ⊗A (E/A)(⊗A)n ⊗A E con estructura de E−bimódulo

dada por las multiplicaciones por escalares

α(r0 ⊗A r1 ⊗A · · · ⊗A rn ⊗A rn+1) = (αr0)⊗A r1 ⊗A · · · ⊗A rn ⊗A rn+1 (3.30)

y (r0 ⊗A r1 ⊗A · · · ⊗A rn ⊗A rn+1)β = r0 ⊗A r1 ⊗A · · · ⊗A rn ⊗A (rn+1β) (3.31)

Luego Pn(E) posee una estructura de Ee−módulo izquierdo mediante

(α⊗ β)(r) = (αr0)⊗A r1 ⊗A · · · ⊗A rn ⊗A (rn+1β), (3.32)

donde r = r0 ⊗A r1 ⊗A · · · ⊗A rn ⊗A rn+1 .

Se define el morfismo b′n : Pn(E)→ Pn−1(E) de Ee−módulos izquierdos por

b′n(r) = r0r1 ⊗A r2 ⊗A · · · ⊗A rn ⊗A rn+1

+

n−1∑
i=1

(−1)ir0 ⊗A · · · ⊗A riri+1 ⊗A · · · ⊗A rn+1

+ (−1)nr0 ⊗A r1 ⊗A · · · ⊗A rn−1 ⊗A rnrn+1 (3.33)

donde r = r0 ⊗A r1 ⊗A · · · ⊗A rn ⊗A rn+1 .

Según el Ejemplo 3.3.1 para n ≥ 1, b′n está bien definida. Por el Lema 3.3.2 b′nb
′
n+1 = 0 para

n ≥ 1. Aśı, se obtiene el complejo barra normalizado de A ⊆ E:

(P∗(E), b′) : P0(E)
b′1← · · · b

′
n← Pn(E)

b′n+1← · · · ; (3.34)

de modo que el complejo aumentado de P∗(E) es denotado por

P∗(E) : E
µ̃← E ⊗A E

b′1← · · · b
′
n← E ⊗A (E/A)(⊗)nA ⊗A E

b′n+1← · · · . (3.35)
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Lema 3.4.4. Sea E = A#fH un producto cruzado, ⊗ = ⊗A, E = E/A y

Pn(E) = E ⊗ E⊗
n

⊗ E. Entonces P∗(E) visto como complejo de E−módulos izquierdos es

contráctil con homotoṕıa de contracción ς0 : E → E ⊗ E, ςn : Pn−1(E) → Pn(E) (n ≥ 1)

dada por ς0(r0) = (−1)0r0 ⊗ 1, ςn(r0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn−1 ⊗ rn) = (−1)nr0 ⊗ r1 ⊗ · · · ⊗ rn ⊗ 1.

Prueba. Se hace como en la prueba del Teorema 3.3.3.

Corolario 3.4.5. Sea E = A#fH un producto cruzado. Entonces el complejo (P∗(E), b′) es

una resolución del Ee−módulo izquierdo E.

Prueba. Puesto que E es una K−álgebra, tomando (P∗(E), b′) en lugar de (B∗(E), b′) en el

Teorema 3.3.3, por el lema anterior se sabe que P∗(E) es contráctil. Por lo tanto, (P∗(E), b′)

es una resolución del Ee−módulo izquierdo E.

La resolución proyectiva relativa (A∗, d)

En esta parte se obtiene una resolución (A∗, d) de un producto cruzado E = A#fH como un

Ee−módulo izquierdo. Para ello, fijamos algunas notaciones que serán utilizados en (3.37) y

en (3.38):

1. Para cada álgebra A, recordemos la Notación 3.1.13 de A. Dado c ∈ A, también lo

denotaremos con c, la clase de c en A, a menos que sea necesario destacar.

2. Para cada K−módulo M se escribe M⊗
p

= M ⊗ · · · ⊗M (p−veces).

Dado m = m1 ⊗ · · · ⊗mp ∈M⊗
p

y 1 ≤ i < j ≤ p, se escribe mi,j = mi ⊗ · · · ⊗mj .

Sean Bq = E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗A E (q ≥ 0) y Apq = E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗ A⊗
p

⊗ E (p, q ≥ 0).

Entonces se considera el diagrama de Ee−módulos izquierdos y morfismos de Ee−módulos

izquierdos
...

dB2

��

B1

dB1

��

A01
ρ1

oo A11
d011oo · · ·

d021oo

B0 A00
ρ0

oo A10
d010oo · · ·

d020oo

(3.36)
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donde la primera columna (B∗, d
B) es (P∗(E), b′), la resolución normalizada de Hochschild

de la inclusión de álgebras A ⊆ E, en el sentido relativo, introducido en [24, pág. 56, (1.2)];

para cada q ≥ 0, el complejo (A∗q, d0
∗q) es la resolución barra normalizada de A, tensorizado

por la izquierda sobre A con E ⊗A (E/A)(⊗A)q , por la derecha sobre A con E; y para cada

q ≥ 0, la aplicación ρq es la proyección canónica.

Para cada q ≥ 0 y p ≥ 1 se puede definir el morfismo de Ee−módulos izquierdos

Ap−1,q Ap,q

d0pq
oo por

d0
pq(y) = x0 ⊗A · · · ⊗A xqc1 ⊗ · · · ⊗ cp ⊗ xq+1

+

p−1∑
i=1

(−1)ix0,q ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cici+1 ⊗ · · · ⊗ cp ⊗ xq+1

+ (−1)px0,q ⊗ c1,p−1 ⊗ cpxq+1, (3.37)

donde y = x0 ⊗A · · · ⊗A xq ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cp ⊗ xq+1 ∈ E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗A⊗
p

⊗ E.

Ejemplo 3.4.6. Se verifica que ρ1d
0
11 = 0 y d0

11d
0
21 = 0.

Puesto que B1 = E ⊗A (E/A)⊗A E A01
ρ1
oo A11

d011oo = E ⊗A (E/A) ⊗ A ⊗ E para

x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ x2 ∈ A11 se tiene d0
11(x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ x2) = x0 ⊗A x1c⊗ x2 − x0 ⊗A x1 ⊗ cx2,

ρ1d
0
11(x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ x2) = ρ1(x0 ⊗A x1c⊗ x2)− ρ1(x0 ⊗A x1 ⊗ cx2)

= x0 ⊗A x1c⊗A x2 − x0 ⊗A x1 ⊗A cx2

= 0 pues x1 ⊗A cx2 = x1c⊗A x2 .

Como A01 A11
d011oo A21

d021oo = E ⊗A (E/A)⊗A⊗
2

⊗ E, se obtiene

d0
21(y) = x0 ⊗A x1c1 ⊗ c2 ⊗ x2 − x0 ⊗A x1 ⊗ c1c2 ⊗ x2 + x0 ⊗A x1 ⊗ c1 ⊗ c2x2 para

y = x0 ⊗A x1 ⊗ c1 ⊗ c2 ⊗ x2, luego

d0
11d

0
21(y) = x0 ⊗A x1c1c2 ⊗ x2 − x0 ⊗A x1c1 ⊗ c2x2

− x0 ⊗A x1c1c2 ⊗ x2 + x0 ⊗A x1 ⊗ c1c2x2

+ x0 ⊗A x1c1 ⊗ c2x2 − x0 ⊗A x1 ⊗ c1c2x2 = 0 .

El siguiente lema afirma que la fila q−ésima del diagrama (3.36) es un complejo de cadenas

de Ee−módulos izquierdos.
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Lema 3.4.7. Para cada q ≥ 0, la aplicación A∗−1,q A∗,q
d0∗q
oo dada en (3.37) está bien

definida, además d0
pqd

0
p+1,q = 0 para p ≥ 1 y ρqd

0
1q = 0.

Prueba. Se sigue del Ejemplo 3.3.1, el Lema 3.3.2 y del ejemplo anterior.

Para que las filas del diagrama (3.36) sean contráctiles como complejos de E−módulos

izquierdos, se definen las aplicaciones h0
0q : Bq → A0q y h0

p+1,q : Apq → Ap+1,q para cada fila

q, por h0
0q(x⊗A a#h) = x0,q−1 ⊗A xqa⊗ 1#h,

h0
p+1,q(x⊗ c⊗ a#h) = (−1)p+1x⊗ c⊗ a⊗ 1#h, (3.38)

donde x = x0 ⊗A · · · ⊗A xq ∈ E ⊗A (E/A)(⊗A)q y c = c1 ⊗ · · · ⊗ cp ∈ A
⊗p

.

Ejemplo 3.4.8. Para (p, q) = (1, 1) se tiene d0
21h

0
21 + h0

11d
0
11 = idA11 .

Además ρ1h
0
01 = idB1 .

Puesto que A11 = E ⊗A (E/A)⊗A⊗ E, A01
h011

// A11
h021

//

d011oo A21

d021oo , tomando

x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ x2 ∈ A11 y x2 = a2#h2, se obtiene

h0
21(x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ x2) = (−1)2x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ a2 ⊗ (1#h2);

d0
21h

0
21(x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ x2) = d0

21(x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ a2 ⊗ (1#h2))

= x0 ⊗A x1c⊗ a2 ⊗ (1#h2)

− x0 ⊗A x1 ⊗ ca2 ⊗ (1#h2) + x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ (a2#h2);

d0
11(x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ x2) = (x0 ⊗A x1)c⊗ x2 − x0 ⊗A x1 ⊗ cx2

= x0 ⊗A x1c⊗ x2 − x0 ⊗A x1 ⊗ cx2;

se observa que cx2 = ca2#h2, de modo que

h0
11d

0
11(x0 ⊗A x1 ⊗ c⊗ x2) = h0

11(x0 ⊗A x1c⊗ x2)− h0
11(x0 ⊗A x1 ⊗ cx2)

= (−1)(x0 ⊗A x1c⊗ a2 ⊗ (1#h2)

− (−1)(x0 ⊗A x1 ⊗ ca2 ⊗ (1#h2).

Por consiguiente, d0
21h

0
21 + h0

11d
0
11 = idA11 .

Tomando x2 = a#h, ρ1h
0
01(x0 ⊗A x1 ⊗A x2) = ρ1(x0 ⊗A x1a⊗ (1#h)) = x0 ⊗A x1 ⊗A x2.
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El siguiente lema afirma que la fila q−ésima del diagrama (3.36) es contráctil como complejo

de cadenas de E−módulos izquierdos. La prueba de este resultado es análoga a la prueba

del Teorema 3.3.3.

Lema 3.4.9. Para cada q ≥ 0, h0
∗+1,q es una homotoṕıa de contracción de

Bq A0q
ρq

oo A1q

d01q
oo · · ·

d02q
oo Apq

d0pq
oo · · ·

d0p+1,q
oo

en ECh.

Prueba. Usando (3.37), (3.38); procediendo como en el ejemplo anterior se verifican las igual-

dades ρqh
0
0q = idBq , d

0
1,qh

0
1,q + h0

0qρq = idA0q y d0
p+1,qh

0
p+1,q + h0

pqd
0
pq = idApq para p ≥ 1.

Observando (3.38) se ve que h0
0q, h

0
p+1,q preservan la E−linealidad izquierda. Aśı, queda

establecido el enunciado del lema.

Lema 3.4.10. Los E−bimódulos Apq = E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗A⊗
p

⊗ E y

E ⊗H⊗
q

⊗A⊗
p

⊗ E son isomorfos .

Prueba. Es suficiente mostrar que dichos objetos son isomorfos como K−módulos .

Por la Proposición 3.4.3 E/A := E/Im($) = A#fH/〈a#1H | a ∈ A〉

=
A⊗K H

A⊗K K1H

∼= A⊗K
H

K1H
por el Lema 3.3.10

= A⊗K H. Aśı, E/A ∼= A⊗K H .

Por asociatividad E ⊗A E/A ∼= E ⊗A (A⊗K H) ∼= E ⊗K H.

Por hipótesis inductiva, E ⊗A (E/A)(⊗A)q−1 ∼= E ⊗H⊗
q−1

para q − 1 ≥ 1.

Entonces E ⊗A (E/A)(⊗A)q = E ⊗A (E/A)(⊗A)q−1 ⊗A (E/A)

∼= E ⊗A (E/A)(⊗A)q−1 ⊗A (A⊗K H) por asociatividad:

∼= E ⊗A (E/A)(⊗A)q−1 ⊗K H) por hipótesis inductiva:

= (E ⊗H⊗
q−1

)⊗K H = E ⊗H⊗
q

.

Por lo tanto, Apq
∼= (E ⊗H⊗

q

)⊗A⊗
p

⊗ E = E ⊗H⊗
q

⊗A⊗
p

⊗ E.
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Lema 3.4.11. Si N es un E−módulo izquierdo, entonces E ⊗ N ⊗ E ∼= Ee ⊗E N como

Ee−módulo izquierdo.

Prueba. Tomando R = E y S = Ee en la Proposición 1.2.1 Ee ⊗E N es un Ee−módulo

izquierdo bajo (α′ ⊗ β′)[(α⊗ β)⊗E n] = (α′α⊗ β′ · β)⊗E n.

Sea ϕ : Ee ⊗E N → E ⊗N ⊗ E dada por ϕ((α⊗ β)⊗E n) = α⊗ n⊗ β,

ψ : E ⊗ N ⊗ E → Ee ⊗E N dada por ψ(α ⊗ n ⊗ β) = (α ⊗ β) ⊗E n. Entonces ψϕ = id,

ϕψ = id.

Recordando la estructura de Ee−módulo izquierdo de E ⊗N ⊗ E,

(α′ ⊗ β′)(α⊗ n⊗ β) = (α′α)⊗ n⊗ (ββ′), se sigue que :

ϕ((α′ ⊗ β′)[(α⊗ β)⊗E n]) = ϕ((α′α⊗ β′ · β)⊗E n)

= (α′α)⊗ n⊗ (ββ′)

= (α′ ⊗ β′)(α⊗ n⊗ β) = (α′ ⊗ β′)ϕ((α⊗ β)⊗E n) ;

ψ((α′ ⊗ β′)(α⊗ n⊗ β)) = ψ((α′α)⊗ n⊗ (ββ′)) = (α′α⊗ ββ′)⊗E n

= (α′α⊗ β′ · β)⊗E n = (α′ ⊗ β′)[(α⊗ β)⊗E n]

= (α′ ⊗ β′)ψ(α⊗ n⊗ β) .

Aśı, ψ es un isomorfismo de Ee−módulos izquierdos. Es decir, E ⊗N ⊗ E ∼= Ee ⊗E N .

Por lo tanto, el diagrama (3.36) satisface las tres condiciones siguientes:

1) El complejo barra normalizado (P∗(E), b′) de A ⊆ E dado en (3.34) es un complejo

de Ee−módulos izquierdos, luego la primera columna del diagrama es un complejo de

Ee−módulos izquierdos. Por el Lema 3.4.7, las filas del diagrama son complejos de

Ee−módulos izquierdos.

2) Dados p, q ≥ 0, tomando en el Lema 3.4.10 Apq = H
⊗q ⊗ A

⊗p
como K−módulo

con estructura de E−módulo izquierdo trivial, por el Lema 3.4.11 se sigue que existen

Apq ∈ |ml
E |, morfismos spq ∈ ml

Ee(Apq, E
e ⊗E Apq) y tpq ∈ ml

Ee(E
e ⊗E Apq,Apq) tales

que tpqspq = idApq .
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3) Por el Lema 3.4.9 cada fila del diagrama es contráctil como complejo de E−módulos

izquierdos. Luego, para cada q ≥ 0, la fila q de diagrama (3.36) es contráctil en ECh

con una homotoṕıa de contracción h0
0q : Bq → A0q y

h0
p+1,q : Apq → Ap+1,q (p ≥ 0).

Aśı, este diagrama se encuentra en la situación considerada en (1.5) donde R = E y S = Ee.

Entonces se definen como en la Definición 1.4.1 las aplicaciones de Ee−módulos izquierdos

drpq : Apq → Ap+r−1,q−r (p ≥ 0, 1 ≤ r ≤ q) recursivamente, por

drpq(x) =



−h0
0,q−1d

B
q ρq(x) si p = 0 y r = 1,

−
r−1∑
k=1

h0
r−1,q−rd

r−k
k−1,q−kd

k
0q(x) si p = 0 y 1 < r ≤ q,

−
r−1∑
k=0

h0
p+r−1,q−rd

r−k
p+k−1,q−kd

k
pq(x) si p > 0

para x ∈ E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗A⊗
p

⊗K.

Teorema 3.4.12. [1, Theo. 1.1.1] Existe una resolución E ′−proyectiva de E

E A0
µ

oo A1
d1oo A2

d2oo A3
d3oo · · · ,d4oo (3.39)

donde µ : A0 = A00 → E es la aplicación multiplicación, An =
⊕
p+q=n

Apq y

dn =
n∑
r=1

dr0n +
n∑
p=1

n−p∑
r=0

drp,n−p .

Prueba. Del hecho que la multiplicación en E es asociativa, se deduce que

µ̃ : B0 = E ⊗A E → E, a ⊗A b 7→ ab, es un morfismo de Ee−módulos izquierdos. Entonces

el complejo de Ee−módulos izquierdos

E B0
µ̃

oo B1
dB1oo B2

dB2oo B3
dB3oo · · · ,

dB4oo (3.40)

es dado en (3.35), el cual es contráctil como complejo de E−módulos izquierdos, pues según

el Lema 3.4.4 la familia de morfismos de E−módulos izquierdos f0 : E → B0 y

fq+1 : Bq → Bq+1, dada por fq+1(x) = (−1)q+1x ⊗A 1E para q ≥ −1, es una homotoṕıa

de contracción de cadenas. Puesto que existe µ̃ ∈ ml
Ee(B0, E) tal que el complejo (3.40)

es contráctil como complejo de E−módulos izquierdos, por el Corolario 1.4.14 el complejo

(3.39), donde µ = µ̃ρ0, es una resolución E ′−proyectiva de E.
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Observación 3.4.13. Sean hrr,q−r : Bq → Ar,q−r y hrp+r+1,q−r : Apq → Ap+r+1,q−r aplicacio-

nes definidas como en la Definición 1.4.6 recursivamente por

hrp+r+1,q−r = −
r−1∑
i=0

h0
p+r+1,q−rd

r−i
p+i+1,q−ih

i
p+i+1,q−i (0 < r ≤ q, p ≥ −1). (3.41)

Se prueba como en el Corolario 1.4.14, que la familia g0 : E → A0 y gn+1 : An → An+1,

definida por g0 = h0
00f0 y

gn+1 = −
n+1∑
r=0

hrr,n+1−rfn+1ρn +
n∑
p=0

n−p∑
r=0

hrp+r+1,n−p−r (n ≥ 0),

= −ĥn+1fn+1ρn + h̃n+1. (3.42)

es una homotoṕıa de contracción de la resolución (3.39) introducida en el Teorema 3.4.12.

Comparación de (A∗, d) con la resolución barra normalizada

(B∗(E), b′)

Recuerde que (B∗(E), b′) es la resolución barra normalizada de E. Teniendo en cuenta la

prueba del Teorema 3.3.3 se sabe que el complejo

E
µ← B0(E)

b′1← B1(E)
b′2← B2(E)

b′3← · · ·

es contráctil como un complejo de E−módulos izquierdos, con homotoṕıa de contracción

ξn(x) = (−1)nx⊗ 1E . Sea g la homotoṕıa de contracción de (3.39) introducida en la Obser-

vación 3.4.13.

Lema 3.4.14. Se cumple gn+2

(
E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗A⊗

n+1−q
⊗K

)
= 0

para 0 ≤ q ≤ n+ 1.

Prueba. Para n = 0, g2 : A1 → A2 es tal que g2

(
E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗A⊗

1−q
⊗K

)
= 0 para

0 ≤ q ≤ 1. En efecto, si q = 0, a = r0 ⊗ r1 ⊗ 1 ∈ E ⊗A⊗K, por (3.42):

g2(a) = g2(0, a) = −ĥ2f2%1(0, a) + h̃2(0, a)

= −ĥ2f2ρ1(0) + (h0
11 + h1

20)(0) + h0
20(a)

= h0
20(a) = (−1)2r0 ⊗ r1 ⊗ 1⊗ 1 = 0 por (3.38) ;
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Si q = 1, a = r0 ⊗A r1 ⊗ 1 ∈ E ⊗A (E/A)⊗K :

g2(a) = g2(a, 0) = −ĥ2f2%1(a, 0) + h̃2(a, 0)

= −ĥ2f2ρ1(a) + h0
11a+ h1

20a+ h0
20(0), por (3.41):

= −ĥ2f2(r0 ⊗A r1 ⊗A 1) + h0
11a− h0

20d
1
11h

0
11a, h

0
11a = 0 :

= −ĥ2((−1)2r0 ⊗A r1 ⊗A 1⊗A 1) + 0 = −ĥ2(0) = 0.

En general, gn+2 : An+1 → An+2,

E⊗A (E/A)(⊗A)q⊗A⊗
n+1−q

⊗K ⊆ E⊗A (E/A(⊗A)q⊗A⊗
n+1−q

⊗E ⊆ An+1 para 0 ≤ q ≤ n+1.

Siguiendo el procedimiento para el caso n = 0, usando el Lema 3.4.4, (3.38) y (3.41) se prueba

la afirmación.

Sean φ : (A∗, d)→ (B∗(E), b′) y ψ : (B∗(E), b′)→ (A∗, d) los morfismos de complejos de

E−bimódulos, recursivamente definidos por φ0 = id, ψ0 = id;

φn+1(x⊗ 1) = ξn+1φndn+1(x⊗ 1) y ψn+1(y ⊗ 1) = gn+1ψnb
′
n+1(y ⊗ 1).

Proposición 3.4.15. [1, P 1.2.1] Se tiene ψφ = id y φψ es homotópica a la aplicación

identidad. La homotoṕıa φψ
ω+1→ id es recursivamente definida por ω1 = 0 y

ωn+1(x) = ξn+1(φnψn − id− ωnb′n)(x), para x ∈ E ⊗ E⊗
n

⊗K.

Prueba. Se prueban ambas afirmaciones por inducción:

1) Se prueba que ψφ = id.

Por definición ψ0φ0 = id0. Se asume como hipótesis inductiva que ψnφn = idn.

Entonces ψn+1φn+1 = idn+1 sobre E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗A⊗
n+1−q

⊗K.

En efecto, puesto que b′nφndn+1 = b′nb
′
n+1φn+1 = 0 y

φn+1(E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗A⊗
n+1−q

⊗K) ⊆ E ⊗ E⊗
n+1

⊗K,

sobre E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗A⊗
n+1−q

⊗K se tiene que,

ψn+1φn+1 = gn+1ψnb
′
n+1φn+1

= gn+1ψn(b′n+1ξn+1)φndn+1, b′n+1ξn+1 = idn − ξnb′n

= gn+1ψnφndn+1 − gn+1ψnξn(b′nφndn+1)

= gn+1dn+1 = idn+1 − dn+2gn+2.
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Según el Lema 3.4.14, se sabe que gn+2(E ⊗A (E/A)(⊗A)q ⊗ A
⊗n+1−q

⊗ K) = 0 . Aśı,

ψn+1φn+1 = idn+1 .

2) ω+1 es una homotoṕıa entre φψ e id.

Claramente, b′1ω1 + ω0b
′
0 = 0 = φ0ψ0 − id0 ya que ω1 = 0 y b′0 = 0.

Sean ϕn = φnψn− idn y ϑn = ϕn−ωnb′n, entonces ωn+1 := ξn+1ϑn. Se asume como hipótesis

inductiva que b′n+1ωn+1 + ωnb
′
n = ϕn para n ≥ 0

Bn−1(E)

ωn

��

Bn(E)
b′noo

ωn+1

��

φnψn

��

idn

��

Bn+1(E)

ωn+2

��

b′n+1
oo

φn+1ψn+1

��

idn+1

��

Bn(E)
ξn+1

// Bn+1(E)
b′n+1

oo

ξn+2
// Bn+2(E)

b′n+2

oo

Luego, se obtiene sobre E ⊗ E⊗
n+1

⊗K que

b′n+2ωn+2 + ωn+1b
′
n+1 := (b′n+2ξn+2)ϑn+1 + ωn+1b

′
n+1, b′n+2ξn+2 = idn+1 − ξn+1b

′
n+1 :

= ϑn+1 − ξn+1b
′
n+1ϑn+1 + ωn+1b

′
n+1

= −ξn+1b
′
n+1ϕn+1 + ξn+1(b′n+1ωn+1)b′n+1 + ϕn+1, hip. inductiva:

= −ξn+1b
′
n+1ϕn+1 + ξn+1ϕnb

′
n+1 − ξn+1ωnb

′
nb
′
n+1 + ϕn+1

= ϕn+1 pues b′n+1ϕn+1 = ϕnb
′
n+1 y b′nb

′
n+1 = 0.

Por lo tanto, b′n+2ωn+2 + ωn+1b
′
n+1 = ϕn+1 = φn+1ψn+1 − idn+1 sobre Bn+1(E).

Observación 3.4.16. La igualdad ψφ = id implica que φ es inyectiva. Como

Im(φn) = φn(An) ⊆ Bn(E), ∀n ≥ 0, (B∗(E), b′) contiene una copia isomorfa de (A∗, d). Por

lo tanto, la resolución proyectiva relativa de un producto cruzado E es más pequeña que la

resolución barra normalizada de E.
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3.5 Homoloǵıa de Hochschild de un producto cru-

zado de Hopf

Para desarrollar esta sección, se han tomado como referencias principales [1], [6] y [7]. Dado

un producto cruzado de Hopf E = C#fH y un E−bimódulo M , se prueba que M⊗Ee (·) es un

funtor covariante aditivo sobre ml
Ee . Además, se comprueba que la homoloǵıa de Hochschild

de E con coeficientes en M es la homoloǵıa de M ⊗Ee (A∗, d). A partir de esto, se deduce

que la homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes en M es el valor del funtor derivado

relativo izquierdo de M ⊗Ee (·) en E.

Lema 3.5.1. Para cada E−bimódulo M fijo,

M ⊗Ee (·) : ml
Ee → ml

Ee

es un funtor covariante aditivo.

Prueba. Se sigue de [10, Prop. III.7.1] que el funtor M ⊗Ee (·) : ml
Ee → Ab es covariante.

Por otro lado, para cada B ∈ |ml
Ee |, B es un E−bimódulo. Por las Proposiciones 3.1.9 y

3.1.7, se sigue que M ⊗Ee B ∈ |ml
Ee |.

Dado g ∈ HomEe(B,B
′) = ml

Ee(B,B
′), se define (M ⊗Ee g) por:

(M ⊗Ee g)(m⊗Ee b) = m⊗Ee g(b), para m⊗Ee b ∈M ⊗Ee B . (3.43)

Afirmación : (M ⊗Ee g) ∈ ml
Ee(M ⊗Ee B,M ⊗Ee B′).

En efecto, se observa que (M ⊗Ee g) es un morfismo de K−módulos, luego preserva la suma.

Por ello es suficiente, si m⊗Ee b ∈M ⊗Ee B y (s⊗ t) ∈ Ee, verificar que

(M ⊗Ee g)((s⊗ t)(m⊗Ee b)) = (s⊗ t)((M ⊗Ee g)(m⊗Ee b)) .

En efecto, por la Proposición 3.1.9 se obtiene

(M ⊗Ee g)((s⊗ t)(m⊗Ee b)) = (M ⊗Ee g)(sm⊗Ee bt)

= (sm)⊗Ee g(bt), g es un morfismo de bimódulos y t ∈ E:

= (sm)⊗Ee [g(b)t]

= (s⊗ t)((M ⊗Ee g)(m⊗Ee b)) .
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Usando (3.43) y tomando g1, g2 ∈ HomEe(B,B
′) se obtiene

M ⊗Ee (g1 + g2) = (M ⊗Ee g1) + (M ⊗Ee g2). Por lo tanto, el funtor M ⊗Ee (·) es aditivo.

Sea A∗(E) = (A∗, d) y B∗(E) = (B∗(E), b′). En la prueba del resultado siguiente utili-

zaremos abreviaturas φ e.h. para indicar que φ es una equivalencia homotópica; r.p.r para

resolución proyectiva relativa de E; y r.b.n para resolución barra normalizada de E.

Teorema 3.5.2. La homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes en M es la homoloǵıa de

M ⊗Ee (A∗, d), donde Ee = E ⊗ Eop.

Prueba. Como E = C#fH, sabemos que E es una K−álgebra. Con el siguiente diagrama

hacemos la prueba, como sigue:

A∗(E)

P 3.4.15

φ e.h.

((

E
r.b.n

//
r.p.r.

oo B∗(E) · · ·

M⊗Ee (·) L 3.5.1

��
M ⊗Ee A∗(E)

e.h.

M⊗Eeφ //M ⊗Ee B∗(E) · · ·

H∗(·)

��H∗ (M ⊗Ee A∗(E))

∼

((

∼
H∗(M⊗Eeφ)

// H∗ (M ⊗Ee B∗(E))

∼
T 3.3.12

vv

H∗ (E,M)

Puesto que la composición de isomorfismos es un isomorfismo, queda probado el teorema.

Puesto que E = A#fH es un producto cruzado de Hopf, E es una K-álgebra y existe un

morfismo de anillos unitarios % : E → Ee.

Sea E ′ la clase proyectiva de epimorfismos de Ee-módulos izquierdos que se descomponen

como morfismos de E-módulos izquierdos (Teorema 1.3.14).

Para un E−bimódulo M , se sabe que M ⊗Ee (−) : (ml
Ee ,E

′)→ Ab es un funtor aditivo entre

categoŕıas abelianas, entonces se definen los funtores E ′-derivados izquierdos de M ⊗Ee (−)

como Tor%n(M,−) := LE ′
n (M ⊗Ee (−)), n = 0, 1, 2, . . ..

El funtor Tor%n(M,−) puede ser denotado por Tor
(Ee,E)
n (M,−) como en [10, pág. 319].
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Corolario 3.5.3. Sea K un anillo conmutativo, E un producto cruzado y M un E−bimódulo.

Entonces Hn(E,M) = Tor(Ee,E)
n (M,E).

Prueba. Por el teorema anterior Hn(E,M) = Hn(M ⊗Ee (A∗, d)) = Tor
(Ee,E)
n (M,E).

Se sabe que la homoloǵıa de Hochschild de un producto cruzado E es dada por

HH∗(E) = H∗(E,E) (ver Definición 3.2.3). Puesto que E es un E−bimódulo, tomando en

el corolario anterior M = E se obtiene

Corolario 3.5.4. Sea K un anillo conmutativo, E un producto cruzado. Entonces

HHn(E) = Tor(Ee,E)
n (E,E).

Definición 3.5.5. Sea E un producto cruzado. El n−ésimo funtor de homoloǵıa de

Hochschild de E denotado por Hn(−, E) : (ml
Ee ,E

′)→ Ab se define como

Hn(−, E) := LE ′
n (E ⊗Ee (−)), n = 0, 1, 2, . . . .

La familia de estos funtores se denota por H∗(−, E) = {Hn(−, E)}.

Usando Lema de Herradura se prueba que los funtores Hn(−, E) son aditivos.
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Caṕıtulo 4

Homoloǵıa de Hochschild de un

producto cruzado
K[X ]
〈Xt〉 of Ct

Este caṕıtulo está destinado al estudio de los objetos de la forma K[X]
〈P 〉 of Ct, donde

P = Xt + ct−1X
t−1 + · · · + c1X + c0 es un polinomio mónico de grado t y Ct es un grupo

ćıclico de orden t. El propósito es aplicar la teoŕıa desarrollada de homoloǵıa de Hochschild

de productos cruzados de Hopf a estos objetos.

El método utilizado para hallar las homoloǵıas de Hochschild en este caṕıtulo ha sido adapta-

do de la comunicación privada [27]. Se determina que el cálculo de homoloǵıa de Hochschild

de un producto cruzado K[X]
〈Xt〉 of Ct para t ≥ 2 se reduce al cálculo de homoloǵıas de comple-

jos totales de t complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado bajo condiciones

adecuadas sobre K y sobre f .

En la primera sección, con la Proposición 4.1.5 aseguramos que el 2−cociclo de un producto

cruzado de una K−álgebra con un grupo ćıclico finito es necesariamente de la forma dada en

(4.34). En particular, esto es válido para el 2−cociclo del producto cruzado mencionado en

la Observación 4.1.9.

A pesar de que el Teorema 4.2.6 y el Teorema 4.3.6 tienen esencialmente la misma prueba,

los cálculos de la prueba del primer teorema se simplifican enormemente, lo que permite

comprender mejor la prueba del segundo teorema que es más complicada. Por lo tanto, es

recomendable concentrarse en las pruebas inductivas sobre las columnas de dichos resultados,
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ya que los morfismos d`rs de los Teoremas 4.2.5 y 4.3.5 son establecidos expĺıcitamente median-

te cinco fórmulas, para luego ser transformados en los correspondientes morfismos d
`
rs. Estos

últimos, en este caṕıtulo, proporcionan las diferenciales horizontales y verticales de comple-

jos dobles de cadenas asociados a productos cruzados K[X]
〈Xt〉 of Ct para t ≥ 2. En el último

caṕıtulo, veremos que estas diferenciales horizontales y verticales serán útiles en el cálculo de

las homoloǵıas de Hochschild de los productos cruzados mencionados anteriormente.

4.1 Un método para las resoluciones de productos

cruzados

Productos cruzados con acciones de grupos de automorfismos

de álgebras

Sea G un grupo, K un anillo conmutativo unitario, A una K−álgebra y A∗ el grupo de

unidades de A. Sea σ : G → AutK(A) una aplicación definida por, g 7→ σ(g)(a) = ag para

todo a ∈ A, y dada otra aplicación f : G×G→ A∗, (g, h) 7→ f(g, h).

Definición 4.1.1. [25] Un producto cruzado, Aof G, de una K−álgebra A con un grupo G,

es un K−módulo
⊕
g∈G

Aωg = A⊗K[G] dotado de la multiplicación

(aωg)(bωh) = abgf(g, h)ωgh

satisfaciendo las 3 condiciones (ver el Teorema 2.3.10):

1) f(1, g) = f(g, 1) = 1 ,

2) f(g1, g2)g0f(g0, g1g2) = f(g0, g1)f(g0g1, g2) ,

3) (ag1)g0f(g0, g1) = f(g0, g1)ag0g1 .

La condición 1) es la condición de normalidad, 2) es la condición de cociclo y 3) es la

condición de módulo torcido.

En este caso, σ es llamado acción débil y f es llamado 2−cociclo. En el caso en que σ es un

homomorfismo de grupos σ se llama acción.
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Observación 4.1.2. E = Aof G es un producto cruzado de Hopf de A por H.

En efecto, por la Proposición 2.2.16 H = K[G] es una K−álgebra de Hopf, donde la

comultiplicación ∆ y la counidad ε, son dadas por ∆(g) = g ⊗ g y ε(g) = 1, ∀g ∈ G.

Por definición, Aof G es el K−módulo A⊗K[G] con multiplicación dada por

(aωg)(bωh) = abgf(g, h)ωgh satisfaciendo las condiciones de normalidad, de cociclo y módulo

torcido. En términos de producto tensorial ⊗ = ⊗K ,

(a⊗ g)(b⊗ h) = abgf(g, h)⊗ gh, como ∆(g) = g ⊗ g :

= abg
(1)
f(g(2), h(1))⊗ g(3)h(2) .

Puesto que ∆(g) = g ⊗ g y ε(g) = 1 se cumplen las 3 condiciones :

1) f(1, g) = f(g, 1) = ε(g)1A ,

2) f(g1
(1), g2

(1))
g0(1)

f(g0
(2), g1

(2)g2
(2)) = f(g0

(1), g1
(1))f(g0

(2)g1
(2), g2)

3) (ag1
(1)

)g0
(1)
f(g0

(2), g1
(2)) = f(g0

(1), g1
(1))ag0

(2)g1(2) .

Se observa que la acción σ de G sobre A, induce una acción débil θ de K[G] sobre A mediante

θ(g ⊗ a) = σ(g)(a) para g ∈ G; mientras que la aplicación f : G × G → A∗ induce una

aplicación K−bilineal f : K[G]×K[G]→ A.

Por lo tanto, E = A#fK[G] por el Teorema 2.3.10; i.e., E es un producto cruzado de Hopf

de A por K[G].

Observación. Para un grupo conmutativo G y una álgebra A, la acción de un elemento de

g de G sobre un elemento de a de A se suele denotar por g ·a en lugar de ag, tal como sucede

en el caso en que G es un grupo ćıclico Ct para t ≥ 2.

En el problema propuesto, en que se pide calcular la homoloǵıa de Hochschild del producto

cruzado E = K[X]
〈X2〉 of C2. El primer paso es determinar el 2−cociclo f de E.

La siguiente definición, las siguientes dos proposiciones determinan que el 2−cociclo f de

un producto cruzado de una K−álgebra con un grupo ćıclico finito de orden t, A of Ct, es

necesariamente de la forma dada en (4.34).

Considerando la acción débil σ y el 2−cociclo f en la Definición 4.1.1, denotaremos el producto
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cruzado A con G por Aoσ,f G para especificar la acción débil y el 2−cociclo.

La siguiente definición y proposición están relacionadas con [18, Theo. 7.3.4]. Ver [31] para

más detalles.

Definición 4.1.3. Sean f, f ′ : G×G→ A∗ = {elementos invertibles de A}.

Los 2−cociclos f y f ′ de los productos cruzados A oσ,f G y A oσ′,f ′ G son equivalentes si

existe τ : G→ A∗ tal que:

1) τ(e) = 1A,

2) τ(g)σ(g) (τ(h)) f(g, h) = f ′(g, h)τ(gh),

3) σ′(g)(a) = τ(g)σ(g)(a) (τ(g))−1.

También decimos que f y f ′ son equivalentes si existe τ satisfaciendo 1) y 2) pues se puede

definir σ′ que cumpla 3).

Proposición 4.1.4. [3, Prop. 1.19] Si f es equivalente a f ′, entonces

ϕ : Aoσ′,f ′ G→ Aoσ,f G definido por ϕ(aωg) = aτ(g)ωg es un isomorfismo.

Prueba. Si definimos ψ : Aoσ,f G→ Aoσ′,f ′ G por ψ(aωg) = a (τ(g))−1 ωg, deducimos que

ϕ es una aplicación biyectiva.

Definiendo ϕ(

n∑
i=1

aiωgi) =

n∑
i=1

aiτ(gi)ωgi , vemos que ϕ preserva la adición. Además, ϕ pre-

serva el unitario pues τ(e) = 1A.

Sea λ ∈ K, entonces ϕ(λ(aωg)) = ϕ((λa)ωg) = λϕ(aωg).

Además ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y). En efecto:

x = aωg, y = bωh implica que xy = aσ′(g)(b)f ′(g, h)ωgh.

Puesto que σ′(g)(b) = τ(g)σ(g)(b) (τ(g))−1, τ(g)σ(g) (τ(h)) f(g, h) = f ′(g, h)τ(gh)

ϕ(xy) = aτ(g)σ(g)(b) (τ(g))−1 f ′(g, h)τ(gh)ωgh

= aτ(g)σ(g)(b)σ(g) (τ(h)) f(g, h)ωgh

= aτ(g)σ(g) (bτ(h)) f(g, h)ωgh

= [aτ(g)ωg][bτ(h)ωh] = ϕ(x)ϕ(y).

Por lo tanto, ϕ es un isomorfismo de K−álgebras.
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Proposición 4.1.5. [26, Prop. 1.2] Sea G = {1, g, . . . , gt−1} un grupo ćıclico de orden t y

f : G×G→ A∗ un 2−cociclo normal. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

1) f es equivalente al 2−cociclo f ′ : G×G→ A∗ definido por

f ′(gi, gj) =

 1 si i+ j < t

f(g, g)f(g2, g) · · · f(gt−1, g) si i+ j ≥ t.

2) El 2−cociclo f ′, definido en el item 1), es G−invariante (esto es f ′ (G×G) ⊆ AG).

3) Aoσ,f G es isomorfo a Aoσ′,f ′ G donde

σ′(gi)(a) = f(g, g) · · · f(gi−1, g)σ(gi)(a)
[
f(g, g) · · · f(gi−1, g)

]−1
.

Prueba. 1) Se define τ : G→ A∗ por

τ(gi) =


1 si i = 0

1 si i = 1

f(g, g) · · · f(gi−1, g) si 1 < i ≤ t− 1.

Para probar la afirmación del item 1), debemos verificar la siguiente.

Afirmación:

τ(gi)τ(gj)
gi
f(gi, gj) = f ′(gi, gj)τ(gi+j) para 0 ≤ i, j < t.

Para i = 0 se tiene τ(gj) = τ(gj), para j = 0 se tiene τ(gi) = τ(gi). Resta verificar que se

cumple la afirmación para 0 < i < t, 0 < j < t.

Por inducción vamos a probar que τ(gj)
gi
f(gi, gj) = f(gi, g)f(gi+1, g) · · · f(gi+j−1, g) para

1 ≤ j < t.

Para j = 1, obtenemos que τ(g)g
i

f(gi, g) = f(gi, g) pues τ(g) = 1.

Por hipótesis inductiva para 1 ≤ j − 1

τ(gj−1)
gi
f(gi, gj−1) = f(gi, g)f(gi+1, g) · · · f(gi+j−2, g).

Por definición de τ y la condición de cociclo

τ(gj)
gi
f(gi, gj) = τ(gj−1)

gi
f(gj−1, g)

gi
f(gi, gj)

= τ(gj−1)
gi
f(gi, gj−1)f(gi+j−1, g)

= f(gi, g) · · · f(gi+j−2, g)f(gi+j−1, g).
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A continuación, vamos a utilizar las siguientes notaciones multiplicativas:

τ(gi) =
i−1∏
j=1

f(gj , g) para 0 ≤ i < t;

Rη =

η−1∏
u=1

f(gu, g) para 0 ≤ η < 2t.

Premultiplicando por τ(gi) a la igualdad anterior:

τ(gi)τ(gj)
gi
f(gi, gj) = f(g, g) · · · f(gi−1, g)f(gi, g)f(gi+1, g) · · · f(gi+j−1, g)

= Ri+j .

Si i+ j < t, Ri+j = τ(gi+j). (4.1)

Supongamos que i+ j = t, entonces por el hecho que gt = g0 = 1 obtenemos que

Ri+j = f(g, g) · · · f(gt−1, g) = f(g, g) · · · f(gt−1, g)1A

= f(g, g) · · · f(gt−1, g)τ(gt) = f(g, g) · · · f(gt−1, g)τ(gi+j).

Sea t ≤ i+ j < 2t, como i+ j = t+ k (0 ≤ k < t), obtenemos que τ(gi+j) = τ(gk). En este

caso podemos expresar Ri+j , como sigue:

Rt+k = f(g, g) · · · f(gt−1, g)f(1, g)f(g, g) · · · f(gk−1, g)

= f(g, g) · · · f(gt−1, g)τ(gk) = RtRk

= Rtτ(gi+j). (4.2)

Utilizando (4.1) y (4.2) si i+ j < t, deducimos que

τ(gi)τ(gj)
gi
f(gi, gj) = Ri+j = τ(gi+j) = f ′(gi, gj)τ(gi+j);

en el caso i+ j ≥ t, deducimos que

τ(gi)τ(gj)
gi
f(gi, gj) = Ri+j = RtRk = Rtτ(gi+j) = f ′(gi, gj)τ(gi+j).

2) Por la condición de cociclo

σ(g)
(
f(gi, g)

)
f(g, gi+1) = f(g, gi)f(g1+i, g), para 1 ≤ i ≤ t− 1. (4.3)
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Procediendo recursivamente para 1 ≤ i ≤ t− 1 obtenemos que

f(g, g) · · · f(gi, g)f(gi+1, g) = f(g, g)g · · · f(gi, g)
g
f(g, gi+1).

Pero gt = 1, luego

f(g, g)f(g2, g) · · · f(gt−1, g) = f(g, g)gf(g2, g)
g · · · f(gt−2, g)

g
f(gt−1, g)

g

=
[
f(g, g)f(g2, g) · · · f(gt−1, g)

]g
.

Aśı, f ′(gi, gj)
g

= f ′(gi, gj). En otras palabras, Im(f ′) ⊆ (A∗)G.

3) Considerando la definición de τ(gi) dada en la prueba del item 1),

σ′(gi)(a) = τ(gi)σ(gi)(a)
(
τ(gi)

)−1
para 0 ≤ i < t, por la Definición 4.1.3 sabemos que f es

equivalente a f ′. Por la Proposición 4.1.4, deducimos que Aoσ,fG es isomorfo a Aoσ′,f ′G.

Observación 4.1.6. Sean B′ = A oσ′,f ′ G y B = A oσ,f G. El producto cruzado B′ es el

K−módulo A⊗K[G], dotado de la multiplicación dada por

(a⊗ h)(b⊗ l) = aσ′(h)(b)f ′(h, l)⊗ hl.

El producto cruzado B es el K−módulo A⊗K[G], dotado de la multiplicación dada por

(a⊗ h)(b⊗ l) = aσ(h)(b)f(h, l)⊗ hl.

En este caso, H = K[G] es el K−álgebra de Hopf conocido como álgebra de grupo. Entonces

B′ y B son A−módulos izquierdos y H−comódulos derechos, donde ρB′ y ρB son las aplica-

ciones de estructura.

Por otro lado; se nota que ϕ(λ(aωg)) = λϕ(aωg) para λ ∈ A, luego la aplicación ϕ de la

Proposición 4.1.4, y del item 3) de la Proposición 4.1.5 es un morfismo de A−módulos iz-

quierdos. Como en la prueba de la implicación 1. ⇒ 2. del Teorema 2.5.8, se prueba que ϕ

es un morfismo de H−comódulos derechos, pues ρBϕ(aωg) = (ϕ⊗ idH) ρB′(aωg).

Por lo tanto, conforme a [18, Defi. 7.3.6], los productos cruzados A oσ′,f ′ G y Aoσ,f G son

equivalentes.

Dados K un cuerpo, t ≥ 2, µt(K) el conjunto de las ráıces primitivas t-ésimas de la

unidad en K y Ct = 〈g〉 = {1, g, . . . , gt−1} un grupo ćıclico de orden t.

Proposición 4.1.7. Sean A = K[X]
〈Xt〉 , x = X + 〈Xt〉. Si λ ∈ µt(K), entonces

g · x = λx define una acción de Ct sobre A.
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Prueba. El homomorfismo de grupos σ : Ct → Aut(A), gi 7→ σ(gi) : A → A definido por

σ(gi)(a) = (a)g
i

para 0 ≤ i ≤ t− 1, es una acción de Ct sobre A.

Para ello es suficiente ver que σ(g) es un automorfismo del K−álgebra A.

Para cualquier a ∈ A, se tiene que σ(g)(a) = ag = (a1 + a2λx+ · · ·+ atλ
t−1xt−1).

Claramente para a y a′ ∈ A, y µ ∈ K se cumplen

σ(g)(a+ a′) = σ(g)(a) + σ(g)(a′);

σ(g)(µa) = µσ(g)(a);

σ(g)(aa′) = σ(g)(a)σ(g)(a′).

La inversa de σ(g) es [σ(g)]−1 = σ(g−1), de modo que

[σ(g)]−1(a) = (a1 + a2λ
−1x+ · · ·+ atλ

−(t−1)xt−1).

Fácilmente se verifican las afirmaciones hechas para t = 3 (ver Ejemplo 4.3.9).

Sea A∗ el grupo multiplicativo de las unidades de A.

Proposición 4.1.8. Sea t ≥ 2 un número natural, K un cuerpo con λ ∈ µt(K) y α ∈ A∗.

Entonces la aplicación fα : Ct × Ct → A∗ definida por

fα(gi, gj) =

 1 si i+ j < t

α si i+ j ≥ t ,

donde 0 ≤ i, j < t, es un 2-cociclo para el producto cruzado Aofα Ct. Además, α ∈ K∗.

Prueba. Basta imponer que se cumplen las 3 condiciones de la Definición 4.1.1.

Puesto que A es una K-álgebra conmutativa y σ es una acción de Ct sobre A se cumple la

condición de módulo torcido,

((
t−1∑
i=0

bix
i)g

j
)g
i
f(gi, gj) = f(gi, gj)(

t−1∑
i=0

bix
i)g

i+j
,

donde

t−1∑
i=0

bix
i ∈ A.

Aśı, fα es un 2-cociclo para el producto cruzado Aofα Ct si es posible hallar alguna solución

del sistema de ecuaciones fα(gj , gk)
gi
fα(gi, gj+k) = fα(gi, gj)fα(gi+j , gk) para 0 ≤ i, j, k < t

usando las condiciones de normalidad y de cociclo. Por definición de fα, esto se traduce en

lo que sigue:
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• αg = fα(g, gt−1)
g
fα(g, 1) = fα(g, g)fα(g2, gt−1) = α ,

• αg
2

= fα(g, gt−1)
g2
fα(g2, 1) = fα(g2, g)fα(g3, gt−1) = α ,

• αg
2

α = fα(gt−1, gt−1)
g2
fα(g2, g2t−2) = fα(g2, gt−1)fα(g, gt−1) = α2 ,

• · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

• αg
t−1

= fα(g, gt−1)
gt−1

fα(gt−1, 1) = fα(gt−1, g)fα(1, gt−1) = α ,

• αg
t−1

α = fα(gt−1, gt−1)
gt−1

fα(gt−1, g2t−2) = fα(gt−1, gt−1)fα(g2t−2, gt−1) = α2 ,

donde α =
t−1∑
i=0

aix
i, αg = (a0 + a1λx+ · · ·+ at−1λ

t−1xt−1),

αg
2

= (a0+a1λ
2x+· · ·+at−1λ

(t−1)2xt−1), . . . , αg
t−1

= (a0+a1λ
t−1x+· · ·+at−1λ

(t−1)(t−1)xt−1).

Como vale la propiedad cancelativa en A∗, en el siguiente sistema de ecuaciones se aprecia

que α es un elemento Ct−invariante del grupo multiplicativo A∗ de las unidades de A. Esto

significa que para todo 0 ≤ i ≤ t− 1 se tiene que αg
i

= α.

Para probar la segunda afirmación de esta proposición, podemos tomar en cuenta todas las

deducciones hechas para el caso t = 3 en el Ejemplo 4.3.9).

Aśı, el sistema de ecuaciones 

αg = α

αg
2

= α

αg
2
α = α2

...

αg
t−1

= α

αg
t−1
α = α2 ,

tiene como solución α = a0 + 0x+ 0x2 + · · ·+ 0xt−1 = a0. Por lo tanto α = a0 ∈ K∗.

Observación 4.1.9. Para cada cuerpo K con λ ∈ µt(K), cada α ∈ K∗ y cada t ≥ 2 está

definido el producto cruzado Aofα Ct. En el resto de este caṕıtulo, este objeto se denotará

por K[X]
〈Xt〉 of Ct.
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Resolución proyectiva relativa de un bimódulo

Sea E una K−álgebra. En esta sección se va a introducir un resultado que se deriva del

método dado en [1, Coro. A.2], que se utilizará en las secciones siguientes. Sea

...

∂3
��

Y2

∂2
��

X02
µ2
oo X12

d012oo X22
d022oo · · ·

d032oo

Y1

∂1
��

X01
µ1
oo X11

d011oo X21
d021oo · · ·

d031oo

Y0 X00
µ0
oo X10

d010oo X20
d020oo · · ·

d030oo

(4.4)

un diagrama de E−bimódulos y morfismos de E−bimódulos sujeto a las tres condiciones

iniciales :

1) La columna y las filas son complejos de cadenas de E−bimódulos,

2) cada Xrs es isomorfo a un E−bimódulo E ⊗Xrs ⊗ E,

3) cada fila es contráctil como un complejo de E−módulos izquierdos, con una homotoṕıa

de contracción de cadenas σ0
0s : Ys → X0s y σ0

r+1,s : Xrs → Xr+1,s (r ≥ 0).

Entonces, se definen morfismos de E−bimódulos

d`rs : Xrs → Xr+`−1,s−` (r ≥ 0 y 1 ≤ ` ≤ s)

recursivamente por

d`rs(x) =



−σ0
0,s−1 ◦ ∂s ◦ µs(x) si r = 0 y ` = 1 ,

−
`−1∑
j=1

σ0
`−1,s−` ◦ d

`−j
j−1,s−j ◦ d

j
0s(x) si r = 0 y 1 < ` ≤ s ,

−
`−1∑
j=0

σ0
r+`−1,s−` ◦ d

`−j
r+j−1,s−j ◦ d

j
rs(x) si r > 0 ,

(4.5)

para cada x = 1⊗ x⊗ 1 ∈ E ⊗Xrs ⊗ E .
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Teorema 4.1.10. [27, Theo. 1.1] Sea µ̃ : Y0 → E un morfismo de E−bimódulos tal que

E Y0
µ̃

oo Y1
∂1oo Y2

∂2oo · · ·∂3oo (4.6)

es un complejo contráctil como un complejo de E−módulos izquierdos. Entonces

E X0
µ

oo X1
d1oo X2

d2oo · · ·d3oo (4.7)

donde µ = µ̃µ0, Xn =
⊕
r+s=n

Xrs y dn =
∑
r+s=n
r+`>0

s∑
`=0

d`rs ,

es una resolución proyectiva relativa de E como un E−bimódulo.

Prueba. Tomando los anillos R = E, S = Ee, por propiedad del producto tensorial se ve que

% : E → Ee, definido por %(r) = r ⊗ 1, es un morfismo de anillos unitarios.

Puesto que por las Proposiciones 3.1.7 y 3.1.11 cada E−bimódulo es un Ee−módulo izquierdo

y cada morfismo de E−bimódulos es un morfismo de Ee−módulos izquierdos, por la condición

1) se sabe que la columna y las filas de (4.4) son complejos de cadenas de Ee−módulos

izquierdos.

La condición 2) : Xrs
∼= E ⊗Xrs ⊗ E se transforma en Xrs

∼= Ee ⊗E Xrs.

Por hipótesis µ̃ : Y0 → E es un morfismo de E−bimódulos; i.e. µ̃(λ1mλ2) = λ1µ̃(m)λ2

para λ1, λ2 ∈ E y m ∈ Y0. Esto ocurre si y sólo si µ̃((λ1 ⊗ λ2)m) = (λ1 ⊗ λ2)µ̃(m) para

λ1 ⊗ λ2 ∈ Ee y m ∈ Y0. Luego µ̃ : Y0 → E es un morfismo de Ee−módulos izquierdos. Aśı,

la hipótesis del teorema se convierte en que µ̃ ∈ ml
Ee(Y0, E) tal que

E Y0
µ̃

oo Y1
∂1oo Y2

∂2oo · · ·∂3oo

es un complejo de cadenas que es contráctil como un complejo de E−módulos izquierdos.

Del hecho que Xrs
∼= Ee ⊗E Xrs, se sabe que Xrs es un retracto de Ee ⊗E Xrs. Entonces,

por el Corolario 1.4.14, el complejo (4.7) es una resolución proyectiva relativa de E como

Ee−módulo izquierdo. Pero se nota que E es un E−bimódulo bajo λ1m = (λ1 ⊗ 1)m,

mλ2 = (1 ⊗ λ2)m para λ1, λ2 ∈ E y m ∈ E, luego el complejo (4.7) es una resolución

proyectiva relativa de E como E−bimódulo.
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4.2 Homoloǵıa de Hochschild de K[X]
〈X2〉 of C2

Dados K un cuerpo, C2 = {1, g} un grupo ćıclico de orden 2, una acción de C2 sobre K[X]
〈X2〉

dada por g · x = −x y g · 1 = 1. El propósito es estudiar el objeto K[X]
〈X2〉 of C2 y hallar su

homoloǵıa Hochschild.

En esta sección E = A of C2 es un producto cruzado, donde A =
K[X]

〈X2〉
y C2 = 〈g〉 es un

grupo ćıclico de orden 2. Se denota por x la clase de X en A.

Gracias a la Proposición 4.1.5, se asume que el 2−cociclo f : C2 × C2 → A∗ tiene la forma

f(gi, gj) =

 1 si i+ j < 2

α si i+ j ≥ 2 ,

donde 0 ≤ i, j < 2 y α es un elemento C2−invariante del grupo multiplicativo A∗ de las

unidades de A.

En esta sección, se aplica el Teorema 4.1.10 para obtener una resolución proyectiva relativa

de E = A of C2 como un E−bimódulo. Luego, se desea mostrar que esta resolución no

solamente da la información de la existencia de la homoloǵıa de Hochschild del producto

cruzado mediante el Corolario 3.5.4, sino que también proporciona un complejo de cadenas

auxiliar para obtener su homoloǵıa de Hochschild (Teorema 4.2.7). Después, este complejo

auxiliar sirve para expresar la homoloǵıa de Hochschild del producto cruzado K[X]
〈X2〉 of C2 en

términos de homoloǵıas de complejos totales de 2 complejos dobles de cadenas asociados al

producto cruzado (Corolario 4.2.8).

La resolución (X∗, d∗) de K[X]
〈X2〉 of C2 .

Esta sección corresponde a una adaptación de [27, § 2] al caso en que el grado del polinomio

mónico P es 2, cuyos coeficientes c1 y c0 son ceros; y el orden del grupo ćıclico es 2.

Sean Ys = E⊗K[C2] (s ≥ 0) y Xrs = E⊗E (r, s ≥ 0). Los grupos Xrs son E−bimódulos de

manera obvia y los grupos Ys son E−bimódulos via la acción canónica izquierda y la acción

derecha siguiente (aωgi ⊗ gj)bωgh = abg
i+j+s

f(gj , gh)ωgi ⊗ gj+h, donde

s =

 0 si s es par

1 si s es impar ;
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Proposición 4.2.1. Para (r, s ≥ 0), Xrs = E ⊗ E y Ys = E ⊗K[C2] son E−bimódulos.

Prueba. Se hace de manera análoga a la prueba de la Proposición 4.3.1.

Dados 0 ≤ i, j < 2, se definen :

para (r, s ≥ 0), y para los E−bimódulos Xrs = E ⊗ E y Ys = E ⊗K[C2] ;

los morfismos de E−bimódulos µs : X0s → Ys (s ≥ 0) , ∂s : Ys → Ys−1 (s ≥ 1) y

d0
rs : Xrs → Xr−1,s (r ≥ 1) , por

µs(aωgi ⊗ bωgj ) = a(gi+s · b)ωgi ⊗ gj ,

∂2s−1(aωgi ⊗ gj) = af(g, gj)ωgi ⊗ gj+1 − af(gi, g)ωgi+1 ⊗ gj ,

∂2s(aωgi ⊗ gj) =
1∑

h=0

af(gi, gh)α−1f(g−h−1, gj)ωgi+h ⊗ gj−h−1,

d0
2r−1,s(aωgi ⊗ bωgj ) = aωgi ⊗ xbωgj − a(gi+s · x)ωgi ⊗ bωgj ,

d0
2r,s(aωgi ⊗ bωgj ) =

1∑
h=0

a(gi+s · xh)ωgi ⊗ x1−hbωgj ;

los morfismos de E−módulos izquierdos σ0
0s : Ys → X0s y

σ0
r+1,s : Xrs → Xr+1,s, por

σ0
0s(aωgi ⊗ gj) = aωgi ⊗ ωgj ,

σ0
2r−1,s(aωgi ⊗ xmωgj ) =

m−1∑
h=0

a(gi+s · xh)ωgi ⊗ xm−h−1ωgj para 0 ≤ m ≤ 1,

σ0
2r,s(aωgi ⊗ xmωgj ) =

 0 si m < 1

aωgi ⊗ ωgj si m = 1 .

El elemento aωgi ⊗ gj de E ⊗K[C2] se puede descomponer en la forma

aωgi ⊗ gj = aωgi(ω1 ⊗ 1)ωgj . Es necesario recordar que

∂2s(aωgi ⊗ gj) =

1∑
h=0

af(gi, gh)α−1f(g−h−1, gj)ωgi+h ⊗ gj−h−1.

Lema 4.2.2. (Y∗, ∂∗) es un complejo de cadenas de E−bimódulos.

Prueba. Para s = 1, ∂1∂2 = 0. En efecto, tomando ω1 ⊗ 1 ∈ E ⊗K[C2],

∂2(ω1 ⊗ 1) = α−1ω1 ⊗ g + α−1ωg ⊗ 1 .
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Como ∂1(aωgi ⊗ gj) = af(g, gj)ωgi ⊗ gj+1 − af(gi, g)ωgi+1 ⊗ gj ;

∂1∂2(ω1 ⊗ 1) = ω1 ⊗ 1− α−1ωg ⊗ g

+ α−1ωg ⊗ g − ω1 ⊗ 1 = 0 .

Para s = 2, ∂2∂3 = 0. Puesto que ∂3(ω1 ⊗ 1) = ω1 ⊗ g − ωg ⊗ 1,

∂2∂3(ω1 ⊗ 1) = ω1 ⊗ 1 + α−1ωg ⊗ g

− α−1ωg ⊗ g − ω1 ⊗ 1 = 0 .

Como Ys = E ⊗K[C2] no depende de s, se deduce que ∂s∂s+1 = 0.

El elemento aωgi ⊗ bωgj de E ⊗ E se puede descomponer en la forma

aωgi ⊗ bωgj = aωgi(ω1 ⊗ ω1)bωgj .

Lema 4.2.3. Ys (X∗,s, d
0
∗,s)

µs
oo es un complejo de cadenas de E−bimódulos.

Prueba. Se verifica que µsd
0
1s = 0. En efecto, tomando ω1 ⊗ ω1 ∈ X1s = E ⊗ E,

d0
1s(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − (gs · x)ω1 ⊗ ω1; pero µs(aωgi ⊗ bωgj ) = abg

i+s
ωgi ⊗ gj ,

luego µsd
0
1s(ω1 ⊗ ω1) = (gs · x)ωg0 ⊗ g0 − (gs · x)ωg0 ⊗ g0 = 0.

Para r = 1, d0
1sd

0
2s = 0. En efecto, tomando ω1 ⊗ ω1 ∈ X2s = E ⊗ E, por

d0
2r,s(aωgi ⊗ bωgj ) =

1∑
h=0

a(gi+s · xh)ωgi ⊗ x1−hbωgj se tiene

d0
2s(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 + (gs · x)ω1 ⊗ ω1.

Usando d0
2r−1,s(aωgi ⊗ bωgj ) = aωgi ⊗ xbωgj − a(gi+s · x)ωgi ⊗ bωgj :

d0
1sd

0
2s(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ x2ω1 − (gs · x)ω1 ⊗ xω1

+ (gs · x)ω1 ⊗ xω1 − (gs · x2)ω1 ⊗ ω1 = 0

pues x2 = 0 = gs · x2.

Para r = 2, d0
2sd

0
3s = 0. De nuevo tomando ω1 ⊗ ω1 ∈ X3s = E ⊗ E,

d0
3s(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − (gs · x)ω1 ⊗ ω1 .

Aplicando d0
2,s(aωgi ⊗ bωgj ) =

1∑
h=0

a(gi+s · xh)ωgi ⊗ x1−hbωgj :

d0
2sd

0
3s(ω1 ⊗ ω1) = (gs · x)ω1 ⊗ xω1 − (gs · x)ω1 ⊗ xω1 = 0 .

En general, como Xrs = E ⊗ E no depende de r se deduce que d0
rsd

0
r+1,s = 0.
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Observación. Se pueden descomponer como elementos de E−módulos izquierdos :

aωgi ⊗ gj = aωgi(ω1 ⊗ gj); aωgi ⊗ bωgj = aωgi(ω1 ⊗ bωgj ).

Lema 4.2.4. σ0 es una homotoṕıa de contracción en ECh.

Prueba. Se verifican las igualdades µsσ
0
0s = idYs , d

0
1sσ

0
1s + σ0

0sµs = idX0s ,

d0
2r,sσ

0
2r,s + σ0

2r−1,sd
0
2r−1,s = idX2r−1,s y d0

2r+1,sσ
0
2r+1,s + σ0

2r,sd
0
2r,s = idX2r,s (r ≥ 1) .

Esto se hace con las 6 igualdades siguientes :

(1) µsσ
0
0s(ω1 ⊗ gj) = ω1 ⊗ gj ,

(2) σ0
0sµs(ω1 ⊗ xmωgj ) = (gs · xm)ω1 ⊗ ωgj para 0 ≤ m ≤ 1,

(3) σ0
2r−1,sd

0
2r−1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 ω1 ⊗ xmωgj si 0 ≤ m < 1

ω1 ⊗ xmωgj − T si m = 1

donde T =

1∑
h=0

(gs · xh)ω1 ⊗ x1−hωgj ,

(4) d0
2r,sσ

0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si 0 ≤ m < 1

T si m = 1
,

(5) σ0
2r,sd

0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) = (gs · xm)ω1 ⊗ ωgj para 0 ≤ m ≤ 1 ,

(6) d0
2r+1,sσ

0
2r+1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si m = 0

ω1 ⊗ xmωgj − (gs · xm)ω1 ⊗ ωgj si 0 < m ≤ 1
.

En efecto :

Las dos primeras igualdades se siguen inmediatamente de las definiciones.

(3) para 0 ≤ m < 1

σ0
2r−1,sd

0
2r−1,s(ω1 ⊗ ωgj ) = σ0

2r−1,s(ω1 ⊗ xωgj − (gs · x)ω1 ⊗ ωgj )

=
0∑

h=0

(gs · xh)ω1 ⊗ x−hωgj = ω1 ⊗ ωgj ,

(3) para m = 1

d0
2r−1,s(ω1 ⊗ xωgj ) = ω1 ⊗ x2ωgj − gs · xω1 ⊗ xωgj

= −gs · xω1 ⊗ xωgj pues x2 = 0 .
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σ0
2r−1,sd

0
2r−1,s(ω1 ⊗ xωgj ) = −σ0

2r−1,s(g
s · xω1 ⊗ xωgj )

= −
0∑

h=0

gs · xh+1ω1 ⊗ x−hωgj = −gs · xω1 ⊗ ωgj

= ω1 ⊗ xωgj −
1∑

h=0

gs · xhω1 ⊗ x1−hωgj ;

(4) puesto que σ0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si 0 ≤ m < 1

ω1 ⊗ ωgj si m = 1 ,

d0
2r,s(ω1 ⊗ ωgj ) =

1∑
h=0

gs · xhω1 ⊗ x1−hωgj ,

d0
2r,sσ

0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si 0 ≤ m < 1

T si m = 1 ;

(5) para 0 ≤ m ≤ 1

σ0
2r,sd

0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) = σ0

2r,s(
1∑

h=0

gs · xhω1 ⊗ x1−h+mωgj )

= σ0
2r,s(g

s · xmω1 ⊗ xωgj ) para h = m

= gs · xmω1 ⊗ ωgj ;

(6) como σ0
2r+1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si m = 0

ω1 ⊗ ωgj si 0 < m ≤ 1
,

para 0 < m ≤ 1 se tiene

d0
2r+1,s(ω1 ⊗ ωgj ) = ω1 ⊗ xωgj − gs · xω1 ⊗ ωgj .

Por lo tanto,

d0
2r+1,sσ

0
2r+1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si m = 0

ω1 ⊗ xmωgj − (gs · xm)ω1 ⊗ ωgj si 0 < m ≤ 1
.

Las tres condiciones iniciales sobre el diagrama (4.4) de E−bimódulos y morfismos de

E−bimódulo se cumplen. Esto se debe a que: La columna del diagrama es un complejo

de cadenas de E−bimódulos, según el Lema 4.2.2; y las filas del diagrama son complejos

de cadenas de E−bimódulos, según el Lema 4.2.3. Debido a que se tiene el isomorfismo

Xrs
∼= E ⊗K ⊗ E y las filas del diagrama son contráctiles como complejos de E−módulos

izquierdos, según el Lema 4.2.4.
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Teorema 4.2.5. Sean los morfismos de E−bimódulos, d`rs, construidos con ∂s+1, µs, σ
0
0s

(s ≥ 0); d0
r+1,s y σ0

r+1,s (r, s ≥ 0) como en (4.5). Entonces el complejo

E X0
µ

oo X1
d1oo X2

d2oo · · ·d3oo

donde µ(aωgi ⊗ bωgj ) = abg
i
f(gi, gj)ωgi+j , Xn =

⊕
r+s=n

Xrs y dn =
∑
r+s=n
r+`>0

s∑
`=0

d`rs,

es una resolución proyectiva relativa del E−bimódulo K[X]
〈X2〉 of C2 .

Prueba. Sea µ̃ : Y0 → E el morfismo de E−bimódulos definido por

µ̃(aωgi ⊗ gj) = af(gi, gj)ωgi+j . Como se cumplen las 3 condiciones iniciales del diagrama

(4.4) en la categoŕıa de E−bimódulos, entonces por el Teorema 4.1.10 se debe verificar que

E Y0
µ̃

oo Y1
∂1oo Y2

∂2oo · · · ,∂3oo

es contráctil como un complejo de E−módulos izquierdos, cuya homotoṕıa de contracción

σ−1
0 : E → Y0 y σ−1

s+1 : Ys → Ys+1 (s ≥ 0), es dada por

σ−1
0 (aωgi) = aωgi ⊗ 1,

σ−1
2s−1(aωgi ⊗ gj) =

j−1∑
h=0

af(gi, gh)ωgi+h ⊗ gj−h−1,

σ−1
2s (aωgi ⊗ gj) =

 0 si 0 ≤ j < 1

aαωgi ⊗ 1 si j = 1 .

Esto significa que se cumplen las igualdades siguientes µ̃σ−1
0 = idE , ∂1σ

−1
1 + σ−1

0 µ̃ = idY0 ,

∂2sσ
−1
2s + σ−1

2s−1∂2s−1 = idY2s−1 y ∂2s+1σ
−1
2s+1 + σ−1

2s ∂2s = idY2s (s ≥ 1) .

En efecto, por E−linealidad izquierda de las aplicaciones que aparecen en las igualdades

anteriores se debe probar que se cumplen las 6 igualdades :

(1) µ̃σ−1
0 (ω1) = ω1 ,

(2) σ−1
0 µ̃(ω1 ⊗ gj) = ωgj ⊗ 1 para 0 ≤ j ≤ 1,

(3) σ−1
2s−1∂2s−1(ω1 ⊗ gj) =


ω1 ⊗ gj si 0 ≤ j < 1

ω1 ⊗ gj −
1∑

h=0

ωgh ⊗ g−h−1 si j = 1
,

(4) ∂2sσ
−1
2s (ω1 ⊗ gj) =


0 si 0 ≤ j < 1

1∑
h=0

ωgh ⊗ g−h−1 si j = 1
,
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(5) σ−1
2s ∂2s(ω1 ⊗ gj) = ωgj ⊗ 1 para 0 ≤ j ≤ 1 ,

(6) ∂2s+1σ
−1
2s+1(ω1 ⊗ gj) =

 0 si j = 0

ω1 ⊗ gj − ωgj ⊗ 1 si 0 < j ≤ 1
.

Se observa que (1), (2) y (4) se siguen inmediatamente de las definiciones de los morfismos.

(3) para 0 ≤ j < 1 usando las propiedades del 2-cociclo f se obtiene que :

σ−1
2s−1∂2s−1(ω1 ⊗ g0) = σ−1

2s−1(f(g, 1)ω1 ⊗ g − f(1, g)ωg ⊗ 1)

= ω1 ⊗ g0 ,

(3) para j = 1 se tiene que :

σ−1
2s−1∂2s−1(ω1 ⊗ g) = −σ−1

2s−1(ωg ⊗ g) pues orden del grupo ćıclico es 2

= −ωg ⊗ 1 = ω1 ⊗ g −
1∑

h=0

ωgh ⊗ g−h−1 ;

(5) para 0 ≤ j ≤ 1 :

σ−1
2s ∂2s(ω1 ⊗ gj) = σ−1

2s (
1∑

h=0

α−1f(g−h−1, gj)ωgh ⊗ gj−h−1), para h = j :

= σ−1
2s (α−1f(g−j−1, gj)ωgj ⊗ g) = ωgj ⊗ 1 ;

(6) como σ−1
2s+1(ω1 ⊗ gj) =

 0 si j = 0

ω1 ⊗ 1 si 0 < j ≤ 1
,

y ∂2s+1(ω1 ⊗ 1) = ω1 ⊗ g − ωg ⊗ 1, resulta que

∂2s+1σ
−1
2s+1(ω1 ⊗ gj) =

 0 si j = 0

ω1 ⊗ gj − ωgj ⊗ 1 si 0 < j ≤ 1
.

Fórmulas para los morfismos d`rs .

El siguiente teorema presenta las fórmulas para los morfismos d`rs que aparecen en la resolución

proyectiva relativa de E, obtenida en el Teorema 4.2.5. La prueba inductiva de este teorema

sobre las columnas se basa en la bilinealidad de d`rs y la definición de σ0
rs. Este resultado se

adapta de [27, Theo. 2.2].
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Teorema 4.2.6. Sean g · x = λx donde λ ∈ K y α =
1∑

u=0

γux
u. Entonces :

d1
r,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλrω1 ⊗ ωg,

d1
r,2s(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1

1∑
h=0

λ(−h−1)rα−1ωgh ⊗ ωg1−h,

d2
2r−1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0,

d2
2r,s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1 ⊗ ω1,

d`rs(ω1 ⊗ ω1) = 0, ∀ ` > 2.

Prueba. (1) Se prueba por inducción sobre r que

d1
r,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλrω1 ⊗ ωg (4.8)

para s ≥ 1.

En efecto :

Para r = 0, d1
0,2s−1 = −σ0

0,2s−2∂2s−1µ2s−1, luego µ2s−1(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ 1,

∂2s−1(ω1 ⊗ 1) = f(g, 1)ω1 ⊗ g − f(1, g)ωg ⊗ 1

= ω1 ⊗ g − ωg ⊗ 1,

σ0
0,2s−2(ω1 ⊗ g − ωg ⊗ 1) = ω1 ⊗ ωg − ωg ⊗ ω1.

Por lo tanto

d1
0,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = −σ0

0,2s−2∂2s−1µ2s−1(ω1 ⊗ ω1)

= ωg ⊗ ω1 − ω1 ⊗ ωg = (−1)0ωg ⊗ ω1 − (−1)0λ0ω1 ⊗ ωg .

Para r = 2n− 1 (n ≥ 1) por hipótesis inductiva se cumple (4.8). Se va a demostrar que

d1
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1ωg ⊗ ω1 − (−1)r+1λr+1ω1 ⊗ ωg . (4.9)

Puesto que d1
r+1,2s−1 = −σ0

r+1,2s−2d
1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1;

d0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

g · xhω1 ⊗ x1−hω1 ,

d1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

g · xhω1d
1
r,2s−1(ω1 ⊗ ω1)x1−hω1 ,
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recordando que d1
r,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλrω1 ⊗ ωg se calcula

(g · xhω1)(ωg) = g · xhωg, (ω1)(x1−hω1) = x1−hω1,

(g · xhω1)(λrω1) = g · xhλrω1; a partir de g · x = λx se sigue que

(ωg)(x
1−hω1) = g · x1−hωg = λ1−hx1−hωg.

Reemplazando estos valores

d1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r

1∑
h=0

g · xhωg ⊗ x1−hω1

− (−1)r
1∑

h=0

g · xhλrω1 ⊗ λ1−hx1−hωg .

Aplicando la definición de σ0
r+1,2s−2 para h = 0 :

σ0
r+1,2s−2d

1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rσ0

r+1,2s−2(ωg ⊗ x1ω1)

− (−1)rσ0
r+1,2s−2(λrω1 ⊗ λ1x1ωg)

= (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλr+1ω1 ⊗ ωg .

Aśı, se obtiene la igualdad (4.9) .

Para r = 2n (n ≥ 1) por hipótesis inductiva se cumple (4.8). En este caso, similarmente se

demuestra (4.9) .

(2) Se prueba por inducción sobre r que

d1
r,2s(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1

1∑
h=0

λ(−h−1)rα−1ωgh ⊗ ωg1−h (4.10)

para s ≥ 1.

En efecto :

Para r = 0, d1
0,2s = −σ0

0,2s−1∂2sµ2s, luego µ2s(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ 1,

∂2s(ω1 ⊗ 1) =

1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ g−h−1, σ0
0,2s−1(

1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ g−h−1) =
1∑

h=0

α−1ωgh ⊗ ωg−h−1 .

Como g2 = 1, resulta que

d1
0,2s(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωg1−h

= (−1)0+1
1∑

h=0

λ(−h−1)(0)α−1ωgh ⊗ ωg1−h .
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Para r = 2n− 1 (n ≥ 1) por hipótesis inductiva se cumple (4.10). Se va a probar que

d1
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+2

1∑
h=0

λ(−h−1)(r+1)α−1ωgh ⊗ ωg1−h . (4.11)

Puesto que d1
r+1,2s = −σ0

r+1,2s−1d
1
r,2sd

0
r+1,2s ; d0

r+1,2s(ω1 ⊗ ω1) =
1∑

k=0

xkω1 ⊗ x1−kω1 ,

d1
r,2sd

0
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
k=0

xkω1d
1
r,2s(ω1 ⊗ ω1)x1−kω1 , donde

xkω1d
1
r,2s(ω1 ⊗ ω1)x1−kω1

= xkω1[(−1)r+1
1∑

h=0

λ(−h−1)rα−1ωgh ⊗ ωg1−h ]x1−kω1

= (−1)r+1
1∑

h=0

xkλ(−h−1)rα−1ωgh ⊗ g−h−1 · x1−kωg1−h ,

= (−1)r+1
1∑

h=0

xkλ(−h−1)rα−1ωgh ⊗ (λ−h−1x)1−kωg1−h .

Como r + 1 es par, subsisten algunos términos para k = 0:

σ0
r+1,2s−1d

1
r,2sd

0
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1)

= (−1)r+1σ0
r+1,2s−1(

1∑
h=0

λ(−h−1)rα−1ωgh ⊗ λ−h−1xωg1−h)

:= (−1)r+1
1∑

h=0

λ(−h−1)(r+1)α−1ωgh ⊗ ωg1−h .

Por definición de d1
r+1,2s , se obtiene la igualdad (4.11) .

Para r = 2n (n ≥ 1) por hipótesis inductiva se cumple (4.10). En este caso, similarmente se

prueba (4.11) .

(3) Se prueba por inducción sobre r que

d2
2r−1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0 (4.12)
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para s ≥ 2 y r ≥ 1 .

En efecto :

Para r = 1, d2
1s = −σ0

2,s−2d
2
0sd

0
1s − σ0

2,s−2d
1
1,s−1d

1
1s .

En el caso s = 2n para n ≥ 1; d0
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − xω1 ⊗ ω1,

d2
0,2nd

0
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = d2

0,2n(ω1 ⊗ ω1)xω1 − xω1d
2
0,2n(ω1 ⊗ ω1)

= (−α−1γ1ω1 ⊗ ω1)xω1 − xω1(−α−1γ1ω1 ⊗ ω1)

por definición de σ0
2,2n−2

σ0
2,2n−2d

2
0,2nd

0
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

2,2n−2(−γ1α
−1ω1 ⊗ xω1)

= −γ1α
−1ω1 ⊗ ω1 .

Recordando que d1
1,2n(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

λ(−h−1)α−1ωgh ⊗ ωg1−h ,

d1
1,2n−1(ω1 ⊗ ω1) = −ωg ⊗ ω1 + λω1 ⊗ ωg :

d1
1,2n−1d

1
1,2n(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

λ(−h−1)α−1ωghd
1
1,2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωg1−h

= −
1∑

h=0

λ(−h−1)α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ ωg1−h

+
1∑

h=0

λ−hα−1ωgh ⊗ f(g, g1−h)ωg2−h .

Por definición de σ0
2,2n−2 subsiste un término

σ0
2,2n−2d

1
1,2n−1d

1
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

2,2n−2(α−1ω1 ⊗ αω1)

= σ0
2,2n−2(

1∑
u=0

γuα
−1ω1 ⊗ xuω1) = γ1α

−1ω1 ⊗ ω1 .

Por lo tanto

d2
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = −σ0

2,2n−2d
2
0,2nd

0
1,2n(ω1 ⊗ ω1)− σ0

2,2n−2d
1
1,2n−1d

1
1,2n(ω1 ⊗ ω1)

= γ1α
−1ω1 ⊗ ω1 − γ1α

−1ω1 ⊗ ω1 = 0 .

En el caso s = 2n+ 1 para n ≥ 1, otra vez se obtiene (4.12) si r = 1 .
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Para r ≥ 1 por hipótesis inductiva se cumple (4.12). Se va a probar que

d2
2(r+1)−1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0. (4.13)

Asumiendo que s = 2n para n ≥ 1, se debe obtener la igualdad anterior.

Puesto que d2
2r+1,2n = −σ0

2r+2,2n−2d
2
2r,2nd

0
2r+1,2n − σ0

2r+2,2n−2d
1
2r+1,2n−1d

1
2r+1,2n;

del hecho que d0
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − xω1 ⊗ ω1,

d2
2r,2nd

0
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = d2

2r,2n(ω1 ⊗ ω1)xω1 − xω1d
2
2r,2n(ω1 ⊗ ω1)

= (−α−1γ1ω1 ⊗ ω1)xω1 − xω1(−α−1γ1ω1 ⊗ ω1)

por definición de σ0
2r+2,2n−2 subsiste un término

σ0
2r+2,2n−2d

2
2r,2nd

0
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

2r+2,2n−2(−γ1α
−1ω1 ⊗ xω1)

= −γ1α
−1ω1 ⊗ ω1 ; (4.14)

como λ2 = 1, se tiene d1
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

λ−h−1α−1ωgh ⊗ ωg1−h ,

d1
2r+1,2n−1(ω1 ⊗ ω1) = −ωg ⊗ ω1 + λω1 ⊗ ωg, luego

d1
2r+1,2n−1d

1
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

λ−h−1α−1ωghd
1
2r+1,2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωg1−h

= −
1∑

h=0

λ−h−1α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ ωg1−h

+
1∑

h=0

λ−hα−1ωgh ⊗ f(g, g1−h)ωg2−h (4.15)

según la definición de σ0
2r+2,2n−2 subsiste un término

σ0
2r+2,2n−2d

1
2r+1,2n−1d

1
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

2r+2,2n−2(α−1ω1 ⊗ αω1)

= σ0
2r+2,2n−2(

1∑
u=0

γuα
−1ω1 ⊗ xuω1)

= γ1α
−1ω1 ⊗ ω1 . (4.16)

De (4.14) y (4.16), se obtiene la igualdad (4.13) .

Tomando s = 2n+ 1 para n ≥ 1; como en el caso anterior se prueba (4.13) .
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(4) Se prueba por inducción sobre r que

d2
2r,s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1 ⊗ ω1 (4.17)

para s ≥ 2.

En efecto :

Para r = 0, d2
0s = −σ0

1,s−2d
1
0,s−1d

1
0s.

En el caso s = 2n para n ≥ 1; d1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωg1−h ,

d1
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

α−1ωghd
1
0,2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωg1−h

= −
1∑

h=0

α−1ωgh(ωg ⊗ ω1 − ω1 ⊗ ωg)ωg1−h ,

=
1∑

h=0

[α−1ωgh ⊗ f(g, g1−h)ωg2−h − α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ ωg1−h ]

por definición de σ0
1,2n−2 subsiste un sumando

σ0
1,2n−2d

1
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

1,2n−2(α−1ω1 ⊗ αω1)

= σ0
1,2n−2(

1∑
u=0

γuα
−1ω1 ⊗ xuω1) = γ1α

−1ω1 ⊗ ω1 .

Luego d2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1 ⊗ ω1.

En el caso s = 2n+ 1 para n ≥ 1; otra vez se obtiene d2
0s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1 ⊗ ω1.

Para r ≥ 0 por hipótesis inductiva se cumple (4.17). Se va a probar que

d2
2(r+1),s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1 ⊗ ω1 . (4.18)

Tomando s = 2n para n ≥ 1, se debe obtener la igualdad anterior .

Puesto que d2
2(r+1),2n = −σ0

2r+3,2n−2d
2
2r+1,2nd

0
2(r+1),2n − σ

0
2r+3,2n−2d

1
2(r+1),2n−1d

1
2(r+1),2n;

d0
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

xhω1 ⊗ x1−hω1 ,

d2
2r+1,2nd

0
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

xhω1d
2
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1)x1−hω1 ,
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donde d2
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0. Aśı, −σ0

2r+3,2n−2d
2
2r+1,2nd

0
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Por otro lado, como λ2 = 1, por (4.10)

d1
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωg1−h ,

d1
2(r+1),2n−1d

1
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

α−1ωghd
1
2(r+1),2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωg1−h donde ,

d1
2(r+1),2n−1(ω1 ⊗ ω1) = ωg ⊗ ω1 − ω1 ⊗ ωg. Luego,

d1
2(r+1),2n−1d

1
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ ωg1−h

+
1∑

h=0

α−1ωgh ⊗ f(g, g1−h)ωg2−h , (4.19)

se observa que para h = 0, f(g, g1−h) = α. Por lo tanto

d2
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = −σ0

2r+3,2n−2(α−1ω1 ⊗ αω1)

= −σ0
2r+3,2n−2(

1∑
u=0

γuα
−1ω1 ⊗ xuω1) = −α−1γ1ω1 ⊗ ω1 .

Tomando s = 2n+ 1 para n ≥ 1, como en el caso anterior se obtiene (4.18) .

(5) Se prueba por inducción sobre r que

d3
rs(ω1 ⊗ ω1) = 0 (4.20)

para s ≥ 3.

En efecto :

Para r = 0, d3
0s = −σ0

2,s−3d
2
0,s−1d

1
0s − σ0

2,s−3d
1
1,s−2d

2
0s.

En el caso s = 2n para n ≥ 2; d1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωg1−h ,

d2
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

α−1ωghd
2
0,2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωg1−h

= −
1∑

h=0

α−1ωgh(−α−1γ1ω1 ⊗ ω1)ωg1−h

=

1∑
h=0

α−1gh · (α−1γ1)ωgh ⊗ ωg1−h
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por definición de σ0
2,2n−3 se deduce que σ0

2,2n−3d
2
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Por otro lado, d2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1 ⊗ ω1,

d1
1,2n−2(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

λ(−h−1)α−1ωgh ⊗ ωg1−h , luego

d1
1,2n−2d

2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1d

1
1,2n−2(ω1 ⊗ ω1)

= −
1∑

h=0

(α−1γ1λ
(−h−1)α−1)ωgh ⊗ ωg1−h ,

por definición de σ0
2,2n−3 se deduce que σ0

2,2n−3d
1
1,2n−2d

2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Por consiguiente, d3
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Tomando s = 2n+ 1 para n ≥ 1, como en el caso anterior se obtiene (4.20) para r = 0.

Para r ≥ 0 por hipótesis inductiva se cumple (4.20). Entonces, considerando la paridad

de r y también la paridad de s se prueba que

d3
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0 . (4.21)

En efecto :

En el caso en que r es impar y s es par; r + 1 es par y

d3
r+1,s = −σ0

r+3,s−3d
3
rsd

0
r+1,s − σ0

r+3,s−3d
2
r+1,s−1d

1
r+1,s − σ0

r+3,s−3d
1
r+2,s−2d

2
r+1,s.

Puesto que d3
rs(ω1 ⊗ ω1) = 0, se sigue que σ0

r+3,s−3d
3
rsd

0
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0;

d1
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

λ(−h−1)(r+1)α−1ωgh ⊗ ωg1−h , d2
r+1,s−1(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1 ⊗ ω1,

d2
r+1,s−1d

1
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = −

1∑
h=0

λ(−h−1)(r+1)α−1ωghd
2
r+1,s−1(ω1 ⊗ ω1)ωg1−h

= −
1∑

h=0

λ(−h−1)(r+1)α−1ωgh(−α−1γ1ω1 ⊗ ω1)ωg1−h

=

1∑
h=0

λ(−h−1)(r+1)α−1gh · (α−1γ1)ωgh ⊗ ωg1−h .

Por definición de σ0
r+3,s−3 se deduce que σ0

r+3,s−3d
2
r+1,s−1d

1
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Por otro lado, d2
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1 ⊗ ω1,
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d1
r+2,s−2(ω1 ⊗ ω1) =

1∑
h=0

λ(−h−1)(r+2)α−1ωgh ⊗ ωg1−h , luego

d1
r+2,s−2d

2
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1d

1
r+2,s−2(ω1 ⊗ ω1)

= −
1∑

h=0

(α−1γ1λ
(−h−1)(r+2)α−1)ωgh ⊗ ωg1−h ,

por definición de σ0
r+3,s−3 se deduce que σ0

r+3,s−3d
1
r+2,s−2d

2
r+1,s(ω1⊗ω1) = 0. Por consiguien-

te, d3
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Considerando los otros casos de paridad de r y de s, también se obtiene (4.21) .

(6) Se prueba por inducción sobre r que

d4
rs(ω1 ⊗ ω1) = 0 (4.22)

para s ≥ 4. En efecto :

Para r = 0, d4
0s = −σ0

3,s−4d
3
0,s−1d

1
0s − σ0

3,s−4d
2
1,s−2d

2
0s − σ0

3,s−4d
1
2,s−3d

3
0s.

En el caso s = 2n para n ≥ 2; se sabe que d3
0,2n−1(ω1 ⊗ ω1) = 0 = d3

0,2n(ω1 ⊗ ω1), luego

basta observar que d2
1,2n−2d

2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1d

2
1,2n−2(ω1 ⊗ ω1) = 0 para ver que

d4
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

En el caso s = 2n + 1 para n ≥ 2; se sabe que d3
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0 = d3

0,2n+1(ω1 ⊗ ω1), luego

basta observar que d2
1,2n−1d

2
0,2n+1(ω1 ⊗ ω1) = −α−1γ1ω1d

2
1,2n−1(ω1 ⊗ ω1) = 0 para ver que

d4
0,2n+1(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Para r ≥ 0 por hipótesis inductiva se cumple (4.22). Entonces, considerando las paridades

de r y s se prueba que d4
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Observando (4.20), (4.22) y (4.5), se concluye que d`rs(ω1 ⊗ ω1) = 0 para ` ≥ 5.

Homoloǵıa de Hochschild

Sea E = A of C2 con A, C2 y f como en el inicio de la sección 4.2 y M un E−bimódulo.

Se asume que las hipótesis del Teorema 4.2.6 se cumplen. Sea α =
1∑

u=0

γux
u. Como en la

Proposición 4.3.10, se puede hallar los morfismos de E−bimódulos

d
`
rs : M →M (r, s ≥ 0; 0 ≤ ` ≤ min (2, s) y r + ` > 0),
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que están dados por las siguientes fórmulas:

d
0
2r−1,s(m) = xm−mx , (4.23)

d
0
2r,s(m) =

1∑
h=0

x1−hmxh , (4.24)

d
1
r,2s−1(m) = (−1)r(m− λrωgmω−1

g ) , (4.25)

d
1
r,2s(m) = (−1)r+1

1∑
h=0

λ(−h−1)rω−h−1
g αmα−1ωh+1

g , (4.26)

d
2
2r−1,s(m) = 0 , (4.27)

d
2
2r,s(m) = −γ1mα

−1 . (4.28)

Tensorizando M sobre Ee con el complejo (X∗, d∗) del Teorema 4.2.5 y usando las iden-

tificaciones ϑrs : M →M ⊗Ee Xrs, dadas por

ϑr,2s(m) = m⊗Ee (ω1 ⊗ ω1) y ϑr,2s+1(m) = mω−1
g ⊗Ee (ω1 ⊗ ω1), se obtiene el complejo

X∗(E,M) : X0 X1
d1oo X2

d2oo X3
d3oo · · · ,d4oo

donde Xn =
⊕
r+s=n

Mrs y dn =
∑
r+s=n
r+`>0

min (2,s)∑
`=0

d
`
rs , donde cada Mrs es una copia de M .

Una prueba más detallada del resultado siguiente se puede ver en el Teorema 4.3.11.

Teorema 4.2.7. La homoloǵıa de Hochschild H∗(E,M) de E con coeficientes en M se ex-

presa como la homoloǵıa de X∗(E,M).

Prueba. Los complejos de E−bimódulosM⊗Ee(X∗, d∗) yX∗(E,M) son isomorfos. Entonces,

Hn(M ⊗Ee (X∗, d∗)) ∼= Hn(X∗(E,M)), ∀n ≥ 0.

Por el Corolario 3.5.3 la homoloǵıa de X∗(E,M) es la homoloǵıa de Hochschild de E con

coeficientes en M .

Sea ωgx = −xωg, ω2
g = α y g · x = −x. Se observa que

ωıg =

 ωgı si 0 ≤ ı ≤ 1

α si ı = 2 ,
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pues ω2
g = ωgωg = f(g, g)ωg2 = αω1 = α .

Pero

ωg2x = ω1x = xω1; luego ωgıx = λıxωgı ,

donde λ = −1.

Ahora, tomando m = xωgı en (4.23) :

d0
2r−1,s(x

ωgı) = x(xωgı)− (xωgı)x

= x+1ωgı − x(ωgıx)

= x+1ωgı − x(λıxωgı) = (1− λı)x+1ωgı . (4.29)

Se observa que para h,ı = 0, 1 se tiene ωgıx
h = λhıxhωgı .

Sustituyendo m por xωgı en la expresión (4.24) :

d0
2r,s(x

ωgı) =
1∑

h=0

x1−h(xωgı)x
h =

1∑
h=0

x1+−h(ωgıx
h)

=
1∑

h=0

x1+−h(λhıxhωgı) =
1∑

h=0

λhıx1+ωgı . (4.30)

Considerando m = xωgı en (4.25) :

d1
r,2s−1(xωgı) = (−1)r(xωgı − λrωg(xωgı)ω−1

g );

donde ωgx
 = (ωgx

−1)x = (λ−1x−1ωg)x = λxωg;

ωgıω
−1
g = ωıgω

−1
g = ωı−1

g = ωgı−1 , asociando :

ωg(x
ωgı)ω

−1
g = (ωgx

)(ωgıω
−1
g ) = (λxωg)(ωgı−1)

= λxf(g, gı−1)ωgı , f(g, gı−1) = 1 :

= λxωgı .

Luego λrωg(x
ωgı)ω

−1
g = λ+rxωgı . Aśı,

d1
r,2s−1(xωgı) = (−1)r(1− λ+r)xωgı . (4.31)

Reemplazando m por xωgı en la igualdad (4.26) :

d1
r,2s(x

ωgı) = (−1)r+1
1∑

h=0

λ(−h−1)rω−h−1
g α(xωgı)α

−1ωh+1
g ;
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donde ω−h−1
g α = ω−h−1

g ω2
g = ω1−h

g , α−1ωh+1
g = (ω1−h

g )−1 = ωh−1
g ;

(ω−h−1
g α)x = ω1−h

g x

= ωg1−hx
 = λ(1−h)xωg1−h ;

ωgı(α
−1ωh+1

g ) = ωgıωgh−1 = f(gı, gh−1)ωgı+h−1 ,

como 0 ≤ ı ≤ 1 y 0 ≤ h ≤ 1, se deduce que ı+ h ≤ 2, ı+ h− 1 ≤ 2− 1 < 2 y f(gı, gh−1) = 1.

Aśı, ωgı(α
−1ωh+1

g ) = ωgı+h−1 .

Asociando

ω−h−1
g α(xωgı)α

−1ωh+1
g = [ω−h−1

g αx][ωgıα
−1ωh+1

g ]

= (λ(1−h)xωg1−h)(ωgı+h−1)

= λ(1−h)jxf(g1−h, gı+h−1)ωgı

= λ(1−h)xωgı = λ(−h−1)xωgı pues λ2 = 1 .

Por lo tanto

d1
r,2s(x

ωgı) = (−1)r+1
1∑

h=0

λ(−h−1)(+r)xωgı .

Del hecho que

1∑
h=0

λ(−h−1)(j+r−2[ r
2

]) =
1∑

h=0

λh(j+r−2[ r
2

]); se deduce que

d1
r,2s(x

ωgı) = (−1)r+1
1∑

h=0

λh(+r)xωgı . (4.32)

Es necesario recordar que la homoloǵıa de Hochschild de un producto cruzado E denotada

por HH∗(E), es la homoloǵıa de Hochschild de E con coeficientes en E, entonces

HHn(E) = Hn(E,E) para n ≥ 0 (ver el Corolario 3.5.4). Recordando que E = Aof C2 es el

producto cruzado de A con C2, donde A =
K[X]

〈X2〉
y C2 = 〈g〉 = {1, g}, se obtiene el siguiente

Corolario 4.2.8. Si K es un cuerpo de caracteŕıstica diferente de 2, entonces

HHn(E) = Hn(X∗(Aω1))⊕Hn(X∗(Aωg)),

donde E = Aω1 ⊕Aωg.

Prueba. Es análoga a la prueba del Corolario 4.3.12.
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Se asume que α es un elemento invertible del cuerpo K. Se sabe que A =
K[X]

〈X2〉
= K⊕Kx

es una K−álgebra, donde x denota la clase de X en A. El grupo ćıclico C2 = 〈g〉 de orden 2

actúa sobre A via g · x = −x. Puesto que E es el producto cruzado

E = Aω1 ⊕Aωg ,

de A con C2, definido por ωgx = −xωg y ω2
g = α,

se calcula la homoloǵıa de Hochschild de E = K[X]
〈X2〉 of C2 mediante

Hn(E,E) = Hn(X∗(Aω1))⊕Hn(X∗(Aωg)) .

Por lo tanto, se debe calcular la homoloǵıa de X∗(Aωgı) (0 ≤ ı ≤ 1). Se observa que X∗(Aωgı)

es el complejo total del complejo doble

...

d103

��

...

d113

��

...

d123

��

...

d133

��

Aωgı

d102

��

Aωgı
d012oo

d112

��

Aωgı
d022oo

d122

��

Aωgı
d032oo

d132

��

· · ·
d042oo

Aωgı

d101

��

Aωgı
d011oo

d111

��

Aωgı
d021oo

d121

��

Aωgı
d031oo

d131

��

· · ·
d041oo

Aωgı Aωgi
d010oo Aωgı

d020oo Aωgı
d030oo · · ·

d040oo

(4.33)

donde las diferenciales horizontales y verticales son dadas por:

d0
2r−1,s(x

ωgı) = (1− λı)x+1ωgı ,

d0
2r,s(x

ωgı) =

1∑
h=0

λhıx1+ωgı ,

d1
r,2s−1(xωgı) = (−1)r(1− λ+r)xωgı ,

d1
r,2s(x

ωgı) = (−1)r+1
1∑

h=0

λh(+r)xωgı .

Estas igualdades fueron obtenidas en (4.29), (4.30), (4.31) y (4.32), respectivamente.

Proposición 4.2.9. Los morfismos horizontales y verticales de (4.33) satisfacen las identi-

dades d0d0 = 0, d1d1 = 0 y d1d0 = −d0d1.

Prueba. Se deduce de la prueba de la Proposición 4.3.13.
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4.3 Homoloǵıa de Hochschild de K[X]
〈Xt〉 ofCt para t ≥ 3

En esta sección se muestra la utilidad de aplicaciones (bi)lineales sobre productos cruzados,

y se expresa la homoloǵıa de Hochschild del producto cruzado K[X]
〈Xt〉 of Ct en términos de ho-

moloǵıas de complejos totales de t complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado.

Sea K un cuerpo. Entonces, el anillo K[X] de polinomios en la indeterminada X con

coeficientes en K es un dominio euclidiano. En esta sección E = A of Ct es un producto

cruzado (ver la Observación 4.1.9), donde A =
K[X]

〈Xt〉
y Ct = 〈g〉 = {1, g, . . . , gt−1} es un

grupo ćıclico de orden t. Se denota por x la clase de X en A.

Por la Proposición 4.1.5, se asume que el 2−cociclo f : Ct × Ct → A∗ tiene la forma

f(gi, gj) =

 1 si i+ j < t

α si i+ j ≥ t ,
(4.34)

donde 0 ≤ i, j < t y α es un elemento Ct−invariante del grupo multiplicativo A∗ de las

unidades de A.

En esta sección, se aplica el Teorema 4.1.10 para obtener una resolución proyectiva rela-

tiva de E = A of Ct como un E−bimódulo. Luego, se desea mostrar que este complejo no

solamente da la información de la existencia de la homoloǵıa de Hochschild del producto cru-

zado mediante el Corolario 3.5.4, sino también proporciona un complejo de cadenas auxiliar

para obtener su homoloǵıa de Hochschild (Teorema 4.3.11).

La resolución (X∗, d∗) de K[X]
〈Xt〉 of Ct .

Sean Ys = E⊗K[Ct] (s ≥ 0) y Xrs = E⊗E (r, s ≥ 0). Los grupos Xrs son E−bimódulos de

manera obvia y los grupos Ys son E−bimódulos via la acción canónica izquierda y la acción

derecha siguiente (aωgi ⊗ gj)bωgh = abg
i+j+s

f(gj , gh)ωgi ⊗ gj+h.

Proposición 4.3.1. Para (r, s ≥ 0), Xrs = E ⊗ E y Ys = E ⊗K[Ct] son E−bimódulos.

Prueba. 1) E ⊗ E es un E−bimódulo.

En efecto, como producto tensorial de K−módulos, E ⊗ E es un grupo abeliano aditivo.
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Ahora, como en la prueba de la Proposición 3.1.14 se dota a E ⊗ E la estructura de un

(E,E)−bimódulo mediante

λ · (a⊗ b) = (λa)⊗ b, (a⊗ b) · λ′ = a⊗ (bλ′) para a⊗ b ∈ E ⊗ E, λ ∈ E y λ′ ∈ E.

Como E es una K−álgebra, se sigue que E ⊗ E es un E−bimódulo.

2) E ⊗K[Ct] es un E−bimódulo.

En efecto, como producto tensorial de K−módulos, E ⊗K[Ct] es un grupo abeliano aditivo.

Se le dota a E ⊗K[Ct] la estructura de un (E,E)−bimódulo como sigue.

Dados c⊗ x y aωgi ⊗ gj ∈ E ⊗K[Ct], λ ∈ E y bωgh ∈ E se definen:

λ(c⊗ x) = (λc)⊗ x , (4.35)

(aωgi ⊗ gj)bωgh = abg
i+j+s

f(gj , gh)ωgi ⊗ gj+h . (4.36)

Es claro que, se cumplen para (4.35) las 4 condiciones siguientes

(λ1 + λ2)(c⊗ x) = λ1(c⊗ x) + λ2(c⊗ x),

(λ1λ2)(c⊗ x) = λ1(λ2(c⊗ x)),

1(c⊗ x) = c⊗ x,

λ(c1 ⊗ x1 + c2 ⊗ x2) = λ(c1 ⊗ x1) + λ(c2 ⊗ x2)

para todo λ1, λ2, λ ∈ E y todo c⊗ x, c1 ⊗ x1 y c2 ⊗ x2 ∈ E ⊗K[Ct].

Se cumplen para (4.36) las 4 condiciones siguientes

M1: (aωgi ⊗ gj)(b1ωgh + b2ωgk) = (aωgi ⊗ gj)b1ωgh + (aωgi ⊗ gj)b2ωgk ,

M2: (aωgi ⊗ gj)(b1ωghb2ωgk) = ((aωgi ⊗ gj)b1ωgh)b2ωgk ,

M3: (aωgi ⊗ gj)ω1 = aωgi ⊗ gj ,

M4: (aωgi ⊗ gj + bωgh ⊗ gk)cωg` = (aωgi ⊗ gj)cωg` + (bωgh ⊗ gk)cωg` para todo b1ωgh , b2ωgk ,

cωg` ∈ E y todo aωgi ⊗ gj y bωgh ⊗ gk ∈ E ⊗K[Ct].

En efecto, sólo se verifica la condición M2 ya que las otras condiciones son inmediatas:

M2: (aωgi ⊗ gj)(b1ωghb2ωgk) = (aωgi ⊗ gj)(b1b2g
h
f(gh, gk)ωgh+k)

= a(b1b2
ghf(gh, gk))g

i+j+s
f(gj , gh+k)ωgi ⊗ gj+h+k; (1)
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como (aωgi ⊗ gj)b1ωgh = ab1
gi+j+sf(gj , gh)ωgi ⊗ gj+h,

M2: ((aωgi ⊗ gj)b1ωgh)b2ωgk = (ab1
gi+j+sf(gj , gh)ωgi ⊗ gj+h)b2ωgk

= ab1
gi+j+sf(gj , gh)b2

gi+j+h+sf(gj+h, gk)ωgi ⊗ gj+h+k; (2)

puesto que f(gi, gj) es Ct−invariante, f(gh, gk)
gj
f(gj , gh+k) = f(gj , gh)f(gj+h, gk), conside-

rando que f(gj , gh) ∈ Z(A), de (1) y (2) se tiene que

(aωgi ⊗ gj)(b1ωghb2ωgk) = ((aωgi ⊗ gj)b1ωgh)b2ωgk .

Finalmente, dado λ = cωg` ∈ E para ver la compatibilidad de (4.35) y (4.36), se calculan (3)

y (4):

[λ(aωgi ⊗ gj)]bωgh = [(cωg`aωgi)⊗ gj ]bωgh

= [cag
`
f(g`, gi)ωg`+i ⊗ gj ]bωgh

= cag
`
f(g`, gi)bg

`+i+j+s
f(gj , gh)ωg`+i ⊗ gj+h; (3)

λ[(aωgi ⊗ gj)bωgh ] = λ(abg
i+j+s

f(gj , gh)ωgi ⊗ gj+h)

= (cωg`)(ab
gi+j+sf(gj , gh)ωgi ⊗ gj+h)

= c(abg
i+j+s

f(gj , gh))g
`
f(g`, gi)ωg`+i ⊗ gj+h. (4)

Comparando (3) y (4), [λ(aωgi ⊗ gj)]bωgh = λ[(aωgi ⊗ gj)bωgh ].

Se definen :

para (r, s ≥ 0), y para los E−bimódulos Xrs = E ⊗ E y Ys = E ⊗K[Ct], donde las acciones

izquierdas y derechas de Ys y Xrs son dadas en la prueba de la Proposición 4.3.1 ;

los morfismos de E−bimódulos µs : X0s → Ys (s ≥ 0) , ∂s : Ys → Ys−1 (s ≥ 1) y

d0
rs : Xrs → Xr−1,s (r ≥ 1) , por

µs(aωgi ⊗ bωgj ) = a(gi+s · b)ωgi ⊗ gj ,

∂2s−1(aωgi ⊗ gj) = af(g, gj)ωgi ⊗ gj+1 − af(gi, g)ωgi+1 ⊗ gj ,

∂2s(aωgi ⊗ gj) =
t−1∑
h=0

af(gi, gh)α−1f(g−h−1, gj)ωgi+h ⊗ gj−h−1,

d0
2r−1,s(aωgi ⊗ bωgj ) = aωgi ⊗ xbωgj − a(gi+s · x)ωgi ⊗ bωgj ,

d0
2r,s(aωgi ⊗ bωgj ) =

t−1∑
h=0

a(gi+s · xh)ωgi ⊗ xt−h−1bωgj ;
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los morfismos de E−módulos izquierdos σ0
0s : Ys → X0s y

σ0
r+1,s : Xrs → Xr+1,s, por

σ0
0s(aωgi ⊗ gj) = aωgi ⊗ ωgj ,

σ0
2r−1,s(aωgi ⊗ xmωgj ) =

m−1∑
h=0

a(gi+s · xh)ωgi ⊗ xm−h−1ωgj ,

σ0
2r,s(aωgi ⊗ xmωgj ) =

 0 si m < t− 1

aωgi ⊗ ωgj si m = t− 1 .

El elemento aωgi ⊗ gj de E ⊗K[Ct] se puede descomponer en la forma

aωgi ⊗ gj = aωgi(ω1 ⊗ 1)ωgj .

Se observa que

∂s−1∂s(ω1 ⊗ 1) = ∂s∂s+1(ω1 ⊗ 1)

=
t−1∑
h=0

α−1f(g, g−h−1)ωgh ⊗ g−h −
t−1∑
h=0

α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ g−h−1.

Lema 4.3.2. Se cumple la igualdad

t−1∑
h=0

α−1f(g, g−h−1)ωgh ⊗ g−h =

t−1∑
h=0

α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ g−h−1.

Prueba. Se hace asociando apropiadamente, cambiando una variable y teniendo en cuenta

que f(g−h−1, gh) = 1 = f(g−h−2, gh+1) para 0 ≤ h ≤ t− 2.

En efecto, a partir de 0 ≤ h ≤ t− 2 se obtiene que 0 ≤ t− (h+ 2) ≤ t− 2 < t y

1 ≤ t− (h+ 1) ≤ t− 1 < t, luego f(g−h−1, gh) = f(gt−h−1, gh) = 1 ya que (t− h− 1) + h < t

y f(g−h−2, gh+1) = f(gt−h−2, gh+1) = 1 ya que (t− h− 2) + (h+ 1) < t.

Por otro lado, haciendo cambio de variable h′ = h− 1 y renombrando ésta por h :

t−1∑
h=0

α−1f(g, g−h−1)ωgh ⊗ g−h = ω1 ⊗ 1 +

t−1∑
h=1

α−1f(g, g−h−1)ωgh ⊗ g−h

=
t−2∑
h=0

α−1f(g, g−h−2)ωgh+1 ⊗ g−h−1 + ω1 ⊗ 1 .

Aplicando la condición de cociclo y Ct−invarianza de f(gi, gj):

f(g, g−h−2) = f(g−h−2, g) = f(g−h−2, g)f(g−h−1, gh)

= f(g, gh)
g−h−2

f(g−h−2, gh+1)

= f(g, gh) = f(gh, g), luego
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t−1∑
h=0

α−1f(g, g−h−1)ωgh ⊗ g−h =
t−2∑
h=0

α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ g−h−1 + ω1 ⊗ 1

=

t−1∑
h=0

α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ g−h−1.

El elemento aωgi ⊗ bωgj de E ⊗ E se puede descomponer en la forma

aωgi ⊗ bωgj = aωgi(ω1 ⊗ ω1)bωgj .

Se observa que

d0
2r−1,sd

0
2r,s(ω1 ⊗ ω1) = d0

2r,sd
0
2r+1,s(ω1 ⊗ ω1)

=

t−1∑
h=0

gs · xhω1 ⊗ xt−hω1 −
t−1∑
h=0

gs · xh+1ω1 ⊗ xt−h−1ω1 .

Lema 4.3.3. Se cumple la igualdad

t−1∑
h=0

gs · xhω1 ⊗ xt−hω1 =

t−1∑
h=0

gs · xh+1ω1 ⊗ xt−h−1ω1 .

Prueba. Sea P (X) = Xt para t ≥ 3, x = X + 〈Xt〉. Entonces

P (x) = P (X) + 〈Xt〉 = 0 en A. Aplicando el automorfismo gs del K−álgebra A, se obtiene

gsP (x) = 0. Se sigue que xt = 0, gs · xt = 0.

Por lo tanto ω1 ⊗ xtω1 = gs · xtω1 ⊗ ω1 = 0.

Asociando apropiadamente y cambiando variable h = h′ + 1 en una sumatoria

t−1∑
h=0

gs · xhω1 ⊗ xt−hω1 = ω1 ⊗ xtω1 +

t−1∑
h=1

gs · xhω1 ⊗ xt−hω1

=
t−2∑
h=0

gs · xh+1ω1 ⊗ xt−h−1ω1 + gs · xtω1 ⊗ ω1

=

t−1∑
h=0

gs · xh+1ω1 ⊗ xt−h−1ω1.

Observación. Se pueden descomponer como elementos de E−módulos izquierdos:

aωgi ⊗ gj = aωgi(ω1 ⊗ gj); aωgi ⊗ bωgj = aωgi(ω1 ⊗ bωgj ).

Lema 4.3.4. σ0 es una homotoṕıa de contracción en ECh.
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Prueba. Se verifican las igualdades µsσ
0
0s = idYs , d

0
1sσ

0
1s + σ0

0sµs = idX0s ,

d0
2r,sσ

0
2r,s + σ0

2r−1,sd
0
2r−1,s = idX2r−1,s y d0

2r+1,sσ
0
2r+1,s + σ0

2r,sd
0
2r,s = idX2r,s (r ≥ 1) .

Esto se hace con las 6 igualdades siguientes :

(1) µsσ
0
0s(ω1 ⊗ gj) = ω1 ⊗ gj ,

(2) σ0
0sµs(ω1 ⊗ xmωgj ) = (gs · xm)ω1 ⊗ ωgj para 0 ≤ m ≤ t− 1,

(3) σ0
2r−1,sd

0
2r−1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 ω1 ⊗ xmωgj si 0 ≤ m < t− 1

ω1 ⊗ xmωgj − T si m = t− 1

donde T =
t−1∑
h=0

(gs · xh)ω1 ⊗ xt−h−1ωgj ,

(4) d0
2r,sσ

0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si 0 ≤ m < t− 1

T si m = t− 1
,

(5) σ0
2r,sd

0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) = (gs · xm)ω1 ⊗ ωgj para 0 ≤ m ≤ t− 1 ,

(6) d0
2r+1,sσ

0
2r+1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si m = 0

ω1 ⊗ xmωgj − (gs · xm)ω1 ⊗ ωgj si 0 < m ≤ t− 1
.

En efecto :

(1) µsσ
0
0s(ω1 ⊗ gj) = µs(ω1 ⊗ ωgj ) = ω1 ⊗ gj ;

(2) para 0 ≤ m ≤ t− 1

σ0
0sµs(ω1 ⊗ xmωgj ) = σ0

0s((g
s · xm)ω1 ⊗ gj)

= (gs · xm)ω1 ⊗ ωgj ;

(3) para 0 ≤ m < t− 1

σ0
2r−1,sd

0
2r−1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) = σ0

2r−1,s(ω1 ⊗ xm+1ωgj − (gs · x)ω1 ⊗ xmωgj )

=

m∑
h=0

(gs · xh)ω1 ⊗ xm−hωgj

−
m−1∑
h=0

(gs · xh+1)ω1 ⊗ xm−h−1ωgj = ω1 ⊗ xmωgj ,

(3) para m = t− 1

d0
2r−1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) = ω1 ⊗ xtωgj − gs · xω1 ⊗ xt−1ωgj

= −gs · xω1 ⊗ xt−1ωgj pues xt = 0 .
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σ0
2r−1,sd

0
2r−1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) = −σ0

2r−1,s(g
s · xω1 ⊗ xt−1ωgj )

= −
t−2∑
h=0

gs · xh+1ω1 ⊗ xt−h−2ωgj

= −
t−1∑
h=1

gs · xhω1 ⊗ xt−h−1ωgj

= ω1 ⊗ xt−1ωgj −
t−1∑
h=0

gs · xhω1 ⊗ xt−h−1ωgj ;

(4) puesto que σ0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si 0 ≤ m < t− 1

ω1 ⊗ ωgj si m = t− 1 ,

d0
2r,s(ω1 ⊗ ωgj ) =

t−1∑
h=0

gs · xhω1 ⊗ xt−h−1ωgj ,

d0
2r,sσ

0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si 0 ≤ m < t− 1

T si m = t− 1 ;

(5) para 0 ≤ m ≤ t− 1

σ0
2r,sd

0
2r,s(ω1 ⊗ xmωgj ) = σ0

2r,s(
t−1∑
h=0

gs · xhω1 ⊗ xt−h−1+mωgj )

= σ0
2r,s(g

s · xmω1 ⊗ xt−1ωgj ) para h = m

= gs · xmω1 ⊗ ωgj ;

(6) como σ0
2r+1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =


0 si m = 0
m−1∑
h=0

gs · xhω1 ⊗ xm−h−1ωgj si 0 < m ≤ t− 1
,

para 0 < m ≤ t− 1 se tiene

d0
2r+1,s[g

s · xhω1 ⊗ xm−h−1ωgj ] = gs · xhω1 ⊗ xm−hωgj − gs · xh+1ω1 ⊗ xm−h−1ωgj .

Solamente subsisten los términos extremos en la suma del segundo miembro

d0
2r+1,sσ

0
2r+1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

m−1∑
h=0

[gs · xhω1 ⊗ xm−hωgj − gs · xh+1ω1 ⊗ xm−h−1ωgj ]

= ω1 ⊗ xmωgj − gs · xmω1 ⊗ ωgj .

Por lo tanto,

d0
2r+1,sσ

0
2r+1,s(ω1 ⊗ xmωgj ) =

 0 si m = 0

ω1 ⊗ xmωgj − (gs · xm)ω1 ⊗ ωgj si 0 < m ≤ t− 1
.
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Las tres condiciones iniciales sobre el diagrama (4.4) de E−bimódulos y morfismos de

E−bimódulo se cumplen. Esto se debe a que: La columna del diagrama es un complejo de

cadenas de E−bimódulos, según el Lema 4.3.2; y las filas del diagrama son complejos de

cadenas de E−bimódulos, según el Lema 4.3.3 y la igualdad µsd
0
1s = 0. Debido a que se tiene

el isomorfismo Xrs
∼= E ⊗K ⊗E y las filas del diagrama son contráctiles como complejos de

E−módulos izquierdos, según el Lema 4.3.4.

Teorema 4.3.5. [27, Theo. 2.1.1] Sean los morfismos de E−bimódulos, d`rs, construidos con

∂s+1, µs, σ
0
0s (s ≥ 0); d0

r+1,s y σ0
r+1,s (r, s ≥ 0) como en (4.5). Entonces el complejo

E X0
µ

oo X1
d1oo X2

d2oo · · ·d3oo

donde µ(aωgi ⊗ bωgj ) = abg
i
f(gi, gj)ωgi+j , Xn =

⊕
r+s=n

Xrs y dn =
∑
r+s=n
r+`>0

s∑
`=0

d`rs,

es una resolución proyectiva relativa del E−bimódulo K[X]
〈Xt〉 of Ct .

Prueba. Sea µ̃ : Y0 → E el morfismo de E−bimódulos definido por

µ̃(aωgi ⊗ gj) = af(gi, gj)ωgi+j . Como se cumplen las 3 condiciones iniciales del diagrama

(4.4) en la categoŕıa de E−bimódulos, entonces por el Teorema 4.1.10 se debe verificar que

E Y0
µ̃

oo Y1
∂1oo Y2

∂2oo · · · ,∂3oo

es contráctil como un complejo de E−módulos izquierdos, cuya homotoṕıa de contracción

σ−1
0 : E → Y0 y σ−1

s+1 : Ys → Ys+1 (s ≥ 0), es dada por

σ−1
0 (aωgi) = aωgi ⊗ 1 ,

σ−1
2s−1(aωgi ⊗ gj) =

j−1∑
h=0

af(gi, gh)ωgi+h ⊗ gj−h−1,

σ−1
2s (aωgi ⊗ gj) =

 0 si 0 ≤ j < t− 1

aαωgi ⊗ 1 si j = t− 1 .

Esto significa que se cumplen las igualdades siguientes µ̃σ−1
0 = idE , ∂1σ

−1
1 + σ−1

0 µ̃ = idY0 ,

∂2sσ
−1
2s + σ−1

2s−1∂2s−1 = idY2s−1 y ∂2s+1σ
−1
2s+1 + σ−1

2s ∂2s = idY2s (s ≥ 1) .

En efecto, por E−linealidad izquierda de las aplicaciones que aparecen en las igualdades

anteriores se debe probar que se cumplen las 6 igualdades :
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(1) µ̃σ−1
0 (ω1) = ω1 ,

(2) σ−1
0 µ̃(ω1 ⊗ gj) = ωgj ⊗ 1 para 0 ≤ j ≤ t− 1,

(3) σ−1
2s−1∂2s−1(ω1 ⊗ gj) =


ω1 ⊗ gj si 0 ≤ j < t− 1

ω1 ⊗ gj −
t−1∑
h=0

ωgh ⊗ g−h−1 si j = t− 1
,

(4) ∂2sσ
−1
2s (ω1 ⊗ gj) =


0 si 0 ≤ j < t− 1
t−1∑
h=0

ωgh ⊗ g−h−1 si j = t− 1
,

(5) σ−1
2s ∂2s(ω1 ⊗ gj) = ωgj ⊗ 1 para 0 ≤ j ≤ t− 1 ,

(6) ∂2s+1σ
−1
2s+1(ω1 ⊗ gj) =

 0 si j = 0

ω1 ⊗ gj − ωgj ⊗ 1 si 0 < j ≤ t− 1
.

Se observa que (1), (2) y (4) se siguen inmediatamente de las definiciones de los morfismos.

(3) para 0 ≤ j < t− 1 usando las propiedades del 2-cociclo f se obtiene que :

σ−1
2s−1∂2s−1(ω1 ⊗ gj) = σ−1

2s−1(f(g, gj)ω1 ⊗ gj+1 − f(g0, g)ωg ⊗ gj)

=

j∑
h=0

f(g0, gh)ωgh ⊗ gj−h −
j−1∑
h=0

f(g, gh)ωgh+1 ⊗ gj−h−1

= ω1 ⊗ gj ,

(3) para j = t− 1 se tiene que :

σ−1
2s−1∂2s−1(ω1 ⊗ gj) = −σ−1

2s−1(ωg ⊗ gj) pues orden del grupo ćıclico es t

= −
t−2∑
h=0

f(g, gh)ωgh+1 ⊗ g−h−2

= −
t−1∑
h=1

ωgh ⊗ g−h−1 = ω1 ⊗ gj −
t−1∑
h=0

ωgh ⊗ g−h−1 ;

(5) para 0 ≤ j ≤ t− 1 se tiene que :

σ−1
2s ∂2s(ω1 ⊗ gj) = σ−1

2s (
t−1∑
h=0

α−1f(g−h−1, gj)ωgh ⊗ gj−h−1), para h = j :

= σ−1
2s (α−1f(g−j−1, gj)ωgj ⊗ gt−1)

= ωgj ⊗ 1 ;

(6) del hecho que σ−1
2s+1(ω1 ⊗ gj) =


0 si j = 0
j−1∑
h=0

ωgh ⊗ gj−h−1 si 0 < j ≤ t− 1
,
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y para 0 < j ≤ t− 1

∂2s+1(

j−1∑
h=0

ωgh ⊗ gj−h−1) =

j−1∑
h=0

[f(g, gj−h−1)ωgh ⊗ gj−h − f(gh, g)ωgh+1 ⊗ gj−h−1]

= f(g, gj−1)ω1 ⊗ gj − f(gj−1, g)ωgj ⊗ 1

= ω1 ⊗ gj − ωgj ⊗ 1

resulta que ∂2s+1σ
−1
2s+1(ω1 ⊗ gj) =

 0 si j = 0

ω1 ⊗ gj − ωgj ⊗ 1 si 0 < j ≤ t− 1
.

Fórmulas para los morfismos d`rs.

El siguiente teorema proporciona las fórmulas para los morfismos d`rs que aparecen en la

resolución proyectiva relativa de E, obtenida en el Teorema 4.3.5. La prueba inductiva del

teorema se realiza sobre las columnas, basándose en la bilinealidad de d`rs y la definición de

σ0
rs.

Teorema 4.3.6. [27, Theo. 2.2] Sean g · x = λx donde λ ∈ K y α =

t−1∑
u=0

γux
u. Entonces :

d1
r,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλ(t−2)[ r

2
]+rω1 ⊗ ωg,

d1
r,2s(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1

t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1,

d2
2r−1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0,

d2
2r,s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γug
s · xhω1 ⊗ xu−h−1ω1,

d`rs(ω1 ⊗ ω1) = 0, ∀ ` > 2, donde [
r

2
] denota la parte entera de

r

2
.

Prueba. (1) Se prueba por inducción sobre r que

d1
r,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλ(t−2)[ r

2
]+rω1 ⊗ ωg (4.37)

para s ≥ 1.

En efecto :

Para r = 0, d1
0,2s−1 = −σ0

0,2s−2∂2s−1µ2s−1, luego µ2s−1(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ 1,

∂2s−1(ω1 ⊗ 1) = f(g, 1)ω1 ⊗ g − f(1, g)ωg ⊗ 1

= ω1 ⊗ g − ωg ⊗ 1,
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σ0
0,2s−2(ω1 ⊗ g − ωg ⊗ 1) = ω1 ⊗ ωg − ωg ⊗ ω1.

Por lo tanto

d1
0,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = −σ0

0,2s−2∂2s−1µ2s−1(ω1 ⊗ ω1)

= ωg ⊗ ω1 − ω1 ⊗ ωg

= (−1)0ωg ⊗ ω1 − (−1)0λ(t−2)[ 0
2

]+0ω1 ⊗ ωg . (4.38)

Para r = 2n− 1 (n ≥ 1) por hipótesis inductiva se cumple (4.37). Se va a demostrar que

d1
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1ωg ⊗ ω1 − (−1)r+1λ(t−2)[ r+1

2
]+(r+1)ω1 ⊗ ωg .

Puesto que d1
r+1,2s−1 = −σ0

r+1,2s−2d
1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1;

d0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

g · xhω1 ⊗ xt−h−1ω1 ,

d1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

g · xhω1d
1
r,2s−1(ω1 ⊗ ω1)xt−h−1ω1 ,

recordando que d1
r,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλ(t−2)[ r

2
]+rω1 ⊗ ωg se calcula

(g · xhω1)(ωg) = g · xhωg, (ω1)(xt−h−1ω1) = xt−h−1ω1,

(g · xhω1)(λ(t−2)[ r
2

]+rω1) = g · xhλ(t−2)[ r
2

]+rω1;

(ωg)(x
t−h−1ω1) = g · xt−h−1ωg, g · x = λx :

= λt−h−1xt−h−1ωg .

Reemplazando estos valores

d1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r

t−1∑
h=0

g · xhωg ⊗ xt−h−1ω1

− (−1)r
t−1∑
h=0

g · xhλ(t−2)[ r
2

]+rω1 ⊗ λt−h−1xt−h−1ωg .

Aplicando la definición de σ0
r+1,2s−2 para h = 0 :

σ0
r+1,2s−2d

1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rσ0

r+1,2s−2(ωg ⊗ xt−1ω1)

− (−1)rσ0
r+1,2s−2(λ(t−2)[ r

2
]+rω1 ⊗ λt−1xt−1ωg)

= (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλ(t−2)[ r
2

]+r+t−1ω1 ⊗ ωg;
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Como r = 2n− 1 para n ≥ 1, [
r

2
] = [

2n− 1

2
] = n− 1. Operando en la exponente

(t− 2)[
r

2
] + r + t− 1 = (t− 2)(n− 1) + (2n− 1) + t− 1

= (t− 2)n+ 2n = (t− 2)[
r + 1

2
] + (r + 1);

de modo que

σ0
r+1,2s−2d

1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλ(t−2)[ r+1

2
]+(r+1)ω1 ⊗ ωg .

Por lo tanto

d1
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1ωg ⊗ ω1 − (−1)r+1λ(t−2)[ r+1

2
]+(r+1)ω1 ⊗ ωg .

Para r = 2n (n ≥ 1) por hipótesis inductiva se cumple (4.37). Se va a probar que

d1
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1ωg ⊗ ω1 − (−1)r+1λ(t−2)[ r+1

2
]+(r+1)ω1 ⊗ ωg .

Puesto que d1
r+1,2s−1 = −σ0

r+1,2s−2d
1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1;

d0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − g · xω1 ⊗ ω1 ,

d1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = d1

r,2s−1(ω1 ⊗ ω1)xω1 − g · xω1d
1
r,2s−1(ω1 ⊗ ω1)

= (−1)rωg ⊗ xω1 − (−1)rλ(t−2)[ r
2

]+rω1 ⊗ g · xωg

+ (−1)r+1g · xωg ⊗ ω1 − (−1)r+1λ(t−2)[ r
2

]+rg · xω1 ⊗ ωg .

Se observa que r + 1 es impar, g · x = λx, entonces

σ0
r+1,2s−2((−1)r+1g · xωg ⊗ ω1 − (−1)r+1λ(t−2)[ r

2
]+rg · xω1 ⊗ ωg) = 0, de modo que

σ0
r+1,2s−2d

1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = σ0

r+1,2s−2((−1)rωg ⊗ xω1)

− σ0
r+1,2s−2((−1)rλ(t−2)[ r

2
]+rω1 ⊗ λxωg)

= (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλ(t−2)[ r
2

]+r+1ω1 ⊗ ωg;

como r = 2n para n ≥ 1, [
r

2
] = [

2n

2
] = n. Se nota que [

r + 1

2
] = [

2n+ 1

2
] = n.

Operando en la exponente

(t− 2)[
r

2
] + r + 1 = (t− 2)n+ (2n+ 1)

= (t− 2)[
r + 1

2
] + (r + 1);
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de modo que

σ0
r+1,2s−2d

1
r,2s−1d

0
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)rωg ⊗ ω1 − (−1)rλ(t−2)[ r+1

2
]+(r+1)ω1 ⊗ ωg .

Por lo tanto

d1
r+1,2s−1(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1ωg ⊗ ω1 − (−1)r+1λ(t−2)[ r+1

2
]+(r+1)ω1 ⊗ ωg .

(2) Se prueba por inducción sobre r que

d1
r,2s(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1

t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 (4.39)

para s ≥ 1.

En efecto :

Para r = 0, d1
0,2s = −σ0

0,2s−1∂2sµ2s, luego µ2s(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ 1,

∂2s(ω1 ⊗ 1) =
t−1∑
h=0

f(1, gh)α−1f(g−h−1, 1)ωgh ⊗ g−h−1 =
t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ g−h−1,

σ0
0,2s−1(

t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ g−h−1) =

t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωg−h−1 .

Por lo tanto

d1
0,2s(ω1 ⊗ ω1) = −σ0

0,2s−1∂2sµ2s(ω1 ⊗ ω1)

= −
t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωg−h−1

= (−1)0+1
t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ 0
2

]+0)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 . (4.40)

Para r = 2n− 1 (n ≥ 1) por hipótesis inductiva se cumple (4.39). Se va a probar que

d1
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+2

t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r+1
2

]+(r+1))α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 .

Puesto que d1
r+1,2s = −σ0

r+1,2s−1d
1
r,2sd

0
r+1,2s ;

d0
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
k=0

xkω1 ⊗ xt−k−1ω1 ,

d1
r,2sd

0
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
k=0

xkω1d
1
r,2s(ω1 ⊗ ω1)xt−k−1ω1 , donde
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xkω1d
1
r,2s(ω1 ⊗ ω1)xt−k−1ω1

= xkω1[(−1)r+1
t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 ]xt−k−1ω1

= (−1)r+1
t−1∑
h=0

xkλ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)α−1ωgh ⊗ gt−h−1 · xt−k−1ωgt−h−1 ,

= (−1)r+1
t−1∑
h=0

xkλ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)α−1ωgh ⊗ (λ−h−1x)t−k−1ωgt−h−1 .

Como r + 1 es par, subsisten algunos términos para k = 0:

σ0
r+1,2s−1d

1
r,2sd

0
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1)

= (−1)r+1σ0
r+1,2s−1(

t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)α−1ωgh ⊗ (λ−h−1x)t−1ωgt−h−1)

:= (−1)r+1
t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)+(−h−1)(t−1)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 .

Como r = 2n− 1 para n ≥ 1, [
r + 1

2
] = [

2n

2
] = n. Operando en la exponente

(−h− 1)((t− 2)[
r + 1

2
] + (r + 1)) = (−h− 1)((t− 2)n+ 2n)

= (−h− 1)(tn);

por otro lado,

(−h− 1)((t− 2)[
r

2
] + r) + (−h− 1)(t− 1)

= (−h− 1)((t− 2)(n− 1) + 2n− 1) + (−h− 1)(t− 1) = (−h− 1)(tn);

σ0
r+1,2s−1d

1
r,2sd

0
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+1

t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r+1
2

]+(r+1))α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 .

Por lo tanto

d1
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+2

t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r+1
2

]+(r+1))α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 .

Tomando r = 2n para n ≥ 1, luego procediendo por inducción como en el caso anterior se

prueba que

d1
r+1,2s(ω1 ⊗ ω1) = (−1)r+2

t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r+1
2

]+(r+1))α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 .
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(3) Se prueba por inducción sobre r que

d2
2r−1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0 (4.41)

para s ≥ 2 y r ≥ 1 .

En efecto :

Para r = 1, d2
1s = −σ0

2,s−2d
2
0sd

0
1s − σ0

2,s−2d
1
1,s−1d

1
1s .

En el caso s = 2n para n ≥ 1; d0
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − xω1 ⊗ ω1,

d2
0,2nd

0
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = d2

0,2n(ω1 ⊗ ω1)xω1 − xω1d
2
0,2n(ω1 ⊗ ω1)

= (−α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γux
hω1 ⊗ xu−h−1ω1)xω1

− xω1(−α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γux
hω1 ⊗ xu−h−1ω1)

por definición de σ0
2,2n−2 subsiste un término

σ0
2,2n−2d

2
0,2nd

0
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

2,2n−2(−γt−1α
−1ω1 ⊗ xt−1ω1)

= −γt−1α
−1ω1 ⊗ ω1 .

Recordando que d1
1,2n(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ(−h−1)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 ,

d1
1,2n−1(ω1 ⊗ ω1) = −ωg ⊗ ω1 + λω1 ⊗ ωg :

d1
1,2n−1d

1
1,2n(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ(−h−1)α−1ωghd
1
1,2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωgt−h−1

= −
t−1∑
h=0

λ(−h−1)α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ ωgt−h−1

+
t−1∑
h=0

λ−hα−1ωgh ⊗ f(g, gt−h−1)ωgt−h .

Por definición de σ0
2,2n−2 subsiste un término

σ0
2,2n−2d

1
1,2n−1d

1
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

2,2n−2(α−1ω1 ⊗ αω1)

= σ0
2,2n−2(

t−1∑
u=0

γuα
−1ω1 ⊗ xuω1)

= γt−1α
−1ω1 ⊗ ω1 .
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Por lo tanto

d2
1,2n(ω1 ⊗ ω1) = −σ0

2,2n−2d
2
0,2nd

0
1,2n(ω1 ⊗ ω1)− σ0

2,2n−2d
1
1,2n−1d

1
1,2n(ω1 ⊗ ω1)

= γt−1α
−1ω1 ⊗ ω1 − γt−1α

−1ω1 ⊗ ω1 = 0 .

Tomando s = 2n+ 1 para n ≥ 1, luego procediendo como en el caso anterior se

obtiene d2
1,2n+1(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Para r ≥ 1 por hipótesis inductiva se cumple (4.41). Se va a probar que

d2
2(r+1)−1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Tomando s = 2n para n ≥ 1, se debe obtener d2
2(r+1)−1,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0 .

Puesto que d2
2r+1,2n = −σ0

2r+2,2n−2d
2
2r,2nd

0
2r+1,2n − σ0

2r+2,2n−2d
1
2r+1,2n−1d

1
2r+1,2n;

del hecho que d0
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − xω1 ⊗ ω1,

d2
2r,2nd

0
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = d2

2r,2n(ω1 ⊗ ω1)xω1 − xω1d
2
2r,2n(ω1 ⊗ ω1)

= (−α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γux
hω1 ⊗ xu−h−1ω1)xω1

− xω1(−α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γux
hω1 ⊗ xu−h−1ω1)

por definición de σ0
2r+2,2n−2 subsiste un término

σ0
2r+2,2n−2d

2
2r,2nd

0
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

2r+2,2n−2(−γt−1α
−1ω1 ⊗ xt−1ω1)

= −γt−1α
−1ω1 ⊗ ω1 ;

como d1
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ(−h−1)(tr+1)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 ,

d1
2r+1,2n−1(ω1 ⊗ ω1) = −ωg ⊗ ω1 + λ(tr+1)ω1 ⊗ ωg :

d1
2r+1,2n−1d

1
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ(−h−1)(tr+1)α−1ωghd
1
2r+1,2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωgt−h−1

= −
t−1∑
h=0

λ(−h−1)(tr+1)α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ ωgt−h−1

+

t−1∑
h=0

λ−h(tr+1)α−1ωgh ⊗ f(g, gt−h−1)ωgt−h (4.42)
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según la definición de σ0
2r+2,2n−2 subsiste un término

σ0
2r+2,2n−2d

1
2r+1,2n−1d

1
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

2r+2,2n−2(α−1ω1 ⊗ αω1)

= σ0
2r+2,2n−2(

t−1∑
u=0

γuα
−1ω1 ⊗ xuω1)

= γt−1α
−1ω1 ⊗ ω1 .

Por lo tanto

d2
2(r+1)−1,2n(ω1 ⊗ ω1) = −σ0

2r+2,2n−2d
2
2r,2nd

0
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1)

− σ0
2r+2,2n−2d

1
2r+1,2n−1d

1
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1)

= γt−1α
−1ω1 ⊗ ω1 − γt−1α

−1ω1 ⊗ ω1 = 0 .

Tomando s = 2n + 1 para n ≥ 1, procediendo como en el caso anterior se obtiene

d2
2(r+1)−1,2n+1(ω1 ⊗ ω1) = 0 .

(4) Se prueba por inducción sobre r que

d2
2r,s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γu(gs · xh)ω1 ⊗ xu−h−1ω1 (4.43)

para s ≥ 2.

En efecto :

Para r = 0, d2
0s = −σ0

1,s−2d
1
0,s−1d

1
0s.

En el caso s = 2n para n ≥ 1; d1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 ,

d1
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

α−1ωghd
1
0,2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωgt−h−1 por (4.38),

= −
t−1∑
h=0

α−1ωgh(ωg ⊗ ω1 − ω1 ⊗ ωg)ωgt−h−1 ,

=

t−1∑
h=0

[α−1ωgh ⊗ f(g, gt−h−1)ωgt−h − α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ ωgt−h−1 ]
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por definición de σ0
1,2n−2 subsiste un sumando

σ0
1,2n−2d

1
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = σ0

1,2n−2(α−1ω1 ⊗ αω1)

= σ0
1,2n−2(

t−1∑
u=0

γuα
−1ω1 ⊗ xuω1)

=
t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γuα
−1xhω1 ⊗ xu−h−1ω1 .

Como s = 2n = 0, d2
0s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γu(gs · xh)ω1 ⊗ xu−h−1ω1.

En el caso s = 2n+ 1 para n ≥ 1; d1
0,2n+1(ω1 ⊗ ω1) = ωg ⊗ ω1 − ω1 ⊗ ωg,

d1
0,2nd

1
0,2n+1(ω1 ⊗ ω1) = ωgd

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1)− d1

0,2n(ω1 ⊗ ω1)ωg por (4.40)

= ωg(−
t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1)− (−
t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1)ωg

=
t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ f(gt−h−1, g)ωgt−h

−
t−1∑
h=0

g · (α−1)f(g, gh)ωgh+1 ⊗ ωgt−h−1

por definición de σ0
1,2n−1 subsiste un término

d2
0,2n+1(ω1 ⊗ ω1) = −σ0

1,2n−1(α−1ω1 ⊗ αω1) = −σ0
1,2n−1(

t−1∑
u=0

γuα
−1ω1 ⊗ xuω1)

= −α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γug · xhω1 ⊗ xu−h−1ω1 .

Como s = 2n+ 1 = 1, d2
0s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γu(gs · xh)ω1 ⊗ xu−h−1ω1 .

Para r ≥ 0 por hipótesis inductiva se cumple (4.43). Se va a probar que

d2
2(r+1),s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γu(gs · xh)ω1 ⊗ xu−h−1ω1.

Tomando s = 2n para n ≥ 1, se debe obtener

d2
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γux
hω1 ⊗ xu−h−1ω1.
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Puesto que d2
2(r+1),2n = −σ0

2r+3,2n−2d
2
2r+1,2nd

0
2(r+1),2n − σ

0
2r+3,2n−2d

1
2(r+1),2n−1d

1
2(r+1),2n,

calculando

d0
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

xhω1 ⊗ xt−h−1ω1 ,

d2
2r+1,2nd

0
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

xhω1d
2
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1)xt−h−1ω1 ,

donde d2
2r+1,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0. Aśı, −σ0

2r+3,2n−2d
2
2r+1,2nd

0
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = 0. Por otro lado

d1
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

λ(−h−1)t(r+1)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 ,

d1
2(r+1),2n−1d

1
2(r+1),2n(ω1⊗ω1) = −

t−1∑
h=0

λ(−h−1)t(r+1)α−1ωghd
1
2(r+1),2n−1(ω1⊗ω1)ωgt−h−1 donde ,

d1
2(r+1),2n−1(ω1 ⊗ ω1) = ωg ⊗ ω1 − λt(r+1)ω1 ⊗ ωg. Luego,

d1
2(r+1),2n−1d

1
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

λ(−h−1)t(r+1)α−1f(gh, g)ωgh+1 ⊗ ωgt−h−1

+

t−1∑
h=0

λ−ht(r+1)α−1ωgh ⊗ f(g, gt−h−1)ωgt−h , (4.44)

se observa que para h = 0, f(g, gt−h−1) = α. Por lo tanto

d2
2(r+1),2n(ω1 ⊗ ω1) = −σ0

2r+3,2n−2(α−1ω1 ⊗ αω1)

= −σ0
2r+3,2n−2(

t−1∑
u=0

γuα
−1ω1 ⊗ xuω1)

= −α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γux
hω1 ⊗ xu−h−1ω1 .

Similarmente, se obtiene

d2
2(r+1),2n+1(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γug · xhω1 ⊗ xu−h−1ω1.

(5) Se prueba por inducción sobre r que

d3
rs(ω1 ⊗ ω1) = 0 (4.45)

para s ≥ 3.

En efecto :
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Para r = 0, d3
0s = −σ0

2,s−3d
2
0,s−1d

1
0s − σ0

2,s−3d
1
1,s−2d

2
0s.

En el caso s = 2n para n ≥ 2; d1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 ,

d2
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

α−1ωghd
2
0,2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωgt−h−1

= −
t−1∑
h=0

α−1ωgh(−α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

γug · xkω1 ⊗ xu−k−1ω1)ωgt−h−1

=
t−1∑
h=0

t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

α−1gh · (α−1γug · xk)ωgh ⊗ xu−k−1ωgt−h−1 .

El hecho que 1 ≤ u ≤ t− 1 y 0 ≤ k ≤ u− 1 implica que 0 ≤ u− k − 1 ≤ t− 2,

por definición de σ0
2,2n−3 se deduce que σ0

2,2n−3d
2
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Por otro lado, d2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

γux
kω1 ⊗ xu−k−1ω1,

d1
1,2n−2(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ(−h−1)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 , luego

d1
1,2n−2d

2
0,2n(ω1 ⊗ ω1)

= −α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

γux
kω1d

1
1,2n−2(ω1 ⊗ ω1)xu−k−1ω1

= −
t−1∑
h=0

t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

(α−1γux
kλ(−h−1)α−1)ωgh ⊗ gt−h−1 · xu−k−1ωgt−h−1 ,

donde gt−h−1 · xu−k−1 = (λ−h−1)u−k−1xu−k−1.

Como 0 ≤ u− k − 1 ≤ t− 2, por definición de σ0
2,2n−3 se deduce que

σ0
2,2n−3d

1
1,2n−2d

2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0. Por consiguiente, d3

0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Similarmente, se obtiene d3
0,2n+1(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Para r ≥ 0 por hipótesis inductiva se cumple (4.45). Entonces, considerando la paridad

de r y también la paridad de s se prueba que d3
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0. En efecto :

En el caso en que r es par y s es par; d0
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − xω1 ⊗ ω1, por hipótesis

inductiva d3
rs(ω1 ⊗ ω1) = 0, entonces

d3
rsd

0
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = d3

rs(ω1 ⊗ ω1)xω1 − xω1d
3
rs(ω1 ⊗ ω1)ω1 = 0.

Aśı, σ0
r+3,s−3d

3
rsd

0
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.
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Como d1
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ(−h−1)(t[ r+1
2

]+1)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 , d2
r+1,s−1(ω1 ⊗ ω1) = 0 :

d2
r+1,s−1d

1
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ(−h−1)(t[ r+1
2

]+1)α−1ωghd
2
r+1,s−1(ω1 ⊗ ω1)ωgt−h−1

= 0 .

Luego, σ0
r+3,s−3d

2
r+1,s−1d

1
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Por otro lado, d2
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0 pues r + 1 es impar; de modo que

σ0
r+3,s−3d

1
r+2,s−2d

2
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0. Por consiguiente, d3

r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.

En el caso en que r es par y s es impar, también se obtiene la misma igualdad.

En el caso en que r es impar y s es par; r + 1 es par y

d3
r+1,s = −σ0

r+3,s−3d
3
rsd

0
r+1,s − σ0

r+3,s−3d
2
r+1,s−1d

1
r+1,s − σ0

r+3,s−3d
1
r+2,s−2d

2
r+1,s .

Puesto que d0
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

xhω1 ⊗ xt−h−1ω1, d3
rs(ω1 ⊗ ω1) = 0, se sigue que

d3
rsd

0
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

xhω1d
3
rs(ω1 ⊗ ω1)xt−h−1ω1 y σ0

r+3,s−3d
3
rsd

0
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0;

d1
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

λ(−h−1)(t[ r+1
2

])α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 ,

d2
r+1,s−1(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

γug · xkω1 ⊗ xu−k−1ω1,

d2
r+1,s−1d

1
r+1,s(ω1 ⊗ ω1)

= −
t−1∑
h=0

λ(−h−1)(t[ r+1
2

])α−1ωghd
2
r+1,s−1(ω1 ⊗ ω1)ωgt−h−1

= −
t−1∑
h=0

λ(−h−1)(t[ r+1
2

])α−1ωgh(−α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

γug · xkω1 ⊗ xu−k−1ω1)ωgt−h−1

=
t−1∑
h=0

t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

λ(−h−1)(t[ r+1
2

])α−1gh · (α−1γug · xk)ωgh ⊗ xu−k−1ωgt−h−1 .

El hecho que 1 ≤ u ≤ t− 1 y 0 ≤ k ≤ u− 1 implica que 0 ≤ u− k − 1 ≤ t− 2,

por definición de σ0
r+3,s−3 se deduce que σ0

r+3,s−3d
2
r+1,s−1d

1
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Por otro lado, d2
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

γux
kω1 ⊗ xu−k−1ω1,
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d1
r+2,s−2(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ(−h−1)(t[ r+2
2

]+1)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 , luego

d1
r+2,s−2d

2
r+1,s(ω1 ⊗ ω1)

= −α−1
t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

γux
kω1d

1
r+2,s−2(ω1 ⊗ ω1)xu−k−1ω1

= −
t−1∑
h=0

t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

(α−1γux
kλ(−h−1)(t[ r+2

2
]+1)α−1)ωgh ⊗ gt−h−1 · xu−k−1ωgt−h−1 ,

donde gt−h−1 · xu−k−1 = (λ−h−1)u−k−1xu−k−1.

Como 0 ≤ u− k − 1 ≤ t− 2, por definición de σ0
r+3,s−3 se deduce que

σ0
r+3,s−3d

1
r+2,s−2d

2
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0. Por consiguiente, d3

r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.

En el caso en que r es impar y s es impar, también se obtiene la misma igualdad.

(6) Se prueba por inducción sobre r que

d4
rs(ω1 ⊗ ω1) = 0 (4.46)

para s ≥ 4. En efecto :

Para r = 0, d4
0s = −σ0

3,s−4d
3
0,s−1d

1
0s − σ0

3,s−4d
2
1,s−2d

2
0s − σ0

3,s−4d
1
2,s−3d

3
0s.

En el caso s = 2n para n ≥ 2; d1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 ,

d3
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

α−1ωghd
3
0,2n−1(ω1 ⊗ ω1)ωgt−h−1 .

Del hecho que d3
0,2n−1(ω1 ⊗ ω1) = 0, se deduce que σ0

3,2n−4d
3
0,2n−1d

1
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Por otro lado, d2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

γux
kω1 ⊗ xu−k−1ω1,

d2
1,2n−2(ω1 ⊗ ω1) = 0, luego

d2
1,2n−2d

2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = −α−1

t−1∑
u=1

u−1∑
k=0

γux
kω1d

2
1,2n−2(ω1 ⊗ ω1)xu−k−1ω1 = 0 .

Aśı, σ0
3,2n−4d

2
1,2n−2d

2
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Teniendo en cuenta que d3
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0, σ0

3,2n−4d
1
2,2n−3d

3
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0.

En consecuencia, d4
0,2n(ω1 ⊗ ω1) = 0. Similarmente, se obtiene d4

0,2n+1(ω1 ⊗ ω1) = 0.
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Para r ≥ 0 por hipótesis inductiva se cumple (4.46). Entonces, considerando

la paridad de r y también la de s se prueba que d4
r+1,s(ω1 ⊗ ω1) = 0.

Observando (4.45), (4.46) y (4.5), se concluye que d`rs(ω1 ⊗ ω1) = 0 para ` ≥ 5.

Proposición 4.3.7. Asuma que se cumplen las hipótesis del Teorema 4.3.6.

Si α = γ0 ∈ K∗, entonces :

i) d1d1 = 0.

ii) d1
r−1,sd

0
rs = −d0

r,s−1d
1
rs (r ≥ 1, s ≥ 1).

Prueba. i) De (4.42) y (4.44) se sigue que d1d1 = 0.

En el caso t = 2, esto se sigue de (4.15) y (4.19).

ii) En el caso en que r es impar y s es par, se tiene que d0
rs(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − xω1 ⊗ ω1,

d1
r−1,s(ω1 ⊗ ω1) = −

t−1∑
h=0

λ(−h−1)t[ r−1
2

]α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1

= −
t−1∑
h=0

α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 pues λt = 1;

de modo que

d1
r−1,sd

0
rs(ω1 ⊗ ω1) = d1

r−1,s(ω1 ⊗ ω1)xω1 − xω1d
1
r−1,s(ω1 ⊗ ω1)

= −
t−1∑
h=0

λ−h−1α−1ωgh ⊗ xωgt−h−1 +

t−1∑
h=0

α−1xωgh ⊗ ωgt−h−1 .

Por otro lado, se tiene que

d1
rs(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ(−h−1)(t[ r
2

]+1)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1

=
t−1∑
h=0

λ−h−1α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1 pues λt = 1;

d0
r,s−1(ω1 ⊗ ω1) = ω1 ⊗ xω1 − g · xω1 ⊗ ω1

= ω1 ⊗ xω1 − λxω1 ⊗ ω1;
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teniendo en cuenta que (ωgh)(λxω1) = λh+1xωgh , se obtiene

d0
r,s−1d

1
rs(ω1 ⊗ ω1) =

t−1∑
h=0

λ−h−1α−1ωghd
0
r,s−1(ω1 ⊗ ω1)ωgt−h−1

=

t−1∑
h=0

λ−h−1α−1ωgh ⊗ xωgt−h−1 −
t−1∑
h=0

α−1xωgh ⊗ ωgt−h−1 .

Aśı, d1
r−1,sd

0
rs = −d0

r,s−1d
1
rs.

Similarmente, se obtiene esta igualdad en los tres casos restantes.

Los valores del 2−cociclo están en K en el caso t ≥ 3

Un elemento λt de K se dice que es una ráız primitiva t−ésima de la unidad si λtt = 1 y

λmt 6= 1 para 0 < m < t. Sea λ3 una ráız primitiva cúbica de la unidad, K un cuerpo

conteniendo λ3.

Sea E = A of C3 =
K[X]

〈X3〉
of C3. Puesto que A = {a0 + a1x + a2x

2 | a0, a1, a2 ∈ K},

{1, x, x2} es una base de A sobre K. Entonces es posible definir C3 = {1, g, g2} como el

grupo de automorfismos de A sobre K, dado por la tabla

1 g g2

1 1 1 1

x x λ3x λ2
3x

x2 x2 λ2
3x

2 λ3x
2

(4.47)

donde x = X + 〈X3〉, g(1) = 1, g(x) = λ3x, g(x2) = λ2
3x

2.

Ejemplo 4.3.8. Si A =
K[X]

〈X3〉
= {a+ bx+ cx2 | a, b, c ∈ K}, entonces

A∗ = {a+ bx+ cx2 | a ∈ K∗; b, c ∈ K}.

Si a+ bx+ cx2 ∈ A∗, entonces existe a′ + b′x+ c′x2 ∈ A tal que

(a+ bx+ cx2)(a′ + b′x+ c′x2) = 1. Multiplicando, obtenemos

aa′+(ab′+ba′)x+(ac′+bb′+ca′)x2 = 1. Esto ocurre si aa′ = 1, ab′+ba′ = 0 y ac′+bb′+ca′ = 0.

Aśı a′ = a−1, b′ = −a−2b y c′ = a−3(b2 − ac). Por lo tanto a + bx + cx2 ∈ A∗ si a 6= 0;

b, c ∈ K.

Conforme al ejemplo anterior, (a+ bx+ cx2)−1 = a−1 − a−2bx+ a−3(b2 − ac)x2.
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Ejemplo 4.3.9. Sea f : C3 × C3 → A∗ el 2−cociclo de Aof C3 tal que

f(gi, gj) =

 1 si i+ j < 3

α si i+ j ≥ 3 ,
(4.48)

donde 0 ≤ i, j < 3; gi, gj ∈ C3 = {1, g, g2} = 〈g〉. Entonces el valor de α = a ∈ K∗.

Se considera σ : C3 → Aut(A), gi 7→ σ(gi) : A→ A definido por

σ(gi)(a+ bx+ cx2) = (a+ bx+ cx2)g
i
.

La aplicación σ(g) es un automorfismo de la K−álgebra A.

Si λ ∈ K, a+ bx+ cx2 y a′ + b′x+ c′x2 ∈ A, entonces :

1) σ(g)(λ(a+ bx+ cx2)) = λσ(g)(a+ bx+ cx2),

2) σ(g)((a+ bx+ cx2) + (a′ + b′x+ c′x2))

= σ(g)(a+ bx+ cx2) + σ(g)(a′ + b′x+ c′x2),

3) σ(g)((a+ bx+ cx2)(a′ + b′x+ c′x2)) = σ(g)(a+ bx+ cx2)σ(g)(a′ + b′x+ c′x2).

En efecto :

1) σ(g)(λ(a+ bx+ cx2)) = σ(g)(λa+ λbx+ λcx2)

= (λa+ λbx+ λcx2)g, por (4.47):

= λa+ λbλ3x+ λcλ2
3x

2 = λ(a+ bλ3x+ cλ2
3x

2)

= λσ(g)(a+ bx+ cx2) .

Similarmente, se verifican 2) y 3).

Puesto que α ∈ A∗, entonces por el Ejemplo 4.3.8 α = a + bx + cx2 donde a 6= 0. Por la

Definición 4.1.1 las tres condiciones siguientes deben ser satisfechas:

1) f(1, gi) = f(gi, 1) = 1 ,

2) f(gj , gk)
gi
f(gi, gj+k) = f(gi, gj)f(gi+j , gk) ,

3) ((a′ + b′x+ c′x2)g
j
)g
i
f(gi, gj) = f(gi, gj)(a′ + b′x+ c′x2)g

i+j
, (a′ + b′x+ c′x2) ∈ A .
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Todos los elementos de C3 × C3 × C3 = {1, g, g2} × {1, g, g2} × {1, g, g2} están en el arreglo

siguiente:

(1, 1, 1) (g, 1, 1) (g2, 1, 1)

(1, 1, g) (g, 1, g) (g2, 1, g)

(1, 1, g2) (g, 1, g2) (g2, 1, g2)

(1, g, 1) (g, g, 1) (g2, g, 1)

(1, g, g) (g, g, g) (g2, g, g)

(1, g, g2) (g, g, g2) (g2, g, g2)

(1, g2, 1) (g, g2, 1) (g2, g2, 1)

(1, g2, g) (g, g2, g) (g2, g2, g)

(1, g2, g2) (g, g2, g2) (g2, g2, g2) .

(4.49)

La afirmación 1) para f es satisfecha por definición.

La afirmación 3) para f , ((a′ + b′x+ c′x2)g
j
)g
i
f(gi, gj) = f(gi, gj)(a′ + b′x+ c′x2)g

i+j
,

es satisfecha debido a que la K−álgebra A =
K[X]

〈X3〉
es conmutativa y

C3 ×A→ A, (g, a+ bx+ cx2) 7→ (a+ bx+ cx2)g = a+ bλ3x+ cλ2
3x

2

es una acción de C3 sobre A.

Además la afirmación 2) para f , f(gj , gk)
gi
f(gi, gj+k) = f(gi, gj)f(gi+j , gk), es satisfecha si

considerando (4.49) y haciendo 27 cálculos, se cumplen la igualdades siguientes:

(15) αg = f(g, g2)
g
f(g, (g)(g2)) = f(g, g)f((g)(g), g2) = α ,

(17) αg = f(g2, g)
g
f(g, (g2)(g)) = f(g, g2)f((g)(g2), g) = α ,

(18) αg = f(g2, g2)
g
f(g, (g2)(g2)) = f(g, g2)f((g)(g2), g2) = α ,

(24) αg
2

= f(g, g2)
g2
f(g2, (g)(g2)) = f(g2, g)f((g2)(g), g2) = α ,

(26) αg
2

= f(g2, g)
g2
f(g2, (g2)(g)) = f(g2, g2)f((g2)(g2), g) = α ,

(27) αg
2
α = f(g2, g2)

g2
f(g2, g) = f(g2, g2)f((g2)(g2), g2) = α2 ,

donde α = a+ bx+ cx2, αg = a+ bλ3x+ cλ2
3x

2, αg
2

= a+ bλ2
3x+ cλ3x

2.

Recordando que la propiedad cancelativa vale en A∗ y α ∈ A∗, de las igualdades anteriores

deducimos que αg = α y αg
2

= α; de modo que α = a+0x+0x2 = a. Por lo tanto α = a ∈ K∗.
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En general, tomando (4.34) en lugar de (4.48), también se obtiene que α = γ0 ∈ K∗ (vea

la Proposición 4.1.8). De este hecho, la Proposición 4.3.7 y el Teorema 4.3.5, la resolución

proyectiva relativa del producto cruzado K[X]
〈Xt〉 of Ct es el complejo total del complejo doble

de cadenas

...

d103

��

...

d113

��

...

d123

��

...

d133

��

E ⊗ E

d102

��

E ⊗ E
d012oo

d112

��

E ⊗ E
d022oo

d122

��

E ⊗ E
d032oo

d132

��

· · ·
d042oo

E ⊗ E

d101

��

E ⊗ E
d011oo

d111

��

E ⊗ E
d021oo

d121

��

E ⊗ E
d031oo

d131

��

· · ·
d041oo

E ⊗ E E ⊗ E
d010oo E ⊗ E

d020oo E ⊗ E
d030oo · · ·

d040oo

(4.50)

Homoloǵıa de Hochschild

Sea E = Aof Ct con A, Ct y f como en el inicio de la sección 4.3 y M un E−bimódulo. Sea

(X∗, d∗) la resolución proyectiva relativa de E = K[X]
〈Xt〉 of Ct obtenida en el Teorema 4.3.5.

La aplicación θrs : M ⊗Ee Xrs →M definida por

θrs(m⊗Ee (ω1 ⊗ ω1)) =

 m si s es par

mωg si s es impar ,

es un isomorfismo en ml
Ee , cuyo inverso es dado por

ϑrs(m) =

 m⊗Ee (ω1 ⊗ ω1) si s es par

mω−1
g ⊗Ee (ω1 ⊗ ω1) si s es impar.

Proposición 4.3.10. Asuma que se cumplen las hipótesis del Teorema 4.3.6.

Sean α =

t−1∑
u=0

γux
u y d

`
rs = θr+`−1,s−` ◦ (M ⊗Ee d`rs) ◦ ϑrs. Entonces los morfismos de

E−bimódulos d
`
rs : M → M (r, s ≥ 0 y 0 ≤ ` ≤ min (2, s) y r + ` > 0) están dados por las
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siguientes fórmulas:

d
0
2r−1,s(m) = xm−mx , (4.51)

d
0
2r,s(m) =

t−1∑
h=0

xt−h−1mxh , (4.52)

d
1
r,2s−1(m) = (−1)r(m− λ(t−2)[ r

2
]+rωgmω

−1
g ) , (4.53)

d
1
r,2s(m) = (−1)r+1

t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)ω−h−1
g αmα−1ωh+1

g , (4.54)

d
2
2r−1,s(m) = 0 , (4.55)

d
2
2r,s(m) = −

t−1∑
u=1

u−1∑
h=0

γux
u−h−1mxhα−1 . (4.56)

Prueba. Para obtener la igualdad (4.51) en el caso en que s es par, se considera el diagrama

m ∈M2r−1,s

d
0
2r−1,s

��

ϑ2r−1,s
// M ⊗Ee X2r−1,s

M⊗Eed02r−1,s

��

M2r−2,s M ⊗Ee X2r−2,s
θ2r−2,s

oo

Entonces ϑ2r−1,s(m) = m⊗Ee (ω1 ⊗ ω1), de modo que

d
0
2r−1,s(m) = θ2r−2,s ◦M ⊗Ee d0

2r−1,s ◦ ϑ2r−1,s(m)

= θ2r−2,s(m⊗Ee d0
2r−1,s(ω1 ⊗ ω1))

= θ2r−2,s(m⊗Ee (ω1 ⊗ xω1 − xω1 ⊗ ω1)).

Pero m⊗Ee (ω1 ⊗ xω1) = m(ω1 ⊗ xω1)⊗Ee (ω1 ⊗ ω1) = xm⊗Ee (ω1 ⊗ ω1),

m⊗Ee (xω1 ⊗ ω1) = m(xω1 ⊗ ω1)⊗Ee (ω1 ⊗ ω1) = mx⊗Ee (ω1 ⊗ ω1), luego

d
0
2r−1,s(m) = θ2r−2,s(xm⊗Ee (ω1 ⊗ ω1))− θ2r−2,s(mx⊗Ee (ω1 ⊗ ω1))

= xm−mx.

Para el caso en que s es impar se obtiene la misma igualdad.

Para obtener la igualdad (4.54) se considera el diagrama

m ∈Mr,2s

d
1
r,2s

��

ϑr,2s
// M ⊗Ee Xr,2s

M⊗Eed1r,2s

��

Mr,2s−1 M ⊗Ee Xr,2s−1
θr,2s−1

oo
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Entonces ϑr,2s(m) = m⊗Ee (ω1 ⊗ ω1), por el Teorema 4.3.6

d
1
r,2s(m) = θr,2s−1 ◦M ⊗Ee d1

r,2s ◦ ϑr,2s(m)

= θr,2s−1(m⊗Ee d1
r,2s(ω1 ⊗ ω1))

= θr,2s−1(m⊗Ee ((−1)r+1
t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1)

= (−1)r+1
t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)θr,2s−1(m⊗Ee (α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1)).

Puesto que ωt−h−1
g = ωgt−h−1 , ωhg = ωgh y ωtg = α por (4.57), se sigue que

m⊗Ee (α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1) = m(α−1ωgh ⊗ ωgt−h−1)⊗Ee (ω1 ⊗ ω1) =

ωgt−h−1mα−1ωgh ⊗Ee (ω1 ⊗ ω1) = ω−h−1
g αmα−1ωhg ⊗Ee (ω1 ⊗ ω1).

Reemplazando este valor :

d
1
r,2s(m) = (−1)r+1

t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)θr,2s−1(ω−h−1
g αmα−1ωhg ⊗Ee (ω1 ⊗ ω1))

= (−1)r+1
t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)(ω−h−1
g αmα−1ωhg )ωg

= (−1)r+1
t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)ω−h−1
g αmα−1ωh+1

g .

Similarmente, se obtienen las otras igualdades.

Tensorizando M sobre Ee con el complejo (X∗, d∗) del Teorema 4.3.5 y usando las iden-

tificaciones ϑrs : M →M ⊗Ee Xrs, dadas por

ϑr,2s(m) = m ⊗Ee (ω1 ⊗ ω1) y ϑr,2s+1(m) = mω−1
g ⊗Ee (ω1 ⊗ ω1), se obtiene el complejo de

cadenas de Ee−módulos izquierdos

X∗(E,M) : X0 X1
d1oo X2

d2oo X3
d3oo · · · ,d4oo

donde Xn =
⊕
r+s=n

Mrs y dn =
∑
r+s=n
r+`>0

min (2,s)∑
`=0

d
`
rs , donde cada Mrs es una copia de M .

En efecto;

ya se sabe que la aplicación θrs : M⊗EeXrs →Mrs es un isomorfismo en ml
Ee , cuya inversa es

ϑrs : Mrs = M →M ⊗Ee Xrs. Entonces θn =
∑
r+s=n

θrs : M ⊗Ee Xn → Xn es un isomorfismo
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en ml
Ee , cuya inversa es ϑn.

Claramente Xn =
⊕
r+s=n

Mrs, donde Mrs = M , es un E−bimódulo.

Recordando que d
`
rs : Mrs →Mr+`−1,s−` es la aplicación dada por

d
`
rs = θr+`−1,s−` ◦ (M ⊗Ee d`rs) ◦ ϑrs, y que M ⊗Ee (−) es un funtor aditivo, por los Teoremas

4.3.5 y 4.3.6

d
`
n = θn−1 ◦ (M ⊗Ee d`n) ◦ ϑn

= θn−1 ◦ (M ⊗Ee
∑
r+s=n
r+`>0

min (2,s)∑
`=0

d`rs) ◦ ϑn

=
∑
r+s=n
r+`>0

min (2,s)∑
`=0

d
`
rs .

Considerando el diagrama conmutativo en que los morfismos verticales son isomorfismos

Xn−1 Xn
dnoo Xn+1

dn+1
oo

M ⊗Ee Xn−1

θn−1

OO

M ⊗Ee Xn

θn

OO

M⊗Eednoo M ⊗Ee Xn+1

θn+1

OO

M⊗Eedn+1
oo

y teniendo en cuenta que dndn+1 = 0 se obtiene

dndn+1 = (θn−1 ◦M ⊗Ee dn ◦ ϑn)(θn ◦M ⊗Ee dn+1 ◦ ϑn+1)

= θn−1 ◦M ⊗Ee dndn+1 ◦ ϑn+1 = 0 .

Por consiguiente, (X∗(E,M), d∗) es un complejo de cadenas de Ee−módulos izquierdos.

Teorema 4.3.11. [27, Theo. 3.1] La homoloǵıa de Hochschild H∗(E,M) de E con coeficien-

tes en M se expresa como la homoloǵıa de X∗(E,M).

Prueba. La conmutatividad del diagrama

Xn

dn

��

ϑn // M ⊗Ee Xn

M⊗Eedn

��

Xn−1 M ⊗Ee Xn−1
θn−1

oo
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indica que ϑ∗ : X∗(E,M) → M ⊗Ee (X∗, d∗) es un isomorfismo de complejos de cadenas de

E−bimódulos. Entonces Hn(X∗(E,M)) ∼= Hn(M ⊗Ee (X∗, d∗)), ∀n ≥ 0.

De acuerdo al Corolario 1.3.15, las dos resoluciones E ′−proyectivas de K[X]
〈Xt〉 of Ct denotadas

por (A∗, d) y (X∗, d∗) son homotópicamente equivalentes. Por el Lema 3.5.1 M ⊗Ee (·) es

un funtor aditivo, luego por el Teorema 3.5.2 la homoloǵıa de X∗(E,M) es la homoloǵıa de

Hochschild de E con coeficientes en M .

Sea ωgx = λxωg, ω
t
g = α, λt = 1 y g · x = λx donde λ ∈ µt(K). Se observa que

ωig =

 ωgi si 0 ≤ i ≤ t− 1

α si i = t ,
(4.57)

pues ω2
g = ωgωg = f(g, g)ωg2 = ωg2 ,

ω3
g = ω2

gωg = ωg2ωg = f(g2, g)ωg3 = ωg3 , en general ωig = ωi−1
g ωg = ωgi

para 0 ≤ i ≤ t− 1; ωtg = ωt−1
g ωg = ωgt−1ωg = f(gt−1, g)ωgt = αω1 = α .

Efectuando cálculos

ωg2x = ωg(ωgx) = ωg(λxωg)

= λ(ωgx)ωg = λ2xωg2 ; luego ωgix = λixωgi .

Ahora, tomando m = xjωgi en (4.51) :

d0
2r−1,s(x

jωgi) = x(xjωgi)− (xjωgi)x

= xj+1ωgi − xj(ωgix)

= xj+1ωgi − xj(λixωgi) = (1− λi)xj+1ωgi . (4.58)

Se observa que ωg3x
2 = (ωg3x)x = (λ3xωg3)x

= (λ3x)(λ3xωg3)

= λ2(3)x2ωg3 ; luego ωgix
h = λhixhωgi .
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Considerando m = xjωgi en (4.52):

d0
2r,s(x

jωgi) =
t−1∑
h=0

xt−h−1(xjωgi)x
h

=

t−1∑
h=0

xt+j−h−1(ωgix
h)

=
t−1∑
h=0

xt+j−h−1(λhixhωgi) =
t−1∑
h=0

λhixt+j−1ωgi . (4.59)

Sustituyendo m por xjωgi en la expresión (4.53):

d1
r,2s−1(xjωgi) = (−1)r(xjωgi − λ(t−2)[ r

2
]+rωg(x

jωgi)ω
−1
g );

donde ωgx
j = (ωgx

j−1)x

= (λj−1xj−1ωg)x = λjxjωg;

ωgiω
−1
g = ωigω

−1
g = ωi−1

g = ωgi−1 , asociando :

ωg(x
jωgi)ω

−1
g = (ωgx

j)(ωgiω
−1
g )

= (λjxjωg)(ωgi−1)

= λjxjf(g, gi−1)ωgi = λjxjωgi ,pues f(g, gi−1) = 1.

Como λt = 1, λ(t−2)[ r
2

]+r = λr−2[ r
2

], luego λ(t−2)[ r
2

]+rωg(x
jωgi)ω

−1
g = λj+r−2[ r

2
]xjωgi . Aśı,

d1
r,2s−1(xjωgi) = (−1)r(1− λj+r−2[ r

2
])xjωgi . (4.60)

Reemplazando m por xjωgi en la igualdad (4.54):

d1
r,2s(x

jωgi) = (−1)r+1
t−1∑
h=0

λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r)ω−h−1
g α(xjωgi)α

−1ωh+1
g ;

donde ω−h−1
g α = ω−h−1

g ωtg = ωt−h−1
g , α−1ωh+1

g = (ωt−h−1
g )−1 = (ωgt−h−1)−1 = α−1ωgh+1 ;

(ω−h−1
g α)xj = ωt−h−1

g xj

= ωgt−h−1xj = λj(t−h−1)xjωgt−h−1 ;
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ωgi(α
−1ωh+1

g ) = α−1f(gi, gh+1)ωgi+h+1 ,

Como f(gt−h−1, gi+h+1) = f(gi+h+1, gt−h−1), f(gh+1, gt−h−1) = α y gt = 1; por la con-

dición de cociclo f(gi, gh+1)f(gi+h+1, gt−h−1) = f(gh+1, gt−h−1)
gi
f(gi, gt), se deduce que

f(gi, gh+1)f(gt−h−1, gi+h+1) = α.

Asociando

ω−h−1
g α(xjωgi)α

−1ωh+1
g = [ω−h−1

g αxj ][ωgiα
−1ωh+1

g ]

= (λj(t−h−1)xjωgt−h−1)(α−1f(gi, gh+1)ωgi+h+1)

= λj(t−h−1)xjα−1f(gi, gh+1)f(gt−h−1, gi+h+1)ωgt+i

= λj(t−h−1)xjωgi = λj(−h−1)xjωgi ya que λt = 1 .

Puesto que λ(−h−1)((t−2)[ r
2

]+r) = λ(−h−1)(r−2[ r
2

]), resulta que

d1
r,2s(x

jωgi) = (−1)r+1
t−1∑
h=0

λ(−h−1)(j+r−2[ r
2

])xjωgi .

Del hecho que λt = 1 y λ−h−1 = λt−h−1, se deduce que
t−1∑
h=0

λ(−h−1)(j+r−2[ r
2

]) =

t−1∑
h=0

λh(j+r−2[ r
2

]); luego

d1
r,2s(x

jωgi) = (−1)r+1
t−1∑
h=0

λh(j+r−2[ r
2

])xjωgi . (4.61)

Es necesario recordar que la homoloǵıa de Hochschild de un producto cruzado E es dada

por HH∗(E) = H∗(E,E) (ver el Corolario 3.5.4).

Sea K un cuerpo y µt(K) el conjunto de las ráıces primitivas t-ésimas de la unidad en K.

Recordando que E = A of Ct es el producto cruzado de A con Ct, donde A =
K[X]

〈Xt〉
y

Ct = 〈g〉 = {1, g, . . . , gt−1}, se obtiene el siguiente resultado, que expresa la homoloǵıa de

Hochschild de grado n de E en términos de homoloǵıas de grado n de los complejos totales

de los complejos dobles asociados a E como en [27, Exam. 3.3]

Corolario 4.3.12. Si λ ∈ µt(K), entonces HHn (E) =

t−1⊕
i=0

Hn(X∗(Aωgi))

donde E =

t−1⊕
i=0

Aωgi.
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Prueba. Por la Observación 4.1.9 E = K[X]
〈Xt〉 ofα Ct donde α ∈ K∗. Aplicando la Proposición

4.3.7 y el Lema 4.3.3, se ve que el diagrama (4.50) es un complejo doble de cadenas. Consi-

derando la definición de d
`
rs dada en la Proposición 4.3.10, este complejo doble de cadenas,

mediante el funtor M ⊗Ee (−) se transforma en el complejo doble de cadenas siguiente

...

d
1
03

��

...

d
1
13

��

...

d
1
23

��

...

d
1
33

��

E

d
1
02

��

E
d
0
12oo

d
1
12

��

E
d
0
22oo

d
1
22

��

E
d
0
32oo

d
1
32

��

· · ·
d
0
42oo

E

d
1
01

��

E
d
0
11oo

d
1
11

��

E
d
0
21oo

d
1
21

��

E
d
0
31oo

d
1
31

��

· · ·
d
0
41oo

E E
d
0
10oo E

d
0
20oo E

d
0
30oo · · ·

d
0
40oo

(4.62)

Tomando M = E en el Teorema 4.3.11, se sabe que la homoloǵıa de Hochschild de E es la

homoloǵıa del complejo de cadenas (X∗(E,E), d∗), donde Xn =
⊕
r+s=n

Ers y

dn =
∑
r+s=n
r+`>0

min (1,s)∑
`=0

d
`
rs , Ers = E.

Puesto que E =

t−1⊕
i=0

Aωgi , se obtienen los morfismos inducidos

d`rs = d
`
rs|Aωgi : Aωgi → Aωgi que aparecen en (4.63) para ` = 0, 1. Luego, la estructura de

complejo doble de cadenas 4.62 se hereda a (4.63).

Para cada i = 0, . . . , t − 1 sea X∗(Aωgi) el complejo total del complejo doble de cadenas

(4.63), entonces X∗(E) = X∗(Aω1)⊕X∗(Aωg)⊕ · · · ⊕X∗(Aωgt−1). Del hecho que el funtor

de homoloǵıa es aditivo, se sigue que

HHn (E) = Hn(X∗(E)) = Hn(X∗(Aω1))⊕Hn(X∗(Aωg))⊕ · · · ⊕Hn(X∗(Aωgt−1))

=
t−1⊕
i=0

Hn(X∗(Aωgi)).

Se considera una K−álgebra A =
K[X]

〈Xt〉
=

t−1⊕
i=0

Kxi, donde x denota la clase de X en

A. El grupo ćıclico Ct = 〈g〉 de orden t actúa sobre A via g · x = λx. Entonces el producto
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cruzado del corolario anterior

E =
t−1⊕
i=0

Aωgi ,

de A con Ct es definido por ωgx = λxωg y ωtg = α.

En consecuencia, la homoloǵıa de Hochschild de E se reduce a las homoloǵıas de los complejos

de cadenas X∗(Aωgi) (0 ≤ i ≤ t− 1), donde cada X∗(Aωgi) es el complejo total del complejo

doble de cadenas:

...

d103

��

...

d113

��

...

d123

��

...

d133

��

Aωgi

d102

��

Aωgi
d012oo

d112

��

Aωgi
d022oo

d122

��

Aωgi
d032oo

d132

��

· · ·
d042oo

Aωgi

d101

��

Aωgi
d011oo

d111

��

Aωgi
d021oo

d121

��

Aωgi
d031oo

d131

��

· · ·
d041oo

Aωgi Aωgi
d010oo Aωgi

d020oo Aωgi
d030oo · · ·

d040oo

(4.63)

donde las diferenciales horizontales y verticales son dadas por:

d0
2r−1,s(x

jωgi) = (1− λi)xj+1ωgi ,

d0
2r,s(x

jωgi) =
t−1∑
h=0

λhixt+j−1ωgi ,

d1
r,2s−1(xjωgi) = (−1)r(1− λj+r−2[ r

2
])xjωgi ,

d1
r,2s(x

jωgi) = (−1)r+1
t−1∑
h=0

λh(j+r−2[ r
2

])xjωgi .

Estas igualdades fueron obtenidos en (4.58), (4.59), (4.60) y (4.61), respectivamente.

Proposición 4.3.13. Los morfismos horizontales y verticales de (4.63) satisfacen las iden-

tidades d0d0 = 0, d1d1 = 0 y d1d0 = −d0d1.

Prueba. Se debe verificar las tres afirmaciones siguientes:
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i) d0d0 = 0. Sea xjωgi ∈ Aωgi y r impar.

d0
r−1,sd

0
rs(x

jωgi) = (1− λi)d0
r−1,s(x

j+1ωgi)

= (1− λi)
t−1∑
h=0

λhixj+tωgi = 0 ya que λt = 1;

Sea r par, d0
r−1,sd

0
rs(x

jωgi) =
t−1∑
h=0

λhid0
r−1,s(x

j+t−1ωgi) = 0.

ii) d1d1 = 0. Sea xjωgi ∈ Aωgi y s par. Puesto que r − 2[ r2 ] =

 0, r par

1, r impar

d1
r,s−1d

1
rs(x

jωgi) = (−1)r+1
t−1∑
h=0

λh(j+r−2[ r
2

])d1
r,s−1(xjωgi)

=


−

t−1∑
h=0

λhj(1− λj)xjωgi , r par

−
t−1∑
h=0

λh(j+1)(1− λ(j+1))xjωgi , r impar

= 0.

Sea s impar. De manera similar, se obtiene que d1
r,s−1d

1
rs(x

jωgi) = 0.

iii) d1d0 = −d0d1. Suponga que s es par.

d0r,s−1d
1
rs(x

jωgi) = (−1)r+1
t−1∑
h=0

λh(j+r−2[
r
2 ])d0r,s−1(xjωgi)

=


−
t−1∑
h=0

λhj

(
t−1∑
k=0

λkixj+t−1ωgi

)
, r par

t−1∑
h=0

λh(j+1)(1− λi)xj+1ωgi , r impar

= −d1r−1,sd0rs(xjωgi);

Suponga que s es impar.

d0r,s−1d
1
rs(x

jωgi) = (−1)r(1− λj+r−2[ r2 ])d0r,s−1
(
xjωgi

)
=


(1− λj)

(
t−1∑
h=0

λhixj+t−1ωgi

)
, r par

−(1− λj+1)(1− λi)xj+1ωgi , r impar

= −d1r−1,sd0rs(xjωgi);

190



Caṕıtulo 5

Homoloǵıa de Hochschild de un

producto cruzado biparamétrico

K[X ]
〈Xt−a〉 of Ct

A partir del método de cálculo de homoloǵıa de Hochschild de álgebras monogénicas con

grupos ćıclicos finitos, según se establece en [27, Theo. 3.1], y eligiendo el valor α de f en K∗

(ver la Proposición 4.1.8), se desarrolla una técnica para completar el cálculo de homoloǵıa de

Hochschild de los productos cruzados de las secciones 4.2 y 4.3. Esta técnica se fundamenta en

la nonegatividad y aciclicidad de las columnas de los complejos dobles de cadenas asociados

al producto cruzado, aśı como en descomposición de sus complejos totales en la suma directa

de subcomplejos de cadenas. Esta idea surgió para resolver el siguiente problema: dada la

acción del grupo C2 = {1, g} sobre K[X]
〈X2〉 definida por g ·1 = 1, g ·x = −x cuando x = X+〈X2〉

y K es un cuerpo. Calcular la homoloǵıa de Hochschild del producto cruzado K[X]
〈X2〉 of C2.

La solución de este problema está inspirada en el cálculo de homoloǵıa de Hochschild del

producto cruzado K[X]
〈Xt−a〉 of Ct, introducido en la comunicación privada [27, Exam. 3.3]. En

dicho cálculo se considera el anillo K = Z[λ], donde λ es una ráız primitiva t-ésima de la

unidad, a es un elemento invertible de K y Ct es un grupo ćıclico de orden t. Este cálculo es

obtenido gracias a cinco fórmulas de homoloǵıa provenientes de complejos dobles de cadenas

asociados al producto cruzado.
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Para determinar la homoloǵıa de Hochschild del producto cruzado K[X]
〈X2−a〉 of C2, donde a es

un parámetro, las diferenciales horizontales y verticales de los complejos dobles de cadenas

asociados al producto cruzado fueron traducidas al lenguaje de matrices. Esta transformación

facilitó los cálculos, permetió la determinación de las propiedades de los complejos dobles y

la interpretación de la homoloǵıa de los complejos totales correspondientes.

Se descubrió que el problema propuesto es extendible al cálculo de la homoloǵıa de Hochschild

del producto cruzado K[X]
〈Xt〉 of Ct para t ≥ 3.

Con el fin de aplicarlos o adaptarlos a las resoluciones del problema propuesto y su extensión,

se establecieron resultados originales para calcular la homoloǵıa de Hochschild del producto

cruzado biparamétrico K[X]
〈Xt−a〉 of Ct, donde t ≥ 2. Estos resultados son el Lema 5.2.16 y

Lema 5.3.10 provistos de aquellos complementarios calculados o calculables, los calculados

son dados mediante lemas y proposiciones, y los calculables se realizan en la prueba de los

cinco resultados que se mencionarán en el siguiente parágrafo.

Los dos resultados principales obtenidos de la tesis son el Teorema 5.2.19 y el Teorema

5.3.12. Como resultados subyacentes, hemos obtenido el Teorema 5.2.18, el Teorema 5.2.17

y el Teorema 5.3.11, que fueron derivados considerando que la caracteŕıstica del cuerpo K es

dos y haciendo que el parámetro a de los productos cruzados biparamétricos sea diferente de

cero en el caso t dos y t es mayor o igual a tres, respectivamente.

5.1 El complejo total de un complejo doble

5.1.1 Homoloǵıa de un complejo total

Sea Λ un anillo unitario y ml
Λ una categoŕıa de Λ-módulos izquierdos.

Proposición 5.1.1. Sea A un complejo doble de cadenas sobre Λ no negativo, entonces

(TotA, d∗), donde (TotA)n =
⊕
r+s=n

Ars y dn := d1
0n +

n∑
r=1

min (n−r,1)∑
`=0

d`r,n−r, es un complejo de

cadenas.

Prueba. Se puede considerar A como el diagrama siguiente en ml
Λ, donde d0d0 = 0, d1d1 = 0
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y d1d0 = −d0d1:

...

d103

��

...

d113

��

...

d123

��

...

d133

��

A02

d102

��

1

A12
d012oo

d112

��

A22
d022oo

d122

��

A32
d032oo

d132

��

· · ·
d042oo

A01

d101

��

A11
d011oo

d111

��

2

A21
d021oo

d121

��

A31
d031oo

d131

��

· · ·
d041oo

A00 A10
d010oo A20

d020oo A30
d030oo · · ·

d040oo

(5.1)

Se debe probar que dndn+1 = 0 para n ≥ 1.

Si n = 1, es claro que d1d2 = 0.

Si n = 2, se deduce que d2d3 = 0. En efecto, para abreviar, sea An = (TotA)n. Puesto que

d3 : A3 → A2 y a = (a1, a2, a3, , a4) ∈ A03 ⊕A12 ⊕A21 ⊕A30 = A3,

d3(a) = d1
03(a1) + d0

12(a2)︸ ︷︷ ︸
∈A02

+ d1
12(a2) + d0

21(a3)︸ ︷︷ ︸
∈A11

+ d1
21(a3) + d0

30(a4)︸ ︷︷ ︸
∈A20

; de modo que

d1
02d3(a) = d1

02d
1
03(a1) + d1

02d
0
12(a2)

d0
11d3(a) = d0

11d
1
12(a2) + d0

11d
0
21(a3)

d1
11d3(a) = d1

11d
1
12(a2) + d1

11d
0
21(a3)

d0
20d3(a) = d0

20d
1
21(a3) + d0

20d
0
30(a4)


(5.2)

Por la semi-exactitud de las filas y las columnas de (5.1) se tiene d1
02d

1
03 = 0, d0

11d
0
21 = 0,

d1
11d

1
12 = 0 y d0

20d
0
30 = 0. De la anticonmutatividad de 1 y 2 , d1

02d
0
12 + d0

11d
1
12 = 0 y

d1
11d

0
21 + d0

20d
1
21 = 0. Luego, sumando miembro a miembro las igualdades de (5.2) se obtiene

que d2d3(a) = 0.

Si n ≥ 3, entonces dndn+1 = 0. En efecto, del hecho que

dn+1 : An+1 → An, a = (a1, . . . , an+2) ∈ An+1 por definición se tiene

dn+1(a) = d1
0,n+1(a1) +

1∑
`=0

d`1n(a2) +d0
2,n−1(a3) + · · ·+

1∑
r=0

d`n1(an+1) +d0
n+1,0(an+2); de modo

193



que

d1
0ndn+1(a) = d1

0nd
1
0,n+1(a1) + d1

0nd
0
1n(a2)

d0
1,n−1dn+1(a) = d0

1,n−1d
1
1n(a2) + d0

1,n−1d
0
2,n−1(a3)

d1
1,n−1dn+1(a) = d1

1,n−1d
1
1n(a2) + d1

1,n−1d
0
2,n−1(a3)

...

d1
n−1,1dn+1(a) = d1

n−1,1d
1
n−1,2(an) + d1

n−1,1d
0
n1(an+1)

d0
n0dn+1(a) = d0

n0d
1
n1(an+1) + d0

n0d
0
n+1,0(an+2)


(5.3)

Puesto que d1
0nd

1
0,n+1 = 0, d0

1,n−1d
0
2,n−1 = 0, d1

1,n−1d
1
1n = 0, . . ., d1

n−1,1d
1
n−1,2 = 0 y

d0
n0d

0
n+1,0 = 0; de la anticonmutatividad de 1 , . . ., n , d1

0nd
0
1n + d0

1,n−1d
1
1n = 0, . . ., y

d1
n−1,1d

0
n1 + d0

n0d
1
n1 = 0. Luego, sumando miembro a miembro las igualdades de (5.3) se

deduce que dndn+1(a) = 0.

Observación 5.1.2. De la proposición anterior, Im (dn+1) ⊆ Ker (dn) para n ≥ 1.

El complejo doble de cadenas es un objeto relevante en álgebra homológica. Para obtener

nociones de este objeto con detalles adicionales, se puede consultar las referencias [20], [29]

y [10].

Definición 5.1.3. Sea n un entero no negativo y D = (TotA, d∗) el complejo doble de la

proposición anterior. La homoloǵıa de grado n del complejo total Tot(D) se define como el

Λ−módulo cociente

Hn (Tot(D)) =
Ker (dn)

Im (dn+1)
.

5.1.2 Homoloǵıa de columnas y franjas

Los resultados el Lema 5.2.16 y el Lema 5.3.10 son expresados en términos de homoloǵıas de

una columna y franjas.

Complejos dobles asociados a K[X]
〈X2−a〉 of C2

Teniendo en cuenta [27, Theo. 3.1] e imponiendo la condición de que el valor α del 2−cociclo

f sea un elemento invertible de K, se puede formular la siguiente definición para un producto

cruzado monoparamétrico, donde a se considera parámetro.
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Definición 5.1.4. Los complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado

K[X]
〈X2−a〉 of C2 son los dados en (4.33) para i = 0, 1.

La traducción de las diferenciales horizontales y verticales de estos complejos dobles a

matrices produce los complejos dobles 1D y gD, dados en (5.4) y (5.7), respectivamente.

Complejos dobles asociados a K[X]
〈Xt−a〉 of Ct

Teniendo en cuenta [27, Theo. 3.1] e imponiendo la condición de que el valor α del 2−cociclo

f sea un elemento invertible de K, se puede formular la siguiente definición para un producto

cruzado biparamétrico, donde a y t se consideran parámetros.

Definición 5.1.5. Los complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado

K[X]
〈Xt−a〉 of Ct son los dados en (4.63) para i = 0, . . . , t− 1.

La traducción de las diferenciales horizontales y verticales de estos complejos dobles a

matrices produce los complejos dobles 1D y giD, dados en (5.10) y (5.13), respectivamente.

5.2 Homoloǵıa de Hochschild del producto cruzado

K[X]
〈X2−a〉 of C2

Para determinar la homoloǵıa de Hochschild del producto cruzado K[X]
〈X2−a〉 of C2 donde a es

un parámetro, se tradujeron las diferenciales horizontales y verticales de los complejos dobles

de cadenas asociados al producto cruzado al lenguaje de matrices, tales complejos dobles se

definen en la Definición 5.1.4, donde A =
K[X]

〈X2 − a〉
. El cálculo de esta homoloǵıa se obtiene

mediante algunos resultados de álgebra homológica, como sigue:
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Sea 1D el complejo doble de cadenas:

...

d104

(
−2 0

0 0

)
��

...

M1

��

...

M2

��

...

M1

��

...

M2

��

...

M1

��

K2

d103

(
0 0

0 2

)
��

K2Noo

M2 d

��

K2M3oo

M1

��

K2Noo

M2

��

K2M3oo

M1

��

K2Noo

M2

��

· · ·M3oo

K2

d102

(
−2 0

0 0

)
��

K2Noo

M1

��

K2M3

d′
oo

M2 d′′

��

K2Noo

M1

��

K2M3oo

M2

��

K2Noo

M1

��

· · ·M3oo

K2

d101

(
0 0

0 2

)
��

K2Noo

M2

��

K2M3oo

M1

��

K2Noo

M2

��

K2M3oo

M1

��

K2Noo

M2

��

· · ·M3oo

K2 K2

d010

Noo K2

d020

M3oo K2

d030

Noo K2

d040

M3oo K2

d050

Noo · · ·
d060

M3oo

(5.4)

donde M1 =

 0 0

0 2

, M2 =

 −2 0

0 0

, M3 =

 0 2a

2 0

 y N =

 0 0

0 0

.

La representación matricial de d1
01 : Aω1 → Aω1 en la base {ω1, xω1} de Aω1 es

M1 =

 0 0

0 2

 .

Sea X0 = Tot(1D0) y X2j−1,2j = Tot(1D2j−1,2j) para j ≥ 1.

Proposición 5.2.1. Sea X = X∗(Aω1) = Tot(1D). Entonces

X = X0 ⊕X12 ⊕X34 ⊕ · · · (5.5)

es una suma directa de complejos de cadenas.

Prueba. Sabemos que Tot(1D) es un complejo de cadenas, cuya n−ésima componente es una

suma directa de K−espacios vectoriales, donde el operador borde

dn : Tot(1D)n → Tot(1D)n−1 (5.6)

es una aplicación lineal que va de una suma directa de K−espacios vectoriales en una suma

directa de K−espacios vectoriales.
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Observando que los morfismos horizontales que parten de la columna impar de 1D son nulos,

podemos descomponer Tot(1D) en una suma directa de complejos de cadenas, aśı

Tot(1D) = Tot(1D0)⊕ · · · ⊕ Tot(1D2j−1,2j)⊕ · · ·

= Tot(1D0)⊕

⊕
≥1

Tot(1D2j−1,2j)

 .

Haciendo X0 = Tot(1D0) y X2j−1,2j = Tot(1D2j−1,2j) para j ≥ 1, concluimos que

X = X0 ⊕X12 ⊕X34 ⊕ · · · .

Sea gD el complejo doble de cadenas:

...

d104

(
−2 0

0 0

)
��

...

M1

��

...

M2

��

...

M1

��

...

M2

��

...

N

��

K2

d103

(
0 0

0 2

)
��

K2M3oo

M2

��

K2Noo

M1 d

��

K2M3oo

M2

��

K2Noo

M1

��

K2M3oo

M2

��

· · ·Noo

K2

d102

(
−2 0

0 0

)
��

K2M3oo

M1

��

K2Noo

M2

��

K2M3

d′
oo

M1 d′′

��

K2Noo

M2

��

K2M3oo

M1

��

· · ·Noo

K2

d101

(
0 0

0 2

)
��

K2M3oo

M2

��

K2Noo

M1

��

K2M3oo

M2

��

K2Noo

M1

��

K2M3oo

M2

��

· · ·Noo

K2 K2

d010

M3oo K2

d020

Noo K2

d030

M3oo K2

d040

Noo K2

d050

M3oo · · ·
d060

Noo

(5.7)

donde M1 =

 0 0

0 2

, M2 =

 −2 0

0 0

, M3 =

 0 2a

2 0

 y N =

 0 0

0 0

.

La representación matricial de d1
01 : Aωg → Aωg en la base {ωg, xωg} de Aωg es

M1 =

 0 0

0 2

 .

Sea X2j,2j+1 = Tot(gD2j,2j+1) para j ≥ 0.

Proposición 5.2.2. Sea X = X∗(Aωg) = Tot(gD). Entonces

X = X01 ⊕X23 ⊕X45 ⊕ · · · (5.8)

es una suma directa de complejos de cadenas.
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Prueba. Sabemos que Tot(gD) es un complejo de cadenas, cuya n−ésima componente es una

suma directa de K−espacios vectoriales, donde el operador borde

dn : Tot(gD)n → Tot(gD)n−1 (5.9)

es una aplicación lineal que va de una suma directa de K−espacios vectoriales en una suma

directa de K−espacios vectoriales.

Observando que los morfismos horizontales que parten de la columna par de gD son nulos,

podemos descomponer Tot(gD) en una suma directa de complejos de cadenas, aśı

Tot(gD) = Tot(gD01)⊕ · · · ⊕ Tot(gD2j,2j+1)⊕ · · ·

=
⊕
≥0

Tot(gD2j,2j+1) .

Haciendo X2j,2j+1 = Tot(gD2j,2j+1) para j ≥ 0, concluimos que

X = X01 ⊕X23 ⊕X45 ⊕ · · · .

Proposición 5.2.3. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica diferente de 2. Las columnas de 1D

y gD son complejos de cadenas aćıclicas.

Prueba. Observando los complejos dobles de cadenas 1D y gD dados en (5.4) y (5.7), vemos

que es suficiente verificar las igualdades Ker
(
d1

01

)
= Im

(
d1

02

)
y Ker

(
d1

02

)
= Im

(
d1

03

)
.

i) Teniendo en cuenta que d1
01(x1, x2) = (0, 2x2), d1

02(y1, y2) = (−2y1, 0); se ve que

d1
01d

1
02(y1, y2) = (0, 0), luego Im

(
d1

02

)
⊆ Ker

(
d1

01

)
. Rećıprocamente, si x ∈ Ker

(
d1

01

)
,

d1
01(x) = d1

01(x1, x2) = (0, 2x2) = (0, 0).

Luego x = (x1, 0); de modo que existe (y1, 0) = (−1
2x1, 0) tal que d1

02(y1, 0) = (x1, 0). Aśı,

x ∈ Im
(
d1

02

)
. Por consiguiente, Ker

(
d1

01

)
= Im

(
d1

02

)
.

ii) Recordando que d1
03(z1, z2) = (0, 2z2), se ve que d1

02d
1
03(z1, z2) = (0, 0), luego

Im
(
d1

03

)
⊆ Ker

(
d1

02

)
. Rećıprocamente, si y ∈ Ker

(
d1

02

)
,

d1
02(y) = d1

02(y1, y2) = (−2y1, 0) = (0, 0).

Luego y = (0, y2); de modo que existe (0, z2) = (0, 1
2y2) tal que d1

03(0, z2) = (0, y2). Aśı,

y ∈ Im
(
d1

03

)
. Por consiguiente, Ker

(
d1

02

)
= Im

(
d1

03

)
.
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Esta proposición nos dice que los complejos de cadenas X0, X1, X2,. . ., son aćıclicos.

Proposición 5.2.4. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica diferente de 2 y sea

Xj = Tot(1Dj) = Tot(gDj), entonces Hn (Xj) = δn,jHj (Xj).

Prueba. Observando que los complejos dobles de cadenas 1D y gD tienen los mismos mor-

fismos verticales, Xj es el complejo total de la j−ésima columna de ambos complejos dobles

de cadenas para j = 0, 1, 2, . . ..

Supongamos que j = 0. Entonces para n = 0, H0(X0) =
〈e1, e2〉
〈2e2〉

= 〈e1〉 = Ke1.

Si n ≥ 1, entonces Hn(X0) = 0 pues X0 es un complejo aćıclico.

Sea j = 1. Entonces para n = 0, tenemos que H0(X1) = 0 pues 1D y gD están en el primer

cuadrante; para n = 1,

H1(X1) =
〈e3, e4〉
〈2e3〉

= 〈e4〉 = Ke4.

Si n ≥ 2, entonces Hn(X1) = 0 pues X1 es un complejo aćıclico.

Sea j = 2m > 0. Para 0 ≤ n < j, Hn(Xj) = 0 pues 1D y gD están en el primer cuadrante;

Hn(Xn) =
〈e2n+1, e2(n+1)〉
〈2e2(n+1)〉

= 〈e2n+1〉 = 〈e4m+1〉.

Si n ≥ j + 1, entonces Hn(Xj) = 0 pues Xj es un complejo aćıclico.

Sea j = 2m−1 > 0. Para 0 ≤ n < j, Hn(Xj) = 0 pues 1D y gD están en el primer cuadrante;

Hn(Xn) =
〈e2n+1, e2(n+1)〉
〈2e2n+1〉

= 〈e2(n+1)〉 = 〈e4m〉.

Si n ≥ j+ 1, entonces Hn(Xj) = 0 pues Xj es un complejo aćıclico. Por lo tanto, concluimos

que Hn (Xj) = δn,jHj (Xj).

Observación 5.2.5. En particular se tiene:

H2j(X2j) = 〈e4j+1〉 = Ke4j+1 (j ≥ 0);

H2j−1(X2j−1) = 〈e4j〉 = Ke4j (j ≥ 1);

H2j+1(X2j+1) = H2(j+1)−1(X2(j+1)−1) = 〈e4(j+1)〉 = Ke4j+4 (j ≥ 0).

Teniendo en cuenta la Proposición 5.2.1, obtenemos la siguiente

Proposición 5.2.6. Para la sucesión exacta corta de complejos de cadenas

X2j−1 �−→ X2j−1,2j −→−→ X2j, el morfismo de conección ∂2j : H2j(X2j)→ H2j−1(X2j−1) es

un isomorfismo.
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Prueba. Por la observación anterior, se define

∂2 : H2(X2) = Ke5 → H1(X1) = Ke4

por ∂2(λe5) = λe4, la cual es una aplicación K−lineal, cuya inversa es dada por

∂−1
2 (λe4) = λe5. Por consiguiente, ∂2 es un isomorfismo.

En general, para j ≥ 1 se define

∂2j : H2j(X2j) = Ke4j+1 → H2j−1(X2j−1) = Ke4j

por ∂2j(λe4j+1) = λe4j .

Claramente, ∂2j es una aplicación K−lineal, cuya inversa es dada por ∂−1
2j (λe4j) = λe4j+1.

Por consiguiente, el morfismo de conección ∂2j es un isomorfismo para j ≥ 1.

Lema 5.2.7. Para todo j ≥ 1, se tiene que Hn (X2j−1,2j) = 0, ∀n ∈ N0 \ {2j − 1, 2j}.

Prueba. Para la sucesión exacta corta de complejos de cadenas

X2j−1 �−→ X2j−1,2j −→−→ X2j ,

por [10, Theo. IV.2.1] existe la sucesión exacta larga de homoloǵıas

H2j−2(X2j−1) // H2j−2(X2j−1,2j) // H2j−2(X2j) // · · ·

H2j−1(X2j)

OO

H2j−1(X2j−1,2j)oo H2j−1(X2j−1) = Ke4j
oo

H2j(X2j−1) // H2j(X2j−1,2j) // H2j(X2j) = Ke4j+1

∼ ∂2j

OO

H2j+1(X2j)

OO

H2j+1(X2j−1,2j)oo H2j+1(X2j−1)oo · · ·oo

donde el isomorfismo vertical, ∂2j , proviene de la Proposición 5.2.6.

Por la exactitud de esta sucesión larga de homoloǵıas y la Proposición 5.2.4, deducimos que

Hn (X2j−1,2j) = 0, ∀n ∈ N0 \ {2j − 1, 2j}.

Teniendo en cuenta la Proposición 5.2.2, obtenemos la siguiente
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Proposición 5.2.8. Para la sucesión exacta corta de complejos de cadenas

X2j �−→ X2j,2j+1 −→−→ X2j+1,

el morfismo de conección ∂2j+1 : H2j+1(X2j+1)→ H2j(X2j) es un isomorfismo.

Prueba. Por la Observación 5.2.5, se define

∂1 : H1(X1) = Ke4 → H0(X0) = Ke1

por ∂1(λe4) = λe1. Claramente, ∂1 es una aplicación K−lineal y su inversa es dada por

∂−1
1 (λe1) = λe4. Por consiguiente, ∂1 es un isomorfismo.

En general, para j ≥ 0 se define

∂2j+1 : H2j+1(X2j+1) = Ke4j+4 → H2j(X2j) = Ke4j+1

por ∂2j+1(λe4j+4) = λe4j+1.

Se nota que ∂2j+1 es una aplicación K−lineal y su inversa es dada por ∂−1
2j+1(λe4j+1) = λe4j+4.

Por lo tanto, concluimos que el morfismo de conección ∂2j+1 es un isomorfismo para j ≥ 0.

Lema 5.2.9. Para todo j ≥ 0, se tiene que Hn (X2j,2j+1) = 0, ∀n ∈ N0 \ {2j, 2j + 1}.

Prueba. Para la sucesión exacta corta de complejos de cadenas

X2j �−→ X2j,2j+1 −→−→ X2j+1,

por [10, Theo. IV.2.1] existe la sucesión exacta larga de homoloǵıas

H2j−1(X2j) // H2j−1(X2j,2j+1) // H2j−1(X2j+1) // · · ·

H2j(X2j+1)

OO

H2j(X2j,2j+1)oo H2j(X2j) = Ke4j+1
oo

H2j+1(X2j) // H2j+1(X2j,2j+1) // H2j+1(X2j+1) = Ke4j+4

∼ ∂2j+1

OO

H2j+2(X2j+1)

OO

H2j+2(X2j,2j+1)oo H2j+2(X2j)oo · · ·oo
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donde el isomorfismo vertical, ∂2j+1, proviene de la Proposición 5.2.8.

Por la exactitud de esta sucesión larga de homoloǵıas y la Proposición 5.2.4, deducimos que

Hn (X2j,2j+1) = 0, ∀n ∈ N0 \ {2j, 2j + 1}.

Sea 1Ker (dn) el núcleo del operador borde dado en (5.6). Para n par la condición de borde

inferior es z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′); para n impar la condición de borde inferior es

z0 = (z1, z2) ∈ Ker
(
d0
n0

)
= Ker(0).

Podemos deducir que 1Ker (d2m) = 〈e2, e4, e6 + ae3, . . . , e4m, e4m+2 + ae4m−1〉 y

1Ker (d2m+1) = 〈e1, e3, e4 − e5, . . . , e4m−1, e4m − e4m+1, e4m+3, e4m+4〉.

Proposición 5.2.10. Para n ≥ 3, y ∈ 1Ker (dn) si y sólo si y0 ∈ Ker
(
d1

0n

)
,

[(y2k−1, y2k), (y2(k+1)−1, y2(k+1))] ∈ Ker (d, d′, d′′) y se cumple la condición de borde inferior

si y = y0 +
∑

(y2k−1, y2k) + z0.

Prueba. i) Sea n = 2m para m ≥ 2.

Si m = 2, y ∈ 1Ker (d4) si y sólo si y = c1e2 + c2e4 + c3(e6 + ae3) + c4e8 + c5(e10 + ae7) para

algunos c1, c2, c3, c4, c5 ∈ K; de modo que y = (0, c1, ac3, c2, 0, c3, ac5, c4, 0, c5).

Sean y0 = (0, c1); (y1, y2) = (ac3, c2), (y3, y4) = (0, c3); (z1, z2) = (ac5, c4), (z3, z4) = (0, c5).

Entonces  −2 0

0 0

 0

c1

 =

 0

0

 = 0;

 −2 0

0 0

 ac3

c2

+

 0 2a

2 0

 0

c3

⊕
 −2 0

0 0

 0

c3

 = 0⊕ 0;

 −2 0

0 0

 ac5

c4

+

 0 2a

2 0

 0

c5

 = 0.

Esto significa que

y0 ∈ Ker
(
d1

04

)
; [(y1, y2), (y3, y4)] ∈ Ker

(
d, d′, d′′

)
y z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker

(
d, d′

)
.

Rećıprocamente, si y = y0 + [(y1, y2) + (y3, y4)] + (z1, z2) + (z3, z4), y0 = (b1, c1);

asumiendo que se cumplen las tres condiciones : y0 ∈ Ker
(
d1

04

)
implica que −2 0

0 0

 b1

c1

 =

 −2b1

0

 =

 0

0

 ,
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luego y0 = (0, c1); −2 0

0 0

 y1

y2

+

 0 2a

2 0

 y3

y4

⊕
 −2 0

0 0

 y3

y4

 = 0⊕ 0,

luego y1 = ay4, y3 = 0; −2 0

0 0

 z1

z2

+

 0 2a

2 0

 z3

z4

 =

 0

0

 ,

luego z1 = az4, z3 = 0. Por lo tanto,

y = (0, c1, ay4, y2, 0, y4, az4, z2, 0, z4)

= c1e2 + y2e4 + y4(e6 + ae3) + z2e8 + z4(e10 + ae7) ∈ 1Ker (d4).

En general, para m ≥ 2 se tiene y ∈ 1Ker (d2m) si y sólo si

y = c1e2 + c2e4 + c3(e6 + ae3) + · · ·+ c2me4m + c2m+1(e4m+2 + ae4m−1)

para algunos c1, c2, c3, . . . , c2m, c2m+1 ∈ K;

de modo que y = (0, c1, ac3, c2, 0, c3, . . . , ac2m+1, c2m, 0, c2m+1).

Sean y0 = (0, c1); (y1, y2) = (ac3, c2), (y3, y4) = (0, c3), (y5, y6) = (ac5, c4),

(y7, y8) = (0, c5), . . ., (y4m−7, y4m−6) = (ac2m−1, c2m−2), (y4m−5, y4m−4) = (0, c2m−1).

Aśı, para 1 ≤ k ≤ 2(m− 1) se tiene (y2k−1, y2k) =

 (ack+2, ck+1), k impar

(0, ck+1), k par
;

(z1, z2) = (ac2m+1, c2m), (z3, z4) = (0, c2m+1). Entonces por un lado −2 0

0 0

 0

c1

 =

 0

0

 = 0.

Por otro lado, considerando que k es impar, haciendo k = 2f − 1 se ve que

(y2k−1, y2k) = (y4f−3, y2(2f−1)) = (ac2f+1, c2f ),

(y2(k+1)−1, y2(k+1)) = (y4f−1, y2(2f)) = (0, c2f+1) son tales que −2 0

0 0

 ac2f+1

c2f

+

 0 2a

2 0

 0

c2f+1

⊕
 −2 0

0 0

 0

c2f+1

 = 0⊕ 0

para 1 ≤ f ≤ m− 1; −2 0

0 0

 ac2m+1

c2m

+

 0 2a

2 0

 0

c2m+1

 = 0.
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Esto significa que

y0 ∈ Ker
(
d1

0,2m

)
; [(y2k−1, y2k), (y2(k+1)−1, y2(k+1))] ∈ Ker (d, d′, d′′) para k impar tal que

1 ≤ k ≤ 2m− 3 y z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′).

Rećıprocamente, si y = y0 +

2(m−1)∑
k=1

(y2k−1, y2k) + (z1, z2) + (z3, z4), y0 = (b1, c1); asumiendo

que se cumplen las tres condiciones : y0 ∈ Ker
(
d1

0,2m

)
implica que

 −2 0

0 0

 b1

c1

 =

 −2b1

0

 =

 0

0

 ,

luego y0 = (0, c1);

 −2 0

0 0

 y2k−1

y2k

+

 0 2a

2 0

 y2(k+1)−1

y2(k+1)

⊕
 −2 0

0 0

 y2(k+1)−1

y2(k+1)

 = 0⊕ 0,

luego y2k−1 = ay2(k+1), y2k+1 = 0 para k impar tal que 1 ≤ k ≤ 2m− 3; −2 0

0 0

 z1

z2

+

 0 2a

2 0

 z3

z4

 =

 0

0

 ,

luego z1 = az4, z3 = 0. Por lo tanto,

y = (0, c1, ay4, y2, 0, y4, . . . , ay4m−4, y4m−6, 0, y4m−4, az4, z2, 0, z4)

= c1e2 + y2e4 + y4(e6 + ae3) + · · ·+ y4m−6e4m−4 + y4m−4(e4m−2 + ae4m−5) + z2e4m

+ z4(e4m+2 + ae4m−1) ∈ 1Ker (d2m).

ii) Sea n = 2m+ 1 para m ≥ 1. Sabemos que y ∈ 1Ker (d2m+1) si y sólo si

y = b1e1 + b2e3 + c2(e4 − e5) + · · ·+ b2me4m−1 + c2m(e4m − e4m+1) + b2(m+1)e4m+3 + c2(m+1)e4(m+1)

para algunos b1, b2, c2, . . . , b2m, c2m, b2m+2, c2m+2 ∈ K; de modo que

y = (b1, 0, b2, c2,−c2, 0, . . . , b2m, c2m,−c2m, 0, b2m+2, c2m+2).

Sean y0 = (b1, 0); (y1, y2) = (b2, c2), (y3, y4) = (−c2, 0), (y5, y6) = (b4, c4),

(y7, y8) = (−c4, 0), . . ., (y4m−3, y4m−2) = (b2m, c2m), (y4m−1, y4m) = (−c2m, 0).

Aśı, para 1 ≤ k ≤ 2m se tiene (y2k−1, y2k) =

 (bk+1, ck+1), k impar

(−ck, 0), k par
;

(z1, z2) = (b2m+2, c2m+2). Entonces por un lado 0 0

0 2

 b1

0

 =

 0

0

 = 0.
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Por otro lado, considerando que k es impar, haciendo k = 2f − 1 se ve que

(y2k−1, y2k) = (y4f−3, y2(2f−1)) = (b2f , c2f ),

(y2(k+1)−1, y2(k+1)) = (y4f−1, y2(2f)) = (−c2f , 0) son tales que 0 0

0 2

 b2f

c2f

+

 0 2a

2 0

 −c2f
0

⊕
 0 0

0 2

 −c2f
0

 = 0⊕ 0

para 1 ≤ f ≤ m;  0 0

0 0

 b2m+2

c2m+2

 = 0.

Esto significa que y0 ∈ Ker
(
d10,2m+1

)
; [(y2k−1, y2k), (y2(k+1)−1, y2(k+1))] ∈ Ker (d, d′, d′′) para k impar

tal que 1 ≤ k ≤ 2m− 1, y se cumple la condición de borde inferior:

z0 = (z1, z2) ∈ Ker
(
d02m+1,0

)
= Ker (0).

Rećıprocamente, si y = y0 +

2m∑
k=1

(y2k−1, y2k) + (z1, z2), y0 = (b1, c1); asumiendo que se cumplen las

tres condiciones : y0 ∈ Ker
(
d10,2m+1

)
implica que

 0 0

0 2

 b1

c1

 =

 0

2c1

 =

 0

0

 ,

luego y0 = (b1, 0); 0 0

0 2

 y2k−1

y2k

+

 0 2a

2 0

 y2(k+1)−1

y2(k+1)

⊕
 0 0

0 2

 y2(k+1)−1

y2(k+1)

 = 0⊕ 0,

luego y2k+1 = −y2k, y2(k+1) = 0 para k impar tal que 1 ≤ k ≤ 2m− 1;

 0 0

0 0

 z1

z2

 =

 0

0


para todo z1 y z2. Por lo tanto,

y = (b1, 0, y1, y2,−y2, 0, . . . , y4m−3, y4m−2,−y4m−2, 0, z1, z2)

= b1e1 + y1e3 + y2(e4 − e5) + · · ·+ y4m−3e4m−1 + y4m−2(e4m − e4m+1) + z1e4m+3

+ z2e4m+4 ∈ 1Ker (d2m+1).

Observación 5.2.11. y ∈ 1Ker (d1) si y sólo si y0 ∈ Ker
(
d1

01

)
y se cumple la condición de

borde inferior : z0 = (z1, z2) ∈ Ker(0) si y = y0 + z0.

Si m = 0, y ∈ 1Ker (d1) si y sólo si y = b1e1 + b2e3 + c2e4 para algunos b1, b2, c2 ∈ K; de
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modo que y = (b1, 0, b2, c2).

Sean y0 = (b1, 0), (z1, z2) = (b2, c2). Entonces 0 0

0 2

 b1

0

 =

 0

0

 y

 0 0

0 0

 b2

c2

 =

 0

0

.

Esto significa que y0 ∈ Ker
(
d1

01

)
y se cumple la condición de borde inferior:

z0 = (z1, z2) ∈ Ker
(
d0

10

)
= Ker (0).

Rećıprocamente, si y = y0 + (z1, z2), y0 = (b1, c1); asumiendo que se cumplen las dos condi-

ciones : y0 ∈ Ker
(
d1

01

)
implica que 0 0

0 2

 b1

c1

 =

 0

2c1

 =

 0

0

 ,

luego y0 = (b1, 0). La condición de borde inferior es dada por 0 0

0 0

 z1

z2

 =

 0

0


para todo z1 y z2. Por lo tanto, y = (b1, 0, z1, z2) = b1e1 + z1e3 + z2e4 ∈ 1Ker (d1).

Observación 5.2.12. y ∈ 1Ker (d2) si y sólo si y0 ∈ Ker
(
d1

02

)
y se cumple la condición de

borde inferior : z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′) si y = y0 + z0.

Si m = 1, y ∈ 1Ker (d2) si y sólo si y = c1e2 + c2e4 + c3(e6 + ae3) para algunos c1, c2, c3 ∈ K;

de modo que y = (0, c1, ac3, c2, 0, c3).

Sean y0 = (0, c1), (z1, z2) = (ac3, c2), (z3, z4) = (0, c3). Entonces −2 0

0 0

 0

c1

 =

 0

0

 y

 −2 0

0 0

 ac3

c2

+

 0 2a

2 0

 0

c3

 =

 0

0

.

Esto significa que y0 ∈ Ker
(
d1

02

)
y se cumple la condición de borde inferior :

z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′).

Rećıprocamente, si y = y0 + (z1, z2) + (z3, z4), y0 = (b1, c1); asumiendo que se cumplen las

dos condiciones : y0 ∈ Ker
(
d1

02

)
implica que −2 0

0 0

 b1

c1

 =

 −2b1

0

 =

 0

0

 ,
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luego y0 = (0, c1). La condición de borde inferior es dada por −2 0

0 0

 z1

z2

+

 0 2a

2 0

 z3

z4

 =

 0

0

 ,

luego z1 = az4, z3 = 0. Por lo tanto,

y = (0, c1, az4, z2, 0, z4) = c1e2 + z2e4 + z4(e6 + ae3) ∈ 1Ker (d2).

Sea gKer (dn) el núcleo del operador borde dado en (5.9). Para n par la condición de

borde inferior es z0 = (z1, z2) ∈ Ker
(
d0
n0

)
= Ker(0); para n impar la condición de borde

inferior es z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′).

Podemos deducir que gKer (d2m) = 〈e2, e4 + ae1, . . . , e4m−2, e4m + ae4m−3, e4m+1, e4m+2〉;

gKer (d2m+1) = 〈e1, e2 − e3, . . . , e4m+1, e4m+2 − e4m+3, δ0,ae4m+4〉.

Proposición 5.2.13. Para n ≥ 2, y ∈ gKer (dn) si y sólo si

[(y2k−1, y2k), (y2(k+1)−1, y2(k+1))] ∈ Ker
(
d, d′, d′′

)
y se cumple la condición de borde inferior si y =

∑
(y2k−1, y2k) + z0.

Prueba. i) Sea n = 2m para m ≥ 1. Sabemos que y ∈ gKer (d2m) si y sólo si

y = c1e2 + c2(e4 + ae1) + · · ·+ c2m−1e4m−2 + c2m(e4m + ae4m−3) + b2m+1e4m+1 + c2m+1e4m+2

para algunos c1, c2, . . . , c2m−1, c2m, c2m+1, b2m+1 ∈ K; de modo que

y = (ac2, c1, 0, c2, . . . , ac2m, c2m−1, 0, c2m, b2m+1, c2m+1).

Sean (y1, y2) = (ac2, c1), (y3, y4) = (0, c2), (y5, y6) = (ac4, c3),

(y7, y8) = (0, c4), . . ., (y4m−3, y4m−2) = (ac2m, c2m−1), (y4m−1, y4m) = (0, c2m).

Aśı, para 1 ≤ k ≤ 2m se tiene (y2k−1, y2k) =

 (ack+1, ck), k impar

(0, ck), k par
;

(z1, z2) = (b2m+1, c2m+1). Entonces, si k es impar, haciendo k = 2f − 1 se ve que

(y2k−1, y2k) = (y4f−3, y2(2f−1)) = (ac2f , c2f−1),

(y2(k+1)−1, y2(k+1)) = (y4f−1, y2(2f)) = (0, c2f ) son tales que

 −2 0

0 0

 ac2f

c2f−1

+

 0 2a

2 0

 0

c2f

⊕
 −2 0

0 0

 0

c2f

 = 0⊕ 0
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para 1 ≤ f ≤ m;  0 0

0 0

 b2m+1

c2m+1

 = 0.

Esto significa que [(y2k−1, y2k), (y2(k+1)−1, y2(k+1))] ∈ Ker (d, d′, d′′) para k impar tal que

1 ≤ k ≤ 2m− 1 y z0 = (z1, z2) ∈ Ker
(
d0

2m,0

)
.

Rećıprocamente, si y =
2m∑
k=1

(y2k−1, y2k) + (z1, z2); asumiendo que se cumplen las dos condi-

ciones: −2 0

0 0

 y2k−1

y2k

+

 0 2a

2 0

 y2(k+1)−1

y2(k+1)

⊕
 −2 0

0 0

 y2(k+1)−1

y2(k+1)

 = 0⊕ 0,

luego y2k−1 = ay2(k+1), y2k+1 = 0 para k impar tal que 1 ≤ k ≤ 2m− 1; 0 0

0 0

 z1

z2

 =

 0

0


para todo z1 y z2. Por lo tanto,

y = (ay4, y2, 0, y4, . . . , ay4m, y4m−2, 0, y4m, z1, z2)

= y2e2 + y4(e4 + ae1) + · · ·+ y4m−2e4m−2 + y4m(e4m + ae4m−3)

+ z1e4m+1 + z2e4m+2 ∈ gKer (d2m).

ii) Sea n = 2m+ 1 para m ≥ 1. Sabemos que y ∈ gKer (d2m+1) si y sólo si

y = b1e1 + c1(e2 − e3) + · · ·+ b2m+1e4m+1 + c2m+1(e4m+2 − e4m+3) + δ0,ac2m+2e4m+4

para algunos b1, c1, . . . , b2m+1, c2m+1, c2m+2 ∈ K; de modo que

y = (b1, c1,−c1, 0, . . . , b2m+1, c2m+1,−c2m+1, δ0,ac2m+2).

Sean (y1, y2) = (b1, c1); (y3, y4) = (−c1, 0), (y5, y6) = (b3, c3), (y7, y8) = (−c3, 0),

. . ., (y4m−3, y4m−2) = (b2m−1, c2m−1), (y4m−1, y4m) = (−c2m−1, 0).

Aśı, para 1 ≤ k ≤ 2m se tiene (y2k−1, y2k) =

 (bk, ck), k impar

(−ck−1, 0), k par
;

(z1, z2) = (b2m+1, c2m+1), (z3, z4) = (−c2m+1, δ0,ac2m+2). Entonces suponiendo que k es impar,

haciendo k = 2f − 1 se ve que (y2k−1, y2k) = (y4f−3, y2(2f−1)) = (b2f−1, c2f−1),

(y2(k+1)−1, y2(k+1)) = (y4f−1, y2(2f)) = (−c2f−1, 0) son tales que 0 0

0 2

 b2f−1

c2f−1

+

 0 2a

2 0

 −c2f−1
0

⊕
 0 0

0 2

 −c2f−1
0

 = 0⊕ 0
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para 1 ≤ f ≤ m;  0 0

0 2

 b2m+1

c2m+1

+

 0 2a

2 0

 −c2m+1

δ0,ac2m+2

 =

 0

0

 .

Esto significa que [(y2k−1, y2k), (y2(k+1)−1, y2(k+1))] ∈ Ker (d, d′, d′′) para k impar tal que

1 ≤ k ≤ 2m− 1 y se cumple la condición de borde inferior : z0 = [(z1, z2), (z1, z2)] ∈ Ker (d, d′).

Rećıprocamente, si y =

2m∑
k=1

(y2k−1, y2k) + (z1, z2) + (z3, z4); asumiendo que se cumplen las dos condi-

ciones:

 0 0

0 2

 y2k−1

y2k

+

 0 2a

2 0

 y2(k+1)−1

y2(k+1)

⊕
 0 0

0 2

 y2(k+1)−1

y2(k+1)

 = 0⊕0,

luego y2k+1 = −y2k, y2(k+1) = 0 para k impar tal que 1 ≤ k ≤ 2m− 1; 0 0

0 2

 z1

z2

+

 0 2a

2 0

 z3

z4

 =

 0

0

 ,

luego z3 = −z2, z4 =

 0, a 6= 0

t, a = 0
.

Por lo tanto,

y = (y1, y2,−y2, 0, . . . , y4m−3, y4m−2,−y4m−2, 0, z1, z2,−z2, δ0,at)

= y1e1 + y2(e2 − e3) + · · ·+ y4m−3e4m−3 + y4m−2(e4m−2 − e4m−1) + z1e4m+1

+ z2(e4m+2 − e4m+3)+, δ0,ate4m+4 ∈ gKer (d2m+1).

Observación 5.2.14. y ∈ gKer (d1) si y sólo si se cumple la condición de borde inferior :

z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′) si y = z0.

Si m = 0, y ∈ gKer (d1) si y sólo si y = b1e1 + c1(e2 − e3) + δ0,ac2e4 para algunos

b1, c1, c2 ∈ K; de modo que y = (b1, c1,−c1, δ0,ac2).

Sean (z1, z2) = (b1, c1), (z3, z4) = (−c1, δ0,ac2). Entonces 0 0

0 2

 b1

c1

+

 0 2a

2 0

 −c1

δ0,ac2

 =

 0

0

 .

Esto significa que se cumple la condición de borde inferior:

z0 = [(z1, z2), (z1, z2)] ∈ Ker (d, d′).
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Rećıprocamente, si y = (z1, z2) + (z3, z4), y se cumple la condición de borde inferior: 0 0

0 2

 z1

z2

+

 0 2a

2 0

 z3

z4

 =

 0

0

 ,

luego z3 = −z2, z4 =

 0, a 6= 0

t, a = 0
.

Por lo tanto, y = (z1, z2,−z2, δ0,at) = z1e1 + z2(e2 − e3) + δ0,ate4 ∈ gKer (d1).

Observación 5.2.15. Por las Proposiciones 5.2.10 y 5.2.13 sabemos que las afirmaciones

siguientes valen:

Sea n ≥ 3 y (d, d′, d′′) una silla (ver (5.4)).

i) Si n es impar, por la parte ii) de la prueba de la Proposición 5.2.10 existen n+1
2 − 1

sillas en la n−ésima franja diagonal de 1D;

ii) Si n es par, por la parte i) de la prueba de la Proposición 5.2.10 existen n
2 − 1 sillas en

la n−ésima franja diagonal de 1D.

Sea n ≥ 2 y (d, d′, d′′) una silla (ver (5.7)).

iii) Si n es impar, por la parte ii) de la prueba de la Proposición 5.2.13 existen
(
n+1

2 − 2
)
+1

sillas en la n−ésima franja diagonal de gD;

iv) Si n es par, por la parte i) de la prueba de la Proposición 5.2.13 existen
(
n
2 − 1

)
+ 1

sillas en la n−ésima franja diagonal de gD.

v) Considerando 1D y n impar, con la condición de borde inferior obtenemos

Hn(Xn,n+1) :=
Ker(d0n,0)
Im(d,d′) ;

vi) Considerando 1D y n par, con la condición de borde inferior obtenemos

Hn(Xn−1,n) := Ker(d,d′)
Im(d,d′,d′′) ;

vii) Considerando gD y n impar, con la condición de borde inferior obtenemos

Hn(Xn−1,n) := Ker(d,d′)
Im(d,d′,d′′) ;

viii) Considerando gD y n par, con la condición de borde inferior obtenemos

Hn(Xn,n+1) :=
Ker(d0n,0)
Im(d,d′) .
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Lema 5.2.16. Se cumplen las afirmaciones siguientes:

i) Si n es impar, entonces

Hn(X∗(Aω1)) = Hn(X0)⊕

(n+1
2
−1)⊕

j=1

Hn(X2j−1,2j)

⊕Hn(Xn,n+1);

ii) Si n es par, entonces

Hn(X∗(Aω1)) = Hn(X0)⊕

(n
2
−1)⊕
j=1

Hn(X2j−1,2j)

⊕Hn(Xn−1,n);

iii) Si n es impar, entonces Hn(X∗(Aωg)) =

(n+1
2
−2)⊕

j=0

Hn(X2j,2j+1)

⊕Hn(Xn−1,n);

iv) Si n es par, entonces Hn(X∗(Aωg)) =

(n
2
−1)⊕
j=0

Hn(X2j,2j+1)

⊕Hn(Xn,n+1).

Prueba. Las afirmaciones i), ii) se siguen del hecho que el complejo doble de cadenas 1D está

en el primer cuadrante, y de las Proposiciones 5.2.1 y 5.2.10.

Las afirmaciones iii), iv) se siguen del hecho que el complejo doble de cadenas gD está en el

primer cuadrante, y de las Proposiciones 5.2.2 y 5.2.13.

Teorema 5.2.17. Sea K un cuerpo, Car(K) 6= 2 y a ∈ K∗, entonces

HHn

(
K[X]
〈X2−a〉 of C2

)
=

 Kω1, n = 0

0, n > 0
.

Prueba. Por la Proposición 5.2.3 y el Lema 5.2.7, de las partes i), ii) del lema anterior

H2m+1(X∗(Aω1)) = H2m+1(X2m+1,2m+2); H2m(X∗(Aω1)) = H2m(X2m−1,2m).

De la condición de borde inferior dada en la Proposición 5.2.10 y la Observación 5.2.11,

Ker
(
d0

2m+1,0

)
= K2.

Pero Im (d, d′) = Im
(
d1

2m+1,1 + d0
2m+2,0

)
= K2, luego H2m+1(X∗(Aω1)) = 0.

De la condición de borde inferior dada en la Proposición 5.2.10 y la Observación 5.2.12,

H2m(X2m−1,2m) = Ker(d,d′)
Im(d,d′,d′′) = 0. Para ello, basta verificar que

z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′) implica que z0 ∈ Im (d, d′, d′′).
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En efecto, (d, d′)(z0) = (0, 0) si y sólo si −2 0

0 0

 z1

z2

+

 0 2a

2 0

 z3

z4

 =

 0

0

 ,

luego z1 = az4, z3 = 0. Aśı, z0 = (az4, z2, 0, z4).

Por otro lado, existe z′0 = (0, 0, 1
2z2,

1
2z4) tal que z0 = (d, d′, d′′)(z′0) ∈ Im (d, d′, d′′).

Por consiguiente, H2m(X∗(Aω1)) = 0.

Por el Lema 5.2.9, de las partes iii), iv) del lema anterior

H2m+1(X∗(Aωg)) = H2m+1(X2m,2m+1); H2m(X∗(Aωg)) = H2m(X2m,2m+1).

De la condición de borde inferior dada en la Proposición 5.2.13 y la Observación 5.2.14,

H2m+1(X2m,2m+1) = Ker(d,d′)
Im(d,d′,d′′) = 0. Para ello, basta verificar que

z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′) implica que z0 ∈ Im (d, d′, d′′).

En efecto, (d, d′)(z0) = (0, 0) si y sólo si 0 0

0 2

 z1

z2

+

 0 2a

2 0

 z3

z4

 =

 0

0

 ,

luego z3 = −z2, z4 = 0. Aśı, z0 = (z1, z2,−z2, 0).

Por otro lado, existe z′0 = (−1
2z1, 0,

1
2z2, 0) tal que z0 = (d, d′, d′′)(z′0) ∈ Im (d, d′, d′′).

Por consiguiente, H2m+1(X∗(Aωg)) = 0.

De la condición de borde inferior dada en la Proposición 5.2.13, Ker
(
d0

2m,0

)
= K2.

Pero Im (d, d′) = Im
(
d1

2m,1 + d0
2m+1,0

)
= K2, luego H2m(X∗(Aωg)) = 0.

Claramente H0(X∗(Aω1)) = Kω1 y H0(X∗(Aωg)) = 0. Recordando que

HHn

(
K[X]
〈X2−a〉 of C2

)
= Hn(X∗(Aω1))⊕Hn(X∗(Aωg)), se completa la prueba.

Teorema 5.2.18. Sea K un cuerpo, Car(K) = 2, α ∈ K∗ y E = K[X]
〈X2〉 of C2, entonces

HHn (E) =


E, n = 0
n+1⊕
i=1

E, n > 0
.

Prueba. Por ser Car(K) = 2, la acción de C2 sobre K[X]
〈X2〉 dada por g · x = −x, g · 1 = 1 es

trivial porque −1 = 1. Es claro que, λ puede asumir el valor 1 en el Teorema 4.2.6. Por

otro lado, teniendo en cuenta que γ1 = 0 en (4.28) ya que α ∈ K∗. Por la Definición 5.1.4,
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asociamos al producto cruzado K[X]
〈X2〉 of C2 los complejos dobles 1D y gD.

Aśı, vamos a tomar a = 0 en (5.4) y (5.7) para hacer cálculos, y A =
K[X]

〈X2〉
.

Puesto que

 0 0

0 2

 b1

γ1

+

 0 0

0 0

 b2

γ2

 =

 0

2γ1

 y Car(K) = 2,

Im
(
d1

01 + d0
10

)
= 〈2e2〉 = {(0, 0)}. Por (5.4), H0(X∗(Aω1)) =

Aω1

Im
(
d1

01 + d0
10

) = Aω1;

Puesto que

 0 0

0 2

 b1

γ1

+

 0 0

2 0

 b2

γ2

 =

 0

2γ1 + 2b2

 y Car(K) = 2,

Im
(
d1

01 + d0
10

)
= 〈2e2〉 = {(0, 0)}. Por (5.7), H0(X∗(Aωg)) =

Aωg

Im
(
d1

01 + d0
10

) = Aωg.

Por lo tanto, HH0(E) = H0(X∗(Aω1))⊕H0(X∗(Aωg)) = E.

Como en la Observación 5.2.11 y := y0 + (z1, z2) ∈ 1Ker (d1) si y sólo si y0 ∈ Ker
(
d1

01

)
y

(z1, z2) ∈ Ker
(
d0

10

)
; de modo que H1(X∗(Aω1)) =

Ker
(
d1

01

)
Im
(
d1

02

) ⊕ Ker
(
d0

10

)
Im
(
d1

11 + d0
20

) .

Del hecho que

 −2 0

0 0

 b1

γ1

 =

 −2b1

0

, Im
(
d1

02

)
= 〈2e1〉 = {(0, 0)}; de

 −2 0

0 0

 b2

γ2

+

 0 0

2 0

 b3

γ3

 =

 −2b2

2b3

 ,

deducimos que Im
(
d1

11 + d0
20

)
= 〈2e3, 2e4〉 = {(0, 0)}. Aśı, H1(X∗(Aω1)) = Aω1 ⊕Aω1.

Como en la Observación 5.2.14 y := (z1, z2) + (z3, z4) ∈ gKer (d1) si y sólo si

[(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′); de modo que H1(X∗(Aωg)) =
Ker (d, d′)

Im (d, d′, d′′)
. Puesto que −2 0

0 0

 b1

γ1

+

 0 0

2 0

 b2

γ2

 ⊕
 −2 0

0 0

 b2

γ2

 =

 −2b1

2b2

 ⊕
 −2b2

0

,

Im (d, d′) = {(0, 0)}; Im (d, d′, d′′) = 〈2e1, 2e2 − 2e3〉 = {(0, 0), (0, 0)}.

Aśı, H1(X∗(Aωg)) = Aωg ⊕Aωg. Por consiguiente,

HH1(E) = H1(X∗(Aω1))⊕H1(X∗(Aωg)) = E ⊕ E.

Usando los mismos argumentos deducimos que HHn (E) =
n+1⊕
i=1

E para n ≥ 2.

Teorema 5.2.19. Sea K un cuerpo, Car(K) 6= 2 y A = K[X]
〈X2〉 , entonces

HHn (Aof C2) = Hn(X∗(Aω1))
⊕
Hn(X∗(Aωg)), donde
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Hn(X∗(Aω1)) =

 Kω1, n = 0

0, n > 0
; Hn(X∗(Aωg)) =


Kωg, n = 0

Ke4m, n = 2m− 1

Ke4m+1, n = 2m

Prueba. Tomando a = 0, por la Proposición 5.2.3 y el Lema 5.2.7, de las partes i), ii) del

Lema 5.2.16 H2m+1(X∗(Aω1)) = H2m+1(X2m+1,2m+2); H2m(X∗(Aω1)) = H2m(X2m−1,2m).

De la condición de borde inferior dada en la Proposición 5.2.10 y la Observación 5.2.11,

Ker
(
d0

2m+1,0

)
= K2. Pero Im (d, d′) = Im

(
d1

2m+1,1 + d0
2m+2,0

)
= K2, luego

H2m+1(X∗(Aω1)) =
〈e4m+3, e4(m+1)〉
〈e4m+3, e4(m+1)〉

= 0.

De la condición de borde inferior dada en la Proposición 5.2.10 y la Observación 5.2.12,

H2m(X2m−1,2m) = Ker(d,d′)
Im(d,d′,d′′) = 0. Para ello, basta verificar que

z0 = [(z1, z2), (z3, z4)] ∈ Ker (d, d′) implica que z0 ∈ Im (d, d′, d′′).

En efecto, (d, d′)(z0) = (0, 0) si y sólo si −2 0

0 0

 z1

z2

+

 0 0

2 0

 z3

z4

 =

 0

0

 ,

luego z1 = 0, z3 = 0. Aśı, z0 = (0, z2, 0, z4).

Por otro lado, existe z′0 = (0, 1
2z2, 0,

1
2z4) tal que z0 = (d, d′, d′′)(z′0) ∈ Im (d, d′, d′′).

Por consiguiente, H2m(X∗(Aω1)) = 0.

Por el Lema 5.2.9, de las partes iii), iv) del lema 5.2.16

H2m+1(X∗(Aωg)) = H2m+1(X2m,2m+1) y H2m(X∗(Aωg)) = H2m(X2m,2m+1).

De la condición de borde inferior dada en la Proposición 5.2.13 y la Observación 5.2.14,

H2m+1(X2m,2m+1) = Ker(d,d′)
Im(d,d′,d′′) = Ke4(m+1). Para ello, basta verificar que

Ker (d, d′) = 〈e4m+1, e4m+2 − e4m+3, e4(m+1)〉 e Im (d, d′, d′′) = 〈2e4m+1, 2e4m+2 − 2e4m+3〉.

En efecto:

Si z0 = [(b2m+1, γ2m+1), (b2m+2, γ2m+2)] ∈ Ker (d, d′), entonces (d, d′)(z0) = (0, 0) si y sólo si 0 0

0 2

 b2m+1

γ2m+1

+

 0 0

2 0

 b2m+2

γ2m+2

 =

 0

0

 ,

luego b2m+2 = −γ2m+1. Aśı,

z0 = (b2m+1, γ2m+1,−γ2m+1, γ2m+2) = b2m+1e4m+1 + γ2m+1(e4m+2 − e4m+3) + γ2m+2e4(m+1).
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Si z = (d, d′, d′′)(x1, x2, x3, x4) ∈ Im (d, d′, d′′), entonces

z = (−2x1, 2x3,−2x3, 0) = (−x1)(2e4m+1) + x3(2e4m+2 − 2e4m+3) donde x1, x3 ∈ K.

Por consiguiente, H2m+1(X∗(Aωg)) = Ke4(m+1).

De la condición de borde inferior dada en la Proposición 5.2.13,

H2m(X2m,2m+1) =
Ker(d02m,0)

Im(d,d′) = Ke4m+1. Para ello, basta verificar que

Ker
(
d0

2m,0

)
= 〈e4m+1, e4m+2〉 e Im (d, d′) = 〈2e4m+2〉. En efecto:

Si z0 = (b2m+1, γ2m+1) ∈ Ker
(
d0

2m,0

)
, entonces d0

2m,0(z0) = (0, 0) si y sólo si 0 0

0 0

 b2m+1

γ2m+1

 =

 0

0

 .

Aśı, z0 = (b2m+1, γ2m+1) = b2m+1e4m+1 + γ2m+1e4m+2.

Sea z = (d, d′)(x1, x2, x3, x4) ∈ Im (d, d′). Puesto que 0 0

0 2

 x1

x2

+

 0 0

2 0

 x3

x4

 =

 0

2x2 + 2x3

 ,

z = (0, 2x2 + 2x3) = (x2 + x3)(2e4m+2) donde x2 + x3 ∈ K. Por consiguiente,

H2m(X∗(Aωg)) = Ke4m+1. De los diagramas (5.4) y (5.7), deducimos que

H0(X∗(Aω1)) = Kω1 y H0(X∗(Aωg)) = Kωg.

5.3 Homoloǵıa de Hochschild del producto cruzado

K[X]
〈Xt−a〉 of Ct para t ≥ 3

Similar al caso t = 2, en esta sección se traduce las diferenciales horizontales y verticales de

los complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado K[X]
〈Xt−a〉of Ct para t ≥ 3 donde

a es un parámetro (Definición 5.1.5) al lenguaje de matrices. Se cálcula la homoloǵıa de

Hochschild del producto cruzado haciendo las mismas cuentas y usando resultados análogos

de álgebra homológica.
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Sea λ ∈ µt(K) y sea 1D el complejo doble de cadenas:

...

d104M2

��

...

M4

��

...

M2

��

...

M4

��

...

M2

��

...

M4

��

Kt

d103M1

��

KtNoo

M3

��

KtM5oo

M1

��

KtNoo

M3

��

KtM5oo

M1

��

KtNoo

M3

��

· · ·M5oo

Kt

d102M2

��

KtNoo

M4 d

��

KtM5oo

M2

��

KtNoo

M4

��

KtM5oo

M2

��

KtNoo

M4

��

· · ·M5oo

Kt

d101M1

��

KtNoo

M3

��

KtM5

d′
oo

M1 d′′

��

KtNoo

M3

��

KtM5oo

M1

��

KtNoo

M3

��

· · ·M5oo

Kt Kt

d010

Noo Kt

d020

M5oo Kt

d030

Noo Kt

d040

M5oo Kt

d050

Noo · · ·
d060

M5oo

(5.10)

donde N =



0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0


t×t

, M1 =



0 0 0 · · · 0

0 1− λ 0 · · · 0

0 0 1− λ2 · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1− λt−1


t×t

,

M2 =



−t 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0


t×t

; M3 =



−(1− λ) 0 · · · 0 0

0 −(1− λ2) · · · 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · −(1− λt−1) 0

0 0 · · · 0 0


t×t

,

M4 =



0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 t


t×t

, M5 =



0 ta 0 · · · 0

0 0 ta · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · · ta

t 0 0 · · · 0


t×t

;

M1 es la representación matricial de d1
01 : Aω1 → Aω1 en la base {ω1, xω1, . . . , x

t−1ω1} de

Aω1 y A = K[X]
〈Xt−a〉 .

Sea X0 = Tot(1D0) y X2j−1,2j = Tot(1D2j−1,2j) para j ≥ 1.

Proposición 5.3.1. Sea X = X∗(Aω1) = Tot(1D). Entonces

X = X0 ⊕X12 ⊕X34 ⊕ · · · (5.11)
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es una suma directa de complejos de cadenas.

Prueba. Sabemos que Tot(1D) es un complejo de cadenas, cuya n−ésima componente es una

suma directa de K−espacios vectoriales, donde el operador borde

dn : Tot(1D)n → Tot(1D)n−1 (5.12)

es una aplicación lineal de K−espacios vectoriales.

Teniendo en cuenta (5.10) y observando que los morfismos horizontales que parten de la

columna impar de 1D son nulos, para que 1D12 sea un subcomplejo de 1D debemos verificar

que (d, d′) ◦ (d, d′, d′′) = 0 y (d, d′, d′′) ◦ (d, d′, d′′) = 0.

En efecto:

De las tres igualdades de matrices

M3M4



x1

x2

x3

...

xt


= M3



0

0

...

0

txt


=



0

0

...

0

0


;

M3M5



x1

x2

x3

...

xt


= M3



tax2

tax3

...

taxt

tx1


=



−ta(1− λ)x2

−ta(1− λ2)x3

..

.

−ta(1− λt−1)xt

0


;

M5M1



x1

x2

x3

...

xt


= M5



0

(1− λ)x2

(1− λ2)x3

...

(1− λt−1)xt


=



ta(1− λ)x2

ta(1− λ2)x3

...

ta(1− λt−1)xt

0


;

obtenemos que (d, d′) ◦ (d, d′, d′′) = dd+ dd′ + d′d′′ = 0.

De las cuatro igualdades de matrices

M4M3



x1

x2

...

xt−1

xt


= M4



−(1− λ)x1

−(1− λ2)x2

...

−(1− λt−1)xt−1

0


=



0

0

...

0

0


;
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M4M5



x1

x2

x3

...

xt


= M4



tax2

tax3

...

taxt

tx1


=



0

0

...

0

t2x1


; M5M2



x1

x2

x3

...

xt


= M5



−tx1
0

0

...

0


=



0

0

...

0

−t2x1


;

M1M2



x1

x2

x3

...

xt


= M1



−tx1
0

0

...

0


=



0

0

0

...

0


;

obtenemos que (d, d′, d′′) ◦ (d, d′, d′′) = dd+ dd′ + d′d′′ + d′′d′′ = 0.

De este hecho se sigue que X12 = Tot(1D12) es un subcomplejo de X = Tot(1D); de modo

que conseguimos descomponer Tot(1D) en una suma directa de complejos de cadenas

Tot(1D) = Tot(1D0)⊕

⊕
≥1

Tot(1D2j−1,2j)

 .

Puesto que X0 = Tot(1D0) y X2j−1,2j = Tot(1D2j−1,2j) para j ≥ 1, concluimos que

X = X0 ⊕X12 ⊕X34 ⊕ · · · .

Sea 1 ≤ i ≤ t − 1 y sea N la representación matricial de d0
2r,s : Aωgi → Aωgi en la base

{ωgi , xωgi , . . . , xt−1ωgi} de Aωgi y A = K[X]
〈Xt−a〉 . En este caso,

t−1∑
h=0

λhi = 0 ya que λi 6= 1,

λt = 1 y se cumple que (1 − λi)(λ0 + λi + λ2i + · · · + λ(t−1)i) = 1 − λti = 0. Considerando

(4.63) : d0
2r,s(x

jωgi) =
t−1∑
h=0

λhixt+j−1ωgi = 0, para todo j = 0, . . . , t− 1. Por lo tanto,

N =



0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0


t×t

.

En particular, cuando t es primo y Φt es el t−ésimo polinomio ciclotómico,

N =



0 Φt(λ)a 0 · · · 0

0 0 Φt(λ)a · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · · Φt(λ)a

Φt(λ) 0 0 · · · 0


t×t

,
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donde Φt(λ) = 0.

Sea 1 ≤ i ≤ t− 1, giD el complejo doble de cadenas:

...

d104M2

��

...

M4

��

...

M2

��

...

M4

��

...

M2

��

...

M4

��

Kt

d103M1

��

KtM6oo

M3

��

KtNoo

M1

��

KtM6oo

M3

��

KtNoo

M1

��

KtM6oo

M3

��

· · ·Noo

Kt

d102M2

��

KtM6oo

M4

��

KtNoo

M2 d

��

KtM6oo

M4

��

KtNoo

M2

��

KtM6oo

M4

��

· · ·Noo

Kt

d101M1

��

KtM6oo

M3

��

KtNoo

M1

��

KtM6

d′
oo

M3 d′′

��

KtNoo

M1

��

KtM6oo

M3

��

· · ·Noo

Kt Kt

d010

M6oo Kt

d020

Noo Kt

d030

M6oo Kt

d040

Noo Kt

d050

M6oo · · ·
d060

Noo

(5.13)

donde M1, M2, M3, M4 son las matrices dadas en (5.10) y

M6 =



0 0 · · · 0 (1− λi)a

(1− λi) 0 · · · 0 0

0 (1− λi) · · · 0 0

...
...

...
...

0 0 · · · (1− λi) 0


t×t

;

M6 es la representación matricial de d0
10 : Aωgi → Aωgi en la base {ωgi , xωgi , . . . , xt−1ωgi}

de Aωgi .

Sea X2j,2j+1 = Tot(giD2j,2j+1) para j ≥ 0.

Proposición 5.3.2. Sea X = X∗(Aωgi) = Tot(giD). Entonces

X = X01 ⊕X23 ⊕X45 ⊕ · · · (5.14)

es una suma directa de complejos de cadenas.

Prueba. Sabemos que Tot(giD) es un complejo de cadenas, cuya n−ésima componente es una

suma directa de K−espacios vectoriales, donde el operador borde

dn : Tot(giD)
n
→ Tot(giD)

n−1
(5.15)
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es una aplicación lineal de K−espacios vectoriales.

Teniendo en cuenta (5.13) y recordando que los morfismos horizontales que parten de una

columna par de giD son nulos ya sus representaciones matriciales son nulas, para que giD01 sea

un subcomplejo de giD debemos verificar que (d, d′)◦(d, d′, d′′) = 0 y (d, d′, d′′)◦(d, d′, d′′) = 0.

En efecto:

De las tres igualdades de matrices

M1M2



x1

x2

x3

...

xt


= M1



−tx1
0

0

...

0


=



0

0

0

...

0


;

M1M6



x1

x2

...

xt−1

xt


= M1



(1− λi)axt
(1− λi)x1
(1− λi)x2

...

(1− λi)xt−1


=



0

(1− λ)(1− λi)x1
(1− λ2)(1− λi)x2

...

(1− λt−1)(1− λi)xt−1


;

M6M3



x1

x2

...

xt−1

xt


= M6



−(1− λ)x1

−(1− λ2)x2

...

−(1− λt−1)xt−1

0


=



0

−(1− λ)(1− λi)x1
−(1− λ2)(1− λi)x2

...

−(1− λt−1)(1− λi)xt−1


;

obtenemos que (d, d′) ◦ (d, d′, d′′) = dd+ dd′ + d′d′′ = 0.

De las cuatro igualdades de matrices

M2M1



x1

x2

x3

...

xt


= M2



0

(1− λ)x2

(1− λ2)x3

...

(1− λt−1)xt


=



0

0

0

...

0


;

M2M6



x1

x2

...

xt−1

xt


= M2



(1− λi)axt
(1− λi)x1
(1− λi)x2

...

(1− λi)xt−1


=



−t(1− λi)axt
0

0

...

0


;

M6M4



x1

x2

.

..

xt−1

xt


= M6



0

0

...

0

txt


=



t(1− λi)axt
0

0

...

0


; M3M4



x1

x2

...

xt−1

xt


= M3



0

0

...

0

txt


=



0

0

...

0

0


;

obtenemos que (d, d′, d′′) ◦ (d, d′, d′′) = dd+ dd′ + d′d′′ + d′′d′′ = 0.
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De este hecho se sigue que X01 = Tot(giD01) es un subcomplejo de X = Tot(giD). Luego,

descomponemos Tot(giD) en una suma directa de complejos de cadenas

Tot(giD) =

⊕
≥0

Tot(giD2j,2j+1)

 .

Puesto que X2j,2j+1 = Tot(giD2j,2j+1) para j ≥ 0, concluimos que

X = X01 ⊕X23 ⊕X45 ⊕ · · · .

Proposición 5.3.3. Sea λ ∈ µt(K). Las columnas de 1D y giD para 1 ≤ i ≤ t − 1 son

complejos de cadenas aćıclicos.

Prueba. Observando los complejos dobles de cadenas 1D y giD para 1 ≤ i ≤ t− 1 dados en

(5.10) y (5.13), vemos que es suficiente verificar las igualdades

Ker
(
d1

01

)
= Im

(
d1

02

)
, Ker

(
d1

02

)
= Im

(
d1

03

)
, Ker

(
d1

11

)
= Im

(
d1

12

)
y Ker

(
d1

12

)
= Im

(
d1

13

)
.

i) Por definición d1
01(x1, x2, x3, . . . , xt) =

(
0, (1− λ)x2, (1− λ2)x3, . . . , (1− λt−1)xt

)
,

d1
02(x1, x2, x3, . . . , xt) = (−tx1, 0, 0, . . . , 0); luego vemos que Im

(
d1

02

)
⊆ Ker

(
d1

01

)
.

Rećıprocamente, si x ∈ Ker
(
d1

01

)
, d1

01(x) = d1
01(x1, x2, x3, . . . , xt) = (0, 0, 0, . . . , 0).

Luego x = (x1, 0, 0, . . . , 0). Aśı, existe (y1, 0, 0, . . . , 0) = (−1
tx1, 0, 0, . . . , 0) tal que

d1
02(y1, 0, 0, . . . , 0) = (x1, 0, 0, . . . , 0), luego x ∈ Im

(
d1

02

)
. Por lo tanto, Ker

(
d1

01

)
= Im

(
d1

02

)
.

ii) Recordando que d1
03(z1, z2, z3, . . . , zt) = (0, (1− λ)z2, (1− λ2)z3, . . . , (1− λt−1)zt), vemos

que Im
(
d1

03

)
⊆ Ker

(
d1

02

)
. Rećıprocamente, si y ∈ Ker

(
d1

02

)
,

d1
02(y) = d1

02(y1, y2, y3, . . . , yt) = (0, 0, 0, . . . , 0), luego y = (0, y2, y3, . . . , yt). Aśı, existe

(0, z2, z3, . . . , zt) =
(

0, (1− λ)−1y2, (1− λ2)−1y3, . . . , (1− λt−1)−1yt

)
tal que d1

03(0, z2, z3, . . . , zt) = (0, y2, y3, . . . , yt). Aśı, y ∈ Im
(
d1

03

)
.

Por consiguiente, Ker
(
d1

02

)
= Im

(
d1

03

)
.

iii) Dado que d1
11(x1, x2, . . . , xt−1, xt) =

(
− (1− λ)x1,−(1− λ2)x2, . . . ,−(1− λt−1)xt−1, 0

)
,

d1
12(x1, x2, . . . , xt−1, xt) = (0, 0, . . . , 0, txt); vemos que Im

(
d1

12

)
⊆ Ker

(
d1

11

)
.

Rećıprocamente, si x ∈ Ker
(
d1

11

)
,

d1
11(x) = d1

11(x1, x2, . . . , xt−1, xt) = (0, 0, 0, . . . , 0).

Luego x = (0, 0, . . . , 0, xt). Aśı, existe (0, 0, . . . , 0, yt) = (0, 0, . . . , 0, 1
txt) tal que

d1
12(0, 0, . . . , 0, yt) = (0, 0, . . . , 0, xt), luego x ∈ Im

(
d1

12

)
.
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Por consiguiente, Ker
(
d1

11

)
= Im

(
d1

12

)
.

iv) Recordando que

d1
13(z1, z2, . . . , zt−1, zt) = (−(1− λ)z1,−(1− λ2)z2, . . . ,−(1− λt−1)zt−1, 0),

vemos que Im
(
d1

13

)
⊆ Ker

(
d1

12

)
.

Rećıprocamente, si y ∈ Ker
(
d1

12

)
, d1

12(y) = d1
12(y1, y2, . . . , yt−1, yt) = (0, 0, . . . , 0, 0), luego

y = (y1, y2, . . . , yt−1, 0). Aśı, existe

(z1, z2, . . . , zt−1, 0) =
(
− (1− λ)−1y1,−(1− λ2)−1y2, . . . ,−(1− λt−1)−1yt−1, 0

)
tal que d1

13(z1, z2, . . . , zt−1, 0) = (y1, y2, . . . , yt−1, 0), luego y ∈ Im
(
d1

13

)
.

Por consiguiente, Ker
(
d1

12

)
= Im

(
d1

13

)
.

Esta proposición nos dice que los complejos de cadenas X0, X1, X2,. . ., son aćıclicos.

Proposición 5.3.4. Sea λ ∈ µt(K) y sea Xj = Tot(1Dj) = Tot(giDj) para 1 ≤ i ≤ t − 1,

entonces Hn (Xj) = δn,jHj (Xj).

Prueba. Se deduce de la Proposición 5.3.3 y del hecho que 1D y giD están en el primer

cuadrante.

Recordemos que Xj es el complejo total de la j−ésima columna de ambos complejos do-

bles de cadenas para j = 0, 1, 2, . . ..

H0(X0) =
〈e1, e2, e3, . . . , et〉

〈(1− λ)e2, (1− λ2)e3, . . . , (1− λt−1)et〉
= 〈e1〉 = Ke1;

H1(X1) =
〈et+1, et+2, . . . , e2t〉

〈(1− λ)et+1, (1− λ2)et+2, . . . , (1− λt−1)e2t−1〉
= 〈e2t〉 = Ke2t;

H2(X2) =
〈e2t+1, e2t+2, . . . , e3t〉

〈(1− λ)e2t+2, (1− λ2)e2t+3, . . . , (1− λt−1)e3t〉
= 〈e2t+1〉 = Ke2t+1;

Sea n = 2m, entonces Hn(Xn) =
〈etn+1, etn+2, . . . , , etn+t〉

〈(1− λ)etn+2, (1− λ2)etn+3, . . . , (1− λt−1)etn+t〉
= 〈etn+1〉 = 〈e2tm+1〉;

Sea n = 2m− 1, entonces

Hn(Xn) =
〈etn+1, etn+2, . . . , etn+t〉

〈(1− λ)etn+1, (1− λ2)etn+2, . . . , (1− λt−1)et(n+1)−1〉
= 〈et(n+1)〉 = 〈e2tm〉;
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Observación 5.3.5. En particular se tiene:

H2j(X2j) = 〈e2tj+1〉 = Ke2tj+1 (j ≥ 0);

H2j−1(X2j−1) = 〈e2tj〉 = Ke2tj (j ≥ 1);

H2j+1(X2j+1) = H2(j+1)−1(X2(j+1)−1) = 〈e2t(j+1)〉 = Ke2tj+2t (j ≥ 0).

Teniendo en cuenta la Proposición 5.3.1, obtenemos la siguiente

Proposición 5.3.6. Para la sucesión exacta corta de complejos de cadenas

X2j−1 �−→ X2j−1,2j −→−→ X2j, el morfismo de conección ∂2j : H2j(X2j)→ H2j−1(X2j−1)

es un isomorfismo.

Prueba. Para j ≥ 1, por la observación anterior se define

∂2j : H2j(X2j) = Ke2tj+1 → H2j−1(X2j−1) = Ke2tj

por ∂2j(λe2tj+1) = λe2tj . Claramente, ∂2j es una aplicación K−lineal, cuya inversa es dada

por ∂−1
2j (λe2tj) = λe2tj+1.

Por consiguiente, el morfismo de conección ∂2j es un isomorfismo para j ≥ 1.

La prueba del lema siguiente se hace de manera similar a la prueba del Lema 5.2.7 usando

la Proposición 5.3.4 y la proposición anterior.

Lema 5.3.7. Para todo j ≥ 1, se tiene que Hn (X2j−1,2j) = 0, ∀n ∈ N0 \ {2j − 1, 2j}.

Teniendo en cuenta la Proposición 5.3.2, obtenemos la siguiente

Proposición 5.3.8. Para la sucesión exacta corta de complejos de cadenas

X2j �−→ X2j,2j+1 −→−→ X2j+1,

el morfismo de conección ∂2j+1 : H2j+1(X2j+1)→ H2j(X2j) es un isomorfismo.

Prueba. Para j ≥ 0, por la Observación 5.3.5 se define

∂2j+1 : H2j+1(X2j+1) = Ke2tj+2t → H2j(X2j) = Ke2tj+1
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por ∂2j+1(λe2tj+2t) = λe2tj+1.

Se nota que ∂2j+1 es una aplicación K−lineal y su inversa es dada por

∂−1
2j+1(λe2tj+1) = λe2tj+2t.

Por lo tanto, concluimos que el morfismo de conección ∂2j+1 es un isomorfismo para j ≥ 0.

La prueba del lema siguiente se hace de manera similar a la prueba del Lema 5.2.9 usando

la Proposición 5.3.4 y la proposición anterior.

Lema 5.3.9. Para todo j ≥ 0, se tiene que Hn (X2j,2j+1) = 0, ∀n ∈ N0 \ {2j, 2j + 1}.

Usando los aspectos geométricos y algebraicos descritos en la Observación 5.2.15 para

los complejos dobles de cadenas 1D y giD dados en (5.10) y (5.13) (1 ≤ i ≤ t − 1), hemos

obtenido el siguiente

Lema 5.3.10. Se cumplen las afirmaciones siguientes:

i) Si n es impar, entonces

Hn(X∗(Aω1)) = Hn(X0)⊕

(n+1
2
−1)⊕

j=1

Hn(X2j−1,2j)

⊕Hn(Xn,n+1);

ii) Si n es par, entonces

Hn(X∗(Aω1)) = Hn(X0)⊕

(n
2
−1)⊕
j=1

Hn(X2j−1,2j)

⊕Hn(Xn−1,n);

iii) Si n es impar, entonces Hn(X∗(Aωgi)) =

(n+1
2
−2)⊕

j=0

Hn(X2j,2j+1)

⊕Hn(Xn−1,n)

para 1 ≤ i ≤ t− 1;

iv) Si n es par, entonces Hn(X∗(Aωgi)) =

(n
2
−1)⊕
j=0

Hn(X2j,2j+1)

⊕Hn(Xn,n+1)

para 1 ≤ i ≤ t− 1.

Prueba. Las afirmaciones i), ii) se siguen del hecho que el complejo doble de cadenas 1D está

en el primer cuadrante, y de la Proposición 5.3.1.

Las afirmaciones iii), iv) se siguen del hecho que los complejos dobles de cadenas giD para

1 ≤ i ≤ t− 1 están en el primer cuadrante, y de la Proposición 5.3.2.
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Teorema 5.3.11. Sea K un cuerpo, t ≥ 3, µt(K) 6= ∅ y a ∈ K∗, entonces

HHn

(
K[X]
〈Xt−a〉 of Ct

)
=

 Kω1, n = 0

0, n > 0

donde Ct = 〈g〉 = {1, g, . . . , gt−1}.

Prueba. Por la Proposición 5.3.3 y el Lema 5.3.7, de las partes i), ii) del lema anterior

H2m+1(X∗(Aω1)) = H2m+1(X2m+1,2m+2) y H2m(X∗(Aω1)) = H2m(X2m−1,2m).

Puesto que d0
2m+1,0 = 0 y M3, M5 son las matrices dadas en (5.10):

M3



x1

x2
...

xt−1

xt


+M5



y1

y2

y3
...

yt


=



−(1− λ)x1

−(1− λ2)x2
...

−(1− λt−1)xt−1

0


+



tay2

tay3
...

tayt

ty1


=



−(1− λ)x1 + tay2

−(1− λ2)x2 + tay3
...

−(1− λt−1)xt−1 + tayt

ty1


.

Luego, H2m+1(X2m+1,2m+2) =
Ker

(
d02m+1,0

)
Im
(
d12m+1,1 + d02m+2,0

)
=
〈et(2m+1)+1, et(2m+1)+2, . . . , et(2m+1)+t〉
〈et(2m+1)+1, et(2m+1)+2, . . . , et(2m+1)+t〉

= 0 ,

por consiguiente H2m+1(X∗(Aω1)) = 0. Por otro lado,

H2m(X2m−1,2m) =
Ker

(
d12m−1,1 + d02m,0

)
Im
(
d12m−1,2 + d02m,1 + d12m,1

)
=

Ker(d, d′)

Im(d, d′, d′′)
= 0,

Para ello, basta verificar que z0 ∈ Ker (d, d′) implica que z0 ∈ Im (d, d′, d′′).

En efecto, (d, d′)(z0) = (0, 0, . . . , 0, 0) si y sólo si

M3



z1

z2
...

zt−1

zt


+M5



zt+1

zt+2

zt+3

...

z2t


=



0

0
...

0

0


si y sólo si 

−(1− λ)z1

−(1− λ2)z2
...

−(1− λt−1)zt−1

0


+



tazt+2

tazt+3

...

taz2t

tzt+1


=



0

0
...

0

0


,
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luego zt+1 = 0, zt+2 = (1−λ)
ta z1, zt+3 = (1−λ2)

ta z2, . . ., z2t = (1−λt−1)
ta zt−1. Aśı,

z0 = (z1, z2, . . . , zt, 0,
(1−λ)
ta z1,

(1−λ2)
ta z2, . . . ,

(1−λt−1)
ta zt−1).

Por otro lado,
M4



y1

y2

y3

. . .

yt


+M5



x1

x2

x3
...

xt




⊕M1



x1

x2

x3
...

xt



=





0

0
...

0

tyt


+



tax2

tax3
...

taxt

tx1




⊕



0

(1− λ)x2

(1− λ2)x3
...

(1− λt−1)xt


=



tax2

tax3
...

taxt

tyt + tx1


⊕



0

(1− λ)x2

(1− λ2)x3
...

(1− λt−1)xt


.

Escribiendo esta matriz en fila y comparando sus componentes con las de z0:

x2 = 1
taz1, x3 = 1

taz2, . . . , xt = 1
tazt−1, x1 = 1

t (zt − tyt). Haciendo yt = 0, existe

z′0 = (0, 0, 0, . . . , 0, 1t zt,
1
taz1,

1
taz2, . . . ,

1
tazt−1) tal que z0 = (d, d′, d′′)(z′0) ∈ Im (d, d′, d′′).

Por consiguiente, H2m(X∗(Aω1)) = 0.

Por el Lema 5.3.9, de las partes iii), iv) del lema anterior

H2m+1(X∗(Aωgi)) = H2m+1(X2m,2m+1) y H2m(X∗(Aωgi)) = H2m(X2m,2m+1).

Teniendo en cuenta el diagrama (5.13) y la Proposición 5.3.2,

H2m+1(X2m,2m+1) =
Ker(d,d′)
Im(d,d′,d′′) = 0. Para ello, basta verificar que

z0 ∈ Ker (d, d′) implica que z0 ∈ Im (d, d′, d′′).

En efecto, (d, d′)(z0) = (0, 0, . . . , 0, 0) si y sólo si

M1



z1

z2

z3
...

zt


+M6



zt+1

zt+2

...

z2t−1

z2t


=



0

0
...

0

0


si y sólo si
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0

(1− λ)z2

(1− λ2)z3
...

(1− λt−1)zt


+



(1− λi)az2t
(1− λi)zt+1

(1− λi)zt+2

...

(1− λi)z2t−1


=



0

0

0
...

0


.

Pero a 6= 0, luego z2t = 0, zt+1 = − (1−λ)
(1−λi)z2, zt+2 = − (1−λ2)

(1−λi) z3, . . . , z2t−1 = − (1−λt−1)
(1−λi) zt.

Aśı, z0 = (z1, z2, . . . , zt,− (1−λ)
(1−λi)z2,−

(1−λ2)
(1−λi) z3, . . . ,−

(1−λt−1)
(1−λi) zt, 0).

Por otro lado, 
M2



x1

x2

x3
...

xt


+M6



y1

y2

y3
...

yt




⊕M3



y1

y2

y3
...

yt



=





−tx1
0

0
...

0


+



(1− λi)ayt
(1− λi)y1
(1− λi)y2

...

(1− λi)yt−1




⊕



−(1− λ)y1

−(1− λ2)y2
...

−(1− λt−1)yt−1

0



=



−tx1 + (1− λi)ayt
(1− λi)y1
(1− λi)y2

...

(1− λi)yt−1


⊕



−(1− λ)y1

−(1− λ2)y2
...

−(1− λt−1)yt−1

0


.

Escribiendo esta matriz en fila y comparando sus componentes con las de z0:

yt = 1
(1−λi)a (z1 + tx1), y1 = 1

(1−λi)z2, y2 = 1
(1−λi)z3, . . . , yt−1 = 1

(1−λi)zt.

Haciendo x1 = 0, existe z′0 = (0, 0, . . . , 0, 1
(1−λi)z2,

1
(1−λi)z3, . . . ,

1
(1−λi)zt,

1
(1−λi)az1)

tal que z0 = (d, d′, d′′)(z′0) ∈ Im (d, d′, d′′).

Por consiguiente, H2m+1(X∗(Aωgi)) = 0 para 1 ≤ i ≤ t− 1.
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Puesto que M1 y M6 son las matrices dadas en (5.13):

M1



x1

x2
...

xt−1

xt


+M6



y1

y2
...

yt−1

yt


=



0

(1− λ)x2

(1− λ2)x3
...

(1− λt−1)xt


+



(1− λi)ayt
(1− λi)y1
(1− λi)y2

...

(1− λi)yt−1



=



(1− λi)ayt
(1− λ)x2 + (1− λi)y1
(1− λ2)x3 + (1− λi)y2

...

(1− λt−1)xt + (1− λi)yt−1


y d02m,0 = 0, considerando que a 6= 0 obtenemos que

H2m(X2m,2m+1) =
Ker

(
d02m,0

)
Im
(
d12m,1 + d02m+1,0

)
=
〈e2tm+1, e2tm+2, . . . , e2tm+t〉
〈e2tm+1, e2tm+2, . . . , e2tm+t〉

= 0 ,

por consiguiente H2m(X∗(Aωgi)) = 0 para 1 ≤ i ≤ t− 1.

Claramente H0(X∗(Aω1)) = Kω1 y H0(X∗(Aωgi)) = 0 para 1 ≤ i ≤ t− 1.

Recordando que HHn

(
K[X]

〈Xt − a〉
of Ct

)
= Hn(X∗(Aω1))⊕

[
t−1⊕
i=1

Hn(X∗(Aωgi))

]
,

se completa la prueba.

Teorema 5.3.12. Sea K un cuerpo, t ≥ 3, µt(K) 6= ∅ y A = K[X]
〈Xt〉 , entonces

HHn (Aof Ct) = Hn(X∗(Aω1))⊕

[
t−1⊕
i=1

Hn(X∗(Aωgi))

]
, donde

Hn(X∗(Aω1)) =

 Kω1, n = 0

0, n > 0
; Hn(X∗(Aωgi)) =


Kωgi , n = 0

Ke2tm, n = 2m− 1

Ke2tm+1, n = 2m

para 1 ≤ i ≤ t− 1.

Prueba. Tomando a = 0, por la Proposición 5.3.3 y el Lema 5.3.7, de las partes i), ii) del

Lema 5.3.10 H2m+1(X∗(Aω1)) = H2m+1(X2m+1,2m+2) y H2m(X∗(Aω1)) = H2m(X2m−1,2m).
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Puesto que M3 y M5 son las matrices dadas en (5.10):

M3



x1

x2
...

xt−1

xt


+M5



y1

y2

y3
...

yt


=



−(1− λ)x1

−(1− λ2)x2
...

−(1− λt−1)xt−1

0


+



0

0
...

0

ty1


=



−(1− λ)x1

−(1− λ2)x2
...

−(1− λt−1)xt−1

ty1


.

Recordando que d02m+1,0 = 0, deducimos que

H2m+1(X2m+1,2m+2) =
Ker

(
d02m+1,0

)
Im
(
d12m+1,1 + d02m+2,0

)
=
〈et(2m+1)+1, et(2m+1)+2, . . . , et(2m+1)+t〉
〈et(2m+1)+1, et(2m+1)+2, . . . , et(2m+1)+t〉

= 0 ,

por consiguiente H2m+1(X∗(Aω1)) = 0. Por otro lado,

H2m(X2m−1,2m) =
Ker

(
d12m−1,1 + d02m,0

)
Im
(
d12m−1,2 + d02m,1 + d12m,1

)
=

Ker(d, d′)

Im(d, d′, d′′)
= 0 .

Para ello, basta verificar que z0 ∈ Ker (d, d′) implica que z0 ∈ Im (d, d′, d′′).

En efecto, (d, d′)(z0) = (0, 0, . . . , 0, 0) si y sólo si

M3



z1

z2
...

zt−1

zt


+M5



zt+1

zt+2

zt+3

...

z2t


=



0

0
...

0

0


si y sólo si 

−(1− λ)z1

−(1− λ2)z2
...

−(1− λt−1)zt−1

0


+



0

0
...

0

tzt+1


=



0

0
...

0

0


,

luego z1 = 0, z2 = 0, . . . , zt−1 = 0, zt+1 = 0. Aśı, z0 = (0, . . . , 0, zt, 0, zt+2, zt+3, . . . , z2t).

229



Por otro lado,
M4



x1

x2

x3
...

xt


+M5



y1

y2

y3
...

yt




⊕M1



y1

y2

y3
...

yt



=





0

0
...

0

txt


+



0

0
...

0

ty1




⊕



0

(1− λ)y2

(1− λ2)y3
...

(1− λt−1)yt


=



0

0
...

0

txt + ty1


⊕



0

(1− λ)y2

(1− λ2)y3
...

(1− λt−1)yt


.

Escribiendo esta matriz en fila y comparando sus componentes con las de z0:

y1 = 1
t (zt − txt), y2 = 1

(1−λ)zt+2, y3 = 1
(1−λ2)zt+3, . . ., yt = 1

(1−λt−1)z2t. Haciendo xt = 0, existe

z′0 = (0, . . . , 0, 0, 1t zt,
1

(1−λ)zt+2,
1

(1−λ2)zt+3, . . . ,
1

(1−λt−1)z2t) tal que

z0 = (d, d′, d′′)(z′0) ∈ Im (d, d′, d′′). Por consiguiente, H2m(X∗(Aω1)) = 0.

Por el Lema 5.3.9, de las partes iii), iv) del Lema 5.3.10

H2m+1(X∗(Aωgi)) = H2m+1(X2m,2m+1) y H2m(X∗(Aωgi)) = H2m(X2m,2m+1).

Teniendo en cuenta el diagrama (5.13) y la Proposición 5.3.2,

H2m+1(X2m,2m+1) =
Ker (d, d′)

Im (d, d′, d′′)
= Ke2t(m+1) . (5.16)

Sea z0 ∈ Ker (d, d′), entonces (d, d′)(z0) = (0, 0, 0, . . . , 0) si y sólo si

M1



z1

z2
...

zt−1

zt


+M6



zt+1

zt+2

...

z2t−1

z2t


=



0

0

0
...

0


si y sólo si 

0

(1− λ)z2

(1− λ2)z3
...

(1− λt−1)zt


+



0

(1− λi)zt+1

(1− λi)zt+2

...

(1− λi)z2t−1


=



0

0

0
...

0
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pues a = 0; luego zt+1 = − (1−λ)
(1−λi)z2, zt+2 = − (1−λ2)

(1−λi) z3, . . . , z2t−1 = − (1−λt−1)
(1−λi) zt. Aśı,

z0 = (z1, z2, . . . , zt,− (1−λ)
(1−λi)z2, . . . ,−

(1−λt−1)
(1−λi) zt, z2t). Visto como combinación lineal

z0 = z1e2tm+1 + z2

(
e2tm+2 −

(1− λ)

(1− λi)
e2tm+(t+1)

)
+

· · ·+ zt

(
e2tm+t −

(1− λt−1)

(1− λi)
e2tm+(2t−1)

)
+ z2te2tm+2t . (5.17)

Sea z = (d, d′, d′′) (x1, x2, x3, . . . , xt, y1, y2, y3, . . . , yt). Como a = 0, obtenemos que
M2



x1

x2

x3
...

xt


+M6



y1

y2

y3
...

yt




⊕M3



y1

y2

y3
...

yt



=





−tx1
0

0
...

0


+



0

(1− λi)y1
(1− λi)y2

...

(1− λi)yt−1




⊕



−(1− λ)y1

−(1− λ2)y2
...

−(1− λt−1)yt−1

0



=



−tx1
(1− λi)y1
(1− λi)y2

...

(1− λi)yt−1


⊕



−(1− λ)y1

−(1− λ2)y2
...

−(1− λt−1)yt−1

0


.

Escribiendo esta matriz como combinación lineal :

z = (−tx1)e2tm+1 + (1− λi)y1
(
e2tm+2 −

(1− λ)

(1− λi)
e2tm+(t+1)

)
+

· · ·+ (1− λi)yt−1
(
e2tm+t −

(1− λt−1)

(1− λi)
e2tm+2t−1

)
. (5.18)

De (5.17) y (5.18), se sigue (5.16).

Por consiguiente, H2m+1(X∗(Aωgi)) = Ke2t(m+1) para 1 ≤ i ≤ t− 1.

Teniendo en cuenta el diagrama (5.13), la Proposición 5.3.2 y d02m,0 = 0

H2m(X2m,2m+1) =
Ker

(
d02m,0

)
Im (d, d′)

= Ke2tm+1 . (5.19)
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Sea z = (d, d′) (x1, x2, x3, . . . , xt, y1, y2, y3, . . . , yt). Como a = 0, obtenemos que

M1



x1

x2

x3
...

xt


+M6



y1

y2

y3
...

yt


=



0

(1− λ)x2

(1− λ2)x3
...

(1− λt−1)xt


+



0

(1− λi)y1
(1− λi)y2

...

(1− λi)yt−1



=



0

(1− λ)x2 + (1− λi)y1
(1− λ2)x3 + (1− λi)y2

...

(1− λt−1)xt + (1− λi)yt−1


.

Escribiendo esta matriz como una combinación lineal:

z = [(1− λ)x2 + (1− λi)y1]e2tm+2 + · · ·+ [(1− λt−1)xt + (1− λi)yt−1]e2tm+t . (5.20)

Puesto que Ker
(
d02m,0

)
= 〈e2tm+1, e2tm+2, . . . , e2tm+t〉, de (5.20) se sigue (5.19).

Aśı, H2m(X∗(Aωgi)) = Ke2tm+1 para 1 ≤ i ≤ t− 1.

De los diagramas (5.10) y (5.13), deducimos que H0(X∗(Aω1)) = Kω1,

H0(X∗(Aωgi)) = Kωgipara 1 ≤ i ≤ t− 1. Esto completa la prueba.
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Conclusiones y recomendaciones

En la presente tesis obtuvimos el cálculo de homoloǵıa de Hochschild de los productos cru-

zados de K[X] cocientado por el ideal generado por Xt − a con el grupo ćıclico Ct = 〈g〉 de

orden t ≥ 2, cuando K es un cuerpo y la acción de Ct sobre K[X]
〈Xt−a〉 es dada por g · x = λx,

g · 1 = 1 donde λ es una ráız primitiva t-ésima de la unidad en K y x = X + 〈Xt − a〉.

El siguiente trabajo será abordar el caso cuando K es un dominio de ideales principales y λ

es una ráız primitiva t-ésima de la unidad en K.

En el contexto de geometŕıa algebraica, este problema se localiza en un cuadro más general

que consiste en calcular la homoloǵıa de Hochschild de un producto cruzado E = A of G

para el caso A = K[X1,...,Xn]
I , donde I es un ideal de K[X1, . . . , Xn] y G es un grupo finito.

En esta dirección, el siguiente paso será abordar el caso A = K[X,Y ]
〈X2−Y 〉 , con G un grupo ćıclico.
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[30] Doi Y., Cohomologies over commutative Hopf algebras, J. Math. Soc. Japan, 25(4)

(1973) 680-706.

[31] Doi Y., Equivalent crossed products for a hopf algebra, Communications in Algebra,

17(12) (1989) 3053-3085.

236


	Agradecimientos
	Introducción
	Lista de notaciones

	Homotopía de contracción
	Cono de mapeo y equivalencia homotópica
	Funtores inducidos por un morfismo de anillos
	Resoluciones proyectivas relativas (RPR)
	Un método para la construcción de RPR

	Álgebras y productos cruzados
	Definiciones y ejemplos de álgebras
	Biálgebras y álgebras de Hopf
	Productos cruzados de Hopf
	Acciones y coacciones de un álgebra de Hopf
	Productos cruzados de Hopf con cociclos invertibles

	Resoluciones para un producto cruzado de Hopf
	Bimódulos y módulos sobre el álgebra envolvente
	Homología de Hochschild de un álgebra
	Resolución barra normalizada de un álgebra
	Resolución del producto cruzado general
	Homología de Hochschild de un producto cruzado de Hopf

	Homología de Hochschild de un producto cruzado K[X]"426830A Xt"526930B f Ct
	Un método para las resoluciones de productos cruzados
	Homología de Hochschild de K[X]"426830A X2"526930B f C2
	Homología de Hochschild de K[X]"426830A Xt"526930B f Ct para t3

	Homología de Hochschild de un producto cruzado biparamétricoK[X]"426830A Xt-a"526930B f Ct
	El complejo total de un complejo doble
	Homología de un complejo total
	Homología de columnas y franjas

	Homología de Hochschild del producto cruzado K[X]"426830A X2-a"526930B f C2
	Homología de Hochschild del producto cruzado K[X]"426830A Xt-a"526930B f Ct para t3

	Conclusiones y recomendaciones
	Bibliografía

