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Resumen

En la actualidad, el dlgebra homoldgica es un area productiva de investigaciéon en matematica.
En esta tesis se estudia el producto cruzado introducido por Doi-Takeuchi y Blattner-Cohen-
Montgomery en [4] y [3]. Caracterizamos el producto cruzado de Hopf como un médulo con
multiplicacién que depende de una accién débil y una aplicacién bilineal, la cual es normal.
Ademis, tanto la aplicacion bilineal como la accion débil satisfacen las condiciones de cociclo
y modulo torcido. En el caso en que el cociclo del producto cruzado sea invertible, se carac-
teriza como una extensién de Galois Hopf con propiedad de base normal y también como una
extension cleft derecha.

Determinamos que las homologias de Hochschild de un producto cruzado son los funtores
derivados relativos izquierdos de un funtor covariante aditivo.

Principalmente calculamos la homologia de Hochschild del producto cruzado del algebra K[X]
cocientado por el ideal generado por X! — a, con el grupo ciclico Cy, para t mayor o igual a

2 bajo ciertas condiciones sobre K y sobre el 2—cociclo f.
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Abstract

Nowadays, homological algebra is a productive area of research in mathematics. In
this thesis, we study the crossed product introduced by Doi-Takeuchi and Blattner-Cohen-
Montgomery in [4] and [3]. We characterize the Hopf crossed product as a module with
multiplication that depends on a weak action and a bilinear mapping, which is normal. Furt-
hermore, both the bilinear map and the weak action satisfy the conditions of cocycle and
twisted module. In the case where the cocycle of the crossed product is invertible, it is cha-
racterized as a Hopf Galois extension with normal basis property and also as a right cleft
extension.

We determine that the Hochschild homologies of a crossed product are the left relative deri-
ved functors of an additive covariant functor.

We mainly compute the Hochschild homology of the crossed product of the algebra K[X]
modulo the ideal generated by X! — a, with the cyclic group C, for ¢ greater than or equal

to 2 under certain conditions on K and on the 2—cocycle f.
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Introduccion

En 1945, Gerhard Hochschild introdujo la homologia de Hochschild para algebras asociativas.
Sea K un anillo conmutativo, F una K —algebra unital asociativa y M un E—bimédulo. Con-
forme a la referencia [20)/, se puede definir la homologia de Hochschild de E con coeficientes

en M via el complejo de Hochschild de E con coeficientes en M:

Definicién 0.0.1. El complejo de cadenas de grupos abelianos (o K—mddulos),
(Cu(E, M), by), se llama complejo de Hochschild de E con coeficientes en M ;
donde Cy(E, M) := M @k E®" y b, : Cp(E,M) — Cy_1(E, M) es dado por

|
—

n

bu(ro@r @ @ry) = (D)o@ @riri1 @y

o

k2
+ (—1)”7}#‘0 RXr1 Q- Qrp_1 -

Definicion 0.0.2. La homologia de Hochschild de E con coeficientes en M se define como
H.(E,M)={H,(E,M)}, donde H,(E, M) es la homologia de Hochschild de grado n de E

con coeficientes en M dada por

H,(E,M) := H,(C.«(E,M),by)

_ Berlba) s 0
Im(bp+1) P T

Si M = E, entonces se escribe HH,(E) = H,(E,E). En este caso, HH,(E) = {HH,(E)}
es llamada homologia de Hochschild de E.

En 1968, se introdujo el producto cruzado de Sweedler en [2], y posteriormente, en los
articulos [3] y [4] de 1986, fue extendido en forma independiente omitiendo las suposiciones
de conmutatividad y coconmutatividad.

Sean K un anillo conmutativo, A una K—4élgebra y H una K—4&lgebra de Hopf.
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Definicién 0.0.3. [3, Defi. 4.1] Dadas una accidn débil de H sobre A (ver Definicion[2.3.5),
f:+H x H— A una aplicacion K—bilineal. Bl K—mddulo A ® H provisto de multiplicacion
dada por

(@@ h)(be1) = a’ f(h®,10) @ n®@)

se llama producto cruzado de Hopf de A por H, si la multiplicacion es asociativa y tiene como

elemento unitario 14 ® 1. Este producto cruzado se denota por A ¢H.

Ya que A#;H es una K —dlgebra, podemos interesarnos en calcular su homologfa de

Hochschild.

En la literatura se encuentran informaciones acerca de productos cruzados:

e El producto cruzado de Sweedler para una accién de un algebra de Hopf H sobre un

algebra A ha sido introducido en [2] cuando H es coconmutativo y A es conmutativo.

e Para obtener el teorema de estructura de un comédulo dlgebra cleft, Doi y Takeuchi

introdujeron en [4] el concepto de producto cruzado.

e Blattner, Cohen y Montgomery desarrollaron una teoria de productos cruzados de
Hopf en [3], la utilizaron para expresar un dlgebra de Hopf H que es dominio de un
epimorfismo 7 : H — H de algebras de Hopf, que se descompone como morfismo de

codlgebras, como un producto cruzado A# fﬁ, donde A es un subdlgebra de H.

e Masouka A. [5] aplicé productos cruzados de Hopf para probar la suavidad equivariante
de algebras de Hopf, y la descomposicién de superalgebras de Hopf superconmutativas

en producto tensorial.

A partir de un producto cruzado de Hopf F = A#;H y un E—bimédulo M, para abordar
las sucesiones espectrales homoldgicas y cohomoldgicas asociadas a complejos filtrados de
modulos, Jorge Alberto Guccione y Juan José Guccione construyeron en la Seccién 2 de [I]
los complejos X (E,M)y X *(E, M), més pequenos que los canénicos, dando la homologia de
Hochschild de E con coeficientes en M y la cohomologia de Hochschild de E con coeficientes

en M, respectivamente. Como un antecedente principal destacamos el siguiente resultado.
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Teorema 0.0.4. [Il Theo. 2.1.1] La homologia de Hochschild de un producto cruzado de
Hopf E con coeficientes en un E—bimddulo M es la homologia del complejo de cadenas

& o di o da ds o di G ds & ds o dr

X.(E, M) :+ X X

donde X, = @ MoH @A ygn = Z chﬁs
r+s=n r+s=n (=0

El morfismo dzs es definido en la seccién 2.1 del articulo [I] y Xps=MeH @A

En el caso en que el cociclo f de E es invertible, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 0.0.5. [I, Coro. 4.4] Las sucesiones espectrales homoldgicas de Cartan-Leray y

de Hochschild-Serre son isomorfas. Ademds, vale la version cohomoldgica.

En el caso general, el complejo de cadenas )A(*(E, M) del Teorema es demasiado
complicado para obtener un cdlculo completo de la homologia de Hochschild de E con coefi-
cientes en M. Los autores se dieron cuenta de esta dificultad y posteriormente construyeron
en la Seccién 3 de [27] un complejo de cadenas X (M) més simple que X, (E, M), que es ttil
para calcular las homologias de Hochschild para productos cruzados de tipo £ = A x; G,
donde A = % es un algebra, G es un grupo ciclico finito, P es un polinomio monico y

G = (g) actua sobre A mediante el automorfismo del anillo definido por 29 = Az +  con

A, B € K (para la definicién ver [27, Theo. 2.2]).

Teorema 0.0.6. [27, Theo. 3.1] La homologia de Hochschild de un producto cruzado de una
dlgebra monogénica con un grupo ciclico finito E con coeficientes en un E-bimddulo M es la

homologia del complejo de cadenas

X.(E M) @ Xo+2 X, 2 X, 8

min (2,s)
donde X,, = @ M,s yd, = Z Z Eﬁs , donde cada M,s es una copia de M.
£=0

r+s=n r+s=n
r+¢>0

El morfismo Eﬁs es definido en la Proposicién 4.3.10|y X,s = M.
El complejo de cadenas X, (E, M) se denota por X ,(M).



A continuacion, se presenta un problema a ser resuelto: Dado un cuerpo K y dada la accién

del grupo Cy = {1, g} sobre [<()[()‘§)] definida por g-1 =1, g-x = —x donde z = X + (X?);

calcular la homologia de Hochschild del producto cruzado % x s Ca. Se trata del problema

que ha sido propuesto por el profesor Juan José Guccione en el Seminario de AGNC del 2019
realizado en la PUCP.
En esta tesis, estudiamos algunos productos cruzados de Hopf y sus homologias de Hochschild.
Durante nuestra investigacién, hemos observado que el problema propuesto se puede extender
a productos cruzados de la forma E = % X Cy para t > 3, donde la accién del grupo
Cy={l,9,...,9" '} sobre % es definida por g-1=1,g- 2= Az, conz = X + (X' y
A una rafz primitiva ¢-ésima de la unidad en K, i.e., A € i (K).
Cuando K es un cuerpo, conforme a la Proposicién podemos asumir que el 2—cociclo
f de E es la aplicacién f : Cy x Cy — A* definida por
fa(gi,g‘j)z 1 sit+j5<t

a siit+j3>t,
donde 0 < 4,5 < t. Entonces bajo ciertas condiciones sobre K y sobre f, calculamos las ho-
mologias de Hochschild de los productos cruzados de la forma £ = Ax;C; parat > 2, cuando
A= %, Cy = (g) y la accién de C; sobre A es dada via g-o = Az para A = —1 0 A € i (K)
para t > 3 y P un polinomio ménico. Vamos a utilizar la notacién Car(K) # 2 para indicar

que la caracteristica del cuerpo K es diferente de dos. En la tabla de resultados [1| presen-

tamos la cualidad de ser nula o no de las homologias de Hochschild de E y nuestros resultados.

Condiciones Resultados
n+1
Car(K)=2|a=0,a€K* | HH,(E) = E paran >0 | T[.218
P=X%—q =
a#0 HH,(FE) es nula paran > 0 Th.2.1
Car(K) # 2
a=70 HH,(E) es no nula paran >0 | T[5.2.19
a0 HH,(F) es nula para n > 0 T[3T1
P=X'—a, | m(K)#0 )
t>3 a=0 HH,(FE) es no nula paran >0 | T[5.3.12

Cuadro 1: Tabla de Resultados

En lugar de utilizar el Teorema para hallar la homologia de Hochschild de E con
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coeficientes en M, haremos uso del método tedrico principal dado por el Teorema [3.5.2] Esto

nos permite hallar la homologia de Hochschild de un producto cruzado general mediante el

Corolario B.5.4

Demostraremos el Teorema en la Seccién [4.3] reformulando el enunciado de este re-
sultado en el Teorema Usando adecuadamente el Teorema conseguimos reducir
la solucién del problema propuesto y de su extensién al calculo de homologias de complejos
totales de t complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado (ver el Corolario m
y el Corolario .

Para obtener sucesivamente nuestros resultados principales el Teorema y el Teorema
hemos extraido las diferenciales horizontales y las diferenciales verticales de los com-
plejos dobles asociados al producto cruzado % x ¢ Ct, luego las hemos transformado en
matrices cuadradas. Esta transformacién nos ha permitido simplificar los calculos técnicos
de las homologias de los complejos totales mencionados anteriormente.

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 1, tratamos la nocién de homotopia de contraccion de cadenas, la cual re-
laciona un par de resoluciones proyectivas relativas. Esta homotopia aparece con frecuencia
en la construccion de dichas resoluciones. El Teorema y el Corolario indican
que un producto cruzado de Hopf posee una resolucion, y que un par de estas resoluciones
difieren por una equivalencia homotdépica.

El capitulo 2 estd dedicado a la revisiéon de los resultados basicos de K —&lgebras y pro-

ductos cruzados de Hopf. La Proposicion y el Teorema permiten identificar al
producto cruzado A x; G de la Definicién como un producto cruzado de Hopf, donde
el dlgebra de Hopf es K[G].
Dada una extensién finita de Galois F de un cuerpo F' con grupo de Galois G, se ha des-
cubierto en un isomorfismo de F—mddulos izquierdos y F|[G]"—comddulos derechos
para mostrar que E/F tiene la propiedad de base normal. Esto queda ilustrado en el caso
E=0Q(W2,V3),F=QyG=G(E/F). Del Teorema se deduce que E es un producto
cruzado de Hopf.

El capitulo 3 se dedica a la resoluciéon barra normalizada y la resoluciéon proyectiva rela-
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tiva para un producto cruzado de Hopf, la relaciéon que hay entre ellas y sus consecuencias
para las homologias de Hochschild.
En la prueba de Lemam se introduce una matriz auxiliar asociada a la expresién by, b, (r)
para deducir con facilidad que b},b),,; = 0. Esta técnica se ha utilizado varias veces con la
misma finalidad.
Dados E = C#H, un producto cruzado de Hopf y M un E—bimddulo, el método para
hallar la homologia de Hochschild de E con coeficientes en M, y la homologia de Hochschild
de F, son determinados respectivamente con el Teorema y el Corolario[3.5.4

En el capitulo 4, se determina que el calculo de homologia de Hochschild de los productos
cruzados % x5 Cy, parat > 2, bajo condiciones adecuadas sobre K y sobre f, se reducen al
calculo de homologias de los complejos totales asociados a los productos cruzados. El método
del cdlculo citado es una adaptacién de aquel dado en [27]. Se establecen el Corolario
y el Corolario Estos resultados son importantes porque proporcionan las diferencia-
les horizontales y verticales de complejos dobles de cadenas. En el capitulo siguiente, estas
diferenciales serdn herramientas fundamentales en el cdlculo de homologias de los complejos
totales.

En el capitulo 5, se resuelven el problema propuesto para la investigacién y su exten-
sién antes mencionada. Utilizando nociones de algebra homolégica y traduciendo al lenguaje

de matrices las diferenciales horizontales y verticales de los complejos dobles de cadenas

K[X]
(X?—a)

asociados al producto cruzado monoparamétrico X Cy, se calcula su homologia de

Hochschild. Siguiendo el procedimiento anterior, se calcula la homologia de Hochschild del

producto cruzado biparamétrico % Xy Cy para t > 3. Los dos resultados principales

obtenidos son el Teorema y el Teorema
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Lista de notaciones

ACh categoria de complejos de cadenas de A—mddulos izquierdos
C}, cono de mapeo de p

wi1 : Y ~ id relacién de homotopia entre las aplicaciones ¢ e id, donde w,; es la homo-

topia entre ellas
n: F1 4 Fy F) es adjunto izquierdo de F5 con adjunciéon n
mg categoria de S—modulos izquierdos
& clase de epimorfismos en categoria abeliana 2

E¢ &lgebra envolvente de F

&' familia de todos los epimorfismo de S-médulos, que se descomponen como morfismo de

R-médulos
fq(D) g—ésima fila del diagrama D
K|[G] éalgebra de grupo
% producto por convolucién
Kan isomorfismo canénico de K —méddulos
A# ¢H producto cruzado de Hopf de A por H
A#H producto smash de Ay H
A¢[H] producto torcido de A con H
AH 3lgebra de H—invariantes de A
At 3lgebra de H—coinvariantes de A
(C«(E,M),b) complejo de Hochschild de E con coeficientes en M

H.(E, M) homologia de Hochschild de E con coeficientes en M

Xiv



HH,(FE) homologia de Hochschild de grado n de F

C%7(E) la resolucién barra de Hochschild de £

(A, na,ma) K—algebra donde pua es la multiplicacion de A y 14 es la unidad de A
A K-—médulo cociente Coker(n4) donde A es una K —algebra

(B«(E), V) resolucién barra normalizada de E

B.(FE) complejo aumentado de B, (E)
(P.(E),b") resolucién barra normalizada de C C E

(&, d) resolucion proyectiva relativa de un producto cruzado £ = A#;H como un

E°—modulo izquierdo
A Xy G producto cruzado de una K—algebra A con un grupo G
Car(K) caracteristica de un cuerpo K
Cy grupo ciclico de orden t generado por un elemento g para ¢t > 2
pi(K) conjunto de las raices primitivas ¢t-ésimas de la unidad en K

(X' — a) ideal de K[X] generado por X! —a

X' —a) dlgebra cociente K[X|] por el ideal generado por X! — a para t > 2

Xty Xf C} producto cruzado de una K —algebra <)I(<t[i(i> con un grupo Cy

A* grupo de unidades de A
X4, d,) resolucién proyectiva relativa de un producto cruzado E = K[)tq X ¢ Cy como un
xn “f

FE—bimddulo

X.(E,M) complejo de cadenas cuya homologia es la homologia de Hochschild de un producto
cruzado de una algebra monogénica con un grupo ciclico finito E con coeficientes en

un E-bimdédulo M
HH,, (A xfC;) homologia de Hochschild de grado n del producto cruzado de A con Cy

XV



t—1
{wi,wg, ..., wy-1} base del A-médulo libre E = P Aw,;
i=0
Y*(Awgi) complejo total de un complejo doble de cadenas asociado a un producto cruzado
t—1
E=@P Awg parai=0,1,...,t -1
i=0

Kw;, K-espacio vectorial generado por wy
Kwg K-espacio vectorial generado por wg,: paral <i<t—1

1Dy ;D paral <i<t—1 complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado

K[X]
(X'—a)

X f Ct
Xy complejo total de la columna cero del complejo doble 1D

Xo;_1,2; complejo total de la franja entre las columnas 2j — 1 y 25 del complejo doble 1D

para j > 1

Xoj2j+1 complejo total de la franja entre las columnas 2j y 2j + 1 del complejo doble ;D

paraj >0yparal <i:<t—1

H,, (X2j-1,2;) la homologia de grado n del complejo total de la franja entre las columnas

2j— 1y 2jde 1D

H, (X2j2j+1) la homologia de grado n del complejo total de la franja entre las columnas 2j

y2j+1de D
No conjunto de enteros no negativos
(e1,e9,€3,...,e;) K—espacio vectorial generado por los elementos de la base canénica de K*.
Keou, K-espacio vectorial generado por el elemento ea,, de la base canénica de K2
Keotmt1 K-espacio vectorial generado por el elemento esn, 1 de la base candnica de K 2tm+t

Citaciones se utiliza las cuatro primeras letras para citar referencias relativas a definicién,

proposicién, teorema, etc.; independiente del idioma

XVi



Capitulo 1

Homotopia de contraccién

En la primera seccién, introducimos la homotopia de contraccién de cadenas y establecemos
una condicién suficiente para que un morfismo de complejos de cadenas sea una equivalencia
homotépica usando el cono de mapeo del morfismo de complejos de cadenas.

En la segunda seccidn, se introduce una terna (G, F, H) de funtores inducidos por el morfismo
dado de anillos unitarios. Establecemos algunas propiedades necesarias de funtores adjuntos.
Establecemos que G es adjunto izquierdo de F'y que F' es adjunto izquierdo de H y deducimos
que F' preserva monomorfismos y epimorfismos.

En la tercera seccion, estudiamos una clase de epimorfismos & en una categoria abeliana
2, abordando el problema de existencia y unicidad de una resolucién & —proyectiva de un
objeto de 2. Dado un morfismo de anillos unitarios de R en S, introducimos una clase &’ de
todos los epimorfismos de S—maddulos que se descomponen como morfismos de R—maodulos,
y probamos que esta clase es proyectiva. De esto deducimos que cada S—moébdulo tiene una
unica salvo homotopias resolucién &’ —proyectiva.

En la cuarta seccién, desarrollamos las ideas expuestas en el apéndice A del articulo [I]
para comprobar los resultados principales del método que permite la construcciéon de una

resolucién proyectiva relativa de un S—moédulo V.



1.1 Cono de mapeo y equivalencia homotdpica

Sea A un anillo. Se denotard por ACh a la categoria de complejos de cadenas de A—mddulos
izquierdos. Sean f, g € ACH(C, D). Una homotopia h entre f y g es una familia de morfismos

de A—médulos izquierdos, h = {hg41 : Cq = Dgy1}g>0, tal que
A, \hgir + hedS = fq — gq, Vg > 0.

Definicién 1.1.1. Un complejo de cadenas C € | A€h| es contrdctil si existe una homotopia
h = {hgt1 : Cy = Cqy1}q>0 entre la identidad idc y la aplicacién nula Oc. Esta homotopia

h se llama homotopia de contraccion de cadenas de C.

Dado un complejo de cadenas de A—médulos izquierdos

81 (92 1?) 8q+1

C:0 Co C1 Cy1 —— Cy——

Como 040441 = 0 para g > 1, definimos la homologia de grado g de C' como el A—mddulo
. Ker (a ) , C
cociente Hy(C) = m. Ademads, Hy(C) = T (07

Proposicién 1.1.2. Si C' es un complejo de cadenas contrdctil, entonces C es aciclico (i.e.,

Hy(C)=0,Vg>1).

Definicién 1.1.3. Sea p : (C,d°) — (D,d”) un morfismo de complejos de cadenas de

A—mébdulos izquierdos. El complejo de cadenas C),, definido por
— Cu _ (gD C
(Cu)g = Dg® Cy1y dg"(b,a) = (d; b — pg-1a,—d;_1a), b€ Dy y a € Cy1,
es llamado cono de mapeo de

En seguida, estableceremos una condicion suficiente para que un morfismo de complejos

de cadenas sea una equivalencia homotodpica usando el cono de mapeo del morfismo.

Proposiciéon 1.1.4. Sea C un complejo de cadenas de A—mddulos izquierdos, entonces sC,

definido por (sC)q = Cy—1 ¥y dflc(a) = —dgﬁl(a), es un complejo de cadenas de A—modulos
izquierdos.
Prueba. Basta notar que dgcd;%(a) = dgﬁldg(a) =0 para a € (sC)g1. O



Proposicién 1.1.5. Si p: C'— D es un morfismo de complejos de cadenas, entonces existe

una sucesion exacta corta de complejos de cadenas,

C, s 0,
de modo que la conectante de la sucesion exacta larga de homologias es H(p) : H(C) — H(D).

Prueba. i) Existe una sucesién exacta corta de complejos de cadenas

c, s 0.

En efecto, sean

N :Dg = Dg®Cyq1 = (Cl)gy pq:(Cu)g=Dg®Cy—1 = Cy—1 = (sC)4 dados por
A(b) = (b,0) ¥ pylba) = —a.

Claramente, \; y pq son morfismos de A—mddulos izquierdos.

La sucesiéon 0 —— D, —Alf D, @ Cy—1 be Cq—1 —— 0 es exacta, para ¢ > 1, de-
bido a que se cumplen las tres condiciones siguientes:

(1) Aq es inyectivo, (2) pg es sobreyectivo y (3) Im()\g) = Ker(pg).

Falta verificar que A : D — C, y p: C), — sC son morfismos de complejos de cadenas.

Para ello, sea b € Dy y (b,a) € Dy & Cy—1. Luego, tenemos

dq)‘q(b) = dq(b, O)
= (d (b) = pg-10, —dS_,0)

= (d7(0),0) = Ag-1dg (b) 'y

dgcpq(b, a) = dgc(—a) = dqc_la = pg—1dq(b,a). Por lo tanto, existe

P
Cu sC 0,
una sucesién exacta corta de complejos de cadenas.

i7) La conectante de la sucesion exacta larga de homologias es H(u) : H(C) — H(D).

Considerando la sucesién exacta corta de complejos de cadenas

C, - sC 0,



se tiene el diagrama zig-zag siguiente:

Dyi1 @ Cy 3 (0,a) P —a € Zy 4y (5C) oo |

dgt1

dg+1(0,a) = (A1 0 — pga, —dg a) = (—pqa,0)
pues 0 = d;gl(a) = —dqc(a) y asi dqca, =0.
Como quuq(a) =0, la conectante g1 : Hyg1(sC) — Hy(D) es dada por
dg+1([a]) = [uq(a)] = Hy(p)la] para Hy(p) : Hy(C) — Hy(D). Asi, la conectante de la
sucesién exacta larga de homologias es § = H(u) : H(C) — H(D).

O]

Un morfismo g € A€h(D,C) de complejos de cadenas de A—mdbdulos izquierdos es un

inverso homotdpico derecho de un morfismo f € A€hH(C, D) si fg ~ idp.

Proposicién 1.1.6. Si existe una homotopia de cadenas entre A y la aplicacion nula, enton-

ces | tiene inverso homotopico derecho.

Un morfismo g € A€H(D,C) de complejos de cadenas de A—mébdulos izquierdos es un

inverso homotdpico izquierdo de un morfismo f € A€H(C, D) si gf ~ idc.

Proposicion 1.1.7. Si existe una homotopia de cadenas entre p y la aplicacion nula, entonces

W tiene inverso homotopico izquierdo.

Un morfismo f € A€H(C, D) de complejos de cadenas de A—médulos izquierdos es una

equivalencia homotdpica si existe g € ACh(D,C) tal que gf ~idcy fg ~ idp.

Teorema 1.1.8. [11l Exer. 5.8] Sea u : C — D un morfismo de complejos de cadenas de

A—mddulos izquierdos. Si C), es contrdctil, entonces ji es una equivalencia homotdpica.

Prueba. Puesto que C), es un complejo de cadenas contractil, existe una homotopia

h = {hg+1:(Cu)qg = (Cu)g+1} entre la identidad de C), y la aplicacién nula. Luego
dgt1hgy1 + hedy = Z'd(cu)q. (1.1)
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Segun la Proposicién existe la sucesién de complejos de cadenas asociada a p :

c, - sc 0,

la cual es exacta, donde A\; : Dy — (C),)q ¥ pq : (Cu)g = (sC)q. De (1.1)),

dg+1hg110g + hedgAg = Ag. Haciendo hy | = hg1\g : Dy — (Cp)gt1, como dghg = Ag—1d, se
tiene dg1hy q +hydy = Ay = Ag—0. Asi, by 1 : Dy — (Cp)g1 = Dg11©Cy es una homotopia
entre A y la aplicacion nula. Por la Proposicién [I.1.6] existe un morfismo v : D — C de

complejos de cadenas tal que

uv =~ idp. (1.2)

Por otro lado, de : Pqdg+1hgi1 + pghqdy = pqg, y como pgdgi1 = dg1pg+1,

dg+1Pg+1hg+1 + pghedq = pq-

Haciendo hy 1 = pg+1hgt1 1 (Cp)g = (8C)g+1, se sigue que dgy1hy q + hydy = pg — 0. Asi,
hyy1 o (Cu)g = (8C)g41 es una homotopia entre p y la aplicacién nula.

Por la Proposicion m, existe un morfismo v/ : D — C de complejos de cadenas tal que

V' ~ido. Puesto que v = idovp ~ V' pvp ~ v'idpp = V', por transitividad de homotopia
Vi~ ide. (1.3)
Por ([1.2)) y (1.3)), se concluye que p es una equivalencia homotépica. O

El reciproco de este teorema es verdadero (ver [13, Theo. 4.2.10]).

1.2 Funtores inducidos por un morfismo de anillos

Dado un morfismo de anillos unitarios ¢ : R — 5. Se escribird S—mddulo o R—méddulo en
lugar de S—mddulo izquierdo o R—mddulo izquierdo. Las pruebas de la siguientes proposi-

ciones se dejan al lector. Estos hechos se pueden ver en [12] pag. 26].
Proposicion 1.2.1. Sea N un R—mddulo, entonces S @r N es un S—mddulo.

Sea N un S—médulo. Tomemos F,,(N) = N como grupo abeliano con una estructura de
R-médulo dada por 7-m = o(r) -m parar € R, m € N;y Fy(f) como el morfismo inducido

de R-modulos.



Proposicién 1.2.2. Euxiste F, : mg — m% funtor covariante.

El funtor F), es llamado el funtor cambio de anillos.

Sean N un R—médulo, G,(N) =S @r Ny Go(f) =S ®r f.
Proposicién 1.2.3. Existe G, : m% — mg funtor covariante.

Sean N un R—moédulo, H,(N) = Hompg(S, N) y Hy(a) = Hompg(S, o).
Proposicién 1.2.4. Existe H, : m% — mg funtor covariante.

Definicion 1.2.5. Sean I} : € — €y, F5 : € — € funtores covariantes. El funtor F} es

adjunto izquierdo de F si existe una equivalencia natural
n=nxy:CFX,Y) > (X, BY)

de funtores de € x €3 — & (categorfa de conjuntos). En este caso, 7 se llama adjuncién y
se denota por 1 : F; - F3, el hecho que F}] es adjunto izquierdo de F5.

G H

Teorema 1.2.6. Sean D ¢c—L5p ¢ funtores covariantes; n: G 4 F y

n' . F 4 H adjunciones, entonces:

1. F preserva monomorfismos.

2. F preserva epimorfismos.

Prueba. Usando la Definicion del hecho que G - F' se sigue que F' preserva monomor-

fismos. Andlogamente, F' 4 H implica que F' preserva epimorfismos. ]
Puesto que Homg (S, M) = M y S®g M = M, considerando [10, Exer. II1.7.3] se obtiene
Proposiciéon 1.2.7. Sea o : R — S un morfismo de anillos unitarios.
1) Si M € |mb| y N € |mb]|, entonces existe una biyeccion
m : Homg(S ® M, N) = Homgr(M, N).
2) Si N € |my| y M € |mb]|, entonces eviste una biyeccion
n3 : Homp(M,N) = HomS(M, Homp(S, N))
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La prueba de la siguiente proposicién se puede ver en [12], pag. 26].
Proposiciéon 1.2.8. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. G, es adjunto izquierdo de Fy; i.e., G, - F,.

2. H, es adjunto derecho de Fy; i.e., Fy 4 H,.

Puesto que G, 4 F, 4 H,, por el Teorema se obtiene el resultado siguiente.

Corolario 1.2.9. Sean o : R — S un morfismo de anillos unitarios y F, : mg — m% el

funtor de cambio de anillos. Entonces F, preserva monomorfismos y epimorfismos.

1.3 Resoluciones proyectivas relativas (RPR)

Dados un morfismo de anillos unitarios ¢ : R — S y un S—médulo N, se desea garantizar
que N tiene una resolucién proyectiva relativa a la familia de epimorfismos de S—maddulos

que se descomponen como morfismos de R—moddulos, salvo una equivalencia homotoépica.

Un morfismo f: M — N en una categoria € es un epimorfismo si para todos los morfis-

h
mos N:g;W en € tales que gf = hf se tiene que g = h.

Sean 2 una categoria abeliana y & una clase de epimorfismos en 2I.

Definicién 1.3.1. Sea ¢ : B — C un epimorfismo de 2. Un objeto P de 2 se llama
proyectivo relativo a € si e, = A(P,e) : A(P,B) — 2A(P,C) es suryectiva. Es decir, dado
feAP,C), g € A(P,B) tal que ex(g) = f

lf
-

B—=—C 0

P es llamado &—proyectivo si es proyectivo relativo a e, para todo ¢ € &.

Proposicion 1.3.2. Si P, y P> son &—proyectivos, entonces P| ® Py es &—proyectivo.



Definicién 1.3.3. La clausura de &, denotada por C(&), consiste de los epimorfismos ¢ en
2 tal que cada objeto &—proyectivo de 2 es también proyectivo relativo a &.

La clase & es llamada cerrada si & = C(&).

Un epimorfismo ¢: A—» B de R—mddulos se descompone si existe un morfismo

v:B——A de R—mddulos tal que ev = idp

HV ‘/idB
w

A—= B 0

Proposiciéon 1.3.4. La clase &y de epimorfismos de R—mddulos izquierdos que se descom-

ponen es cerrada.

Definicion 1.3.5. Sea & una clase cerrada de epimorfismos en 2. Un morfismo ¢ de 2 es
&—admisible si en la descomposicién candnica ¢ = ue, donde p es un monomorfismo y € es
un epimorfismo, entonces se tiene que € € &. Una sucesion exacta en 2 es & —exacta si todos

sus morfismos son &—admisibles. Un complejo en 2,

K:0 Ko Ky g — Kge—- -

se llama &—proyectivo si cada K, es &—proyectivo; K se llama & —aciclico si el complejo

aumentado

0+ Hy(K) Ko Kyj— Kge— -

es &—exacta.

El complejo K es una resolucion &—proyectiva de A si K es &—proyectivo, &—aciclico y

Ho(K) = A.

Definicion 1.3.6. Una clase cerrada & de epimorfismos de 2| es proyectiva si para cada

objeto A de 2l existe un epimorfismo € : P — A en &, donde P es &—proyectivo.

Proposiciéon 1.3.7. La clase &y de epimorfismos de R—mddulos izquierdos que se descom-

ponen es proyectiva.
La prueba de la proposicién siguiente es andloga a la prueba de [10, Lemm. IV .4.2].
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Proposicion 1.3.8. Si & es una clase proyectiva, entonces cada objeto de A posee una

resolucion &—proyectiva.

Teorema 1.3.9. [10, Theo. IX.1.3] Sean

K:KQ Ky Kq—1<—Kq<—"' Y

L: Ly Ly Ly Ly

dos complejos de cadenas en A. Si K es &—proyectivo y L es &—aciclico, entonces cada
morfismo « : Hy(K) — Ho(L) induce un morfismo de complejos de cadenas ¢ : K — L.

Ademds, dos morfismos de complejos de cadenas inducidos por v son homotdpicos.

Prueba. El morfismo de complejos de cadenas ¢ : K — L se construye recursivamente.
Puesto que L es &—aciclico, 0+—— Hy(L)+—— Ly es &—exacta.

Si ¢ =0, Ky es &—proyectivo implica que existe ¢g : Ko — Lg tal que el diagrama
Hy(L) ¢—— Lo
}Z ®o (1.4)
Hy(K)+— Iéo

es conmutativo, donde € € &.

Si ¢ > 0, suponga que g, ©1, ..., g1 estdn definidos. Se considera el diagrama
Og—1 Oq
Lq—2 Lg—1+ Lq
@q2[ qu/[ Pq
K, o 5 Ky 5 K,

(Si ¢ =1, poniendo K_1 = Hy(K), L1 = Ho(L), el cuadrado del lado izquierdo es justa-
mente ) Claramente se tiene dpq_10 = 4200 = 0, luego

Im (pg-—10) € Kerdy—1. Como L es &—aciclico, Ker 0,1 = Im(9,) donde 0; = pqeq con
€q € &, de manera que se obtiene el diagrama conmutativo

Im(8,) «——— L,

- )[ Paq

Ky



pues K, es &—proyectivo, ¢,_10 : K; — Im0,, luego existe ¢, : K, — L, tal que

0pq = pg—10, esto termina el paso inductivo.

Sean ¢ = {¢q}, ¥ = {1y} dos morfismos de complejos de cadenas inducidos por « :
Hy(K) — Hy(L), entonces se debe probar que ¢ ~ 1) .
Recursivamente se construye una homotopia h : ¢ ~ ) .

Si ¢ = 1, se considera el diagrama siguiente para hallar hy:

0 Hy(L) 2 — Lo+ I,

\(
}z /z;owsoo h1 ,ﬁlwm

0+—— Hy(K) Ko K

0
Puesto que g y ¥y son ambos inducidos por « : 91y = dpg = ad, luego (g — ¢p) = 0. Asi
1o — ¢o aplica Ko en Ker(0 : Lo — Ho(L)) = Im(Ly T Ly). Como Ky es &—proyectivo,
Yo — o : Ko = Imdy y 01: L1 —»Imd, en & , entonces existe hy : Ko — L1 tal que
o — wo = O1h1. Asi para ¢ = 1 se tiene Yy — g = 01h1 + hoOy donde hy = 0.

Si ¢ > 1, suponga que estan definidos hi, ho, ..., hq—1 tales que

Ur — @p = Op41hr41 + hy0r, 7 < g — 2. Considerando el diagrama

9

Og—1
Lq_g — Lq_g Lq_1 Lq

B
A‘wa%*"‘pq:fﬁﬁ; %"%

Kq_g TK,]_Q Kq_l Kq
—

Og1

se obtiene

Og—1(Vg—1 — @g—1 — hq—10q—1) = Pq—20q-1 — Pq—20q—1 — Og—1hq—104—1
= (Yg—2 — g2 — Og—1hg-1)9—1
hg—204—204-1 =0 .
Sea 6 = YPg—1 — pg—1 — hg—104—1 : K41 — Ker 9y—1 = Im9,;. Como 0, : Ly — Imd, en
&'y Kq4_1 es &—proyectivo, existe hy : K41 — Lg tal que § = d;hq. Reemplazando este valor
en el primer miembro de la igualdad anterior, deducimos que ¥q—1 — @q—1 = Oghg +hq—104—1.

Por induccién h : ¢ ~ 9. O
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La unicidad de resolucién & —proyectiva de un objeto es dada por la siguiente.

Proposiciéon 1.3.10. Dos resoluciones &—proyectivas de un objeto A de 2 son homotdpica-

mente equivalentes.

Prueba. Sean Py @ dos resoluciones & —proyectivas de A. Por el Teorema [1.3.9] existen
morfismos de complejos de cadenas ¢ : P — @ y ¥ : Q — P inducidos por la identidad de
Ho(P) = A= Ho(Q).

La composicion ¥ : P — P, asi como la identidad idp : P — P son morfismos de complejos
de cadenas inducidos por i¢d4. Por el Teorema Y ~ idp. Andlogamente, Y ~ idg.

Por lo tanto, P y ) son homotépicamente equivalentes. O

A continuacion se presenta un ejemplo de un epimorfismo de E¢—moddulos que se des-

compone como morfismo de F—mddulos izquierdos.

Ejemplo 1.3.11. El morfismo pz del Teorema [4.3.5/es un epimorfismo de F-bimdédulos que se
descompone como morfismo de E-mdédulos izquierdos, pero no se descompone como morfismo

de E-bimoédulos.

La multiplicacién y : F® F — E de una K —4lgebra E es un epimorfismo de F-bimddulos
que se descompone como morfismo de E-médulos izquierdos (vea el Teorema |3.2.9)).

En virtud del Corolario se obtiene lo siguiente.

Ejemplo 1.3.12. Sea p : R — S un morfismo de anillos unitarios. Un epimorfismo de

S—modulos que se descompone, también se descompone como morfismo de R—maodulos.

Sea &’ la familia de los epimorfismos de S—mddulos que se descomponen como morfismos

de R-médulos. La prueba del siguiente lema se realiza aplicando la Proposicién [1.2.7]

Lema 1.3.13. Sea o: R — S un morfismo de anillos unitarios. Entonces para cada

N € |m&], el S—mddulo S @r N es &'—proyectivo.

La prueba del teorema siguiente se hace usando el Corolario el Lema |1.3.13] y la

Proposicion [1.2.1
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Teorema 1.3.14. [10, Exer. IX.1.5] Sean ¢ : R — S un morfismo de anillos unitarios,

F,: mg — mﬁz el funtor de cambio de anillos y
&' ={e': B — C, epimorfismo en m§ | Fy(e') : Fy(B) — F,(C) se descompone en m&} .
Entonces &' es una clase proyectiva.

Puesto que & = {¢/ : B —» Cenmj | & : B — C en m% se descompone} es una clase
proyectiva en la categoria abeliana de S—mddulos izquierdos, usando la Proposicion y
el Corolario [1.3.10] se obtiene

Corolario 1.3.15. Sea o : R — S un morfismo de anillos unitarios. Entonces cada S—mddu-
lo N tiene una unica resolucion proyectiva P relativa a la familia de todos los epimorfismos

de S—mddulos que se descomponen como morfismos de R—mddulos.

El Lema [1.3.13] el Teorema y el Corolario [1.3.15] son los resultados de mddulos

izquierdos de esta seccién; que serdn usados en las pruebas del Corolario [I.4.14] del Corolario

y del Teorema [4.3.11] respectivamente.

1.4 Un método para la construccién de RPR

El propésito de esta seccidon es comprobar los resultados principales del método que permite
la construccién de una resolucién proyectiva relativa de un S—mddulo N dada en el Apéndice
A del articulo [1], para mostrar las aplicaciones del método en los capitulos 3|y [4] en la teoria

de productos cruzados de Hopf.

Dados o : R — S un morfismo de anillos unitarios y M un S—mdédulo izquierdo. En
condiciones adecuadas, es posible construir una resolucién proyectiva de M, relativo a la
familia de todos los epimorfismos de S—modulos, que se descomponen como morfismos de
R—moédulos.

Para ello es necesario construir una homotopia de contraccién de un cierto complejo de cade-
nas, la cual se aplicard a la existencia de la resolucion proyectiva referida de M. Estos hechos

son establecidos con los dos resultados siguientes el Teorema [1.4.12]y el Corolario [1.4.14]
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Dado un complejo de cadenas de S—modulos

dy’ dg’ dg A1
C: Cy &) Cq—l’ Cq oo

aplicando el funtor de cambio de anillos F), : mg — m% se ve que C' es un complejo de cadenas

de R—médulos ya que Fo(dS)Fy(dS, ) = Fp(dSdS, ) = F,(0) = 0, Vn > 1, debido a que F

es funtor covariante aditivo.

Como G, : m% — mg es un funtor definido por G,(IN) = S® N, por la Proposiciéon m

se sabe que a partir de un R—modulo N se obtiene un S—mddulo S ® N.

: L
Dado el diagrama en myg

B

dg

B, ¥1 Ao, df, A dg, e FU(D) (1.5)
dy

By 22— Ag o A1o o - fo(D)

que satisface las tres condiciones:

1) La columna y las filas son complejos de cadenas. Es decir, By f,(D) € | s€h| para
q=0.

2) Vp,q > 0, existen A,y € [mb]; spy € M§(Apg, S ® Apg) ¥ tpg € MG(S @ Apy, Apg) tales

que tpgSpg = ida,,-

3) Para cada ¢ >0, f,(D) €| r€h| es contractil con homotopia de contraccién

0 . 0 .
00g 1 Bg = Aog ¥ 014t Apg = Apr1,q (0 = 0).
Modificamos este diagrama agregando los morfismos en mgs

d;q P Apg = Aptr—1,4—r (P, 20y 1 <7 <gq).
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Sea, A, := @ Ap, para cadan > 0. Paran > 1, dy, : A, = A,—1 es dado por

ptg=n
n n n—p
dp =Y o+ > di (1.6)
r=1 p=1r=0

Sea ¢ = {¢n : Ay, = Bp}n>0 la familia de morfismos en mg dados por

Up(x) stz € Ag,
on(T) =
0 siz e Appnp (p>0),

es decir, ¢, = (¥n,0,---,0) : Agp B A1 1P -+ S Apo — By
~———
n—veces

Se van a definir las flechas dj,, de tal manera que (A,d) se convierta en un complejo
de cadenas de S—médulos, y que ¢ : (A,d) — (B, —dP) se convierta en una equivalencia
homotoépica de complejos de cadenas de R—maddulos. Segin el Teorema [1.1.8] serd necesario

construir una homotopia de contraccién de cadenas de C,.

Definicién 1.4.1. [I, Defi. A.3] Definimos los morfismos en my,

dpy t Apg = Aptr—14—+(p>0y 1 <7< q), recursivamente por dpg = €pqSpq, donde

€pg P9 ® qu — Apir—149-r (p >0y 1 <r <gq) es un morfismo en mg definido por

_087q—1quwqt0q(x) sip=0yr=1
r—1
0 —k k .
epg(®) =147 Yo g i pdigtoq (@) sip=0yl<r<g
k=1

r—1
0 r—k k .
o Z UP‘H"_17q—po+k71,qfkdpqtpq(x) sip>0
k=0

para cada z =1®a € S ® Ay,

Prueba. Se puede obtener con la Proposicién [1.4.3| o bien observando el diagrama

de la Figura O
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B 1114 A d?4 A dg4 A hg4 A t34 S A
4% 04 14 24 34 ;0 QR Asa
3, P
ay iy diy d3y d3y f
Y3 d?s d3s - "
Bs Aps Az A Ass
- P2
By Apa Aqo 4 Ago Asy
g s d3o
Y1
By Aoy Aqy Ag Asy
ay iy
Yo a9 3, 3
By Ago Ay Az Asy

Figura 1.1: Construccién recursiva de morfismos d, .

Como deg( ) =(k—-1,-k)y deg(d;_i_ﬁ 1g-k) = (r—Fk—1,—r+k) tenemos

k —k ke r—k
dg d —1yq d dp+k71,q*k

AOq—>Ak lg—k — Ar 2,g—r Y qu Ap+k 1,q—k Ap+r—2,q—r-

Luego, tienen sentido las composiciones d° ot —1,q—rpg * Apg = Aptr—2,9-r,

pq *

&2 by Aoy = Aragr Yy d] b, Apg = Apir_agr -

p-Hc 1g—k
Como mj es una categoria abeliana, estd definida la suma en m%(Apg, Apir—2.g-r)-

Para probar que (A, d) es un complejo de cadenas se necesita la siguiente proposicién.

Proposicién 1.4.3. [1, Prop. A.4] Se tiene wq_ld[l)q = —quz/Jq Y

r—1
de 1q— kd sip=0,1<r<gq
dO oo k=1
p+r—1l,q—rpq — r—1
de+k 1g— kdk sip>0,1<r<gq
k=0

Corolario 1.4.4. (A,d) es un complejo de cadenas de S—mddulos.

Prueba. Como A,y € |m4| y m es una categorfa abeliana, 4,, := @ Ayy € |mb| para

pt+g=n
n > 0. Por la definicién recursiva de dj,, dada en la Definicién como la composicién de
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morfismos de S—modulos, dj,, es un morfismo de S—moédulos parap > 0y 1 <7 < g. Luego,

como suma de morfismos de S—moddulos, d, : A, — A,_1 dado por

n n n—p
dnzzd +ZZ pn—p
r=1 p=1r=0

es un morfismo en mg para n > 1. Falta verificar que d,d,+1 = 0 para n > 1.

Para n =1, dyds = 0. Este hecho se obtiene usando la Proposicién y la semi-exactitud
de la fila cero del diagrama .

Para n = 2, daods = 0. En efecto, se cumple da = djy + d3y + d¥; +d}; +d3y v

dy = djg + dfjs + dis + diy + diy + diy + d3y +dyy +dfy ¥

a = (a1,az,a3,,a4) € Ags ® A12 B A1 ® Azp = As; de modo que

ds(a) = diz(ar) +dgs(ar) + dis(ar) + diy(az) + dip(az) + dis(az) + d3; (as) + djy (as) + diy(as)

calculando
d02d3(a) doadps(a1) + diadiy(az) \
2d3(a) = dj zdo (a1) + dgadfs(az)
d% ds(a) = df1dgz(ar) + dYdiy(az) + dYyd3 (a3) (1.7)
diyds(a) = diydgs(ar) + diydis(az) + di;d3, (as)
d9odz(a) = dfgdis(a1) + dygdiq(as) + d9dy (a3) + dSgdgg(as)

Haciendo p = 0 en la Proposicién se tiene
3—-1 2-1

0 73 3—k ik 2 gl 1 2 40 g2 2—k 7k 1 41
daodpz = *Zd d* = —dgadgz — diydps, diydyz = — Zd d” = —dgydgs.
=1 k=1
Para p > 0 por la Proposicién [[.4.3] tenemos

0
dyodiy = Zd%kdk = —diod}y — di1diy, di1diy = dekdk —dpodiy;

0
dyody; = — Zdlfkdk = —dj,dy,
k=0
Por semi-exactitud de las filas de (L.5) , d¥1d3; = 0 = d9yd3,. Sumando las igualdades de
(1.7) de izquierda a derecha, columna por columna obtenemos dads(a) =0+0+0+0=0.

En general, d,d,+1 = 0.

n n—p
En efecto, como d,, = Zd + Z Z n—p Y Para dny1: Apy1 — Ap,
= p=1 r=0
n+1
a = (al, . an+2) S An+1 dn+1 Z dO n+l a1 + Z dl n a2 -4 d91+1,0(an+2);
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de modo que

d(lJndTH-l(a) = d%)nd(l),nJrl(al) + d%)nd?,n(aa)
dﬁndn+1(a) = gndan+l(a1) + dgnd%n(GQ)
dygdnii(a) = dodgti (@) + dodi,(a2) + - 4 dygd iy olanta) )

Usando la semi-exactitud de las filas del diagrama (1.5]), aplicando la Proposicién m
como en el caso n = 2 y sumando columna a columna este arreglo, se deduce que

dpdpi1(a) =0+ 0+ +0=0. 0
—_————

n+2—veces
Usando la Proposicién y la semi-exactitud de la filas del diagrama (|1.5)) se obtiene

el siguiente resultado

Proposicién 1.4.5. La aplicacién ¢ : (A,d) — (B, —d?) es un morfismo de complejos de

cadenas de S—mddulos.

Tomando p = ¢, (C,d°) = (A,d), (D,d”) = (B,—d?) en la Definicién m para el

morfismo de complejos de cadenas ¢ : (A,d) — (B, —d?) de S—médulos se definen
C
(Ccp)q = Bq S Aq—l y dq¢(yq7 qu—l) = (_d(]fyq — Pg—1Tq-1, _dq—lxq—l)‘

Por consiguiente, Cy, es un complejo de cadenas de S—mddulos.

Para demostrar que ¢ es una equivalencia homotoépica de complejos de cadenas de R—médu-

; l r .
los, construiremos los morfismos en mp, o7 . By = Ay g y

Opiritger: Apg = Aptri1,g—r (1,4 >0, 1 <r < g), satisfaciendo el Teorema |1.4.12

Definicién 1.4.6. [I, Defi. A.5] Definimos o, By —= Ay y

r,q—T

Opiritger  Apg = Aptr+1,4—r (0 <7 < g, p>0), recursivamente por

r—1
r _ 0 r—1 i
Optrtlg—r =~ E :Up+r+17q—7’ p+i+1,q—i9p+itl,g—i O<r<g,p=-1).
i=0
. 1 _ _ 041 0 o __ 02 0 _ 01 1
Ejemplo 1.4.7. 0y; = =0y dg00; ¥ 039 = —030d12075 — 030d3,0;-
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0
904 14 024 T34
B, \AM Ay Ay Asy
df \(1%4
0 0 0
903 923 933
Bs \AO3 > Ais Ao Ass
dg dig dys di
082 \

B2 \1402 A12 \%422 A32
dQB % \ d%z
Bl AOl 42 All A21 A31
dlB \%\ d§1
By — Agg ——— Aio Agg ——— Az

930

Figura 1.2: Construccién recursiva de morfismos oy, .

Teniendo en cuenta la definicién de los morfismos dy,, y

Ay, =g, dy,=dl  d =0 >1yd,,

a;,q, y adoptando las notaciones

= 0 se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.4.8. Se verifican las dos formulas

0 r—1 7 _
qudpq +d) p+1,q p+1q =ida,, , Z O pirg—rlpg deJerrl,q iOptitig—i =0(r>0).

Prueba. La prueba estd dada en [1, Proof of Theorem A.1]. O

Sea 7, = Z Oy n—y : Bn — Ap un morfismo de R—médulos. (1.8)
r=0

Esta notacion utilizaremos en el siguiente ejemplo y en lo que resta de esta seccion.
Ejemplo 1.4.9. d33y + 62dPy = 0 para y € Bs .
Puesto que 63 = 03 + 01y +03) + 0%, d3 = dig + dis + dis + diy + diy +diy + d3y + dy +d,

deducimos que

d3o3y = d3(083y + oloy + 051y + Ugo?/)
1 0 2 0 3 0 0 1
= dyz003Y + dij3003Y + do3003Y + d120712Y

+ dip019y + diyotay + dS oy + dy o5y + dgoagoy . (1.9)
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Ademds 69 = 03y + 01 + 03, ¥
G2d8'y = o0pdy + ol dFy + o5dfy . (1.10)
Sumando ((1.9)) y (1.10)) obtenemos

. . B
d3osy + oad3y = (U(l)2d(l1,3?/ + 082d1—1,33/ + dizo03y + diy015y) + (U%Id(il,?)y + Uhdl—l,gy
0 2 2 0 11 0 2 3 10 2 11
+  011dZ 3y + dizo03Y + diaoioy + d31051y) + (050d" 4 3y + 030d_1 3y

+ U%od2—1,3y + Ugod?iml/ + digo03y + diy015y + dby 051y + d3y050y) ;

de modo que

1 1
dsbsy + G2dfy = Y oly'd gy + > dislots gy para (p,q,r) = (—1,3,1)
=0 =0

+ Zall 3y+zdz3 ) 2'3 iy para (paQ7 )_(_17312)

+ Zag’o’d’lng 5li0i 5y para (p,q,r) = (—1,3,3) .

Por el Lema d363y + 62dBy = 0. O
n—1ln—1-—p
Sea ¢, = Z Z Optrt1n—1—p—r : An—1 — Ay un morfismo de R—médulos. (1.11)
p=0 r=0

Ejemplo 1.4.10. d363(z) + d2p2(z) + d2da(z) = ida,(z) para
x = (71,72,73) € Ay = Ag2 ® A11 © Aso.

Puesto que 3z = U?le + U%lxl + U§0x1 + Uglxz + Uéoxz + Ugoxg y d3 = d(1)3 + d83 + d83 +

¥y + diy + diy + d9) + dyy + df,

~ 0 0 1 0 2 0 0 1 0 0
d30’3.’17 = d120'1233]_ + d120'12$]_ + d120'12$]_ + d210'21$]_ + d210’21$2

1 1 1 0 0 2 0 1 0 0 .. .
+  d9091%1 + day 09172 + d3g05071 + d39030T2 + d30030T3 ; (1.12)

A 0 1 2
02 =04 + 011 +03Y

Gopox = 082cp2x + ahg@x + Jgogogx : (1.13)
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G2 = 0%y + 039 + 050 ¥ da = dfyy + dip + dYy +diy +dYy
(N i i s i

€Ao1 €Aio €Ao1 €Aio €Aio
~ 0 41 0 50 1 41 1 50
O'QdeL' = 011d02$1 + Ulldlle + 0'20d02x1 + 020d11x2

sumando (1.12)), (1.13) y (1.14) :

~ A ~ _ /0 0 0 0 10 0 0 0 10 0 0
d3637+02p27+G2dax = (0g91at1+dy501571)+(071d} T2 +d51 091 72) +(050dog T3 +d3003073) +

1 70 0 g1 10 0 1 2 10 171 0 2 2 0
(011dpar1 + 071 dgom1 + 19071571 + dy109171) + (050dge1 + 05de1 + 090dge1 + dfy01521 +

1 1 0 2 1.0 0 71 1 0 0 1
da109171 + d3p050T1) + (020d11x2 + 020d11$2 + da109172 + d3g03072)

= ida,(x 2‘711 2+ Zdz—f—l 2—i z+1 o—i)(z1) para (p,q,r) = (0,2, 1)
(Z USO_ 02 =+ Zderl 2—1 z—i—l 2— 1)($1) para (p7Q)r) = (01 27 2)
i=0

1
(Z U%O_Z 111 + Z d;—&-z 1— za2+’L 1— 1)("172) para (p7 q, T) = (]‘7 ]-7 ]-) .
i=0 i=0
Por el Lema d303x + Gopex + Godox = id g, (). O

Lema 1.4.11. Si se cumplen las igualdades

0 0 _
qudpq +d p+1,q9 p+1 q = “QApg > Zap—i-?“q T pq Z p+z+1 q—i p+z+1,q i=0 (7’ > O)

entonces

dnbn + &n—ldf =0 y dnop+0n—19n—1+0pn-1dp—1 = idAn,l . (115)

Prueba. Sea (y,x) € (Cy)n = By ® Ap—1 .
Entonces procediendo como en el Ejemplo

6y + Gn1dBy = Z%n 1d21ny+2 Loty para (p,q,r) = (=1,n,1)

+ Zgln 2dllny+z B,n—1i zn iy para (pa% )_(_1an72)

n

+ ZUZ i’odzlny%—de ; m ;y para (p,q,7) = (—=1,n,n) .
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Aplicando la hipétesis, obtenemos dp,6,y + 6,_1d5y =0 .
Por otro lado, siguiendo el Ejemplo [1.4.10| tenemos

dpOn® + Op—19n—12 + 0p_1dp_1x = ida, ()

1
+ (ZG%;;;Z zn 1+Zdz+1n 1—4 H—ln 1- z)(xl) para (p,q,r):(O,n—l,l)

n—1
+ (Z O-Z:%,_OZ 6,7171 + Zd?—i-llnz 1—2 ’L+1n 1- z)(xl) para (pa q, T) - (O,TL - 17” - 1)

+ (205;23 ln 2+Zdz+2n 2—1 z+2n 2— z)(mQ) para (paQaT) = (1’n_2a1)

n—2
+ O opiyid 2+Zd?+§n’2 iOhion i) (x2) para (p,q,r) = (1,n —2,n — 2)

1 1

+ (Z U'}L:g,ld’lﬂ—fﬂﬂ + Z d%b:12+i,2—7;0-:1—2+i72—i)('1"”*2) para (p> q, T) = (TL - 3a 2a 1)
i =0
2

+ Z On— 1,0d -3,2 + Z dn 244,2—14 n 2+14,2— z)(wn—Q) para (p7 q, T) = (n -3,2, 2)

+ Zo-n IOd 21+Zdn 1+i,1—3 n 1+44,1— Z)($n,1) para (p,q,T)Z(n—Q,l,l),

donde = = (.%'1, R ,a;n_l,a:n) €A, 1= AO,n—l D---D An—2,1 D An—l,(] .

Por hipétesis, dn,onx + dn_19n—1% + Gp_1dp_17 = ida, ,(x). O

Considerando la Figura vemos que
01:(Cyp)o = By & {0} = (Cy)1 = B1 & Ay es dado por o1 = —al)y;
o2 : (Cp)1 = (Cp)2 = By @ Ay es dado por
o2 = (=001 — o19) + (—0%0) ;

03 : (Cp)a = (Cyp)3 = B3 @ A es dado por o3 = (—a(y — 01, — 03y) + (—0f; — 039) + (—0%).

2-1 2-1-p
T

Luego, 03 = 0241 = — Z E Optri1,2-1—p—r

p=—1 r=0
En general, para cada n > 0, op41 : (Cp)n — (Cyp)nt1 es dado por

—1 n—1-p
On+1 = Z Z +r+1n 1—p—r *
p=—1 r=0
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Recordando el concepto de homotopia de contraccién dada en la Definicién [I.I.1] con las
dos identidades ([1.15)) del lema anterior se puede demostrar el siguiente resultado. Para ello,
recordemos que el cono de mapeo de ¢, se define por

(Cplg=B; D A1y df*" 1 (Cp)q = (Cp)g—1 mediante
C
d¢?(y,x) = (—quy — Pg—1T, —dg_1T) . (1.16)

Teorema 1.4.12. [I, Theo. A.1] La familia de morfismos en m,

{on+1: (Co)n = (Co)nt1}n>0, definidos por

n—1 n—1-p
_ E E r
On+1 = — O-p+1“+1,nflfpfr y (117)
p=—1 r=0

es una homotopia de contraccion de cadenas de C,,.

n n—1n—1-p
Prueba. Sean &, = E Oy ¥ On = E E Optriln—1—p_r » €NtONCES
r=0 p=0 r=0

Opt1 = —0p — Op.

C C C.

A M. AR 5

Sea Cy : (Cy)o (Cot s (Cyp)n

o1 h2 On On+1

Se verifica que dfwal =1idc,), -

En efecto, para (y,0) € (C,)o = Bo ® {0} : o1(y,0) = —d0(y),
Cy Oy A . B o A
a7 o1(y,0) = di* (= d0(y)) = (= dF(0) = w0~ d0(y)), —do( — G0(y)))

= (wod0(y),dodo(y)) 5 do=0, o =10

= (1/1060(y),0) i bp= 080 y fo(D) es contractil

= (idBo (y>7 0) = <y7 0) = Z.d(CQP)O (ya 0)

En general, dgi10n+1 + Jndg” =d(c,), (n>0).
En efecto, se verifica por induccién. Primero, si n = 0, por la verificacién anterior se tiene
que df“" o1+ aodoc“" =1id(c,),- Como hipdtesis inductiva se tiene que
e Co .
ki10k+1 +ordy” =idc,), , para 0 < k <n,

C C .
entonces d, 7 0p41 + ondn” = ld(cv)

n"

En efecto, para (y,x) € (Cyp)n = Bn ® A,—1 se tiene 0,41(y, 7)) = —6n(y) — on(x),

A2 onin(y.0) = dsi (= 6uly) — ulz))
= (‘Pn(}n(y) + @non (), dnon(y) + dn&n(@)? (1.18)
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Ao (y,2) = (—dB(y) — pnrz, —dn_17),

onds? (y,2) = 60 1dB () + G100 1(z) + Fn1dn_1(z). (1.19)

Sumando (L18) v (L19):

C. C N ~
dni10n+l(ya $) + Undnw(y, I’) = (s@nan(y) + (,OnO'n(l'),
dp6n(y) + dpbn(z) + 60n1dB(y) + Gn10n_1(z) + Fn—1dn—1(x)). (1.20)
Calculando
n—1n—1-p
Qpna'n(l') = $n Z Z U;+r+1,n—1—p—r (:E) =0,
p=0 r=0

puesp+7r+1>0.
000 (y) = @n(00n + 011+ 00 0)(Y) = Pnog,(y),
wn(z) 72 e AOn

0 2 € Apn—p,p#0

pues ¢, (z) =

=1idp, (y) porque fn(D) es contractil.

Ast,  ©n0n(y) + onon(z) =idp, (y) = y. Por el Lemal.4.11
dna'n + 6n—1d73; =0 y dna'n + 6n—1@n—1 + 5n—1dn—1 = idAn_l .
Al sustituir estos valores en ([1.20)) obtenemos

C. C .
dnilanJrl (y, */L‘) + O'ndngp(yv l‘) = (yv l‘) = Zd(Cgp)n (3/7 x)

El siguiente lema es una consecuencia del Lema [1.3.13]

Lema 1.4.13. Sea A € |m%|. Si ezisten A € [mb|, s € m§(A,S® A) y

te mg(S ® A, A) tales que ts = id s, entonces A es & —proyectivo.

Recordemos que & es la familia de todos los epimorfismos de S—mddulos que se descom-
ponen como morfismos de R-médulos (ver [10, Exer. IX.1.5]). Segtn el Teorema [1.3.14] la

clase &' es proyectiva, entonces cada S—moddulo M posee una resolucién &’ —proyectiva.
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Corolario 1.4.14. [I, Coro. A.2] Sea M € |mY|.

a) Si existe 1) € m%(Bo, M) tal que

¥ ay dz dg df

M By By Bs (1.21)

es contrdctil en r€h, entonces

» dy do

M Ao Ay (1.22)

donde ¢ = 1[)1/)0, es una resolucion &' —proyectiva de M.

b) Si fo: M — By, fnt+1: Bn — Bpt1 (n > 0) es homotopia de contraccion de cadenas
de (1.21)), entonces existe una homotopia de contraccion de cadenas de ((1.22)),

go: M — Ao, gni1: An — Apt1 (n > 0) definida por go = 03y fo y

n+1 n n—p
T T
In+1 = — Z Ur,n+1—rfn+1§0n + Z Z Up+7‘+1,nfp7r . (123)
r=0 p=0 r=0
n—1n—1-p n
Prueba.  b) Sean &, = Z Z Opirilm—d—p—r Y On = Za;n,r (n > 0), entonces por
p=0 7r=0 r=0
el Teorema [1.4.12]
~ 1B N
Undn+1 = —dn+10'n+]_. (124)

En efecto, como 0,1 es una homotopia de contraccién de cadenas de C,, se tiene

C C .
dp$90n+2(y,0) + oni1d, 71 (y,0) = idc,),,, (¥,0) = (y,0) € Bpi1 ® An. (1.25)

Se cumplen las siguientes cuatro igualdades
Un+2(y; O) = _a—n+1(y70) - 6n+1(y7 0) = _&n—&—l(y)a pues &n—i-l(yv 0) =0

d5590m+2(0,0) = (Prs10ns1(1), dnt1Gur1 (1))
di51(9.0) = (=d711y.0)
Oni1dy 21 (4,0) = =8u(=d71y) = 5a(0) = Gudlls (v).
Reemplazando estos valores en v luego sumando las segundas coordenadas
dp10n+1(y) + &ndfﬂ(y) =0, Yy € Bp41. Asi, c}ndfﬂ = —dp+10n+1-

Claramente, gy = idys. Ademds, se verifica que
di1g1 + goy = id 4, (1.26)
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como sigue:
goyp = agofozh/}o, de la igualdad fol/N) =1idp, — d{afl se tiene
= a0yt — 000d? f11bg, como 6o = 0y, sin =0 en , obtenemos que
= ogotho + d161 f10.
Como g1 = =61 f1p0 + 0[1)0 ydi = d(l)1 + d?o, tenemos
dig1 = —d161f1p0 + dioYy.

Luego, goy = (d?00?0+0801/)0)—d191 = ida, —d1g1, pues fo(D) es contractil y Agp = Ao

en (I3) -

Afirmacién 1: dy110n4+1 + Gnpn + Ondy, = ida, (n > 0).
En efecto, para (0,z) € Byp1 ® Ap = (Cyp)nt1. Por el Teorema |1.4.12 se cumple

C C
dy590n12(0,2) + 0np1d,$,(0,2) = (0, 2). (1.27)
on+2(0,2) = —6n41(0,2) — Gn+1(0,2) = —0n41(x) pues 6,41(0,2) = Gn4+1(0) = 0,
dngUnH(O, x) = dn+2( Gn+1(z)), como la coordenada de —6y,11(z) en By es cero,
C

dnizan-&-?(()?x) = (Son+10n+1(x)a dn+15n+1($)) como dn+1( r) = (—pnx, —d,),

C
Uannil(Ov x) = Opt1(—pnx, —dypx)

= Gpon(x) + opdy(x).
Reemplazando estos valores en ([1.27)) y sumando las segundas coordenadas
dp10n+1(2) + Gpon(x) + opdy(x) =z = ida, (z).

Afirmacion 2: dy119n+1 + gndn = ida, (n > 1).

En efecto, se verifica por inducciéon. Primero, si n = 1, como en se obtiene
dags + g1dy = id4,. Asumiendo como hipédtesis inductiva que

di+19k+1 + grdr = 1d 4, para 1 < k < n, se demostrard que

dp+19n+1 + gndn = id 4, . Efectuando célculos:

n—1n—1—-p

gn n — Zarn rfn%on 1+Z Z +T+1n 1—p—r dn

p=0 r=0

= _6nfn(90n—1dn) + Opdp,.
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Puesto que ¢, : (An,d,) — (Bn, —d?) es un morfismo de complejos de cadenas, el

Bn—l (T Bn

n

siguiente diagrama conmuta:

(Pn—ldn = _ngOm luego gndn = &n(fndf)gon + opdp.

Por hipdtesis fndf =1idp, — df ' 1fny1, asi

gndn = OpPp — &nd§+1fn+190n + ondy, . (1'28)
Como gnt1 = —0n+1fnt1¥n + Ont1,
dpi19n41 = —dny10n41 fnr10n + dnp10n41- (1.29)

Considerando (1.24]) y la Afirmacién 1, luego sumando ([1.28]) y (1.29) se obtiene la
igualdad de la Afirmacién 2.

d1 d2 dn dn+1

a) Sea o/ : Ay Ay A,

.-+, entonces & es una resolucién

&' —proyectiva de M. Esto equivale a que & es &' —proyectiva, & —aciclico y

Hy(o) = M.

Primero se verifica que &7 es & —proyectiva; es decir, A,, es & —proyectivo para n > 0.
En efecto, para n = 0, Ag := Ago; por la condicién 2) existen Agy € |m§%] )

S0 € mg(A()(), S ® Ago) ¥ too € mg(S ® Ago, Ago) tales que topsop = ida,,. De acuerdo
al Lema Ag es & —proyectivo.

Considerando la condicién 2) del diagrama , por el Lema Ag1 y Aqg son
&' —proyectivos. Usando la Proposicién A = Agy @ Ay es &' —proyectivo.

Para n > 1, aplicando el Lema y la Proposicion [1.3.2] como en el caso n = 1,

A, = @ A,q es &' —proyectivo.
pta=n
Por la Definicién [1.3.5] & es & —aciclico si y sélo si

coker(dy) d1 do dn dnt1

0 +— Ho(o) Ay

Ag
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es &' — exacta.

En efecto, por la parte b), el complejo

d1 d2 dn dnt1

AO ) Al ATL )

es contréctil en r€h. Del hecho que 1d; = 0 se sabe que Ker(y) 2 Im(dy).
Y reciprocamente, de (1.26]) se sigue que Ker(y) C Im(dy).

A Ay TFI
Luego Hy(«7)

" Im(d)  Ker(d) = M. De la Afirmacién 2 se sigue que
Ker(d,) C Im(dy,41) paran > 1. Asi:

ker(d d,
0<—H0(J27) coker(dy) Aq dy A dy  dn A, o (1.30)
es exacta.
Considerando el diagrama
coker(d1) d1 da dn dn+1
9 92 gn Int1
J
P
M A

g0

y teniendo en cuenta que g es homotopia de contraccion, se ve que Ygg = idy;.
Haciendo coker(dy) = 1'1, se ve que el epimorfismo v tiene inverso derecho, de modo
que coker(dy) € & .

Como la categoria mes es abeliana (ver [10} I1.9]), se expresa el siguiente morfismo como
dn = vpen donde €, es un epimorfismo y v, es un monomorfismo. Aqui se debe probar
que g, € &'.

Se verifica que 1 € &”; pues e1(g1v1) = i (e,)-

Para n > 1, se verifica que ¢, € &”; es decir &,(gntn) = idm(e,);

dn—l dn
/‘\
An_Q An_l T(Im(&‘n) ('TAR (131)
\_/‘
In—1 gn

(Es un placer agradecer a Juan José Guccione por su ayuda valiosa con este diagrama

para el propdsito que se estd utilizando).
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En efecto, del hecho que d,,_1d,, = 0 y €, es un epimorfismo; d,,_1v, = 0, luego

Un€ngnVn = dngnln
= dpgnVn + gn-1dn_1vn, pues d,_1v, =0
= (dngn + gn—1dn—1)Vn, g es homotopia de contraccién de (|1.22)):

= ida, Vn = Vn = Vpidrm(e,),

ast Un(Engn¥n) = Vnidrpm(e,)- Pero v, es un monomorfismo, luego €,gnvn = idpm(z,);
de modo que g, € &. Asi, la sucesién (1.30) es &’—admisible. Por lo tanto, dicha
sucesion es &’ —exacta. Luego, &7 es & —aciclico. Por consiguiente <7, o bien (1.22) es

una resolucién &’ —proyectiva de M.
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Capitulo 2

Algebras y productos cruzados

En la primera seccién se establece varias definiciones equivalentes de algebra sobre un anillo
conmutativo unitario (ver [§] para estas definiciones), se da ejemplos, y se muestra que el
algebra de grupo es uno de tales ejemplos.

En la segunda seccién, siguiendo [9], usando mdédulos en lugar de sélo espacios vectoriales
e introduciendo algunas notaciones de [I], damos los conceptos y propiedades necesarios de
algebras de Hopf, ademéds mostramos que el algebra de grupo y el dual de un dlgebra de Hopf
finito dimensional son ejemplos de algebra de Hopf.

En la tercera seccion, tratamos la accién de un algebra sobre un médulo, la accién débil de
un algebra de Hopf H sobre un dlgebra A, e introducimos H —mddulo algebra izquierdo.
Definimos el producto cruzado de Hopf como un algebra que se deriva de un producto ten-
sorial cuya multiplicaciéon es expresada en términos de una accién débil y una aplicacién
bilineal. Caracterizamos un producto cruzado de Hopf imponiendo tres condiciones sobre
la accién débil y la aplicacion bilineal asociadas. Presentamos como ejemplos de productos
cruzados de Hopf el producto smash, el producto torcido, el producto tensorial y el producto
cruzado asociado a la accién interna y el cociclo interno.

En la cuarta seccién, introducimos el algebra de H-invariantes de un H—mddulo algebra
izquierdo. Se define la coaccion débil y la coaccién de un algebra de Hopf sobre un algebra,
y su algebra H—coinvariantes. Para un algebra de Hopf finito dimensional, se prueba deta-
lladamente que un algebra es un comddulo algebra derecho sobre el dlgebra de Hopf si y sélo

si es un moédulo algebra izquierdo sobre el dual del algebra de Hopf, y que los coinvariantes
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del algebra respecto al dlgebra de Hopf son los invariantes respecto a su dual.

En la quinta seccién, se dan algunas propiedades de cociclos invertibles por convolucién. Se
proporciona una prueba detallada de otras dos caracterizaciones de producto cruzado con
cociclo invertible: como una extension H—Galois con propiedad de base normal y también
como una extensién H —cleft derecha. Este resultado, que es una combinacién de los trabajos
de [M] y [14], tiene como una de sus consecuencias que las extensiones finitas de Galois de
cuerpos son ejemplos de productos cruzados de Hopf. Ademads, se ha logrado ilustrar en el
caso £ = Q(v/2,V3), F =Qy G = G(E/F) , que E es un producto cruzado de Hopf me-
diante la construccién de un isomorfismo especial y utilizando la caracterizaciéon de productos

cruzados de Hopf con cociclos invertibles.

2.1 Definiciones y ejemplos de algebras

Ejemplo 2.1.1. Si R es el cuerpo de los niimeros reales, entonces IR? es una

IR—4&lgebra con multiplicacién dada por

€1 €2 ¢€3
UXV=|u uy us|

v V2 U3

donde {e1, €9, e3} es la base canénica de R3. Para ello verificamos las 3 condiciones de algebra

para R? [15, pag. 121]:

1) R? es R—espacio vectorial,

2) (Au+v)xw=AuXw)+vxw,;

3) ux (Aw+w)=Auxv)+uxwparal€ Ry u,v, we R>.
Observacién 2.1.2. El dlgebra R? no es asociativa ni unital.
En efecto, existen vectores a = (1,2,1), b= (3,0,2) y ¢ = (4,1,3) en IR? tales que

(a xb) x c=1(9,-36,0) # (7,-5,3) =a x (b x c).
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Asi, el dlgebra R no es asociativa.

Por otro lado, si existiera un elemento unital e en R3, se cumple e X a = a x e = a, Ya € R>.
Por anticonmutatividad e x a = —a X e, 2(a x e) = (0,0,0), luego a x e = (0,0,0). Tomando
a = (1,0,0) se obtiene una contradiccién (0,0,0) = (1,0,0).

Por lo tanto, el dlgebra R? no es unital.

En este trabajo, todas las dlgebras serdn asociativas y unitales. Las algebras de este
tipo son convenientes porque estan relacionadas a diagramas conmutativos (vea la Definicién
2.1.5)). En realidad, el objeto materia de estudio llamado producto cruzado de Hopf es un
ejemplo de algebra asociativa y unital.

Comenzamos dando tres definiciones (de estructura) de dlgebra, y probamos que son equiva-

lentes. Sea K un anillo conmutativo unitario.

Definiciéon 2.1.3. Un anillo A, que es un K —moddulo es una K—dlgebra si Va € K,

Va,y € A se tiene a(zy) = (ax)y = z(ay).

Definicién 2.1.4. Una K—dlgebra es un par (A, n), donde A es un anillo y

n: K — A es un morfismo de anillos tal que

Im(n) CZ(A)={zcAlyr=ay, Vyec A} .

Definicién 2.1.5. Una K—dlgebra es una terna (A, u,n), donde A es K—mddulo,
p:A® A — Adado por pulx ® y) = zy,n : K — A tal que 1 — n(1), son aplicaciones

K —lineales que hacen conmutativo los dos diagramas siguientes:

A® A A A®A "M L AxA
>
K®A m AR K idep p
Kan_ _Kan L
AQA— 3 A

A K

Se observa que Kan(a ® z) = Kan(z ® a) = ax.
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Proposicién 2.1.6. Las definiciones y[2.1.7] son equivalentes.

Prueba. =) Por hipédtesis, A es un anillo y a la vez un K—mddulo tal que
alzy) = (ax)y = z(ay) , Yae K, Vx,ye A (2.1)

Del hecho que A es un K—médulo y K es conmutativo, A ® A es un K—méddulo.

Puesto que ® : A x A - A® A es una aplicacién K —bilineal y la multiplicacién

A Xx A — A es una aplicacién K —bilineal, por propiedad universal del producto tensorial
existe una aplicacién K—lineal u: A® A — A tal que p(z ® y) = zy.

Se define 1 : K — A por n(a) = al . Luego n es K—lineal, ya que

n(a+pB) = (a+B)la =ala+ Bla=n(a)+n(B)

vy naf) = (af)la = a(Bla) = an(B).
Afirmacién 1: El primer diagrama de la Definicién [2.1.5] conmuta.

Para ello, sea a® z € K ® A, de modo que

u(n @ id)(a ® 2) = p(n(a) © ) = gla)z = (ala)z , por @I):

= ax := Kan(a ® z);
para z ® o € A ® K, tenemos

plid ©n)(z @ a) = zn(e) = z(ala) = oz, por (2.1)

=za:= Kan(z ® a).

Por lo tanto, pu(n ® id) = Kan = p(id @ n).

Afirmacién 2: El segundo diagrama de la Definicion [2.1.5] conmuta.

En efecto, como la multiplicacién en A es asociativa, Vz,y,z € A : (xy)z = x(yz). Esto se
expresa como p(p®id)(z@y®z) = p(id@ p(z @y ®2)). Por lo tanto, u(p®id) = p(id @ p).
<) Por hipétesis, A es K—mddulo. Falta mostrar que A es anillo y se cumple (2.1). Por
hipétesis estd definida la multiplicacién en A como la aplicaciéon p: A ® A — A dada por
pz ®@y) = y.

Afirmacién 3: Vz,y y z € A se cumple que
(xy)z=x(yz), z(y+z2)=xy+axz, (r+y)z=zz+yz, Iy € Atal quez = 142 = 21 4.
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En efecto:

Por conmutatividad del segundo diagrama p(p ® id) = p(id @ p) : A® A® A — A, luego
para T ®y ® z, p(p@id)(z @y @ z) = p(zy @ z) = (zy)z y plid@ p)(z @y ® 2) = x(yz). Asi,
(zy)z = z(y2).

Por la bilinealidad del producto tensorial tenemos z @ (y +2) =z Qy+ xRz y
(r+y)®z=2®z+y®z Mediante la aplicacién K —lineal u se obtienen x(y+ z) = zy + 2
y (x4 y)z =2z +yz.

Por conmutatividad del primer diagrama po (n ® id) = Kan = po (id ® ), luego

pnid)(lez)=nl)z, pliden)(z@1)=an(l)yx =1z = Kan(l®@ z) = Kan(z ® 1).

Asi, existe 14 =n(1) € A tal que x = 142 = x14.

Afirmacién 4: a(zy) = (ax)y = z(ay) , Vo € K , Vz,y € A.

Por propiedad del producto tensorial, a(x ® y) = (ax) ® y = z ® (ay). Con la aplicacién
K —lineal p se obtiene que a(zy) = (ax)y = z(ay). O

Proposicion 2.1.7. Sean A y B, K—dlgebras; entonces A ® B es una K—dlgebra.

Prueba. Sean (A, pa,na) v (B,up,np) las K—4algebras dadas. Puesto que A y B son
K—mobdulos y K es anillo conmutativo, A ® B es un K —mddulo.

Por propiedad de producto tensorial de K —moddulos, existe un isomorfismo
T:-BRA— AR B, y®z+— = ®y. Se define la aplicacién

pag : C®C = C, C =A® B, por pagp = (La®@pup)oS, S=1ids @ T ®idg. Como
1A, kg y S son aplicaciones K —lineales, pagp es una aplicacién K —lineal.

Se define nagp : K — C mediante nagp = 14 ® 1p = 14 ® np. Puesto que 4 y np son
aplicaciones K —lineales, la aplicacién nagp es K —lineal.

Afirmacién: (A ® B, uagp,NAgp) €s una K —algebra.

Se verifica la conmutatividad de los dos diagramas de la Definicién Es decir,

@3 .
pAzB(HasB @ idc) L pagB(idc ® pagB) ¥

2.4 2.5
) Kan

paeB(NAgB @ idc pagB(idc @ NagB)-

En efecto, calculando:

pasB(c1 ® ) = pagp(T1 @Y1 @ 22 @ y2) = (1A @ up)S(r1 @ Y1 @ T2 @ Y2)

= (pa®@pB)(T1 @22 @Y1 @ Y2) = T1T2 @ Y1Y2.
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Tomando ¢; = z; @ y; parat=1,2,3:

ptasB(Paes ® ido)(c1 @ ca ® c3) = pags((T172 @ Y1y2) © (T3 @ Y3))

= (z122)23 @ (Y1Y2)Y3,

como pa(pa ®ida) = pa(ida ® pa), pp(ps ®idp) = pp(idp @ pp) : (2:2)
(r122)23 @ (Y192)ys = w1(2273) @ Y1(Y2y3)
= pagp(idc ® page)(c1 @ c2 @ c3). (2.3)

Por otro lado, nagp(a) = na(a) ® 1p = (ala) ® 1p, luego

pazB(ags ®@ide)(a® (z@y)) = pags([(0la) ®15] @ (z @ y))
= (ala)z®1lpy = (ax)®y

= a(z®y) =Kan(a® (z®7y)). (2.4)
Analogamente

taes(idc @nagp) (2@ y)®a) = pags((z®@y) @ [(als) ® 15])
= az®y)=(z0y)

= Kan((z®y) ®a). (2.5)

Proposicién 2.1.8. Las definiciones y[2:1-3 son equivalentes.

Prueba. =) Como A es un anilloy n: K — A es un morfismo de anillos tal que

Im(n) C Z(A), A es un grupo abeliano aditivo y la aplicacién K x A — A,

(a,a) — a-a =n(a)-a es una accién izquierda (y a la vez accién derecha pues n(a) € Z(A))
del anillo K sobre A; de modo que A es un K—modulo. Para todo «, 5 € K :

n(aB) = (af)la = a(Bls) = an(B). Luego, n: K — A es una aplicacién K —lineal.

Puesto que ® : A x A - A® A es una aplicacién K —bilineal y la multiplicacién

A x A — A es una aplicacién K —bilineal, por propiedad universal del producto tensorial
existe una aplicacién K —lineal u: A® A — A tal que p(a ® b) = ab.

Dado que a-a =n(a)-a = a-n(a), se tiene
Kan(a®a) =pn®id)(a®@a)=a-a, Kan(a® o) = p(id®@n)(a ® a) = a - a,

34



para todo @ € K y Va € A. Asi, el primer diagrama de la Definicién es conmutativo.
Como la multiplicacion en A es asociativa, se sigue que el segundo diagrama es conmutativo.
Por lo tanto, la terna (A, i, n) es tal que A es un K—mdodulo, 1y 1 son aplicaciones K —lineales
que satisfacen la conmutatividad de los dos diagramas.

<) La multiplicacién en A estd definida por la aplicacién K —lineal p: A® A — A mediante
p(a ® b) = ab. Con esta multiplicacién, como en la implicacién <) de la Proposicién m
se prueba que A es un anillo.

Por la conmutatividad del primer diagrama, u(n ® id) = Kan = p(id ® n), se obtiene
n(a)a = an(a),Va € K,Va € A. Luego, Im(n) C Z(A).

Puesto que n : K — A dada por n(a) = aly es aplicacién K —lineal, para o, € K
(arbitrarios), n(a + ) = n(a) + n(F). Ademas,

n(aB) = an(B) = (an(B)) - 1a , como I'm(n) € Z(A)

= (ala)n(B) = n(a)n(B).

Asi, 7 es un morfismo de anillos. Por consiguiente, el par (A,n) es tal que A es anillo y

n: K — A es un morfismo de anillos, con Im(n) C Z(A). O

Observacién. Segin las proposiciones y las tres definiciones 2.1.3] 2. 1.4y 2.1.5

de K —algebra son equivalentes.

Como una consecuencia de la Definicién [2.1.4] de K —4&lgebra se presentan los ejemplos

siguientes.
Ejemplo 2.1.9.

1. Si K es un anillo conmutativo, entonces M, (K) es una K —algebra. Para comprobarlo,

se define n : K — M,,(K) por n(«a) = al, donde I es la matriz unitaria n x n.

2. Sea M = M,(K)y E = End(M) el conjunto de endomorfismos del K—mddulo M.
Entonces definiendo el producto en ¥ como composicién de los elementos de E, se tiene

que E es una K —4algebra.

3. Si K es un cuerpo y P es un polinomio ménico con coeficientes en K de grado t,
K[X]
(P)

entonces procediendo como en la prueba de la Proposicion [2.1.11] se verifica que

es una K —algebra.
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Proposicién 2.1.10. Sea G un grupo y K un anillo conmutativo. Entonces K[G] es una
K—dlgebra.

Prueba. En el conjunto K[G], que consiste de sumas finitas Z re0, 1y € K, estan definidas

ceG
las operaciones de adiciéon y multiplicacién por

Zroa+ nga = Z(ro + sg)0 <Z raa> (Z 5T7> = Z reSr(0T).

oeG oeG oeG oeG TEG oeG,req
El hecho de que K es grupo abeliano aditivo implica que K[G] es un grupo abeliano aditivo.
La asociatividad de la multiplicacién de K[G] se sigue de las asociatividades de la multipli-
cacion de K y de la operacion del grupo.
Las leyes distributivas en K[G] se obtienen de la definicién de multiplicacién en K[G] y las
leyes distributivas en K.
El elemento unitario de K[G] es 1| = le. Por consiguiente, K[G] es un anillo.
Por otro lado, se define n : K — K|[G] por n(a) = ae.

Dados a, f € K, usando la definicién de la adicién y multiplicacién en K[G],

n(a+B) = (a+ Ble = ae+ Be =n(a)+n(B);
n(aB) = (aB)e = (ae)(Be) = n(a)n(B).

Ademas, (1) = le = 1g|q). Luego, n es un morfismo de anillos.

Afirmacién: Im(n) C Z(KI[G]). Sean n(a) € Im(n) y r = ZTUU € K|G], entonces
oeG
n(e)r = rn(e).

En efecto, n(a)r = (ae) Z Te0 = Z(ar(,)(eo) = Z(raa)(ae) =rn(a).
oeG oeG oeG
Asi, el par (K[G],n) satisface la Definicién luego K[G] es una K —algebra. O

K[X]

Proposicion 2.1.11. Sea K un cuerpo, entonces X7y €5 una K—adlgebra.

Prueba. Como K es un cuerpo, K es un anillo conmutativo. Luego (X?) es un ideal de K[X].
En efecto; recordando que (X?) = { X2f(X): f(X) € K[X]}.

i) (X?) es un subgrupo de (K[X],+) pues se cumplen las dos condiciones :
(1) 0 € (X?) pues existe f(X) =0 ¢€ K[X] tal que X2f(X) = 0.
(2) Siryyry € (X?), entonces 11 — 2 € (X?). Esto se verifica, como sigue:
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71y r2 € (X?) implica que existen f(X)y g(X) € K[X] tales que r; = X2f(X) y

r9 = X2g(X); de modo que 1 — e = X2(f(X) — g(X)) = X2h(X) € (X?) pues

h(X) = F(X) — g(X) € K[X].

ii) Sean r € K[X] y a € (X?), entonces ra y ar € (X?).

En efecto; de r € K[X] se sabe que r = h(X). Por otro lado de a € (X?), se sigue que existe
f(X) € K[X] tal que a = X2f(X); de modo que

ra = h(X)[X?2f(X)] = X2(MX)f(X)) € (X?), pues h(X)f(X) € K[X]. Como K[X] es
anillo conmutativo, también se obtiene que ar € (X?). De i), ii), resulta que (X2) es un

ideal de K[X].
K[X]
(X2

Se define el morfismo de anillos 1 : K — @g; por

Por lo tanto, existe el anillo cociente

n\) = X+ (X?) .
K[X]
(X?)

KX
Puesto que Im(n) C Z(<)£,2>]), por la Definicién [2.1.4

es una K-algebra. O

K[X
Observacion 2.1.12. El édlgebra <)[(2>] no es cuerpo pues z = X + (X?) no es invertible.

Como K[X] es un dominio euclidiano, dado f(X) € K[X] existen tnicos

q(X) y r(X) € K[X] tales que f(X)= X%¢(X)+7(X) donde 7(X) = a + bX. Entonces

K[X]
X2 ={a+bx|abe K}
Observacién 2.1.13. Tomando P = X' + ¢, X" '+ .- + ;X + cg en lugar de X2, se ve
KX
que %[%(] es una K —algebra y que <][3>] ={ag+amz+ a2 | a; e K}

El 4lgebra de la observacién anterior es el dlgebra cociente de K[X] por el ideal generado
por P, conocido como dlgebra monogénica en [27]. En los capitulos 4 y 5, utilizaremos las

K —3algebras de esta forma cuando P = X! — a para t > 2, donde ¢y = —a.

2.2 Bidalgebras y algebras de Hopf

Morfismos de algebras y coalgebras

Las aplicaciones K —lineales de la Definicién wy n se llaman multiplicacion y unidad

de A, respectivamente.
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Definicién 2.2.1 (Morfismo de algebras). Sean (A, pa,n4) y (B, up,np) dos K—algebras.
Una aplicaciéon K—lineal f : A — B es un morfismo de K—dlgebras si los dos diagramas

siguientes conmutan:

AeA% . BeB A / B (2.6)
| N A
AﬁB K

Esto se traduce en las condiciones fopus =pupo(f® f) y fonas=ngs.

Dada dos K—4&lgebras A y B, se denotard por Algx(A,B) el conjunto de todos los

morfismos de K —algebras de A en B. De la definicién dada se obtiene:

Ejemplo 2.2.2. Si ¢1 : Ay = As y ¢o : Ao — As son morfismos de K —algebras, entonces
¢2 0 ¢1 es un morfismo de K —algebras. Es decir, ¢9 0 ¢1 € Algx (A1, A3).

Ejemplo 2.2.3. Algy es una categoria, cuyos objetos son K —élgebras, cuyos morfismos son

morfismos de K —algebras y el producto de sus morfismos es la composicién de aplicaciones.

Del hecho que (b es la categoria de grupos abelianos y Algx (A, B) C Ab(A, B), se sigue

que Algy es una categoria.

Definicién 2.2.4. Una K—codlgebra es una terna (C,A,¢), donde C es un K—mdbdulo,
A:C—-C®Cye:C— K son aplicaciones K —lineales tales que los diagramas siguientes

son conmutativos

C c— 2 oecC
Kan Kan
K®C A CeK A dR®A

Es decir, (e®id)o A = Kan = (id®e)o A y (A®id)oA = (id® A)oA.
La conmutatividad del primer diagrama tiene sentido, debido a que Kan simboliza un iso-
morfismo candnico; de modo que Kan(c) = 1 ® cy Kan(c) = ¢® 1, y estos elementos se

identifican con el elemento ¢ de C.
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Las aplicaciones A y ¢ son llamados comultiplicacion y counidad, respectivamente, del

codlgebra C.

Proposicién 2.2.5. Sea G un grupo y K un anillo conmutativo unitario. Entonces K[G] es
una K—-codlgebra con comultiplicacion A y counidad €, definidas por

Alg)=g®gye(g)=1,VgeG.

Prueba. Segun la Proposicion K[G] es un K —mdédulo. Para cualquier

g € G C K|[G] se tiene (e ® id)A(g) = e(g9) ®id(9) =1® g = Kan(g) y

(idoe)A(g) = id(g) ®e(g9) = g®1 = Kan(g). Por la identificacién de elementos g® 1, 1®g¢
v g, (e®id)A = (id®e)A = idg.

Por otro lado, (A ®id)A(g) =A®id(g®g) =(9®g)®@gy

(id®A)A(g) =id@ Alg®g) =g ® (9®9g).

Por la identificacién de los elementos (¢ ® ¢g) ® gy g ® (9 ® g9), (A ®@id)A = (id @ A)A.
Como K[G] es K—mddulo generado por G, las extensiones lineales de A y ¢ a K[G] son
aplicaciones K —lineales. Luego, de las igualdades verificadas se sigue que

(e @id)A = (id® e)A = idgq vy (A ®id)A = (id ® A)A. Por lo tanto, (K[G],A,¢€) es un

codalgebra. ]

Observacién. Para la comultiplicaciéon A de C, A(c) € C®C es usualmente una suma finita

de tensores que serd representada mediante la notacién de Sweedler A(c) := ¢V @ (2.

Definicién 2.2.6. Una K—adlgebra (A, p,n) es conmutativa si el diagrama

es conmutativo, donde T : A® A — A ® A es la aplicacién flip, definida por
T(a®b) =b®a.

Definicién 2.2.7. Sean (C, Ac,ec) y (D, Ap,ep) dos K —codlgebras. La aplicacién K —lineal
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g:C — D es un morfismo de K—codlgebras si los diagramas siguientes son conmutativos

c—2—=D

: C g D
K

CC——=D®D
9®g

La conmutatividad del primer diagrama puede ser escrito como

(V) @ g(c?) = g(o)V ® g(c)® , Ve e C.

Proposicién 2.2.8. Si f: C — D yg: D — E son morfismos de K—codlgebras, entonces

go f es un morfismo de K—codlgebras.
Prueba. Se sabe que g o f es aplicacién K —lineal y ademaés Ve € C :

(go M) @ (go /)(c?)=g@g(f(cV)® f(c?))

(f(

=g®g(f(0) 1)®fc )
)
f)

=9(/()") @ 9(f(c)®)

=(go NV @ (go f)(e)?.

Con el diagrama conmutativo siguiente

L sp—2 E , sevequeeg(gof)=(epg)f =epf=cc .

&€

K

C

Proposicién 2.2.9. Sean (C,Ac,ec) y (D,Ap,ep) dos K—codlgebras, entonces
(C®D,Acep,cceop), donde Acgp = So (Ac®Ap), ecop = i o (ec ®ep) y S es como
en la Proposicion es una K—-codlgebra.

Prueba. Puesto que C' y D son K—coalgebras, C'y D son K—mddulos; luego C'® D es un
K —moédulo.
Para abreviar sea Z = C'® D. Entonces Acgp : Z — Z R Z, ecgp : Z — K estan definidas

por Aggp = S o (Ac ®Ap) ¥y ecep = pk © (Ec ® €D).
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Se ve que Acgp v €cgp son aplicaciones K —lineales por ser composiciones de aplicaciones
K —lineales.

Sea ¢ ® d € Z, calculando se obtiene Az(c®@ d) = Acgp(c®@d) = (V) @ dV) @ (@ @ d?)
y ez(c®d) = ecep(c®d) =ec(c)ep(d).

Utilizando estas igualdades se verifica que (¢7 ® idz) o Ay = Kan = (idz ® ez) o Ay y
(Az®idgz)oAy = (idzg @ Az) o Ay. Por la Definicién C® D es una K—coalgebra. [

Antipodas y algebras de Hopf

Proposicién 2.2.10. Sea A un K—mddulo tal que (A, pa,na) es una K—dlgebra y

(A, Ap,e4) es una K—codlgebra. Entonces son equivalentes:

(1) Las aplicaciones g y na son morfismos de codlgebras.

(2) Las aplicaciones Az y €4 son morfismos de dlgebras.

Prueba. (1) = (2) Esta parte se prueba con las dos afirmaciones siguientes:
Afirmacién 1: Ay es un morfismo de dlgebras.

Vamos a verificar que los diagramas siguientes son conmutativos:

Ao A BADM. (A0 A) @ (A® A) A 24 A® A
MA‘ luA/ R nar
K
A N Ao A

Por hipdtesis (A, a,n4) es un algebra tal que pg y na son morfismos de coélgebras.

Paraz ® y € A® A se tiene
paro (Aa®@Ap)(z@y) = pa(Aa(z) @ As(y))
— MA/((JU(l) 2t e @y e y(Z))) = zWy(D) @ 12y,
como p4 es un morfismo de codlgebras, Aqpua = (14 @ pa)Aar, luego
Appalz®@y) = (pa @ pa)Aa(z@y), Aa =50 (As®A4)
= (pa ® pa) @V © g @ 22 @ y@)

= pa@® &y M) @ paa® @ y?)
— 2y g 4@y
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Ast, Aapa = pa(Aa®An) .
Como 714 es un morfismo de codlgebras, Aana = (na ® na)Axk, luego para o € K :
Aana(a) = (na @ na)Ak(«) , por K—linealidad
= a(na @ na)Ak(1)
=ana®@na)(l®1)
=ana(l) ® 1a =na(a) ® 1a = na(a).
Ast, Auna =nar.

Afirmacién 2: €4 es un morfismo de algebras.

Los diagramas siguientes conmutan

A® A catea KoK

A A K
| | N
K

A K

€A

Por hipdtesis (A, ppa,m4) es un algebra tal que g y n4 son morfismos de coélgebras.

Sea a®be A® A. Puesto que 4 es un morfismo de codlgebras, € 4144 = € 4. De modo que
eapa(a®@b) =ca(a®b) :=ca(a)ea(b).
Por otro lado, se obtiene

pi(ea®@ea)(a®b) = px (ca(a) ® ea(b))

=ca(a)ea(d).

Luego, capia = px(ea ®ea) -

Como 14 es un morfismo de codlgebras, e 4na = €x, para a € K (arbitrario),
eanala) =eg(a) = aeg(l) = alg = ni(a).

Asi, eana = nk.

(2) = (1) La prueba de esta implicacién se deja al lector. O

Definiciéon 2.2.11. Una bidlgebra es un K—mddulo A, dotado con dos estructuras: de
K—algebra (A, ua,na) y de K—codlgebra (A, Ag,c4) tales que g y n4 son morfismos de

codlgebras (o equivalentemente A4 y €4 son morfismos de algebras).
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Segun la Proposicién (K[G], p,m) es una K —4lgebra, donde p(g ® h) = gh'y
n(a) = ae, Yg,h € G, donde e € G es la identidad.
Por la Proposicién 2.2.5] (K[G], A, ) es una K —codlgebra, donde A(g) =g® gy
e(g) =1, Vg e G.

Proposicién 2.2.12. K[G], con sus estructuras de K—dlgebra y de K—codlgebra, es una

bidlgebra.

Prueba. Para que K[G] sea bidlgebra, debemos probar las dos afirmaciones siguientes:
Afirmacién 1: 1 es un morfismo de codlgebras.

Es decir, (n ® n)Axg = An y en = ex. En efecto, para o € K :

(n@n)Ak(a) =aln@n)Ak(1)

=a(n)@nl) =ale®e) y
An(a) = A(ae) = alAe) =ale®e) .

Ademas, en(a) = c(ae) = ac(e) = alg = ek () .

Afirmacion 2: p es un morfismo de codlgebras. Es decir, para A’ = K[G] ® K|G] se tiene
(@A =Apy ep=cu .
En efecto, para cualquier g @ h € A’, con g,h € G :

(L@ Aa(g@h) = (ue (g er®eg® or®)
— gWRM & ¢PR® = gh o gh

= A(gh) = Ap(g ® h).
Ademss, eu(g®@ h) =e(gh) =1=1-1=¢(g)e(h) =4 (g ® h). O

Sean (A, p,n) una K—algebray (C, A, ) una K—codlgebra. Puesto que K es anillo con-
mutativo, Ay C son K —mdédulos, por lo tanto Hom(C, A) = Homgk (C, A) es un K —médulo.

Proposicién 2.2.13. Si definimos la multiplicacion * en Hom(C,A) por (f,g) — fx*g
mediante (f % g)(c) = f(c(l))g(c(z)) para ¢ € C, entonces Hom(C,A) es una K—dlgebra.
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Prueba. Sean o € K,y f,g € Hom(C,A), entonces a(f * g) = (af) xg = f * (ag). Para

cualquier ¢ € C,

andlogamente [f * (ag)](c) = [a(f * g)](c).
Afirmacién: Sean f,g,h € Hom(C, A), entonces

(fxg)xh=[fx(gx*h), fx(g+h)=fxg+f*xh, (f+g)xh=fxh+gx*xh;

ne € Hom(C,A) es tal que (ne) x f = f % (ne) = f.

En efecto, para cualquier ¢ € C' se tiene

(f*g) *h(c) = (f * g)(cV)(c?)
= (f(c(l))g(c(z)))h(c(?’))
= (D) (g*h)(®)) = [f (9% h)](c)

y ademas

Fx(g+h)(c) = f(cW)(g+ h)(c?)
= F(cM)g(c®) + f(cM)h(c@)
= frg(c)+ fxh(c)=(f*g+ f*h)(c).

Anslogamente, (f + g) * h(c) = (f * h + g * h)(c). Por dltimo, tenemos

[(ne) * f1(e) = (ne) () f(e?)

pues C' es una K —codlgebra; andlogamente, [f * (ne)](c) = f(s(c(Q))c(l)) = f(c).
Por la Definicién el K—moédulo Hom(C, A) es una K —3lgebra. O

La multiplicacién * se llama producto de convolucion.
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Definicion 2.2.14. Sea B un bidlgebra. Una aplicacion lineal S : B — B se llama antipoda
del bidlgebra B, si S es un inverso de la aplicacién identidad idg : B — B con respecto al

producto de convolucién en Homg (B, B).
Definicién 2.2.15. Un bidlgebra H que tiene antipoda S es un dlgebra de Hopf.

Proposicién 2.2.16. Sea S : K[G] — K[G] la aplicacién dada por S(g) = g~ !
Vg € G. Entonces K[G| es un dlgebra de Hopf.

Prueba. La extension lineal de S a K[G] es una aplicacién K —lineal.

Sea id = idf|q), entonces id * S = S * id = ne. En efecto, para g € G :

id = S(g) = id(g™M)S(g?)

=gWg®  pero A(g) = gV @ g := g @ g luego

= g9~ " = e =ne(g) pues (g) = 1.

Anslogamente S xid(g) = ne(g).
Puesto que id * S, .S * id y ne son aplicaciones K —lineales:
id*S(r)=ne(r) = Sx*id(r) , Vr= Z reo € K[G].
oeG
Por la Proposicién K[G] es un bidlgebra, de modo que K[G] es un bidlgebra con
antipoda S. Por lo tanto, K[G] es un algebra de Hopf. O

Sea K un cuerpo, ¢ : V — W una aplicacién K-lineal, entonces el adjunto de ¢ denotado
mediante ¢* : W* — V* se define por ¢*(f)(v) = f(¢p(v)).
La aplicacién K-lineal p: V* @ W* — (V @ W)* se define por
p(f @ g)x®y) = flz)g(y); ¥ : K* — K el isomorfismo candnico. Si V o W es finito

dimensional, entonces p es biyectiva.

Proposicién 2.2.17. [16, Sweedler 1969] Sea H un dlgebra de Hopf finito dimensional con

antipoda S. Entonces el espacio vectorial dual H* es un dlgebra de Hopf con antipoda S*.

Prueba. Si (H,A,¢) es la K-codlgebra subyacente de H, entonces por la Proposicién [2.2.13

sabemos que H* = Homg (H, K) es una K-élgebra donde la multiplicacién es
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pa-(f®g) = pr(f ®g)A yla unidad es np«(A) = Ae. Asi, (H*, upg+,np+) es una K-algebra.
Sea (H, u,n) la K-dlgebra subyacente de H. Puesto que H es finito dimensional,

por [9, Prop. 1.3.9] sabemos que H* es una K-codlgebra donde la comultiplicacién es

Ap+ = p~'p* y la counidad es e+ = yn*. Asi, (H*, Ag+,cp+) es una K-coalgebra.

Para que (H*, up+,ng+, Ag+,ep+) sea una bidlgebra, se va a probar las dos afirmaciones
siguientes:

Afirmacién 1: Ay« es un morfismo de dlgebras. Es decir, Ag«(f % g) = Ag«(f)An-(9) y
Ap«(1g+) = 1+ ® 1g+. En efecto, del hecho que pApg+ = p* sabemos que

f(ab) = FD (@) O (b).

Por un lado, considerando que pp es un morfismo de K-codlgebras :

pAp-(f * g)(a@b) = (f * g)(ab) = f((ab)M)g((ab)®®)
= f(l)(a(l))f(2)(b(l))g(l)(a(2))g(2)(b(2))
= [f(l)(a(l))g(l)(a@))][f(Q)(b(l))g(Q)(b@))]
= (fM % g (a)(f@ % g?)(b), por otro lado

como Ap«(f) = fD @ f@ v Ap-(g9) = g @ ¢,
A (H)Am-(9) = (fM + gM) @ (F& x g?), luego

plA-(F)An-(9))(a@b) = p[(fP x gM) @ (f@ x g (a @ b)
= (fM 5 g M) (@) (fP % ) (b).

Puesto que p es biyectiva, comparando estas igualdades, Ap«(f x g) = Ap«(f)Ap+(g).

Del hecho que € es un morfismo de algebras

pAp=(e)(a®b) = e(ab) = e(a)e(b)
=ple®e)(a®b).
Puesto que p es biyectiva, se deduce que Ap«(e) = ¢ ® e. Recordando que ¢ = 1pg+,
Apg«(1g+) =1 @ 1~ .
Afirmacién 2: g+ es un morfismo de dlgebras. Es decir, eg«(¢1 * ¢2) = e+ (P1)em=(d2) v

epg+(1g+) = 1. En efecto, como A y & son morfismos de K-algebras,
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A(ly) = 1551{) ® 1&3) =1lgp®1lygye(ly) =1, de modo que

er+ (61 % d2) = (1% 62) (L) = 61 (1572 (1)
= ¢1(1y)p2(1n) = en+(P1)en=(¢2).
Claramente eg+(1g+) = ep=(e) = (1) = 1.

Finalmente, se prueba que S* es la antipoda de H*. Es decir, idg=*S* = S*xidg« = ng=cp=.

En efecto, dado ¢ € H* y | € H; usando las igualdades ¢(1g) = eg«(¢) y eg(l) = 1g+(1), se

sigue que
[idir- * 57)(6)(1) = [¢) % 5*(6@)] (1)
— ¢(1)(l(1))¢(2)(5(l(2)))
= o(IVS(IP)) = na-em-(8) (D).
Anélogamente [S* % idg-](¢)(1) = na=cp-()(1). O

Proposicién 2.2.18. [16, Sweedler 1969] Sea H un dlgebra de Hopf con antipoda S. Entonces

se cumplen las siguientes propiedades:

1. S(hg) = S(g9)S(h) ; Vg,h € H.

2.3 Productos cruzados de Hopf

Accién de un algebra sobre un moédulo y accion débil

Definicién 2.3.1 (Mdédulo izquierdo). Sea (A, u,n) una K —algebra. Un A—mddulo izquierdo
es un par (M,v), donde M es K—méduloy v: A® M — M es aplicaciéon K —lineal, tal que
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los diagramas siguientes conmutan:

id A QU

AQARM AQM AQM
p®idyy v KoM v
Kan
Ao M . M b

Es decir, se cumplen (ab)-m =a-(b-m) y am =n(a) - m.
Dualizando este concepto se obtiene la nocién de comédulo derecho sobre un coalgebra.

Definicién 2.3.2 (Comédulo derecho). Sea (C,A,e) una K—codlgebra. Un C—comddulo

derecho es un par (M, p), donde M es un K—méduloy p: M — M ® C es una aplicacién

K —lineal, tal que los dos diagramas siguientes conmutan:

M—" M®C M

P idpy @A p MoK
%
MC———mMeCx(C
= pRidc wee M®C

Sean A una K —algebra y H una K —algebra de Hopf.

Definicion 2.3.3. Una accidn débil de H sobre A es una aplicacién K —lineal

0: H®A— A, denotada por 0(h ® a) = a”, que satisface las tres condiciones siguientes:
1) (ab) =a"p"® | A(h) =hD @ h®),
2) 1" =¢(h)l4 , e es counidad de H.

3) al® = a ; VYa,b € A ; Yh € H (ver conmutatividad del segundo diagrama de la
Definicién [2.3.1))

Definiciéon 2.3.4. Una accion de H sobre A es una accién débil § de H sobre A tal que
(e =aM | Ya € A; Vh,l € H (ver la conmutatividad del primer diagrama de la Definicién

2.3.1]). En este caso, se dice que A es H—mddulo dlgebra izquierdo.
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Producto cruzado de Hopf y su caracterizacién
Sea K un anillo conmutativo unitario. Sean A una K —4&lgebra y H una K —algebra de Hopf.

Definicion 2.3.5. Dadas una accién débil de H sobre A, f : H x H — A una aplicacién

K —bilineal. El K—mddulo A ® H provisto de multiplicaciéon dada por
(@@ h)(bel) =a™’ f(h®,10) @ n®@) (2.7)

se llama producto cruzado (de Hopf) de A por H, si la multiplicacién es asociativa y tiene
como elemento unitario 14 ® 1y. Este producto cruzado se denota por A# ¢H.

Los elementos a ® h de A# ¢H son denotados por a#h para indicar que H acttia débilmente
sobre A.

Observacién. En este trabajo, cuando nos referimos a un producto cruzado de un algebra
con un algebra de Hopf, producto cruzado general o simplemente producto cruzado, estaremos
hablando de un producto cruzado de Hopf, a menos que se trate de producto cruzado de un
algebra con un grupo como ocurre en los capitulos 4 y 5. Nos enfocaremos en los productos
cruzados de dlgebras monogénicas con grupos ciclicos finitos [27], ya que son necesarios para

obtener la solucién del problema y su extension.

Ahora, damos una definicién alternativa. Méas adelante probamos que estas definiciones
son equivalentes.

Dadas una accién débil 6 de H sobre A, f: H x H — A una aplicacién K —bilineal.

Definicién 2.3.6. Un producto cruzado de A por H es una terna F = (A#¢H, j1,n), donde
A#sH = A® H es K—moédulo, u: E® F — E, n: K — E son aplicaciones K —lineales
dadas por p((a#h) ® (b#l)) = abh<1)f(h(2), IO #R3)2) g

1+ n(1) = 14#1p, tales que los diagramas siguientes conmutan:

u®id

EFE®F FRFEQFE E®F
K®FE " E®K idop a
Kan Kan
5 E®FE m E

49



En lo que sigue, se establece condiciones necesarias y suficientes sobre f y la accién débil
6 de H sobre A para que (A ® H,u,n) sea producto cruzado, donde p es dado en (2.7)). Se

denota por ¢ la counidad de H y por A la comultiplicacién de H.

Definicion 2.3.7. Una aplicacion K—bilineal f: H x H — A es normal si

f(lvh) = f(h7 1) = g(h)lA , Vh € H.
Lema 2.3.8. 14#1py es elemento unitario de A#rH si y sélo si f es normal.
Prueba. <) Efectuando calculos:

(La#tlg)(@gm) = Lz f12D, mD)#1Pm® = ef(1,mD)#m® | A1) =101

= xs(m(l))lA#m(Z) , por hipétesis

= 2#e(mM)m® | como H es K —codlgebra, e(m™M)m® = m,

= x#m.
Asi, 1p#1y es elemento unitario izquierdo. Similarmente

(z#tm)(La#tly) = ze(mM) f(m®, 1)#m®

= a#e(mPm@)ym®) = z4m.

Asi, 14#1y es elemento unitario derecho.

=) Como 14#1y es elemento unitario izquierdo,

La#m = (La#1g)(1a#m)
= f(1,mM)#m®.

Aplicando idg @ ¢, 14 ® e(m) = f(1,mM)) ® e(m(?).

Luego e(m)lg = a(m(2))f(1,m(1))

= F(1,e(m@)m®M) = £(1,m).
Ademas, como 14#1g es elemento unitario derecho

La#m = (1a#Fm)(1a#1n)
= e(mM) f(m®, 1)#m®).
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Aplicando idg @ €, 14 ® e(m) = e(mM) f(m?,1) @ e(m®).

Luego e(m)14 = e(m®)e(mM)f(m®, 1)

= (e(mPmD)ym®, 1) = f(m, 1).
O

Lema 2.3.9. Sea f(h,1) =¢(h)la, Vh € H. Entonces la multiplicacion (2.7)) es asociativa

sty solo si las dos condiciones siguientes se cumplen:
(1) (Condicion de Cociclo) Yh,l,m € H:

FAD, O (0@ 1Pm@y = £ 1O) (D1 m) . (2.8)

(2) (Condicion de Médulo Torcido) Yh,l € H yVa € A:

A
() FR0@) = FRO,10)a (2.9)

Prueba. Se puede ver en [3, Lemm. 4.5]. O

Teorema 2.3.10. [3, Coro. 4.6] Sea H una K—dlgebra de Hopf, A una K—dlgebra,
0:H®A— A una accion débil dada por O(h®@a) = a" y f: H x H — A una aplicacion
K —bilineal. Entonces (A#H, p,n) es un producto cruzado si y solo si f es normal y se

cumplen las condiciones de cociclo y de médulo torcido para 6 y f.

Prueba. =) Por la Definicién de la conmutatividad del primer diagrama se sabe que
14#1p es el elemento unitario de A#;H. Segin el Lema f es normal. De la conmu-
tatividad del segundo diagrama, la multiplicacién en A# ;H es asociativa. Pero f es normal,
luego f(h,1) =e(h)la, Yh € H. Por el Lema se cumplen las condiciones de cociclo y
modulo torcido.

<) Como Ay H son K —élgebras, se define A#;H := A® H como K—mdédulo.

En términos de 6 y f se definen p y n por p((a ® h) ® (b®1)) = abh(l)f(h(Q), 1My @ hBR)
yn(l) =1a®1p.

Sus extensiones lineales de estas aplicaciones son aplicaciones K —lineales. Como f es normal,

por el Lema[2.3.8 14 ® 1y es elemento unitario de A#;H. Luego, el primer diagrama de la
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Definicién conmuta.

Como las condiciones de cociclo y de médulo torcido se cumplen y f es normal, por el Lema
la multiplicacién en A# ;H es asociativa, luego el segundo diagrama de la Definicién
2.3.6| conmuta. Por lo tanto, (A#H, 1u,n) es un producto cruzado. O

Proposicién 2.3.11. Las definiciones y[2-3.6 son equivalentes.

Prueba. Es andloga a la prueba de la Proposicion para el caso del producto cruzado de
Hopf. O

Clases de productos cruzados

Ejemplo 2.3.12. Sea A una K—4&lgebra y H una K—4&lgebra de Hopf, entonces
Hompg (H ® H, A) es una K —algebra.

Prueba. Como H es una K —4algebra de Hopf, H es K —codlgebra. Por la Proposicién [2.2.9
H ® H es una K—codlgebra. Aplicando la Proposiciéon [2.2.13| Homg (H ® H, A) es una
K —algebra. O

El cociclo f de un producto cruzado A# s H es trivial si es el elemento unidad del dlgebra

Hompg (H ® H, A); es decir, f(h,l) =¢e(h)e(l)14; Vh,l € H.

Definiciéon 2.3.13. Sea A un H—mddulo algebra izquierdo. El K—médulo A ® H provisto
de multiplicacién dada por

@@ h)(bel) =a"’ @ h®1

se llama producto smash de A y H,y se denota por A#H.

Proposicién 2.3.14. Sea A# ¢H un producto cruzado. Si el cociclo f es trivial; i.e.,

f(h,1) =e(h)e(l)14 ; Yh,l € H, entonces A#sH = A#H.

Prueba. Como A# H es un producto cruzado, se cumple la condicién de médulo torcido.

Asi, Vh,l € H y Ya € A se tiene

(1)
(al(1)>h 1 f(h(2)7 l(2)) _ f(h(l), l(l))ah(Q)l(Q)-
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Afirmacion: (al)h =ah .

En efecto, como f es trivial, la condicién de mddulo torcido es
1 RO 2 2 1 1 R(21(2)
<a ) e(h)e(1®)14 = e(h)e (1)1 4" 1P
Por linealidad de la accion débil, Vo, 8,7 € K; Vb € A; Vh,l € H se tienen
YO = ()", a@) =6y BEH" = )"

Teniendo en cuenta que H es codlgebra e(1)() = = ¢(11)?) y
(MR = b = ¢(hW)A®)| de la igualdad anterior se deduce que (al)h = a". Asi, A es

H—moédulo algebra izquierdo. Por otro lado, en A#;H se tiene :

(@@ h)(bal) =a” F(h@ 1)@ h®1@ | f es trivial:
= ab" e(h®)e(1V)14 ® h®®

= ab""” @ e(h®)R®e(1V)1@ = aph™ g h?).
Por lo tanto, A#;H = A#H. O

Definicién 2.3.15. Sea f: H x H — A una aplicacién K —bilineal normal con

Im(f) C Z(A). El K—mdédulo A ® H provisto de multiplicacién dada por
(a@h)(b®1) = abf(hV,1V) @ h2)

se llama producto torcido de A con H,y se denota por A¢[H], si f es tal que
FAW,mO) f(h, 1P m @) = (D 1) f (A1) m), Vh,1,m € H.

Proposicién 2.3.16. Sea A#¢H un producto cruzado. Si la accion débil de H sobre A es
trivial; i.e., a" = e(h)a para a € A y h € H, entonces A#¢H = Af[H].

Prueba. Como A#;H es un producto cruzado, por la Proposicién [2.3.10, f: H x H — A es

una aplicacion K —bilineal normal. Ademas, se cumplen la condicién de cociclo,
h,im e H = f(10,m0)" f(n® 12m@) = f(h® 1) (hP1P) m), (2.10)
y la condicién de médulo torcido,
. (N @) @y D) )y A
Va € A Vh,leH.(a ) F(RD,1®) = f(RD, [W)hP1 (2.11)
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Como la accién débil es trivial
R
@Nﬁ — e(h)a!” = (hW)e(1W)a.

Por K —bilinealidad de f
o\ 2) 7(2
()" (P 0®) = af(h,0);
Similarmente, a1 = e(h@1@)a = e(h)e(1?)a.
Luego f(h(M,1M)a R f(h,Da.

Asi, por (2.11)), af(h,1) = f(h,l)a; de modo que Im(f) C Z(A).

Por otro lado, como la accién débil es trivial:

FUD @)Y = c(pW) 1D mD), de modo que

f(l(l),m(l))h(l)f(h@), 1Dm®)y = W), m(l))f(s(h(l))h@), 1(2)m(2))
= £, mO)f(n, 1@m ).

Reemplazando esto en (2.10)):

En A#;H se tiene :

@oh)bal) = a’

f(h®?, l(l)) ® h®1? | como la accién es trivial:
= ae(M)bf(R? 1) @ B3P | como f es K—bilineal:
— abf(s(h(l))h(2), l(l)) @ K32

= abf(h™M,1V) @ h?12 (2.12)
Por lo tanto, A#¢H = A¢[H]. O

Proposicién 2.3.17. Sea A#;H un producto cruzado. Si la accion débil de H sobre A es
trivial y el cociclo f también es trivial; i.e., a® = e(h)a , f(h,1) = e(h)e(l)14, entonces

A#H = A® H.

Prueba. En este caso, la condicién de cociclo (2.8) se reduce a e(hlm)14 = e(him)1 4; mien-

tras que la condicién de médulo torcido (2.9) se convierte en e(hl)a = e(hl)a. Como la accién
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débil es trivial, la multiplicacién en A# ;H por se reduce a
(a@h)(b@1)=abf(hM, 1)@ PP | pero f es trivial, luego
= abe(hM)e((M)14 @ K1)
= ab® (AR D e(1N)I?) = ab® hl.
Por consiguiente, A#sH = A® H. O
Definicién 2.3.18. [3, Defi. 1.2] Una accion débil de H sobre A es interna si existe un

elemento invertible por convolucién v € Homg (H, A) tal que para h € H y a € A,

a = v(hM)ay=1(h?)), donde v~ es inversa de v por convolucion.

Observacién 2.3.19. La accién débil trivial de H sobre A es la accién interna implementada,
por el elemento unidad v = naey del dlgebra Homg (H, A).

Definicién 2.3.20. Sea y invertible por convolucién en Homg (H, A). Entonces, la aplicacién

f:H x H — A, definida por f(h,1) =~v(h1)y(IW)y=1(A2]?)) es K—bilineal.

Observacién 2.3.21. Se nota que f = pgo (Y ® y) *y o ug, donde pao (y®7) y
v touy € Homg(H ® H, A), luego f € Homy (H ® H, A). Por lo tanto, f: H x H — A es

una aplicacién K —bilineal.

Proposicién 2.3.22. Dada una accion débil interna de H sobre A implementada por el
invertible v € Homg (H, A) con v(1) = 1 (Definicion|2.3.18). Si f : H x H — A es dada por
F(1,1) = (M) y (1MW)~ (WD12)), entonces A#H es un producto cruzado.

Prueba. Puesto que f(h,1) =ne(h) = (h)1ay f(1,h) = y(hW)y " 1(h?)) = ne(h) = e(h)14,
se sigue que f es normal.

Afirmacién 1: f es un cociclo. En efecto, Vh,l,m € H :
f(l(l), m(l))h“’f(h@)7 5(2)m(2)) = fy(h(l)(l))f(l(l), m(l))fy*l(h(l)@))f(h@)’ l(z)m@)),
pues la accién débil es interna; de modo que
1) _
FAD  myh ! F(RP1Pm @y = 4(AW) £ (1D, mW)y = (0@ £ (1B 120 (2)
= (B )y (ID)y (mD)y 7 (P m D)y (AP y (h®)

= AU D)y D)y BEUD ),
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efectuando célculos resulta:
FAD D £(p@ @@y = (M 1O) F(R@12) ).

Afirmacién 2: Para la accion débil y el cociclo f se cumple la condicién de médulo torcido.

En efecto, para h,l € Hya€ A:

(“l(l)y(l) F(212) = () (1) ay Iy APy (K@) (1)~ (a 1)

= (A (D) ary (RP13)) | por calculos :
_ f(h(l) l(l))ah(2>l(2>.

Como f es normal y se cumplen las afirmaciones 1 y 2; por el Teorema [2.3.10] A# H es un

producto cruzado. O

2.4 Acciones y coacciones de un algebra de Hopf

H—modulo algebra izquierdo

Sea A un H—mddulo dlgebra izquierdo (Definicién [2.3.4)); es decir, A es una K —&lgebra que
es H—médulo izquierdo tal que (ab)" = ahph® 1" =e(h)1yVa,be A, Vh € H.

Proposicion 2.4.1. Sea A un H—mddulo dlgebra izquierdo, entonces

A ={r e A|zh =e(h)x, Yh € H} es un subdlgebra de A.

Prueba. 1) Sean z, y € A” y a € K, entonces ax +y € AT

En efecto, como la accién de H sobre A, v: H® A — A, es aplicacién K —lineal:

(az + )" = v(h© (ax +y))
=av(h®z)+v(h®y)

= az" + 9" = as(h)z + e(h)y = e(h)(ax +y), YVh € H.
Luego, ax +y € A7,

2) z, y € AY implica que xy € AH.
En efecto, como (zy)" = 2"V yh? | se obtiene (zy)" = e(hVR@)zy = e(h)zy. Asi,
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ry € A",
Por 1) y 2), A es un subalgebra de A.

Definicién 2.4.2. Sea A un H—mdbdulo dlgebra izquierdo. El subdlgebra siguiente

AH ={rx e A|zh =e(h)x, Vh € H} se llama dlgebra de H—invariantes de A.

H—comoédulo algebra derecho

Definicién 2.4.3. Sea H un algebra de Hopf y A un dlgebra. Una coaccion débil de H sobre
A es una aplicacién K —lineal p: A - A ® H, denotada por p(a) = a9 ® aM | que satisface

las tres siguientes condiciones:
1) plab) = p(a)p(d) ; ie., (ab)©® @ (ab)M = aDp©®) & o(MpM),
2) p(1)=1®1.

3) (id@e)p=1i,dondei: A— AR K, a+— a® 1. (ver la Definicién [2.3.2]).

Una coaccion de H sobre A es una coaccién débil p de H sobre A tal que

4) (p®id)p = (id ® A)p (ver la Definicién [2.3.2)).
En este caso, se dice que A es H—comaodulo dlgebra derecho con la aplicacién de es-

tructura p: A - A® H.

El elemento p(a) = a® @ a(V) de A ® H representa una suma finita de tensores en la

notacién de Sweedler. Esto se puede ver en el Corolario [2.5.9

Proposicion 2.4.4. Sea A un H—comddulo dlgebra derecho, entonces

Al =Ly € A| p(x) =2 ® 1} es un subdlgebra de A.

AcoH AcoH

Prueba. 1) Sean x1,z9 € v a € K, entonces ar| + x2 €

En efecto, como p: A - A® H es una aplicaciéon K —lineal,

plaxy + x2) = ap(zy) + p(xa) , 1,29 € AH .

=(azx1) @1+ 22 ® 1= (ax +2x2) ® 1.

Por consiguiente, ax; + zo € A®H .
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2) x1, 22 € A implica que z129 € AT,

En efecto, recordando que p preserva productos:

plz1za) = p(x1)pleg) = (zx122) ® 1. Asi, z129 € A©H,

Por 1) y 2), A" es un subélgebra de A.

Definicién 2.4.5. Sea A un H—comddulo algebra derecho. El subdlgebra de A,
AR —{rc A|p(z) =21},

se llama dlgebra de H— coinvariantes de A.

Relacién entre accion y coaccién

Lema 2.4.6. Sean A una K—dlgebra y H una K—dlgebra finito dimensional. Sea z € AQ H
con z # 0; entonces existe f € H* tal que (id® f)(z) # 0.

Prueba. Sea {e;}}"; una base de H y sea {e}}_; la base dual; i.e., e}(e;) = d;;. Entonces si
n
z= sz ®e; # 0, existen z;, # 0 en Ay f = €] , tales que

i=1

(id@ f)(z) =D i @ef(e;) = xig @ 1 # 0.
i=1

Observacion. Si (id® f)(z) =0, Vf € H*, entonces z = 0.

En el caso en que H es finito dimensional, se tiene la relacién siguiente entre acciones y
coacciones. En lo que respecta a la notacién, en lugar de uf se escribird f-u en la proposicién

siguiente.

Proposicién 2.4.7. [I8, Lemm. 1.6.4, Lemm. 1.7.2] Sea H un dlgebra de Hopf finito
dimensional y A una K—adlgebra. Entonces A es un H—comddulo dlgebra derecho si y sélo

. Va Va . . 7 *
si A es un H*—mddulo dlgebra izquierdo. Ademds, en este caso AH™ = A®H
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Prueba. Sean n = dimi(H), {e1,...,en} C H, {e},...,e;} € H* bases duales; es decir,
e;(ej) = dij.

=) Sea A un H—comdédulo dlgebra derecho. Luego, existe p : A — A ® H, coaccién de H
sobre A. Se define v : H*® A — A por v(fou) = f-u = u9 f(uM) ya que p(u) = u® @u).
La extension lineal de v es una aplicacién K —lineal.

Se cumplen las cuatro condiciones siguientes:

0 f - (uw) = (o) O () V)
= w0y £ My por la Proposicién :
= w0y 1) 4,1y ) (5, (1)
0 FO (D)0 £ (D) Z (£ ) (£ ),

2) f-la=1af(1p), pues p(la) =14 @1y

=ep«(f)la, eg- es counidad de H;

3) (nxe) - u=u® (nxe) (u)
= u@e(uM)1g

= ue(uM) = u, pues (id @ &)p(u) = i(u);

4) (fg)-u=u(fxg) V), p(u) = @ ull)

= uO f(uM)g(u?)

= ulg(u®)fW) = £ () = 1 -(g-u) .

Por lo tanto, v es una accién de H* sobre A. Es decir, A es H*—mddulo dlgebra izquierdo.
<) Sea A un H*—médulo élgebra izquierdo. Luego, estd definida una accién v de H* sobre
Av:H* ®A— A,dadapor v(f®u) = f-upara f € H* y u € A. En particular, ef -u € A
parat=1,...,n.

n
Se define p: A — A® H por p(u) :Zef-u@)ei.

i=1
Se nota que p es una aplicacion K —lineal ya que v es una aplicaciéon K —lineal. Se cumplen

las cuatro condiciones siguientes:
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1)

Para cualquier f € H* :

n

(id® f)(p(uv)) =Y ef - () @ fle)) =Y flei)e; - (uv) @1

i=1 i=1

= f-(uv)®1, como v es accién

— (f(l) -u)(f(2) ) ®1

n

=3 (P eie; - u) (FP(ej)es

= D (e -u)(ej-v) @ fleiej)

_(ide f) (Z<e:-u><e;-

ij=1

Tomando z = p(uv) — p(u)p(v), por la observacién del Lema se obtiene que
)

p(uv) = p(u)p(v

-v)®1

n
p(ly) = Ze;‘ 14 ®e;, como e+ es counidad de H*, e} - 14 =ep~(e])1a

=1
—Ze 1y 1A®ez—1A®Z

n

(1g)ei] =14 ® 1g;

n

(id @ €)p(u) = (id @ ¢) (Z e u® e,-> = e ue(e)

=1

=1

—Z glej)e;  u®@l=Mre) - u®@l=u®1l=1i(u).

Asi, (id®e)p =

Puesto que A(ex) = e/,(C ) ® 6(2) 2": ( (1)> ej ® Z ( > €,

J=1
n

* * __ * * * s e s
e xef = g (€] x e], ex)ey, por la Proposicién

k=1
Luego se sigue que
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(] xef,ex) = €] (e,(:)) e; (e

v) ® eiej) = (id® f)(p(u)p(v)).

(2)
k

).



4) (id @ A)p(u) = (id @ A) (Z e - u®ek>

= Z (Ze % e; ek>ez-u>®ej®ei
k=1

1,j=1

= Z(e}*ef)-u@q@ei

',j—l
= Z ®e] Qe = Zp u) ® e
,7=1
= (p®id) <Z e - u® ei> = (p®id)p(u).
i=1

Por lo tanto, p es una coacciéon de H sobre A. Es decir, A es H—comddulo algebra

derecho.

Finalmente, se obtiene la igualdad A" = A" como sigue:

Sea v € A®H  entonces v € Ay p(v) = v ® ly. Pero la accién de H* sobre A es dada por
fou=u®fu®) cuando p(u) = u® @uM), luego f-v = vf(1y). En términos de la counidad
e+ de H*, f(1g) = eg+(f); de modo que f-v = ep=(f)v. Asi, v € A",

Reciprocamente; si v € A”" | entonces v € flm y frv=ep-(f)v,Vf € H*.

Como p: A — A® H es dada por p(u) = Z e; - u ® e;, haciendo calculos
i=1

n
:Zef-v@)ez ZaH* v®ez—v®z (1)e;] = v @ 1g, luego v € A, [

2.5 Productos cruzados de Hopf con cociclos inver-

tibles

Dadas A una K—algebra y H una K—algebra de Hopf. Un cociclo invertible es un elemento
f € Homg (H ® H, A) tal que existe f~! € Homy (H ® H, A) satisfaciendo
ftxf=Ff*f'=nacuen. Asi, paratodo (h,l) € H x H:

FHRD D) (@ 1@y = f(hD 1) 7 (RP) 1)) = e(h)e(1)14.

Ejemplo 2.5.1. Si f(h,1) = v(hM)y(IM)y=1 (A1) es el cociclo del producto cruzado de
la Proposicién entonces 1 (h,1) = v(hW11)y=1(12))4~1(h(2)),
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Observando que f~! = yug*paoTo(y 1 ®y~1) donde T es la aplicacion flip, se ve que la
aplicacién f~! es K-lineal con dominio H ® H y K-bilineal con dominio H x H. Claramente

f~1 es un inverso por convolucién de f.

Lema 2.5.2. Sea f un cociclo invertible. Entonces para h,l,m € H se cumplen las tres

afirmaciones:
(1) Flm)" = F(RO, 1) f(ROLD, ) £ (A, 1 ),

(2) f7Hm)" = f(RM 10m®) U RPN, m®) 71 (AP, 1)),

R(1)

(3) F7H(S(W), KON f (KD S(h3))) = e(h)1a.

Prueba. Se deduce de la prueba de [14, Prop. 1.8]. O

Proposicién 2.5.3. Sea E = A#;H un producto cruzado y f un cociclo invertible. Sea

~v: H — E la aplicacion definida por v(m) = 1#m. Entonces -y es invertible por convolucion

1

yv " : H— FE es dada por

v m) = fHSm®),mP)#s(m) . (2.13)

Prueba. Claramente v € Homg (H, F). Ademads, podemos verificar que

1 1

Y*xyTt =~"" %y =ngey, como sigue:

vy m) = y(mP)yHm®@) = 1D [F7HS(m®), mM)#S(mP)], por :
= fﬁl(S(m(‘l))’ m(5))m(1>f(m(2)’ S(m(3)))#m(6)5(m(7))

= e (mM)14#m® S(m®)) por el Lema25.7.
Puesto que S es una antipoda de H, m®S(m®)) = ey (m®)1y. Utilizando este valor:
v xy 7 (m) = eg(mN 1 atte g (mPN 1y = eg(m)(Aa#ly) = neen(m).

Por lo tanto, v * y~! = npey en Homg (H, E) (ver Proposicion [2.2.13).
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Aplicando la Proposicién [2.2.18 se deduce que

= F7US(M®), m)e(S(mM) D) £(S(mD) D, D)5 (m 1) B (®)
— FHSMmP), m®) £(S(mD), mD) S (m®)ym®

= 7S ™), m) (S (m ™). mO)e(m®)15

= 1S, mO) (S (mM),m")# 14, f es K-bilineal .

Por otro lado, f~! * f = nacyeu, entonces

Fhef(Sm) @ m) = S (m®),m®) £(S(mM)),m*)) y

nacuen(S(m) ® m) =naeg(S(m)m) = nacu(en(m)ly)

=naeg(m) =cecpg(m)la.
Por lo tanto, v~ ! x v = ngey. O

A continuacién, definimos H— extensiones derechas, luego extensiones H—Galois dere-
chas. Definiendo lo que es una extension H —cleft derecha y la propiedad de base normal de
una H—extensién derecha; se presentan otras dos caracterizaciones de productos cruzados
con cociclos invertibles dadas en [17]. Se aplica este resultado para mostrar que una extensién

finita de Galois de un cuerpo es un ejemplo de producto cruzado.

Definicién 2.5.4. Sea B/A una K—4&lgebra, y sea H un élgebra de Hopf. Se dice que B es

una H—extension derecha de A si B es un H—comédulo dlgebra derecho y A = B@H.

Definiciéon 2.5.5. Sea B un H—comddulo dlgebra derecho con la aplicacion de estructura
p:B—=B®HyB°"!={x¢cB|px)=cx1}.

Se dice que la extension B/BH es H—Galois derecha si la aplicacién
f:B®peon B—BH,z@y+— (z®1)p(y)

es biyectiva.
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La H—extensién derecha de la Definicién se puede denotar con flechas por
0—+A—B.

Definicién 2.5.6. [14, Defi. 1.17] Una H—extension derecha 0 — A — B

1. es H—cleft derecha si existe un morfismo de H—comodulos derechos v : H — B que es

invertible por convolucién.

2. tiene la propiedad de base normal si existe una biyeccion de A ® g H a B que es un

morfismo de A—mddulos izquierdos y H —comddulos derechos.

Lema 2.5.7. Sea B una extension H—cleft derecha de A. Sea ~v : H — B un morfismo de
H—comddulos derechos invertible por convolucion cony(1g) =1p. Si6: HR A — B es dada
por 0(h@x) =~(hWay=1 (W) y f: H® H — B es dada por f = ppo (y®7) *y o g,
entonces A#yH es un producto cruzado donde f es un cociclo invertible por convolucion y

F:A®g H— B tal que F(x ® h) = xy(h) es un isomorfismo de K—dlgebras.

Prueba. Se hace como en [4, Theo. 11]. Se comienza mostrando que

0(H ® A) C A. Para ello, se puede tomar h € H y x € A. Puesto que pp preserva productos,

ppoy=(i107) iy ppory t =iy *(i1oy™h):

pp oY) (M) (z @ 1)(pp oy )(h
(M) @ hP)(z @ 1)ig (A) (v (AW) @ 1)
)(@ @ 1)ia(h?)ig (@) (v 1 (kW) @ 1)

Jeo ) (W)@ 1)

pp(O(h© 7)) = )

() !
(M)
y(h )
Oh@x)®1, asid(h®@x) estdien A .

(
(
= ®1
( ®1
(
Por definicién f(h ® 1) = v(AM)y(IMW)y=1(A?)1(2)), como en el caso anterior se muestra que
F(H @ H) C A pues pp(f(h @) = (f(he D) @ 1.
Por lo tanto, 8 es una accién débil de H sobre Ay f: H® H — A es una aplicacién K —lineal.
Por la Proposicién A# ¢H es un producto cruzado.

El cociclo f es invertible por convolucién pues f~' % f = f * f~! = nacnen

para [~ (h® 1) = y(hWIW)y=1 (1)1 (h?),
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F' es un morfismo de K —4élgebras pues para A € K, 21 @ h1 y 2o Q@ hy € AQk H :

FAMx1®@h1) + 22 @ hg) = AF (21 @ hy) + F(x2 ® ha),

F(ly®1g) =13,

(1)
F((a1 ® ) (w2 © ha)) = o1z f(RED,n5 )y (R RSD)

1 “1/,(2 3 Dy —1,2(4), (2 3
= a1y(h{)aay (A (B (B )y (B RS )y (h P REY)
= x17(h1)z2y(he) = F(z1 ® hi)F (22 @ ha).

Por lo tanto, F' es un isomorfismo de K —&lgebras con inversa G : B - A®y H,
y =y Oy (W) @ y©@).
Es claro que FG = id. Del hecho que p(z) =2 ® 1y poy = (y®idg) o Ap, se sigue que
(ids ® Am)ps(e7(h)) = 24(hD) @ h® & 13, Tuego
GF(z @ h) = G(ay(h) = [9(h)] Oy ([zy (W) V) & [z7(R)]®
— x,y(h(l))v—l(h@)) @ h®

=z®eg(hNA? =z @ h.
Asf, GF = id. O

Un morfismo de H—comdédulos derechos v : H — B que es invertible por convolucion se

llama seccién si y(1) =1 (ver [3]).

Teorema 2.5.8. [I7, Theo. 3.8] Sea B/A una H—extension derecha. Entonces son equiva-

lentes:
1. B/A es H—Galois derecha y tiene la propiedad de base normal.

2. B= A#H, producto cruzado de A con H donde f es un cociclo invertible por convo-

lucion.
3. La extension B/A es H—cleft derecha.

Prueba. 1. = 2. Por hipétesis, f: B®s B - B Hyx @y — (x ® 1)p(y) es biyectiva, y

existe un isomorfismo F' : AQxg H — B de H—comddulos derechos y A—mddulos izquierdos.
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Por [4, Theo. 9], como en (iii) = (i) se ve que B es una extension H —cleft derecha de A.
En efecto, definiendo v : H — B como y = F o1y, donde ig(h) = 1®h, se ve que y(1p) = 1p

y 7 es un morfismo de H—comddulos derechos, pues

ppy(h) = ppF(1®h), como F es un morfismo de H—comddulos derechos:

= (F®idg)pas,n(1©h)=F1eh)onr? vy

(v®idg)Ap(h) = (y®idg)(hM @ h?)

= F1ohW)eon®.

Ademds, pupo (idy @ y) = F.
La biyeccion 8 : B®4 B — B ® H es un morfismo de B—moddulos izquierdos, de modo que

se tiene un isomorfismo de K —moddulos
B*: Homp(B @k H,B) = Homp(B ®4 B, B).

Por la Proposicién Homrp(B ®a A, C) = Homp (A, Homp (B, C)).

Luego se sigue que
Homp(B ®x H,B) = Homg(H,Homp(B,B)) = Homg (H, B);
por el mismo argumento
Homp(B ®4 B,B) = Homa(B,Homp(B,B)) = Homa(B,B) = Enda(B).

Se define el morfismo de K—mddulos 7 : Homg (H, B) — Enda(B) por
() =y fyD).

Se verifica que el diagrama siguiente es conmutativo

HOInB(B®KH,B) —— HOIHB(B®A B,B)

i l~

Homg (H, B) Enda(B)

™

Teniendo en cuenta los isomorfismos anteriores se sigue que 7 es un isomorfismo de K —maodu-

los. Se verifica que 7 es invertible por convolucién.
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Sea G : B — A ®k H un inverso de F' por composicion, luego F'o G = idg y
GoF =idag,m- Se define g : B — A por g = (idg ® eg) o G. Entonces ¢ es un morfismo
de A—médulos izquierdos y se obtiene que (g ® idy) o pp = G. En efecto,

puesto que G es un morfismo de H—comddulos derechos y (e ® idy) o Ay = idy :

(g®idH)opB = (ZdA@EH@ZdH)O(G®ZdH)OpB
= (ida®eg ®idy)o (idg @ Ag)o G

= (ida®idg)oG =G .

Claramente g € Enda(B). Puesto que 7 es biyectiva existe un tinico elemento

v € Homg (H, B) tal que m(v) = g. Se probard que v es inverso de 7 por convolucién :

vy*v = ppo(y®v)oAgy
= pupo(idpg®v)o(y®idy)o Ay
= upo(idg®v)oppory, puesyesun morfismo de H—comébdulos
= m(v)o~, por definicién de 7
= (ida®eg)oGoFoiy como GoF =idag, p :

= (ida®epg)oia=npocy.
Por otro lado,

m(vxy) = ppo(idg@ux7y)opp
= ppo(idg®ug)o (idg®@v®7y)o (idg ® Ay) o pp
= ppo(pp®idp)o (idp®v®7y)o (pp®idw)opp
pues B es un H—comoddulo algebra
= ppo|(upo (idp®v)opp)®9]opp=pupo(r(v)@7)ops
= ppo(idg®7)o(g®idy)opp

= FoG=idg=mn(ngoecy) .

Esto muestra que v *y =npoey.
Por el Lema se deduce que B = A# yH donde f es un cociclo invertible por convolucién.

2. = 3. Sea B’ = A#H un producto cruzado con cociclo invertible. Se define la aplicacién
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de estructura pp : B' — B' ® H por pp/(z#h) = (z#h1)) @ h?). Por [14, Lemm. 1.5] B’ es
H—comédulo algebra derecho y B/t — A#1. Luego v : H — B’ definido por vy(h) = 1#h
es un morfismo de H—coméddulos. Por la Proposicién v es invertible por convolucion.
Sea F': B' = A#¢H — B un isomorfismo de K —élgebrasy 7 = Foy : H — B. Por definicién
se sabe que B es un H—comddulo dlgebra y también B’ es un H—comddulo algebra, de modo
que F' es un morfismo de H—comdédulos. Es decir, ppF = (F ® idp)(ida ® Ap). Del hecho
que vy es un morfismo de H—comddulos, (ida @ Ag) oy = (y®idy) o Ap.

Luego, se obtiene el diagrama conmutativo

H il B F B

lAH lidA RAH lPB

/

Es decir, pp o5 = (ppF)y = (F ®idy)(y ® idg)Ag = (Y ®idg)An.

Asi, ¥ es un morfismo de H—comddulos. Por otro lado, tomando ¥~ = F o471 se ve que

T3 (m) = (Foy) (Foy~')(m)
= F(y(m"W)F(y"' (m'?))
= F(y(m™M)y~ 1 (m®))
= F(en(m)lp) =en(m)lp =npoecu(m).
Similarmente, ! x 5(m) = ng o eg(m). Luego, ¥ : H — B es invertible por convolucién.
Por lo tanto, la extensiéon B/A es H—cleft derecha.
3. = 1. Se obtiene de [18, Theo. 8.2.4] considerando la implicacién 1) = 2).

Sea v : H — B una seccién. Entonces se ve que a: BQ H - B®4 B,

y@m = yy  (mM) @4 v(m?) es una inversa para 8 de la Definicién m

Baly@m) = (yy ' (mM) @ Dp(y(m?))
= (yy H(mW) @ 1)(v(m@) @ m®¥)

=yy HmM)y(m?P) @ m® =y @m,

donde p(y(m®?)) = 4(m®) @ m® pues v es un morfismo de H—comédulos. Asi for = id y
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[ es sobreyectiva; por otro lado

af(z @ y) = alzy® @ y) = 2y Oy (W) @4 4(y?)

=2 @4y Oy HyW)y(y?) =z 0y,

pues y(o)fy_l(y(l)) € A= B%°H Asf aff =id y B es inyectiva. Por consiguiente, B es una
extension H—Galois derecha de A.

Ademds, como en [I8, Prop. 7.2.3] uno puede ver que ¢ : A®x H — B,

x ®@m +— zy(m) es un morfismo de A—modulos izquierdos y H—comddulos derechos, y es en
realidad un isomorfismo con inversa ¥ : B — A®x H , y+— y Oy 1 (y1) @ y@),

donde y© @ yV) @ y@ = (pp @ idy)ps(y)(= (ids @ An)pp(Yy)).

Es claro que ®W¥ = id. Del hecho que p(z) =2 ® 1y poy=(y®idyg)o Ay, Y& =1id. O

A continuacién, se da una prueba detallada de [I7, Exam. 3.9].
Corolario 2.5.9. Una extension galoisiana finita de un cuerpo es un producto cruzado.

Prueba. Sea E/F un cuerpo extensién finita de Galois, con grupo de Galois

G ={x1,...,2,}. Sea {vy,...,v,} una base de E/F. Sea {p1,...,pn} C F[G]" la base dual

de {z1,...,2,} C F[G]. Entonces por la Proposicién con la accién de G sobre E, se

define la coaccién de F[G]" sobre F mediante pg : E — E® F[G]" por pp(v) = Zn: zi(v) @ p;.
i=1

Se define la aplicacién de Galois 8 : E ®p E — E ® F[G]" por

n

Blewv) = (c® pp(v) =) c(zi(v) @ pi - (2.14)

i=1
Claramente, [ es una aplicacién F'—lineal por la izquierda. Se prueba que S es inyectiva,

como sigue: Sea w € Ker(f), entonces w = 0. Como F es F—libre con base {vi,...,vn} y

n
w € E®p E, por [15, Prop. XVI.2.3] w = ch ® vj; de modo que
j=1

n

0=B8(w) =Y cjxi(vy)) ®p;

i,j=1
n n

=1 ci@iv)) | @pi -
i=1 | j=1
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n
Puesto que {p1,...,pn} es linealmente independiente, Z ¢j(xi(vj)) = 0 para
j=1
i = 1,...,n. Por [15, Coro. VI5.4] se sabe que det ((x;(v;))) # 0, luego ¢; = 0 para

j=1....n. Asitw=0Qv1+---+0Qwv, =0.

Por [15, Coro. XVI.2.4] E®r E'y E® F[G]" son de dimensién n? sobre F. Del hecho que
B es inyectiva, se sigue que [ es sobreyectiva; luego 8 es biyectiva. Por lo tanto, £ es una
extension F[G]*—Galois derecha de F.

Resta probar que E//F tiene la propiedad de base normal.

En efecto, como |G| = ny G = {z1,...,2,}, por [15, Theo. VI.13.1] existe u € F tal
que {z1(u),...,zn(u)} es una base de E sobre F. Del hecho que G actia sobre E por la
izquierda, se sabe que F[G] actiia sobre E por la izquierda. Tomando H = F[G]", conforme
a la Proposicion [2.2.17] se sabe que H es un &algebra de Hopf finito dimensional. Puesto
que E es un F[G]—mddulo algebra izquierdo, por la Proposicién resulta que E es
F[G]*—comédulo algebra derecho y F = Ef™ = E°H  Se define

®:F®F|G]" — E por ®(c® f*) =c(f(u)) . (2.15)

Sea ¢ : F[G]" — F|G] el isomorfismo de espacios vectoriales sobre F' tal que

V(pz;) = 332-_1 para ¢ = 1,...,n, donde p;, = p;. Entonces para f* = cipy, + - + cnDa, s€
obtiene f = (f*) = cizyt + - + oy b, de modo que f(u) = crzy H(u) + - - - + cpzyt(u).
Claramente, ® es un morfismo de F'—mddulos izquierdos por definicién. Se prueba que ® es
inyectivo. Sea b € Ker(®), entonces b = 0.

Puest;) que F[G]" es F—libre con base {p1,...,pn} vy b € F ® F[G]*, por [15, Prop. XVI.2.3|

b= Zci ® p;; de modo que

i=1
n
0=2(b) =) ci(e; ' (u)), donde $(ps,) = ;" .
i=1
Puesto que {ajl_l(u), ...,x; 1 (u)} es una base de E sobre F, se sigue que ¢; = 0 para

1=1,...,n. Porlo tanto, b=0®p;1 + -+ 0 p, = 0.
Se prueba que ® es sobreyectivo. Dado e € E, existen ¢; € F para i = 1,...,n tales que
n n

e = Zci(azi_l(u)), de modo que existe f* = Zcipxi € F[G]" tal que ®(1 ® f*) = e; por
i=1 =1
consiguiente, ® es biyectivo.
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Resta verificar que ® : F @ F[G]" — E es un morfismo de F[G]|"—comddulos derechos. Para
ello, se debe mostrar que el siguiente diagrama conmuta

c® f* € F®p FIG]* 4

@@idF[G]*E o

F @r F[G)" ® F[G]*

p o (c® f7) = pr(e(f(u)) = Y wile(f(u) ©pi ; (2.17)
como -
ple® f*) = (idr ® Aggp)(c@ f)=co fW e,
(@ @idgigp)p (c@ f) = (B @idgigr)(co [V e fr?)
= c(fDw) e @ . (2.18)
Afirmacién: Para j =1,...,n se cumple que
ixix;%u) @ Pa, = ix;%u) O Py, - (2.19)
P P

_ -1 -1 _ -1 .
En efecto, basta tomar zy = z; "z, ver que x; = = TRy renombrar k por i.
n

Si se toma f* = Zcipxi € FI[G]*, aplicando el hecho que pg, ®, ® ® idpigr ¥ p' son

=1
F—lineales por la izquierda y ® = ®@p, la igualdad dada en (2.19)) implica que las expresiones
dadas en (2.17)) y (2.18) son iguales. Por el Teorema [2.5.8, E es un producto cruzado de F'
con H. Asi, E = F#;H. O

Dada la trascendencia de la teoria de Galois, es conveniente ilustrar este corolario con un
ejemplo concreto.
Sea E = Q(v/2,V3), F = Q. Sea G = G(E/F) = {x1, 29,23, 24} donde )
r1=1idp, 2=V 5 _ 5 T3=Ys5_ Y Ta=v,5_ 5Y45_,3 Entonces Q[G] = @Qxi.
Sea {v1,v9,v3,v4} = {1,v/2,v3,v/6} una base de E/F. Sea {p1,p2,p3,ps} unaz:l;ase de
Q[G]*, dual al correspondiente base {x1,z2, 23,24} de Q[G]. Es decir, p;i(x;) = &;; para

i,57 = 1,...,4. Teniendo en cuenta la accién de G sobre E, se define la coaccién de Q[G]*
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sobre E mediante pg : E — E ® Q[G]" por pgp(v le ) @ pi.

Se define la aplicacién de Galois 8: F®p E — E® Q[ |* por

4
Ble®v)=(c®1)pp(v Zc ) @pi - (2.20)
i=1

Afirmacién: Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo F. Sea {b;}7_, C V

arbitrario y {wj} _, una base de W sobre F. Entonces Zb ® wj = 0 implica que b; = 0

7=1
paraj=1,....,n

Sean gi,...,9n : W — F aplicaciones F'—lineales tales que g;(w;) = d;;.
Sean f1,..., fn : V — F aplicaciones F'—lineales, de modo que G (b, w) Z fi(b)gi(w) es una

aplicacién F'—bilineal. Por propiedad universal del producto tensorial ex1ste una aplicacién

F—lineal h : V ®@p W — F tal que h(b®@ w) = Zfl )gi(w

Entonces 0 = h(z b ® w;) Z fi(bj)gi(wy)

j=1 1,j=1
—Zfz Dgi(wi) =Y filby).
=1

Sea k =1,...,n. Asumiendo que f; = 0 para todo i # k, se tiene que 0 = fi(bx). Como fi
es arbitrario, by, = 0. Asi, b; =0 para j =1,...,n
Volviendo a (2.20)), se ve que (8 es una aplicacién F'—lineal por la izquierda. Se prueba que

B es inyectiva. Sea w € Ker(f), entonces w = 0. Como E es F'—libre con base {v1,ve,vs,v4}
4

y w € E®p E, por [15, Prop. XVI.2.3] w = ch ® vj; de modo que
j=1

M-

0=B8w)= ) cj(xi(vj)) @p

1

4
E cJ x; v] ®pi .
J=1

-
S
Il

I
M%

@
I
—

Puesto que {p1, p2, p3,pa} es linealmente independiente, por la afirmacién anterior se obtiene
4

el sistema de ecuaciones g cj(xi(vj)) = 0 para i = 1,2,3,4 en que c1,c2,¢3 y ¢4 son las
Jj=1
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incognitas. Se nota que

1
VB V2 B (2.21)

S
N
5
5
5

Luego el sistema de 4 ecuaciones y 4 variables a ser resuelto es

1+ V2c 4+ v3e3 + 6y = 0
c1—V2ca +V3ez — V6ey =0
1+ V2c2 — V/3eg — V6ey =0
c1—v2ca — V/3ez + V6ey =0

Puesto que el determinante de la matriz de coeficientes de este sistema es no nulo pues

det ((x;(bj))) = 96 # 0, por regla de Cramer ¢; =0, cg =0, c3 =0y ¢4 = 0. Por lo tanto,
w=0Q0v1+0®0v2+0®v3+0® vy =0.

Por [15, Coro. XV1.2.4] E®Qpr E'y E® Q[G]" son de dimensién 16 sobre F. Del hecho que 3
es inyectiva, se sigue que 3 es sobreyectiva; luego 3 es biyectiva. Asi, F = Q(v/2,/3) es una

extension Q[G]*—Galois derecha de Q.

Para mostrar que Q(v/2,v/3)/Q tiene la propiedad de base normal se utiliza la aplicacién

dada en ([2.15]).

Se prueba que @ es inyectivo. Sea b € Ker(®), entonces b = 0.

4
Puesto que F[G]* es F—libre con base {p1,p2,p3,pa} y b = Zci ®p; € F® F[G]" de modo

i=1
que

0=2(b) =Y _ci(a; ' (v), donde p(py,) = ;" .
i=1
Puesto que {2 ' (u), x5 (u), 25 ' (u), z;*(u)} es una base de E sobre F, donde se puede tomar
u =142+ 3+ V6; luego se sigue que ¢; =0, ca =0, cg =0y ¢4 = 0. Por lo tanto,
b=0®0p1+0@p2+0@p3+0®py =0.
De este hecho, se sigue que ® es biyectivo.

Resta verificar que ® : F ® F[G]* — E es un morfismo de F[G]"—comédulos derechos. Es
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decir, se cumple pg o ® = (P ® idp|g+) (idrp ® Apjg) para el diagrama (2.16)).

Dados ¢ ® f* € F® F[G]" y f* = c1pz, + CoPxy + C3P2s + Caps,. Se comienza haciendo los

*

calculos para los elementos de la base {pz,, Py, Puss P2y} de F[G]

con la tabla del grupo G

(2.22)

obtenida de (2.21)):

I ) T3 Tq
I T xT9 T3 T4
xI9 T2 I T4 I3
T3 | T3 T4 T1 T2
Tg4 | T4 X3 T2 X1

A partir de (2.17)) y (2.18) se obtienen:
4
pE o (c®@pr,) = prlclry () = > zilc(z (1) @ pi
i=1
= 62%131 u) @ p;
= c(z1(u) @ p1 + z2(u) ® p2 + x3(u) @ p3 + 24(u) @ p4) ;
Plc®@ps) = (idr @ Apigp)(c @ pyy ), por [18, (1.3.7)]:
= c® pri ®pgc_719C
i—1 '
4
(P @idpg)p (c®@pey) = D cla; () ® Pyp-tg,
i=1
= c(z1(u) @ p1 + x2(u) @ p2 + x3(u) @ p3 + xa(u) @ pa)
pE o (¢ @ psy) = palc( me c(ay ' (w)) @ p;

= chsz ®pl

= c(z2(u) @ p1 + 21(u) ® p2 + 24(u) ® p3 + x3(U) @ P4) ;
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plc®pg,) = (idr ® Apig)(c @ pay), por [18, (1.3.7)]:
4
= C®Zpa:¢ ®pm,—1$2 )
i=1

4
(@@idF[G}*)p/(C@me) = ZC x xo
1=1

= c(z1(u) ® p2 + z2(u) @ p1 + x3(u) @ ps + x4(u) @ p3) .

pEO(I)( ®px3)_pE sz -Tg ®pz

= szz% ®pz

= c(z3(u) @ p1 + z4(u) @ p2 + x1(u) ® p3 + x2(u) @ pa) ;

4

pc®py) = (idr ® AF[G}*)(C ® Pay) = C® pri ®p$¢_1933 )
=1
4
(P @idpiey)p (c@pey) = Y clx —
i=1

= c(z1(u) ®p3 + v2(u) @ ps + x3(u) @ p1 + 24(u) @ p2) .
4

pE o ®(c®ps,) = pple(er! () = Y zilc(ry (v) © pi
i=1

—chzaM ®pz

= c(z4(u) @ p1 + w3(u) ® p2 + T2(u) ® p3 + 21 (0) @ p4) ;

Pc@pn) = (idr®Apgr)(c®pe) =c® Y Pe ®p,1,,
=1
4
(P @idpigr)p (c@pey) = D clay —
=1

= c(21(uv) ® ps + 32(u) ® p3 + x3(u) @ p2 + z4(v) @ p1)

Por lo tanto, pg o ®(c ® py;) = (® ® idpigy+)p (¢ @ py;) parai = 1,2,3 y 4. Tomando ¢ = 1,
estas igualdades se traducen en las igualdades dadas en (2.19)) para n = 4.

75



Puesto que f* = ¢1py, + oDy + 3Pz + Capsy, € FIG]" y ® = @, de la F—linealidad por la

izquierda de las aplicaciones pg, ®, ® ® idpig) ¥ o'

pro®(ca ) = ppo®(e® Y cpn) =Y aipnod(cEpy,)
=1 i=1

4
= ZCzq)@ZdFG]) (¢ ® pay)
=1

= (P ®idpg) ®Zcszz

Por lo tanto, pp o ® = (® ® idp|g+) (idr ® Apig*)-

Sea v : Q[G]" — Q(v2,V/3) definida por v(f*) = 1®(1® f*).

En consecuencia, Q(v/2,v3) = Q# sQ[G]", donde f es un cociclo interno implementado por
~ como en la Proposicién

De esta ilustracién se sabe que la seccién de E = Q(v/2,v/3) es dada por v(p;) = 12, ' (u)
parai=1,2,3,4y u=1+v24+v34+v6. Recordando que {p1,p2,p3,p1} es la base canénica
de Q[G]" y G = G(Q(+v/2,/3)/Q), usando la Proposicién [2.2.13| se puede deducir que la

ng;%u), L (pa) = —Qém?(u),

inversa por convolucién de v es dada por vy 1(p1) =
7 ps) = g () ¥ A a) = ),
46 46

El Teorema [2.5.8] proporciona una clase de productos cruzados de Hopf con cociclos in-
vertibles dada por las H —extensiones derechas de cleft. El articulo [I] exhibe para este
tipo de productos cruzados tres sucesiones espectrales llamadas sucesiones espectrales de
Hochschild-Serre, Cartan-Leray y de Grothendieck. Como materia de una futura investiga-
cion queda abierta el estudio de la aplicabilidad de las sucesiones espectrales referidas en
geometria diferencial.
En este capitulo se han introducido nociones de la teoria dual de productos cruzados [30] y la

teorfa de extensiones de Galois Hopf [14], analizar en detalle estas teorias podria ser materia

de futuras investigaciones, pero queda fuera del alcance de la tesis.
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Capitulo 3

Resoluciones para un producto

cruzado de Hopf

En la primera seccién, se comienza definiendo bimédulo con respecto a un par de anillos,
y se demuestra que las aplicaciones Homp(—,—) v (=) ®g (—) llevan un par de bimédulos
a un bimdédulo. Utilizando estos resultados, se demuestra que el funtor producto tensorial
A ®p (—) es adjunto izquierdo del funtor Homp (A, —). Para una K—é&lgebra E, se definen
el algebra opuesta E°P y el algebra envolvente E°. Se establece que un E—bimddulo es un
E€—médulo izquierdo, y que esto se cumple en ambas direcciones. Ademads, se demuestra
que las aplicaciones Hompge(—, —) y (—) ®pge (—) llevan un par de bimédulos a un bimédulo.
Se define la aplicaciéon de E—bimddulos y se demuestra que estas aplicaciones son morfismos
de E°—mddulos izquierdos, y viceversa. Para n > 0, se demuestra que £ ® B ® E es un

E—bimddulo.

En la segunda seccién, se introducen los conceptos de borde de Hochschild y complejo
de Hochschild de un algebra con coeficientes en un bimoédulo sobre el algebra. Utilizando
estos conceptos, se estudia la homologia de Hochschild de un algebra con coeficientes en un
bimédulo sobre el dlgebra. Para una K —4&lgebra FE, se establece la existencia de su resolucién
barra, denotada por (CP*"(E), ). Se aplica esta resolucién para demostrar que la homologfa

de (M ®@pge C(E),idy @pe (b)) es la homologia de Hochschild de E con coeficientes en un
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E—bimoédulo M.

En la tercera seccién, dado un anillo conmutativo K, se define el K —médulo cociente A =
A/N = Coker(n4) como el conticleo de la unidad de una K—algebra A. Para cada n > 0
y una K —algebra F, se define el E—bimddulo B,(E) = E® B ® E y una aplicacién
de E—bimdédulos b, : B,(E) — B,—1(E). Se prueba que b, llevando clases en clases esta
bien definida,y que ¥),b),,; = 0. Esta tltima igualdad se obtiene ficilmente con un nuevo
procedimiento que consiste en asociar una matriz auxiliar a la expresién b},b), (r). Por
supuesto, se observa que este procedimiento es aplicable al Lema Lema [3.2.1] y Lema
Luego, se demuestra que (B.(FE),b’) es una resolucién del E¢—médulo izquierdo F,
llamada resolucién barra normalizada de E.

Se construye un subcomplejo contractil D, de CS“T(E), se da una aplicacién de complejos de
cadenas 7 : C%"(FE) — B,(F). Se enuncia y demuestra que los complejos de cadenas de E°—
médulos izquierdos C(E)/D, y B.(E) son isomorfos. Se demuestra que la homologfa de
M ®pe Bi(F) es H.(E, M), y este hecho se aplicard en la quinta seccion.

En la cuarta secciéon, comprobamos la existencia de una variante de la resolucién proyectiva
relativa de un producto cruzado general dada en el Teorema [I, Theo. 1.1.1], que es més
pequenia que la resolucién barra normalizada correspondiente.

En la quinta seccién, se determina el método para hallar la homologia de Hochschild de un
producto cruzado de Hopf E con coeficientes en un £—bimdédulo M. Para ello, se utiliza la

resolucién proyectiva relativa obtenida en la seccién anterior.

3.1 Bimoddulos y mdédulos sobre el algebra envol-
vente

Definicién 3.1.1. [I9] Sean R y S anillos. Un (R, S)—bimddulo es un grupo abeliano A,

que es R—moddulo izquierdo, S—mddulo derecho satisfaciendo la condicién de compatibilidad
(re)s=r(xzs), re R, xt€ AyseS.

Proposicién 3.1.2. Si A es (R, S)—bimddulo y B es (R,T)—bimddulo, entonces Hompg(A, B)
es un (S, T)—bimddulo.
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Prueba. Como Hompg(A,B) ={f:A— B| f es un morfismo de R—mddulos izquierdos} es

un grupo abeliano bajo la adicién +, definida por

(f +9)(x) = f(x) + g(2),

se dota a Hompg(A, B) la estructura de un (.5, 7")—bimddulo como sigue:

Dado f € Homp(A, B) se definen para x € A,s € S,t €T

(sf)(@) = f(zs) (3.1)
(ft)(z) = f(a)t (3.2)
Es claro que sf y ft € Homp(A, B) .

Se cumplen para (3.1)) las 4 condiciones siguientes:

(s1+s2)f =s1f +saf, (s182)f =s1(s2f), 1f=/[fy
s(f1 + fo) = sfi + sfe para todo s1,s2,5 € Sy todo f, f1, fo € Hompg(A, B).

Se cumplen para (3.2) las 4 condiciones siguientes:

f(t1+1t2) = fta+ fta, f(tit2) = (fti)t2, fl=fy
(f1+ fo)t = fit + fot para todo t1,te,t € Ty todo f, f1, fo € Hompg(A, B).

En seguida, se verifican las 4 ltimas condiciones My, My, M3y y My ya que las 4 condiciones

anteriores son andlogas.
M, flti+t2)(z) = f(z)(ti +12) = f(x)ts + f(z)t2
= (ft)(z) + (ft2)(@) = (ft1 + ft2)(2).

M, ftite)(x) = f(z)(tat2) = (f(x)t1)te
= (ft1)(z)t2, como ft; € Homp(A, B) :
= ((ft1)t2) ().

My : (fi+ f)tlx) = (fi+ fo)(@)t = (fix + for)t
= (fix)t + (fox)t = (fat)(z) + (f2t) (@)

= (fit+ fot)(x) , para todoz € A .
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Finalmente, se prueba la condicién de compatibilidad de (3.1) y (3.2]). Dados s € S,
teTy fe€Homg(A,B) se cumple (sf)t = s(ft) pues para x € A se tiene

(sf)t(x) = (sf) (@)t = f(ws)t
= (ft)(xs), como ft € Hompg(A, B) :
= s(ft)(x).
Por lo tanto, Hompg(A, B) es un (S, T)—bimdédulo. O

Proposicién 3.1.3. Si A es (S, R)—bimodulo y B es (R,T)—bimddulo, entonces
A®pg B es un (S,T)—bimddulo.

Prueba. Como A es R—médulo derecho y B es R—médulo izquierdo, A ® g B es un grupo
aditivo abeliano.
Ahora, se dota a A ®p B la estructura de un (S,7)—bimddulo como sigue.

Dados z®y € A®gr B, s € S,t €T se definen:

s(zr®y) = (s2)®yY (3.3)

(x @yt =z (yt) (3.4)
Se cumplen para (3.3) las 4 condiciones siguientes
(s1+ s2)(x®@y) =s1(x@y) + s2(x R y),

(8182)(1' (9 y) = 31(52(1" ® y))a
llzey) =Ry,
s(x1 @y + 22 ®@y2) = s(z1 @ Y1) + s(x2 @ y2),

para todo s1,82,s € Sytodoz Ry, 11 QY1 vy T2 @y € AR B.

Se cumplen para las 4 condiciones siguientes

(@Yt +1t2) = @@yt + (@@ Y)ts, (z@y)(t2) = (2@ Yh)tz, (@Yl =2®yYy
(1 @ y1 + x2 @ y2)t = (1 @ Y1)t + (22 ® y2)t para todo t1,t2,t € T y todo x Ry, x1 @y y
To®ys € AQRr B. Luego, sélo se verifican las 4 tltimas condiciones M7, My, M3y My ya que

las 4 condiciones anteriores son analogas.
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M : (zey)(ti+t2) = 2@ [yt +12)]

= z® (yh)+ 2 (yt2) = (x @y)t1 + (z @ y)ta.

My : (zey)(ttz) = zy(titz)] =z ® [(yt1)t2]

= (@® ()t = (& ® y)t1)ta.

Ms: (z@y)(l)=z® (yl) =z®y.

My : (1 @y +22@y2)t = 21 ® (y1t) + 2 @ (yat)

= (z1@y)t+ (22 @ya2)t.

Finalmente, se prueba la condicién de compatibilidad de (3.3) y (3.4). Dados s € S,
teTyr®y € A®pr B se cumple (s(x ® y))t = s((x ® y)t) ya que

(s(z@y))t = ((s2) @ y)t = (sx) @ (yt)
=s(z @ (yt)) = s((z @y)).
Por consiguiente, A ®@r B es un (.5, 7")—bimddulo. O

Proposicién 3.1.4. Sean A un (I'; A)—bimddulo, B un A—mddulo izquierdo y C' un
I'—mddulo izquierdo. Entonces A @y B es un I'—mddulo izquierdo, Homp(A,C) es un

A—mddulo izquierdo y
n : Homp(A®p B,C) = Homa (B, Homp(A,C)) . (3.5)

Prueba. Se realiza con los tres items:

i) Yaque A esun (I'y A)—bimédulo y B es un (A, Z)—bimdédulo, por la Proposicién

A ®p B es un I'=modulo izquierdo.

i) Ya que A es un (I'; A)—bimédulo y C es un (I", Z)—bimédulo, por la Proposicién

Homr (A, C) es un A—mdédulo izquierdo.

i1i) Dado ¢ : A®p B — C se define n(y) mediante (n(¢)(y))(z) = p(z @ y).
Sea 7] : Homy (B, Homr (A, C)) = Homp(A @4 B,C) .
Dado ¢ : B — Homr (A, C) se define 77(¢)) mediante 7(¢))(z @ y) = (¢(y))(z).
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De acuerdo a las definiciones anteriores :

)z ®y) = n(e) (W) (x) = ¢(x @y);
(M) () (x) = n(Y)(z @ y) = (¥(y))(z). Luego nm = id y nij = id. Es decir, 1 es

una biyeccion.
O

Definicion 3.1.5. Sea F una K —algebra. Se define K —dlgebra E°P como el dlgebra con la

misma estructura de K —modulo que E pero la multiplicacién en E°P es dada por r- s := sr.

Definiciéon 3.1.6. Sea K un anillo conmutativo y E una K—algebra. Se define el dlgebra

envolvente de E como E°:= E ® E° (vea la Proposicion [2.1.7)).
Proposiciéon 3.1.7. Si M es un E—bimddulo, entonces:
1. M es un E°—mddulo izquierdo.

2. M es un E€—mddulo derecho.

Prueba. 1. Como M es E—bimoédulo, M es un grupo aditivo abeliano. Luego, se define

la multiplicaciéon por un escalar mediante
(res)-x=resparar € E,se Eyr®sec E® E? = E°.
Se cumplen los 4 axiomas de médulo izquierdo:

(r1®si+re®s) - x=(r1®sy) -+ (r2® s2) - x,
(M ®s)(rz®s2)) -z =(r1®s1) ((r2®s2) - ),
(1®1) z==x,

(res)-(x1+x2)=r®s) - x1+(res) z .

En efecto:

Definiendo Z ri®s | -xi= Z r;xS;, se obtiene la primera igualdad.
1€ (finito) iel
Son inmediatas las igualdades tercera y cuarta.
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La segunda igualdad se verifica, como sigue:

(ri1®s1) ((ro®s2)-x) = (r1 ® 1) - (rexss)
= rirowsesy = (rire @ s981) -

=(rire®s1-s2)-x = ((r1 ®s1)(r2 ® s2)) - x.
Por consiguiente, M es un E°—moddulo izquierdo.

2. Como M es E—bimdédulo, M es un grupo aditivo abeliano. Luego, se define la multi-
plicacién por un escalar mediante z- (r®s) = sxr parar € E,s € Eyr®s € EQ E°P.

Se cumplen los 4 axiomas de moddulo derecho:
r-(r®si+r®s)=x-(r®s1)+x(re® s2),
z-((r®s)(re®@s2))=(x-(M®s1)) (rr®s2), z-(1®1l)==x
vy (@14+22) (r@s)=z1-(res)+z- (res).

La verificaciéon de estos axiomas se hace como en el primer item, luego M es un

FE€—moébdulo derecho.

Proposicion 3.1.8. Sea E una K—dlgebra.

1. Si M es un E°—mddulo izquierdo, entonces M es un E—bimaddulo.
2. Si M es un E€—mddulo derecho, entonces M es un E—bimddulo.

Prueba. 1. Como M es un E°—moédulo izquierdo, M es un grupo aditivo abeliano.
Definiendo las multiplicaciones por escalares mediante rz := (r ® 1)z y
zs = (1 ® s)z, se verifican:
(r1+7re)x =rx+rox, (rra)xr =ri(rez) , lx =z y r(x; + x2) = ra; + reg;
x(s1+ s2) = xs1 + xsa , x(s182) = (xs1)s2 , xl =z y (21 + x2)s = w15 + x28.

Basta verificar z(s1s2) = (xs1)s2, como sigue:

x(s182) = (1@ (s182))r = (1 ® (s2- s1))x

(1®s2)(1®s1))x

= (1@ s52)((1 @ s1)z) = (w51)52-
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De modo que M es un E—modulo izquierdo y M es un EF—mddulo derecho.
Las dos estructuras son compatibles : (rz)s = r(xs), calculando
(re)s=(1@s)(re) =1s)rel)z=(rel)(l1®s)z=(rel)(xs) =r(zs).
Por lo tanto, M es E—bimdédulo.

2. Como M es E®—mébdulo derecho, M es un grupo aditivo abeliano. Definiendo
re:=z(1®r)yzs:=x(s®1), se deduce que M es un F—mdbdulo izquierdo y M es un
E—modulo derecho. Se verifica como en el caso anterior, la condicion de compatibilidad
(rax)s = r(zs). Por lo tanto, M es un E—bimédulo.

O]

Proposicién 3.1.9. Si M y N son E—bimddulos, entonces Hompge (M, N) y M ®ge N son

E—bimddulos.

Prueba. 1. Como M y N son E—bimédulos, por la Proposicién M y N son
E°—modulos izquierdos; de modo que
Hompge(M,N) = {f : M — N | f es un morfismo de E€—mddulos izquierdos} es un

grupo abeliano bajo la adicién +, definida por

(f+9)(x) = fz)+g(z) .

Luego, se dota a Hompge (M, N) la estructura de un E—bimédulo como sigue:

Dado f € Hompge(M, N) se definen parax € M ; s, t € E
(sf)(@) = f(zs) (3.6)
(ft)(x) = f(2)t (3.7)

Es claro que sf y ft € Hompge(M,N) .

Se cumplen para (3.6)) las 4 condiciones siguientes:

(s1+s2)f =s1f +saf, (s182)f =s1(s2f), 1f=/fy
s(fi + f2) = sf1 + sfz para todo s1,52,5 € E'y todo f, f1, fo € Hompe(M, N).

Se cumplen para (3.7) las 4 condiciones siguientes:

[t +1t2) = ftu+ fta,  f(tate) = (fti)ta, fl=Ffy
(f1 4 f2)t = fit + faot para todo ty,t2,t € E y todo f, f1, fo € Hompge(M, N).
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En seguida, se verifican las 4 tltimas condiciones M7, Mo, M3 y My ya que las 4 con-

diciones anteriores son andlogas.

M : fti+t2)(z) = [f(x)(t1+1t2) = f(x)t1 + f(2)t2
= (ft)(z) + (ft2)(z) = (ft1 + ft2)(z).

My - fltit)(x) = f(z)(tit2) = (f(@)t1)t2
= (ft1)(x)t2, como ft; € Hompe(M,N) :
= ((ft1)t2)(x).

Ms: fl(z) = f(2)l = f(z).

My : (fi+ f)tx) = (fi + fo)(@)t = (filz) + f2(2))t
= (fix))t + (fa(2))t = (f1t)(2) + (fat)(z)
= (fit+ fat)(x) , para todo x € M .

Finalmente, se prueba la condicién de compatibilidad de (3.6) y (3.7). Dados s € E,
te Ey f € Hompge(M,N) se cumple (sf)t = s(ft) pues para x € M se tiene

(sf)t(x) = (sf)(2)t = f(ws)t
= (ft)(zs), como ft € Hompe(M,N):
— s(f1)(a).

Por lo tanto, Hompge (M, N) es un E—bimdédulo.

. Como M y N son E—bimédulos, por la Proposicién M es E¢—médulo derecho y
N es E°—modulo izquierdo. Luego, M ®ge N es un grupo abeliano aditivo.

Ahora, se dota a M ®pge N la estructura de un EF—bimddulo como sigue.

Dados t @y € M Qge N; syt € E se definen:

s(zx@y) = (sz)®y (3.8)

(x @y)t =z (yt) (3.9)

Se cumplen para (3.8) las 4 condiciones siguientes

(s1+82)(z®@Y) =s1(z®y) + s2(x ®@Y), (s152)(z @ Y) = s1(s2(x ®Y)),
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Hz®y) =2®yy s(z1®y1 +22Qy2) = s(x1 ®y1) + s(z2 @ y2) para todo s1, 82,5 € §
ytodoz @y, 21 Qy1 y 2 ®ys € M Qpe N.

Se cumplen para las 4 condiciones siguientes

(x@y)(t1 +t2) = (x@Y)t1 + (x @ Y)t2, (2@ y)(trt2) = ((x @ y)t1)ts,
(z@y)l=2yy (r1 @y + 2R y2)t = (x1 @ Y1)t + (2 ® y2)t para todo t1,ts,t € E
ytodoz Ry, 21 Qy1 vy 22 QY2 € M Qpe N.

La verificacién se hace como en la prueba de la Proposicién [3.1.3] Por consiguiente,

M ®pge N es un E—bimodulo.

Sean K un anillo conmutativo, £/ una K —algebra.

Definicion 3.1.10. Sean M y N, E—bimédulos. Una aplicacion f : M — N es un morfismo
de E—bimddulos si es un morfismo de EF—modulos izquierdos y un morfismo de F—mddulos

derechos. Es decir, si se cumplen

f(z1+22) = f(21) + f(22),f(r2) =rf(2) y f(zs) = f(x)s
para todo x1, xo, x € M yr, s € E.

Proposicién 3.1.11. Si M y N son E—bimddulos, entonces f : M — N es un morfismo
de E°—mddulos izquierdos implica que f es un morfismo de E—bimddulos, y la reciproca es

verdadera.

Prueba. =) Como f : M — N es un morfismo de E°—médulos izquierdos, se cumplen
f(x1+x2) = f(z1)+ f(z2) y f((r1®r2)7) = (11 ®@72) f(2) Para x1, z2, ¥ € My (r®72) € E°.
Ahora, sean z € M, ry s € E, entonces f(rz) =rf(z)y f(zs) = f(z)s. En efecto,

Fra) = fral) = F((r @ 1)) = (r @ 1 f(x) = r(f@)1 = rf (@)

Fws) = f(1zs) = F(1© 5)2) = (1 © ) (z) = f(x)s.

<) Puesto que f : M — N es un morfismo de E—bimédulos; f(z1 + x2) = f(x1) + f(x2),
frz) =rf(z)y f(xs) = f(z)s para todo x1, x9, z € My r, s€ E.

Size M, (r®s)e E entonces f((r®s)r) = (r®s)f(zr). Calculando,

f((r®s)x) = f(ras) = f((rx)s) = f(rax)s = [rf(x)]s = rf(z)s = (r @ s)f(z). Por lo tanto,

f es un morfismo de E°—modulos izquierdos. O

86



Proposicion 3.1.12. Sean K un anillo conmutativo, A una K—dlgebra con elemento uni-

tario 14 y N ={A\1a | A € K}. Entonces N es un K—submddulo de A.

Prueba. Por definicién, N es un subconjunto no vacio de A yaque 14 € N. Seanny y ng € N
y A € K, entonces Anq + no € N.

Para verificar esto, sean n1 = A11a, ny = A2la, luego

Ang+ny = AAila) + A2ly

= (A1 4+ A2)la.
Notando que A\{ + Ao € K, se ve que Any +ny € N. O
Notacién 3.1.13. El K—mddulo cociente
A/N={a+ N |ac A} ={a+Klg|ac A}
seréd denotado por A y su elemento a + K14 por a.

Para una K —4&lgebra E, vemos que E es un K —médulo cociente y E := Coker(ng).

DadonZO,E®n:Ksin:OyE®n:E®--~®Esin>0.
————

n-veces

Proposicién 3.1.14. Sea E una K—dlgebra y n > 0, entonces
E® E®n ® E es un E—bimddulo.

Prueba. Como producto tensorial de K—mddulos, F ®E®n ® E es un grupo abeliano aditivo.
Luego, se dota a £ ® E®" ® F la estructura de un (E, E)—bimdédulo como sigue. Dados
x®z®y€E®E®n®E, s € E, t € F se definen:

s(r®zy)=(sr)®zQyY, (3.10)

(z@zy)t=2®2c (yt) . (3.11)
Se cumplen para las 4 condiciones siguientes
(s1+82)(r2zey)=512R20Y) +ss2(r®20Y),
(s152)(7 ® 2@ y) = s1(s2(z ® 2 ®Y)),
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(z®20y)=r®2RyY,
S(T11®21 QY1+ 22 @ 23R Y2) = s(x1 ®21 @y1) + s(x2 ® 22 @ ya)

para todo s1,52,S €E Fytodo 2 ®2Qy,x1 ® 21 QY1 y T2 ® 29 QYo € E®E®n QR E.

Se cumplen para las 4 condiciones siguientes

(z@20y)(t1+t2) = (2@2@y)h + (@2 Y)ts, (2@20y)(titz) = ((z @ 2 @yt )ta,
(zR20Y)l =120y Yy (11021 QY1 + 12 @22 Y2)t = (21 ® 21 @ Y1)t + (22 ® 22 @y2)t para
todo t1,t,t € Eytodoz R 2Ry, 21 ®21 Quy1 y T2 ® 220 QY € E®E®n ® E. Luego, sélo
se verifican las 4 condiciones siguientes M7, Ma, M3 y My ya que las 4 condiciones anteriores

son andlogas.

M;y: (2®@zRy)(t1+t2) =z®2Q [y(t1 +t2)] = 2 ® 2 @ (yt1 + yt2)
=r®z® (yt1) + @ 2 ® (yt2)

=(r®zey)th + (r® 2 y)ty;

My:  (z®@z@y)(tits) =2 ® 2 ® [y(tit2)]
=z ®z®|[(yt)t] = (z @2 ® (yt1))t2

= ((z ® 2 @ y)t1)t2;
Ms - (zRzY)lp=2R2x Y -lg) =20 2Qy;

My (21 @21 @y1 + 22 ® 22 @ Y2)t 1= 71 ® 21 ® (Y1) + T2 ® 22 @ (yat)

= (11 ® 21 @ Y1)t + (T2 ® 22 @ Y2 ).

Finalmente, se prueba la condicién de compatibilidad de (3.10) y (3.11)). Dados s € E,
teEFyrz®z@ye E®RE” @ Ese cumple (s(z ® z®@ y))t = s((z ® z ® y)t) ya que

(s(z@zy)t=((sr) @ 2@ y)t = (szx) ® 2 ® (yt)

=s(z®ze(yt) =s((r©zay)) .

Por consiguiente, ¥ ® B ® F es un E—bimddulo. O
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3.2 Homologia de Hochschild de un algebra

Usando la resolucién barra de un dlgebra y la envolvente correspondiente, se obtiene la
homologia de Hochschild de un &dlgebra (Teorema [3.2.13)). Este hecho motiva la revisién del

complejo de Hochschild de un algebra con coeficientes en un bimdédulo.

Sea K un anillo conmutativo, £ una K—algebra y M un EF—bimddulo.

Dadon >0, E®"  =Ksin=0yE® =FE®---®@ Esin > 0.
————
n-veces

Se adopta las notaciones Cy,(E, M) = M @x E¥", ® = @ .
Para n > 1 se define el mapa b, : M ® E®" — M ® EX" ™" de E°— médulos izquierdos por

|
—

n

bp(ro®@rm @ - Qry,) = <_1)iT0®"'®riTi+1®"'®Tn

[e=]

1
+ (D)"rpro @i @ @rpo (3.12)
bi(ro ® r1) = ror1 — T170-
Luego se obtiene

bn

Cu(B,M) : 04+ Co(E, M) & Cy(B,M) 2 . m o, M) "2 .. (3.13)

Lema 3.2.1. bpby 1 =0 paran > 1.

Prueba. Paran =1, bjbo =0 pues by : M ® E® 5 M ®EF es dada por

ba(ro ® 11 ®1r9) =TT @ T2 — 19 ® T2 + T2r0 @ 71 , de modo que
biba(ro ® 11 ®@12) = (ror1)re — r2(roT1)
- 7“0(7"17“2) + (7“17“2)7“0

+ (?”27’0)7‘1 — T (7‘2?”0) =0.

En general, parar =rg®@r ® - Q@rp1 € M ® E®". Se prueba como en el Lema m

que bybpy1(r) =0 paran > 1. O

Definicién 3.2.2. [20] El complejo de cadenas de grupos abelianos (o K —mddulos),
(C«(E, M),b) dado en (3.13)), se llama complejo de Hochschild de E con coeficientes en M.

El mapa b es conocido como el borde de Hochschild.
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Cuando M = E, C.(F) = (C«(E, E),b) es llamado complejo de Hochschild de E.

Definicion 3.2.3. La homologia de Hochschild de E con coeficientes en M se define como
H.(E,M)={H,(E,M)}, donde H,(FE, M) es la homologia de Hochschild de grado n de E

con coeficientes en M dada por

Hn(Ea M) = Hn(c*(Ea M)v b)
Ker(by,)
Im (b 41)

Si M = E, entonces se escribe HH,(E) = H,(E, E). En este caso,
HH,.(FE)={HH,(E)} es llamada homologia de Hochschild de FE.

para n >0 (3.14)

Lema 3.2.4. Sea [M,E] ={mr —rm | m € M,r € E}, entonces

Hy(E,M) = [MME]

= Mg .

Prueba. Tomando el complejo de cadenas dado en 1) M®FE LNy Vs y

M
Hy(E,M) = m; luego Im(b;) estd formado por los elementos de la forma
m{oy
M
bi(m®@r) =mr —rm. Asi, Hy(E, M) = OLE] O
. . E
Corolario 3.2.5. Si M = E, Im(b;) = [E, E], entonces HHy(E) = ok

donde [E,El ={mr —rm | me€ E,r € E} .

Si E es conmutativo, HHy(F) = E.

K, ,sin=0
Si M = E = K, por definicién HH,(K) =
0,sin>0.

Sea F una K —algebra conmutativa. El E—mddulo Q}E K de las diferenciales de Kahler es
definido como el E—mddulo generado por los simbolos da para a € E, con da =0sia € K.

Para cada a,b € E se cumplen las dos relaciones:
d(a+b) =da+dby d(ab) = a(db) + b(da).
Un E—bimédulo M es simétrico si am = ma para todoa € E'y m € M.

Proposicién 3.2.6. [20, Prop. 1.1.10] Sea K un anillo conmutativo, E una K—dlgebra con-
mutativa y M un E—bimddulo simétrico. Entonces Hi(E,M) = M ®p Q}E/K. En particular,
HH(E) = Qp .
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Prueba. Para calcular Hy(E, M), se necesita conocer Ker(b;) e Im(by). Puesto que mr = rm,
bi(m®r)=mr —rm =0, de modo que Ker(b;) = M ® E.
En el cociente Hy(E, M) = (M ® E)/Im(bs) se tiene

0=by(m®ri®ry) = mri®@ra—maerire +romri,
luego existe una aplicacién bien definida
H\{(E,M) — M Qg Q}E/K, mer— mQegdr,
pues en M Qg Q}E/K se tiene
mry g drog — m Qg d(rira) + rom Qg dry
= m®gri(dre) —mgri(dry) —m Qg ro(dry) + m Qg ro(dry) = 0.
Por otro lado, del hecho que E es una K —algebra conmutativa se sabe que M ® E®" es un

E—méduloviar-(m®@mr ®--+)=(rm®&r; ®---), luego se tiene una aplicaciéon E-bilineal

M x Q1

B/K H(E,M), (m,ridry)— mry ® ra, pues

(rm,ridrg) — rmry @ re = r(mry @ ry) y

(m,rridry) = mrry @ rg = rmr; @ o = r(mry @ ro).
Por propiedad universal del producto tensorial, se tiene una aplicacion E-lineal
M Qg Q}E’/K — Hi(E, M), m®pgridry — mr; ® ra.

Estas aplicaciones son una inversa de la otra :
mRr—=>medr—=maer,
m &g ridre — mry @ rg — mr; @ drg = m Qg r1dra.
Por lo tanto, Hi(E, M) = M ®p Q. O
El E—médulo Q- de n—formas diferenciales se define como el producto exterior Ng /K
(ver [20, 1.3.11]).

Ast, O /K ©8 generado por los elementos agda; A ... Aday, para a; € FE, que usualmente son

denotados por agpday ... da,.

Proposicién 3.2.7. [20, Prop. 1.3.16] Sea K un anillo conmutativo, E una K—dlgebra
conmutativa y M un E—bimddulo. Si K contiene Q, entonces M ®p Q%/K es un sumando

directo de H,(E,M). En particular, Q%/K es un sumando directo de HH,(E).
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Estas dos ultimas proposiciones indican que la homologia de Hochschild tiene aplicacién

en geometria diferencial en el caso de dlgebras conmutativas.

Funtorialidad

Sea f : M — M’ un morfismo de bimédulos. Entonces f induce un morfismo de complejos

de cadenas C.(E, M) — C.(E, M')

f®idE®n

M @ E®" M @ E®"

Cn(E, M) Cn(E, M)
Asi, se obtiene un morfismo de grupos f. : H,(E, M) — H,(E, M").
M4s generalmente, sea g : £ — E’ un morfismo de K—4&lgebras. Sea M’ un E’—bimddulo.
Entonces f y g inducen Cp,(E, M) =M @ E®" — M' @ E'®" = C,(E', M"),
MR Q- Qry = f(M)®@g(r) @+ R g(ry).
Asi, se tiene un morfismo de complejos de cadenas Cy(E, M) — C4(E’, M'). Luego, se obtiene

un morfismo de grupos

(f,9)« : Hy(E,M) — H,(E', M').

Para detalles se puede ver [20].

En particular, si M = E, M’ = E' y f = g, entonces f induce un morfismo K —mddulos
f«: HH,(E) — HH,(E").

Puesto que Algy es la categoria de K —algebras, el funtor HH,(—) : Algyx — le, definido

por E — HH,(FE), es covariante para todo n > 0.

Resolucién barra de un algebra

Sean K un anillo conmutativo, £ una K —algebra. Para cada n > 0, sea

Ch"(E) = E® E®" ® E con estructura de E—bimédulo dada por

a(r0®"'®rn+1):(QTO)®"'®TH+1y(TO®"'®Tn+1)6:r0®"'®(rn+1ﬁ)'
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Luego C2"(E) posee una estructura de E¢—médulo izquierdo mediante

(@@ B)(ro® - @rpt1) = (arg) @ - @ (rp+1).
Se define la aplicacién b/, : C2(E) — C%", (E) de E°—médulos izquierdos por

n

Voo @ @rns1) = S (~1)mo @ @1y @ @ g, (3.15)
1=0

Lema 3.2.8. b),b), ., =0 paran > 1.

Prueba. Para n =1, bjb, = 0. En efecto, tomando r =79 @ 11 ® 72 @ r3 € CY(E),

by(r) =ror1 @ ro @713 — 10 @ T172 @ 13+ 70 @ 11 @ 72113, luego

biby(r) = (rori)re ® rs —ror1 @ rors
— ro(rire) @3+ 19 ® (rire)rs

+ o1 Q@ 1rory — 19 X1 (7“27’3) =0.

En general, parar =rg®ri® - - Qrp2 € E® pet! ® E. Se prueba como en el Lemam

que by b, 1 (r) =0 para n > 1. O

Asi, se obtiene el complejo barra de E:

b/

bl
! AL (3.16)

(CLr(E).V) © 0 CY(E) & - & Chv (E)
Considerando la multiplicacién p: E® E = C{¥(E) — E, r @ s = 15 se ve que

hpe? b

\/

0

E E®®

ya que pubi(r @ s@t) = p((rs) @t —r® (st)) = (rs)t — r(st) = 0.
Luego, se obtiene un complejo aumentado de C** (E) denotado por

- b ’ n b’n
Chr(E) : 0 EL BoB & ... & pen i (3.17)

Se observa que E es un E¢—mddulo izquierdo.

Teorema 3.2.9. Sea E una K —dlgebra. Entonces el complejo (CY"(E), V') es una resolucion

del E¢—mdodulo izquierdo E.
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Prueba. Para ver que (C%(E),b) es una resolucién del E—mdédulo izquierdo E, se muestra
que ijT(E) es contractil.

Para ello se define, una homotopia de contraccién de cadenas

G:E-E®E, r—rolprran>1,(:EQEY QE 3 ERFE® QEF,
TORTrI Q@+ QTp_1 @rp = (=1)"ro@rm ® -+ @rp_1 @1, @ 1.

En efecto : uly = idp pues para r € E se tiene u(o(r) = pu(r @ 1) = r = idg(r);

b1+ Cop = idcgar(E) pues para g @ r1 € E® E = By(F) se tiene (ou(ro®@mr) =ror1 ® 1y
biGi(ro®r) = —ror1 @ 1 4+ rg ® 1, de modo que

(b1¢ + Cop)(ro @ 11) = idgpar ) (ro ®r1). En general, para n > 1 como en el Teorema W
se deduce que b, (o1 + Cuby, = idcvar (g O

Definicién 3.2.10. El complejo C(E) es llamado la resolucion barra de Hochschild de E.

Lema 3.2.11. Para cada n > 0, M Q@ E®" y M ®@ge (E® E®" @ E) son E€—mddulos
izquierdos bajo las acciones :
reasi me(ri® - Qr))=rms(r1 - Qr,) y

(r@s)(m®pe (ro@ri1®- - Qr,@rpt1)) = rmsQ@pe (ro@ri -« Ty, @rpy1), respectivamente.
Prueba. 1) Se cumplen las 4 condiciones de E*—médulo izquierdo para M ® E®".

a) (rs+rs)(me (M- -Qr)=(ms+r'ms)(re- - Q)
=rms@(r1 Q- @ry) +r'ms' @ (r - ry,)
= (r@)(MB (@ - Ora) + (@) (1 © - @ra);

D) (res)(r'©)me(me---0r)=(r'es-§)me (- o))
=7r(r'ms)s@(r @ - Qry,)
=(res)[(r'ms)@(ri1® - @ry)]
=(res)(res)me(rne---er)));

) 1@)(MR(rM® - @ry))=lmlR(rM® - Qr,) =me(r e - Qr,) ;

d) res)mer @ - @r) +ma® (s1®- @ s,)]
=rmis® (M ® - Qry) +1mes® (510 - ® sp)
= (res)(meri®- @)+ (res)(me@(si®---®sy)).
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2) Anélogamente, se verifica que se cumplen las 4 condiciones de E°—mdédulo izquierdo para

M ®gpe (E® E®" @ E). O

Teorema 3.2.12. Los complejos de E°—mddulos izquierdos (M ® E®*,b) Y
(M ®@ge CY(E),idy @pe (V) son isomorfos, donde b es definido en ([3.12) y V' es definido
en (3.15) .

Prueba. 1) Sean ¢ : M ® E®" — M ®pe (E® E®" ® E),

MR Q1) = mege (1071 Q- @7, @1);¢: Mg (EQE® @ FE) - M ® E®",
Mm®pe (ro@r1 Q-+ QTp @ Tpt1) > Tpa1mro @ (1] @ - - - @ 1ry,) entonces ¢ y 1 son morfismos
de E®—modulos izquierdos tales que Y =id y oy = id.

En efecto:

Se sabe que ¢ y v se extienden linealmente sobre K —mddulos.

AF. Las aplicaciones ¢ y 9 son F€—lineales. Para r ® s € E° :

plr@s)(me (- )] = ¢rms@ (- Qrm)
= Tm8®Ee(1®7’1®"'®Tn®1)
= (res) (mep (19rn®- - r,®1))

= (res)pme(r @ ) ;

recordemos que ro@r1®- - Q@r, @rpt1 = (T ®@7p4+1)(1Qr - @1, ®1) para rg®@rp4+1 € E°,
luego m @pe (ro @r1 ® -+ @1y, @ Tpg1) = rpp1mig Qpe (11 ® -+ @1y, ®1); de modo que
(r®@s)(m®pe (ro®@r @ @1y @Tpg1)) = r(rpr1mro)s @pe (1@ @ @71, @ 1).

Por lo tanto

Y[(r@s)(m@pe (ro @711 ® -+ @1y @rpy1))] = r(rps1mrg)s @ (M @~ @ ry)

= (r@s)[(rnpimrg) @(r1 @ Qr,)]=(r®s)Y(mpe (rn @M -+ @1y @rupy1)) -
Por otro lado

Yom@(r @---®ry)) = Y(MmRpe (1M @ - @r,®1))
e m®(rl®®rn)

= dm®(r @ - Qm));

95



PY(Mm@pe (M @T ® Ty @Tpy1)) = P(rap1mro®@ (1 ® -+ @1y))
= TppmrQpe (1M Q- @71, ®1)
= mro®@rpt1) Qpe (1M Q- @1y, ® 1)
= MAge (ro®r+1)(1®M®---@r,®1)
= MApe (ro@r1 -+ @1y @ rpy1)

= zd(m KR ge (T'() R/r -1y ®rn+1)) .
2) ¢ es una aplicacién de cadenas; i.e., el siguiente diagrama conmuta

M@E® s M®p (E® E®" ® E)

bnl ‘/idM(X)Eebf,L

M@E® ' 2 s M®p (E®QE® ' ®E)

En efecto, haciendo r1, =71 ® -+ - ® ry, tomando rg = rp4+1 = 1, tenemos:

(idy @pe by)p(m @ (r1n)) = (idpyr @pge b,)(m Qpe (r0 @ r1n @ rg1))
= idy(m) @pe bl (ro @11 @ -+ @7 @ Tpy1), por (3.15) :

= MQpe (ror1@rg®@ -+ @rp @rpg1)
n—1

+ Y ()M @pe (0@ ®@1irig1 @ @ Tny)
i=1

+ (=1)"m@pe (ro @ r1,n-1 @ rrnt1)

= MQpe (Mra@---Qry®1)
n—1 .

+ Z(*l)zm@)E‘e(1®"‘®7’i7‘i+1®"'®1)
i=1

+ (—1)"m®pe (1®r1 Q@ @Tn_1 @Ty) ;
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por otro lado, segin (3.12)):

o (M (r1®---®@1p)) = PMri@re®@---r,
n—1
+ Z(_l)im@)”'@ﬁﬂ—f—l®"'®7’n
=1
+ (_l)nrnm XrR®---K Tn—l)

= MOp (MOra®@-- @1, ®1)

—1

+ (-1)'m@pe (1® - QriTig1 @ --- @ 1)
=1

+ (-1)"m@ (10mM Q@ - @rp_1 @ry) .

3

En consecuencia, (idy @pge b)p = @by. Asi, ¢ : M@ E®" — M ®pge B,(FE) es un isomorfismo

de complejos de £¢—moddulos izquierdos. O

Teorema 3.2.13. La homologia del complejo M @ge CP"(E) proporciona la homologia de
Hochschild de E con coeficientes en M.

Prueba. Aplicando la n—ésima homologia a las igualdades ¥ = id y ¢y = id que aparecen
en la prueba del Teorema se obtiene Hy,(¢Y)Hy(p) =id y

H,(9)Hn(¢) = id. Asi, Hy(p) : Hy(E,M) — H,(M ®pe Ct(E)) es un isomorfismo; i.e.,
H,(E,M) = H,(M ®g. C®*(E)). Por lo tanto, la homologia del complejo M ®@ge C2*"(E)

proporciona la homologia de Hochschild de E con coeficientes en M. O

3.3 Resolucién barra normalizada de un algebra

La resolucion barra normalizada de un algebra es una herramienta fundamental en la cons-
truccion de la resolucién del producto cruzado general. El propédsito de esta seccion es tratar
la resolucién barra normalizada de una K —algebra y mostrar su utilidad en la homologia de
Hochschild de una K —4algebra con coeficientes en un bimédulo correspondiente mediante la
resolucién barra del algebra.

Para cada K—élgebra E' y cada n > 0, sea By(E) = E® E®" © E con estructura de

E—bimdédulo dada por las multiplicaciones escalares

Aro@TI® -+ @Tn @ Tny1) = (Ar0) OTT R -+ - @ Ty & Trp (3.18)

Yy(ro®@M @ @y @Tpp1)B=r0 QT ® - @ T @ (rns13) (3.19)
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Luego B, (F) posee una estructura de E°—mddulo izquierdo mediante
(@@B)(ro @I ®Tp @ rpy1) = (arg) TTQ -+ @ Ty @ (Tp418)- (3.20)
Se define la aplicacién b), : B, (E) = B,—1(F) de E°—mddulos izquierdos por

V(ro@TIQ@ QT @Tpy1) = Tori@T2 @+ @ Ty ® Tpt1

n—1
+ Z(—l)iro Q- QT4 Q- @ Tyl
=1
+ (—1)”7"0 XTI Q- QTp_1 Q@ TrpTptl (3'21)

Ejemplo 3.3.1. [2I] Exer. 8.6.4] Para cada n > 1, b}, dada en (3.21)) estd bien definida.

A continuacién, se muestra la validez de este ejemplo comenzando con los casos n = 1,
n = 2 y llegando al caso general, como sigue :
Paran =1, ] : B1(E) — By(FE) dada por
by (ro @ T1 ® r2) = 1911 @ 19 — 19 @ r179 €std bien definida .
En efecto; sean r y s € 71, entonces T =5 =7, yr — s = Alg paraun A € K.

Haciendo célculos V) (rg @ T @ r2) = b} (ro @ S @ r2).

Para n =2, bl, : By(E) — B;(E) dada por
by(ro @TT®@ T2 @ 1r3) =1r1 @ T2 @ r3 — rg @T1T2 @ '3 + 70 @ 71 @ rory

estd bien definida. Para ello, sean 71 = §7 y T3 = S3 ; entonces

Wy(ro @ TT®Tz @ 1r3) = by(rg ® 5T Q53 @ T3) .

En efecto, sean r; = s; + \j1g para A\; € K, i = 1,2. Multiplicando,
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r1ro = S182 + A1S2 + Aas1 + A1 A2lg. Efectuando calculos

by(ro @TT RT3 @13) = 1or1 @T3 @13 — 19 @ T1T3 @ T3 + 19 @ T1 @ ror3

= ro(s1+AMlE)® (s2+ Xlp) ®rs —ro® (s1+ Ailg)(s2 + Aolp) @73

+ Q& (81 + )\llE) ® (82 + )\21]3)7’3, como \;1g =0:

= T0(81+A11E)®?2®T3—T0®(81+>\11E)(82+)\21E)®7’3
+ r®s51X® (82 + /\213)7‘3
= Wh(ro®FTOFHO13) + M1 @53 @13 — 19 ® M3 @ T3 — 19 @ Aa31 @ 73

+ 70 ® 351 ® Aars = by(rg ® 51 ® 53 ® r3) por bilinealidad de ®x .

En general, V), : B,(F) — B,—1(E) dada en (3.21) estd bien definida.
Para ello, sean 7; = s; para ¢ = 1,...,n, entonces
b (ro®@TI® - @7y @7Tpy1) = b (ro @FT@ -+ @Fp @ Ty1) -
En efecto, si r; = s; + \j1p para \; € K, i =1,...,n se obtiene

TiTit1 = SiSi+1 + AiSit1 + Ait18i + (Aidigy1)1g. Pero A\ilp =0, luego

TiTitl = SiSit1 + \iSit1 + \i+15;. Reemplazando estos valores en ((3.21):

(T @TT® - @Ty @ rpg1) =70(51+ MlEp) @5 @ -+ ® 5y @ T
n—1
+ D (D)o@ @ (551 + A T Aip15) © - © Tag
i—1
+ E—l)nro R @ @5, 1@ (5p + AlE)Tng1
= W(ro®sT @ @5, @Tpt1) T AT0 X2 @+ @ 5y ® T
— T0ONMSR2R® X DTl —To @ A28 Q3R -+ @Sy @ gl
+ To®§®>\2§®---®§®Tn+1+--~+(—1)n_1ro®§®---®Anm®Tn+1

+ ()" ®@F® - @5, 1@ MTng1 =0 (T @FT @ - @5 @ Tpg1)

yva que la suma de los términos consecutivos anteriores restantes es cero por la bilinealidad

de ®k.
Lema 3.3.2. b),b), ., =0 paran > 1.

Prueba. Para n =1, bjb, = 0. En efecto, tomando r = 10 @ 71 @ T3 @ r3 € Ba(E),
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by(r) =ror1 @ T2 @ 13 — 19 @ 172 @ 13 + 19 @ T1 ® 1273, luego

biby(r) = (rori)ra @ r3 —ror1 @ rors
- 7"0(7"17"2) Qr3+1r9g® (?”17'2)7‘3

+ ror1 ®rerg —ro @ ri(rers) =0 .
Para n = 2, byb = 0. En efecto, tomando r =1y @ 71 ® T2 @ T3 ® 14 € B3(E),

bs(r) = rori®@m TRy —ro@TTz @T3Q ry + 10 @TL @ ToT3 ® 14
— 10 ®T1 QT2 ® rary,luego
bhbs(r) = (rori)ra ®@ T3 @ rq — 111 @ T3T3 @ 14 + 1071 @ T3 @ 7374 (3.22)
— 10(rire) ®T3 @ 14 + 10 @ (r1ra)rs @ vy — 1o @ TIT3 ® r3ry
+ rori ®Tar3 @1y — 10 @ 11(r2r3) @ T4+ 19 ®T] @ (rar3)ry

— Tor1 ®T2 @ r3ry + 10 QTIT2 @ rary — 10 O T ® 1a(7374).

A partir de este arreglo rectangular, se puede asociar a bybj(r) la matriz auxiliar Ayxz = (aij),
con aj; = (ror1)re @3 @y, a1g = —ror1 @TaTg @ Ty, . .., G43 = —To QT @ 1ra(r3ry). Entonces

bl (r) = Vi + Vo + V3 = 0 pues

3 3
i = E a4—;1 + g ar; =0,
i=0 i=2

2 3
Vo = Y asip+ Y asi=lass + (a2 + az) + ags] = 0 por (3.22),
i=0 i=3
1 3
Vs = D asiz+ )y asi=0;
i=0 i—4
4-j 3
en forma abreviada, V; = Za4_m + Z aj; =0 para j =1,2,3. (3.23)
i=0 i=j+1

En general, para r =1 @ T1 ® -+ - @ Tpt1 @ Tpt2 € Bpt1(F) se tiene

n
nri(r) = Tor @72 @ @ Tnid @ Ty +Z(—1)iro®-"®m®---®m+2
=1

+ (D" @ ® - ® Ty @ FgaTage 5 luego
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o (1) = (ror1)Te @ Taatd @ oo + -+ + (= 1)"1071 @ Tam @ a1 Tate

+ (=D)'ro(rir2) @ Tamgt @ rag2 -

+ .. + (=110 @ T 1 @ rn(Fns1rni2)

(—1)" " ror1 ® Tom @ Pnairnge + -+ (=1)*" g @ Lt ® ra(rngarnse),

donde 73,11 =T3® - - - ® Tpy1. Con el argumento anterior, asociando a b,b, , () la matriz

An+2)x(n+1) = (aij), donde a1y = (ror1)r2 @ 735011 @ Tng2, - - -

n+1
antont1 = (—1)*" g @ P11 @ rn(rpgirne2), se deduce que b b), (r) = Z Vi = 0 pues
k=1
n+2—j n+1
V= Z Ant2—ij + Z aj; =0paraj=1,...,n+1 [ver (3.23)]. O
i=0 i=j+1
Asi, se obtiene el complejo barra normalizado de E:
, b} b, b;1+1
(B«(E),b') : Bo(E) <+ - <~ By(E) & --- (3.24)

Considerando la multiplicacién p: E®@ E = By(E) = E, r ® s — rs se ve que

_ v
EFEQE®E— s E®E-" L F

0

ya que pbi(r @ s®t) = p((rs) @t —r @ (st)) = (rs)t —r(st) = 0.

Luego, se obtiene un complejo aumentado de B, (FE) denotado por
— b, b, =@ b,
B.E) : ELEQEL ..~ EQEY 9F &' ... (3.25)

Teorema 3.3.3. Sea E una K—dlgebra. Entonces el complejo (B.(E),b") es una resolucién

del E¢—mdodulo izquierdo E.

Prueba. Para ver que (B.(E),b) es la resolucién del E—médulo izquierdo E, se muestra
que B, (E) es contréctil.

Para ello se define, una homotopia de contraccién de cadenas

:E—E®E rorolpran>1,6: E®E ®FE—>E0ES ®F,

PRI @ T T @7y = (~1) " @FI® - @Tr 1 @ Tn @ 1.

En efecto : uéy = idp pues para r € E se tiene puéo(r) = pu(r @ 1) = r = idg(r);
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bi&1 + o = idp,(p) Pues para ro @ 11 € E® E = By(FE) se tiene {ou(ro @ 1) =ror1 @ 1y
bi&i(ro®@r1) = —ror1 @ 1 + 19 @ r1, de modo que (b)&1 + o) (ro @ 1) = idBo(E)(TO ®711).

En general, para n > 1 se tiene

(B 1€l + EbL) (0 RTT @ -+ @ Ty ® Tg1)

/

= V()" @@ @7 @ Fagr ® 1)
+ fn[r(ﬂ“l®T2®"'®7”n®7‘n+1+nz:1(—1)i7“0®'~‘®7‘i7”i_~_1®"'®7“n+1
=1
+ (—1)"7’0®7‘T®~-®m®rnrnz+1]:(—1)"+1[7’07‘1®7‘7®~-®m®1
+ f:(—l)jro@--@W@---@m@l
j=1
+ ()" @ @ @ @] + (1) ror1 @R @ - @ T ® 1
1

n

(D)@ QT ® - QTpr1® 1

+
™

1
“1)"ro@T @ @TpTny1 ® 1] =idp, (5)(ro @TT ® - @ Ty @ Ty1).

+

El complejo B (FE) se llama resolucion barra normalizada de E.
A continuacion, si M es un E—bimddulo, se desea establecer que la homologia de Hochs-
child de E con coeficientes en M es la homologia de M ®ge B, (E).

Definicién 3.3.4. Dado n > 0, se define D,, C C%"(E) como el K—submddulo generado por
tensores elementales ro @11 ® -+ - @1y, @ Tpy1 tal que existe al menos un indice i € {1,...,n}

para el cual r; = 1. Es decir,
Dp=(rg®@r® - @rp@rpp1 € o | #(ie{l,...,n} tal que r;, =1) > 1).
Ejemplo 3.3.5. b,(D4) C Ds, donde la diferencial b’ de Ct*(E) es dada en (3.15).

Sear =rg®@r @ro®r3@ry ®rs € Dy tal que r; = 1 para algin 1 < ¢ < 4. Entonces
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b, (r) € D3. Se consideran 4 casos :

Parai=1,b(r) = r0-1Q@r@r@ri®@rs—rg@1-10Q@r3@rs®rs

4+ 1oR1IRrars RraR@rs —rg @ 1@ ro ®r3ry @ rs

+

ro®1®ro®@r3@rars € D3 ;

Para i = 2, bly(r)

rTori1 ®1Rr3@rg@rs —rg®r1-1Qr3®ry @ ry

ToRTI 1L - 1311 Qr5 — 190 QRQTM Q1 Rr3ry s

+ o+

ro®@r1 @1 ®r3®ryrs € Ds

Para i = 3, bly(r) Tor1 @2 ®1@ry®r5 —ro @112 @1 @14 Q75

+

ro®@r1®ry-1Qry®@rs —rg@ri@ro®@1-r4, @75

+

ro®@ri @ro®1®ryrs € D3 ;

Parai=4,b)(r) = rori®@r@r@1l@r—ro@rr®rs®1lrs
+ 1@ Arers@1Qrs —rg@ri@ro@r3-1Qrs

+ ro®r®ro®r3®1-r5 € D3 .

En resumen, ) (r) puede ser expresado en la forma

M)~

by(r) = (~1)rg® - ®@rjrj1 @ @rs€ D3, V1<i<4

Jj=
Je{isi

| <

1}
pues 1 aparece al menos una vez en cada tensor elemental.

Por construccién Dy es E¢—submédulo de C4*"(E). En general, D, es E°—submédulo de

Crr ().
Lema 3.3.6. Sea D. = {Dy}n>0 . Entonces (D.,b') es un subcomplejo de

(2 (), V).

Prueba. Paran =1, b (D1) C Dy. Sea N el K—submédulo de E de la Proposicién [3.1.12
Entonces, se nota que Dy = {0} y b} : D1 = EQ N®E — Dj pues parar =rg@A®7rg € Dy,
bi(ry=ro- A®@ra—rog@A-re =0.

Paran > 2, b (D,) C Dy_1.

103



En efecto, sear =rg®@ri ® -+ @1, @ rpp1 € Dy tal que r; = 1 para algin 1 <7 < n. Como
en el Ejemplo b, (r) se expresa en la forma

n
bIn(T) = Z (—l)j?”o®"'®7“j7“j+1®~-'®7“n+1 eD, 1,V1<i<n
=0

pues 1 aparece al menos una vez en cada tensor elemental. O

Lema 3.3.7. Sea E una K —dlgebra. Entonces el complejo de E¢—mddulos izquierdos (D, V)

es contrdctil.

Prueba. Segun la definicién cada D, es E*—moddulo izquierdo. Por ello, basta verificar que
la homotopia de contraccién ¢ del Teorema se induce al complejo (D, b'). Es decir, ¢
tiene la propiedad (,+1(Dy) € Dy41 para n > 0.

Para n = 0, (1(Dg) € Dy. Se nota que Dy = {0} y (1 : Dy € E® E — D; pues para
0=1®0€ Dy, ((1®0)=-1021=0.

Paran > 1, ¢ut1(Dn) C Dpyr.

En efecto, sear =rg®ri ® -+ - @ rp, @ rpp1 € Dy, tal que r; = 1 para algin 1 <4 < n.
Puesto que (,i1(r) = (=1)"Mrg@rm @ - @m @rma @1 € E®" con r; = 1 para algin
1<i<n+1, Gt1(r) € Dpyi.

Por el Teorema para todo n > 0, r € C%(E) se tiene

Vi 1Cn+1(1) + Gubly (1) = idgpar(g)(r). En particular, para r € Dy, C Ch(E), por el Lema
y el hecho que (,+1(Dy,) C Dy41 para n > 0, se deduce que

b 1Gnt1(r) + iy (1) = idp,, (r) para n > 0. (3.26)
v / b;I
Por lo tanto (Dy,b) : Dg ¢ --- <bi D, &'... es un complejo contrictil en pCHh. O

®n+2

Lema 3.3.8. Para cadan >0, sea m, : E — F ®E®n ® E dada por
oM Q- @rp @Tpt1 1o QT Q-+ Ty @ Tpy1, donde mg = 1dEgE.-
Entonces m : CY(E) — B.(E) es un morfismo de complejos de cadenas de E€—mddulos

izquierdos.

Prueba. La aplicacién 7, estd definida sobre tensores elementales, luego admite una extensién

K —lineal. Asi, m, preserva la adicién.
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Sea A ®@ p € E°, entonces m,(A®@ p)(r)) = (A @ p)m,(r) parar =rg @1 & -+ @ ry @ Iy

En efecto, m,(A@ p)(r)) = mu((Aro) @11 @ - @7rp @ (Tnr1))
= M) @M Q@+ @T, @ (Tng1pt)
= AQu)(ro®M Ty @ Tpy1)

= (A@pma(r) .

Por lo tanto, 7, es un morfismo de F¢—mddulos izquierdos. Para cada n > 1, el diagrama
siguiente conmuta :

Y T L E®E ®E

1~

—n—1
E¥"" — S E@E”®

®F
Sin =1, se ve que el diagrama conmuta pues my = idggE.

Sin>2,parar =101 @ - @1y @ Trpg1 € E®n+2, usando (3.15]) se obtiene

' (r) = rori@Ta® - QT @ gl
n—1 .
+ Z(*l)lm@"'®Ti7"i+1®-~~®rn+1
i=1

+ ()" @@ @ Tl ® rnTny1
= V(ro®@Tm®m® - @7, @Tpi1)

= Vn(ro®@rm @ @1, @rpse1) =bn(r) .
Asi, m es un morfismo de complejos de cadenas de E¢—mébdulos izquierdos. O

Proposicién 3.3.9. |22, Prop. 1.4.2] Sean f : L — M, g : L — N morfismos de K—mddulos
izquierdos, con g sobreyectivo. Entonces existe un unico morfismo

h: N — M de K—mddulos izquierdos, tal que f = ho g siy sdlo si Ker(g) C Ker(f)

Lema 3.3.10. [23, Exer. B-5.10 pag.572] Sean M y P, K—mddulos sobre un anillo conmu-
tativo K, L C M, @@ C P submddulos.
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SiLRIP+M®Q:=(lepmcq|leLpePmecMqecQ) es K—submddulo generado

de M @ P, entonces (M/L)® (P/Q) 2 (M@ P)/(LQP+M®Q) .

Mo P M® P
En particular, st Q = {0}, (M/L) ® P = L§P ; L=10}, Mo (P/Q)= MgQ'

Prueba. Como L ® P+ M ® @ es submédulo de M ® P, se define la aplicaciéon bilineal
Y:MxP—-(M®P)/(L&P+M®Q) por y(m,p) =m®& p.

La idea de la prueba es dada con el diagrama siguiente
Y

(m,p) € M x P

M®P———iﬁﬂM®Py@®P+M®Q)

(m,p) € (M/L) x (P/Q)

Si (m,p) = (m/,p'), entonces m =m’ +1y p =p + ¢; de modo que

Y(m,p) = P(m' +1,p" +q)

El valor de ¥ no depende de representantes, luego esta definida la aplicacion bilineal
V:M/LxP/Q—(M®P)/(L®P+M® Q) por ¥V(m,p) =1v(m,p) =me p.

Segun la propiedad universal de ® = ®, existe una unica aplicacion K —lineal

o M/LP/Q— (M®P)/(L&P+M®®Q) tal que ¥ = poQ.

Por otro lado, se definen aplicaciones K —lineales f : M ® P - M /N ® P/Q,
mep—mep,g: MP - M®@P)/(L&P+M®Q), m®p+— map tales que
Ker(g) C Ker(f). Por la Proposicién existe una unica aplicaciéon K —lineal
h:(M®P)/(L&P+M®Q)— M/N®P/Qtal que f=hog.
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Por otro lado, ¢ o h = id(ygp)/(LeP+MaQ) PUeS

poh(m®@p) = pohog(m®p)
= pof(m®p)

= p(m®Dp)

= po®(m,p) =Y (m,p) =map.

Analogamente se verifica que hop = idys g p/q- Por lo tanto, ¢ es isomorfismo de K —mdédu-

los. O

Proposicién 3.3.11. El morfismo m de complejos del Lema induce un isomorfismo
entre los complejos de cadenas de E¢—mddulos izquierdos C% (E) /D, y By(E).

E®E C{(E)

{0} Do
— E

Paran=1 Bi(E)=EQFERF=FE® N ® FE por la Proposicién [3.1.12

E EQFE

En el L 3.1 M=FEyP=FE,L=N; —QFE= .

n el Lema [3.3.10| tomando 3 y , ,N® No B
E E® ch(E

anéﬂogo, E® (N X E) = m AS{, Bl(E) = ]'DE), donde Dl = E®N®E .

Paran =2, haciendo M = P=F y L =Q = N en el Lema [3.3.10

1%

—x0
Prueba. Paran =0, By(E) = E®@ E° @ E~ E® E. Asi, By(E)

Por un argumento

—®2 FE E
E" =0 =(EQE)/(N®E+E®N). (3.27)
Aplicando el Lema [3.3.10]
o2 Cbar (B
E®@E” @E =~ E/(E@N®E® + E¥ @ N® E). Asf, By(E) = 2D<), donde
2
Dy=EQNRE® +E®NQE .

(E®E)®E
N N N

~ E¥/(N®E® + E® N®E)+ E® @ NJ.

—3
Con el Lema B.3.10: EY =

bar

E
Asi, Bg(E)%C?’D(), donde D3 =EQN®E® + E¥ 9 NQE® + E2° g NQE .
3

Para n > 2, asumiendo como hipétesis de inducciéon que

EY 2E/(NoE® '+ EQN@E® " +...+ E®" ' @N) (3.28)
Gy (E) - ,
y que B, (F) = — 5 donde D,, = ZE@---@Ni®---®EyNi =Nparai=1,...,n.
" i=1
, ) Cod ()
Aplicando el Lema [3.3.10| como en el calculo de By(E), se deduce que By 41(F) = A
n+1
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n+1
dondeDnH:ZE®~-®NZ-®~--®EyNi:Nparai:1,...,n+1.
i=1

Por otro lado, para cada n > 0, consideremos que « : D,, — Ker(m,) es una inclusién
debido a que un elemento de D, es llevado por 7, a cero. Luego, tenemos el siguiente

diagrama conmutativo de E°—mddulos izquierdos:

E®n+2 (E®n+2 )/Dn 0

E

™ EeEY 9 E—0

| D[n

0——Ker(my) —— E

IR

®n+2

La inclusién « es un isomorfismo gracias al lema de los 5. Por lo tanto, D,, = Ker(m,). Como
Im(7y,) = Bp(E), por el teorema fundamental del isomorfismo de médulos, se concluye que
Clor(E)

I~ >~ B (F). [
Dn 77/( )

Teorema 3.3.12. La homologia del complejo M ®pge B.(E) proporciona la homologia de
Hochschild de E con coeficientes en M.

Prueba. Por la versién normalizada del Teorema los complejos de cadenas de
E€—moédulos izquierdos (M @k E®*,b) v (M ®ge Bi(E),idy @pe (V') son isomorfos.

Por la Proposicién [20, Prop. 1.1.15] los complejos de cadenas de E¢-médulos izquierdos
(MeKE® b))y (M® KEW , b) son casi-isomorfos. Recordando que H,(E, M) es la homologia
del complejo de cadenas (M ®x E®*,b), puesto que la composicién de casi-isomorfismos de
complejos de cadenas es un casi-isomorfismo de complejos de cadenas, deducimos que la
homologia del complejo M ®pge By(FE) proporciona la homologia de Hochschild de E con

coeficientes en M. O

3.4 Resoluciéon del producto cruzado general

El método de construccién de una resolucidon proyectiva relativa de un producto cruzado
general fue introducido en [I]. En esta seccién, el propdsito es proporcionar mds detalles
sobre la exposicion descrita, introduciendo algunos ejemplos, lemas y proposiciones.

Sea K un anillo conmutativo y se consideran todas las algebras sobre K. Sea C' un algebra
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y H un algebra de Hopf. Sea E = C# H un producto cruzado de Hopf.

Se va a obtener una resolucién (#,d) del producto cruzado E, que es més pequena que la
resolucién barra normalizada (B«(E),V’) de E. Esta comparacién se sigue del hecho de que
(o, d) es un retracto por deformacién de (B, (E),b’). Este hecho significa que existe una
terna de aplicaciones ¢ : o7, — B.(E), ¥ : Bi(E) = o y wy1 : Bo(E) = B.y1(E), tales que
Yo =idy wyy: oY ~id.

Inmersion en un producto cruzado para bimdédulos

Proposicién 3.4.1. [9, Prop. 6.1.10] La aplicacion x = x#1y, de A en A#H, es un

morfismo inyectivo de K —dlgebras.

Prueba. 1) Se verifica que w es un morfismo de K —élgebras :

Sean z,y € Ay X € K, entonces w(A\zx + y) = A\w(z) + @w(y), pues

wdr+y)=Ar+y)@1ly = Mex®ly)+y®1ly

= w(@) + @) ;

ademds w(zy) = w(z)w(y) ya que w(zy) = (2y) @ 1y y

w(z)w(y)

(r®1g)(y ® 1g), por :

w12 11) 2 1912 como 19 = 1@ =109 =1 .
ey f(lg, 1) @ 1gly

xyeg(1g)la ® 1y, donde g counidad de H

(zy) ® 1g .

2) w es inyectivo. Sea = € Ker(w), entonces z = 0.

Por definicién w(z) = ® 1y = 0. Sea ey la counidad del dlgebra de Hopf H.

Puesto que K es un anillo conmutativo, se nota que A@ K —— A, 2 @\ — \z.

B

Claramente o (id ® ) es una aplicacién K —lineal, luego [ o (id ® ex)](0) = 0.

Por lo tanto, 0 = flid ® eg(z @ 1) =Bz ® 1) = =.
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Lema 3.4.2. El producto cruzado E = A#;H tiene una estructura de A—mddulo izquierdo

dada por ¢ -m = w(c)m.
Prueba. Puesto que A es una K —4algebra, para A € K y m € E se obtiene que

am = Algm)= Alg)m = (Al o#1g)m
= w(AMa)m =wma(A))m =na(A) - m. (3.29)
Por la Definicién 2.3.1] para que E sea un A—moédulo izquierdo, resta verificar que se cumplen
las 4 condiciones siguientes :
(c1+e2) - m=cr-m+ca-m, (cic2) - m=cy-(c2-m), I-m=myc-(mi+mg) =c-mi+c-ms
para todo c¢1,co,c € Ay todo m,my y mo € E.

Sélo se verifica el segundo axioma, (cic2) -m = ¢1 - (ca - m) , como sigue :

(cic2) -m = w(cica)m = (cico#1m)(a#h)

(1)
= ciepaln f(lg),h(l))#lg)h@) = (clcg)af(lH,h(l))#h(Z) y

c1-(ca-m) = w(cr)(w(ea)m),donde m = a#h
= (a#ln)(coaf(Lu, M)#R)
= (a#1n)(coas(hD)14#0)
= (a#lm)(caa#th) = ci(caa) f (1, h)#A3).

Andlogamente, multiplicando por la derecha, se puede definir una estructura de

A—médulo derecho para E.

Proposicién 3.4.3. Sea E/A := E/Im(w), entonces E/A es un A—mddulo izquierdo dado

por ¢ -m = w(c)m.

Prueba. Sedefinev : AQ EJA — E/A por v(c®m) = w(c)m. Se nota que v es una aplicacién

K —lineal. Ademaés, se verifica que

Vo (ida@v)|labem) = v(a®w(b)m)

= w(a)w(b)m = w(ab)m

— w(ab)m: [l/o (,uA ®z’dE/A)](a® b®m);
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[vo(na®@idga)ldem) = v(nalA)@m)

= @wna(A))m

= w@wna(\))m = na(A) - m = \m por (3-29).
Por la Definicién E/A es un A—médulo izquierdo. O

Andlogamente, se puede definir una estructura de A—médulo derecho para E/A.
Del lema anterior y la proposicién anterior, por asociatividad de la multiplicacién del pro-
ducto cruzado E = A#¢H, se sigue que E y E/A son A—bimédulos. Estos hechos son
importantes para la construccién del diagrama .

Para cada n > 0, sea P,(E) = E @4 (E/A)®4)" @4 E con estructura de E—bimédulo

dada por las multiplicaciones por escalares

a(ro®@ATI®A -+ @ATn @A Tny1) = (arg) DATI ®A - DA Ty DA Tnp1 (3.30)
Y(ro®@ATI @A QAT @ATnt1)B =70 RATI R4+ R4 Ty @4 (rn115) (3.31)

Luego P, (FE) posee una estructura de E€—mddulo izquierdo mediante

(a®B)(r) = (ar)) ®aT1 ®a - ®a Ty ®a (Tn+15), (3.32)

donde r =rg @ATI ®4 - - ATy QA Tnt1 -

Se define el morfismo b/, : P,,(E) — P,_1(F) de E—mddulos izquierdos por

bp(r) = r1ori®aT2 @4 @A Ty @A Tnpl
n—1 A
+ Z(—l)zro RA - RATITiTT @A @A Tt
i=1
+ (—1)"ro®@ATI ®4 - @A Tn—1 @A TnTnt1 (3.33)

donde 7 =170 @A T1T ®A -+ @A Ty @A Tny1 -
Segtin el Ejemplo m para n > 1, b estd bien definida. Por el Lema b}, = 0 para
n > 1. Asi, se obtiene el complejo barra normalizado de A C E:
/ by b, by 11
(Po(E) V) @ Py(E) -~ Py(E) & -+ (3.34)
de modo que el complejo aumentado de P, (E) es denotado por

~ b / n b’n
P(E): ELE@ EL . 2 Eou(B/A)Pig B & ... (3.35)
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Lema 3.4.4. Sea E = A#¢H un producto cruzado, ® = ®4, E=E/A y
P,(E)=F ®E®n ® E. Entonces P.(FE) visto como complejo de E—mddulos izquierdos es
contrdctil con homotopia de contraccion o : E — EQ FE, ¢, : Ph_1(E) — Py(E) (n > 1)

dada por so(ro) = (1)1 ® 1, Gu(ro @I @ -+ @ Tp1 @71p) = ()"0 @1 ® - @75 @ 1.
Prueba. Se hace como en la prueba del Teorema [3.3.3 O

Corolario 3.4.5. Sea E = A# ¢H un producto cruzado. Entonces el complejo (Py(E), V) es

una resolucion del E€—mddulo izquierdo E.

Prueba. Puesto que E es una K—algebra, tomando (Py(E),b") en lugar de (By(E),b') en el
Teorema m por el lema anterior se sabe que Py (FE) es contréactil. Por lo tanto, (Pi(E), V)

es una resoluciéon del E°—moddulo izquierdo E. ]

La resolucién proyectiva relativa (.27, d)

En esta parte se obtiene una resolucién (<%, d) de un producto cruzado E = A# ¢H como un

E¢—médulo izquierdo. Para ello, fijamos algunas notaciones que serén utilizados en (3.37)) y
en (3.38):

1. Para cada &lgebra A, recordemos la Notacién [3.1.13| de A. Dado ¢ € A, también lo

denotaremos con ¢, la clase de ¢ en A, a menos que sea necesario destacar.

2. Para cada K —médulo M se escribe M®" = M @ --- ® M (p—veces).
Dadom:m1®---®mp€M®p y 1 <i<j<p,seescribe m;; =m; ®---@m;.
Sean By = E @4 (B/A)E) @4 B (4> 0) y g = E©a (B/A)E)" 0 A @ B (p,q > 0).
Entonces se considera el diagrama de E°—mddulos izquierdos y morfismos de E¢—mddulos

izquierdos

df
Bl P1 %1 d(l]l 42711 d(2)1 . (3.36)
df
BO PO %0 d(l]O «52{10 dgo
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donde la primera columna (B, d?) es (P,(E), 1), la resolucién normalizada de Hochschild
de la inclusién de dlgebras A C E, en el sentido relativo, introducido en [24, pag. 56, (1.2)];
para cada ¢ > 0, el complejo (., dqu) es la resolucion barra normalizada de A, tensorizado
por la izquierda sobre A con E ®4 (E/A)®4) por la derecha sobre A con E; y para cada

q > 0, la aplicacioén p, es la proyeccién canonica.

Para cada ¢ > 0 y p > 1 se puede definir el morfismo de E®—moddulos izquierdos
0

d
rq
%717(] %7(1 pOI‘

d(y) = To@a ®ATe1 @ D¢y @ Ty
p—1
+ Z(_l)zxo,q ®e1 Q- QCiCi+1 @ D Cp @ Tg+1
=1
+ (=1)Pz0,4 ® c1p-1 ® pTgt1, (3.37)

donde y =29 ®4 - a2 Q1 Q- Q¢ DTg41 € E®4 (E/A)(®A)Q®Z®p®E.

Ejemplo 3.4.6. Se verifica que pld(l)1 =0y d(l)ldg1 =0.

0

d _
Puesto que By = E®, (E/A) ®4 E+2— oy +—— o/y; = E®4 (E/A) ® A® E para

ToR®A T ®c®Rxy € A1 Se tiene d(l)l(xo RATIRCRT2) =T VA TICR Ty — To R T1 R X2,

P11 (20 ®AT1 ®c®T2) = pi(T0 @A T1C® T2) — p1(T0 DA T1 ® CT2)
= To0R®ATICRAT2 — T RAT1 A CT2
= 0O puesx1®gqcro=x1cR4 T3 .

0 0
dll d21

2
Como a1 oy = FE®y (EJA)® 2% ® E, se obtiene

d81(y) =20 Q42101 RC2 QX2 — Ty R4 T] Rcica T2+ 29 P4 1 ®C1 Q Cc2T2 para
Y=20®4T1 R c1 ® co @ T2, luego
0 ;0
d11d21(y) = X9 XA x1C1C2 QX2 — Xy X4 XT1C1 Q Cax2
— X9 ®AT1C1C2 QT2+ Ty VA X1 & C1C222
4+ 2o®4T101 ® oy — Xg ®A L1 ® crcoxe =0 .

El siguiente lema afirma que la fila ¢g—ésima del diagrama ([3.36)) es un complejo de cadenas

de E¢—modulos izquierdos.
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0

d
Lema 3.4.7. Para cada q¢ > 0, la aplicacion o1, ., dada en (3.37) estd bien

definida, ademds dqugﬂ’q =0parap>1y pqd(l)q =0.
Prueba. Se sigue del Ejemplo [3:37] el Lema [3.3.2] y del ejemplo anterior. O

Para que las filas del diagrama ([3.36) sean contractiles como complejos de E—mddulos
izquierdos, se definen las aplicaciones h8q : By — g y hg t1,q " Dpqg — Dpt1,4 Para cada fila

q, por h8q(fn ®4 a#th) = 20,9-1 ®4 Tqa @ 14h,
h2+17q(m ®c®a#h) = (-1’ @ c® a @ 14h, (3.38)
donde z =20 ®4 - @42 € E®4 (E/A)(®A)q yc:cl®~-®cpeﬁ®p.

Ejemplo 3.4.8. Para (p,q) = (1,1) se tiene d3,h9; + hY,d}; = id., .

Ademis p1h81 =idp,.

o d9 d9
Puesto que &1 = E®4 (E/A) @ AQ E, oy (1)1 a1 Zl a/51 , tomando
hll h21
Lo RAT1IR®CcR Ty € A1y Ty = as#hs, se obtiene
hgl(xo RATI R CcRTg) = (—1)2x0 ®AT1®c® az @ (14#h9);
d81h81(3«°0 RATIRCcR@re) = dgl(iﬂo ®A T c® ay® (14#h9))

= 20 ®AT1c® ar ® (1#hs)

— T ®4 T ®cag @ (1#h) + 20 @4 21 @ ¢ ® (ag#hs);

A (T @AT1 @ c@r) = (T9®4T1)c® T2 — 2o DA T1 @ CT2

= ToR®AX1CR T2 — Ty RA T1 X CT2;
se observa que cxy = casF#hsy, de modo que

Wl (wo @a a1 @ c®@az) = hYi(z0®awic®x2) — MYy (20 ®4 21 @ C2)
= (=1)(z0 ®a r1c® az @ (14th2)
— (=1)(z0 ®4 21 ® cas ® (1#hs).

Por consiguiente, dJ;h3; + h{,dY; = id,, .

Tomando x5 = a#h, p1hd;(zo @4 21 @4 22) = p1(zo @4 10 ® (1#h)) = 20 @A 11 DA T2
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El siguiente lema afirma que la fila ¢g—ésima del diagrama (3.36)) es contréctil como complejo
de cadenas de E—modulos izquierdos. La prueba de este resultado es andloga a la prueba

del Teorema [3.3.31

Lema 3.4.9. Para cada q > 0, h2+17q es una homotopia de contraccion de

0 0
d2q dpq d

g 14 A, g

0
Pq p+1,q

By
en gC€h.

Prueba. Usando (3.37)), (3.38]); procediendo como en el ejemplo anterior se verifican las igual-
dades pqhgq = idp,, d‘f’qh?’q + hgq,oq = ideg, ¥ d2+17qh2+17q + hqugq = idgy,, para p > 1.
Observando (3.38]) se ve que hgq, hg +1,¢ Preservan la E—linealidad izquierda. Asi, queda

establecido el enunciado del lema. O

Lema 3.4.10. Los E—bimodulos o,y = E ® 4 (E/A) @) g ¥ 9FE Yy
E® 7 ® A% ® E son isomorfos .

Prueba. Es suficiente mostrar que dichos objetos son isomorfos como K —mddulos .

Por la Proposicién 3.4.3| E/A = E/Im(w) = A#sH/(a#1p | a € A)
- A®g Kly
H
= A®Kﬁpor el Lema [3.3.10]
H

= A®Kﬁ. ASf, E/A%A(@Kﬁ.

Por asociatividad F @4 E/AXY E®, (A®x H) 2 E®k H.
q—1

Por hipdétesis inductiva, E ® »4 (E/A)(®A)q_1 ~EeH para g — 1> 1.

Entonces E @4 (E/A)®4) = B, (E/A)©" @4 (B/A)

1%

E®y (E’/A)@A)fﬁ1 ®4 (A ®k H) por asociatividad:

Il

E®4 (E/A)®4)"" @4, H) por hipétesis inductiva:

— -1 — R
= (E@H” )eoxH=ExH".

Por lo tanto, %, = (E@ H )0 A~ @ E=EoH® ®A4° ®E. O
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Lema 3.4.11. 5S¢ N es un E—mddulo izquierdo, entonces E ® N @ EE =2 E° ®p N como

E°—mddulo izquierdo.

Prueba. Tomando R = E y S = E° en la Proposicién FE° ®p N es un E°—mébdulo
izquierdo bajo (o/ ® f)[(a ® ) ®g n] = (da® B - B) ®E n.

Sea ¢ : E°®@g N - E® N ® E dada por p((a® ) ®en) =a®n [,

Yp: EQN®FE — E°®p N dada por Y(a®@n® f) = (¢ ® 8) @ n. Entonces ¢ = id,
Y =id.

Recordando la estructura de F¢—mddulo izquierdo de £ ® N ® E,

(@) a@n®p)=(da)@n® (85'), se sigue que :

p((d@f)(e®p)@pn]) = ¢(da®p - B)@pn)
= (da)®@n® (88)

= @of)aown®p)=(dof)e(a®p)®En);

Y@ B ) a@n®p)) = P((da)@ne (8F)) = (daxpf)@pn
= (dap - B)epn= (3 (a®B)®En]
= (@@f)Ylaenep).

Asi, 9 es un isomorfismo de E¢—mddulos izquierdos. Es decir, EQ N  E X E° g N. [
Por lo tanto, el diagrama (3.36)) satisface las tres condiciones siguientes:

1) El complejo barra normalizado (Pi(F),b') de A C E dado en (3.34) es un complejo
de E°—moddulos izquierdos, luego la primera columna del diagrama es un complejo de
E°—moddulos izquierdos. Por el Lema las filas del diagrama son complejos de

Ef—mobdulos izquierdos.

2) Dados p, ¢ > 0, tomando en el Lema |3.4.10 qu -7 ® A como K —mddulo
con estructura de E—modulo izquierdo trivial, por el Lema se sigue que existen
Gy € |mby|, morfismos s, € M (g, B¢ @p pg) ¥ tpg € Mo (B¢ @ Hpg, py) tales

que tpgSpqg = gz, -
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3) Por el Lema cada fila del diagrama es contréactil como complejo de E—modulos
izquierdos. Luego, para cada ¢ > 0, la fila ¢ de diagrama (3.36)) es contractil en g€h
con una homotopia de contraccién h8q : By — alyg y

thrl,q : %q - %-ﬁ-l,q (P > 0)-

Asi, este diagrama se encuentra en la situacién considerada en (1.5) donde R = FE'y S = E°.
Entonces se definen como en la Definicién las aplicaciones de F°—mddulos izquierdos

dpg * Dpg = Dptr—1g-r (p > 0,1 <r <gq) recursivamente, por

( 0 B )
—hg,4-1dg Pg(7) sip=0yr=1,
r—1
0 —k k .
d () = N Z h?"—l,q—rdZ—Lq—kdoq(”C) sip=0y1<r<yg,
pa k=1
r—1
0 —k k .
o Z hP"‘?”—l,q—Td;Jrkfl,qfkdpq(x) sip>0
k=0

para x € E®4 (E/A)®4) 2 A¥ 9 K.

Teorema 3.4.12. [I, Theo. 1.1.1] Eziste una resolucion &' —proyectiva de E

do ds dy

B+t o oty oty (3.39)

¥

donde 1 : oy = g — E es la aplicacion multiplicacion, o, = @ g Y

pt+g=n
n n n—p
dn = don+ DD dpny -
r=1 p:l r=0

Prueba. Del hecho que la multiplicaciéon en E es asociativa, se deduce que
w:By=E®sAFE — FE, a®ab+— ab, es un morfismo de F°—mddulos izquierdos. Entonces
el complejo de E°—mddulos izquierdos

i dy 3 g df

B() Bl BQ B3 < e, (340)

E

es dado en , el cual es contractil como complejo de F—mddulos izquierdos, pues segin
el Lema la familia de morfismos de E—moddulos izquierdos fo: E — By 'y

fo+1 + By = Byt1, dada por foi1(z) = (—1)97'z ®4 1g para ¢ > —1, es una homotopia
de contraccién de cadenas. Puesto que existe i € mb,(By, E) tal que el complejo
es contrictil como complejo de F—mddulos izquierdos, por el Corolario [1.4.14] el complejo

(3.39), donde p = fipg, es una resolucién &’ —proyectiva de E. O
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Observacién 3.4.13. Sean hy ., : By = g ¥ Iy i1 g 2 g — Dpiri1,4—r aplicacio-

nes definidas como en la Definicién [1.4.6| recursivamente por

17;+1“+1,qu = Z hp+r+1 q—r ;+z+1,q zhp+z+1 q—1 (0 <r<gq p=z _1)' (3-41)

Se prueba como en el Corolario [1.4.14] que la familia go : E — 4 y gnt1 : Pn — Dpyi1,
definida por go = hdyfo ¥

n+1 n n—p
gn+1 = — Z h:,n+1—rfn+1pn + h;—l—r—l—l,n—p—r (n > 0)’
r=0 p=0 r=0
= —hpy1fnr1on + ?Ln+1~ (3.42)

es una homotopia de contraccién de la resolucion (3.39)) introducida en el Teorema |3.4.12

Comparacién de (<,d) con la resolucién barra normalizada
(B.(E), V)

Recuerde que (B.(FE),b') es la resolucién barra normalizada de E. Teniendo en cuenta la
prueba del Teorema [3.3.3] se sabe que el complejo

E & By(E) <& Bi(E) 2 By(E) & ..

es contractil como un complejo de E—moddulos izquierdos, con homotopia de contraccién
&n(z) = (—1)"x ® 1g. Sea g la homotopia de contraccién de (3.39)) introducida en la Obser-
vacién B.4.13

®n+17q

Lema 3.4.14. Se cumple g2 (E @4 (BJA) @A) @ 4 ® K) =0

para 0 < qg<n+41.

o l—
Prueba. Paran =0, gy : @4 — o es tal que go (E R4 (E/A)(®A)q QA% ! ® K) = 0 para
0<¢qg<1. Enefecto,sig=0,a=r00m1®1€ E® A® K, por (3.42):
g92(a) = 92(0,a) = —haf201(0,a) + h2(0,a)
= —E2f2pl(0) + (A9} + hip)(0) + hYy(a)

= h(a) = (1)@ ®I®1=0por B33 ;
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Sig=1l,a=r0@4TI®1€E®4(E/A) QK :

92(a) = g2(a,0) = —hafa01(a,0) + ha(a,0)
= —hafapr(a) + h§1a + hbga + h3(0), por (B-41):
= —hofo(ro@aTT®a1) + A a — hydl hYa, K a=0:
= —ha((=1)?ro @ATT®4T®4 1) + 0 = —hs(0) = 0.

En general, g2 @ @1 — Do,

—on+1— —on+l—
Eos(E/A)@)' 9A%" oK C BEos(E/AC) @AY "QFE C dyq para0 < ¢ < n+1.

Siguiendo el procedimiento para el caso n = 0, usando el Lema|3.4.4] (3.38) y (3.41) se prueba

la afirmacién. ]

Sean ¢ : (i, d) = (B«(E),b) y ¥ : (B«(E),b') = (&, d) los morfismos de complejos de
E—bimodulos, recursivamente definidos por ¢¢ = id, ¥y = id,;

¢n+1(33 @ 1) = gn-i-ld)ndn-i-l (.CU ® 1) y wn-i-l (y X 1) = gn-‘rld}nbgwl(y X 1)'

Proposicién 3.4.15. [I, P 1.2.1] Se tiene ¢ = id y ¢1p es homotdpica a la aplicacion
identidad. La homotopia ¢ X' id es recursivamente definida por w1 =0 y

. =®n
wWnt1(x) = &np1(Pnthy, —id — wypbl)(x), para x € EQ E- ® K.
Prueba. Se prueban ambas afirmaciones por induccién:

1) Se prueba que ¢ = id.
Por definicién ¥g¢g = idy. Se asume como hipétesis inductiva que ¥, ¢, = idy,.
—cn+1—
Entonces ¥y, 1¢n 41 = idny1 sobre E @4 (E/A)(@)! @ A 9K,
/

En efecto, puesto que b, ¢ndni1 = b0, 1Pni1 =0y

1— 7®n+1

buii(E@a (E/A) ) 047 "o K)cE0E” ok,

+1-

sobre E @4 (E/A)@4)! @ A% ® K se tiene que,

Uny1Pns1 = 9n+1wnb%+1¢n+l
= 9n+l¢n(bgm+1fn+l)¢ndn+la b/n+1§n+1 =id, — fnb;@
= gnt1VnPndni1 — gn+1¢n£n(b;¢ndn+l)

= Gnt1dnt1 = tdpt1 — dpy2gn2-
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7®’ﬂ+1*q

Segiin el Lema [3.4.14) se sabe que gnio(F ®4 (E/A)@4)" @ A

Ynt1Pnt1 = idpt1 -

® K) =0 . Asi

2) w41 es una homotopia entre ¢ e id.
Claramente, bjwi + woby = 0 = ¢othg — idy ya que w1 = 0y b, = 0.
Sean ¢y, = Gpthy, —idy y Un = pn — wybl,, entonces wy 11 := &pr19,. Se asume como hip6tesis

inductiva que b, jwp41 + wyb;, = ¢, paran >0

by, by,
Bp_1(E) +—— B, (E) +——— Bp+1(E)

¢n¢’n idn ¢n+1"pn+1 idn+
Wn+2
Wn,
En+1 En+2
By(E) —° Br1(E) —° Brio(E)
b;+1 b;+2
. et

Luego, se obtiene sobre £ ® E ® K que
b{rz+2wn+2 + Wn+1b{n+1 = (b%+2§n+2)19n+1 + wnﬂb;wrla b%+2§n+2 =idp41 — fn+1b;l+1 :

= Upy1— fn+1b;1+119n+1 + wn+1b;1+1
= &by 19nt1 + 1 by 1Wnt 1)y g + @nr1, hip. inductiva:
= _§n+1b/rL+1(Pn+1 + fn—l—l‘Pnb;erl - én—i—lwnb;zb;wrl + Pnt1

= ¥n+1 pues biz+180n+1 = @nb;zﬂ y b;zb;wl =0.
Por lo tanto, 0], , ownt2 + Wnt1b), 11 = Pni1 = Gnt1¥ny1 — idpy1 sobre By 1(E). O

Observacion 3.4.16. La igualdad ¢ = id implica que ¢ es inyectiva. Como
Im(én) = ¢n(,) C By(E), ¥n > 0, (B.(E),V') contiene una copia isomorfa de (<, d). Por
lo tanto, la resolucién proyectiva relativa de un producto cruzado E es mas pequena que la

resolucion barra normalizada de E.
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3.5 Homologia de Hochschild de un producto cru-
zado de Hopf

Para desarrollar esta seccién, se han tomado como referencias principales [1], [6] y [7]. Dado
un producto cruzado de Hopf E = C#H y un E—bimédulo M, se prueba que M ®pe (-) es un
funtor covariante aditivo sobre mlEE. Ademas, se comprueba que la homologia de Hochschild
de E con coeficientes en M es la homologia de M ®@pe (<, d). A partir de esto, se deduce
que la homologia de Hochschild de E con coeficientes en M es el valor del funtor derivado

relativo izquierdo de M ®pe (-) en E.
Lema 3.5.1. Para cada E—bimddulo M fijo,

M ®ge (1) : mbe — mb,.
es un funtor covariante aditivo.

Prueba. Se sigue de [10, Prop. II1.7.1] que el funtor M ®pge () : mﬁge — 2Ab es covariante.
Por otro lado, para cada B € |mlEE|, B es un E—bimédulo. Por las Proposiciones y

se sigue que M ®@pe B € |mb,|.
Dado g € Hompe (B, B') = mk,. (B, B'), se define (M ®pe g) por:

(M @pe g)(m @pge b) = m Qpge g(b), para m Qge b € M Qpe B . (3.43)

Afirmacién : (M ®pe g) € mye (M @pe B, M ®@pe B').
En efecto, se observa que (M ®pge g) es un morfismo de K —mddulos, luego preserva la suma.

Por ello es suficiente, si m ®pe b € M ®pe By (s ®t) € E°, verificar que
(M @5 g)((s @ )(m @pe b)) = (s @ )(M @pe g)(m ©p- b)) -
En efecto, por la Proposicion se obtiene

(M K pe g)((s@t)(m K pe b)) = (M Qpge g)(sm K pe bt)

sm) @pge g(bt), g es un morfismo de bimddulos y t € E:

(
(
(sm) @ge [g(b)1]
(

s @ 1) (M ®pe g)(m @pge b)) .
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Usando (3.43) y tomando gi, g2 € Hompge(B, B") se obtiene
M ®pe (g1 +92) = (M ®pge g1) + (M ®pge g2). Por lo tanto, el funtor M ®ge (-) es aditivo. [

Sea A«(E) = (o,d) y B«(F) = (B«(F),V). En la prueba del resultado siguiente utili-
zaremos abreviaturas ¢ e.h. para indicar que ¢ es una equivalencia homotépica; r.p.r para

resolucién proyectiva relativa de E; y r.b.n para resolucién barra normalizada de E.

Teorema 3.5.2. La homologia de Hochschild de E con coeficientes en M es la homologia de

M ®pe (s, d), donde E€ = E ® EP.

Prueba. Como E = C#H, sabemos que E es una K —algebra. Con el siguiente diagrama

hacemos la prueba, como sigue:

Pl3.4.15

m

A (E) E B.(E)

r.p-T. r.b.n

M®pe()||LBE]]

M®Ee¢

M ®Ee A* (E) e.h.

M ®ge By(E)

Ha(")

Hy(M e
H. (M @pe AL(E)) S H, (M ®p: B.(E))

H, (E,M)

Puesto que la composicion de isomorfismos es un isomorfismo, queda probado el teorema. [J

Puesto que ' = A# ;H es un producto cruzado de Hopf, F es una K-dlgebra y existe un
morfismo de anillos unitarios ¢ : £ — E*.
Sea &’ la clase proyectiva de epimorfismos de E°-mddulos izquierdos que se descomponen
como morfismos de E-mdédulos izquierdos (Teorema .
Para un E—bimédulo M, se sabe que M ®pge (—) : (mk., &) — Ab es un funtor aditivo entre
categorias abelianas, entonces se definen los funtores &”-derivados izquierdos de M ®@pe (—)
como Torg(M,—) := L' (M ®p (—)), n=0,1,2,....

El funtor Tors (M, —) puede ser denotado por Torl”"F) (M, —) como en [0, pag. 319].
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Corolario 3.5.3. Sea K un anillo conmutativo, E un producto cruzado y M un E—bimddulo.

Entonces Hy,(E, M) = Tor\F“)(M, E).
Prueba. Por el teorema anterior Hy,(E, M) = H,(M ®@ge (%, d)) = Tor%Ee’E)(M, E). O

Se sabe que la homologia de Hochschild de un producto cruzado E es dada por
HH,(FE) = H.(E,E) (ver Definicién [3.2.3). Puesto que E es un E—bimdédulo, tomando en

el corolario anterior M = E se obtiene

Corolario 3.5.4. Sea K un anillo conmutativo, E un producto cruzado. Entonces

HH,(E) = Tor'E“P)(E, E).

Definicion 3.5.5. Sea F un producto cruzado. El n—ésimo funtor de homologia de

Hochschild de E denotado por H,(—, E) : (mk,., &) — 2Ab se define como
H,(—, E):= LY (E®ge (), n=0,1,2,... .
La familia de estos funtores se denota por H.(—, F) = {H,(—, E)}.

Usando Lema de Herradura se prueba que los funtores H,(—, £) son aditivos.
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Capitulo 4

Homologia de Hochschild de un

producto cruzado % X r Ct

Este capitulo esta destinado al estudio de los objetos de la forma %)f] x ¢ Cy, donde

P=X'+c 1 X" 4 ...+ ¢1X + ¢g es un polinomio ménico de grado t y Cy es un grupo
ciclico de orden t. El propédsito es aplicar la teoria desarrollada de homologia de Hochschild
de productos cruzados de Hopf a estos objetos.

El método utilizado para hallar las homologias de Hochschild en este capitulo ha sido adapta-
do de la comunicacién privada [27]. Se determina que el célculo de homologia de Hochschild

de un producto cruzado [&i{)] x ¢ Cy para t > 2 se reduce al cdlculo de homologias de comple-

jos totales de t complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado bajo condiciones
adecuadas sobre K y sobre f.

En la primera seccién, con la Proposicién [4.1.5 aseguramos que el 2—cociclo de un producto
cruzado de una K —algebra con un grupo ciclico finito es necesariamente de la forma dada en
. En particular, esto es valido para el 2—cociclo del producto cruzado mencionado en
la Observacion [4.1.91

A pesar de que el Teorema y el Teorema tienen esencialmente la misma prueba,
los célculos de la prueba del primer teorema se simplifican enormemente, lo que permite
comprender mejor la prueba del segundo teorema que es més complicada. Por lo tanto, es

recomendable concentrarse en las pruebas inductivas sobre las columnas de dichos resultados,
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ya que los morfismos d, de los Teoremas y son establecidos explicitamente median-
. . . 4
te cinco férmulas, para luego ser transformados en los correspondientes morfismos d,.,. Estos

ultimos, en este capitulo, proporcionan las diferenciales horizontales y verticales de comple-

jos dobles de cadenas asociados a productos cruzados % X Cy para t > 2. En el ultimo

capitulo, veremos que estas diferenciales horizontales y verticales seran ttiles en el célculo de

las homologias de Hochschild de los productos cruzados mencionados anteriormente.

4.1 Un método para las resoluciones de productos

cruzados

Productos cruzados con acciones de grupos de automorfismos
de algebras

Sea G un grupo, K un anillo conmutativo unitario, A una K—algebra y A* el grupo de
unidades de A. Sea 0 : G — Auti(A) una aplicacién definida por, g — o(g)(a) = a9 para

todo a € A, y dada otra aplicacién f: G x G — A*, (g,h) — f(g,h).

Definicién 4.1.1. [25] Un producto cruzado, A x¢ G, de una K—dlgebra A con un grupo G,

es un K—médulo @ Awy, = A ® K[G] dotado de la multiplicacién
geG

(awg) (bwp) = ab? f(g, h)wgn
satisfaciendo las 3 condiciones (ver el Teorema [2.3.10)):
1) f(Lg)=flg1) =1,
2) f(91,92)" f(90,9192) = f(90,91)f (9091, 92) ,
3) (@)% f(g0,91) = f(g0, 91)a®" .

La condicién 1) es la condicién de normalidad, 2) es la condicién de cociclo y 3) es la
condiciéon de moédulo torcido.
En este caso, o es llamado accion débil y f es llamado 2—cociclo. En el caso en que o es un

homomorfismo de grupos o se llama accion.
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Observacién 4.1.2. £ = A x; G es un producto cruzado de Hopf de A por H.

En efecto, por la Proposicién H = K|[G] es una K—élgebra de Hopf, donde la
comultiplicacién A y la counidad e, son dadas por A(g) =g®gye(g) =1, Vg € G.
Por definicién, A x¢ G es el K—mdédulo A ® K[G] con multiplicacién dada por
(awgq)(bwp) = ab? f(g, h)wgy, satisfaciendo las condiciones de normalidad, de cociclo y médulo

torcido. En términos de producto tensorial ® = Qp,

(a®g)(b®@h) = ab’f(g,h) ® gh, como A(g) =g®g:
= ab?"" f(g?, V) @ g®p®

Puesto que A(g) = g® gy £(g) = 1 se cumplen las 3 condiciones :

1) f(1,9) = f(g,1) =e(g)1a,

(1)

2) f(g1 ™, 92" £(90?, 1P ga@) = f(g0™V, 1 ™M) f(90P g1, go)

3) (agl(l))go(”f(go(m,91(2)) — f(go(l),91(1))(190(2)91(2) '

Se observa que la accién o de G sobre A, induce una accién débil § de K[G] sobre A mediante
0(9g ® a) = o(g)(a) para g € G; mientras que la aplicacién f : G x G — A* induce una
aplicacién K —bilineal f : K[G] x K[G] — A.

Por lo tanto, E = A# ¢K|[G] por el Teorema i.e., E es un producto cruzado de Hopf
de A por K[G].

Observacion. Para un grupo conmutativo G y una algebra A, la accién de un elemento de
g de G sobre un elemento de a de A se suele denotar por g-a en lugar de a9, tal como sucede

en el caso en que G es un grupo ciclico Cy para t > 2.

En el problema propuesto, en que se pide calcular la homologia de Hochschild del producto
cruzado E = % x ¢ Cy. El primer paso es determinar el 2—cociclo f de E.
La siguiente definicién, las siguientes dos proposiciones determinan que el 2—cociclo f de
un producto cruzado de una K —algebra con un grupo ciclico finito de orden ¢, A xy Cy, es
necesariamente de la forma dada en .
Considerando la accién débil o y el 2—cociclo f en la Definicién[4.1.1] denotaremos el producto
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cruzado A con G por A X, y G para especificar la accién débil y el 2—cociclo.
La siguiente definicién y proposicién estan relacionadas con [I8, Theo. 7.3.4]. Ver [3I] para

mas detalles.

Definicién 4.1.3. Sean f, f': G x G — A* = {elementos invertibles de A}.
Los 2—cociclos f y f' de los productos cruzados A X, 5 Gy A X ¢ G son equivalentes si

existe 7 : G — A* tal que:
1) 7(e) = 14,

2) 7(g)a(g) ((h)) f(g,h) = f'(g, h)7(gh),

También decimos que f y f’ son equivalentes si existe 7 satisfaciendo 1) y 2) pues se puede

definir ¢’ que cumpla 3).

Proposicién 4.1.4. [3, Prop. 1.19] Si f es equivalente a f’, entonces

©: Ay G— Axgy G definido por p(awg) = at(g)wy es un isomorfismo.

Prueba. Si definimos 9 : A X, ¢ G — A X ¢ G por Y(awy) = a (r(g))~" wg, deducimos que
© es una aplicasio’n biyectiv%.

Definiendo cp(z ajwg;) = Zaﬂ'(gi)wgi, vemos que ¢ preserva la adicién. Ademds, ¢ pre-
serva el unitarlizlpues 7(e) = 11 A-

Sea A € K, entonces p(Aawg)) = ¢((Aa)wy) = Ap(awy).

Ademis p(zy) = ¢(z)p(y). En efecto:

T = awy, y = bwy, implica que zy = ac’(g)(b) f'(g, h)wgh.

Puesto que o’ (g)(b) = 7(g)a(g)(b) (r(9)) ™", 7(g9)a(g) (v(h)) fg. k) = f'(g. h)7(gh)

pley) = ar(9)a(g)() (1(9)) " f(g, )T (gh)wgn
= a7(g9)a(g)(b)a(g) (T(h)) f(g, h)wgn
= at(g)a(g) (br(h)) f(g, h)wgn
= lar(g)wg][bT(R)wn] = p(x)e(y).
Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de K —algebras. O
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Proposicién 4.1.5. [26, Prop. 1.2] Sea G = {1,g,...,¢""'} un grupo ciclico de orden t y

f:GxG— A" un 2—cociclo normal. Las siguientes afirmaciones se cumplen:
1) f es equivalente al 2—cociclo ' : G x G — A* definido por
o 1 sii+5<t
f'g',g’) = ) - L
9.9 (g%, 9)-+ flg"g) siitj=t

2) El 2—cociclo f', definido en el item 1), es G—invariante (esto es f' (G x G) C A% ).

3) AXg s G esisomorfo a Axg g G donde
o'(g")(a) = f(g:9) - F(g" " 9)a(g")(a) [f(g.9) - F(g" ", )]

-1

Prueba. 1) Se define 7: G — A* por
1 sit=0
7(g%) = 1 sii=1
flg,9)-flghg) sil<i<t-L
Para probar la afirmacién del item 1), debemos verificar la siguiente.

Afirmacion:

i

7(g)7(") f(g'97) = F'(¢',¢')7(g"7) para 0 < i, j < t.
Para i = 0 se tiene 7(¢7) = 7(¢7), para j = 0 se tiene 7(¢°) = 7(¢°). Resta verificar que se
cumple la afirmacién para 0 < i <t, 0 <j <t.
Por induccién vamos a probar que T(gj)gif(gi,gj) = (¢, 9) (g 9) - f(g" 1 g) para
1<j<t.
Para j = 1, obtenemos que T(g)gif(gi,g) = (4", 9) pues 7(g) = 1.

Por hipétesis inductiva para 1 < j — 1
(g flg ) = 9) g 9) - Fa )

Por definicién de 7 y la condicién de cociclo

i

@) flgg) = (@ @9 £ )
= (¢ ) F(g PTG )

= f(glvg) e f(gi+j_2>g)f(gi+j_lag)'
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A continuacién, vamos a utilizar las siguientes notaciones multiplicativas:

i-1
T(g") = Hf(gj,g) para 0 < i < t;
j=1
n—1
R, = ] f(g" 9) para0<n<2t.

u=1
Premultiplicando por 7(g) a la igualdad anterior:

i

(g7 flg'g) = flg.9) flg ) flga)f(gt . g) Flg )
RH’]
Sii+j<t, Riyj=1(g""), (4.1)

Supongamos que i + j = t, entonces por el hecho que ¢g* = ¢° = 1 obtenemos que

Riv; = flg,9) - flg " g)=Fflg.9) - flg" " 9)la

= flg.9) - flg" " 9)7(d") = flg,9) - (g g)(g).

Seat<i+j<2tcomoi+j=t+k(0<k<t), obtenemos que 7(¢"*/) = 7(¢*). En este

caso podemos expresar [?;4;, como sigue:

Ry = flg.9) fld" o) f(1L9)f(g.9) - F(g" ', 9)
= flg.9) f(g"™ " 9)7(g") = RiRy,

= Ryr(g"™). (4.2)
Utilizando y si i+ j < t, deducimos que
(g (@) 15" 0) = Ry = 7(g"9) = F'(d' ¢ )r(a™);
en el caso ¢ 4+ j > t, deducimos que
r(g')r(g)" (g g7) = Risy = RiRi = Rer(g") = ['(d' ¢")r(g").
2) Por la condicién de cociclo

a(9) (f(g"9) flg.9") = f(9,9")f(g" T, g), para 1 <i<t—1. (4.3)
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Procediendo recursivamente para 1 < i <t — 1 obtenemos que

f9.9) - Fg ) (gt 9) = flg,9) - Fg', 9) F(g, g").

Pero ¢' = 1, luego

flg.9)f(g%.9) fg™ 9) = flg.9)f(g%9) - Flg % 0) Fg" " 9)’
= [fl9.9f(d%9)--- f(¢ " 9)] -

Asi, f'(g%,¢%)? = f'(¢", ¢"). En otras palabras, Im(f") C (A%)°.
3) Considerando la definicién de 7(g%) dada en la prueba del item 1),
1o . i i i —1 . Y
o'(g")(a) = 7(¢")o(g")(a) (7(¢")) " para 0 < i < t, por la Definicién sabemos que f es
equivalente a f’. Por la Proposicién deducimos que Ax G es isomorfo a Ax, pG. [

Observacién 4.1.6. Sean B’ = A Xy p# Gy B = A x4 ¢ G. El producto cruzado B’ es el
K—médulo A ® K[G], dotado de la multiplicacién dada por

(a®h)(b@1) =ac’(h)(b)f (h,l) @ hi.
El producto cruzado B es el K—mdédulo A ® K[G], dotado de la multiplicacién dada por
(a®@h)(b®l)=ac(h)(b)f(h,l)® hl.

En este caso, H = K|[G] es el K—algebra de Hopf conocido como &lgebra de grupo. Entonces
B’ y B son A—mddulos izquierdos y H —comddulos derechos, donde pg y pp son las aplica-
ciones de estructura.

Por otro lado; se nota que p(A(awg)) = Ap(awy) para A € A, luego la aplicaciéon ¢ de la
Proposicion y del item 3) de la Proposicién es un morfismo de A—mdédulos iz-
quierdos. Como en la prueba de la implicacién 1. = 2. del Teorema [2.5.8] se prueba que ¢
es un morfismo de H—comddulos derechos, pues ppy(awy) = (¢ ® idy) ppr(awy).

Por lo tanto, conforme a [I8, Defi. 7.3.6], los productos cruzados A X ¢ Gy A X4 ¢ G son

equivalentes.

Dados K un cuerpo, t > 2, u(K) el conjunto de las raices primitivas ¢-ésimas de la

unidad en K y C; = (g) = {1,g,...,¢""'} un grupo ciclico de orden ¢.

Proposicién 4.1.7. Sean A = % o =X+ (XY, Si\e w(K), entonces

g-x = Ax define una accion de C; sobre A.
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Prueba. El homomorfismo de grupos o : C; — Aut(A), g' + o(g") : A — A definido por
o(g")(a) = (a)9" para 0 <i<t—1, es una accién de C; sobre A.

Para ello es suficiente ver que o(g) es un automorfismo del K—4&lgebra A.

Para cualquier a € A, se tiene que o(g)(a) = a9 = (a1 + agdz + - - + a N Ll ~1).

Claramente para ay a' € A, y u € K se cumplen

a(g9)(a) + o(g)(d);

a(g)(a+a’)
o(g)(pa) = po(g)(a);

o(g)(ad’) = a(g)(a)o(g)(a’).

La inversa de o(g) es [0(g)]"! = (g7 !), de modo que

[0(9)]  (a) = (a1 + agA\ "tz 4 - - - 4+ a At
Fécilmente se verifican las afirmaciones hechas para t = 3 (ver Ejemplo [4.3.9). O
Sea A* el grupo multiplicativo de las unidades de A.

Proposicién 4.1.8. Sea t > 2 un nimero natural, K un cuerpo con A € p(K) y a € A*.
Entonces la aplicacion f, : Cy x Cy — A* definida por
o 1 sii+j<t
falg',g’) =
oa sii+j3>t,
donde 0 < 1,5 < t, es un 2-cociclo para el producto cruzado A xy, Ci. Ademds, o € K*.

Prueba. Basta imponer que se cumplen las 3 condiciones de la Definicién
Puesto que A es una K-algebra conmutativa y ¢ es una accién de C; sobre A se cumple la

condiciéon de médulo torcido,

be V' g’ g7) = flg', o) be o,

t—1
donde Z b,-xi c A.
i=0
Asi, fo es un 2-cociclo para el producto cruzado A xy, C; si es posible hallar alguna solucién

del sistema de ecuaciones fo (g7, 9*)" fa(g',"**) = falg', %) falg™7, g*) para 0 <i,jk <t
usando las condiciones de normalidad y de cociclo. Por definicién de f,, esto se traduce en

lo que sigue:
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o af = fo(g,9"" ) fal9:1) = falg, 9) falg?, 9" ) =
o 0% = fo(g,8 ) fal92,1) = falg® ) fald® oY) = a

2 2 _ —
o af a=folg" g falg? 9% 72) = fal9?, 9" D) falg g 7) = o2,

t—1
donde a = Zaiaji, ad = (ag + a1 z + - + a1 N1zt
i=0
a9 = (ag+ar N2+ 4a,_ A28 08" = (aga X a4 - g  AEDED g1y

Como vale la propiedad cancelativa en A*, en el siguiente sistema de ecuaciones se aprecia
que « es un elemento Cy—invariante del grupo multiplicativo A* de las unidades de A. Esto
significa que para todo 0 < ¢ <t — 1 se tiene que Y —

Para probar la segunda afirmacién de esta proposicion, podemos tomar en cuenta todas las
deducciones hechas para el caso t = 3 en el Ejemplo .

Asi, el sistema de ecuaciones

od =«
a? =
a% o = a2
9 =a
a9 la=a?,
\
tiene como solucién o = ag + 0z + 02 + - - - + 0z!~! = ag. Por lo tanto a = ag € K*. O

Observacién 4.1.9. Para cada cuerpo K con \ € 1;(K), cada o € K* y cada t > 2 esta
definido el producto cruzado A xy, Cy. En el resto de este capitulo, este objeto se denotara

por % x5 Cy.
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Resolucion proyectiva relativa de un bimédulo

Sea E una K —algebra. En esta seccién se va a introducir un resultado que se deriva del

método dado en [I, Coro. A.2], que se utilizard en las secciones siguientes. Sea

0 0 0
125] d12 d22 d32
Xo2 X12 Xo2

(4.4)

0 0 0
M1 d11 d21 d31
Xo1 X1 Xo1

0 0 0
Ho dig da d3

Xoo X10 Xo0

un diagrama de F—bimddulos y morfismos de E—bimddulos sujeto a las tres condiciones

iniciales :
1) La columna y las filas son complejos de cadenas de E—bimédulos,
2) cada X, es isomorfo a un F—bimédulo E ® X,s ®E,

3) cada fila es contractil como un complejo de E—médulos izquierdos, con una homotopia

de contraccién de cadenas ol : Ys — Xos ¥ J?H,s : Xps = Xog1,5 (r>0).
Entonces, se definen morfismos de £—bimdédulos
Ay Xos = Xogo150(r>0y1<0<5)

recursivamente por

_‘78,3—10350%(90) sir=0y¢=1,
-1
LN, i o . _
dﬁs(x) = j;o—fl,sf © d.]*LS*] o dos(m) s1r 0 y 1 < E =S ) (45)

/-1
0 l—j j .
o ZO—TJFK*LS*@ © dr+j71,sfj © drs('r) sir>0,
\ Jj=0

paracadaz =171 FRX,,QF .
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Teorema 4.1.10. [27, Theo. 1.1] Sea i : Yo — E un morfismo de E—bimddulos tal que

o1 02 03

E+—Y, Y; Yy (4.6)
es un complejo contrdactil como un complejo de E—modulos izquierdos. FEntonces
Bl xoeBx B x, e ® (4.7)
S
dondeﬂzﬁMO; Xn = @ Xrs Yy dp = Z Zdﬁs ’
r+s=n r4+s=n ¢=0
r+£>0

es una resolucion proyectiva relativa de E como un E—bimddulo.

Prueba. Tomando los anillos R = E, S = E*€, por propiedad del producto tensorial se ve que
0: E — E°, definido por o(r) = r ® 1, es un morfismo de anillos unitarios.

Puesto que por las Proposiciones[3.1.7|y B.1.11] cada E—bimédulo es un E¢—mdédulo izquierdo
y cada morfismo de F—bimddulos es un morfismo de £¢—méddulos izquierdos, por la condicion
1) se sabe que la columna y las filas de son complejos de cadenas de E°—moddulos
izquierdos.

La condicién 2) : X,s © E® X,s ® E se transforma en X, & E° @p X .

Por hipétesis i : Yo — FE es un morfismo de E—bimédulos; i.e. p(AimA2) = A\p(m)Ars
para A1, Ao € F 'y m € Yy. Esto ocurre si y sélo si (A ® Ag)m) = (A ® \o)ju(m) para
A ® X € ECym €Yy Luego in: Yy — F es un morfismo de E¢—mddulos izquierdos. Asi,

la hipétesis del teorema se convierte en que i € mby. (Yp, E) tal que

es un complejo de cadenas que es contractil como un complejo de E—moddulos izquierdos.
Del hecho que X,s = E° ®p X,s, se sabe que X, es un retracto de E° ®p X,s. Entonces,
por el Corolario el complejo es una resolucién proyectiva relativa de E como
E°¢—médulo izquierdo. Pero se nota que E es un E—bimédulo bajo \ym = (A1 ® 1)m,
mAe2 = (1 ® Ao)m para A1, Ao € Ey m € E, luego el complejo es una resolucién

proyectiva relativa de F como E—bimddulo. O
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4.2 Homologia de Hochschild de [ X ¢ Cs

(X
Dados K un cuerpo, Co = {1, ¢} un grupo ciclico de orden 2, una accién de Cy sobre I&)Qi]

K[X]
X7y

dada por g-x = —xz y g-1 = 1. El propésito es estudiar el objeto < x ¢ Co y hallar su

homologia Hochschild.
K[X]
(X?)

En esta seccion = A x; Cy es un producto cruzado, donde A = y C2 = (g) es un
grupo ciclico de orden 2. Se denota por z la clase de X en A.

Gracias a la Proposicién [4.1.5] se asume que el 2—cociclo f: Cy x Cy — A* tiene la forma
o 1 sii+j5<2

flg',9’) =

a sit+5>2,
donde 0 < 4,5 < 2 y « es un elemento Cy—invariante del grupo multiplicativo A* de las
unidades de A.
En esta seccion, se aplica el Teorema para obtener una resoluciéon proyectiva relativa
de E = A xy C3 como un EF—bimédulo. Luego, se desea mostrar que esta resolucién no
solamente da la informacion de la existencia de la homologia de Hochschild del producto
cruzado mediante el Corolario sino que también proporciona un complejo de cadenas

auxiliar para obtener su homologia de Hochschild (Teorema [4.2.7)). Después, este complejo

auxiliar sirve para expresar la homologia de Hochschild del producto cruzado < )[()2(; x5 Co en
términos de homologias de complejos totales de 2 complejos dobles de cadenas asociados al

producto cruzado (Corolario [4.2.8]).

La resolucién (X,,d,) de <[ x5 Cy .

Esta seccién corresponde a una adaptacién de [27), § 2] al caso en que el grado del polinomio
monico P es 2, cuyos coeficientes ¢1 y cg son ceros; y el orden del grupo ciclico es 2.

Sean Y; = EQK[C3] (s >0)y X;s = EQFE (r,s > 0). Los grupos X, s son E—bimédulos de
manera obvia y los grupos Ys son EF—bimddulos via la accién candnica izquierda y la accién

it+j+s

derecha siguiente (aw, ® gj)bwgh =ab? " f(¢, g )w ® ¢'t" donde

0 sisespar

|
Il

1 sisesimpar;
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Proposicién 4.2.1. Para (r,s >0), X,s = EQ FE y Y, = E® K[Cs] son E—bimddulos.
Prueba. Se hace de manera andloga a la prueba de la Proposicién O

Dados 0 < i,j < 2, se definen :

para (r,s > 0), y para los E—bimédulos X,s = EQ EFy Y, =E® K[Cs] ;

los morfismos de E—bimédulos ps @ Xos — Ys (s > 0) , 05 : Yy = Y51 (s > 1)y
d?s : Xps = Xpo15 (r>1), por

ps(awgi @ bwy;) = a(g™s - blwyi ® g9,

Ors—1(awy ® ¢) = af(g, 9wy @ ¢ = af(g', gwginr ® g7,
1
os(awyi @ %) = > af(g',g")a flgT" 7 g wgien @ ¢
h=0
dgr_l’s(awgi ® bwgyi) = awyi @ Tbwy — alg
1

i+s
2 r)wgi @ bwy

dgr’s(awgi ® bwgyi) = Z a(g™s - xh)wgi ® xl_hbng;
h=0

los morfismos de £F—modulos izquierdos 085 1Y, = Xos y

0 .
Ortl,s + Xrs = Xv"+1,57 por

ags(awgi ®¢) = awy ® wgy;,

m—1
agr_Ls(awgi ® "Wy ) = Z a(gs - xh)wgi ® xm_h_lng para 0 <m <1,
h=0
0 sim <1

agrys(awgi ® "Wy ) =
awgi @ Wgj sim=1.
El elemento aw,: ® ¢’ de E ® K[C3)] se puede descomponer en la forma

awgi ® g7 = awgi(w1 @ 1)wy;. Es necesario recordar que
1

Ouasy ©7) = 3 af(g o g g 0.9
h=0

Lema 4.2.2. (Y., 0,) es un complejo de cadenas de E—bimddulos.

Prueba. Para s =1, 0102 = 0. En efecto, tomando w; ® 1 € E ® K[Cy],
Dwi®l)=alvy®g+alw,@1.
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Como 91 (awyi ® ¢7) = af(g, ¢ )wyi ® g7t — af(g', g)wgin1 @ ¢7;

0w ®1l) = wl-— a_lwg ®Rg

+ a_lwg®g—w1®1:0.
Para s = 2, 0203 = 0. Puesto que O3(w1 ® 1) =w1 ® g —wy ® 1,

D03(w1®1) = wRl+alw,®g

- ol ®g-w®l=0.

Como Y; = F ® K[C5] no depende de s, se deduce que 0505+1 = 0.

El elemento awg: ® bwy; de ' ® E se puede descomponer en la forma

awgi @ bwg; = awgi(wr @ wi)bwg;.

Lema 4.2.3. Y, M (Xsss d°

*78) es un complejo de cadenas de E—bimddulos.

Prueba. Se verifica que psd{, = 0. En efecto, tomando w3 ® w; € X15 = E® F,
d) (w1 ®wi) = w1 ® 2w — (g% 7)w1 ® wi; pero ps(awgi @ bwy;) = ab9i+§wgi ® g,
luego psdy (w1 @ wy) = (g% - T)wgo @ g° — (g%~ T)wgo @ ¢° = 0.
Para r = 1, dY,d9, = 0. En efecto, tomando wy ® w; € Xos = E® E, por
1

dg,,,s(awgi ® bwgi ) = Z a(g'tE . a:h)wgi ® xlfhbng se tiene

h=0
dgs(wl Qwi) = w1 ®zw + (9% T)wi @ wi.

Usando dy,_; ,(awg @ bwy;) = awg @ xbwy; — a(g'™s - x)wy @ bwgy; :
d(l)sdgs(wl Qui) = wi® zwy — (9% - x)w1 @ zwy
+ (¢ 2)w @awy — (g5 2%)w ®w; =0
pues 22 =0 = g% - 22,
Para r = 2, dgsdgs = 0. De nuevo tomando w1 Qw1 € X3s = F® E,

dgs(wl ®W1) =w] ®rwy — (gi-x)wl R wq .

i+s

B

Aplicando d%s(awgi ®bwyi) = > alg -xh)wgi ® xl_hbng :

>
Il

0

dyydYg(w1 ® w1) = (¢ 7)w1 ® 2wy — (¢° - T)w1 @ 2w; =0 .
En general, como X,; = F'® E no depende de r se deduce que dSstHVS = 0.
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Observacién. Se pueden descomponer como elementos de E—méddulos izquierdos :

g © g0 = awgi(w1 ® g7); awyi @ bwyi = awyi(wi @ bwy,).
Lema 4.2.4. ¢° es una homotopia de contraccion en gCh.

Prueba. Se verifican las igualdades us0l, = idy,, di,0%, + od.us = idx,,,

d2r 502rs + 02r 1 sd2r 1,8 Zder—l,s y d2r+1,sagr+1,s + 02r,sd2r,s = ider,s (T 2 1) :
Esto se hace con las 6 igualdades siguientes :

(1) :U’So-gs(wl X gj) = w1 X g] )

(2) ofgus(w1 ®@ 2™wy;) = (g5 2™ )w1 @ wy; para 0 <m < 1,

w1 ®xMw,; st 0<m<1

0 0 m,o, ) 9

(3) 02r71,5d2r71,s(w1 ®x ng) - .

w@x"w,; —T st m=1
g

1

donde T = z:(g§ 2w ® xlfhng,
h=0

0 si0<m«l1
( ) d2r 50'27" s(wl ® xmng) = ’
T sim=1
(5) 09, od9, o(w1 ®@ 2Mwy) = (95 2™ )w1 @ wys para 0 <m <1,
0 0 " 0 sim=20
(6) d2r+1,sa2r+1,s(w1 ® T ng) = .
w1 @MWy — (g% T™Mwr ®uwy st 0<m <1

En efecto :
Las dos primeras igualdades se siguen inmediatamente de las definiciones.

(3) para0 <m < 1

Ugr—l,sdgr—l,s(wl Quwy) = Jgr—l,s(wl ® zwg; — (9% T)w1 ® we;)
0
h=0
(3) param =1
dgr—l,s(wl ® l“ng) = wi® z? Wgi — g2z ® TWyi

= —g¢* 1w1 @ Twy pues 2=0.
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Ugrfl,sdgrfl,s(wl X xng) = _Ugrfl,s(gﬁ CTw ® xng)

h+t1 —h
= —E g* " o wgi = —g*+ Tw1 @ We;

= w1 ®Twgy ng xu)1®x Wyi

(4) puesto que 09, (w1 © T™wy,

w1 ® Wi sim=1,

1

dg,,’s(wl ®ng):ng a2 @ ot or
h=0

{0 si 0<m<1
h

0 si 0<m<1
d27‘ 30-27‘ s(wl ® xmng) =
T sim=1;

(5) para 0 <m <1

0 0 m, . _ 0 s _.h 1-h+m,
02r,sd2r,s (wl Py wgﬂ) - U2r,s( § g rTw X wgﬂ)
h=0
agm(g 1w ® 2wy, ) para h =m

S m .
= g T w1 QW ;

0 si m=20
(6) como 09, (w1 ® 2™wy;) = ' :
w1 @wg sl 0<m<1

para 0 < m < 1 se tiene
dSTH,S(wl Qwg) = w1 ®Iwg — g% Tw1 ® Wy

Por lo tanto,

& 0 (01 © 2™w,y) = 0 si m=20
2r+1,502r+1,s\W1 & T Wyj5 ) = . .
w1 ® TMwgi — (g2 2M)w ® wgi si 0<m <1

O

Las tres condiciones iniciales sobre el diagrama (4.4) de E—bimddulos y morfismos de

E—bimédulo se cumplen. Esto se debe a que: La columna del diagrama es un complejo

de cadenas de E—bimddulos, segin el Lema y las filas del diagrama son complejos

de cadenas de EF—bimddulos, segin el Lema [£.2.3] Debido a que se tiene el isomorfismo

X,s 2 F® K ® FE y las filas del diagrama son contréictiles como complejos de E—mddulos

izquierdos, segin el Lema
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4

s construidos con Ost1, s, 085

Teorema 4.2.5. Sean los morfismos de E—bimddulos, d
(s>0);d)y,, yopiy, (r,s >0) como en ([A.5). Entonces el complejo

Iz di da ds

E X() X1 X2

s
donde u(awgi (3¢ bng) = abng(gi,gj)wgﬁh Xn = @ Xrs Y dn = Z Zdﬁs’
r+s=n r+s=n (=0
r+£>0
K[X]

es una resolucion proyectiva relativa del E—bimddulo <)£2> xpCo .
Prueba. Sea i : Yy — FE el morfismo de E—bimdédulos definido por
flawg @ 7)) = af(¢', ¢’ )Jwgi+i. Como se cumplen las 3 condiciones iniciales del diagrama

(4.4) en la categoria de E—bimddulos, entonces por el Teorema [4.1.10] se debe verificar que

03
}/2 cee

es contractil como un complejo de E—moddulos izquierdos, cuya homotopia de contraccién

agle%ngagﬁl:Y;%}@H (s > 0), es dada por

oy H(awyi) = awg @ 1,

g
J—1
g1 (awy @ ¢7) =D af (g’ g wgien ® g,
h=0
0 si 0<j<1

Uisl (awgi ® gj) =
aowg @1 st j=1.

Esto significa que se cumplen las igualdades siguientes fio, L= idp, ooy Ly oy = idy;,
aZsaigl + 0'27317182371 = idYgs,1 Yy 825+1O'2751+1 + 0531825 = /l:dYQS (5 > ]-) .
En efecto, por E—linealidad izquierda de las aplicaciones que aparecen en las igualdades
anteriores se debe probar que se cumplen las 6 igualdades :
(1) fiog H(wr) = w1
(2) op (w1 ® ¢7) = Wy ® 1 para 0 < j <1,

wi ® ¢ si0<ji<1
(3) 09t 1025 1(w1 ® ¢7) = 2 ,
2s—1 S wl@g]_zwgh®g—h—l Si ]:1
h=0
0 si 0<j5<1

(4) 02505, (w1 ® ¢7) =

)

1

—h— P
ngh®g Losij=1
h=0
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(5) 02_31328(W1 ®gj) =wy ®@lparal0<j<1,

_ . si j=0

(6) Dasr105. 1 (w1 @ g7) = ' |
w®g —wy®1 st 0<j<1

Se observa que (1), (2) y (4) se siguen inmediatamente de las definiciones de los morfismos.

(3) para 0 < j < 1 usando las propiedades del 2-cociclo f se obtiene que :

To 102511 ®¢°) = 031 (flg, Dwi ®g— f(1,9)wy @ 1)

= w®g’,
(3) para j = 1 se tiene que :

Ugsl_lﬁgs,l(wl ®g) = —a;sl_l(wg ® g) pues orden del grupo ciclico es 2
1
= —wWy®l=w1 ®g— ngh ®g "
h=0

(5) para0 < j<1:

1
03 Os(w1 @¢7) = 03O a T g g wn @ g7 ), para b= :
h=0
= 05 (0 g g g ®g) = wy @1

1 . si j =0
(6) como o5, 1 (w1 ®g7) = ,
w®l st 0<j<1
Y O2s+1(w1 ® 1) =w1 ® g —wy @ 1, resulta que
-1 . si j =0
825+10-2s+1(w1 ®gl) = 4 . O
w®g —w,®1 s 0<j<1

Férmulas para los morfismos d’, .

El siguiente teorema presenta las férmulas para los morfismos d’, que aparecen en la resolucién
proyectiva relativa de E, obtenida en el Teorema La prueba inductiva de este teorema
sobre las columnas se basa en la bilinealidad de d’; y la definicién de ¢¥,. Este resultado se

adapta de [27, Theo. 2.2].
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1
Teorema 4.2.6. Sean g -z = A x donde A € K ya = Z Yuxt. Entonces :

u=0

dy g5 1 (W1 @w1) = (=1)wy ® w1 — (=1)"N'w1 ® wg,
1
dygs(w1 @ wi) = (=)™ Z A(fhfl)raflwgh ® wyi-n,
h=0

d%rfl,s(wl ® wl) =0,
d%r,s(wl ® wl) = _a_lr}/lwl X wy,

dfs(wl ®w1) =0,V{>2.

Prueba. (1) Se prueba por induccién sobre r que

di@s,l(m Qwi) =(—1)"wg@wi — (—1)"N'wi ®wy (4.8)
para s > 1.
En efecto :
Para r =0, d(l)gs_l = —08723_2325—1@5—1, luego pgs—1(w1 ®@wy) = w1 ® 1,
Ds—1(w1®1) = flg, w1 ®g— f(1,9)w,®1

= w1 ®g—wy®I,

0-8,2372((")1 ®g—wg® 1) = w1 Qwg — Wy @ wy.

Por lo tanto

d(1),25—1(w1 Quwi) = —08,23—232#1#2#1(@1 ® wi)

= WyQuw —wi Qg = (—l)owg R wy — (—1)0/\0w1 ® wy -
Para r = 2n — 1 (n > 1) por hipétesis inductiva se cumple (4.8]). Se va a demostrar que
diH’QS_l(wl @wi) = (-1)""w, @w — (1)"MN T @ w, . (4.9)

1 _ _ 0 1 0 .
Puesto que dr+1,25—1 = _Ur+1,2s—2dr,25—1dr+1,2s—1’

1
0 h 1-h
dpy125—1(W1 @wi) = E g-rw®r Tw,
h=0

1

1 0 b 1—h
dros—1dri1 951 (W1 @wr) = E g T'widy 95 g (w1 ®wi)T MWy,
h=0
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recordando que d}5, (w1 @ wi) = (=1)"wy ® w1 — (—1)"N'w; ® wy se calcula
(9 2"wi)(wy) = g 2wy, (wi)(@'wr) = &' ey,

(g 2"w))(N'wi) = g - 2" \"wy; a partir de g -z = Az se sigue que
(wo) (@ wy) = g-atThw, = AThel Ty,

Reemplazando estos valores

1
di,25—1d9+1,25—1(wl @uw) = (=1) Zg : xhwg ®z'
h=0

1
- (=1 Zg 2wy @ M TRty
h=0
Aplicando la definicién de 09+172s_2 para h =0 :
079+1,2s—2d71~,2s—1dg+1,2s—1(Wl Quwy) = (_1)r09+1,2s—2(wg ® z'wr)
- (—1)r09+1,23—2(>\rwl ® Matw,)
= (-D)'wy@w; — (=1)" A @ w, .

Asi, se obtiene la igualdad (4.9) .

Para r = 2n (n > 1) por hipdtesis inductiva se cumple (4.8). En este caso, similarmente se

demuestra (4.9)) .

(2) Se prueba por induccién sobre r que

1

d71°,2s(w1 ® wl) = (_I)T—H Z )\(_h_l)r@_lwgh & Wyr-n (4.10)
h=0
para s > 1.
En efecto :
Para r =0, dj o, = —00 551024125, 11€g0 fins(w1 ® wy) = w1 @1,
1 1 1
Ors(w1 ®1) = Z oz_lwgh ®g ", 0'8’25_1(2 Oé_lwgh & g_h_l) = Z oz_lwgh ® Wy—h-1 .
h=0 h=0 h=0
Como g% = 1, resulta que
1
d[1),28(w1 ® wl) = - Z Oé_lwgh &® Wyl—h
h=0

1
= (—1)%*! Z )\(_h_l)(o)a_lwgh ® Wyi—h.
h=0
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Para r = 2n — 1 (n > 1) por hipétesis inductiva se cumple (4.10]). Se va a probar que

1
d,l,H,Qs(wl @wp) = (—1)"2 Z )\(*hfl)(wl)aflwgh ® Wyr-h - (4.11)
h=0
Puesto que d11”+1,2s - 7(“)+1 25— ldr 2sdr+l 2s dr+1 2s wl @ wl Z T w1 ® ! )

10 ko1 1-k
o5y 125(W1 @ w1) = Ziﬁ widy oW1 ®wi)z"wi , donde
k=0

k 1 1-k
rwid; os (w1 ®w1)x w1

= kal[ THE Ah=D)r~ wh®w1 n]x 1=k

h=0
_ (_1)r+1 Zl‘kA(_h_l)TOé_lwgh ®g—h—1 . xl_kwg17h,
h=0
1
= (1)t Zl‘kA(_h_l)Ta_lwgh ® ()\_h_lﬂf)l_kwgl—h .
h=0

Como r 4 1 es par, subsisten algunos términos para k = 0:

0 1 0
Or41,25—1 dr,2sdr+1,23 (wl X w1 )
1

= (_1)T+109+1,25—1(Z ARG g @ AT )
h=0

1
= (—1)T+1 Z /\(_h_l)(r+1)04_1wgh @ Wyl
h=0

Por definicién de d},; 5, , se obtiene la igualdad (4.11) .

Para r = 2n (n > 1) por hipétesis inductiva se cumple (4.10). En este caso, similarmente se

prueba (4.11]) .

(3) Se prueba por induccién sobre r que
ds, 1 (w1 ®wy) =0 (4.12)
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paras>2yr>1.
En efecto :

_ 2 _ 0 2 10 0 1 1
Para r =1, dj, = _02,5—2d05d15 - 02,5—2d1,s—1d15 .

En el caso s = 2n paran > 1; d?72n(w1 Rwi) =w ®rw; — Tw] @ wi,

g ond) on (w1 ®w1) = df 9, (w1 ® wi)zws — 2w1dg 9, (w1 ® w1)

-1 -1
= (—a mwi Qwi)rw — zwi(—a yw; @ w)
. ez 0
por definicién de 03 5,5

0 2 0 _ 0 1
09 9n—2d0 201 2 (W1 @ W1) = 059, (=710 W1 @ TW1)

1
= Mo w Quw .

Recordando que dj 5, (w1 @ wy) = Z )\(_h_l)a_lwgh ® wyi-n,

h=0
7 91 (W1 @ w1) = —wy @ w1 + Awy ® wy
1
Baprtizr o) = YA & b
h=0
1
= Z)\ (g g)wh+1®wlh
h=0

1-h
+ Z)\ a” wgh ® f(g,9  "wgen .
=0
Por definicién de 08,%72 subsiste un término

0 1 1 _ 0 -1
0990201 9141 9, (W1 @ w1) = 099, o(a” w1 ®awr)
1

0 -1 i -1
= U2,2n—2(§ Y0 wi @ ztwy) = 1o Wy @wy .
u=0

Por lo tanto

2 0 2 10 0 1 1
dion(W1 ®w1) = =039, 905 2,1 2, (W1 @ W1) = 05 9,97 9511 2 (W1 @ w1)

= ’yloz_lwl Q wi — 'yla_lwl ®w;=0.

En el caso s = 2n + 1 para n > 1, otra vez se obtiene (4.12)) sir =1 .
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Para r > 1 por hipdtesis inductiva se cumple (4.12]). Se va a probar que
d%(ﬂrl)fl,s(wl ®wi) = 0. (4.13)

Asumiendo que s = 2n para n > 1, se debe obtener la igualdad anterior.

2 _ 0 2 0 0 1 1 )
Puesto que d2r+1,2n = _U2r+2,2n—2d2r,2nd2r+1,2n - J2r+2,2n—2d2r+1,2n—1d2r+1,2n7

del hecho que dgrﬂgn(wl Qwi) =w ®Tw] — Tw] Q wi,

d%r,Qndgr—i—LQn(Wl ® (.dl) = d%r,?n(wl ® wl)xwl - xwld%’r,?n(wl ® (dl)

-1 -1
= (—a 'mwi ®w)rw; — zwi(—a yw @ wy)
por definicién de o9, 42,22 Subsiste un término

0 2 0 _ 0 -1
Ori2.2n—205 20941 90 (W1 @ W1) = 09400, (=110 W1 ® TW1)

= —malw Qw ; (4.14)

1
2 . 1 _ —h—1_-1
como \° = 1, se tiene dy, ;1 9, (W1 ®w1) = E A Q™ Woh ® Wgi-n,

h=0
1
d2r+1,2n_1(w1 R wi) = —Wg ® w1 + Awi ® wy, luego
1
1 1 _ “h—1 -1 1
dori1,9n—192 41,20 (W1 ®w1) = Z A O Wondy i 9p—1 (W1 @ wi)wgi-n
h=0

1
= — Z Ao (g, GIWgh+1 @ Wyi—n
h=0

1
+ Z )\_hOé_I(/Jgh ® f(g,gl_h)wngh (4.15)
h=0

segiin la definicién de o3, 1 9.9n_o Subsiste un término

0 1 1 0 1
09r429n—202, 41 914241 9, (W1 ®W1) = 09199, o(a” W1 ® awr)
1

_ 0 1 u
= J2r+2,2n—2(§ Y w1 @ W)

u=0

= yo lwr Qw . (4.16)

De (4.14) y (4.16)), se obtiene la igualdad (4.13)) .

Tomando s = 2n 4 1 para n > 1; como en el caso anterior se prueba (4.13)) .
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(4) Se prueba por induccién sobre r que

d%r,s(wl ® wl) = _ailf}/lwl Qw1 (417)
para s > 2.
En efecto :
Para r =0, d%s = _U?,sf2d(1),sfld(1]s‘
En el caso s = 2n paran > 1, dogn(w1®w1 Za Wyh @ Wgi-n,
d(lJ,anldtl)Qn(wl Quwi) = — Z Oflwghdcl),gn,l(m ® W1 )wyi—n
h=0

1
= = o twn(wy ®w —w ®wy)w
= gh q 1 1 g glfh7
h=0
1

= Z[ailwgh ® f(g, glfh)wgz_h —a lf(g", GIWgh+1 @ wgi—n]
h=0

por definicién de o{ ,, o subsiste un sumando
0 1 1 _ 0 -1
01 an—2dp 2n—1dp 2 (W1 ®w1) = 079, (0" w1 ® aw)
1
_ 0 -1 u _ -1
= 01,2n—2( Yuld W1 QT W1) =mo W) ®wr .
u=0
2 -1
Luego df o, (w1 ® w1) = —a” "y1w1 @ wi.

En el caso s = 2n + 1 para n > 1; otra vez se obtiene d%s (w1 ®wi) = —a 1yw; @ wr.
Para r > 0 por hipdtesis inductiva se cumple (4.17)). Se va a probar que

d%<r+1)’s(w1 Ruwy) = —a yw Qi . (4.18)
Tomando s = 2n para n > 1, se debe obtener la igualdad anterior .

0 2 0 0 1 1 i
Puesto que Cl2(r+1) —0'2T+372n72d27+1,2nd2(7~+1)72n - 0'27"+3,2n72d2(r+1),2n—1d2(r+1),2n’

dO(TH) on (W1 ®@ wr) Z:z: wr @ xl” )
1

0 _ h, . 12 1—h
d2r+1 ondsy (7‘+1),2n(w1 Qwr) = Z €T W1d2r+1,2n(wl ®wi)r  Mwi,
h=0
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2 _ ¢ 0 2 0 _
donde dj, 5, (w1 @ w1) = 0. Asl, =09, 139, 95,41 200541 2 (W1 @ wW1) = 0.

Por otro lado, como A2 = 1, por (4.10)

(1) 20 (W1 ® w1) Za Woh @ Wyi-n
1
d%(”rl),?n*ldl(ﬂrl) 2n(w1 ® Wl Z atw hdg(,url) 2 — 1(w1 &® W1)w 1—» donde ,
h=0

d%(r—l—l) on—1 (W1 ®w1) = wg @ w1 — w1 ®wg. Luego,

1

dl(r+1) 2n71d%(r+1),2n(w1 Qwi) = — Z a_lf(gh,g)wghﬂ ® Wg1—n
h=0

1
+ Za‘lwgh ® f(g,gl_h)wngh, (4.19)
h=0
se observa que para h = 0, f(g,g'™") = a. Por lo tanto

0 1
d2(r+1) (W1 ®@W1) = —09,139, 9(0" W1 ®aw)
1

0 -1 -1
= _U2r+3,2n—2(§ T W @ztwy) = —a yw @y .
u=0

Tomando s = 2n + 1 para n > 1, como en el caso anterior se obtiene (4.18)) .

(5) Se prueba por induccién sobre r que

d3 (w1 @w) =0 (4.20)

para s > 3.

En efecto :

Para r = O’ dgs = _08,5—3d(2),s—1d(1)s - 0[2),8 3d% 85— Zd(Q)s

En el caso s = 2n para n > 2; d02n(w1®w1 Zoz Woh @ Wyi—n,

1
d%’2n71dé’2n (w1 & w1) = - Z ailwgh d(2)72n71 (UJl ® Wl)wgl—h
h=0

1
-1 -1
= —Za wgh(—oz 'ylw1®w1)wg17h
h=0
1
1 h -1
= Za g" - (a7 m)wgh ® wgr-n
h=0



por definicién de 09 ,, 5 se deduce que 09,5, 3dg 5, 1df o, (w1 @ w1) = 0.

Por otro lado, d§ 5, (w1 ® w1) = —a 'y1w1 ® w,

1
di2n—2(wl Qwy) = Z A(_h_l)a_lwgh @ wgr-n, luego
h=0

d%,Zn—QdaZn(wl Quw) = —06_171w1di2n—2(¢01 ®wi)

1
— — Z(O&_lfyl)\(_h_l)a_l)wgh ® (.Uglfh 5
h=0

por definicién de 08 an—3 se deduce que 08 2n_3d% Qn_Qd% o (W1 ®wr) =0.
Por consiguiente, dg’zn(wl ®wi) = 0.

Tomando s = 2n + 1 para n > 1, como en el caso anterior se obtiene (4.20]) para r = 0.

Para r > 0 por hip6tesis inductiva se cumple (4.20)). Entonces, considerando la paridad

de r y también la paridad de s se prueba que
A2y (Wi @w)=0. (4.21)

En efecto :

En el caso en que r es impar y s es par; 7 + 1 es par y

3 _ 0 3 70 0 2 1 0 1 2
dr+1,s - _O-r+3,sf3drsdr+1,s - 0r+3,573dr+1,371dr+1,3 - Ur+3,sf3dr+2,572dr+l,s‘

Puesto que dj (w1 ® wi) = 0, se sigue que 073 . 3diod),; (w1 ®wr) = 0;

1
d71"+1,s(w1 ® Wl) == Z )‘(_h_l)(T+1)a_1wgh ® Wyl—h, d72~+1,s—1(w1 ® wl) = 70[_1’71(")1 @ w1,
h=0
1
iy oidig (1 @w) = — Z )\(fh—l)(rﬂ)aflwghdgﬂ,sq(Wl ® Wi )wgi-n
h=0

1
= — Z )\(_h_l)(r+1)a_1wgh(—a_171w1 ® (.4)1)wgl—h
h=0
1
= Z AN =1k (oflfyl)wgh ® wgr-n
h=0

e 2 1
Por definicién de o3, 3 se deduce que of, 3, 3d2, |, jd}, (w1 @wi)=0.

Por otro lado, d,%Jrl’S(wl Qwi) =—a 'mw @ wr,
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1
dpo s (w1 ®@wr) = E Ah=D+2) o —1 Woh @ Wyi-n, luego
h=0

d1+2 s— 2dr+1 sWwiew) = *a_171w1d71«+2 s—2(w1 ®w1)

1
_ Z T\ h—l)(r+2)a—1)wgh D wgon
h=0

por definicién de of, 5 5 se deduce que 073, 3d) o, od2,; (w1 ®wi) = 0. Por consiguien-
te, d§+175(w1 & wl) =0.
Considerando los otros casos de paridad de r y de s, también se obtiene (4.21]) .

(6) Se prueba por induccién sobre r que
dfs(wl ® wl) =0 (4.22)

para s > 4. En efecto :

Para r =0, dj, = _Ug,s—4d8,s—1d(1]s - Ug,s—4d%,s—2d(2)s - O-g,s—4d%,s—3dgs

En el caso s = 2n para n > 2; se sabe que df 5, (w1 ® w1) = 0 = dj 5, (w1 ® wy), luego
basta observar que df 5, 5d§ o, (w1 ® wi) = —a 'mwidiy, o(wi ® wi) = 0 para ver que
d g (w1 @ wi) = 0.

En el caso s = 2n + 1 para n > 2; se sabe que dggn(wl Quwy) =0= d%,2n+1(w1 ® wy), luego
basta observar que d 5, 1d§ o, 41 (w1 @ w1) = —a”ywidi,, (w1 ®wi) = 0 para ver que
dé,?n-{-l(wl ®wr) = 0.

Para r > 0 por hipétesis inductiva se cumple . Entonces, considerando las paridades
de 7y s se prueba que d;,; (w1 ®wy) = 0.

Observando (4.20), (#.22) y (4.5)), se concluye que d’,(w; ® wy) = 0 para £ > 5. O

Homologia de Hochschild

Sea E = A xyCy con A, Cy y f como en el inicio de la seccién .2y M un E—bimédulo.
1

U

Se asume que las hipétesis del Teorema |4.2.6| se cumplen. Sea a = nyum . Como en la

u=0

Proposicién se puede hallar los morfismos de E—bimédulos

Efs:M—>M(r,520;Ogﬁgmin(2,s)yr+€>0),
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que estan dados por las siguientes formulas:

dy. 1 o(m) = 2m — ma , (4.23)
1
o, (m) = > e mat (4.24)
h=0
1 r r —
dT,Qs—l(m) = (71) (m —A wgmwg 1) ’ (4.25)
1
371«,25(771) = (—1)7"+1 Z )\(_h_l)rwg_h_lozma_lcu;H'1 , (4.26)
h=0
oy 4(m) =0, (4.27)
&y o (m) = —yimat . (4.28)

Tensorizando M sobre E° con el complejo (X, d,) del Teorema y usando las iden-
tificaciones ¥,.s : M — M ®pe X,s, dadas por

Or2s(m) =m @pe (W1 @ w1) y Vr2e41(m) = mw, ! @pe (w1 @ wi), se obtiene el complejo

X(E M) : Xo+ X, ¢2 X e® Xy
min (2,s)
donde X,, = @ M,sy d, = Z Z Eﬁs , donde cada M,4 es una copia de M.
r+s=n r+s=n (=0

r+¢>0

Una prueba mas detallada del resultado siguiente se puede ver en el Teorema

Teorema 4.2.7. La homologia de Hochschild H.(E,M) de E con coeficientes en M se ex-

presa como la homologia de X (E, M).

Prueba. Los complejos de E—bimédulos M ®ge (X, dy) y X«(E, M) son isomorfos. Entonces,

H,(M ®pe (X4, dy)) = Hy (XL (E,M)), Vn > 0.
Por el Corolario la homologia de X.(FE, M) es la homologia de Hochschild de E con

coeficientes en M. O
Sea w,r = —xW,, W2 = - = —x. Se observa que
g g» Yg y

Wy si0<: <1

1

w, =

9 )

« sit=2,
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pues wg = wywy = f(9,9)wge = awr = .

Pero

Wet =wix = awi; luego wgpr = N'awg,

g

donde \ = —1.

Ahora, tomando m = 2wy en (4.23)) :

dyr 1 5(Fwg) = w(dlwg) — (2lwg )z
= 2wy — 1) (wew)

= 2wy — P (Nawg) = (1 — Xz wg (4.29)

Se observa que para h,s = 0,1 se tiene wgth = /\hlxhwgl .

Sustituyendo m por a/wg: en la expresion (4.24]) :

1

1
dgm (wg) = Z e M (@)t = Z R ()
h=0 h=0

1 1
= ) T Whwg) =Y T M e, (4.30)
h=0 h=0

Considerando m = 27wy en (4.25) :
dqln,zs—l(xngl) = (_1)T(33ngl - )‘rwg(xngl)wg_lﬁ

donde wya! = (wga? 1)z = (W19 wy)z = Madwg;

wgzw;1 = wéw;l = w;*1 = wg—1, asociando :
wg(:vngz)wg_l = (wg:z])(wgzwg_l) = (NM2lwy)(wge—1)
= Na'f(g,9" Nwg, flg,97 1) =1:
= Ndlwg .
Luego Arwg(m]wgz)wg_l = N1 2Iwg. Asi,
d%gs_l(xngz) = (=1)"(1 = N1 zlw, . (4.31)

Reemplazando m por z/wg. en la igualdad (4.26)) :

1
dl’Qs(xngz) = (=1t Z A(_h_l)rwg_h_la(a:ngl)oz_lng;
h=0
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—h—1 ~h—1,2 _ 1-h _—1 h+l _ ( 1-hy—1 _  h-1
donde w, " a=w, T wy =w, T a7 w T = (w, )T = wg
—h—1 7 1-h,.g
(wy"a)r? = w
= wa-wt! = N=R) 230, 1-h
g g
=1, h+1y _ — v h—1
we (@™ wy ™) = wgwen = f(g', 9" Jwgern-1

com00§z§1y0§h§1,sededucequez+h§2,z—i—h—l§2—1<2yf(gl,gh_1):1.
Ast, wy (a7l ) = wpirnoa.

Asociando

w;hila(xngz)aflw;”l = [wg*hflaa:j][wgzaflwgﬂ]

= ()\(lfh)]xng1—h)(wgz+h—1 )
AI=Piga f(gh=h g th=1y,,

)\(l—h)Jmegl = )\(_h_l)]aﬂwgz pues \2 =1 .

Por lo tanto )
d,}.zs(l'ngz) = (-1 Z ACR=DOE a0
h=0
1 1 '
Del hecho que Z A(h=DG+r=2[5]) _ Z N+7=205D. ge deduce que
h=0 h=0

1
d} oy (Twg) = (1)) N gi, (4.32)
h=0

Es necesario recordar que la homologia de Hochschild de un producto cruzado E denotada
por HH,(E), es la homologia de Hochschild de E con coeficientes en F, entonces

HH,(FE) = H,(E,E) paran > 0 (ver el Corolario[3.5.4)). Recordando que £ = A xfCy es el
K[X]
(X?)

producto cruzado de A con Cs, donde A = y C2 = (g) = {1, g}, se obtiene el siguiente
Corolario 4.2.8. Si K es un cuerpo de caracteristica diferente de 2, entonces

HH,(E) = Hy(X(Aw1)) & Hp (X4 (Awy)),
donde E = Aw @ Awy.

Prueba. Es andloga a la prueba del Corolario O
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=

(X
X2)
es una K —élgebra, donde x denota la clase de X en A. El grupo ciclico Cy = (g) de orden 2

Se asume que « es un elemento invertible del cuerpo K. Se sabe que A = =K&éKx

actia sobre A via g - = —x. Puesto que F es el producto cruzado
E=Aw & Awg R

de A con Cy, definido por wyzr = —zw, y wg = q,

se calcula la homologia de Hochschild de E = I{X[—)Qi] x 5 C3 mediante

Ho(E, E) = Ho(X(Awy)) & Hp (X (Awy)) -

Por lo tanto, se debe calcular la homologia de X, (Awg) (0 <2 < 1). Se observa que X ,(Awg)

es el complejo total del complejo doble

iy i i i
dfy dg, g, df,
Aw,e Awge Awge Awg +——— -
g g g g
dgo di, d3o 3y (4'33)
dfy dg, gy df,
Aw,e Awg Awge Awg +——
g g g g
s i i &
dy g 9o 3o Qo
Awy: Awy Ay Ay 0

donde las diferenciales horizontales y verticales son dadas por:

dgrfl,s(l.]wgl) - (1 - )‘Z)x]Jrlwgla

=

dgr,s(:vngz) = g Mg 300,
h=0

d71~,2s—1($]wg1) =(-1)"(1- /\H_T)x]wgz,

1
d} oy (Twg) = (1)1 N 2dg,
h=0
Estas igualdades fueron obtenidas en (4.29)), (4.30)), (4.31)) y (4.32)), respectivamente.

Proposicion 4.2.9. Los morfismos horizontales y verticales de (4.33|) satisfacen las identi-

dades d°d° = 0, d'd' =0 y d'd® = —d°d".

Prueba. Se deduce de la prueba de la Proposicion O
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4.3 Homologia de Hochschild de % x¢Cy parat > 3

En esta seccién se muestra la utilidad de aplicaciones (bi)lineales sobre productos cruzados,
y se expresa la homologia de Hochschild del producto cruzado % Xy Cy en términos de ho-

mologias de complejos totales de t complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado.

Sea K un cuerpo. Entonces, el anillo K[X] de polinomios en la indeterminada X con

coeficientes en K es un dominio euclidiano. En esta seccion £ = A x; C; es un producto

fé[()ti] yCi={(9) ={l,9,....,9" '} es un

grupo ciclico de orden t. Se denota por x la clase de X en A.

cruzado (ver la Observacién 4.1.9), donde A =

Por la Proposicién se asume que el 2—cociclo f : Cy x Cy — A* tiene la forma

o 1 sii+j<t
flg',9) = (4.34)
a sii+j>t,

donde 0 < 4,57 < ty a es un elemento Cy—invariante del grupo multiplicativo A* de las

unidades de A.

En esta seccién, se aplica el Teorema para obtener una resolucion proyectiva rela-
tiva de ' = A xy C; como un E—bimddulo. Luego, se desea mostrar que este complejo no
solamente da la informacion de la existencia de la homologia de Hochschild del producto cru-
zado mediante el Corolario sino también proporciona un complejo de cadenas auxiliar

para obtener su homologia de Hochschild (Teorema |4.3.11)).

La resolucién (X,,d,) de % X Ch .

Sean Y; = E®K[Cy] (s>0)y X,s = E®FE (r,s > 0). Los grupos X,s son E—bimédulos de
manera obvia y los grupos Y; son E—bimddulos via la accién candnica izquierda y la accién

F(g g wy @ g7

derecha siguiente (awg ® g’ Jbwgn = abd" "

Proposicién 4.3.1. Para (r,s >0), X,s = E®E y Y, = E® K[C{] son E—bimddulos.

Prueba. 1) E® E es un E—bimédulo.

En efecto, como producto tensorial de K—modulos, F ® E es un grupo abeliano aditivo.
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Ahora, como en la prueba de la Proposicién se dota a F ® E la estructura de un
(E, E)—bimdédulo mediante

A(a®b)=MNa)®b, (a®@b)- N =a® (bN)paraabce EQE, A€ Ey )\ € E.

Como FE es una K —4élgebra, se sigue que £ ® E es un E—bimddulo.

2) E® K[C}] es un E—bimddulo.

En efecto, como producto tensorial de K —mdédulos, E ® K|[Cy] es un grupo abeliano aditivo.
Se le dota a E ® K[C}] la estructura de un (E, E')—bimédulo como sigue.

Dados c® z y awg; ¢ e EQK[C], N\€ Ey bwgn € E se definen:

Mewz)=(A)@z, (4.35)

it+j+s

(awgyi ® gj)bwgh = ab? ’f(gj,gh)wgi ® gt (4.36)
Es claro que, se cumplen para (4.35)) las 4 condiciones siguientes
M+ ) (c®z)=AM(c®z)+ M(c® ),

(/\1)\2)(0@ .%') = )\1()\2(0@ :L‘)),
l(c®x)=c®x,
AMer®z1+c2®@x2) = AMer ® 1) + Me2 @ x2)

para todo A\, A2, A € E y todo c®x, c; @21y ca®@ a2 € E® K[C}].

Se cumplen para las 4 condiciones siguientes

Mi: (awgi @ g7)(biwgn + bawgr) = (awyi @ g7 )brwn + (awg @ g7)baw,r,

My: (awyi ® g7 ) (biwgnbowgr) = ((awyi @ g7 )brwgn )baw,r,

Ms: (awg ® ¢ wy = awgi @ g,

My: (awy ® g7 + bwgn @ gk)cwge = (awy ® gj)ngz + (bwgn @ gk)nge para todo biwgh, bawgr,
cwye € E'y todo awg ®gly bwgh ®g" € E® K[Cy.

En efecto, sélo se verifica la condicién My ya que las otras condiciones son inmediatas:

My: (awgi ® gj)(blwghbgwgk) = (awg,- & gj>(b1bgghf(gh, gk)wgh+k)

h itits ., s -
= a(biby? (9", 6")" T F(g 9" wg @ TR (1)
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z+J+§f(g] )wgi ® gj+h,
Z+J+S

“Fg 9wy @ g bow

1+ +s i+j+h+s . .
=ab 9" f (g7, gt T F (g7 9wy @ TR (2)

como (awgi ® g7 )brwgn = aby

Moy: ((awgi (= gj)blwgh)bgwgk = (ab1

puesto que f(g%, ¢’) es Cy—invariante, f(gh,gk)gjf(gj,gh+k) = f(¢’, g") f(¢ ", g%), conside-
rando que f(g7,g") € Z(A), de (1) y (2) se tiene que

(awgi © ¢7) (b1wgnbawgr) = ((awg: @ g7 )brwgn )bawgk .

Finalmente, dado A = cw,c € E para ver la compatibilidad de (4.35) y (4.36)), se calculan (3)
y (4):

[Aawgi ®gj)]bwgh = [(cwgeawyi) @ ¢’ ]bw h
= [caglf(g 797')(") e+i @ g]]bwgh

¢ . .
= ca? f(g", g')b’ Fg M wgess @ g7 (3)

L+i+j+s

Z+J+s

“Fle g wg @ g7t
)@ (g M wg @ g
TR g (G 9wy @ gL (4)

Comparando (3) y (4), [Maw, @ g7)]bwgn = A(awgi ® g7 )bwgn]. O

M(awyi ® g7)bwgn] = A(ab

= (ng

= c(ab?

Se definen :
para (r,s > 0), y para los E—bimédulos X, = E® E'y Y, = E ® K[C}], donde las acciones

izquierdas y derechas de Y; y X,.; son dadas en la prueba de la Proposicién ;

los morfismos de EF—bimédulos ps @ Xos — Ys (s > 0) , 05 : Yy = Yoo (s > 1)y
do : X, — X,—15 (r>1), por

ps(awgi @ bwy;) = a(g s blwyi ® 7,

62sfl(awgi ®g ) a’f(ga gj)wgi ® gj+1 - a’f(giv g)wgi+1 ® 9]7
t—1
Oas(awgi @ g7) = Y _af(g' g flg" g )wgin @ g
=0
dgrfl’s(awgi ® bwgyi) = awgi ® Thwy — a(g™s - T)wgi ® bwy,
t—1
d2rs( awgi @ bwg;) = a(g™s - xh)wgi ® a:t_h_lbng;
=0

j—h—1
Y

>

>
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los morfismos de E—modulos izquierdos 083 Y, > Xos y

0 .
Opy1,s - Xrs = Xpy1,s, POI

00s(awy ® ¢7) = awyi ® w,

m—1
0 i h —h—1
O9r—1 AWy ® TMwy;) = Z a(g™ 2wy @ 2™ Wei
h=0
0 sim<t—1

0
09 s(awgi @ 1wy ) =
aw i ®ng sim=t—1.
El elemento awgi

awgi @ g0 = awgi (w1 @ Dwgy;.

® ¢’ de E ® K[C}] se puede descomponer en la forma

Se observa que
8sflas(@‘-)l & 1) = 6sas+1(w1 ® 1)
t—1
= > a ' flg 97" Nwp @ g™" Za (g", Pwgnir @ g~

Lema 4.3.2. Se cumple la igualdad

t—1
Zoflf(g,g wh®g Za f(g gwh+1®gh1.
h=0

Prueba. Se hace asociando apropiadamente, cambiando una variable y teniendo en cuenta
que f(g~" 1 g") =1=f(g7" 2 ¢"") para 0 < h <t —2.

En efecto, a partir de 0 < h <t — 2 se obtiene que 0 <t— (h+2)<t—2<ty
1<t—(h+1)<t—1<t luego f(g" 1, g") = flg" ", g") =1yaque (t—h—1)+h <t
v g2 ") = flg " M) = 1yaque (t—h—2) + (h+1) <t

Por otro lado, haciendo cambio de variable A’ = h — 1 y renombrando ésta por h :
t—1 t—1
Yo g g e g = wiel+ Z a ' flg, g " Nwgn @ g 7"
h=0 =

= Za_lf )wh+1®g limel.

Aplicando la condicién de cociclo y C;—invarianza de f(g°, g7):

flg.g "% = f(g‘h‘2,g)=f(g‘h‘2,g)f(g‘h‘1,gh)



t—1

t—2
S a g g wp g = D aT g g @gT T Fwr @1
h=0 h=0

t—1
= Y o' (g Pugp @ g
h=0

El elemento awg: ® bwy; de ' ® E se puede descomponer en la forma
awgi @ bwg; = awgi(wr @ wi)bwg;.

Se observa que

dgrfl,sdgr,s(wl ® wl) = dgr,sd8r+l,s(w1 ® wl)
t—1 t—1
= Zg§ P @ 2Ry — Zg§ ") @ 2t
h=0 h=0

Lema 4.3.3. Se cumple la igualdad

t—1 t—1
Zgi- 2w @ 27wy = Zgﬁ- 2"y @ 2t h e
h=0 h=0

Prueba. Sea P(X) = X' parat >3, x = X + (X"). Entonces

P(z) = P(X) + (X*) = 0 en A. Aplicando el automorfismo ¢ del K—4lgebra A, se obtiene
gEP(x) = 0. Se sigue que z! =0, g¢- 2! = 0.

Por lo tanto wy ® ztw; = ¢% - vlw; ® wy = 0.

Asociando apropiadamente y cambiando variable h = h’ + 1 en una sumatoria

t—1 t—1
Z g*- hw @ 2w = w @ 2ty + Z g*- zhw) ® 2wy
h=0 h=1
t—2
= g% 2"l @ 2wy 4+ g2 dtwy @ wy
h=0
t—1
= ¢l @ 2w
h=0

Observacién. Se pueden descomponer como elementos de E—mddulos izquierdos:

awyi @ g7 = awyi(w1 ® ¢7); awy @ buwy = awyi(wr @ bwg; ).
Lema 4.3.4. 0¥ es una homotopia de contraccion en gCh.
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Prueba. Se verifican las igualdades pusol), = idy,, di,0%, + od.us = idx,,,

0 0 0 0 - 0 0 0o 40 _
d2r,502r,s + 02r—1,5d2r—1,s - ZdXQr—l,s y d2r+1,502r+1,s + UZr,sdQT,s - ZdX2r,s (T > 1) :
Esto se hace con las 6 igualdades siguientes :

(1) :U’So-gs(wl ®gj) = w1 X g] )

S

(2) 0fts(w1 ®@ 2™wys) = (g5 2™)w1 @ wy; para 0 <m <t —1,

w1®xmng si 0<m<t—1
(3) Ugr—l,sdgr—l,s(wl ® xmng) = .
w1®xmng —-T st m=t—-1
t—1
donde T = Z:(g§ cMw; ® :Utfhflng,
h=0

2 & o0 mo 0 si0<m<t—1
() 27’,50-27“,3((“‘}1@‘1' wgJ)_ >
T sim=t—1

(5) 09, o3, o(w1 @ 2Mwy) = (95 2™ )w1 Qwys para 0 <m <t —1,
0 si m=0

(6) d8r+1,508r+1,5(w1 ® xmng) = . .
w1 @MWy — (g% T™Mwr ®uwy st 0<m <t —1

En efecto :
(1) psoQs(w1 ® g7) = ps(w1 @ wgyi) = w1 ®@ g7 ;
(2) para0 <m <t—1
Toshts (W1 ® 2Mwgi) = ag,((9% 2™ wr © g7)

= (g% 2™ w1 ®wy;

(B) para0 <m<t—1

0 0 0 1
JQr—l,sd2r—1,s(w1 ® xmng) = U2r—1,s(w1 ®zm* Wgi — (g§ ’ $)Ld1 ® wmng)
m
= g (g% 2" ® ajm_hng
h=0
m—1
- (g% 2" Mwy @ 2™ " lwy = w ® 2wy |
h=0
(3) param=1t—1
d9 (w1 ® 2™wy) = w1 ®ztw,; — g% zw @z lw,;
2r—1,5\W1 g7 1 gi — g 1 g7

_ s t—1 . t
= —g w1 ®r “wy puesz =0.

160



0 0 m ) _ 0 s t—
0-27‘71»3(127'7175(&)1 ® x ng) - _0-27'71,8(9 T TWi ® X

=2
h+1 t—h—2
= —E g - e Wi

1ng)

= =Y gt ey,
t—1
-1 h t—h—1
= wier wy ) ¢t @
h=0

0 si 0<m<t-—1
(4) puesto que agm(wl ® xMwy) =

w1 ® Wi sim=t—1,
t—1
h t—h—1
dST,s(m@ng) = g g ' @ Wyi s
h=0

2 o0 (01 ® 2™w,) = 0 si 0<m<t-—1
2r,s92r,s\W1 © T Wy .
T sim=t—1;

(b) para0 <m <t—1
t—1
Ugr,sdgr,s (w1 ® xmng) = Ugr,s(z g% J;hwl X $t7h71+mng)
h=0

0

t—1
= 09,5(9% 2w ® T wy;) para h =m

= ¢ 2" Quw

g7 3
0 si m=0
0 m ) — -1
(6) como 02r+1,s(w1 R ng) - < s h m—h—1 ;
g g T'w T Wyi Sl O<m<t-—1
] h=0
para 0 < m <t — 1 se tiene
0 s h m—h—1 . _ s h m—~h ) s h+1 m—h—1 .
dyri1,59% "W @ wei] = ¢ '@ wy — g2 T w @ Wei-
Solamente subsisten los términos extremos en la suma del segundo miembro
m—1
0 0 h —h h41 —h—1
4,11 09 (W1 ®aMwy) = Y [ dtw @™ wy — gt 2" oy @ ™ )
h=0

= w® a:mng — g2 2" ® Wi -

Por lo tanto,
0 0 m 0 si m=0
d2r+1,sa2r+1,s(w1 ® T ng) = .
w1 ® TMwgs — (g2 - xm)w1®ng si 0<m<t-—1
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Las tres condiciones iniciales sobre el diagrama de E—bimoédulos y morfismos de
E—bimoédulo se cumplen. Esto se debe a que: La columna del diagrama es un complejo de
cadenas de E—bimddulos, segiin el Lema y las filas del diagrama son complejos de
cadenas de F—bimdédulos, segtn el Lemay la igualdad psd{, = 0. Debido a que se tiene
el isomorfismo X,; 2 F ® K ® E y las filas del diagrama son contractiles como complejos de

E—médulos izquierdos, segtn el Lema

Teorema 4.3.5. [27, Theo. 2.1.1] Sean los morfismos de E—bimddulos, dfs, construidos con

D541, Hs, 095 (8> 0); dQH’S Y 0'9+17S (r,s > 0) como en (4.5)). Entonces el complejo

Iz di da ds

E

Xo X3 X9

S
donde p(awy @ bwgy;) = abng(gi,gj)wgiﬂ, X, = @ X5 yd, = Z des,
r4s=n r+s=n (=0
r+£>0
K[X]

es una resolucion proyectiva relativa del E—bimddulo ™ K Cy .

Prueba. Sea pi: Yy — E el morfismo de E—bimdédulos definido por
flawg: @ ¢) = af(¢', ¢’ Jwgi+i- Como se cumplen las 3 condiciones iniciales del diagrama

(4.4) en la categoria de E—bimdédulos, entonces por el Teorema |4.1.10| se debe verificar que

9] 0
E H Y-O 1 2

03
Yy o

Yy

es contractil como un complejo de E—mddulos izquierdos, cuya homotopia de contraccion

Jal:E%%ya;:lesHKgH (s > 0), es dada por

oy H(awyi) = awg @1,

g
j—1
gy (awy @ g) =Y af(g, g"wgien @ g7 ",
h=0

1 ; si 0<j<t—1
Ogs (awgi @ g7) =
aowg @1 st j=t—1.
Esto significa que se cumplen las igualdades siguientes jio, L= idg, ooy Ly oy = idyy,
3250591 + 02‘511825_1 =idy,, , ¥ 8234.10'2_511 + 02_51825 =1idy,, (s>1).
En efecto, por E—linealidad izquierda de las aplicaciones que aparecen en las igualdades

anteriores se debe probar que se cumplen las 6 igualdades :
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(1) fiog ' (w1) = w1,
(2) Uo_lﬁ(wl@ﬁgj):ng@lparaOSjSt—l,

w) @ g si0<j<t—1
(3) 09y 10251 (w1 ® ¢7) = At
2ol w1®gj—ngh®g_h_1 si j=t—1
h=0
0 si0<j<t—1

(4) O2503, (w1 @ ¢) =

t—1

S up g s j—to1
' h=0

(5) 09 Oas(w1 ® ¢7) = Wy @lpara0<j<t—1,

1 . si j=0

(6) O2s4109541 (W1 ® ¢7) = . .

w®g —w, @1 s 0<j<t—1

Se observa que (1), (2) y (4) se siguen inmediatamente de las definiciones de los morfismos.

(3) para 0 < j <t — 1 usando las propiedades del 2-cociclo f se obtiene que :

e 10251 (w1 ® ¢) oo 1 (9,9 )w1 ® ¢ — £(g% g)wy ® ¢)

J Jj—1
= > F@0 9w @ g7 =D flg, 9" wghi @ g7
h=0 7=0

= weg,
(3) para j =t — 1 se tiene que :
‘7275171625*1(“)1 ® gj ) = *053£1(Wg & gj) pues orden del grupo ciclico es ¢
t—2

= =Y flg,9"wpn @92
h=0

t—1 t—1
= —ngh ®g_h_1 =w ®gj - ngh ®g_h_1 ;
h=1 h=0
(5) para 0 < j <t —1 se tiene que :
t—1
OogOas(W1 ®¢7) = U;sl(z oz_lf(g_h_l,gj)wgh ® g7, para h=j:
h=0

= o3 (@ flg7 T g wu @ g
= Wy ® 1;
0 si g=0

(6) del hecho que 0, (w; ® ¢7) = { L .
e dwp g st 0<j<t-1
h=0
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ypara0<j<t—1

J—1 j—1
825+1(Z Wyh ® gjihil) = Z[f(gagjihil)wgh ® gjih - f(ghvg)wghﬂ & gjihil]
h=0 h=0

= flg.d Hweg - f@ " gwy ©1
= W1®gj—ng®l
si =0

resulta que 823+1a£9£rl(w1 ®g)) = 4 ) O
w1®gj—ng®1 si 0<gj<t—1

Férmulas para los morfismos d-,.

El siguiente teorema proporciona las férmulas para los morfismos dfs que aparecen en la
resolucién proyectiva relativa de F, obtenida en el Teorema La prueba inductiva del

teorema se realiza sobre las columnas, basdndose en la bilinealidad de d’ y la definicién de

al..
t—1

Teorema 4.3.6. [27, Theo. 2.2] Sean g- = = \x donde A € K y a = Z'yux“. Entonces :
u=0

dvl“,Qs—l(wl ® wl) = (_1)ng @ wy — (_1)T>‘(t_2)[%]+rwl & Wy,

t—1
dy gs(w1 ®wr) = (=1)"*! Z ACPDEDIEHD 01 4 0w,
h=0
d%rfl,s(wl ®w) =0,
t—1 u—1
d%r,s(wl & WI) - —0471 Z Z")/ugﬁ . xhwl ® xU7h71wl7
u=1 h=0

dby(wy ®@wy) =0, VL > 2, donde [g] denota la parte entera de g .

Prueba. (1) Se prueba por induccién sobre r que

dy o5 1 (W1 ®wi) = (=1)"wy @ wy — (—1) A0 @ w, (4.37)
para s > 1.
En efecto :
Para r = 0, dé,25—1 = —08,25_2825—1M23—1, luego pos—1(w1 @ wi) =w; @1,
Ds—1(w1®1) = flg.Dwi®g— f(l,9)wy®1

= wl@g_wg®1a
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08,2372((")1 ®g—wg® 1) = w1 Qwyg —wg ®wi.

Por lo tanto

1 0
dpos—1(W1 @w1) = =002, 9025—1H25-1 (w1 ® w1)
= Wy Quw) — w1 Qwy

= (—1)%, ®w; — (~1)°AEDEIH0, @, (4.38)
Para r = 2n — 1 (n > 1) por hipétesis inductiva se cumple (4.37). Se va a demostrar que

di+1,25—1(w1 ® Wl) _ (_1)r+1wg ® wy — (_1)r+1)\(t—2)[%]+(r+1)w1 ® w, -

Puesto que d71~+1,23—1 = _0-7("]+1,25—2d71",25—1d2+1,25—1;
t—1
dg+1,25—1(wl ®wr) = Zg ahw @ 2wy
h=0
t—1
dy 510711 251 (W1 ©w1) = Z g-awidy 5 g (w1 @w)a "
h=0

recordando que d}q,stl(wl Dw) = (—1)wy ®wy — (—1)"AEDEHTW @ W, se calcula
. xhwl Wg) =g - mhw w1 xt*h*1w1 = xt*h*1w1
(g )(wg) = g+ 3 w,, :

(W) (@) = g-a e, goz=Az

Atmh—lgt=hly,

Reemplazando estos valores
t—1
d11”,2571d7q+1,2571(w1 Qw) = (=1) Zg cahwg @ 2l
h=0
t—1
o (_1)7" Zg . xh}\(t—2)[§]+rwl Q )\t_h_ll't_h_lwg )
h=0

Aplicando la definicién de o 1252 Para h =10

lwl)

0 1 0 0 —
Ur+1,23—2d7“,28—1dr+172s—1(wl ® wl) = (_1)T0r+1,2s—2(w9 ® at
(10 e s @ Nt )

= (—1)wyg®@w — (~1) A @ 0y
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2n —1
Como 7 =2n — 1 paran > 1, [g]:[ n2

| =n — 1. Operando en la exponente

(t—2)[g]+r+t—1 = (t—-2)(n—1)+@2n—1)+t—1

— (—ntom=(t—2 ]

[+ (r+1);
de modo que
US+1,25—2d71~,2s—1d9+1,25—1(Wl Qwr) = (—1)'wy ®w — (—1)T>\(t_2)[%}+(r+l)w1 ® wy .
Por lo tanto
d71~+1,2s—1(w1 ®wr) = (_1)r+1wg ® w1 — (—1)r+1)\(t_2)[%]+(r+1)w1 D wyg .
Para r = 2n (n > 1) por hipétesis inductiva se cumple (4.37). Se va a probar que
dyy 951 (w1 @wi) = (1) wy @wy — (—1)rHIACIT Iy, @ Wy .
Puesto que d71~+1,23_1 = —0'9+1,25—2d71",23—1d2+1,2s—1;
d9+1728_1(w1 RQuwl) =w ®aw — ¢ Tw Qwy ,
d71~,2571d8+1,2571(wl Quwi) = d71",2sfl<w1 ®wr)rws — g - wwld}”,Zsfl(wl ® wi)

= (—1)'wy ® zwy — (=) AE2EHy @ g - Twg
+ (—1)g-zw, @w — (=1)TINEDERTG g @ w,
Se observa que r + 1 es impar, ¢ - ¢ = Az, entonces

079+1725_2((—1)7"+1g CTWg ® Wy — (—1)”1)\“_2)[31”9 - 2w1 ® wy) = 0, de modo que

Oy 125 20y oe 10y 4105 (W1 QW) = 009, o((—1) wg ® zw)
09+1,2s—2((_1)T)\(t_2)[%]+rw1 ® Azwg)

_ (_1)rwg ®wy — (_1)r)\(t—2)[§]+r+1wl ® Wg;

2 1 2 1
como 7 = 2n para n > 1, [f] :[—n] = n. Se nota que [rJr 1= nt | =
2 2 2 2
Operando en la exponente
r
(t—2)[§]+r+1 = (t—2)n+(2n+1)
r+1

= (-] + (1)
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de modo que
_oy[rtl
‘719+1,2572d71~,2571d19+1,2571(wl Quwi) = (—1)"wg ®@wy — (—D)rAEAETHr Dy, @ Wy -

Por lo tanto

d71~+1,2s—1(w1 ®uw) = (-1)"w, ®w; — (—1)r+1)\(t_2)[#]+(r+1)w1 ® wyg .

(2) Se prueba por induccién sobre r que

t—1
di,2s(w1 Ruwy) = (_I)T—H Z /\(_h_l)((t_Q)[%Hr)a_lwgh ® Wyt—h-1 (4.39)
h=0
para s > 1.
En efecto :
Para r =0, dj o, = —00 551024125, 11€g0 fins(w1 ® w1) = w1 @1,
t—1 t—1
Dos(wr®1) = > f(Lg"a " flg" Dwp g =Y aTlwp @ g,
h=0 h=0
t—1 t—1
08725—1(2 o lwg @ g = Z o lw ®wynot
h=0 h=0
Por lo tanto
o5 (w1 @w1) = —00 95 1Opizs(w1 ©wi)

t—1
_ -1
= E Q “Weh ®wgfh71
h=0

t—1
= (~1)°F Y ACRDEDE0 0y @ Wy (4.40)
h=0

Para r = 2n — 1 (n > 1) por hipétesis inductiva se cumple (4.39)). Se va a probar que
t—1 N
dyy125(w1 @ wy) = (=1)7F2 Y AR 00 @ wpenot.
h=0

1 _ 0 1 0 .
Puesto que dr+1,25 - _0r+1,2s—1dr,2$dr+1,2s )

t—1
0 k t—k—1
dr+1,28(w1 ®uw) = E w1 ®x w1,
k=0

t—1
10 kol t—k—1
Ay o5y 0s(W1 @ w1) = E Trwidy o5 (w1 ® W)z wi , donde
k=0
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k 1 t—k—1
Tiwid; 9s(wW1 @ w1)T w1

t—1
= kal [(—1)T+1 Z )\(_h_l)((t_Z)[%]—’_T)Oz_lwgh & wgtfhfl]azt_k_lwl
h=0

t—1
_ (_l)r-',-l Zxk}\(—h—l)((t—Z)[%H—r)a—lwgh ® gt—h—l -mt_k_lwgtth,
h=0

t—1
~ (et Z xk)\(—h—l)((t—2)[%H‘T)a—lwgh ® Ay TRy
h=0

Como r 4 1 es par, subsisten algunos términos para k = 0:

0 1 0
O-r+1,2571dr,25dr+1725 (wl X Wl)
t—1

_ (_1)T+102+1,2571 (Z )\(fhfl)((th)[%]+r)a71wgh ® (Afhflx)tflwgt_h_l)
h=0
t—1
= (1)t Z )\(—h—l)((t—2)[g]+r)+(—h—1)(t—1)a—1wgh © wyt—n1.
h=0
1 2
Como r =2n — 1 paran > 1, [%] = [771] = n. Operando en la exponente
+1
(=h—1)((t =2 2]+ (r+1)) = (=h—1)((t—2)n+2n)

= (=h—=1)(n);
por otro lado,

(~h=D((t=2)[G] + 1)+ (~h =Dt -1)
= (“h=1)((t=-2)(n—=1)+2n—1)+ (=h = 1)(t = 1) = (=h — 1)(tn);

t—1
U?+1,2371d71‘,2sdg+1,23(w1 ® wl) = (_1)T+1 Z A(ihil)((tiz)[rgl]+(T+1))a71w9h ® wgt_h_l'
h=0

Por lo tanto
t—1
d71”+1,2s (wl ® wl) - (_1)T+2 Z /\(—h—l)((t—2)[%]+(r+l))a—lwgh & wgt—h—l .
h=0

Tomando r» = 2n para n > 1, luego procediendo por induccién como en el caso anterior se

prueba que
t—1 B
Al 1 slen ®wr) = (—1)72 ST ACHDOEDERIHT ) 01y @0,
h=0
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(3) Se prueba por induccién sobre r que

d%r—l,s(wl ® UJ1) =0 (441)
paras>2yr>1.
En efecto :
Para r = 17 d%s = _Ug,sf2d(2)sd(1)s - Ug,sf2d%,sfld%s :

En el caso s = 2n para n > 1; d(l]gn(wl Ruwi) =w ®rw) — Tw] @ wi,

g 9nd) o (w1 ®@w1) = df gy (w1 ® wi)zws — TW1d} 9, (W1 © w1)
t—1 u—1

= (—oz_1 Z Z Yz w1 @ x“_h_lwl)xwl

u=1 h=0
t—1 u—1

- awi(—a? Z Z Yutw @ 2471w

u=1h=0

por definicién de 0[2)72,1_2 subsiste un término

0 2 10 _ 0 -1 t—1
09 9n—20d5 9,071 2 (W1 ®W1) = 099, o(—p—10" W1 ® T wi)

-1
= V-1 w1 QWi .

t—1

Recordando que dbn(wl Rwy) = Z )\(fhfl)aflwgh @ wyeno1,
h=0

d%,2n—1(w1 Qw) = —Wg Q@ wi + Awi @ wy :

1

di2n—1d%,2n(w1 Quwi) = )\(_h_l)a_lwghdi%_l(wl & W1)wgt7h71

=0
t—1

= — A(fhfl)aflf(gh, GIWgh+1 @ Wyt—n-1

h=0

1

o~
|

>

-+
I

+ )\_ha_lwgh ® f(g,gt_h_l)wgtfh .
=0

>

Por definicién de 09, o subsiste un término

0 1 1 _ 0 ~1
099201 2141 2, (W1 ®W1) = 099, (0™ w1 ® aw)
t—1

0 -1 u
= 0-2,27172(5 Yu w1 ® 2 wy)
u=0

-1
= %10 w1 Quwrp .
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Por lo tanto

2 0 2 10 0 1 1
dign(W1 ®w1) = =039, 905 2,1 2, (W1 @ W1) = 05 9,95 9511 2 (W1 @ w1)

~1 1
= Y10 w1 ®wp — o1 w®@uwp =0.

Tomando s = 2n + 1 para n > 1, luego procediendo como en el caso anterior se

obtiene df 5, (w1 ® wy) = 0.

Para r > 1 por hipdtesis inductiva se cumple (4.41]). Se va a probar que
2
A5 11)—1,s(W1 @ w1) =0.

_ 2 _
Tomando s = 2n para n > 1, se debe obtener d2(r+1)_172n(w1 ®wp)=0.
2 _ _.0 2 0 0 1 1 )
Puesto que d2r+1,2n = _U2r+2,2n72d2r,2nd2T+1,2n - 0-27'+2,2n72d2r+1,2n71d2r+1,2n’

del hecho que d8r+172n(w1 Qwi) =w ®Tw) — Tw] @ wi,

2 0 2 2
d2r,2nd2r+172n(w1 ® wl) - d?r,?n (wl ® wl).’Ile - wwler,Qn(wl ® wl)
t—1 u—1
= (—a_l E E ’yuxhwl ® x“_h_lwl)mwl
u=1 h=0
t—1 u—1
- $w1(foz_1 g E Yz w1 ® x“_h_lwl)

u=1 h=0

por definicién de o9, +2,2n—2 Subsiste un término

1 1

0 2 10 _ 0 - t—
O9r 2202927 20 @2 1120 (W1 @ W1) = 09499, o(— V10 W1 @2 W)

—1
= M1 w1 QWi

t—1
como dérﬂgn(wl Ruwp) = Z )\(_h_l)(”“)a_lwgh ® wyt—h-1,
h=0
d%?’+1,2n—1(w1 Ruwy) = —wy QWi + Aty ® Wy :

t—1

A(fhfl)(thq)a*lwgh d%r+172n71 (w1 ® W1)wgt—h—1

1 1 _
dayi1.9n-142r 11 20 (W1 @ W1) =

h=0
t—1
- — Z )\(_h_l)(tr+1)a_1f(gh, g)wthrl ® wgtfh—l
h=0
t—1
+ )\—h(tr+1)a—1wgh ® f(g,gt_h_l)wgt_h (4‘42)
h=0
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segin la definicién de 69, 5 ,,_, subsiste un término

0 1 1 _ 0 —1
09 +2.2n—282r 41201827 41,20, (W1 @ W1) = 09499, (0™ w1 ® awy)
t—1

_ 0 -1 u
= 02r+2,2n—2(z Y w1 @ zwr)
u=0
—1
= V-1 w1 Quwy .

Por lo tanto

2 _
d; 2(r+1)— 1,2n(UJ1 Quw) = U2r+2 2n— 2d2'r an27‘+1,2n(w1 ® wi)
0 1 1
— 09 4290-209,41 90— 19,41 25 (W1 ® w1)

1 1
= M1 w1 Qwp — o1 w1 ®@wy =0.

Tomando s = 2n + 1 para n > 1, procediendo como en el caso anterior se obtiene

d3(7"+1)—1,2n+1<w1 ®wi)=0.

(4) Se prueba por induccién sobre r que

t—1u—1
dQTs(wl ®w) -1 Z Yu (g2 - 2wy @ 24w (4.43)
u=1 h=0
para s > 2.
En efecto :
Para r =0, d3, = —0(1)75_2d(1)78_1dés.
En el caso s = 2n paran > 1; d02n(w1®w1 Za Wgh @ Wyt—h—1,
t—1
d(1),2n71d(1),2n(w1 ® wl) = = Zailwghd(l)anl(wl X ("}l)wgi—h—1 por ‘ )
h=0
t—1
= — Z a_lwgh (LUg RQwy —w1 ® CUg)wgtfhfl,
h=0
t—1
= [a_lwgh b2y f(gv gt_h_l)wgt*h - a_lf(gh)g)wgh+1 @ wgt*hfl]
h=0
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por definicién de ¢y, , subsiste un sumando

O-?,2n—2dé,2n—1d(1],2n(w1 Quw) = U?,2n—2(a_lwl ® awr)
t—1
= 009, 0D yuowr @ 2"w))
u=0
t—1 u—1
= Z Z 'yua_la:hwl @ 2% 1y
u=1 h=0
t—1 u—1
Como s = 2n =0, dos(wl ® wi) -1 Z Z Yu(g® - w1 ® 241y,
u=1 h=0

En el caso s =2n + 1 para n > 1; dé’2n+1(w1 Qwi) =wy ®w) — w1 Wy,
dj on o on i1 (W1 @ w1) = Wedp g (W1 ® wi) — dg g (w1 ® wi)wy por (£A40)

t—1 t—1
= wy(— E QT Wgh @ Wyt—n-1) — (= E QT Wgh @ Wyt—h-1)wWy
h=0 h=0
t—1

= Z Oéilwgh & f(gtihil, g)wgt—h

- Zg gg)Wh+1®wth1

por definicién de ¢{,,, | subsiste un término

t—1
2 0 1 0 -1
dyont1(W1 ®@wi) = =079, 1@ w1 ®awy) = _Ul,2n—1(§ Yl w1 ® W)
u=0
t—1 u—1
= —a! E E Yug - T @ 2w
u=1 h=0
t—1 u—1
Comos=2n+1=1, dos(w1®w1 15 Yu(g® - x w1®$Uh1
u=1 h=0

Para r > 0 por hip6tesis inductiva se cumple (4.43)). Se va a probar que

t—1 u—1
2 -1 —h—1
A3 11),s (W1 @ w1) Z Yulg® - 2wy @ 2"y
u=1h=0
Tomando s = 2n para n > 1, se debe obtener
t—1 u—1
2 -1 h-1,,
d3(r11),2n (W1 @ w1) Yuzwy @ T

u=1 h=0
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0 2 0 0 1 1
Puesto que dQ(r+1) 0-2r+3,2n72d27‘+1,2nd2(r+1)72n U2r+3,2n72d2(r+1),Qn—le(rH)Qn’

calculando
d2(r+1)2n w1 ® wy) Zx w1 @zt )

t—1

2 0 _ o2 t—ho1
3y i 120891y a0 (@1 @ w1) =Y a"wid3, 1 g (w1 @ wi)z' " ey
h=0

donde d3, |1 o, (w1 ®w1) = 0. Asi, —08r+372n_2d%7n+172ndg(w+1)72n(w1 ®wi) = 0. Por otro lado

t—1
d%(r+1)’2n<w1 Ruwy) =— Z)\(fhfl) (r+1) g1 Wgh @ Wgt—h-1 ,
h=0
t—1
d%(’l‘-ﬁ-l),Qn—ld%(T—f—l),Qn(wl@wl) Z)\( h=1)t(r+1) o, —1 Wy hd 2(r+1),2n— (w1 ®w1)w Wyt—h-1 donde ,
h=0

d%(’/‘—i—l),Qn—l(wl QW) =wg @wr — Ay ® wg. Luego,

dl(r—i—l) 2n— 1d2(r+1) 2n(w1 ® “‘)1) = - Z )\(—h—l)t(r—i-l)a—lf(gh’ g)wg’”rl ® Wyt—h—1

t—1
+ Y AT @ Fg, g wgien,  (444)
h=0

se observa que para h = 0, f(g,¢""""1) = a. Por lo tanto

2 0 -1
d2(7“+1),2n(w1 Qwi) = *U2r+3,2n_2(04 w1 ® awr)
t—1

_ 0 -1 u
= —U2r+3,2n—2(2%04 w1 ® r'wr)
u=0

t—1 u—1

= foz_lg g Yty @ 2l

u=1 h=0

Similarmente, se obtiene

t—1 u—1
dg(rJrl)’an(wl @ wl) =—a”! Z Z'Yug : ﬂfhw1 X :L‘u_h_lw1
u=1 h=0
(5) Se prueba por induccién sobre r que
dis(wl & wl) =0 (445)

para s > 3.

En efecto :
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_ 3 _ _ 0 2 1 0 1 2
Para r =0, dj, = _02,873d0,371d08 — 09— 3d 2d03

En el caso s = 2n paran > 2; dogn(w1®w1 E a” CL)h®CL)th1,
t—1
d2 o, 1db o, (W1 @w)) = — “Lond? o, 1 (w1 ® wi)
0,2n—-140,2n W1 W W1) = @ WghGg,2p—1\W1 W W1)Wgt—h-1
h=0
t—1 u—1
:—ga wgh ( -1 Yug - Fwy @ 2Ry 1)Wgt—h-1
u=1 k=0
t—1 t—1 u—1
= E g a tg (0 tyg - a:)wgh ®m“_k_1wgt7h71.
h=0u=1 k=0

Elhechoque 1 <u<t—-1y0<k<u—1implicaque0<u—k—-1<t—2,

por definicién de 0§ ,, 3 se deduce que 085, 3dg 5, 1df o, (W1 © w1) = 0.

t—1 u—1
Por otro lado, do on (W1 ® wi) -1 Z Zvux w1 Q' k=1, 1,
u=1 k=0
t—1
diQn—Q(wl Qwy) = Z A(_h_l)a_lwgh @ wgt—n-1, luego
h=0

1 2
d1 99—2d( 2 (W1 @ w1)

t—1 u—1
-1 kgl —k—1
= —« g g YuT widy g, _o(W1 ® wr)x" w1
u=1 k=0
t—1 t—1 u—1
= — Z Z E (a_lvuxk)\(_h_l)a_l)wgh ®ght ‘I’u_k_lwgt—hfl ,
h=0u=1 k=0

donde gtfhfl X xufkfl — ()\fhfl)ufkflm.ufkfl.

Como 0 <u—k—1<t—2, por definiciéon de 087%_3 se deduce que
09 on301 9205 2n (w1 @ w1) = 0. Por consiguiente, dj ,, (w1 ® wi) = 0.

Similarmente, se obtiene d872n+1(w1 ®wi) = 0.

Para r > 0 por hipédtesis inductiva se cumple . Entonces, considerando la paridad
de r y también la paridad de s se prueba que d§+17s(w1 ®w1) = 0. En efecto :
En el caso en que r es par y s es par; d2+175(w1 ®wl) = w1 ® 2wy — Twi ® wy, por hipdtesis
inductiva d3,(w; ® wy) = 0, entonces
d3d) (w1 @wi) = dy (w1 ® w)zw) — zwidi, (w1 ® wi)wy = 0.

3 70 _
Asf, Ur+3,s—3drsdr+1,s(w1 ® wl) =0.
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t—1
Como d}ﬂﬂ’s(wl Ruw) = Z)\( A=D1+ -1 Wgh @ Wyt—h-1, d72"+1’571(w1 ®wy) =0:
h=0

t—1
R 1) _
A1 s iy (w1 ®@wr) = Z)\( P 0 d? (w1 @ wn)wgeena
h=0
= 0.

0 2 1 _
Luego, Jr+3,s—3dr+1,s—1dr+1,s(wl ® wl) =0.
Por otro lado, d,2ﬂ+1,3(w1 ®wi) = 0 pues r + 1 es impar; de modo que
036 3lrio s odi g (w1 ®wr) = 0. Por consiguiente, d?, | (w1 ®w) = 0.
En el caso en que r es par y s es impar, también se obtiene la misma igualdad.

En el caso en que r es impar y s es par; 7 + 1 es par y

3 — 0 3 70 0 2 1 0 1 2
dr+1,s = 70r43,5— Sdrsdr—H s r+3 s— Sdr-i—l s— 1d7’+1,s - 0—7"+3,s—3d7’+2,5—2d7“+175 :
Puesto que dr+1 s(w1 ®wr) Zx wr @ 27"y, @B, (w1 @ wr) = 0, se sigue que
t—1
_ h 3 t—h—1 0 3 70 —0-
drsdr+1 5((.«)1 ® wl - § 'CL' ou1d'r’s (wl & wl)x w1y 0r+3,s—3drsdr+1,s(w1 ® wl) =0;
h=0
t—1
r+1
dr+15(w1®w1 E A=D1 Woh @ Wyt—h—1,
h=0
t—1 u—1
d? (w1 ®@w -t a*w @ xRy
r+1,s—1 W1 1 Yug - 1 1
u=1 k=0

2 1
dr+1,s—1dr+1,s (wl ® wl)

= - Z A(_h_l)(t[%])@_lw‘ghdz+178_1(Wl & W1)wgt—h—1

t—1 u—1
= g1 wan ( -1 Yug - Fwy @ 2Ry 1)Wgt—h-1
u=1 k=0
t—1 t—1 u—1
= Z A=) —1gh (ailfyug-xk)wgh®x“7k*1wgt_h_1.
h=0u=1 k=0

Elhechoque 1 <u<t—1y0<k<wu—1implicaqued<u—k—-1<t-—2,

P 0 0 2 1 —
por definicién de 0,/ 3 ;5 se deduce que 0,5 3dy g o 1d; (w1 ®wi) = 0.
t—1 u—1

Por otro lado, dr+15(w1 ®wi) 122%33 w1 ®x"” k=1, 1
u=1 k=0
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t—1
di+2,sf2(wl ®wy) = Z/\(f DO g~ gy gh @ Wgt-n-1, luego
h=0

1
d r+2,s— er—i-l s(wl ® OJl)
t—1 u—1

-1 k 1 —k—1
= —a Z Z Yul wldr+2,s—2(w1 ® wl)xu w1
k=0

t—

t—1 t—1 u—1
_ ZZZ(aq%xk)\(th)(t[%?]ﬂ)afl)wgh ® gt—h-1 ‘xufkflwgt_h_l ’
h=0 u=1 k=0

donde gt=h=1. guk=1 — (\~h=1yu—h—1gu—k-1
Como 0 <u—k —1<1t—2, por definicién de 079+3’$_3 se deduce que
019+3,373d71~+2,372d72n+175(wl ® w1) = 0. Por consiguiente, d§+1,s(w1 ®@wy) = 0.

En el caso en que r es impar y s es impar, también se obtiene la misma igualdad.

(6) Se prueba por induccién sobre r que

dt(w) ®wy) =0 (4.46)
para s > 4. En efecto :
Para r = 0, dés = _Jg,s—lld%,s—ldés - Ug,s—4d% s— 2d%s - Ug s— 4‘% S— 3d83
En el caso s = 2n para n > 2; d02n(w1®w1 Zoz Woh & Wyt—h-1,
t—1
d8’2n_1dé’2n(w1 Ruw) = — Z a_lwghdg’zn_l(wl ® w1 )wgyt—h-1 .
h=0

Del hecho que dg’Qn_l(wl ®wy) = 0, se deduce que Ug’Qn_4d872n_1dé’2n(w1 ®uw) =0.

t—1 u—1
u=1 k=0
d%,anz(Wl ®wi) = 0, luego
t—1 u—1
i onodion(wi ®@wr) = —a! Z Z%kaldizn_Q(M @uw)zt Flu =0,
u=1 k=0

;0 2 2 _
As, U3,2n—4d1,2n—2d0,2n(wl ®wr) = 0.
Teniendo en cuenta que dggn(wl ®uw) =0, Ug’2n74d%’2n73d372n(W1 ®uw) =0.

En consecuencia, dé,zn(wl ® wy) = 0. Similarmente, se obtiene dé,2n+1(w1 ®wp) = 0.
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Para r > 0 por hipdtesis inductiva se cumple (4.46[). Entonces, considerando
la paridad de r y también la de s se prueba que d?ﬂH’s(wl ®wi) = 0.

Observando (4.45), ([#.46) y (4.5), se concluye que d’,(w; ® wy) = 0 para £ > 5. O

Proposicion 4.3.7. Asuma que se cumplen las hipdtesis del Teorema[].3.6,

St =9 € K*, entonces :
i) d'd' = 0.
) dr 1 sdos = _dg,s—ld}"s (7“ Z 17 S Z 1)

Prueba. i) De (4.42) y (#.44) se sigue que d'd! = 0.

En el caso t = 2, esto se sigue de (4.15) y (4.19).

i1) En el caso en que 7 es impar y s es par, se tiene que d?s(wl Rwp) =w) ®rw) — rw) @ wi,

t—1
d},,178(w1®w1) = E AChDH ailwgh @ wgt—n-1

= — g a_lwgh ® Wgt—h—1 pues o= 1;
h=0

de modo que

1 1
dy_y (D@1 ®@wi) = di_y (w1 ®@wi)zw — zwidy_y 4(w1 @ wi)
t—1 t—1
= - E )\_h_la_lwgh ® TWyt—n—1 + E Oé_langh ® Wyt—h-1 .
h=0 h=0

Por otro lado, se tiene que

t—1
dis(aﬂ Quwy) = Z )\(_h_l)(t[%Hl)a_lwgh ® Wyt—h—1
h=0

= Z )fhiloflwgh ® Wyt—h—1 pues Ao=1;
h=0

dg,sfl(wl Qwi) = w®rw; —g-rw @ wp

= w) ®rws — Arw; ® wi;
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teniendo en cuenta que (wyn)(Arw;) = M Hlzw 1, se obtiene

g
t—1
0 1 —h—1_—1 0
dr,s—ldrs(wl ® wl) = Z A (0% wghdr,s—l(wl & LL)l)wgt—h—l
h=0
t—1 t—1
= E Afhilaflwgh (= TWgt—h—1 — E oflmwgh & Wyt—h—1 .
h=0 h=0
ool 0 _ _ 0 1
ASl? dr—l,sdrs - _dns—ldrs'
Similarmente, se obtiene esta igualdad en los tres casos restantes. O

Los valores del 2—cociclo estan en K en el caso ¢t > 3

Un elemento \; de K se dice que es una raiz primitiva t—ésima de la unidad si X! = 1y
At # 1 para 0 < m < t. Sea A3 una raiz primitiva cibica de la unidad, K un cuerpo

conteniendo As.
K[X] 2
Sea E = Axy(C3 = 5E) X C3. Puesto que A = {ap + a1z + asz” | ag,a1,a2 € K},

{1,2,2%} es una base de A sobre K. Entonces es posible definir C5 = {1,g,¢*} como el

grupo de automorfismos de A sobre K, dado por la tabla

1 g g°
101 1 1

(4.47)

r |z Asr Az

22 | x? )\gazQ g2

donde z = X + (X3), g(1) = 1, g(z) = A3z, g(2?) = Nz2.

KX
Ejemplo 4.3.8. Si A = <)£,3>] = {a+bx+cz? | a,b,c € K}, entonces

A*={a+br+cx’|ae K*; bce K}.

Si a + bz + cx® € A*, entonces existe a’ + bz + /2 € A tal que
(a+ bx + cz?)(a’ + V'x + dx?) = 1. Multiplicando, obtenemos
aa’+(ab’'+ba’)x+(ac'+bb' +ca’)z? = 1. Esto ocurre si aa’ = 1, ab’+ba’ = 0y ac’+bb'+ca’ = 0.
Asia =a ', b = —a2by ¢ = a3(b? — ac). Por lo tanto a + bz + cz? € A* si a # 0;
b,ce K.

Conforme al ejemplo anterior, (a 4 bz + cz?) ™' = a™ — a72bx + a 3(b* — ac)z®.
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Ejemplo 4.3.9. Sea f : C3 x C3 — A* el 2—cociclo de A xy C3 tal que

o 1 siitj<3
flg'.¢’) = (4.48)
a sit+3>3,

donde 0 < 14,5 < 3; ¢, ¢’ € C3 = {1,9,9°} = (g9). Entonces el valor de o = a € K*.

Se considera o : O3 — Aut(A), g* = o(g') : A — A definido por
o(g")(a + bx + cx?) = (a + bx + cxz)gi.

La aplicacién o(g) es un automorfismo de la K —algebra A.

SiAeK,a+br+cx’yad +Vx+dz? € A, entonces :

1) o(9)(Ma+ bz + cz?)) = Ao (g)(a + bx + ca?),
2) o(g9)((a+bx+ca®) + (a' +Vx + d2?))
=o(g9)(a+bx +cz?) +o(g)(d +Va + dx?),

3) a(g)((a+bx+ Cl“2)(a/ +bx+ c/x2)) =o(g)(a+ bz + Cx2)0(g)(a/ +Vr+ c/xQ).
En efecto :

1) o(g)(Ma+bz+cx?)) = o(g)(Aa+ Aoz + Aex?)

= (Aa+ bz + Aex?)d, por ([E.47):
= Aa+ A3z + Aedjz® = Ma + bz + c\jz?)

= Xo(9)(a + bz + cz?) .
Similarmente, se verifican 2) y 3).
Puesto que o € A*, entonces por el Ejemplo a = a + bx + ca? donde a # 0. Por la
Definicion las tres condiciones siguientes deben ser satisfechas:
1) f(l.g") = flg",1) =1,
2) f(¢.9")" F(g' ) = f(g' ) (g g)
3) ((d +Vx+ 22 fgh, ¢7) = flgh, ¢/)(ad + Vx4 a?)9 | (d + Yz +da?) e A.
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Todos los elementos de C3 x C3 x C3 = {1,g,¢*} x {1,9,¢%} x {1,9, g%} estén en el arreglo

siguiente:
1,1, (¢1,1)  (¢%1,1)
(1L,1,9)  (9:1,9) (¢%1,9)
(1,1,6>)  (9:1,9>)  (¢°1,9°)
(Lg,1)  (9:9,1)  (d%9,1)
(Lg,9)  (9.9.9) (4*9:9) (4.49)
(L,g,9>)  (9,9,9>) (4*,9,9°)
(Lg% (9,951 (¢%9%1)
(1,g%9) (9.9%9) (¢%9%9)
(Lg% g% (9.9%9%) (4°9%9°)

La afirmacién 1) para f es satisfecha por definicién.

La afirmacién 3) para f, ((¢/ + 'z + 29 )9 f(¢',¢7) = f(g', ¢°)(d’ + bz + c'xQ)ng,
K[X]
(X3)
C3 x A— A, (g,a+bx + cx?) = (a+ bz + cx?)? = a+ bAsx + cA\ix?

es satisfecha debido a que la K —&lgebra A = es conmutativa y

es una accién de C3 sobre A.
Ademss la afirmacién 2) para f, f(gj,gk)glf(gi,gﬁk) = f(g%, ¢") f(g"t7, g¥), es satisfecha si

considerando (4.49)) y haciendo 27 cdlculos, se cumplen la igualdades siguientes:

(15) a? = f(9,9*) (9. (9)(9*) = f(9:9)f((9)(9).9%) =
(17) a2 = f(9*,9) f (9. (99)(9)) = f(9.9*) f((9)(9*),9) = o,
(18) af = f(g%, 9% f(9, (9P (9*) = f(9,9°) F((9) (%), ¢*) =

2

(24) o = f(g,9%)7 f(g% (9)(6?) = f(g% 9)f((9*)(9), 0> = a ,

2

(26) a9" = f(g% 9)" f(g2 (92)(9)) = f(g% 9*) F((4*)(g%),9) = o,

2

(27) o a = f(g% 6*)" f(g%,9) = F(g% 9*) f((6*)(9?), *) = a? |

donde a = a4 bz + ca2, a9 = a + bzz + X222, 09" = a4 bA2x + cAza?.
Recordando que la propiedad cancelativa vale en A* y o € A*, de las igualdades anteriores

deducimos que @9 = o'y a9’ = a; de modo que & = a+0x+0z? = a. Porlotanto a = a € K*.
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En general, tomando (| en lugar de - también se obtiene que a = 9 € K* (vea

la Proposicién m De este hecho, la Proposicién m y el Teorema [4.3.5| m la resolucién
K[X]

proyectiva relativa del producto cruzado UR C} es el complejo total del complejo doble
de cadenas
iy g hy aly
; T2 d9, d3s 42

(4.50)

d%
FQE+——FEQFE+——FEQE+——FEQFE+——

Homologia de Hochschild

Sea FF = AxyCycon A, Cy 'y f como en el inicio de la seccién y M un E—bimddulo. Sea

(X4, dy) la resolucién proyectiva relativa de E = % x s Cy obtenida en el Teorema (4.3.5

La aplicacién 0,5 : M Qe X,s — M definida por

m si s es par
Ors(m @pe (W1 @wr)) =
mwy si s es impar

es un isomorfismo en mge, cuyo inverso es dado por

m®pge (w1 @ wy) si s es par
Prs(m) =
mwy ' ®pe (w1 @ wy) si s es impar.

Proposiciéon 4.3.10. Asuma que se cumplen las hipdtesis del Teorema[4.3.6
t—1

Sean o = Z’yua:“ Yy Efs = Orip-15-00 (M Qpe dfs) o ¥rs. FEntonces los morfismos de
u=0
E—bimddulos Eﬁs M — M (r,s >0y0<¢<min(2,s) yr+ ¢ > 0) estdin dados por las
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siguientes formulas:

Egr_17s(m) =xm —mx ,
t—1
dy, o(m) = Y at gt
h=0
i ' —_ r r —
dr,Qs—l(m) = (_1) (m - >\(t 2)[2]+ wgmwg 1) s
t—1
371«,23(771) = (71)T+1 Z)\(—h—l)((t—2)[§]+T)wg—h—1ama—1w3+1 ’
h=0
-2
d2r71,s(m) =0,
9 t—1 u—1
Ezr,s(m) =— Z Z’yux“*hflmxhafl .
u=1h=0

(4.51)
(4.52)
(4.53)
(4.54)
(4.55)

(4.56)

Prueba. Para obtener la igualdad (4.51)) en el caso en que s es par, se considera el diagrama

Vor—1,s
m e M27“71,s M ®ge XQrfl,s
=0
d2r1,sl lM®EEd8r1,5
M2r72,s 9 M R pe XQ?"*Q,S
2r—2,s

Entonces ¥2,_1 s(m) = m ®pge (w1 ® wi), de modo que
=0 0
d?r—l,s(m) = 927“*2,3 oM QFe d?r—l,s © 1927“*1,8 (m)
= 927«_2,3(7% QFe dgr—l,s (CU1 @ (Ul))
= 927_27s(m K pe (w1 R w1 — rTwW1 K wl)).
Pero m ®@pe (w1 ® zwy) = m(w) ® 2w;) Qe (W) @wy) = 2m Qe (W] @ wy),
m@pe (zwy @ wi) = m(zw; @ wi) Qpe (w1 Qwi) = Mz Qpe (w1 @ wi), luego
-0
doy—1 s(m) = Oar—2 s(xm Qe (W1 @ w1)) — Oar—2 s(MT Ve (W1 @ w1))
=xm — max.

Para el caso en que s es impar se obtiene la misma igualdad.

Para obtener la igualdad (4.54) se considera el diagrama

197",25
m e Mngs M Qpe Xr,25
=1
dv‘,2sl ‘(M®E8d71",25
Mr,stl 0901 M Qe Xr,2571
7,25 —
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Entonces 9;.25(m) = m ®pge (w1 ® wy), por el Teorema m

—1
dr,Qs (m) = 07“,25—1 oM ®@pe d%,?s o 797“,28(m)

= 0T,25—1<m K pe d11“,2s(w1 ® wl))

t—1
= Gr,gs,l(m ®Ee ((_1)r+1 Z )\(_h_l)((t_2)[%}-H,)Oé_lwgh X wgtfhfl)
h=0

t—1
— (_1)r+1 Z )\(*hfl)((th)[%]ﬁLT)QT,QS_l(m R pe (Oéilwgh ® wgt—h—l)).
h=0

t—h—1 _ ho_ t_ .
Puesto que wy = Wyt-h-1, Wy = Wgn y W, = a por (4.57), se sigue que
m ®pe (@ twn @ wye—n-1) = mla  wn @ wye-n-1) pe (W1 @wi) =
g g g g 1 1
Wot-n—1ma won @pe (W1 @ wi) = w; " Tama W @ge (w1 @ wy)
gt—h— gh @Ee (W1 1 ; g Ope (W1 1)
Reemplazando este valor :

t—1
Eigs(m) = (-1)"*! Z )\(_h_l)((t_Q)[g]”)Gr,gs,l(wg_h_lama_lwg ®pe (w1 ®wy))

h=0
t—1

_ (_1)r+1 Z )\(fhfl)((th)[%]Jrr) (wg*hflamaflwg)wg
h=0
t—1

— (—1yr Z )\(—h—l)((t—2)[g]+r)wg—h—1am&—lwg-&-l'

h=0

Similarmente, se obtienen las otras igualdades. O

Tensorizando M sobre E° con el complejo (X, d.) del Teorema y usando las iden-
tificaciones ¥,5 : M — M ®pe X,s, dadas por
Uras(m) = m Q@pe (w1 @wi) ¥ post1(m) = mwg_l ®pe (w1 ® wy), se obtiene el complejo de

cadenas de E°—mddulos izquierdos

Y*(E,M) : YO i yl a2 XQ ds Y:g da 5
min (2,s)
donde X,, = @ M,sy d, = Z Z Eﬁs , donde cada M,4 es una copia de M.
r+s=n r+s=n (=0

r+¢>0

En efecto;
ya se sabe que la aplicacion 0,5 : M ®ge X,.s — M, es un isomorfismo en miEe, cuya inversa es

Yps : Myps = M — M Qpe X,s. Entonces 6,, = Z Ors : M @pe X,, — X,, es un isomorfismo

r4+s=n
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en mﬁEe, cuya inversa es .

Claramente X,, = @ M,s, donde M,; = M, es un E—bimddulo.
r4s=n

Recordando que Eﬁs : Mys — M1 ¢_1,—¢ es la aplicacién dada por

¢

d

rs —

A35 y E3.6

Orio—15—00 (M @ped.y) oV, y que M ®@pge (—) es un funtor aditivo, por los Teoremas

R,
I

On—10 (M @pe d’) 0¥,
min (2,s)

= ‘9n71 © (M QFe Z dﬁs) ° 19”
0

r4+s=n (=
r+£>0

min (2,s

)
-y Y
r4+s=n (=0
r+£>0

Considerando el diagrama conmutativo en que los morfismos verticales son isomorfismos

~ d ~ dn+1 ~
anl - Xn Xn+1
9n—1)[ Gn)[ 9n+1)[
M@gedn M@pedn4+1
M @pe Xp_1 M ®@pe X, - M ®@pe Xpi1

y teniendo en cuenta que d,d,4+1 = 0 se obtiene

anan+1 = (enfl oM ®ge dy 0 'lgn)(gn oM ®pe dpy10 'lgn+1)

= Oh10M Qg dpdpi1 0 7911—&—1 =0.
Por consiguiente, (X.(E, M), d,) es un complejo de cadenas de E°—mdédulos izquierdos.

Teorema 4.3.11. [27, Theo. 3.1] La homologia de Hochschild H.(E, M) de E con coeficien-

tes en M se expresa como la homologia de X .(E, M).

Prueba. La conmutatividad del diagrama

Yn Un M Qpge X,
dnl M®Eedn
Xn-1 - M ®@pe Xp1



indica que ¥, : X, (E,M) — M ®pge (X4, ds) es un isomorfismo de complejos de cadenas de

E—bimédulos. Entonces Hy,(X.(E,M)) = Hy(M ®@ge (X, dx)), Yn > 0.

De acuerdo al Corolario [1.3.15] las dos resoluciones &’ —proyectivas de [g()f)] x ¢ Cy denotadas
por (., d) y (X, ds) son homotépicamente equivalentes. Por el Lema M ®pge () es
un funtor aditivo, luego por el Teorema la homologfa de X .(E, M) es la homologia de

Hochschild de E con coeficientes en M. O

Sea wyT = A\xwg, wé =a, X' =1y g-z=\r donde A € j4(K). Se observa que

[ wy sio<i<i—1
wl = (4.57)

« sit=t,

pues wg = wywy = (9, 9wy = wy2,

3_ .2 _ — (2 _ i il
wy = wywg = wgewg = f(g%, g)wgs = wys, en general wy = w,~ Wy = W
t—1

Ly = wyr-1wg = f(9"71, glwgr = awy = ar

paraogigt—l;wf]:w

Efectuando célculos

WeT = wy(wgr) = wy(Azwy)

_ — )2 . e )\E )
= MwgT)wy = A zwgye; luego wyir = N'wwgi.

Ahora, tomando m = xngi en (4.51) :

dgrfl’s(xngi) = l'(.’]?ngi) — (xngi)x
= xijQi — (wgiT)
= xj+1wgi - $j()\i$wgi) =(1- )\i)mjﬂwgi . (4.58)
Se observa que wg3x2 = (wgr)r = ()\3:vwg3)x

= ()\3x)()\31‘wgs)

o y203).2, . h _ hih |
= ANVatwgs ;luego wyir” = A a wg.
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52

Considerando m = 2/w_: en

g
. t_l .
d2rs( Tw gi) = xt_h_l( ]wg‘)xh
h=0
t—
— th+] h— 1w CEh)
t—1
_ Z:Ut-‘rj h—1 )\hZZL‘ Wgi Z)\hz t+j— 1 (459)
h=0
Sustituyendo m por z7 wgi en la expresién (4.53)):
d%’QS_l(xngi) = (—1>r($ngi — A(t_2)[§]+Tw9(fl7ngi)w;1);
donde wyr! = (wya' Mz
= Nl )z = Madw,,;
wiwrt =wiwrl =wi -l =w, iando :
§iWy oWy g = Wgi-1, asociando :
wy (7 9 )w;l = (wgmj)(wgiwgl)
= ()\jl'ng)(wgi—l)
= Malf(y, )ougZ = Mgl wgi,pues f(g, g hH=1
Como Xt = 1, \(t=25l+r = yr—2[3] luego )\(t_2)[%]+rwg(fcngi)wg_l = )\j+r_2[%]l’ngi. Asi,
d11ﬁ’2571(ijgi) =(-1)"(1- )\j”*Q[%})xngi . (4.60)
Reemplazando m por 7 wgi en la igualdad (4.54)):
t—1
j —h-1)((t-2)[% —h— ; h
di,gs(afngi) = 1)+t Z)\( Dt 2)[2]+T)wg 1a(x]wg Ja g+1§
h=0
donde wg_h_loz = wg_h_lw; = wz_h_l, Oz_lng_l = (w;_h_l)_l = (Wgt-n-1)"" = Q" wyhi1;
(wg_h_la)x] = wg_h_lxj

= wgt_h_1l'] = /\J(t*hfl)a:]wgt_hq 3
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,1w2+1) — Clilf(gi,thrl)ngh-q-l ’

Como f(g" "1, gty = f(g"h T gt~ 1), f(g"T g ") = ay ¢' = 1; por la con-
dicién de cociclo f(g’, g™t f(gHH, gt 1) = f(gMH, g1 f(gh gh), se deduce que
flgh, "t f(g L, gt ) =

Asociando

w, el w i)oflcug+1 = [w;hil

1 h+1]
g 9 9

aa;j][wgia* w
(/\j(tfhfl)xngt_hq)(ailf(gi, gh+1)wgi+h+1)
_ )\j(tfhfl)xjaflf(gi’gh+1)f(gt7h717gi+h+1)wgt+i

— )\j(t_h_l)f.vngz = )\J(_h_l)ﬂjngz ya, que )\t — 1 .

Puesto que AER=DE=2)[5147) = /\(_h_l)(r_2[%]), resulta que

t—1
A} gu(@wg) = (=) YA g,
h=0

Del hecho que Xt =1 y A™"=1 = \!="=1 ge deduce que

§ A(h=DG+r=2[5]) — § )\h(j+r—2[§]); luego
h=0 h=0
t—1
dy o (T wgi) = (1) Z AMHT=21aD gl (4.61)

h=0
Es necesario recordar que la homologia de Hochschild de un producto cruzado E es dada
por HH.(E) = H.(E, E) (ver el Corolario |3.5.4)).

Sea K un cuerpo y p(K) el conjunto de las raices primitivas ¢-ésimas de la unidad en K.

KX
Recordando que E = A x; Cy es el producto cruzado de A con C;, donde A = <)[( t>]
Cy = (g) = {1,g,...,9""'}, se obtiene el siguiente resultado, que expresa la homologia de

Hochschild de grado n de E en términos de homologias de grado n de los complejos totales
de los complejos dobles asociados a E como en [27, Exam. 3.3]

t—1
Corolario 4.3.12. Si A € ;(K), entonces HH,, (E) = @Hn(y*(Awgi))
i=0

t—1
donde E = @Awgi.
i=0
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Prueba. Por la Observacién 4.1.9| E = ﬂ)ﬁq X ¢ Cp donde oo € K*. Aplicando la Proposicién
(Xt) fo

y el Lema m se ve que el diagrama (4.50|) es un complejo doble de cadenas. Consi-
derando la definicién de Eﬁs dada en la Proposicién |4.3.10, este complejo doble de cadenas,

mediante el funtor M ®pge (—) se transforma en el complejo doble de cadenas siguiente

1 -1 -1 1
do3 di3 da3 d33
0 -0 0 0
E diy E dag E dsp E dyp
-1 —1 =1 =1 (4.62)
do dia dao dsa
-0 -0 -0 -0
E diq E da1 E ds1 E dg
1 -1 1 1
dOl dl 1 d21 d31
-0 -0 -0 -0
E dio E dao E ds E dyo

Tomando M = E en el Teorema se sabe que la homologia de Hochschild de FE es la
homologia del complejo de cadenas (X.(E, E),d,), donde X, = @ E.sy

r+s=n
min (1,s)
= —
dn= Y dys , Ers = E.
r+s=n (=0
r+£>0
t—1
Puesto que £ = EB Aw,i, se obtienen los morfismos inducidos
i=0

db, = Efs’Awgi : Awgi — Awgi que aparecen en (4.63)) para £ = 0,1. Luego, la estructura de
complejo doble de cadenas se hereda a (4.63]).

Para cada ¢ = 0,...,t — 1 sea Y*(Awgi) el complejo total del complejo doble de cadenas
(4.63)), entonces X, (E) = X.(Awr) & X, (Awy) @ - -+ ® X+(Awye-1). Del hecho que el funtor

de homologia es aditivo, se sigue que

HH, (E) = Hy(X.(E)) = Hu(X.(Aw1)) & Ho(Xo(Awy)) & - & Hy (X (Awgi-1))

t—1
= P HN(X (Awy))
=0
O
K[X] t—1 ‘
Se considera una K —algebra A = X = @K z', donde z denota la clase de X en
i=0

A. El grupo ciclico Cy = (g) de orden t actia sobre A via g+ x = Ax. Entonces el producto
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cruzado del corolario anterior .
E = @ Awgi
i=0
de A con C} es definido por wyz = Azw, y wz =q.
En consecuencia, la homologia de Hochschild de E se reduce a las homologias de los complejos

de cadenas X ,(Aw,i) (0 <i < t—1), donde cada X.(Aw,:) es el complejo total del complejo

doble de cadenas:

by ity s oy
df, d9, 3y g,
AwgZ Awgz Awgz Awgz
by di, dy 3, (4’63)
d} 3 3 %
Awgz Awgz ¢ Awgl Awgz
d(l)l d%l d%l d%l
dy 9o 3o Qo
Awgi AOJgi Awgi Awgi — -

donde las diferenciales horizontales y verticales son dadas por:

dgrfl,s(mjw Z) = (1 - )‘i)xj+1wgi7

g
. t_l . .
dgm(x]wgi) = Z )\hzxtﬂ*lwgi,
h=0

d%,?sfl(xngi) - (_1)T(1 - )‘j+T72[§])xngi7
t—1

d%728($‘ngi) = (—I)TH Z}\h(j+r_2[%])$ngi .
h=0

Estas igualdades fueron obtenidos en (4.58)), (4.59), (4.60) y (4.61]), respectivamente.

Proposicién 4.3.13. Los morfismos horizontales y verticales de (4.63) satisfacen las iden-

tidades d°d = 0, d'd' =0 y d*'d’ = —d’d".

Prueba. Se debe verificar las tres afirmaciones siguientes:
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i) d°d® = 0. Sea wa € Awgi y r impar.

dr lsdos(xngi) = (1 - )‘i)dg—l,s(xj+1wgi)
t—1
= (1-2)9) Z)\hiijrtwgi =0 ya que A\ =1;
h=0

Sea r par, d°_; Sdm(a:ngi) = Z)\hzdr 1s( xﬂt*lwgi) =0.

o 0, r par
ii) d*d" = 0. Sea x]w € Aw,i y s par. Puesto que r — 2[5] =
1, r impar

t—1
amdra(@ug) = (—1)7““ZAh‘j“—”%”di,s_l(xngn

Z)\hj — M)adw Wi, r par

— Z M) (1 — )\(j+1))xngi, 7 impar
= 0.
Sea s impar. De manera similar, se obtiene que d}., d} (27w,i) = 0.
iii) d'd’ = —d°d'. Suponga que s es par.
t—1
&) _ydy(@Wwg) = (1) ONOTEEDG) (@ wg)
=1 /=1

— Z PN <Z )\’“mJH_lwgi) , T par
_ h=0 k=0

t—1

Z AGHD () — N)zd Hw,, r impar

= —d! 1Sdo(xwg)

T—

Suponga que s es impar.

d?ﬂ,s—ld;’s(xngi) = (71)7”(1 - /\j+ri2[%])d7q,s—l (xngi)
t—1
(1—\) (Z /\hixj+t1wgi> , T par
= h=0

(I =N = A)2 w7 impar

= 7d71° 1 sdgs(xng');
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Capitulo 5

Homologia de Hochschild de un

producto cruzado biparamétrico

sy s O

A partir del método de calculo de homologia de Hochschild de algebras monogénicas con
grupos ciclicos finitos, segin se establece en [27, Theo. 3.1], y eligiendo el valor a de f en K*
(ver la Proposicién, se desarrolla una técnica para completar el cadlculo de homologia de
Hochschild de los productos cruzados de las secciones y[4.3] Esta técnica se fundamenta en
la nonegatividad y aciclicidad de las columnas de los complejos dobles de cadenas asociados
al producto cruzado, asi como en descomposicién de sus complejos totales en la suma directa
de subcomplejos de cadenas. Esta idea surgié para resolver el siguiente problema: dada la

accion del grupo Co = {1, g} sobre 1&22()] definida por g-1 =1, g-z = —2 cuando x = X +(X?)

y K es un cuerpo. Calcular la homologia de Hochschild del producto cruzado @

X7) >4f CQ.

La solucién de este problema esté inspirada en el cdlculo de homologia de Hochschild del

K[X]

producto cruzado Xt—a)

x ¢ Cy, introducido en la comunicacién privada [27, Exam. 3.3]. En
dicho célculo se considera el anillo K = Z[\], donde A es una raiz primitiva t-ésima de la
unidad, a es un elemento invertible de K y C} es un grupo ciclico de orden t. Este calculo es
obtenido gracias a cinco férmulas de homologia provenientes de complejos dobles de cadenas

asociados al producto cruzado.
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K[X]

Para determinar la homologia de Hochschild del producto cruzado X2=ay N f (5, donde a es
un parametro, las diferenciales horizontales y verticales de los complejos dobles de cadenas
asociados al producto cruzado fueron traducidas al lenguaje de matrices. Esta transformacion
facilité los célculos, permetié la determinacién de las propiedades de los complejos dobles y
la interpretacién de la homologia de los complejos totales correspondientes.

Se descubrié que el problema propuesto es extendible al cdlculo de la homologia de Hochschild
del producto cruzado % X Cy para t > 3.

Con el fin de aplicarlos o adaptarlos a las resoluciones del problema propuesto y su extensién,

se establecieron resultados originales para calcular la homologia de Hochschild del producto

cruzado biparamétrico % X7 Ct, donde t > 2. Estos resultados son el Lema [5.2.16| y

Lema provistos de aquellos complementarios calculados o calculables, los calculados
son dados mediante lemas y proposiciones, y los calculables se realizan en la prueba de los
cinco resultados que se mencionaran en el siguiente paragrafo.

Los dos resultados principales obtenidos de la tesis son el Teorema y el Teorema
Como resultados subyacentes, hemos obtenido el Teorema |5.2.18] el Teorema [5.2.17
y el Teorema[5.3.11] que fueron derivados considerando que la caracteristica del cuerpo K es
dos y haciendo que el pardmetro a de los productos cruzados biparamétricos sea diferente de

cero en el caso t dos y t es mayor o igual a tres, respectivamente.

5.1 El complejo total de un complejo doble

5.1.1 Homologia de un complejo total

Sea A un anillo unitario y mlA una categoria de A-mddulos izquierdos.

Proposicion 5.1.1. Sea A un complejo doble de cadenas sobre A mo megativo, entonces
n min(n—r,1)

(TotA,d,), donde (TotA), @ Aps y dy = db, + Z Z dfi’nf,,, es un complejo de
r+s=n r=1
cadenas.

Prueba. Se puede considerar A como el diagrama siguiente en mi\, donde d°d® =0, d'd' =0
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y d'd® = —d°d":

dis dig diy diy
e dy, Ay dg, e ds, Ay dfy

dgs dia 3y di, (5.1)
Aoy df, A d3, Ay dg, e df,

a, i, a, a,
e df, A d3, e dS, e dfo

Se debe probar que d,d,+1 = 0 paran > 1.

Sin =1, es claro que didy = 0.

Si n = 2, se deduce que daods = 0. En efecto, para abreviar, sea A, = (TotA),. Puesto que
d3: Az — Az y a = (a1,a2,a3,,a4) € Ag3 © A1 ® A1 @ Azp = As,

ds(a) = dgg(ar) + dia(az) + dis(a2) + 3y (az) + di (as) + d3p(as); de modo que

€Ap2 €A €Az
3\
diods(a) = diydgz(ar) + dgydfs(az)
dbyds(a) = dfdiy(ag) + df, d3, (as) (5.2)
di,ds(a) = diydiy(ag) + di;d3, (as)
d3yds(a) = d9ydy, (a3) + d9yd3y(as)

7

Por la semi-exactitud de las filas y las columnas de se tiene dj,di; = 0, d¥,d3, = 0,
diydi, = 0y dyd3, = 0. De la anticonmutatividad de y 2], dbyddy + dOdty, = 0y
d},d%; + dSyd3; = 0. Luego, sumando miembro a miembro las igualdades de se obtiene
que dadg(a) = 0.

Si n > 3, entonces d,d,1+1 = 0. En efecto, del hecho que

dpt1 2 Aps1 — A, a = (a1, ...,an42) € Aptq por definicién se tiene
1 1
dpy1(a) = dg yr (a1) + Z di,(az) +d3 . y(ag) + - ‘1’2 dpi (an1) +d5y 11 o(anya); de modo
=0 r=0
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que
o n+1(a) = dipdg i (a1) + didiy, (a2)
Y, 1dny1(a) = dY,, ydi,(az) +dY, 1d3, (a3)
iy 1dny1(a) = di,, 1dy,(a2) +di,, 1d3, (a3)
(5.3)
dy 1 1dni1(a) = dy g1 d y o(an) +dfy 1dDy (ang1)

dyodnyi(a) = dogdy (ans1) + dogdd ) o(ant2)

PueStO que d(l)nd(1)7n+1 — 0, d(l),n—ldg,n—l — 0, d%,n—ld%n — 0, ey d”}l—l,ld'}l—l,2 — 0 y
00,19 = 0; de la anticonmutatividad de [1], ..., [n], d§,d%, + d¥,_idi, =0, ...,y
di_ud%l + d2dl, = 0. Luego, sumando miembro a miembro las igualdades de (5.3) se
deduce que dyd,+1(a) = 0. O

Observacién 5.1.2. De la proposicién anterior, Im (d,,+1) C Ker (d,,) para n > 1.

El complejo doble de cadenas es un objeto relevante en dlgebra homolégica. Para obtener

nociones de este objeto con detalles adicionales, se puede consultar las referencias [20], [29]

y [10].

Definicién 5.1.3. Sea n un entero no negativo y D = (TotA,d,) el complejo doble de la
proposicién anterior. La homologia de grado n del complejo total T'ot(D) se define como el

A—mdédulo cociente

Hy, (Tot(D)) = m '

5.1.2 Homologia de columnas y franjas

Los resultados el Lema [5.2.16]y el Lema [5.3.10| son expresados en términos de homologias de

una columna y franjas.

Complejos dobles asociados a % X Oy

Teniendo en cuenta [27, Theo. 3.1] e imponiendo la condicién de que el valor a del 2—cociclo
f sea un elemento invertible de K, se puede formular la siguiente definicion para un producto

cruzado monoparamétrico, donde a se considera parametro.
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Definicion 5.1.4. Los complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado

<§2[)_((]1> X ¢ Oy son los dados en (4.33)) para i =0, 1.

La traduccién de las diferenciales horizontales y verticales de estos complejos dobles a

matrices produce los complejos dobles 1D y 4D, dados en (5.4) y (5.7)), respectivamente.

K[X]
X' —a)

Complejos dobles asociados a X ¢ Cy

Teniendo en cuenta [27, Theo. 3.1] e imponiendo la condicién de que el valor a del 2—cociclo
f sea un elemento invertible de K, se puede formular la siguiente definicion para un producto

cruzado biparamétrico, donde a y t se consideran parametros.

Definicion 5.1.5. Los complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado

K[X]
X' —a)

X ¢ Cy son los dados en (4.63) para i =0,...,t — 1.

La traduccién de las diferenciales horizontales y verticales de estos complejos dobles a

matrices produce los complejos dobles 1D y ;i D, dados en (5.10) y (5.13)), respectivamente.

5.2 Homologia de Hochschild del producto cruzado

K[X]
Para determinar la homologia de Hochschild del producto cruzado % X ¢ Co donde a es

un parametro, se tradujeron las diferenciales horizontales y verticales de los complejos dobles

de cadenas asociados al producto cruzado al lenguaje de matrices, tales complejos dobles se
K[X]

(X? —a)

mediante algunos resultados de algebra homolégica, como sigue:

definen en la Definicién |5.1.4] donde A = . El célculo de esta homologia se obtiene
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Sea 1D el complejo doble de cadenas:

( o ) dk, My M My M, My
K2 g2, M po N po M g, N g, Ms
0 o 1
o o )| M |d M M; M, Ma
K2 N g2 ]‘j? K2e N g2, M po, N po, Ms (5.4)
( 73 (0) ) d(l)Q My Moy | d" M, Mo My
K2e N gr M oo N g, My g N g, M
( 2 (2’ ) db, Mo M, Mo My Mo
Kre N g2 2 g N g2 M g2, N o b
le d20 d30 d40 d50 d60
0 0 2 0 0 2 0 0
dondeM1: ,MQZ ,M3: yN:
0 2 0 0 2 0 0 0

La representacion matricial de d(l)l : Aw; — Aw; en la base {w1, 2w} de Aw; es

0 0
0 2

M; =

Sea Xo = Tot(1Dg) y Xaj—1,2; = Tot(1D2j—1,2;) para j > 1.
Proposicién 5.2.1. Sea X = X, (Aw) = Tot(; D). Entonces

X=Xo®X12oP X34D--- (5.5)
es una suma directa de complejos de cadenas.

Prueba. Sabemos que Tot(; D) es un complejo de cadenas, cuya n—ésima componente es una

suma directa de K —espacios vectoriales, donde el operador borde
dy : TOt(lD)n — TOt(lD)n_l (56)

es una aplicacion lineal que va de una suma directa de K —espacios vectoriales en una suma

directa de K —espacios vectoriales.
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Observando que los morfismos horizontales que parten de la columna impar de ;D son nulos,

podemos descomponer Tot(; D) en una suma directa de complejos de cadenas, asi

TOt(lD) = TOt(lDo) D---D TOt(lDQj,LQj) PH---

= Tot(1Dyp) ® @ Tot(1D2j-1,25)
21

Haciendo X = Tot(1 Do) y Xaj—1,2j = Tot(1Dgj_1,25) para j > 1, concluimos que
X=XoD X120 X34D--- . 0

Sea 4D el complejo doble de cadenas:

(_(2) E) dgy My My My Mo N
K2 M3 K2 N K2 M3 K2 N K2 M3 K2 N
0 0 .
0 o d03 Mo M |d Mo My Mo
K2 M g2, N e ]Zj" K2e N g2 M g2, N (5.7)
(7(2) g) dds My Mo My | d"” M My
K2 M g2, N po,  Ms g N g Ms g, N
(2 2) di, M M, M, My M,
le d20 d30 d40 d50 d60
00 -2 0 0 2a 00
dOIldeMl: ,MQZ ,Mg: yN:
0 2 0 0 2 0 0 0

La representacién matricial de df; : Aw, — Aw, en la base {wg, 7wy} de Aw, es
M; =

Sea X2j72j+1 = TOt(ngjgj_;,_l) para j > 0.
Proposicién 5.2.2. Sea X = X ,(Aw,) = Tot(4D). Entonces
X =X01® Xo3® Xa5®D -+ (5.8)

es una suma directa de complejos de cadenas.
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Prueba. Sabemos que Tot(yD) es un complejo de cadenas, cuya n—ésima componente es una

suma directa de K —espacios vectoriales, donde el operador borde

dy, : Tot(yD), — Tot(,D) (5.9)

n—1

es una aplicacién lineal que va de una suma directa de K —espacios vectoriales en una suma
directa de K —espacios vectoriales.
Observando que los morfismos horizontales que parten de la columna par de ;D son nulos,

podemos descomponer Tot(,D) en una suma directa de complejos de cadenas, asi

Tot(yD) = Tot(4Do1) @ - - - @ Tot(yD2j2j4+1) © - -+

= P Tot(yDaj2j41) -
720

Haciendo X241 = Tot(yD2;2j+1) para j > 0, concluimos que

X=X ® X3S Xys5--- . O

Proposicion 5.2.3. Sea K un cuerpo de caracteristica diferente de 2. Las columnas de 1D

y ¢D son complejos de cadenas aciclicas.

Prueba. Observando los complejos dobles de cadenas 1D y 4D dados en (5.4) y (5.7), vemos
que es suficiente verificar las igualdades Ker (df;) = Im (df,) y Ker (dj,) = Im (dj3).
i) Teniendo en cuenta que dj; (z1,72) = (0,2x2), diy(y1,y2) = (—2y1,0); se ve que

dg1dds(y1,y2) = (0,0), luego Im (d(l)Q) C Ker (d(l)l). Reciprocamente, si T € Ker (d(l)l),
d(lll(f) = d(lll(xth) = (07 2%2) = (070)

Luego Z = (z1,0); de modo que existe (y1,0) = (—3z1,0) tal que diy(y1,0) = (21,0). Asi,
T € Im (d§,). Por consiguiente, Ker (df;) = Im (dj,).
ii) Recordando que dj(21, 22) = (0,222), se ve que djydis(21,22) = (0,0), luego

Im (d(1)3) C Ker (d(lm). Reciprocamente, si y € Ker (d}m),
dpa(Y) = doa(y1, y2) = (—241,0) = (0,0).

Luego (0,y2); de modo que existe (0,22) = (0,3y2) tal que di3(0,22) = (0,y2). Asi,

y =
y € Im (d(l)3). Por consiguiente, Ker (d(lm) =Im (d(l)g). O
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Esta proposiciéon nos dice que los complejos de cadenas Xg, X1, Xo,. .., son aciclicos.

Proposicion 5.2.4. Sea K un cuerpo de caracteristica diferente de 2 y sea

Xj = Tot(le) = TOt(ng), entonces Hy, (XJ) = 5n,jHj (Xj)

Prueba. Observando que los complejos dobles de cadenas 1D y 4D tienen los mismos mor-
fismos verticales, X es el complejo total de la j—ésima columna de ambos complejos dobles

de cadenas para 7 =0,1,2,....
(e1, e2)

<262>

Sin > 1, entonces Hy,(Xo) = 0 pues X es un complejo aciclico.

Supongamos que j = 0. Entonces para n = 0, Hy(Xp) =

= <€1> = K@l.

Sea j = 1. Entonces para n = 0, tenemos que Ho(X1) = 0 pues 1D y 4D estan en el primer

cuadrante; paran =1,
(e3,e4)
H{(X,) = = = Key.
1(X1) 2es) (ea) €4

Sin > 2, entonces Hy,(X1) = 0 pues X; es un complejo aciclico.

Sea j =2m > 0. Para 0 <n < j, H,(X;) =0 pues 1D y 4D estan en el primer cuadrante;

Hn(XTL) — M — <€2n+1> = <€4m+1>-
<2€2(n+1)>

Sin > j+1, entonces Hy(X;) = 0 pues X; es un complejo aciclico.
Seaj=2m—1>0. Para0 <n < j, Hy(X;) =0 pues 1Dy 4D estén en el primer cuadrante;

<€2n+17 62(71—1—1)>

Hn(Xn) = (2e2n41)

= (ea(n+1)) = (€4m)-

Sin > j+1, entonces H,(X;) = 0 pues X; es un complejo aciclico. Por lo tanto, concluimos

que Hy, (X;) = 6,;H; (Xj). O
Observacién 5.2.5. En particular se tiene:
Hyj(Xa;5) = (eqji1) = Keqji1 (j 2 0);
Hyj_1(Xoj—1) = (e4j) = Keqj (j>1);
Haj1(Xaj41) = Hay(jn)-1(Xog41)-1) = {ear1)) = Keajpa (4 20).
Teniendo en cuenta la Proposicién [5.2.1 obtenemos la siguiente

Proposicion 5.2.6. Para la sucesion exacta corta de complejos de cadenas
X2j—1 - X2j—1,2j — ng, el morﬁsmo de coneccion 82]' : HQj(XQj) — ng_1<X2j_1) es

un isomorfismo.
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Prueba. Por la observacién anterior, se define
82 : HQ(XQ) = K65 — Hl(Xl) = Key

por J2(Aes) = Aey, la cual es una aplicaciéon K —lineal, cuya inversa es dada por
d5 (Aes) = Aes. Por consiguiente, 9y es un isomorfismo.

En general, para j > 1 se define
Ooj : Hyj(Xo5) = Keqj1 — Hoj1(Xoj-1) = Keu,

por 82]‘()\64]'4,_1) = )\64]'.
Claramente, dy; es una aplicacién K —lineal, cuya inversa es dada por 62_j1()\e4j) = Ae4jt1-

Por consiguiente, el morfismo de coneccién d; es un isomorfismo para j > 1. O
Lema 5.2.7. Para todo j > 1, se tiene que H, (X2j_12;) =0, Vn € Ng \ {25 — 1, 25}.
Prueba. Para la sucesién exacta corta de complejos de cadenas

Xoj_1 — X9j_12; — Xaj,

por [10, Theo. IV.2.1] existe la sucesién exacta larga de homologias

Hyjo(Xgj-1) —— Haj2(Xaj-1,2j) ———— Haj—2(Xoj) ——— -+~

|

Hyj1(Xoj) ¢ Haj1(Xaj-1,9j) «——— Haj-1(X2j-1) = Key;

Hyj(Xoj—1) ———— Haj(Xgj1,25) ——— Haj(X3;) = Keujpa
Hoji1(Xoj) ¢« Hoj1(Xoj—125) ¢« Hojp1(Xoj—1) ¢— -+~

donde el isomorfismo vertical, do;, proviene de la Proposicién
Por la exactitud de esta sucesién larga de homologias y la Proposicién deducimos que
Hn (XQJ‘_LQJ') = 0, Vn € No \ {2] — 1, 2]} Il

Teniendo en cuenta la Proposicién [5.2.2] obtenemos la siguiente
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Proposiciéon 5.2.8. Para la sucesion exacta corta de complejos de cadenas
Xoj = X9j0j11 —r Xoji1,
el morfismo de coneccion 0aj41 @ Haji1(Xoj41) = Hoj(Xo;) es un isomorfismo.
Prueba. Por la Observacion se define
O1: Hi(X1) = Key — Ho(Xp) = Keg

por J;1(Aeq) = Xej. Claramente, J; es una aplicaciéon K —lineal y su inversa es dada por
oy 1()\61) = Aey. Por consiguiente, d; es un isomorfismo.

En general, para j > 0 se define
Doj41 t Haj1(Xoj1) = Keqjpa — Hoj(Xoj) = Keyj

por dajy1(Aeajra) = Aegjr.
Se nota que o241 es una aplicacién K —lineal y su inversa es dada por 82_j1+1 (Aeajr1) = Neajqa.

Por lo tanto, concluimos que el morfismo de coneccién 0o es un isomorfismo para j > 0. [
Lema 5.2.9. Para todo j > 0, se tiene que H, (X2j2j+1) =0, Vn € No \ {2j,25 + 1}.
Prueba. Para la sucesién exacta corta de complejos de cadenas

Xoj = Xoj2j+1 —> Xoj41,

por [10, Theo. IV.2.1] existe la sucesién exacta larga de homologias

Hyj 1(Xoj) ——— Hoj 1(Xoj2j11) ——— Haj 1(Xoj41) —— - -~

|

Hoj(Xaj41) ¢ Haj(Xoj2j41) ¢ Haj(X2j) = Keqjn1
~ | 02541

Hoji1(Xoj) ——— Hojy1(Xoj2j41) — Hojr1(Xojq1) = Keajra

|

Hajio(Xoji1) ¢ Hajra(Xoj2j41) ¢« Hajio(Xoj) ¢— -
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donde el isomorfismo vertical, 02541, proviene de la Proposicién
Por la exactitud de esta sucesién larga de homologias y la Proposicién deducimos que
H, (X2j?2j+1) = 0, Vn € NO \ {2], 2] + 1} O

Sea 1Ker (d,,) el nicleo del operador borde dado en . Para n par la condicion de borde
inferior es zo = [(z1, 22), (23, 24)] € Ker (d,d’); para n impar la condicion de borde inferior es
20 = (21, 22) € Ker (d%) = Ker(0).

Podemos deducir que 1Ker (day,) = (ea, eq, €6 + aes, ..., €am, Cam+2 + a€am—1) y

1Ker (domy1) = (e1,e3,e4 — €5, .., €am—1,€4m — Cam+1, €4m+3, Comtd)-

Proposicién 5.2.10. Paran > 3, y € 1 Ker(d,,) si y solo siyo € Ker (d(l]n),
[(Y2r—1,Y2k)s (WYa(kt1)—15 Yokt 1))] € Ker(d,d',d") y se cumple la condicion de borde inferior

51y = yo + > (Yor—1,Y2r) + 20

Prueba. i) Sea n = 2m para m > 2.
Sim =2,y € 1Ker (dy) siy sélo si y = cres + coeq + c3(eg + aes) + caes + c5(e1p + aer) para
algunos ¢y, 2, ¢3, ¢4, c5 € K; de modo que y = (0, ¢1, acs, ¢2,0, c3, acs, 4,0, ¢5).

Sean yo = (0,¢1); (y1,%2) = (acs, c2), (y3,94) = (0,¢3); (21, 22) = (acs, ca), (23,24) = (0,¢5).

Entonces
-2 0 0 0 _
0 0 c1 0
-2 0 acs 0 2a 0 -2 0 0 _
+ D =0® 0;
0 0 C2 2 0 C3 0 0 C3
-2 0 acs 0 2a 0 _
+ =0
0 0 Cyq 20 Cs

Esto significa que

yo € Ker (diy); [(y1,92), (y3,ya)] € Ker (d,d',d") y 29 = [(21, 22), (23, 24)] € Ker (d,d').

Reciprocamente, si y = yo + [(y1,¥2) + (y3,v4)] + (21, 22) + (23, 24), yo = (b1, ¢1);

asumiendo que se cumplen las tres condiciones : yy € Ker (d(134) implica que

-2 0 b1 —2b; 0
0 0 c1 0 0
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luego yo = (0,¢1);

-2 0 U1 0 2a Y3 -2 0 Y3
00 Y2

\V)
o

Ya 00 Ya
luego y1 = ays, y3 = 0;
-2 0 21 0 2a 23 0
0 0 29 2 0 24 0

luego z1 = az4, z3 = 0. Por lo tanto,

y = (0,c1,ay4,92,0,v4,a24, 22,0, 24)

= c1e2 + yaes + ya(es + ae3) + z2es + z4(e10 + aer) € 1Ker (dy).
En general, para m > 2 se tiene y € 1Ker (day,) siy sélo si
Y = c1ea + caeq + c3(eg + aez) + - -+ + cameam + c2amr1(€ams2 + @€am—1)

para algunos ¢y, ¢z, ¢3, ..., Cam, Com+1 € K;

de modo que y = (0, ¢1, acs, 2,0, ¢3, ..., acam+1, C2m, 0, Com+1)-

Sean yo = (0,¢1); (y1,y2) = (acs, c2), (y3,y1) = (0,¢3), (y5,96) = (acs, ca),

(y7,y8) = (0,¢5), - -+, (Yam—7:Yam—6) = (aC2m—1, C2m—2), (Yam—5,Yam—4) = (0, c2m—1)-
acCpio,Cpi1), k impar

Asi, para 1 < k <2(m — 1) se tiene (yor—1,y2r) = (ack+2, Chi1) P
(0, ckr1), k par

(21,22) = (aC2m+1, Com), (23,24) = (0, cam+1). Entonces por un lado

-2 0 0 0 _
= =0.
0 0 c1 0

Por otro lado, considerando que k es impar, haciendo k = 2f — 1 se ve que
(Y2k—1, Yok) = (y4f—3ay2(2f—1)) = (GC2f+17C2f),

Yokt 1) =15 Y2(k+1)) = (Yar—1,Y2(25)) = (0, cap11) son tales que

-2 0 acgfi1 0 2a 0 -2 0 0
+ S
0 0 Cof 2 0 C2f+1 0 0 C2f+1

|

para 1 < f <m —1;

-2 0 acam+1 0 2a 0
+

Il
ol

00 Com, 20 Com+1
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Esto significa que

yo € Ker (d§o); [(W2k—1,Y2k)s (Yo(ks1)-1,Y2(k4+1))] € Ker(d,d',d") para k impar tal que

1<k <2m—3y 20 = [(21,22), (23, 21)] € Ker (d,d).
2(m—1)
Reciprocamente, si y = yo + Z (Yor—1,Y2k) + (21, 22) + (23, 24), Yo = (b1, c1); asumiendo
k=1
que se cumplen las tres condiciones : yy € Ker (d(lmm) implica que

-2 0 b1 —2b1 0
= = 5
0 0 c1 0 0
luego yo = (0,¢1);
-2 0 Y2k—1 n 0 2a Y2(k+1)—-1 @ -2 0 Y2(k+1)—1 —0a0,
0 0 Y2k 20 Y2(k+1) 0 0 Y2(k+1)

luego yok—1 = aya(k+1), Y2k+1 = 0 para k impar tal que 1 < k < 2m — 3;

)

-2 0 21 0 2a z3 0
+ = )
0 O Z9 2 0 zZ4 0
luego z; = az4, 23 = 0. Por lo tanto,
y = (0,c1,aY4,92,0,94, - -, 0Yam—1, Yam—6, 0, Yam—4, @24, 22,0, 24)

= ciep +yoes +yales + aes) + - -+ Yam—c€am—a + Yam—a(€am—2 + G€am—_5) + 22€4m

+  z4(eame2 + aegm—1) € 1Ker (day,).
i1) Sea n = 2m + 1 para m > 1. Sabemos que y € 1Ker (dgy,+1) si y sélo si
Yy =bier +baes +ca(es —e5) + -+ + bameam—1 + Cam(€am — €am+1) + ba(mi1)€4m+3 + Co(mi1)€a(m1)
para algunos b1, ba, ca, ..., bam, Com, bam+2, Com+2 € K; de modo que
y = (b1,0,ba,ca, —C2,0, ..., bam, Cam, —Com, 0, bamt2, Comt2).

Sean yo = (b1,0); (y1,92) = (b2, c2), (Y3, 91) = (—¢2,0), (y5,96) = (b4, ca),

(y7,y8) = (—¢4,0), .., (Yam—3,Yam—2) = (b2m, C2m), (Yam—1,Yam) = (—C2m,0).

bri1,c , k impar

Asi, para 1 < k < 2m se tiene (yor—1,Y2r) = (i1, chrr) P
(—cx,0), k par

(21,22) = (bam+2, Cam+2). Entonces por un lado

0 0 by 0
0 2 0 0
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Por otro lado, considerando que k es impar, haciendo k = 2f — 1 se ve que
(Y2r—1,Y2k) = (Yag—3,Y2(25—1)) = (b2f, c25),
(Y2(k+1)—15Y2(k+1)) = (Yag—1,Y2(2f)) = (—c25,0) son tales que

0 0 b 0 2a —c 0 0 —c
2f n 2f o 2f
0 2 Cof 2 0 0 0 2 0

para 1 < f <m;
0 0 bam+2

Il
ol

0 0 Com+-2

Esto significa que yo € Ker (df g, 11); [(Y2k—1,Y2k), (Y2(6+1)—1, Y2(e+1))] € Ker (d, d’, d”) para k impar
tal que 1 < k < 2m — 1, y se cumple la condicién de borde inferior:

20 = (21, 22) € Ker (d3,,,,, o) = Ker (0).
2m

Reciprocamente, si y = yo + Z(ka_l,ka) + (21, 22), yo = (b1,¢1); asumiendo que se cumplen las
k=1

tres condiciones : yg € Ker (d(lmm +1) implica que

0 0 b1 0 0
0 2 e %, 0o/’
luego yo = (b1,0);
00 Y2k—1 n 0 2a Y2(k+1)-1 @ 0 0 Y2(k+1)-1 —0a0.
0 2 Y2k 20 Y2(k+1) 0 2 Y2(k+1)

luego yak+1 = —¥Y2k, Y2(k+1) = 0 para k impar tal que 1 <k < 2m — 1;

0 0 z1 0
0 0 22 0
para todo z7 y z9. Por lo tanto,
y = (b1,0,91,92,=Y2,0, ..., Yam—3, Yam—2, —Yam—2, 0, 21, 22)

= bier +yies+y2(es —es) + -+ Yam—3€am—1 + Yam—2(€4m — €am+1) + Z1€4m43

+  z9€am+4 € 1Ker (dapm+1)-

O

Observacidén 5.2.11. y € 1Ker(d;) si y sélo si yp € Ker (0%1) y se cumple la condicién de
borde inferior : zg = (21, 22) € Ker(0) si y = yo + 0.

Sim =0,y € 1Ker(dy) si y s6lo si y = bye1 + baes + coeq para algunos by, by, co € K; de
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modo que y = (b1, 0, by, c2).

Sean yo = (b1,0), (21, 22) = (b2, c2). Entonces

Esto significa que yy € Ker (d(ln) y se cumple la condicién de borde inferior:
20 = (21, 22) € Ker (dYy) = Ker (0).
Reciprocamente, si y = yo + (21, 22), Yo = (b1, ¢1); asumiendo que se cumplen las dos condi-

ciones : yp € Ker (d[ln) implica que

0 2 C1 201 0

luego yo = (b1,0). La condicién de borde inferior es dada por

0 0 21 0
0 0 22 0

para todo z1 y zo. Por lo tanto, y = (01,0, 21, 22) = biej + z1e3 + 22e4 € 1Ker (dy).

Observacidon 5.2.12. y € 1Ker (dg) si y sélo si yp € Ker (d(l]z) y se cumple la condicién de
borde inferior : zg = [(z1, 22), (23, 24)] € Ker (d,d’) si y = yo + 20.

Sim =1,y € 1Ker (dz) siy sblo si y = cies + caeq + c3(eg + ae3) para algunos c1, co,c3 € K;
de modo que y = (0, ¢1, acs, 2,0, ¢3).

Sean yo = (0, c1), (21,22) = (acs, ¢2), (23, 24) = (0, c3). Entonces

-2 0 0 0 -2 0 acs 0 2a 0 0
= y + =
0 0 cl 0 0 0 co 2 0 c3 0

Esto significa que yy € Ker (d(l)Q) y se cumple la condicién de borde inferior :
20 = [(Zl, 22), (2’3, Z4)} € Ker (d, d/).
Reciprocamente, si y = yo + (21, 22) + (23,24), yo = (b1, c1); asumiendo que se cumplen las

dos condiciones : yg € Ker (d(l)z) implica que

-2 0 b1 —2b; 0
0 0 c1 0 0
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luego yo = (0, ¢1). La condicién de borde inferior es dada por

-2 0 Z1 0 2a Z3 0
+ = ,
0 0 Z9 2 0 z4 0

luego z1 = az4, z3 = 0. Por lo tanto,
y = (0,c1,azq, 29,0, 24) = crea + z2e4 + z4(eg + ae3) € 1Ker (da).

Sea gKer (dy,) el nicleo del operador borde dado en . Para n par la condicion de
borde inferior es zy = (z1,22) € Ker (d))) = Ker(0); para n impar la condicidn de borde
inferior es zo = [(21, 22), (23, 24)] € Ker (d,d").

Podemos deducir que jKer (dop,) = (€2, €4 + aei, ..., €4m—2, €4m + Q€am—3, €4m+1, E4m+2);

gKer (dom41) = (e1,e2 — €3,. .., €am+1, €4m42 — €4m+3, 00,a€4m+4)-

Proposicién 5.2.13. Paran > 2, y € jKer(dy,) si y solo si

[(y2r—1, Y2k)> Wogk1)—1, Yo(kt1))] € Ker (d,d',d")
y se cumple la condicion de borde inferior si y = > (yar—1, Y2k) + 20-

Prueba. 1) Sea n = 2m para m > 1. Sabemos que y € jKer (dap,) si y sélo si
y = crea +ca(eq +aer) + - -+ + cam—1€4m—2 + Cam(€am + @€am—3) + bamt1€4m+1 + Coamt1€am+2

para algunos c1,co, ..., Com—1, Com, C2m+1, bam+1 € K; de modo que
Yy = (0027 C1, O) C2y ..., AC2M, C2mM—1, O) Com, b2m+17 02m+1)~

Sean (y1,y2) = (ac2,c1), (y3,94) = (0, ¢c2), (y5,96) = (aca, c3),

(y7,y8) = (0,¢4), -y (Yam—3, Yam—2) = (aC2m, c2m—1)s (Yam—1,Yam) = (0, cam)-

) acgi1,ck), k impar
Asi, para 1 < k < 2m se tiene (yor_1,Y2x) = (a1, ),

(0,ck), k par
(z1,22) = (bam+1, Com+1). Entonces, si k es impar, haciendo k = 2f — 1 se ve que
(Yor—1,Y21) = (Yas—3,Y2(2f—1)) = (acaf, cap1),

(Yo(kt1)—1> Y2(k+1)) = (Yag—1,Ya(2f)) = (0, cay) son tales que

-2 0 acaf N 0 2a 0 -2 0 0
0 0 Caf—1 2 0 Cof 0 0 Caf
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para 1 < f <m;
0 0 bam+1

I
ol

0 0 Com+1

Esto significa que [(yox—1,¥%2k), (Yo(kt1)—1,Y2(k+1))] € Ker(d,d’,d") para k impar tal que
1<k<2m—1y zy = (21,2) € Ker (dgm,o)-

2m

Reciprocamente, si y = Z(ygk_l,ygk) + (21, 22); asumiendo que se cumplen las dos condi-

. k=1
clones:

-2 0 Y1) 0 2a Yo(k+1)—1 o -2 0 Y2(k+1)—1

=000,
0 0 Yok 20 Y2(k+1) 00 Y2(k+1)

luego yok—1 = aya(k+1), Y2k+1 = 0 para k impar tal que 1 < k < 2m — 1;

0 0 z1 0
0 0 22 0
para todo z1 y z9. Por lo tanto,
y = (ay47y2707y47--~7ay4m,y4m—270ay4mazlaz2)

= yoes+yales +aer) + -+ Yam—2€4m—2 + Yam (€am + a€am—3)

+  Zi€ami1 + Z2€amt2 € gKer (dom).
it) Sea n = 2m + 1 para m > 1. Sabemos que y € jKer (dam41) si y sélo si

y="be +ci(ea —es)+ - -+ bamt1€amt1 + Camt1(€am+2 — €am+3) + 00,aC2m+2€4m+4
para algunos b1, c¢1, ..., b2m41, Com+1, Com+2 € K; de modo que

Yy = (bh C1, —C1, 0; ey b2m+17 Com+1y —C2m+1, 50,a02m+2)-

Sean (y1,y2) = (b1,c1); (¥3,94) = (—c1,0), (y5,y6) = (b3, ¢3), (y7,y8) = (—c3,0),
B (y4m73, y4m72) = (b2m717 C2m71)7 (y4m71, y4m) = (_C2m717 O)
br,cr), k impar
Asi, para 1 < k < 2m se tiene (yog—1, Y2r) = (b ) P
(—ck-1,0), k par

(z1,22) = (bam+1,Cam+1)s (23,24) = (—C2m+1,00,aC2m+2). Entonces suponiendo que k es impar,
haciendo k = 2f — 1 se ve que (y2r—1,Y2r) = (Yar—3,Y2(25-1)) = (b2y—1,c27-1),
(Ya(k+1)—1> Y2(k+1)) = (Yag—1,Y2(25)) = (—c25-1,0) son tales que

0 0 bgf_l i 0 2a —C2f—1 0 0 —Caf—1

2]
0 2 Cof_1 2 0 0 0 2 0
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para 1 < f < m;

0 0 bgm 1 0 2a —Com4+1 0
+ + +

0 2 Com+1 20 00,aC2m+2 0

Esto significa que [(y2x—1,Y2r); (Y2(k+1)—1> Y2(k+1))] € Ker (d,d’,d") para k impar tal que

1<k <2m—1y secumple la condicién de borde inferior : zo = [(21, 22), (21, 22)] € Ker (d,d’).
2m

Reciprocamente, si y = Z(ygk_l, yak) + (21, 22) + (23, 24); asumiendo que se cumplen las dos condi-

k=1
ciones:
00 Y2k—1 0 2a Y2(k+1)—1 00 Y2(k+1)—1 _
n (k+1) S (k+1) — 00,
0 2 Yok 20 Ya(k+1) 0 2 Y2(k+1)
luego yak+1 = —¥Y2k, Y2(k+1) = 0 para k impar tal que 1 <k < 2m — 1;
0 0 21 0 2a z3 0
+ )
0 2 29 2 0 Z4 0
0, a#0
luego z3 = —29, 24 = .
t, a=
Por lo tanto,
Yy = (yl, Y2, —Y2,0, -+, Yam—3, Yam—2, —Yam—2, 0, 21, 22, —22, 50,at)
yi1e1 +yo(ez —e3) + - + Yam—3€4m—3 + Yam—2(Cam—2 — €am—1) + 21€4m 41
+  22(eam+2 — €am+3)+, 00,ateam+a € gKer (dam1)-
O

Observacién 5.2.14. y € jKer (d;) si y sélo si se cumple la condicién de borde inferior :
20 = [(21, 22), (23, 24)] € Ker (d,d’) si y = 2.

Sim =0,y e Ker(di) siysélosiy=bies + ci(ex — e3) + 0 qc2e4 para algunos

bi,c1,c2 € K; de modo que y = (by,¢1, —c1,00,4¢2).

Sean (z1,22) = (b1,c¢1), (23,24) = (—c1,00,4c2). Entonces

0 O b1 0 2a —C1 0
+
0 2 a 2 0 00,aC2 0
Esto significa que se cumple la condicién de borde inferior:

zZ0 = [(21, 22), (21, 22)} € Ker (d, d,)
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Reciprocamente, si y = (z1, 22) + (23, 24), y se cumple la condicién de borde inferior:

0 0 21 0 2a 23 0
+ = ,
0 2 29 2 0 Z4 0
0, a#0
luego z3 = —29, 24 = .
t, a=20

Por lo tanto, y = (21, 22, —22, 60,at) = z1€1 + 22(€2 — e3) + o otes € JKer (dy).

Observacion 5.2.15. Por las Proposiciones [5.2.10] y [5.2.13] sabemos que las afirmaciones

siguientes valen:

i)

iii)

iv)

vi)

vi7)

viii)

Sean >3y (d,d,d") unasilla (ver (5.4)).

Si n es impar, por la parte ii) de la prueba de la Proposicién [5.2.10| existen "T‘H -

sillas en la n—ésima franja diagonal de 1 D;

Si n es par, por la parte 7) de la prueba de la Proposicién [5.2.10| existen § — 1 sillas en
la n—ésima franja diagonal de 1D.

Sean > 2y (d,d,d") unasilla (ver (5.7)).

Sin es impar, por la parte ii) de la prueba de la Proposicién |5.2.13|existen (”T‘H — 2) +1

sillas en la n—ésima franja diagonal de 4D;

Si n es par, por la parte i) de la prueba de la Proposicién |5.2.13| existen (% — 1) +1

sillas en la n—ésima franja diagonal de 4D.

Considerando 1D y n impar, con la condicién de borde inferior obtenemos

Ker d%
Hn(Xn,n-i-l) = Imgd,d,/(3>;

Considerando 1D y n par, con la condicién de borde inferior obtenemos

Ker(d,d'
H(Xn-t10) = Tui '

Considerando 4D y n impar, con la condicién de borde inferior obtenemos
. _Ker(dd) .

Hn(anl,n) - W»

Considerando 4D y n par, con la condicién de borde inferior obtenemos

Ker(d%
Ho(Xp ) = Serlan),
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Lema 5.2.16. Se cumplen las afirmaciones siguientes:

i) Sin es impar, entonces

1 _1)

("5
Hp (X (Awr)) = Hp(Xo) @ @ H,(X2j-125) | ® Ho(Xnnt1);
i—1

e

ii) Sin es par, entonces

(3-1)
Hy (X (Aw)) = Ho(Xo) @ | €D Ha(X2j-12)) | © Ha(Xn-1,0);
j=1
("5 -2)
iii) Sin es impar, entonces Hy (X «(Awy)) = @ Hy(X2j2j4+1) | @ Ho(Xn—1n);
=0
(5-1)
iv) Sin es par, entonces Hp (X (Awg)) = @ H,(X2j2j+1) | ® Ho(Xnnt1)-
=0

Prueba. Las afirmaciones i), ii) se siguen del hecho que el complejo doble de cadenas 1D esta
en el primer cuadrante, y de las Proposiciones y 9.2.10
Las afirmaciones #ii), iv) se siguen del hecho que el complejo doble de cadenas 4D estd en el

primer cuadrante, y de las Proposiciones [5.2.2] y [5.2.13] O

Teorema 5.2.17. Sea K un cuerpo, Car(K) # 2 y a € K*, entonces
Kwi, n=0
HH, (% x 02> -
0, n>0
Prueba. Por la Proposicién y el Lema de las partes i), ii) del lema anterior
Homi1 (X (Awr)) = Homy1(Xom+1,2m+2); Hom (X i(Aw1)) = Hom(Xom—1,2m)-
De la condiciéon de borde inferior dada en la Proposicion [5.2.10] y la Observacién [5.2.11
Ker (d3,,110) = K*.
Pero Im (d,d") = Im (d%m—kl,l +d9,,100) = K2, luego Hopi1(X 4 (Awr)) = 0.
De la condiciéon de borde inferior dada en la Proposicion [5.2.10] y la Observacién [5.2.12
Ker(d,d")

Hom(Xom—1.2m) = @, a7y = 0. Para ello, basta verificar que

20 = [(21, 22), (23, 24)] € Ker (d,d") implica que 2y € Im (d,d’,d").
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En efecto, (d,d")(z0) = (0,0) si y sélo si

-2 0 21 0 2a 23 0
+ = )
0 0 29 2 0 24 0

luego z1 = azy4, 23 = 0. Asi, zg = (az4, 22,0, 24).
Por otro lado, existe z{, = (0,0, 322, 124) tal que 29 = (d,d’,d")(%}) € Im (d,d’, d").
Por consiguiente, Hayp, (X «(Awr)) = 0.
Por el Lema [5.2.9] de las partes iii), iv) del lema anterior
Hopm1(X«(Awg)) = Hami1(Xom2ms1); Hom(X+(Awy)) = Hom(Xom2m+1).
De la condicién de borde inferior dada en la Proposicién y la Observacion [5.2.14
Homi1(Xom2m+1) = % = 0. Para ello, basta verificar que
20 = [(21, 22), (23, 24)] € Ker (d,d) implica que zy € Im (d,d’, d").

En efecto, (d,d")(z0) = (0,0) si y sélo si

0 0 21 0 2a z3 0
- = ,
0 2 29 2 0 24 0
luego z3 = —z9, 24 = 0. Asi, 29 = (21, 22, —22,0).

Por otro lado, existe 2, = (—%21,0, 322,0) tal que z = (d,d’,d")(z) € Im (d,d’,d").
Por consiguiente, Hop+1(X . (Awy)) = 0.
De la condicién de borde inferior dada en la Proposicién [5.2.13, Ker (d9,, o) = K.

Pero Im (d,d") = Im (d%ml + dgmﬂ,o) = K?, luego Hopm (X4 (Awg)) = 0.

Claramente Ho(X . (Awr)) = Kwi y Ho(X«(Awg)) = 0. Recordando que

HH, (% X f Cg) = Hp (X (Awr)) & Hy (X« (Awy)), se completa la prueba. O
Teorema 5.2.18. Sea K un cuerpo, Car(K) =2, a € K* y E = % Xy Cy, entonces
E, n=>0
HH, (E)={ ntl

@E, n>0
i=1

Prueba. Por ser Car(K) = 2, la accién de Cy sobre 1&)2(; dadaporg-z=—z,g-1=1es

trivial porque —1 = 1. Es claro que, A puede asumir el valor 1 en el Teorema [4.2.6] Por

otro lado, teniendo en cuenta que y; = 0 en (4.28) ya que a € K*. Por la Definicion

212



J

asociamos al producto cruzado X KIX] 2y Xy C> los complejos dobles 1D y 4D.

KX
Asi, vamos a tomar a = 0 en (5.4) y (5.7) para hacer cdlculos, y A = <)[(2>] .
00 b1 0 0 ba 0
Puesto que + = y Car(K) = 2,
0 2 M 00 Y2 27
w
m (df; + dfy) = (2e2) = {(0,0)}. Por (5.4), Ho(X.(Aw:)) = . = Aw;
Im (df; + d})
00 b1 0 0 ba 0
Puesto que + = y Car(K) =2,
0 2 o] 2 0 V2 2v1 + 2by
— w
m (df, + dfy) = (2e2) = {(0,0)}. Por (5.7), Ho(X(Awy)) = g = Aw,

Por lo tanto, HHo(E) = Ho(X(Aw1)) & Ho(X . (Awy)) = E.
Como en la Observacion |5.2.11| y := yo + (21, 22) € 1Ker (dy) si y sélo si yo € Ker (d01)

1) 8
Ker (d} ) Ker (df)
K 0 H A oL PR
(21, 22) € Ker (dY); de modo que Hy (X (Aw;)) = m (dby) Im (diy +d)

Del hecho que ( 20 ) ( b ) = ( — ),Im (dfz) = (2e1) = {(0,0)}; de
0 0 Y1 0
+ = )
00 V2 20 V3 2b3

deducimos que Im (d}; + d3)) = (2e3,2e4) = {(0,0)}. Asi, H1(X.(Awr)) = Aw; ® Aw.
Como en la Observacién |5.2.14| y := (21, 22) + (23, 24) € gKer (dy) si y sélo si

Ker (d,d’)
/ b
[(21, 22), (23,24)] € Ker(d,d'); de modo que Hl( «(Awg)) = Tm(d " Ad.d)

LT

Im (d,d’) = {(0,0)}; Im (d,d’,d") = (2e1,2e2 — 2e3) = {(0,0),(0,0)}

Puesto que

Asi, H1(X,(Aw,)) = Awy & Aw,. Por consiguiente,

HH,(E) = H\(X.(Aw)) ® Hy(X.(Aw,)) = E® E.

n+1
Usando los mismos argumentos deducimos que HH,, (E) = @ E paran > 2. O
i=1

Teorema 5.2.19. Sea K un cuerpo, Car(K) #2 y A = %, entonces
HH, (A x;Co) = Hy(X . (Aw1)) @ Hn(X . (Awy)), donde
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Kuwy, n=>0
s Hy(Xi(Awy)) = § Keapn, n=2m-—1

Kegm+1, n=2m

_ Kw, n=0
Ho(X(Awn)) =

0, n >0
Prueba. Tomando a = 0, por la Proposicién y el Lema de las partes ), i) del
Lema [5.2.16| Hapt1 (X (Aw1)) = Homt1(Xoms1,2m+2); Hom (X« (Aw1)) = Hom (Xom—1,2m)-
De la condicién de borde inferior dada en la Proposicién [5.2.10] y la Observaciéon [5.2.11
Ker (d9,,,10) = K2. Pero Im (d,d’) = Im (d3,,, 1 1 + d3,, ) = K?, luego

(€4m+3, e4(m+1)>
(€4m+3, 64(m+1)>
De la condiciéon de borde inferior dada en la Proposicion [5.2.10] y la Observacién [5.2.12

H2m+1(y*(Aw1)) = =0.

Hom(Xom—12m) = % = 0. Para ello, basta verificar que

20 = [(21, 22), (23, 24)] € Ker (d,d) implica que zy € Im (d,d’, d").
En efecto, (d,d")(z0) = (0,0) si y sélo si
-2 0 Al 0 0 Z3 0

+ )
0 0 29 2 0 24 0

luego z1 = 0, 23 = 0. Asi, zg = (0, 22,0, 24).

Por otro lado, existe z;, = (0, %22, 0, %z4) tal que zp = (d,d’,d")(%) € Im(d,d’,d").

Por consiguiente, Hayp, (X «(Awr)) = 0.

Por el Lema de las partes iii), iv) del lema

Hopy1(X 4 (Awg)) = Homi1(Xom2mt1) ¥ Hom (X« (Awg)) = Hom (Xom,2m+1)-

De la condicién de borde inferior dada en la Proposicién y la Observacién [5.2.14]

Hom1(Xomom+y1) = % = Keg(m+1)- Para ello, basta verificar que

Ker (d,d') = (eam+1, €am+2 — €am+3, €a(m+1)) © Im (d, d’,d") = (2eam11, 2€4m+2 — 2€4m+3)-
En efecto:

Si 20 = [(bam+1, Yam+1), (b2m+2, Yom+2)] € Ker (d,d’), entonces (d, d")(z0) = (0,0) si y sélo si

00 bam+1 N 00 boms2 | [ O
0 2 Yom+1 2 0 Yom+2 0
luego bam42 = —Yom+1. Asi,

20 = (b2m+1, V2m+1, =V2m+1, V2m+2) = b2mt1€4m+1 + V2m+1(€am+2 — €4m+3) + Y2m+2€4(m+1)-
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Siz=(d,d,d")(x1,z2,23,24) € Im(d,d',d"), entonces

z = (—2x1,2x3, —223,0) = (—21)(2€4m+1) + 3(2€4m+2 — 2€4m+3) donde z1, 3 € K.
Por consiguiente, Hap+1(X . (Awy)) = Keyimir)-

De la condicién de borde inferior dada en la Proposicién

Hgm(XgmgmH) % = Keymy1. Para ello, basta verificar que

Ker (dgmo) = (e4m+1, €am+2) € Im (d,d") = (2e4m42). En efecto:

Si 29 = (bam+1, Y2m+1) € Ker (dgm’o), entonces dgm’o(zo) = (0,0) si y solo si

0 0 Bomi1 0
0 0 Y2m+1 0
Ast, 20 = (bam+1, Y2m+1) = bam+1€4m+1 + Y2m+1€4m+2-
Sea z = (d,d’)(x1, x2,x3,24) € Im (d,d"). Puesto que
0 0 T 0 0 T3 0
+ = :
0 2 X2 2 0 X4 2x9 + 213

= (0,2x9 4 223) = (2 + 3)(2€4m+2) donde x5 + x3 € K. Por consiguiente,

om(X «(Awy)) = Keqm+1. De los diagramas (5.4) y (5.7), deducimos que
Hy(X (Aw)) = Kwy y Ho(X(Awy)) = Kw. O

5.3 Homologia de Hochschild del producto cruzado

K[X]

mxf(]t parat > 3

Similar al caso t = 2, en esta seccion se traduce las diferenciales horizontales y verticales de

K[X]

los complejos dobles de cadenas asociados al producto cruzado Xt—ay Xf C; parat > 3 donde

a es un parametro (Definicién [5.1.5) al lenguaje de matrices. Se célcula la homologia de
Hochschild del producto cruzado haciendo las mismas cuentas y usando resultados analogos

de algebra homoldégica.
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Sea A € u(K) y sea 1D el complejo doble de cadenas:

M, |d}, My Mo My My My
N M i N M, N M,
Kt Kt > Kt Kt > Kt Kt >
M |dbs M3 M, M3 M M3
N M: N M; N M:
Kt Kt 5 Kt Kt 5 Kt Kt 5
Mo d(l)2 My |d Mo My Mo My
N Ms N Ms N Ms
Kt Kt 7 Kt Kt Kt Kt
M,y d(l)l Ms My | d"” M3 My M3
N M:; N M; N M:
Kt ¢ - Kt 05 t - Kt 05 t - Kt 05
le d20 d30 d40 d50 d60
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1-—2X\ 0 0
donde N = ,My=] 0 1-A2 0
0 0 ) :
0 0 0 0 0 0 1— A1
txt
-t 0 0 —(1-2X 0 0
0 0 0 0 —(1-)?) 0
My=| 0 0 0 Mz = :
0 0 —(1 =t
0 0 0 0 0 0
txt
0 0 0 0 ta 0 --- 0
0 0 0 0 0 ta 0
My = , Ms = ;
0 0 0 0 0 0 0 ta
0 0 0 ¢ t 0 0 --- 0

tXxt

[e=]

M es la representaciéon matricial de d(l)1 : Awp — Aw; en la base {wq,zwi, ...

AwlyA:%.

Sea Xg = TOt(lD(]) y XQj_l’Qj = Tot(ngj_LQj) para j > 1.

Proposicién 5.3.1. Sea X = X, (Aw;) = Tot(1 D). Entonces

X=X X12DX34D---
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es una suma directa de complejos de cadenas.

Prueba. Sabemos que Tot(; D) es un complejo de cadenas, cuya n—ésima componente es una

suma directa de K —espacios vectoriales, donde el operador borde

dy, : Tot(1D),, — Tot(1 D),,_4 (5.12)

es una aplicacion lineal de K —espacios vectoriales.

Teniendo en cuenta y observando que los morfismos horizontales que parten de la
columna impar de 1D son nulos, para que 112 sea un subcomplejo de 1D debemos verificar
que (d,d")o (d,d',d")=0y (d,d,d")o (d,d,d") = 0.

En efecto:

De las tres igualdades de matrices

1 0 0
T 0 0
MsMa | 23 | = M3 = |
: 0 0
Tt try 0
1 taxso —ta(l — N)z2
To taxs —ta(l — A\2)z3
M3sMs | 23 | =M3 = ;
: taxs —ta(l — /\tfl)xt
Tt tx1 0
1 0 ta(l — N)z2
T2 (1= XN)z2 ta(l — A\?)x3
MsM;q x3 = Ms (1 — )\Q)xg = ;
ta(l — Xt~y

Tt (1 —Atil):l?t 0

obtenemos que (d,d’) o (d,d’,d") = dd + dd' + d'd" = 0.
De las cuatro igualdades de matrices

T1 —(1=XNz1 0
o —(1— /\2)1‘2 0
My M3 =M,y =1 |
Ti—1 —(1 — )\t_l)mt,1 0
Xt 0 0
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1 taxs 0 x1 —txy 0

X9 taxs 0 x9 0 0
MyMs | 3 = My : = : s MsMs | 73 = Ms 0 = . ;
taxyt 0 0

Tt txr t2z, Tt 0 —t21

Tl —txy

x9 0

MiMz | %3 | =M 0 =1 0 [,
Tt 0 0

obtenemos que (d,d’,d") o (d,d',d") = dd + dd' + d'd" + d"d" = 0.
De este hecho se sigue que X392 = Tot(1D12) es un subcomplejo de X = Tot(;D); de modo

que conseguimos descomponer Tot(;D) en una suma directa de complejos de cadenas
TOt(lD) = TOt(lD()) ® @TOt(lDQj_LQj)
321

Puesto que XO = TOt(lD[)) y XQJ;LQJ' = TOt(lDQj,LQj) paraj > 1, concluimos que
X=X00X120DX34D--- . Il

Sea 1l <i¢<t—1ysea N la representacién matricial de dgm : Awgi — A(/Jgi en la base

t—1
xt_lwgi} de Awg y A = <§t[)jl> En este caso, Z)\hi =0 ya que A # 1,
h=0
A =1y se cumple que (1 — N)(A0 4+ A 4+ A% ... £ AE=DH) =1 — \¥ = 0. Considerando

{wgis zWgis - - -,

t—1
(4.63]) - dgm(xngi) = Z )\hixtﬂ*lwgi =0, para todo j =0,...,t — 1. Por lo tanto,
h=0

0o o o --- 0

o o0 o0 --- 0
N =

0o o o --- 0

0o o o --- 0

txt

En particular, cuando ¢ es primo y ®; es el t—ésimo polinomio ciclotémico,

0 ®(Na 0 0
0 0 d(Na - 0
N= ,
0 0 0 ®:(Na
By (N) 0 0 0

tXt



donde ®¢(\) = 0.

Sea1<i<t—1, D el complejo doble de cadenas:

M, | d}, My Mo My My M,
Mg N Mg N Msg N
Kt Kt Kt Kt Kt Kt
My | d, Ms M M3 My Ms
M, N M N M N
Kt 6 Kt Kt 6 Kt Kt 6 Kt . (513)
Mo | d}, My Ms |d My Mo My
Meg N Mg N Msg N
Kt p) Kt Kt = Kt Kt Kt
M,y d(l)l Ms My Ms | d" My Ms
M, N M N M N
K+ K'+—— K+ K+ K'+—— K'+—
dio dao dg dyo ds dgo

donde My, My, Ms, My son las matrices dadas en (5.10]) y

0 0 0 (1—Xa
(1 -\ 0 0 0
Mg = 0 (=X ... 0 0 :

0 0 S (1= 0 et
Mg es la representaciéon matricial de d(l)O t Awgi — Awgi en la base {wgi, TWgis - .. ,a:t_lwgi}
de Awgi.
Sea ng’2j+1 = Tot(giD2j72j+1) para ] Z 0.
Proposicién 5.3.2. Sea X = X, (Aw,:) = Tol(,i D). Entonces

X =X01®Xo3® Xa5® -+ (5.14)

es una suma directa de complejos de cadenas.

Prueba. Sabemos que Tot( 4 D) es un complejo de cadenas, cuya n—ésima componente es una

suma directa de K —espacios vectoriales, donde el operador borde

dp : Tot(g: D) ~— Tot(g: D) (5.15)

n—1
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es una aplicacion lineal de K —espacios vectoriales.

Teniendo en cuenta y recordando que los morfismos horizontales que parten de una
columna par de ;i D son nulos ya sus representaciones matriciales son nulas, para que 4 Do sea
un subcomplejo de i D debemos verificar que (d,d’)o(d,d',d") = 0y (d,d',d")o(d,d’,d") = 0.
En efecto:

De las tres igualdades de matrices

x1 —txy 0
x9 0 0
MiMs | z3 =M 0 = 0 [;
Tt 0 0
1 (1- /\i)a:ct 0
Z2 (1 — Ay (1 —=X)(1 = ANz,
M1 Mg : =M (1= X)zo = (1— A2)(1 — Ab)zo
Tt—1 . .
Tt (1 — )\i)xt_l (1 — )\til)(l — /\i)xt_1
x1 —(1 =Nz 0
T2 —(1- )\2)1‘2 —-1-=-XN(1- Ay
Mg M3 : = Mg : =

—(1=X"Dxpq
0

—(1 = A2 (1 = Ao

—(1 =X = M)z

obtenemos que (d,d’) o (d,d',d") = dd + dd' + d'd" = 0.
De las cuatro igualdades de matrices

T 0 0
T2 (1= MNz2 0
MoMy | 23 | = My (1= 223 -1 0 [,
Tt (1 — )\t_l)iﬂt 0
1 (1 — A)awxy —t(1 — A\)axy
9 1- )\i)1‘1 0
M2M6 = M> (1 — )\i)mg — 0 :
Ti—1 . .
Tt (1- )\i)zt_1 0
1 0 t(1 — A)axt 1 0
X9 0 0 x9 0
Mg My = Ms = 0 ; MzMy : = M3
Tr—1 0 Te—1 0
T trt 0 T tay

obtenemos que (d,d’,d") o (d,d',d") = dd + dd' + d'd" +d"d" = 0.
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De este hecho se sigue que Xo; = Tot(,i Do1) es un subcomplejo de X = Tot(,: D). Luego,

descomponemos Tot(,: D) en una suma directa de complejos de cadenas

TOt(giD) = @Tot(giD2j72j+1)
720

Puesto que Xgj ;41 = Tot(yi Daj2j11) para j > 0, concluimos que

X=X01 ®Xo3 D Xy5D---. O

Proposicién 5.3.3. Sea A\ € p(K). Las columnas de 1D y ;D para 1 < i <t —1 son

complejos de cadenas aciclicos.

Prueba. Observando los complejos dobles de cadenas 1D y giD para 1 <i <t —1 dados en
y , vemos que es suficiente verificar las igualdades

Ker (d},) = Tm (dl,), Ker (dl,) = Tm (dis), Ker (d}y) = Im (dLy) y Ker (dly) = Im (dls).

i) Por definicién di (z1, 22, 23,...,2¢) = <0, (1= N)ag, (1 —A)x3,...,(1 - )\tfl)a:t),

diy (w1, w9, 23, ..., 21) = (—t21,0,0,...,0); luego vemos que Im (d(l)Q) C Ker (d(ln).
Reciprocamente, si T € Ker (d(l]l), dy () = d§y (w1, 22, 23, ..., 2¢) = (0,0,0,...,0).

Luego T = (21,0,0,...,0). Asi, existe (y1,0,0,...,0) = (—%:cl,0,0, ...,0) tal que
dgy(y1,0,0,...,0) = (21,0,0,...,0), luego T € Im (d(ln). Por lo tanto, Ker (d(ln) =Im (dég).
ii) Recordando que djs(21, 22,23, ...,2t) = (0, (1 — X)2a, (1 — A?)z3,..., (1 — AI71)2), vemos
que Im (dj;) C Ker (d,). Reciprocamente, si § € Ker (dg,),

déQ(g) = d(l,lQ(ylv Y2,Y3,- -+, yt) = (Oa 07 07 cee 70)7 luego Y= (07y27 Y3y - yt)' ASi? existe
(0,22, 23, - .- 2¢) = (0, (1= N "Ly, (1= A3 Lys, ., (1 — )\t_l)_lyt>

tal que djz(0,22, 23, ..., 2t) = (0,92, Y3, -, yt). Asi, y € Im (d(l)3).

Por consiguiente, Ker (dg,) = Im (dj;).

iii) Dado que di;(z1,72,..., 21, 7¢) = ( — (1 =Nz, —(1 = N)z9,...,—(1 - )\t_l)xt_l,0>,
diy (w1, 9, ... 21, 2¢) = (0,0,...,0,txs); vemos que Im (db) C Ker (dh).

Reciprocamente, si € Ker (dh),
di,(Z) = d} (@1, 22, ..., 2 1,2¢) = (0,0,0,...,0).

Luego = = (0,0,...,0,2). Asi, existe (0,0,...,0,y;) = (0,0,...,0, %xt) tal que
di5(0,0,...,0,3) = (0,0,...,0,2), luego T € Im (dj,).

221



Por consiguiente, Ker (di,) = Im (di,).

iv) Recordando que
dis(z1, 29,y 201, 20) = (—(1 = N)zg, —(1 = A zg, ..., —(1 = X1 z4,0),

vemos que Im (d%3) C Ker (db).
Reciprocamente, si j € Ker (d%z), dy @) = dis(y1,y2, - -1, %) = (0,0,...,0,0), luego
¥ = (y1,92,-..,Y-1,0). Asi, existe

@h@wu,%4ﬁ):<—(L—M_@h—ﬂ—A%‘@%HW—Q—A*U‘@FLQ

tal que diz(21,22,..,2-1,0) = (y1,%2, - - -, Yt—1,0), luego ¥ € Im (d}3).
Por consiguiente, Ker (di,) = Im (di3). O

Esta proposicion nos dice que los complejos de cadenas Xg, X1, Xo,. .., son aciclicos.

Proposicién 5.3.4. Sea \ € y(K) y sea X; = Tot(1D;) = Tot(,iD;) para 1 < i <t —1,
entonces Hy, (X;) = 6, ;H; (X;).

Prueba. Se deduce de la Proposicion y del hecho que 1D y ;D estdn en el primer

cuadrante. O

Recordemos que X; es el complejo total de la j—ésima columna de ambos complejos do-

bles de cadenas para j =0,1,2,....
<€1a€27e37"'a€t>

o) = T Mo (1= A2)es, o, (1= WD)y — (1) = Fews
<€t+1, Ct+2y - 62t>
1( 1) <(1 — )\)et+17<(1 — >\2)6t+2; e (1>_ )\til)ezt_1> <€2t> €9t
€2t+1, €242, -.,€3¢
Ho(X5) = = =K .
2( 2) <(1 - )\)62t+27 (1 — )\2)6215—{-3, L (1 — )\t_1)€3t> <62t+1> €2t41;

<6tn+17 Ctn4+2;5 -y, etn+t>
<(1 — )\)etn+25 (1 — >\2)etn+3’ ceey (]. — )\til)etn+t>
= <6m+1> = (€2tm+1>§

Sea n = 2m, entonces H,(X,) =

Sea n = 2m — 1, entonces

<6tn+17 Ctn42;5 -+ €tn+t>
Hn Xn == = (€ n = (€ m 7
) = T N emrn (L= Aemmrzr o (L= N Dy ) it = (€2em)
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Observaciéon 5.3.5. En particular se tiene:

Haj(X2j) = (eatjr1) = Keagjy1 (5 > 0);
H2j—1(X2j—1) = <€2tj> = Ke2tj (] > 1);'

Haj1(Xoj41) = Hy(jr1)—1(Xog+1)-1) = (ex(j+1)) = Keajrae (j > 0).
Teniendo en cuenta la Proposicién obtenemos la siguiente

Proposicién 5.3.6. Para la sucesion exacta corta de complejos de cadenas
X2j—1 - ng_ng —r ij, el morﬁsmo de coneccion 82]‘ : HQj(XQj) — H2j—1(X2j—1)

es un isomorfismo.
Prueba. Para j > 1, por la observacién anterior se define
Ooj : Haj(Xaj) = Keajr1 — Haj—1(Xoj—1) = Kea;

por Osj(Aeasjr1) = Aegyj. Claramente, do; es una aplicacion K —lineal, cuya inversa es dada
—1
por 82j ()\egtj) = )\62,5j+1.

Por consiguiente, el morfismo de coneccién 0o; es un isomorfismo para j > 1. O

La prueba del lema siguiente se hace de manera similar a la prueba del Lema usando
la Proposicién y la proposicién anterior.

Lema 5.3.7. Para todo j > 1, se tiene que Hy (X2j_125) =0, Yn € No \ {25 — 1, 2j}.
Teniendo en cuenta la Proposicién [5.3.2) obtenemos la siguiente
Proposiciéon 5.3.8. Para la sucesion exacta corta de complejos de cadenas
Xoj = Xojoj41 — Xojy1,
el morfismo de coneccion 0aj41 @ Haji1(Xoj41) = Hoj(Xa;) es un isomorfismo.
Prueba. Para j > 0, por la Observacién [5.3.5] se define

O2j41 + Hajp1(Xojp1) = Keagjror — Haj(Xaj) = Keagjit
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por Ogj11(Xeajtrat) = Aeagjq1-

Se nota que Oo;11 es una aplicacién K —lineal y su inversa es dada por
0% 1 (Nearji1) = Aearjor.
Por lo tanto, concluimos que el morfismo de coneccién 02541 es un isomorfismo para j > 0. [
La prueba del lema siguiente se hace de manera similar a la prueba del Lema[5.2.9|usando
la Proposicién y la proposicién anterior.
Lema 5.3.9. Para todo j > 0, se tiene que H, (X2j2j+1) =0, Vn € No \ {2j,25 + 1}.
Usando los aspectos geométricos y algebraicos descritos en la Observacién [5.2.15] para

los complejos dobles de cadenas 1D y ;D dados en (5.10) y (5.13) (1 < i <t — 1), hemos

obtenido el siguiente
Lema 5.3.10. Se cumplen las afirmaciones siguientes:

i) Sin es impar, entonces

(22
Hp, (X (Awr)) = Hn(Xo) @ @ Hy(X2j-125) | © Ho(Xnmi1);
j=1
i) Sin es par, entonces

(2-1)
Hn(y*(Awl)) = Hn(XO) ©® @ Hn(Xijl,Qj) ©® Hn(anl,n);

j=1
("5+-2)
ii) Sin es impar, entonces Hy(X.(Awyi)) = H,(X2j2i41) | © Ho(Xn—1n)
§=0
para 1l < <t—1;

(3-1)

iv) Sin es par, entonces Hp(X«(Awgi)) = @ Hy,(X2j2j+1) | ® Ho(Xnnt1)
j=0

paral <<t —1.

Prueba. Las afirmaciones i), ii) se siguen del hecho que el complejo doble de cadenas 1D esta
en el primer cuadrante, y de la Proposicion [5.3.1
Las afirmaciones i), iv) se siguen del hecho que los complejos dobles de cadenas gD para

1 <i<t—1 estdn en el primer cuadrante, y de la Proposicién [5.3.2 ]
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Teorema 5.3.11. Sea K un cuerpo, t > 3, u(K) # 0 y a € K*, entonces

Kw, n=0

HHn <% Xf Ct) - 0, n>0

donde Cy = (g) = {1,g,...,¢g" " 1}.
Prueba. Por la Proposicién y el Lema [5.3.7, de las partes i), ii) del lema anterior

Hop1 (X (Awr)) = Homs1 (Xoma1,2m+2) ¥ Hom(Xo(Awr)) = Hom(Xom—1,2m)-
Puesto que d(Q)erl,U =0y Ms, M;s son las matrices dadas en (5.10)):

) Y1 —(1 =)z tays —(1 = A)z1 + tays
T Yo —(1 = A?)ay tays —(1 = M)y + tays
M; : +Ms | ys | = : + : =
Ti1 : —(1= XNz, tay, —(1=N"Nay_y + tay,
Ty Yt 0 tyr tyr

Ker (d9,,41 0
Luego, Ham+1(Xom+1,2m42) = I (] ( :L_eré ) )
2m+1,1 2m+2,0
. <et(2m+1)+17 Ct(2m+1)+25 - -+ et(2m+1)+t> -0
<et(2m+1)+1» Cr(2m+1)+25 - -+ et(2m+1)+t> ’

por consiguiente Ha,y,1(X 4 (Aw;)) = 0. Por otro lado,

B Ker (d%"m—l,l + dgm,o)

~ Im (d%mfl,Q + dgm,l + d%m,l)
_ Ker(d,d")
- Im(d,d’,d")

HZm(XQ'm—l,Q'rn)

:O7

Para ello, basta verificar que zy € Ker (d,d’) implica que zg € Im (d, d’, d").
En efecto, (d,d")(z9) = (0,0,...,0,0) si y sélo si

21 Zt41 0
Z2 Zt42 0
M : +Ms | 243 | =
Zi—1 0
2t Zot 0
si y sdlo si
—(1=XN)z taziio 0
—(1 =A%)z taziis 0
. n . _ 7
—(1 =AYz tazo 0
0 tzi41 0
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1-X 1-22) 1—xt1 ,
luego 2441 =0, 2442 = %21, Zt+3 = (Tzz, ce 22t = ( ia )Zt71~ Asf,
_ a-=x (1=2?%) (1=X"h
20 = (21, 22,...,2,0, ta 21,T22a--~7T2t—1)~
Por otro lado,
Y1 o Ko
Y2 Z2 T2

My | y3 | +Ms| x3 DM | ws

L Yt e ) | Tt
[ 0 taxs | 0 taxs 0
0 taxs (I =XNao taxs (1= XN)ae
— S [ : el Q- | = : @ (1-M)xs
0 tax, tax,
|\ ty try ) | (1= M"Y, ty; + toy (1— X1y

Escribiendo esta matriz en fila y comparando sus componentes con las de zg:

Ty =21, T3 = =22,...,8 = =21, T1 = 7(2 — ty;). Haciendo 3 = 0, existe

z, = (0,0,0,...,0, %zt, izl, iz% cel %Zt_l) tal que zo = (d,d’,d")(z}) € Im (d,d’,d").
Por consiguiente, Hay, (X« (Aw;)) = 0.

Por el Lema [5.3.9] de las partes 4ii), iv) del lema anterior
Hami1 (X w(Awgi)) = Hami1 (Xom,2my1) ¥ Hom (Xu(Awgi)) = Hopm(Xom 2mt1)-
Teniendo en cuenta el diagrama y la Proposicién m
Homt1(Xom2m+1) = % = 0. Para ello, basta verificar que
z0 € Ker (d,d’) implica que z¢ € Im (d,d’,d").

En efecto, (d,d’)(z0) = (0,0,...,0,0) siy sdlo si

Z1 Zt+1 0
zZ2 Zt4+2 0

M1 z3 =+ M6 =

22¢-1 0

Zt Zot 0

si y sélo si
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0 (1 — X\)azoy 0

(1 — )\)22 (1 — )\i)Zt+1 0
(]. — )\2)23 + (1 - )\i)Zt+2 = 0
(1 — /\t_l)zt (1 — Ai)ZQt_l 0
— —_)\2 _\t—1
Pero a ;é 07 luego Zot = 07 Zi41 = —%227 2t42 = —%237 ey R2t—1 = —%Zn
_ _ )2 _hyt—1
Asl, 20 = (21,22, -+, 28, — ((11_/\)‘,;)) 29, — g_ii;zg, ol —%)J))zt,O).
Por otro lado,
T 1 Y1
(o) Y2 Y2
My | z3 | +Mgs| w3 SMs| 3
L Tt Ye ) | Yt
—txzq (1 — X)ay; —(1 =Ny
0 (1= M)y —(1=2*)y2
= 0 + 1 A=X)yp2 ® :
—(1 = AUy
i 0 (1= A)yq | 0
—txy + (1 — A\ay, —(1=XNy
(1= Xy (1= XA)ys
= (1—=X)y2 ® :
—(1 =Xy
(1 — )\i)yt_l 0

Escribiendo esta matriz en fila y comparando sus componentes con las de zg:

Yt = m(zl +tr1), y1 = ﬁz% Y2 = (1,71)\1:)2& s Yt—1 = ﬁzt-

Haciendo z; = 0, existe 2z, = (0,0,...,0, (1_71)\1.)22, ﬁz;,, e AT 2 (1—1,\7?)a21)
tal que zg = (d,d’,d")(z) € Im (d,d’,d").

Por consiguiente, Ho,p1(X s (Awyi)) =0 para 1 <i <t¢— 1.
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Puesto que My y M;g son las matrices dadas en (5.13):

x1 Y1 0 (1 — X)ay;
T2 Y2 (1= A)z2 (1= M)y
M, : + Mg : = (I=M)azs [+] (1—=X)p
Tt—1 Yi—1 : :
T Yi (1 — M"Yy (1 —X\)y;_y
(1= X)ay:

(1= Naz+ (1= Ay
= (1= A%)as + (1= A)ys

(1= XDz + (1= M)y
y dgm,o = 0, considerando que a # 0 obtenemos que

Ker (dgmﬁo)

Hap (Xom,2m+1) =
" e Im (d%m,l + dgm-‘rl,O)
_ <€2tm+1, €2tm+42, -+ - ae2tm+t> —0
<€2tm+17 €2tm—42y -+ - ,€2tm+t> ’

por consiguiente Hay, (X, (Awyi)) =0 para 1 <i<t—1.

Claramente Hy(X ,(Aw1)) = Kw; y Ho(X4(Awyi)) =0 para 1 <i<t—1.

t—1
O(K;[i(]a) @ Hn(y*(Awgi)) ,
i=1

se completa la prueba. O

Recordando que H H,, ( X f C’t) = H, (X (Awy)) @

Teorema 5.3.12. Sea K un cuerpo, t >3, uy(K) #0 y A= I(()[()t()]7 entonces

t—1
HH, (A Cy) = Hy(X.(Aw1)) @ | @D Hn(X.(Awg)) |, donde
=1 J
ngi, n=>0
_ Kwi, n=0 _
H,(X.(Awy)) = ; Hn(X*(Awgi)) =< Keogim, n=2m-—1
0, n >0
Ke2tm+17 n=2m

para 1l < <t—1.

Prueba. Tomando a = 0, por la Proposicion y el Lema de las partes i), ii) del
Lema |5.3.10| Hapmt1 (X« (Aw1)) = Homi1(Xomt1,2m+2) ¥ Hom (X« (Aw1)) = Hom (Xom—1,2m)-
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Puesto que M3 y M5 son las matrices dadas en ([5.10)):

X Y1 —(1 — >\)$1 0 —(1 - )\)1‘1
xTo Y2 7(1 - /\2)$2 0 7(1 - )\2)1'2
M3 : +Ms | ys | = : +1 | =
Ti—1 —(1 — )\t_l)a:t,l 0 —(1 — )\t_l).’L‘tfl
Ty Yt 0 tyy ty1
Recordando que d,,, ; o = 0, deducimos que
Ker (d9,,41.0)
Homt1(Xom+1,2m+2) = e
" " ' Im (d%erl,l + d8m+2,0)
. <et(2m+1)+la Ct(2m+1)+25 - -+ ,et(2m+1)+t> —0
<6t(2m+1)+1a Ct(2m+1)+2) - - - vet(2m+1)+t> ’
por consiguiente Hay,11(X.(Aw;)) = 0. Por otro lado,
Ker (d3,, 11 +dS,,
Hom (Xom—12m) = I ( 2 1"10 2 01)
Im (de—1,2 +dy,, 1 + d2m,1)
_ Ker(d,d') 0
- Im(d,d',d”")
Para ello, basta verificar que zy € Ker (d, d") implica que zg € Im (d, d’, d").
En efecto, (d,d")(z9) = (0,0,...,0,0) si y sélo si
z1 Zt+1 0
Z2 Zt4+2 0
M; : +Ms | 243 | =
Zt—1 0
2t 29t 0
siy sélo si
—(1=X)=z 0 0
(1= A2)z, 0 0
+ = :
D s P 0 0
0 tZt+1 O
luego 21 =0, 20 =0,...,2;-1 =0, 2,41 = 0. Asi, 20 = (0,...,0,2¢,0, 2e49, Zt43, - - -, 22¢).

229




Por otro lado,

[ z1 hn ] Y1
T2 Y2 Y2
My| z3 | +Ms| ys SM | ys3
L Tt Ye ) | Yt
[ o 0 \] 0 0 0
0 0 (1= XN)y2 0 (1= A)y2
= + ol A-Mys |= : o (1=A2)y;
0 0 : 0
|\t ty1 ) | (1= XYy, tws + tyy (1= X1y,

Escribiendo esta matriz en fila y comparando sus componentes con las de zg:

1

1 = (2 —twy), yo = ﬁzm. Haciendo z; = 0, existe

1 1
(1_)\)2'75—&-2’?!3 = mzt-‘ri’n"'a Yt =
b=1(0,...,0,0, 3z, =15 T Ty 22t) tal
20 = ( e DU T2 TRy A2 (ToaZ) P43 - o (1_/\t—1)z2t) al que

20 = (d,d',d")(z}) € Im (d,d’,d"). Por consiguiente, Ha, (X .(Aw;)) = 0.

Por el Lema[5.3.9] de las partes #ii), iv) del Lema[5.3.10
H2m+1(y*(Awgi)) = H2m+1(X2m,2m+1) y HQm(Y*(Awgi)) = H2m(X2m,2m+1)-
Teniendo en cuenta el diagrama (5.13)) y la Proposicién m

~ Ker(d,d')

Homi1(Xom2m+1) = T (d,d',d") = Keat(my1) - (5.16)

Sea zy € Ker (d, d’), entonces (d,d’)(z9) = (0,0,0,...,0) siy sblo si

Z1 Zt+1 0

zZ9 Zt4+2 0

My : + Mg : = 0

Zt—1 22t—1
2t 2ot 0
si y sdlo si

0 0 0
(1 - /\)2’2 (1 — )\i)ZH_l 0

(1 — )\2)2’3 + (1 — )\i)Zt+2 =

(]. — )\t_l)Zt (]. — )\i)ZQtfl
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1-) 1-)2 11—t .
pues a = 0; luego 241 = —ﬁzza 242 = —ﬁz& cees R2t—1 = _Wzto Asi,
_ (1-X) (1-Xt"1 . . L.
z0 = (21,22, .-, 2t, oA 22 T AN 2t,2zot). Visto como combinacién lineal

_ _ A=
20 = z1€2tm+1 + 22 | €2tm+2 = )\i)62tm+(t+1) +

N _ A=
ot Ze | e2tmtt 1) €otm+(2t—1) | + Z2t€2tm+2t -

Sea z = (d,d',d") (x1,x2, 3, ..., Tt,Y1,Y2,Y3, - - -, Yt). Como a = 0, obtenemos que
T Y1 Y1
Z2 Y2 Y2

My | 23 | + Mg | y3 S Ms| ys3

L Lt Yt ) | Yt
[ —tx; 0 ] —(1 =My
0 (1= X —(1 =2y
= 0 + (1= X)y2 @
—(1 =Xy
i 0 (1= A)ye— ] 0
—txy —(1=MNys
(1= X)y —(1 =2y
= (1= A)ye D
—(1= X"y
(1= Xy 0

Escribiendo esta matriz como combinacién lineal :

; 1—A
z = (—=tw1)easmer + (1 = A)yr (eztm+2 - (1>\i))€2tm+(t+1)) +
: -t
SR (1 - )J)yt—l <€2tm+t - ((1_>\i))62tm+2t—1) .

De (5.17) v (5.18), se sigue (5.16).

Por consiguiente, HgmH(Y*(Awgi)) = Kegym41) para 1 <i <t —1.
Teniendo en cuenta el diagrama (5.13)), la Proposicién Y d3,0=0

Ker (dgmo)

=K .
T (d, ') €2tm+1

H27n (X2m,2m+1) =
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(5.18)

(5.19)



Sea z = (d,d) (x1,%2,23,..., T, Y1,Y2, Y3, - - -, Yz). Como a = 0, obtenemos que

Ty Y1 0 0
T2 Y2 (1= N)z2 (1- )‘i)yl
My | xz3 | +Mg| ys3 = (1= X)x3 + (1= X)ye
Tt Yt (1 — /\t_l)xt (1 — )\i)yt_l
0

(1 - /\)l‘g + (1 - /\l)yl
= (1= 2)z3 4+ (1= A)yo

(1 — )\t_l)xt + (]. — )\i)ytfl

Escribiendo esta matriz como una combinacién lineal:

z2=[(1=Nz2+ (1= A)yleaman + -+ [(1 = A7y + (1 = X\)y_1]eatmas -

Puesto que Ker (dgmo) = (€atmi1,€2tmi2,---»€2emat), de (5.20) se sigue (5.19).
Asi, HQm(y*(AUJgi)) = Kegpmiy para 1l <i <t —1.

De los diagramas (5.10) y (5.13), deducimos que Ho(X.(Aw1)) = Kwy,
Ho(X,(Awgi)) = Kwyipara 1 <i <t — 1. Esto completa la prueba.
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Conclusiones y recomendaciones

En la presente tesis obtuvimos el calculo de homologia de Hochschild de los productos cru-

zados de K[X] cocientado por el ideal generado por X' — a con el grupo ciclico Cy = (g) de

[X]

orden t > 2, cuando K es un cuerpo y la accién de C; sobre ()I((t_a> es dada por g -z = Az,

g-1=1donde X es una rafz primitiva t-ésima de la unidad en K y z = X + (X! — a).

El siguiente trabajo serd abordar el caso cuando K es un dominio de ideales principales y A
es una raiz primitiva t-ésima de la unidad en K.

En el contexto de geometria algebraica, este problema se localiza en un cuadro mas general

que consiste en calcular la homologia de Hochschild de un producto cruzado F = A x; G

para el caso A = M, donde I es un ideal de K[X7,...,X,] y G es un grupo finito.
En esta direccién, el siguiente paso serd abordar el caso A = g([;{f;})’ con G un grupo ciclico.
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