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Resumen

El estudio de la dindmica en espacios de dimensién 1 es un drea muy dinamica en estos
dias. El principal resultado, desde el cual comenz6 todo es el teorema de Sharkovskii que
afirma que dado el orden sobre los enteros positivos siguiente

1-2%4%---->=2"-7=2"-5>2"-3%>--->2-5>2-3>---9%=T7> 5% 3,

llamado orden de Sharkovskii, toda aplicacién continua de un intervalo en si mismo tiene
un conjunto de periodos que es el conjunto de sucesores de cierto n con dicho orden. (Entre
otros, Alseda et al. (1993) expone una prueba muy clara de este resultado.)

Luego del estudio de la dinamica de un intervalo, es completamente natural estudiar
la dindmica de aplicaciones continuas del circulo. En el estudio de la dinamica de éste,
aparece la nocién de grado de una aplicacion. Se ha observado que el caso del grado 1 es
el mas complicado a estudiar y que el caso del grado de valor absoluto mayor o igual que
dos es el méas rapido.

Luego del intervalo, los espacios unidimensionales mas manejables son los grafos. En-
tre éstos, el caso de los arboles ha sido ya analizado y descortezado a fondo, llegando a
conclusiones sobre los periodos posibles a partir de las propiedades combinatorias del 4rbol.

Dado que el recubrimiento universal de un grafo es siempre un érbol, y que el recubrim-
iento universal de un grafo con un solo ciclo es un arbol infinito que posee una "traslacién",
la intuicién dice que quizas procedimientos anilogos a los del circulo puedan permitir hal-
lar los periodos posibles de aplicaciones continuas de grafos con un solo ciclo, a partir de
periodos de su levantamiento. El objetivo de este trabajo es explorar esa analogia para
obtener resultados concretos. '



Parte 1

Conceptos basicos

Esta primera parte de la tesis presenta los conceptos bésicos (y otros que no lo son tan-
to) necesarios para la comprension de la misma. Contiene un capitulo de introduccion,
seguido de una descripcion de los espacios de elevacion, del recubrimiento universal, del
levantamiento de una funcion y de los grafos topologicos.



Capitulo 1

Introduccion

Lo importante es invisible a los ojos.
Antoine de Saint-Exupéry, “El Principito”

RESUMEN: Este capitulo presenta una breve introduccién a la tesis. También se
encuentra aqui una descripcién del resto de capitulos de la tesis.

1.1. Introduccién

En esta tesis se resuelve un problema particular de sistemas dindmicos en dimension 1.
El interés por resolver problemas de dindmica en dimensién 1 comenzo6 fuertemente entre los
mateméticos en los afios setenta. Lamentablemente la comunicacion entre los matematicos
soviéticos que habfan obtenido resultados significativos ya a fines de los sesenta y los
matematicos occidentales no fue tan fluida.

Asi, Sharkovskil (1964) introdujo el orden siguiente sobre el conjunto N = N U {2} :

1224 -.2%... 2" 75»2".5>2"-3>-.->2-5>2-3>..-9>7>5> 3,

v demostré que dado un intervalo I y dada cualquier funcién continua f : I — I existe
s € N tal que los periodos posibles de f, Per(f), es el conjunto S(s) de los sucesores de s
seguin este orden.

Un corolario del resultado de Sharkovskii es que toda funcién real de variable real que
posee un punto periédico de periodo tres, posee puntos periodicos de todos los periodos. Sin
embargo, el teorema de Sharkovskii no fue difundido entre los matematicos del otro lado
del Atlantico, en todo caso no lo suficiente para que Li v Yorke se enterasen del resultado.
Fue el articulo titulado “Period three implies chaos” (Li v Yorke, 1985}, el que despert6 un
gran interés por la dinamica en dimensién 1 en occidente desde los afos setenta.

Otra razén para estudiar dinamica en dimensiones bajas es que a veces los fenomenos
dinAmicos mas interesantes en problemas multidimensionales ocurren en realidad en pocas
dimensiones. Esto ocurre por ejemplo en la modelacion del clima con las ecuaciones de
Lorentz que se terminan estudiando en dimension 2 o 3.
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Figura 1.1: Dos ejemplos de billares (con y sin barreras) y ejemplos de trayectorias.

Un ejemplo de un fen6meno dinamico que sucede en dimension dos, pero cuya dinamica
se puede estudiar en dimension 1 es el de los billares poligonales racionales. Lo que sucede
es que los puntos de rebote en las paredes del billar forman un sistema de intercambio de
intervalos.

En esta linea de investigacién, aparece un resultado sobre los periodos posibles de una
funcion continua de un circulo en si mismo, demostrado independientemente por Efremova
(1978) y por Block et al. (1978).

Una de las lineas posibles de extension de estos resultados seria la de estudiar la dinami-
ca en otros espacios de dimension 1 que el circulo y el intervalo. Asi, el caso de los arboles
ha sido estudiado por largo tiempo, introduciéndose alli también un orden especial entre
los periodos posibles, llamado orden de Baldwin (Alseda et al., 2005).

Parece natural estudiar enseguida los grafos que tienen el mismo tipo de homotopia que
el circulo, llamados grafos de un solo ciclo. En estos grafos se puede definir un concepto de
grado analogamente a como se hace en el circulo.

Ahora bien, en el estudio de los periodos posibles de funciones del circulo en si mismo,
se ha observado que el caso de las funciones de grado 1 era el mas dificil y por lo tanto
el mas interesante. Es por eso que la investigacién del caso de funciones de grado 1 ha
sido la primera a ser tomada en cuenta por los investigadores mas avanzados (Alseda y
Ruette, 2008). En esta tesis en cambio, se explora la dinamica de grafos de un solo ciclo
para funciones de grado # 1.

Las motivaciones principales para resolver el problema planteado en esta tesis son por
un lado la simplicidad del enunciado del problema y que puedan utilizarse herramientas
analogas al caso del circulo. Por otro lado tenemos el hecho de que los resultados se pueden
utilizar en sistemas dindmicos en dimensiones mayores como por ejemplo en el caso de
billares con barreras internas, como el de la figura 1.1.

Entonces, la principal pregunta que se ha intentado resolver en la presente investigacion
ha sido la de hallar los periodos posibles para funciones de grado diferente de uno de un
grafo de un ciclo en sf mismo. La pregunta que se ha logrado responder completamente es
la de hallar los periodos posibles para funciones de grado mayor a uno en valor absoluto de
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un grafo de un ciclo en s mismo. Para los demés casos se han dado algunas aproximaciones.

El método utilizado se ha inspirado en el que describen Alseda et al. (1993). Sin embar-
go, para lograr una tesis lo mas autocontenida posible, se ha debido precisar los conceptos
utilizados: esa es la primera parte de la tesis. En la segunda parte de la tesis se ha especi-
ficado la resolucién del problema.

1.2. Estructura de capitulos
La tesis esta estructurada en dos partes y en 8 capitulos:

= En la primera parte se explican los conceptos necesarios para la comprension de la
tesis. Salvo por el concepto de “espacio de levantamiento” (lifted space), introducido
por Alseda y Ruette (2008), los demés conceptos suelen abordarse en cursos de fin
de pregrado o comienzo de postgrado.

= El capitulo 2 describe los espacios de recubrimiento y el levantamiento de funciones,
asi como la definicién del grado de una funcién continua del circulo en si mismo.
Luego se pasa a describir los espacios de levantamiento.

» El capitulo 3 se centra sobre la definicién de grafo topologico. Asimismo se incluyen
algunos ejemplos de grafos de un solo ciclo, objeto de estudio de la presente tesis.

» En la segunda parte se estudia las funciones de grado diferente de 1 de un grafo a un
ciclo en si mismo.

= El capitulo 4 aborda las propiedades generales de una funcién de un grafo de un ciclo
en si mismo y de su levantamiento.

» El capitulo 5 muestra que en el caso de las funciones de grado mayor que 1 en valor
absoluto se pueden obtener resultados anilogos a los del circulo.

= El capitulo 6 aborda el caso de las funciones de grado 0 y —1.

= Por ultimo, el capitulo 7 resume las conclusiones de la tesis.

Notas bibliograficas

Se recomienda comenzar el estudio de dinfmica en dimension 1 por el libro de Alseda
et al. (1993). El caso del circulo por ejemplo esta trabajado al detalle, y algunos resultados
en grafos conocidos en el momento de la publicacién estan presentes en el libro. Ademas
la exposicion se complementa con notas histérico-bibliograficas muy interesantes, que han
sido la fuente de informacién para la redaccién de la seccion 1.1.



Capitulo 2

Espacios de recubrimiento y espacios
de levantamiento

RESUMEN: Se definen los espacios de recubrimiento y los espacios de levantamiento.

2.1. Espacios de recubrimiento

Dados dos espacios topologicos X, Y denotamos por C(X,Y') el espacio de las funciones
continuas de X en Y.

Definicién 2.1.1 (Espacio de recubrimiento). Sea F' un espacio topologico. Un recubrim-
iento de F' es un par (E, ) en donde, E es un espacio topologico y 7 : £ — F es una
funcién que satisface:

1. 7 es un homeomorfismo local.

2. Para todo punto y € F, existe una vecindad V de y tal que 7~ 1(V) es la unién
disjunta de abiertos U; y la restriccién de 7 a cada uno de estos abiertos es inyectiva.

Ejemplo 2.1.2. Uno de los ejemplos mas simples es el caso del circulo, ilustrado en la
figura 2.1.

Definicién 2.1.3 (Morfismos). Sean E, E’ dos espacios topologicos, (F,7) un recubrim-
iento de E y (F',7’") un recubrimiento de E’. Se dice que (g,¢’) es un morfismo de re-
cubrimientos si y solamente si g : F — E’ es continua, ¢’ : F — F' es continua y el
siguiente diagrama conmuta:

g!
— F'

TIJ

|

|
1
Er

e ——

e
g
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Uy U; Y

/_\3 S

Figura 2.1: Un ejemplo de recubrimiento del circulo

(BEs decir gom =7 og’.) Si E=FE', F = F', g =id y ¢’ es un homeomorfismo, diremos
que ¢ es un automorfismo de (F, ).

Definicion 2.1.4 (Recubrimiento universal). Sea F un espacio topolégico y (F,w) un
recubrimiento de E. Si Fes simplemente conexo, se dice que F es el recubrimiento universal
de E y se denota F' = E.

Observacién 2.1.5. El recubrimiento universal satisface la propiedad universal siguiente:
si (F’,7') es un recubrimiento de E, entonces existe (E, ") recubrimiento de F’ tal que
m=xonx"

2.2. Levantamientos

Los espacios de recubrimiento se utilizan principalmente para transportar un problema
de un espacio topolégico a su recubrimiento, especialmente cuando el problema en cuestién
es el de analizar ciertas propiedades de una funcién continua sobre el espacio topol6gico
de base. En este contexto el concepto de levantamiento es muy importante.

Definici6n 2.2.1 (Levantamiento de una funci6n). Sea X un espacio topolégico y (X', )
un recubrimiento de X, Y otro espacio topolégico y (), p) un recubrimiento de Y. Sea f :
X — Y una funcién continua. Un levantamiento de f es una funcién continua F : X - Y
(o F: X — Y ) que conmuta con el recubrimiento, es decir:

f=noF(ofop=moF).
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2.3. Espacios de levantamiento

Definiciéon 2.3.1. Un espacio de levantamiento es un espacio topolégico conexo E dotado
de dos funciones continuas 7 : E — FE (llamada traslacion) y R : £ — E (llamada
retraccion) que satisfacen:

1. Si se denota Rg = {z € F | R(z) = =}, entonces R es constante en cada componente
conexa de E\ Rg.

2. Para cada z, R~!(z) es un conjunto compacto y conexo.
3. Para cada z, R~!(z) \ {z} tienc un nimero finito de componentes conexas.
4. Existe h : R — Rg un homeomorfismo tal que
h(z + 1) = 7(h{z)),Yz € R,
y el conjunto
{telo,1] [ R7I(A() # {R()}}
es finito.

Observacion 2.3.2. Se identifica naturalmente R con Ry, lo cual induce una relacion de
orden y operaciones aritméticas en Rp. Reemplazando posiblemente h{t) por h(t+ a) para
un a adecuado, gracias al item 4 de la definicién supondremos sin perdida de generalidad
que para todo n € Z, R (n) = {n}.

Proposicion 2.3.3. Sea E un espacio de levantamiento. La clausura de cada componente
coneza C de E\ R interseca R en un solo punto z¢ tal que R(C) = {zc}.

Demostracion. Como C' es una componente conexa, C es abierto en E'\IR que es un abierto.
Luego € es un subconjunto abierto de E, diferente del vacio y de E. Como F es conexo,
entonces C' no es un subconjunto cerrado de E. Luego existe z € E \ C tal que z es un
punto de acumulacién de C. Como C' es cerrado en E \ R, entonces z € R. Como R es
constante en C'y R es continua, entonces R(C) = {R(x)}. Como z € R, entonces R(z) = =.

Siy € E\C es otro punto de acumulacién, el mismo razonamiento demuestra que
R(C) = {R(y)} = {y}. Luego = = y. Por lo tanto hemos demostrado que la clausura de C
interseca R en un solo punto z tal que R(C) = {x}. O

Proposicion 2.3.4. Sea (E,7,R) un espacto de lenantamiento, entonces:
R =R
ToR=Ror

Demostracion. Sea x € E. Supongamos primero que R(x) = z, entonces esta claro que
R2(z) = R(x). Ademas 7(x) =z + 1 € R, luego

R(r(x)) = 7(z) = 7(R()).

Supongamos ahora que R(x) # z. Sea €' la componente conexa de F \ R tal que
x € C. Entonces C N R = {R(x)}, en particular R(z) € R, luego R?(x) = R(z). Como
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Figura 2.2: El grafo peine: un cjemplo de espacio de levantamiento

7 es un homeomorfismo, 7(C) es también una componente conexa de E \ R. Se tiene que
{R(r(z))} = 7(C)NR. Como R(z) € C, entonces 7(R(z)) € 7(C). Como ademas 7{R(z))
es real entonces 7(R(z)) € 7(C)NR, luego
T(R(z)) = R(r(z)).
O

Observacién 2.3.5. Para una mayor simplicidad de las notaciones, se usara el abuso de
notacion siguiente: se denotara 7(x) = x + 1, incluso si z ¢ R.

Ejemplo 2.3.6 (Ejemplos simples v detallados).

s La recta real R junto con la traslaciéon 7 : R — R definida por 7(z) = s +1vla
retracciéon R = id es un espacio de elevacion. Ya que por definicién todo espacio de
levantamiento contiene una copia de R, este es el ejemplo mas simple.

» El espacio topoldgico siguiente
T={(zy) |y=0V(zeZ+1/2nye[0,1}},

dibujado en la figura 2.2, es llamado grafo peine. Si en este espacio se define 7(z,y) =
(x+1,y) v R(z,y) = (z,0), se obtiene un espacio de levantamiento 7. Utilizando las
notaciones de la definicién de espacio de levantamiento, se tiene Ry = R x {0}, y un
homeomorfismo posible entre R y Ry es h(x) = (z,0).

Ejemplo 2.3.7 (Ejemplo mas elaborado).

= Sea X un espacio topologico compacto y conexo y sea Y = X x R. Sea 25 € X.

Se define 7 : Y — Y por 7(z,t) = (z,t+1) y R: YV = {xo} x R por R(x,t) = (x0,1),
para todo x € A’ y ¢ € R. Est4 claro que

Ry - {(:l':,t) ey 1 R(Ia t) - (Iat)} = {xU} x R

es una copia de R mediante el homeomorfismo & : R — Ry, definido por £i(t) = (xy, t)
para todo ¢ € R.
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Figura 2.3: Otro ejemplo de espacio de levantamiento

Figura 2.4: Ejemplos de espacios que tienen un espacio de levantamiento como recubrim-
iento

Para cada (xg,t) € Ry se tiene que R (xg,t) = X x {t}.

Una pregunta natural es cuando un subconjunto T de ) que contiene Ry es un
espacio de levantamiento con la traslacion 7|y y la retraccion R|y. Una condicién
suficiente es que los puntos ¢t € [0, 1], tales que S; = (X \ {zo}) x {t} NT # ¢, sca
finito; que para cada uno de estos puntos el nimero de componentes conexas de 5;
sea finito y que Sy U {z¢} sea cerrado en X.

s Reciprocamente, es facil ver que cualquier espacio de levantamiento sera homeomorfo
a uno del tipo descrito arriba.

Observacion 2.3.8. El lector quizas puede estarse preguntando cual es la necesidad de
introducir este nuevo concepto de espacio de levantamiento. Lo que sucede es que en grafos
de un solo ciclo, el recubrimiento universal es un cspacio de levantamiento; los autores
Alseda y Ruette quienes trabajaron el tema de la dinamica de funciones de grado uno en un
grafo de un solo ciclo, se percataron que en realidad solo necesitaban que un recubrimiento
del objeto estudiado sea un espacio de levantamiento (Alsedd et al., 1993), es por eso
que introdujeron este concepto. Hay ejemplos en los cuales el recubrimiento de un espacio
coincide con un espacio de elevacion, y otros en los que esto no es posible. Ejemplos de
ambos casos se muestran en las figuras 2.4 y 2.5.
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Figura 2.5: Ejemplos de espacios que no tienen un espacio de levantamiento como recubrim-
iento

Definicién 2.3.9. Un arbol de la clase T es un arbol que es al mismo tiempo un espacio
de levantamiento. (Para la definicion de arbol véase 3.2.1)

Notas bibliograficas

Los espacios de recubrimiento y el levantamiento de funciones estan ampliamente doc-
umentados en la literatura de Topologia Algebraica. Eso si, no hay un acuerdo tinico sobre
si llamar al levantamiento de caminos y funciones (lifting en inglés), “levantamiento” o
“elevacion”. Por ejemplo los traductores de Massey (1982) v Kosniowski y Solanas (1992)
utilizan el término “elevacion” , mientras que el traductor de Dieudonné (1977) utiliza el
término “levantamiento”.

El concepto de espacio de levantamiento ha sido introducido en la literatura por Alseda
v Ruette (2008), para expresar resultados sobre la dindmica de funciones de grado uno en
grafos de un solo ciclo con la mayor generalidad posible. Hay una ambigiiedad sobre el
nombre del “levantamiento” de funciones, que algunos llaman elevacién.



Capitulo 3

Grafos topologicos

RESUMEN: Un grafo topologico puede definirse ya sea por las propiedades de los
caminos continuos que él contiene, ya sea en forma constructiva como unién de seg-
mentos pegados por sus extremos. En este capitulo se da la primera definicion y se
muestran algunas de sus propiedades.

3.1. Grafos

Los ejemplos mas simples de grafos son los grafos estrella. En realidad todo grafo es
localmente un grafo estrella.

Definicién 3.1.1 (Segmento). Sea S un espacio topolégico. S es un segmento si y sola-
mente si existen a,b € R tales que S es homeomorfo a un intervalo

I € {{a,b], [a,b],]a,b],]a,b[}.

Si I es un intervalo cerrado, diremos que S es un segmento cerrado y que las imégenes
de a, b por un homeomorfismo entre I y S son las extremidades de S; si I es un intervalo
abierto diremos que S es un segmento abierto.

Observacion 3.1.2. Todos los segmentos cerrados son homeomorfos entre si (idem para los
segmentos abiertos).

Definicién 3.1.3 (Grafo estrella). Sea F un espacio topologico. E es un grafo estrellado
si y solamente si existe g € E, n > 1, n # 2, y existen S1,...,5, C E, n segmentos
cerrados distintos entre si, tales que para cada 1 < i < n zy € S; es un extremo de 5,
USi=FE y 5;N§S; contiene sdlo {xp} si i # j.

A xp se le llama el centro de la estrella y a los otros extremos de los S; se les llama, las
puntas de la estrella. Si 1, ..., z, son las puntas del grafo estrella E, entonces se dira que
E\{#1,...,z,} es una estrella abierta.

Es decir que un grafo estrella de grado n se obtiene pegando n segmentos por una
de sus extremidades. De forma equivalente E es un grafo estrella si y solamente si existe
n > 1, n # 2, tal que E es homeomorfo a

Sc(n) ={z€C|z" e R, |2| <1}

11
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Figura 3.1: Ejemplos de grafos estrella

y E es una estrella abierta si y solamente si existe n > 1, n # 2, tal que E es homeomorfo
a

Sc(n) ={z € C| 2" € R',|2| < 1}

Un grafo en general se define como un espacio topolégico que se parece localmente a
un grafo estrella o a un segmento.

Definicion 3.1.4. Sea (7 un espacio topolagico conexo. Se dice que G es un grafo si para
todo z € (G existe una vecindad de z que es un segmento abierto o una cstrella abierta,
Si ninguna vecindad de z es un segmento abierto, se dice que  ¢s un vértice de (. Una
arista abierta de (& es un segmento abierto contenido en (G y abierto en G maximal para la
inclusion. Una arista (cerrada) de G es la clausura topol6gica de una arista abierta de (7.

Observacion 3.1.5. En esta tesis se considera la posibilidad de un mimero infinito de aristas
o vértices, pero este no es el caso de todos los libros.

Proposicion 3.1.6. Sea G un grafo que no es homeomorfo a un circulo y A una uristu
abierta de G. Entonces los elementos de la frontera de A son vertices de .. De ahora en
adelante llamaremos a estos elementos las eztremidades de A,

Demostracion. Sea A una arista abierta en un grafo topologico (3. Si f es un homeomor-
fismo entre |0,1{ y A, entonces los elementos de la clansura de A en @ son de la forma
tli[?u f(t) para un ty € [0,1]. En particular los elementos de la frontera de A en (7 son de la
-

forma lf_l;[éf(t) 0 Elﬂ f(t).

Si }1_1;% f(t) existe, definimos f(0) = P%f(t). Si !1_13% f(t) existe, definimos f(1) =
lim £ (¢).

Si la frontera de A en G es vacia, entonces A es cerrado en GG. Como G es conexo, esto
implica que A = (7, luego G es un segmento abierto y G no contiene ningin vértice.

Si la frontera de A en G tiene un solo punto, digamos f(0}, existen dos posibilidades.
Si t11_1}1% h(t) existe, entonces f(0) = f(1) y la clausura de A es homeomorfa a un circulo.

Como G no es un circulo, entonces G # AU {z} = A. Como G conexo y A es cerrado,
existe un punto en A que no esta en el interior de A. Como A = AU {z} y A es abierto en
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G, este punto es necesariamente z. Luego toda vecindad de z contiene un punto de G\ A.
Como V es una vecindad de x = f(0) = f(1) y f es continua, existe o > 0 tal que

W = f(]1 — a,1] U f([0,a]) Cc V.

Ahora bien, W es un segmento abierto contenido en A, abierto en A, luego existe V' C V
una vecindad de z tal que W = V' N A. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
V' tiene la forma de una estrella abierta de centro z o de un segmento abierto. Si V' es un
segmento abierto, entonces W es abierto en V' luego en G asi que W es una vecindad de
x contenida en A, lo cual es una contradiccién. Luego V es una estrella abierta de centro
T y « es un vértice.

Si Fﬂh(t) no existe entonces f : [0,1[— A es un homeomorfismo. Llamamos z = f(0)
y tratamos este caso junto con el caso en que ambos limites existen.

Si y_%f(t) y y_ﬂf(t) existen, y f(0) # f(1) entonces f : [0,1] — A es un homeomorfis-
mo. Las extremidades de A son = = f(0), y = f(1). Veamos que z es un vértice de G (el
razonamiento para y es analogo).

Procedamos por contradiccién y supongamos que z no es un vértice de G, entonces
existe € > 0y g :] —¢, [ V C G un homeomorfismo tal que g(0) = z y V es abierto en G.
Como f es un homeomorfismo y V' N A es una vecindad de x en A entonces f~1(V N A) es
una vecindad de 0 en [0, 1]. Luego existe 0 < n tal que VA D f([0, 25[N[0, 1]). Como A es
una arista, £(J0, 1[) es un segmento abierto maximal, si ) > 1/2 entonces VN A 2 f([0,1])
luego V' 2 £(]0, 1]) contradiciendo la maximalidad del interior de A ya que V' = g(] — ¢, €[)
también un segmento abierto. Luego n < 3, [0,2n[N[0,1] = [0,2n[ y V N A 2 f([0, 2n]).

Como f es continua, f(]0,27{) es conexo. Como f(0) = g(0), ¢ es continua e inyectiva
y f([0,2n]) €V = g(—¢, €), entonces

£(10,25[) € g(] — €,0) U (9(]0, €])

est4 contenido en la unién disjunta de dos abiertos. Por conexidad se deduce que f([0, 27[)
est4 contenido en ¢([0,¢[) 6 g(] — ¢,0]). Sin pérdida de generalidad consideramos solo el
primer caso, entonces existe § > 0 tal que f(7) = g(4). Se ve que

f(. 1) ng([0,6]) = (£([0,1])\ ¢([0,40)) N g([0,])
= f(0,1) ng({s}) = {f(m} = {9(8)}

‘Definimos una funcién h ;] —e — 48,1 —n] = V U A por

gt +46), si —e—6<t50.
h(t)“{f(ﬂn), si 0<t<l-q

Como h’(] —€e—06,1— ﬂ[) = g(] - 616]) U f(['?: 1[) Yy g(] - 675]) n f([ﬂ! ]-D tiene un solo
elemento, entonces h(] — ¢ — §,1 — 7{) es un segmento abierto que contiene estrictamente
la arista abierta f(]0, 1[), lo cual es una contradiccion.

Concluimos que z es un vértice. O

Proposiciéon 3.1.7. Una arista abierta no contiene ningin vértice. Ademds, una arista
abierta es la vecindad de cualquiera de sus puntos.
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Demostracion. Sea A una arista abierta. A es un segmento abierto y A es abierto en G por
definicién. Entonces para cada x € A, A es una vecindad de z que es un segmento abierto,
luego z no es un vértice. O

Proposicién 3.1.8. Sea G un grafo que no es homeomorfo al circulo. Dos aristas abiertas
distintas no se intersecan. Dos aristas distintas no se intersecan o se intersecan en una
extremidad o en sus dos extremidades.

Demostracion. Sean S, S’ dos aristas abiertas de un grafo G y S, §' las aristas cerradas
que son las clausuras de S'y §’. Sean h :]0,1[— S, A’ :|0,1[— S’ homeomorfismos. Si S y
S’ se intersecan, entonces

ok : K N(SNS) > R HSNS)

es un homeomorfismo.

Como S y S’ son cerrados, SN S’ es cerrado. Como S y S’ son abiertos, SN S’ es
abierto. Supongamos que SN S’ es no vacio y sea z en la frontera de SNS’ en G. Como S y
S’ son cerrados, z € SN S’. Como z ¢ SN, = es una extremidad de S o una extremidad
de §’. Por 3.1.6 sabemos que z es un vértice. Por 3.1.7 z es una extremidad de S y de §".
En particular como h es un homeomorfismo, 2~'(S N §’) es un conjunto abierto de [0, 1]
cuya frontera est4 contenida en {0 1}. Ahombmn todo conjunto abierto de [0, 1] contiene
por lo menos dos puntos en su frontera, por lo tanto A~1(S N S’) =]0,1[. Similarmente
1SN S =]0,1]. Se deduce que

S=h(]0,1)=5SnS =K(0,1) = 5.

Supongamos que Sy S’ son distintos entonces SN S’ = ¢, luego si SN & no es vacio
y £ € §N S’ entonces & es una extremidad de S o de S'. Luego z es un vértice. Como ni
S ni S’ contienen vértices entonces z es una extremidad de S y de §'. O

Proposicién 3.1.9. Sean z, y dos puntos distintos de un grafo G. Entonces todo camino
de T a y pasa por un mimero finito de vértices.

Demostracion. Sea G un grafo y v : [0,1] — G un camino de z a y. Como v es continua,
su traza A = ([0, 1]) es un conjunto compacto. Sea B el conjunto de todos los vértices de
G que pertenecen a A. Si B es infinito, entonces existe z € A un punto de acumulacién de
B. Por la definicién de grafo, si z es un vértice, existe una vecindad de z que es una estrella
abierta cuyo centro es z, que por lo tanto no contiene ningan otro vértice aparte de 2; si z
no es un vértice existe una vecindad de z que es un segmento abierto y que por lo tanto
no contiene ningtn vértice. De cualquier forma z no puede ser un punto de acumulacién
de B, luego B es finito. O

Propoaicibn 3.1.10. Sea z,y dos vértices distintos y ¢ un camino minimal (para la in-
clusion) de x a y. Si x,y son los tinicos vértices en ¢, entonces la traza de c es una arista.

Demostracidn. Primero recortamos ¢ para que pase una sola vez por z y por y. Sean

r = max{t|c(t) ==z}
s = minft|c(t) = g}
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Definamos 7 : [0,1] = G por (t) = ¢(r + (s — r)t). Entonces  es un camino de z a y
cuya traza estd contenida en la traza de c. Como c es minimal, v tiene la misma traza que
¢, v ademis pasa una sola vez por x y por ¥.

Para cada 0 < t < 1, ¥(t) no es un vértice, luego tiene una vecindad que es un segmento
abierto. Sea S; el segmento abierto maximal (abierto en G) que contiene a «y(t). Si para
t < t’ se tiene S; # Sy entonces Sy N Sy = ¢ por 3.1.8. Sean

r = if{r|t<T <, y(1) €S}
s = sup{r |t <7<t (1) &Sy}

entonces (r) es una extremidad de S; y y(s) es una extremidad de Sy. Por lo tanto y(r)
es un vértice contradiciendo que ¥(]0, 1[) no contiene ningan vértice.

Se sigue que S; = Sy para todos 0 < t,t' < 1. Denotamos S = S;, entonces S es un
segmento abierto maximal (abierto en G) ya que sus extremidades son z, y que son vértices.
Luego S es una arista y queda demostrado que la traza de c es una arista. ]

Proposiciéon 3.1.11. Para todo camino entre dos puntos distintos cuya traza sea minimal
para la inclusion existe un camino inyectivo de la misma traza.

Demostracion. Sea G un grafo y 7 : [0,1] — G un camino de z a y en donde z # y.
Sea B el conjunto de vértices en la traza de ~. Por 3.1.9 sabemos que B es finito.

Denotamos g = 7, tp = —1 y construimos recursivamente -y;
r; = min{t>0]|t_1 <t<1,~_1(t) es un vértice }
si = 1-— méx{t >0 i ti1 <t<1, ’)fi_l(t) = "}‘,7_1(7‘5)}
7%:[0,1] — G
¢ o ’]/,;_1((1",; +S,')t)., st 01 § ﬁ;
Yie1(l—(ri+s)(1—-1), si 1-3-<t<1
t; = ;—I‘_H—

Esta construccion se repite k veces, con lo cual se obtiene v : [0,1] = G que tiene la
misma, traza que 7 (porque 7 es minimal) y que pasa una vez por cada vértice en B.

Definimos
r = sup{t>0|0<t<1, %u(t) ==}
s = mf{t>r|0<t<1, w(t) =y}
c:[0,1] —» G

t = m(s—r)+r).
¢ es un camino que pasa una vez por cada vértice en B y que pasa una vez por £ y por y
y que tiene la misma traza que .

Luego B = {by = ¢(t1),...,bx = c(tx)}. Si x ¢ B, consideramos Sy la arista que
contiene x. Esta arista tiene b; como una extremidad, llamamos by a la otra extremidad.
En forma similar, si y ¢ B, consideramos Sy la arista que contiene y. Esta arista tiene
by como una extremidad, llamamos bgy; a la otra extremidad. Por 3.1.11 sabemos que
¢([ti,ti+1]) es una arista, la llamamos S;. Para cada %, consideramos f; : [0,1] — S; continua
e inyectiva tal que f;(0) = b;, fi(1) = biy1. Consideramos f la concatenacion de todos los
caminos f;, de forma monétona en i. Entonces f es un camino inyectivo. Restringiendo f
adecuadamente obtenemos un camino inyectivo de z a y que tiene la misma traza que c (y
por lo tanto la misma traza que 7). O
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Figura 3.2: Ejemplo de grafo

Proposicion 3.1.12. Todo camino inyectivo entre dos puntos es minimal con respecto de
la inclusién.

Demostracion. Sea G un grafo y sean z,y € G dos puntos distintos.
Consideremos la familia

CY = {v:[0,1] = G | 7(0) = x,7(1) = y, 7 es contimua}
de todos los caminos continuos de z a y en (. Consideremos entre ellos la relacion
1 <72 ¢ m([0,1]) C %2([0,1}).

Si v € C¥ es inyectivo, demostraremos que 7 es minimal. En efecto, sea v € C¥ un
camino tal que 4/([0,1]) C +([0,1]). Veamos que 7' o 4’ es continua. En efecto, 7 es
continua sobre [0, 1] que es un compacto, luego es uniformemente continua. Se sigue que
4~1 es continua sobre ([0, 1]) D 4/([0,1]). Luego v~! o4’ es continua.

Como v ' o+ : [0,1] = [0,1] es continua y 7~ 0 4/(0) = 0, v 0 ¥/(1) = 1, entonces
v Lo4[0,1] = [0,1]. Luego ¥([0,1])} = ¥/([0,1]) con lo cual queda demostrado que v es
minimal. O

3.2. Arboles

Definicién 3.2.1. Un arbol es un grafo simplemente conexo. En otras palabras, es un
grafo en el cual entre dos puntos diferentes la traza de todos los caminos minimales es la
misma.
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Figura 3.3: Grafo sigma y grafo theta

3.3. Grafos de un ciclo

Definicién 3.3.1. Sea G un grafo. Sea ¢ : [0,1} = G un camino entre z = ¢(0) e y = ¢(1).
Si ¢ es minimal para la inclusion, £ = y y la traza de c es homeomorfa a un circulo, se dice
que c es un ciclo minimal.

Sea v un camino entre z e y. Si £ = y y -y contiene en su traza la traza de un ciclo
minimal, se dice que -y es un ciclo. Por comodidad, en este caso también se le puede llamar
ciclo a la traza de c.

Definicién 3.3.2. Sea G un grafo compacto. Si G contiene un ciclo y las trazas de todos
los ciclos minimales en G coinciden, entonces se dice que 7 es un grafo de un ciclo o un
grafo de ciclo unico.

Ejemplo 3.3.3. El grafo o, dibujado en la figura 3.3, es un grafo de ciclo nico, mientras
que el grafo @ no lo es.

Notas bibliograficas

Para una descripcion topolégica de la teoria de grafos se puede ver Serre (1977) o su
traduccion al inglés Serre (2003). Sin embargo cabe observar que la definicion dada alli no
es exactamente la misma que la presentada en esta tesis. En esta tesis, se ha privilegiado cl
enfoque local, en el caso de grafos compactos, que es el caso comunmente tratado, ambas
definiciones coinciden salvo por el caso de un grafo de un solo vértice que en esta tesis no
ha sido tomado en cuenta.

Para una descripcion combinatoria, se puede ver por ejemplo Diestel (2006).
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Grados diferentes de 1

Esta segunda parte de la tesis contiene un estudio de los periodos posibles de funciones
continuas sobre un grafo a un ciclo en los casos "ficiles", es decir, en los casos en que el
grado de la funcién es diferente de uno.

Un primer capitulo explica el caso de funciones de grado de valor absoluto mayor a
1, en cuyo caso la prueba para el circulo se adapta bastante bien, La tesis pasa después
a explicar como adaptar la prueba del caso del circulo para transformar el estudio de los
periodos de una funcién de grado 0 del grafo a un ciclo en si mismo, en el estudio de los
periodos de una funcién de un arbol en si mismo, que es un caso que ya ha sido resuelto.
Por altimo, se describe hasta dénde puede ir la analogia entre el circulo y el grafo a un
ciclo en el caso de funciones de grado -1.



Capitulo 4

Generalidades sobre grafos de ciclo
tinico

RESUMEN: Este capitulo presenta una descripcion breve de las propiedades comunes
a todos los grafos de ciclo finico. Se precisa su recubrimiento, el levantamiento de fun-
ciones definidas sobre el mismo o hacia el mismo y las relaciones entre el levantamiento,
la retraccién y la traslacion.

4.1. Recubrimiento de un grafo de ciclo tGnico

Definiciéon 4.1.1 (Puntos de ramificacién de un grafo de ciclo unico). Un vértice de un
grafo de ciclo tinico sera llamado punto de ramificacion si y solamente si este pertenece al
Gnico ciclo.

Teorema 4.1.2. Un grafo de ciclo tnico tiene como recubrimiento universal un drbol de
la clase TT, i.e. que es un espacio de levantamiento, obtenido a partir de infinitas copias
de un drbol finito Ty, pegdndolas por los extremos de un intervalo unitario.

Demostracion. La idea de la prueba es la de “desenrollar” el grafo a lo largo del ciclo. Si
por momentos el texto parece muy pesado, véase las figuras para seguir la demostracion.

Sea G un grafo compacto que posee un unico ciclo C, zo un punto de C' que no es un
punto de ramificacién y consideremos

:[0,1] = G

un camino que parametriza C de tal forma que Y(0) = (1) = zo y Yo es inyectiva en
10, 1[. Sea -y la tinica extensién de -y, periédica de periodo 1, definida sobre toda la recta
real. Observamos que ¥, = ¥ |jn,n 1] €8 inyectiva en |n,n + 1[.

Denotemos por T;, el conjunto obtenido a partir del ciclo C desenrollado en un intervalo
pegado a todas las ramas de G, es decir el conjunto

(G\ {zo}) Uln,n +1]

19
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v n t n+1 .[n] - £n+1]

- - b [tl=ly(t}]

(G\M{x} U [n,n+11) /- = T
Figura 4.1: Construccién de T,, para el grafo sigma

cocientado por la relaci6on ~ definida para todo
T,y € (G \ {30}) U [n,n + 1]
disjunta
por
T~y & =y
V. (z€n,n+1,y € G,m(z)=y)
V. (y€ln,n+1],z€G mly) =)
(Véase la figura 4.1.) Veamos un poco la funcién n, : [n,n + 1] — T, definida por

Nn(t) = [t]n (denotaremos con un corchete indexado [|, las clases de T,). Se tiene la
siguiente férmula:

{n} si t=n
{n+1} si t=n+1

que nos servird para demostrar que 7, es inyectiva. En efecto, si

{1n(®),t} si n<t<n+1
m®={

n—1<ts<nynm(t)=m(s),
por la formula se ve claramente que si t # s,
n—1< t?s <ny {’Yﬂ(t)!t} = {7“(8)! 8}1

como Y,(t) € G y 5 € S estan en conjuntos disjuntos, se deduce que ,(t) # s y por
lo tanto v,(t) = Yn(s) ¥ se concluye por la inyectividad de ~,. De paso, observamos que
na(ln,n + 1[) es C'\ {zo} (0 mejor dicho las clases de C en el cociente).

Finalmente, consideremos el 4rbol infinito obtenido pegando los infinitos Tj,, es decir
el cociente T = |J T/~ de la uni6én disjunta de los T, por la relacién de equivalencia =~

nel
en donde = est4 definida por

Vz,ye U Tn:z%y < T=Y
disjunia
V In€Z|(x=m-1(n) Ay =n(n))
V. 3n€Z|(y=mm1(n) Az =m(n)).
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Figura 4.2: Construccién de T a partir de T},

(Véase la figura 4.2.) Esta definicién de la relacién de equivalencia implica que los 7, :
[n,n + 1] — T, se pegan bien entre si dando lugar a una aplicacién inyectivan: R — T
definida por 7(t) = [n(t)]. Por lo tanto T contiene una imagen inyectiva de la recta real
R. Ademas, por su construccién misma, T" es un arbol. Una traslacion continua puede ser
definida en T de la siguiente forma:

T = T
VteR:nt) — nlt+1)
Vn € Z:Vz € G\ {zo} : [[z]n] = [[Z]nt1]:

Ademas, T posee una retraccion R : T — n(R) definida por R(n(t)) = n(t), para todo
t € Ry R([[2']n]) = [[z]n] si 2’ € G\ {z0} y cualquier camino de =’ a zp en G pasa por
zeC.

Se ve facilmente que las condiciones de la definicién de un espacio de levantamiento
son satisfechas. Por lo tanto, T' es un 4rbol de la clase 7. Solo falta demostrar que es un
recubrimiento de G. Consideramos 7 : T' — G definido por

( )2{7(3) si In€3tenn+1]|y=][th)
y z si z€G\{xo},y€T\NZ),3In€Z|ye T,y =z

Mostremos que 7 da lugar a un recubrimiento de G. Sea z € G. Si z # xy entonces
V =G\ {z¢} es una vecindad de z en G tal que

7 V) =T\v@) = | {llzhal [ € G\ {zo}} = |J Un

ned bierto U, disjunta

y 7 |y, es inyectiva de inversa o, continua, definida para todo z € V por a,(2) = [[2].].
(La topologia considerada es la topologia cociente, en este contexto la continuidad de todas
las funciones consideradas es evidente.)

Si z = xg, sean

to = min{t|0<t<1,9(t) es un vértice de G}
t1 = max{t|0<t<1,9(t) es un vértice de G}.
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T

‘(f)"igﬂ 9

Figura 4.3: Ilustracién del recubrimiento universal del planeta de los baobabs

Consideremos el conjunto abierto
V=C\([to,t]) ={zo} U {7(t) | 1 2t > 6L VO <t < to}.

Entonces V satisface

(V) = ZU U n(ln+t,n+ 1)U U n(jn,n + tof)
neZ neL
= Up(]n-— 1+ t1,n+ tof)
nek v, '!. :

en donde U,, = n(Jn — 1 + t;,n + to[ es abierto porque i es un homeomorfismo sobre su
imagen y Uy no interseca ningiin vértice. Ademas, se tiene que 7 [/ es inyectiva de inversa
o), definida por o}, (n) = ¢ y para todo t €ln — 1+ t1,n + to[\{n}, o' (n(t)) = (t). Esta
claro que o0’(n) es continua, con lo cual concluye la prueba. O

Ejemplo 4.1.3 (Los baobabs del Principito). Haciendo un guinio al planeta de los baobabs
de la novela “El Principito” de Antoine de Saint-Exupéry, en la figura 4.3 se puede observar
una ilustracién gréafica de como se verian en el recubrimiento universal si pensamos en ese
planeta como en un circulo.
Observacion 4.1.4. Como de costumbre, se identifica R con su imagen en T, se denota
m(z)=xz+1yparatodo ACT sedenota A+ n={a+n|ac A}

Para todo a,b € R, denotemos por T? (respectivamente T2) al subarbol finito de T
dado por

Tﬁz{xETM(&?(:ﬁ)<b}(resp.f’£={:rET|aS§R(a:)§b})
Viendo la definiciéon de 7, R, 7 tal como ha sido dada en 4.1.2, los hechos siguientes son

bastante claros:

1. Para todo ¢ € R tal que w(¢) no sea un punto de ramificacién de G, la aplicacién
7 TPt — G\ {n(t)} restriccion de 7 es un homeomorfismo.

2. Para todo B subconjunto de G\ {n(t)}, sea A = T/*' N =~!(B). Entonces 7~ !(B) =
Unez A + 7 es la unién disjunta de una familia contable de conjuntos A + n abiertos
en la topologia relativa de 7=1(B) (de hecho A+ n = TH ' Nn7~Y(B)) y 7 induce
un homeomorfismo de cada A +n en B.



4.2, Leva.njiaaniento de funciones en un__grafo de ciclo finico 23

Observacion 4.1.5. Sin pérdida de generalidad supondremos siempre que x(0) = #(1) no
es un punto de ramificacién y que T es homeomorfo a G \ {r(0)}. (Este era el caso en la
prueba de 4.1.2 por la construcciéon misma, en el caso general se puede reparametrizar la
recta real incluida en T con ayuda de una traslaciéon por un real.)

4.2. Levantamiento de funciones en un grafo de ciclo tinico

Sea G un grafo de ciclo tnico, y sea T, como en el teorema 4.1.2.

Lema 4.2.1. [Levantamiento de caminos| Sea vy : [0,1] = G un camino continuo en G,
entonces v posee un levantamiento a T, tinico salvo traslacion o si se fija la imagen de un
punto.

Demostracion. Esta prueba es una adaptacion fiel de la prueba para el caso del circulo
expuesta en Alseda et al., L.3.1.4.

Sea t € [0,1] fijo pero arbitrario, y sean x,y € C \ {y(f)} dos puntos diferentes que
no son puntos de ramificacion. Como €' es un circulo topoldgico, existe un camino de z a
y en C que no pasa por 7(t), denotemos por §; su parametrizaciéon continua. Como v es
continua, existe ¢; > 0 tal que y(]t — 2¢;,t + 26[N[0, 1]) € G = (G \ ([0, 1])). La familia
{]t — 2¢¢,t 4 2€4[}4¢[0,1) forma un recubrimiento abierto del compacto [0,1], por lo tanto
existen 0 = tg < t1,...,tk1 < tx = 1 € [0,1] tales que [0,1] C UE_Jt; — 2e,, 8 + 2¢4,[.
Denotemos por 0 = sp < 8] < --- < 8, = 1 los extremos de los intervalos [t; — e, #; +€,] N
[0,1]. Cada intervalo [s;_1, s;] est4 contenido en algin intervalo |t — 2¢;,t + 2¢:[N[0, 1] por
lo cual y(]8;-1, s:i[) es un subconjunto G; de G que excluye infinitos puntos de C, ya que
excluye por lo menos ([0, 1]) la traza de un camino no constante. (Informalmente, puede
decirse que hemos partido nuestro intervalo de tal forma que ninguno de los intervalos
resultantes logra dar una vuelta completa).

Sea y € T tal que n(y) = ¥(0). Probaremos por induccién en i que para todo 7 existe
un inico levantamiento de 7y |jg 5,1, F; : [0, 8i] — T, tal que F;(0) =y.

Para i = 0, se toma F; la aplicacién constante de valor y. Sea 7 > 0 tal que ¢ — 1
satisface la propiedad que queremos probar. Debemos probar que entonces i también la
satisface. Sea x; € C que no pertenece a GG; y que no es un punto de ramificacion (esto
es posible porque G; excluye infinitos puntos de C, y el nimero de puntos de ramificacién
es finito). Sea y; € R tal que 7(y;) = =i, y sea A; = 7~ (G;) N Ty, Entonces n~1{G})
es la unién disjunta de los conjuntos A; + n, cada uno de los cuales es abierto en n~' (G;)
(cf. 4.1.4.) Como

T(Fi-1(zi-1)) = f lj0,3i_1] (®i-1) = v(Ti-1) € G,

entonces existe n; € Z tal que F;_(z;_yy € A;+n;. Seam; : A;+n; — G el homeomorfismo
inducido por .
Entonces podemos definir F; mediante

7o v(s) st 81 <8< Siq1
F; = K .
Fi1(s) si 0<s<s;1

Esta claro por la eleccion de n; que Fiy1 es una funcién continua.
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Reciprocamente queremos probar la unicidad. Sea F; : [0, s;] — T otro levantamiento
de fljo.,)- Por la hipétesis de induccion, F; |jo,5,_,j= Fi-1. Como para cada s € [si_1, si]
se tiene 7(F(s)) = 7(s) € Gj, entonces F([s;_1,s;]) contenido 7~ (G;) que es uni6n dis-
junta de abiertos A + n. Como [s;_1, s;] es conexo y F es continua, existe 7; € Z tal que
F([s. 1,34]] C A+ﬂe Como Fi(s;_1) = F;_1(si—1) € A + ny, entonces #i; = n;. Por lo
tanto Fil,_, o= ‘o f = Fi.

Probemos ahora que fijar la imagen de un punto basta para probar la unicidad salvo
traslacién. Si F' es un levantamiento cualquiera de +, entonces 7 (F'(0)) = n(F(0)) = v(0)
por lo cual F'(0) € F(0) + Z (véase la observacion 4.1.4 ). Sea k € Z tal que F'(0) =
F(0) + k, como 7% o F' es también un levantamiento de v y F'(0) = 7* o F(0). Se concluye
por la unicidad dada la imagen de un punto, que F’ = 7%(F) O

Observacién 4.2.2. Una prueba més riapida de la existencia del levantamiento seria recordar
que el lema 4.2.1 es cierto en el circulo, que G tiene el mismo tipo de homotopfa que el
circulo y que por lo tanto el lema vale también en G. Pero seguir ese camino nos podria
hacer perder de vista las posibilidades en espacios de levantamiento generales, y complicarfa
la prueba de la unicidad salvo traslacién.
Ejemplo 4.2.3. Veamos un ejemplo en el caso de un grafo con b puntos de ramificacién
Z1,T2,-..,Tp. Sea v : [0,1] - G una parametrizacion de su tnico ciclo tal que z; =
(t/b+l)parat— ., b. Entonces sp = 0<a,—,%§}7<sz=oumhspmpiedadm
deseadas. Una vez ﬁjado top € R C T tal que n(tp) = (1), el levantamiento de v es
el intervalo [t, to + 1] recorrido a velocidad 1.

Lema 4.2.4 (Levantamiento de arboles). Sea T un drbol y xp € T. A toda funcién f :
T — G continua corresponde un levantamiento F : T — T, tnico salvo traslacion. Dicho
de otra forma, si se fija un y tal que 7(y) = f(zo), entonces existe un tnico levantamiento
F tal que F(zo) =y.

Demostracion. Sea y € 7 (f(zo)). Para cada z € T, sea 4, un camino inyectivo de zg
a z. Por el lema 4.2.1, existe un fnico F; : [0,1] = T tal que mo F; = f o0 4;,.

Para cada z € T si z # &’ son dos puntos de T tales que 8,(t) = §+(t') = 2, entonces
m(Fx(t)) = m(Fe(t')) = f(2), por lo cual F; |py y Fu |p,) correctamente reparametriza-
dos son ambos un levantamiento del camino 4,. Por la unicidad en 4.2.1, F.(t) = Fy(t').
Asf que podemos definir F(z) = F,(t) para todo z,z € T, t € [0,1] tales que d,(t) = z.

Cuando z no es un vértice, F' es continua en z por su relacién con F; que es continua
el intervalo. Cuando z es un vértice, existe ¥V una vecindad de z tal que V es una estrella
abierta cuyo centro es z. Como §, es continuo, existe 0 < t; < 1talque é,(¢;) =z, € V. Si
V es una estrella de n puntas, sean T, ..., T, puntos de T\ {2} y t2,...,t, € [0,1], tales
que z = 8,(¢;) parai = 2,...,n, y cada z; € V esta en una arista abierta diferente. (Para
ver que tales puntos existen basta con considerar el ejemplo de un grafo estrella.) Sea V una
vecindad de F(z), entonces como F, Fy,, ..., Fy, son continuos y F,(1) = Fp,(t2) =
F,,(tn) = F(z) € V, existe n > 0 tal que F,]1—n, 1JUF,,[tz, t2+7{U - - -UF,, [tn, ta+n[C V.
Por lo tanto U = 6;|1 — n,1] U 85, [te, t2 + n[U-- - U d, [tn,tn + 1] es una vecindad abierta
de z tal que F(U) C V. O
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4.3. Grado de funciones en un grafo de ciclo tnico

Sea G un grafo de ciclo tinico de recubrimiento (¢, T su recubrimiento y sea f : G —
G una funcién continua. Sea F' : Ty — T un levantamiento de f o7 |,z3. Entonces
n(F(0)) = n(F(1)) = f(x(0)), por lo tanto existe d € Z tal que F(1) = F(0) + d. Si
F es otro levantamiento de f entonces existe k € Z tal que F = 7* o f por lo cual
FQ1)=FQ1)+k=F@0)+d+k = F(0) +k+d = F(0) + k asi que d no depende del
levantamiento.

Definicion 4.3.1 (Grado). Ei grado de f es
deg(f) = F(1) - F(0)
en donde F es cualquier levantamiento de f o |71

Teorema 4.3.2. Sea f : G — G una funcidn continua. Entonces todo levantamiento
F:T — T de f, satisface

VeeT:F(z+1)=F(z)+d.

Demostracion. SenFo=F|1-3:T(}—}T,mthomunlevantamientodefo1rlfg
Extendemos F continuamente a T diciendo que si n € Z y n < R(z) < n + 1 entonces
Fi(z) = Fo(z — n) + ndeg(f). Se tiene:

noFi(z) = n(Fy(z —n)+ndeg(f)) = =(Fo(x —n))
— forly @—n) = for()
por lo tanto Fy es un levantamiento de F o 7 y Fy(0) = Fy(0) = F(0). Por la unicidad
en 4.2.4 se concluye que F' = F) y F satisface la igualdad deseada. 0

La siguiente proposiciéon resume propiedades del grado y la traslacién que ya han sido
demostradas o que se deducen facilmente por induccién.

Proposicioén 4.3.3 (Grado y levantamiento). Sea f una funcién continua de G, un grafo
de ciclo tintco en sf mismo. Sea F' un levantamiento de f. Entonces

1. Si F' es otro levantamiento de f entonces F = F' + k para algiin entero k.

2. 8i k € Z entonces F' + k es también un levantamiento de f

3. SizeT, keZ,n>0, entonces F*(z + k) = F*(z) + kd"

4. SizeT,k€Z n>0, entonces (F+k)*(z) = F*(z) + k(1 +d+---+d" V)



Capitulo 5

Funciones de grado mayor a 1 (en
valor absoluto)

RESUMEN: En este caso la prueba se inspira fuertemente en el caso del circulo. Se
obtiene que todo periodo natural n es posible para aplicaciones de grado |d| > 2 si d
es positivo o 7 es par, o si n es impar y suficientemente grande, donde la grandeza
necesaria de n depende no solo del grado de la aplicacién sino también del mimero de
puntos de ramificacién.

5.1. Las clases de puntos fijos
Sea GG un grafo de ciclo Gnico que posee b puntos de ramificacion,
f:G—=G(resp. h: G = G)

una funcién continua de grado d (resp. &) y F : T — T (resp. H : T — T) su lev-
antamiento al recubrimiento universal de G. Sin pérdida de generalidad, suponemos que
R(F(0)),R(H(0)) € [0,1] y que x(F(0)), 7(H(0)) no es un punto de ramificacion.

Definicién 5.1.1. n es un periodo para f si y solamente si existe z € G un punto tal que
f™z) = z y para todo 0 < m < n se tiene que f™(z) # z.

Comenzamos este capitulo por una observacién simple:
Observacion 5.1.2. Denotamos por Fix(g) el conjunto de puntos fijos de una funcién g.
Dado que f™*(z) = z implica que z es periddico de periodo k | n, estd claro que para
cualquier g y n se tiene
U Fix(¢*) c Fix(g")
kin
k<n

26
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Entonces n es un periodo para [ si y solamente si

|J Fix(*) # Fix(J")
kln
k<n

Denotamos Hy = H + k = 7" o H. Por la proposici6n 4.3.3 tenemos que el conjunto de
todos los levantamientos de A es

{Hk|k€Z,Hk=H+k=r"oH}

Teorema 5.1.3. El conjunto de los puntos fijos de h se ezpresa como unidn de clases de
puntos fijos de Hy. de la forma siguiente:

Fix(h) = |J = (Fix(Hy))

kcZ
y sid # 1, se tiene que

 (Fix(Hi)) N n (Fix(H;)) # ¢ = (& —1)| k- j|
= (Fix(Hi)) = = (Fix(H;)) < (d'—1)| k-

Hay a lo mds |1 — d'| clases de puntos fijos diferentes.

Demostracion. Sea z € G un punto fijo de h y sea y € T un punto tal que n(y) = z.
Entonces 7(H(y)) = h(z) = 2. Pero 77 (2) = y + Z (cf. obs. 4.1.4), luego existe j € Z tal
que H(y) =y + j. Por lo tanto para k = —j se tiene que Hi(y) = (y + 7) + k = y asi que
y € Fix(Hy) y z € n(Fix(Hy)), con lo cual la primera férmula queda demostrada.

Ahora supongamos que dos clases de puntos fijos se intersecan, y sea x un elemento de
la interseccion, es decir

z € 7 (Fix(Hy)) N« (Fix(Hj)) .

Sean yy € Fix(Hy),y; € Fix(H;) tales que z = m(yx) = #(y;). Entonces existe [ € Z tal
que g = y; + l. Por la proposicion 4.3.3 tenemos que Hy(y; +!) = Hi(y;) + Id. Por lo

tanto
vk — 1= Hi(ye) — 1 = Hi(y; +1) — 1 = Hi(y;) + U{d' 1)
Hi(y;) + (k-5 +Ud - 1) =y; + (k—j) + 1(d — 1).
Como la traslacién T es inyectiva en T, (k —j)+1(d’ ~ 1) = 0, por lo tanto (&'~ 1) | [k —j].
Reciprocamente, supongamos que (&' — 1) | [k —j| yseal € Ztalque k—j = (1 —d').
Supongamos que la clase de puntos fijos n(Fix(Hg)) es no vacia y sea yx € Fix(Hy).
Entonces y — I € Fix(Hj;), en efecto

Hj(y 1) Hj(yx) — ld' = Hy(y) — (k= 5) = Ud’
wm—Il(l—-d)—Ild =y — L

Por lo tanto Fix(H) — I C Fix(Hj), en particular Fix(H;) es no vacia. Anilogamente se
demuestra que Fix(H;) + 1 C Fix(Hy). Por lo tanto

m(Fix(Hy)) = n(Fix(H;)).

Yi
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La utilidad mayor del teorema 5.1.3 sera el hecho de poder estimar cuando Fix(f") es
no vacio a partir de sus clases de puntos fijos. Asi que el préximo paso es hallar condiciones
para que una clase de puntos fijos sea no vacfa.

Teorema 5.1.4. Si d’ > 1 entonces la clase de puntos fijos m(Fix(Hy)) es no vacia.
Demostracion. Consideremos la funcién 4 : R — R definida por
o(z) = R(Hi(z)) — =
Entonces para todo n € Z se tiene
8(n) = R(Hg(n)) — n = R(Hp(0) + nd’) — n = R(HL(0)) +n(d' - 1)

Por lo tanto §(R) = R. En particular, existe = € R tal que R(Hy(z)) = .
Se tiene que R(Hi(z + 1)) = = + d'. Por lo tanto el camino
7v:0,1}] —=- T
s — Hi(z+3)
que une Hi(z) a Hp(z+1) contiene [z, z+d] en su traza. Como ([0, 1]) contiene [z, z +1]
existe 0 < s; < 1, tal que z = Hg(z + 51). Como el camino 7 |, 1j contiene [z + 51,2 + 1]
en su traza, existe s; < s2 < 1 tal que z+3; = Hi(x+52), y asi sucesivamente. Obtenemos

una sucesiéon {s,} C [0, 1] tal que para todo n = + s, = Hg(z + 8n41). Como esta sucesion
es creciente, ella posee un limite 5. Entonces Z = z + § es un punto fijo de Hy, en efecto

Hy(Z) = Hilz + Jim Sn) = Jim Hi(z + sp) = nlingo(z + 8p-1) = Z.
O

Teorema 5.1.5. Si d < 1 — b, entonces h posee por lo menos 0 < 1 —d' — b clases no
vacias de puntos fijos.

Demostracién. Consideremos el camino v(t) = R(H(t)) (v : [0,1] — R). Como ~+(0) €
[0,1], (1) = ¥(0) + &’ € [d’,1 + d']. Para cada 0 < i < —d’ definimos

%(t) = min{y(?), 1 — i} — min{y(t), —i}
Entonces cada <; es una funcién continua de {0, 1] en [0, 1]. Por el teorema del punto fijo,
para cada i, existe ¢; € [0, 1] tal que y;(t;) = t;. Ademas, los t; son diferentes; en efecto,

7%t =wt) & i=j7v1-min{ij} <) V() < —mdx{i,j}

& i=jVy(t) =) =0V u) =v(t) =1,

de donde '

tj(t) =t & 1=jVii=t; =0Vt =t =1.
Pero, al comienzo de esta seccién, hemos supuesto que (0) € [0, 1] luego -y;(0) = 0 implica
4 = 0. Por otro lado, h es de grado d', luego v(1) € [d',1 + d'[, luego ~;(1) = 1 implica
j = —d'. Se concluye que
tj(t) =1 & ) _—‘]
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De paso hemos demostrado que para cada 4, yi(t;) = v(t;) + 7. Luego
R(H-s(t:)) = (v(t:) +1) —i =(t:) = ti.

Se deduce que si ¢; no es un punto de ramificacion, entonces t; es un punto fijo de H_;.
Como {t;};% tiene 1 — &’ elementos y hay b puntos de ramificacién, entonces por lo

menos 1 —d’ — b de los puntos ¢; son puntos fijos de H_;. Luego por lo menos 1 —d’' — b de

las clases de puntos fijos son no vacias. O

5.2. Los periodos posibles

En esta seccion demostraremos el teorema principal que explica bajo que condiciones
un nimero natural es un periodo posible para f.

Lema 5.2.1 (Un lema de conteo). Parg todo |d| > 2, n> 1, 0d= -2 yn > 1 se tiene
n-d*> > [1-d.

kin
k<n
Demostracion. Gracias a la formula
m—1 .
=

tenemos que

el -n+ 7%, s d>0
S l1-d*| = -1+ 3% si d<0,n impar
k=0 0+ 5%, si d<0,npar

—14+d*, s d>0
|1—-d™| = 1—d", si d<0,nimpar
—1+d", si d<0,n par.
Luego, hay tres casos para ver, segun el signo de d y la paridad den. Sid > 2,n > 1
1-d"\ d-2
1-d/) d-1

(—1+d")—(—n+ (d ~1)+n>0,

n—1

por lo tanto | 1 —d™ [> ¥ |1 —d* |
k=0
Sid<—2,n>1 impar

(d+1)>3>0.

1+d* d+2
(‘-d")“(“+ 1+d)—3“m

n—1
por lo tanto [ 1 —=d™ |> 3 |1 —d* |
k=0
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Sid<-3,n2>1par

—d" _ 2+d

(-1+d%) - 1+d =174

@ -1)>0

por lo tanto | 1 — d"|>2|1 d* |
Elcasod——2espnmcu]a: Si n > 0 es par,

S [t -1]-
k=0

Pero si n > 2, existe 1 < k < n tal que k no divide a n, luego

2o
5 == 1]

> |-« 5 2% 1| = 12" -1y
1<k<mn k=0
k|ln
]

Teorema 5.2.2 (Los periodos en el caso |d| > 2). Cada una de las condiciones siguientes
es suficiente para que n > 1 sea un periodo de f.

1.d>2
d <=3, nimpar, b<3
. d < =3, n impar, b > 3, n > log;4(2(b - 3) + 1)

. d= -2, n impar, b <3

2.
3
4. d< -3, n par
5
6. d= -2, nimpar, b> 3, n—1>logy(b-2)
7.

d= -2, n par > 2

Demostracion. Sid > 2 0d < —2y n es par, f" tiene | d" — 1 | clases de puntos fijos no
~ vacias, por el teorema 5.1.3. Para cada k | n, f* tiene a lo mas | d* — 1| clases de puntos
fijos no vacias. Si ademds n > 2 en el caso d = —2, por el lema 5.2.1, por lo menos una
de las clases de puntos fijos de f™ no es una clase de puntos fijos de ningin & < n. Un
elemento de esta clase serd un punto de periodo n, con lo cual quedan demostrados los
puntos 1, 4y 7.

Si d < —3 y n es impar entonces por lo menos |[d" — 1} — b de las clases de puntos fijos
de f™ son no vacias por el teorema 5.1.5. Por el lema 5.2.1, por lo menos ¢; =

(1=l -t)- S -#=3-b- 3 2m 1> 5oy Lgap - )
k=0
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clases no vacias de puntos fijos de f™ no son clases de puntos fijos de ningin k < n.
Cada uno de estos puntos serd un punto de periodo n. Ahora bien 2 6 3 son condiciones
suficientes para que g; > 0, luego son condiciones suficientes para que exista un punto de
periodo n.

Si d = —2 y n es impar, hay por lo menos ¢ =

(R—d—b)— Y |1-df=3-b+ Y J-d¥>@-b)+[1-2""
k<n k<n
kln kin

clases de puntos fijos no vacias de f™ que no son clases de puntos fijos de ningtin k < n.
Cada uno de estos puntos serd un punto de periodo n, lo cual demuestra 5 y 6 ya que
cualquiera de éstos es una condici6én suficiente para que ¢ > 0. O

Observacién 5.2.3. En la prueba del teorema 5.2.2 se ha demostrado de paso que la cantidad
de puntos de periodo n varia como |d|® para n grande.



Capitulo 6

Funciones de grado 0 y de grado —1

RESUMEN: En el caso de las funciones de grado ( se demuestra que los periodos son
los mismos que aquellos de cierta funcién en un drbol, es decir que el problema se
traduce a un caso ya estudiado. En el caso de las funciones de grado —1 no se llega en
esta, tesis a ningin resultado concluyente pero se dan algunos resultados intermedios
que transportan el problema a un espacio de levantamiento.

6.1. Levantamiento del problema para las funciones de grado
0

Sea G un grafo de ciclo tinico y sea f : G — G una funcién continua de grado 0 y F un
levantamiento de f. Por el teorema 5.1.3, para cada n, Fix(f") = n(Fix(F™)). Se deduce
el lema 6.1.1

Lema 6.1.1. Un punto de G es periddico de periodo n para f si y solamente si este es
proyeccion de un punto de T periddico de periodo n.

Dermostracion. Sea x € G y sea y € T tal que z = n(y).

Supongamos que x es de periodo n. Entonces existe m € Z tal que F™*(y) = y +m.
Como f™" es de grado 0, F™(y + m) = F"(y) = y + m luego y; = y + m es un punto
fijo de F™. Si y; no es un punto de periodo n para F entonces existe k|n tal que k < n
y F¥(y1) = y1. Pero esto implica f*(x) = z contradiciendo la hipotesis de que = es de
periodo n. Luego y; es de periodo n.

Reciprocamente, supongamos que y es un punto periodico de periodo n para F. En-
tonces f"(z) = w(F"(y)) = z, luego z es un punto periédico para f. Sea k su periodo.
Como f*(z) = x existe | € Z tal que F*(y) = y + . Entonces y, = y + [ es un punto fijo
de F*. Entonces

F™(y) = F™(ye) = (F*)"*(ye) = ye = y + 1

Como y es un punto fijo de F™ entonces I = 0. Como y es de periodo n para F'y k < n,
entonces k = n. Luego x es de periodo n. 0

32
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Teorema 6.1.2. Sean n,m € Z tales que R(F(T)) C [n,m| pero R(F(T)) ¢ [n+ 1,m],
R(F(T)) ¢ [n,m—1]. Sea F : T — T definida por F(y) = F(y). Entonces los periodos
de f son precisamente los periodos de F. Se remite a Alseda et al. (2005) para el caso de
los drboles finitos.

Demostracion. Es una consecuencia directa del lema 6.1.1 O

6.2. Levantamiento del problema para funciones de grado —1

Sea G un grafo de ciclo tnico. Sea f una funcion continua de grado —1 y I un levan-
tamiento de f.
La proposicién siguiente es una reformulacion de 4.3.3.
Proposicion 6.2.1 (Grado y levantamiento). Sik € Z, n > 0, y € T, entonces
1. F*(y+ k) = F™y)+ (-1)"k
2. (F+k)(y) = F(y) + 3(1 - (~1)")k

Teorema 6.2.2. Si n es impar y x € G es un punto de periodo n, entonces existe z €
7Y (z) que es un punto periédico de F o de F + 1, de periodo n tal que m(2) = x.

Demostracion. Sea x € G, y € T tales que 7(y) = z. Supongamos que = es un punto de
periodo n. Entonces f*(xz) = z, luego F"(y) = y + k para algiin k € Z. Supongamos que
n es impar. Si k es par, entonces:

F'y+k/2)=F"(y) —k/2=y+k/2,

asf que basta con tomar z = y + k/2. En cambio si k es impar, entonces

(F+1)"(y+¥):F”(y+§—;—--l-)+lrﬁm(y)—$+1:y+#,

asi que basta con tomar z =y + (k+1)/2.

En ambos casos se obtiene z € T tal que F™(z) = z y n(z) = 2. Si 0 < k < n es tal que
F%(z) = z entonces f*(x) = x luego £ = n ya que = es un punto de periodo n. Se sigue
que z es un punto de periodo 7. O
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Conclusiones

7.1. Conclusiones

El 4rea de los sistemas dindamicos es muy rica en herramientas generales que se aplican
a situaciones de lo méas diversas. El estudio del caso particular de la dimension 1 puede
usarse como fuente de inspiracién para dimensiones méas grandes.

Como era de prever, el caso de los grafos de ciclo finico permite usar el caso del circulo
como fuente de inspiracién. Més a(n, mirando las pruebas, uno se da cuenta que todo lo
desarrollado en esta tesis para grafos de ciclo tinico es valido para cualquier espacio que
sea el cociente de un espacio de elevacion por una relacién de equivalencia que respete la
traslacion.

Es decir que si £ es un espacio de elevaciéon, y ~ es una relacion de equivalencia en
tal que

T~y =1(z)~1(Y),

se demuestra similarmente a 5.2.2 que F = £ posee las propiedades siguientes:

Teorema 7.1.1. Sead € Z, L : E — E, | : F — F que hacen conmular los diagramas
siguientes:

T L
- F —
} L T
E

~
@
Ll

E
TR
r

Y

—
l

Llamamos puntos de ramificacion de F a las imdgenes por m de los puntos x € Rp
tales que R~Y(x) # x. Sea b el nimero de puntos de ramificacion de F. Cada una de las
condiciones siquientes es suficiente para gue n > 1 sea un periodo de l.

1.d>2

2. d< -3, nimpar, b <3

8. d < -3, n impar, b >3, n > logy(2(b - 3) + 1)
4. d < -3, n par

34
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Figura 7.1: Ejemplo de grafo que no se puede “desenrollar” en un espacio de levantamiento

5. d= -2, n impar, b<3
6. d= -2, n impar, b >3, n — 1> logy(b— 2)
7. d= -2, n par>2

Entonces se ve a partir de alli que los resultados obtenidos para funciones de grado de
valor absoluto mayor a uno para grafos de ciclo finico en esta tesis pueden generalizarse a
cualquier grafo que sea el cociente de un espacio de levantamiento.

Sin embargo, queda pendiente estudiar el caso de funciones de grado 0, 1 0 —1 y de
los grafos que no puedan obtenerse como cocientes de grafos que sean espacios de levan-
tamiento. Intuitavemente, un grafo se puede “desenrollar” en un espacio de levantamiento
si y solo si este contiene un ciclo minimal que se cruce una sola vez con todos los demés
- ciclos minimales. En la figura 7.1 se ve un grafo al cual nuestros resultados no se aplican.
En la figura 7.2 se ven dos grafos que son cocientes de grafos de levantamiento, a los cuales
se puede por lo tanto aplicar el teorema 7.1.1.
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Figura 7.2: Ejemplos de grafos que se “desenrollan” en espacios de levantamiento
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