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Introduccion

Es un hecho bien conocido la definicién de funcién convexa se da s6lo en base al
concepto de espacio vectorial real y el ordenamiento en la recta real. Sin embargo,
muchas propiedades importantes de las funciones convexas tienen caracter topoldgico.
Un claro ejemplo es la propiedad de que todo minimo local de una funcién tal es
también minime global. Esta propiedad juega un papel importante en optimizacién
va que permite hallar minimos globales de funciones convexas utilizando mémdﬂﬁ it-
erativos de direcciones de descenso, Lamentablemente, en practica exigir la condicidn
de convexidad es muy restrictivo, por lo que afios atras muchos investigadores vol-
caron su esfuerzo en el estudio de una clase mas grande de funciones, conocidas como
funciones cuasiconvexas. Aunque éstas comparten con las funciones convexas su ori-
gen algebraico, poseen una gran carencia, no todo minimo local es un minimo global
para funciones cuasiconvexas. Para salvar este inconveniente se introdujeron con-
ceptos de pseudoconvexidad para funciones, que dependen de nociones topoligicas.
Inicialmente se introduce el concepto de pseudoconvexidad (ver [23]) bajo hipétesis
de diferenciabilidad; més adelante esta condicién seria reemplazada por la subdiferen-
ciabilidad (ver [18]). En ninguno de estos casos se conserva el cardcter principal de las
funciones convexas y cuasiconvexas, esto es su naturaleza algebraica. Motivados por
esto y en la biisqueda de una uniformidad introducimos un nuevo concepto de funcién
pseudoconvexa, el cual depende iinicamente de conceptos algebraicos. Las funciones

pseudoconvexas, ademas de ser cuasiconvexas tienen la propiedad particular de que
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todo minimo local es un minimo global; estas funciones de algin modo ya estin
presentes en la literatura (ver [3], [16), [23]). decimos que de algin modo porque las
definiciones que se dan sélo coinciden con nuestra definicién asumiendo condiciones
de semicontinuidad inferior. En este trabajo establecemos varias propiedades de las
funciones pseudoconvexas, a la vez recogiendo lo va existente en la literatura, hacemos
esto concentrando nuestro interés en las relaciones existentes entre este tipo de gen-
eralizacién de la convexidad y cierto tipo de monotonicidad de ciertas multifunciones
asociadas a ellas.

Describiremos brevemente como estd organizado el trabajo. Las primeras cu-
atro seccionecs del primer capitulo sirven para repasar algunos hechos bdsicos del
algebra lineal, topologia y del andlisis {funcional; introduciendo en la seccién 4 los
conceptos de gradiente en espacios de Banach y de monotonicidad generalizada para
operadores. La seccién 5 estd dedicada al estudio de multifunciones, en particular la
semicontinuidad de multifunciones, y las multifunciones KKM, estrechamente ligadas
al lema de Ky Fan [31), una herramienta fundamental en los resultados de existencia
de soluciones en los problemas de equilibrio y de desigualdad variacional; ¥ al final de
la seccién introducimos las nociones de monotonicidad generalizads para multifun-
ciones. En la seccién 6, se establecen varios resultados del andlisis convexo cldsico,
referentes a funciones convexas, conos tangentes y conos normales: luego se hace un
estudio de las funciones cuasiconvexas. En la seccién 7, se estudian las derivadas
gencralizadas en el sentido de Clarke (ver [12]) y establecen dos teoremas principales,
el teorema de valor medio de Lebourg y el teorema de valor medio aproximado de
Zagrodny; veremos en la seccién 8, y posteriormente ¢n el capitulo 3, que son éstas
herramientas fundamentales para establecer relaciones entre la convexidad general-
izada de las funciones ¥ la monotonicidad generalizada de los subdiferenciales.

El capitulo 2 estd dedicado al estudio de las funciones psendoconvexas. En la

primera seccién se introduce el concepto de funcién pseudoconvexa y se establecen
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algunas caracteristicas de tales funciones. En la seccion 2, se estudian las propiedades
algebraicas de las funciones pseudoconvexas y en la seccidn 3 se establecen resultados
relativos a méximos y minimos. La seccién 4 trata hechos concernientes a continuidad
y diferenciabilidad. M4s adelante, en la seccién 5, caracterizamos las funciones pseu-
doconvexas mediante las propiedades de sus subdilerenciales y en la seccién 6 por
medio de las propiedades de la multifuncidon normal, la cual es definida en base a los
conos normales a sus subconjuntos de nivel de la funcién en estudio. En el capitulo
3, primero estudiaremos el problema de equilibrio, bajo hipdtesis de pseuconvexidad

extendiendo resultados ya conocidos para hipétesis de convexidad,



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo establecemos Jas herramientas bisicas para tratar los siguientes
capitulos. En primer lugar, revisamos ciertos conceptos v resultados bésicos del
algebra linea, topologia y analisis funcional. A continuacién hacemos un breve repaso
de la teorfa de multifunciones, para luego mencionar algunos resultaad;:ns basicos del
analisis convexo. En la dltima seccién, desarrollamos la teorfa de derivadas generali-

zadas, con el objetivo de probar el lamado teorema del walor medio de Zagrodny.

1.1 Espacios Vectoriales

Un espacio vectorial real es un conjunto X, en el que se han definido dos operaciones.
Una operacién interna + : X x X — A llamada adicidn, la cual a cada par (z,y) €

A x A le asocia un elemento de A denotado por o + ¥, de tal forma que se satisface
l.x+y=wy+x paratodo x,y € &;
2. (z4y)+z==2+(y+ 2) para todo 2.3,z € X;

3. existe un tnico elemento denotado con 0 tal que x + 0 =z para todo r € X, v



4. a cada elemento z € A le corresponde un tnico elemento -z € X tal que

z+(=z)=0.

La otra operacion, externa, - : Rx A’ — &, la cual es llamada multiplicacion escalar, a
cadda par (A, ) € Rx A le asocia un elemento de X denotado por A-z (o simplemente
Az), y satisface

1. 1z = r para todo = € X;
2. afBx) = 3(azx) para todo o, 3 € R v vodo x € X.
Estas operaciones estdn relacionadas por las siguientes leyes distributivas:
Mz4y)=Ax+dy v (A+3)x= I+ Iz,

para cualesquicra z,y e XY v A, e R.
Una transformacidn lincal de un espacio vectorial A" en un espacio vectorial V' es una

aplicacién 7' : X — Y que satisface
T(az + 3y) = oT(z) + 5T (y)

para todo «, 3 € R v para Lodo x, y € X. En el caso particular en el que Y =R, T
es llamada funcional lineal.
El conjunto

X'={T:X = R/T es funcional lineal}

provisto de las operaciones:
+: X' xX =X, +(T),)=T1,+T.
donde (T) + T3)(z) = T (z) + To(z), Yz € X ¥
GRx X9 X, (o) =aT,
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donde (aT')(z) = aT(z), ¥ € X, es un espacio vectorial, llamado el espacio vectorial

dual {algebraico) de X. Para z,y € X, consideramos los conjuntos
[z, 9] ={zeX:z=2c+(1- Ay, A € [0,1]},

y
Jo.y] = [z o\{z}, [z9(= [z 9\ ¥}, lavl= [\ =9}

Definicién 1.1 (Core) ' Sea X' un espacio vectorial real y K, C subconjuntos con-
veros de X' con C C K, entonces se define el core de C relative a K, denotado por

core ' comeo el conjunto
K L

corexC = {a € C: CNla,y[#0,Vy e K\ C}

1.2 Espacios Topologicos

Sea A un conjunto cualquiera. Una fopologia en A es una coleceidén 7 de subconjuntos
de &, llamados conjuntos abiertos de la topologia, los cuales satisfacen las signientes

condiciones:
i) ber X e
"
(ii) Si Ay,..., A, €. entonces nﬂi €7,

i=1
(iii) Si {4;};es C 7, entonces || 4; € 7.
jed
El par (&, ) es llamado espacio topoldgico; en lo que sigue sdlo denotaremos por
X al espacio topoldgico, supuesto que tengamos una topologia fijada.

Un subconjunto F de A es llamado cerrade con respecto a 7 si su complemento

'Core: palabra inglesa.
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F¢ = X\ F € 7. La clausura A de A es la interseccién de todos los subconjuntos
cerrados que contienen A. Un punto z € X se dice que es un punio de adherencia
con respecto a 7 de un conjunto € C &, si dado U € 7 tal que x € U, se tiene que
U'NC # 0. La clausura de un conjunto A es igual al conjunto formado por todos los

puntos de adherencia de A. A es cerrado si y sélo si A = A,

Dado un punto z € X [un subconjunto A C X, decimos que el conjunto I/ ¢s una
vecindad de x [vecindad de A] si existe un subconjunto abierto V talquez € V C U
[4 C V CU]. Un espacio X es Hausdorff'si dados z,y € &, 2 # y, existen vecindades
Uz, Vaytalesque UNV =0,

Dados los espacios topolégicos (X, 1) e (¥, 72) decimaos que la funcién f: X = Y

es conlinug con respecto a 1y ¥ T, 81 y so0lo si
fFF'iiVy={zeX/flzr)eV} e, paratodo V € n.

Cuando ¥ = R; diremos que la funcién f : X — RU {+o0} es semicontinua
inferiormente (s.ci.) en x € A con respecto a 7, si para todo A > [f(x) existe una
vecindad V de z tal que A > f(y) para todo y € V; asimismo diremos que f es
semicontinua superiormente (s.c.s.) en 2 con respecto a 7, si —f s semicontinua
inferiormente en = € X con respecto a 7 y diremos que la funcién f : X — RuU {+oc}
6s semicontinua inferiormente(s.c.i.) con respecto a T si y solo f es semicontinua

inferiormente con respecto a 7 en cada punto de X.

La prucba de la siguiente proposicién es de caracter elemental ¥ puede hallarse

en cualquier libro de anélisis, por ejemplo [11]

Proposicién 1.1 Bl supremo de une familia {f;}ier, fi + X = R U {+oc} de fun-

ciones semicontinuas inferiormente es semicontinua inferiormente.
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Lema 1.2 Seanh: X - R y g: X = R dos funciones tales que g(z) < h(z) para
todo x € X. Si para algin zo € X tenemos que g(zo) = h(zy) ¥ h es semicontinua

superiormente en xp, entonces g es semiconlinua superiormente en .

Corolario 1.3 Sean h : X - Ry g : X = R dos funciones tales que g(z) >
h(z) para todo x € X. Si para algin zq € X tenemos que h(xo) = g(x0) y h es

semicontinua inferiormente en zq, entonces g s semicontinua inferiormente en xp.

Prueba. Se obtiene directamente del lema anterior, teniendo en cuenta que h es
$.c.l. 7o s y sdlo si —h es s.¢.5. en 25, O

Sea (X,+,') un espacio vectorial real provisto de una topologfa 7; diremos
que (X,7) es un espacio vectorial topoldgico (con siglas t.v.s.?) si las operaciones

+: A XA = X y-:RxX — X son continuas en las respectivas topologias producto.

En lo que sigue, denotaremos simplemente por A al espacio topolégico (X, 7).

Denotamos por X* al espacio dual (topoldgico) de X, i.e.
A* = {T: X -5 R; T lineal y continua}
¥ ()t A" x X = R al producto de dualidad,
(z",2) = 2"(z) paratodoz" € A" yzr € X.

Un t.vs. X es llamado espacio localmente convezo, si para toda vecindad V de
0, existe una vecindad U/ del 0 convexa tal que I/ C V.

Dado un t.v.s. &, para una funcién f : X — RU {+0c0}, los conjuntos

Dom(f) = {z € X : f(z) < o0},

*Por sus siglas en inglés, topological vector space
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Epi(f) = {(z.A) € ¥ xR: f(z) < A},

Epi(f) = {(z,)) € X x R : f(z) < \}

se denominan respectivamente dominio, epigrafo y epigrafo estricto de f; dado A € R,

los conjuntos

Sxf)={z: flz) <A}

Sa(f) = {=z: flz) < A},
se denominan conjunio de nivel y conjunto de nivel estricto de f relativo a A.
Ahora proporcionamos una caracterizacién de las funciones semicontinuas inferi-

ormente, la cual serd una herramienta fundamental en los signientes capitulos. La

prueba puede ser vista en [11].

Proposicién 1.4 Sea X un t.v.s. Para una funcidn f: X = RU {+oc} son equi-
valentes:

(1) f es semicontinua inferiormente;
{ii) S\(f) es cerrado para fodo A € R;
{i22) Epi(f) es cerrado.

El signiente teorema, que damos sin demostracién, es un hecho bien conocido (ver

[11]).

Teorema 1.5 (Weierstrass) Sea X un t.vs., K C X compacto, f: K - R. Si f

es s.¢.i. entonces f alcanza su minimo en K.
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1.3 Espacios Métricos

Un espacio méfrico es un conjunto A en el que esta definida una funcién distancia

(0 métrica) d - X x X — R, la cual satisface:
(i) d(z,y) > 0, para todo z,y € X.
(ii) diz,y) =0si v sélosi z = y.
(i) d(z,y) = d(y, 2), para todo z,y € X.
(iv) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) para todo z,y,z € X.

La propiedad (iv) se denomina desigualdad trienguler.

Denotamos al espacio métrico por (X, d) é simplemente X.

Siz€ X yr >0, la bola abierta fcerrada] centrada en x y de radio v es el conjunto
Bz} ={ye X/d(z,y) <r} [B.(z) = {y € A/d(z,y) <}

51 A’ es un espacio métrico y 7 es la coleccién de todos los conjuntos de X que son
uniones arbitrarias de bolas abiertas, entonces 7 es una topologia en X. En esta
topologia: un conjunto €' C A es abierto si y sélo si para cada z € X, existe r > 0
tal que B,(z) C C.
Dado un subconjunto ' de un espacio métrico X, se define el didmetro de O,
denotado por Diam(C) mediante
Diam(C) = sup d(z,y) (1.1)
EFEC
(observe que es +oc si € no es acotado). En un espacio métrico X, una sucesién

(Zn)nen converge a x € X si

dado £ > 0, existe np € N tal que n > ng implica d(z,, 2) < &,

15



Diremos que (2, )ney C X €5 una sucesidn de Cauchy si
dado € > 0, existe ng € N tal que m,n > ng implican d{z,. tm) < £.

Un espacio métrico A" se dice que es completo si toda sucesién de Cauchy es conver-

gente.
Sean (X, d;) v (Y, dy) dos espacios métricos. Una funcién f: X — Y se dice que

es una tsometlria si para todo z,y € A se satisface

di(z,y) = d2(f(2), f(¥)).

Teorema 1.6 (Ekeland) Seax A’ un espacio métrico completo, y [+ A = RU{+20}
una funcion propis, ocotada inferiormente y semicontinua inferiormente. Sean z, €

A ye >0 tales gue
inf f(2) < fl=o) < inf f(z) +e. | (1.2)

Entonces, para todo A > 0, existe T € X tal que

(1) £(Z) < f(zo);

(it) d{zo,T) < X;
(i) f(T) - 3d(y,%) < f(y); Yy #T.
Prueba. Tomemos & = £/ A v consideremos, los siguientes conjuntos

Flz})={y € & : f{y) + ad(z,y) < f(z}}. (1.3)

para x € A, Estos conjuntos gozan de las siguientes propiedades:

(a) ¥ € F(y) para todo y € &;

(b) si y € F(x), entonces F(y) C F(z).
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En efecto, (a) es inmediato de la definicién de F(z). Probemos (b).
Si f(z) = 400, entonces (b) se satisface trivialmente, pues en este caso F(z) = X,

Supongamos que f(x) es finito. Sea y € F(z) ¥ z € F(y); sumando las desigualdades

J(z) +ad(y,z) < fly) v J)+adzy) < J(z)

v usando la desigualdad triangular obtenemos

[(2) + ad(z. 2) < flz),

lo cual implica que z € F((z). Esto prucba (b).

Consideremos la funcién v : X — R definida por
v(y) = xggﬂf{zl-
Es claro de (1.3) que
¥y € Flz), ad(s,y) < f(z) - v(z),
de donde nuevamente por la desigualdad triangular
Yy, w € F(z); ad(y,w) < ad(y, z) + ad(z, w) < 2(f(z) - v(z))

lo cual implica que
Diam(F(z)) < 2(f(z) — v(2)). (1.4)

Definamos ahora la sucesién {z,}. Comenzando con zg, tomemos £, € F(z,) tal
que flrpsr) < viza) + 27" (lo que es posible por definicidn de infimo).
Como por (b), F(Za1) € Fl(za),

v(zy) < v(Tas). (1.5)
Por otro lado siempre se cumple que v(y) < f(y). de donde

U(In-lrll 5 f{:':n-rt] 5 'U[iﬂ:l + 2-_" '5 I"'{-""-"th+l]' b 21"1 {16]

17



y de aqui
0 < fl@n+1) — v(zne) S 27% (1.7)

La desigualdad (1.4) implica que el didmetro de los conjuntos cerrados F(z,) converge
a cero (pues o > 0 es una constante.). Como estos conjuntos son cerrados no vacios,

tenemos por la completitud de A y lo anterior que

() Flza) #0,

n=0
ie. existe T € n F(xy,); en particular T € F(z,) y (i) estd probado. Pero ademais,

n>0
paracadan € N

F(%) C F(zn)

y por lo tanto F(Z) = {Z}. De esto deducimos que si y # 7, entonces y ¢ F(Z) v por
lo tanto

f(z) + ad(Z, x) > f(Z).
Esto prueba (iii). Para verificar (ii), observe que de (1.3) (con z = x,)

(f(Z) - flzo)) + -i-d{:t:u,ﬂ <0,

¥ de (1.2), (f(Z) — f(zo)) > —¢; de estas condiciones concluimos que £d(20,T) < ey
por lo tanto d(z, F) < A, lo que es precisamente (ii). Esto concluye la prueba. O

1.4 Espacios Normados

Definicién 1.2 Sea X' un espacio vectorial real; diremos que X es un espacio vecto-
rial normado ¢ simplemente un espacio normado si existe una funcidn ||| : X = R,

{lamada norma, tal que
(i) l|lz|| = O para todo z € X;
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(1) (|x|| = 0 si y sélo si z = 0;
(iii) ||laz|| = |a|||z|| pare todo z € X y a € R;
() liz+ yll < izl + |y]| pera todo 2.y € X.

Tomando d(z,y) = ||z — y||, tenemos que d : X x X — R es una métrica en X
asi todo espacio normado es un espacio métrico.
Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo con la métrica

inducida por su norma.

Dados A" e Y espacios normados, la norma de la transformacién lineal T: X = Y
se define por

IT|| = sup{|Z(z)| : =€ X y ||z]| = 1}. (1.8)

En caso que ||T|| < oo, diremos que T es una transformacién lineal acotada. Una
caracterizacién de dichas transformaciones es dada en la siguiente proposicién, para

ver su prueba consultar [28].

Proposicién 1.7 Dados X e Y espacios normados. Pura una transformacion lineal

T: X = Y, son equivalentes:
(i) T es acotada,
{it) T es continua;
(iit) T es continua en un punto de X .

Note que A" es un espacio normado con la norma dada por (1.8).

Los siguientes resultados, los cuales nos permiten hallar funcionales lineales aco-
tadas con propiedades especiales. son hechos bien conocidos del andlisis funcional: la
prueba de ellos puede ser hallada en ([13]).
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Teorema 1.8 (Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial real, p - X — R una
funcién gue verifica

p(Az) = Ap(z), YA> 0y Yz € A;
plz +y) < plz)+ply), VI,y € X;

(la funcion p que cumple las dos propiedades anteriores, se dice que es una funcional
sublineal positivamente homogénea) y T una funcional lineal definida en un subespacio
Y de X, la cual satisface T(x) < p(z), ¥z € Y. Entonces eziste una funcional lineal

f’, definide en X, satisfaciendo
() <pla).YzeX y T(@)=T(),vVzeY.

Corolario 1.9 Sea X un espacio normado, y © € X. Entonces eriste un z° € A™

diferente de cero, tal gque (z*,y) = ||2*|||y].

Teorema 1.10 (Teorema de separacién de Hahn-Banach) Sea X' un espacio
normado, y sean C, K C X dos subconjuntos convezos, no vacios y disjunios. Si C
es cerrado y K compacto, entonces existen f € X* yo € R tales gue f(z) < o < f(u),
pare todo 2 € C y todo y € K.

Dado un espacio de Banach X', podemos definir en €l dos topologias. La primera,
la usual (también conocida como tepologia fuerte) es inducida por la norma || - ||, ¥
la segunda que es conocida como fopologfa débil la cual es denotada por o X', A);
la topologia débil es la topologia menos fina sobre & que hace continuas a todas las
funcionales lineales T € X*. La convergencia en ésta topologia estd caracterizada
de la siguiente manera: una sucesién {(z,) converge débilmente a = (converge en la

topologia o(X, A™)), denotado por z, — z si v sdlo si

(T, 2y — {T.2) para todo T € X",
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Todo conjunto cerrado en la topologia débil (llamado débilmente cerrado) o(X, X*)
es cerrado en la topologia fuerte. En efecto, sea 4 C A débilmente cerrado ¥ con-
siderernos una sucesién (z,)men C A tal que z, — z; entonces tenemos que z, — I,
de donde z € A; luego A es cerrado. El reciproco no es cierto en general, como lo

muestra el ejemplo & continuacién.

Ejemplo 1.1 Sea E un espacio de Banach de dimension infinita. Lo esfere unitaria
S = {z € E;||z]| = 1} no es cerrado en la topologia débil. De hecho, lo clausura débil
de S es la bole unitaria B = {2 € E;||z|| < 1} (ver [13]).

Para conjuntos convexos, las nociones de cerradura fuerte y débil coinciden como

muestra el siguiente teorema, ¢l cual puede ser encontrado en [28].

Teorema 1.11 Sea C C X convero y cerrado. Entonces C es débilmente cerrado si

y solo si es fuertemente cerrado.

Corolario 1.12 Sea ¢ : X — R una funcién s.c.i. {respecto o la topologfa fuerte),
para lo cual todos sus subconjuntos de nivel Sx(ip), A € R son convezos. Entonces ¢
es s.c.i. en la topologio débil. En particular, si z, — x, entonces
) < lim i .
¢(z) < lim infp(z)
Prueba. Se sigue directamente del teorema anterior y de la proposicién 1.4.

Definicién 1.3 Sea X un espacio normado, f : X — R U {+00}. Decimos que
f es hemicontinua superiormente, si pare cualesquiera z,y € X, la restriccion

flizg) : [2,3] = RU{+oc} es semicontinua superiormente en [z, y).

Sea A un espacio de Banach, sabemos que X* es un espacio normado con la norma

lFll = sup [{f, z}];
zEX

li=li<1
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De forma analoga dotamos al espacio X**, el dual de X* (llamado bidual de X*) de

la norma

1§l = sup |{£, £}
jex
=
Consideremos la inyeccidn eandnica J : X — X**, dada por

Jx): XY =R, [J(@)S) = ([, 2).

La inyeccién J es una isometria lineal que permite identificar &' con un subespacio de

&A™, de ésta manera, sobre el espacio A quedan definidas las siguientes topologfas:
1) La topologia [uerte (asociada a la norma de X*).
2) La topologia débil o(X*, X**).

3) La lopologia débil estrellu, que denotaremos con o(X*, X), que os la topologia

menos fina que hace continnas a todas las aplicacionos

{‘fr P A — R}aE-’h

donde
¢=(f) = {[,2) para todo f € X".

La topologfa débil estrella queda caracterizada por: f, =~ f si v sdlo si

{fmm} "'*{erf;l, para todo 2 € &,

La siguiente proposicién establece las relaciones entre estas tres topologias, para
la prueba ver [8].

Proposicién 1.13 Sea (f,)nen tna sucesidn en X", Se verifica

(i) fa o f siysélosi (fo.2) = {f.2), para todo z € X,
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(i) Si fo — f, entonces f, — f.

(1) Si fu — f, entonces f, » f.

(iv) Si fo s [y, = z, entonces {f,.7a) = {f, 2).

Teorema 1.14 (Alaoglu) Sea X un espacio de Banach. M C X* es cerrado en
la topologia débil estrella, si y sdlo st M es acotado y cerrade en la topologia débil
estrelle (ver [2]).

SiJ: & — A es sobreyectiva, diremos que & es un espacio de Banach reflexivo.
La reflexividad de un espacio puede caracterizarse mediante la topologia débil, como

se muestra a continuacién:

Teorema 1.15 Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflezivo si y sdlo si
B, ={zeX:|z]| <1}

es compacto en la topologia o(X, X*) (ver ([8]).

De aqui se tiene que un subconjunto K de un espacio de Banach reflexivo X, es

débilmente compacto si ¥ s6lo si es acotado y débilmente cerrado.

La siguiente proposicién muestra la relacién que existe entre el concepto de core

¥ la topologia de un espacio normado.

Proposicién 1.16 Sea A un espacio normado y C' un subconjunto convezo abierto,

no vacio de X, entonces corex(C) = C.

Prueba. Sea z € C, como C es abierto existe ¢ > 0 tal que B.(z) € C. Sea

y € &, entonces para (0 < A < 1 suficientemente pequeiio tenemos que
Ay + (1 = Nz - 2| = Ally - 2l <,
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esto es |z,y[NC # 0. Como y fue arbitraric concluimos que = € corex(C). Por lo
tanto C C corex(C). O
Funciones de Soporte

Sea C' un subconjunto no vacio de &'; la funcion de soporte de C' en &', denotada por

oc es la funcién o¢ : A* — R U {+0co} definida por
oc(z") = sup{{z*,z) : x € C}.

Las siguientes propiedades de las funciones de soporte son conocidas, el lector intere-

sado puede hallar las pruebas en [19].

Proposicion 1.17 Sean C y D subconjuntos convexos cerrados no vacios de X, y

sean C*, D" dos subconjuntos convexos, cervados en la topologia débil estrella de X™.
Entonces.

1) CCD siysdlo siop(a’) < oplz™), para todo 2* &€ A",
2} C* C D* siy sblo si oo (x) < ope(x), para todo x € X.

3} C* es compacto en lo topologie débil estrella si y sdlo st o¢- sdlo toma valores

finstos.

4) Una funcion o : X - RU{+cc} es positivamente homogénea, subaditiva, s.c.1.
(fuerte o débil) y propia, $i y sélo si exisie un subconjunto C* de X* no vacio,
convezo, cerrado en la topologia débil estrella tal que ¢ = oc, y ademds este

conjunlo es unico.

1.4.1 Diferenciabilidad v Monotonicidad

En la solucién de problemas de desigualdad variacional, una de las hipdtesis mas

comunes ¢s la monotonicidad del mapeo que define el problema, lo cual es natural
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consicderando que en problemas de optimizacién, tales como el problema cldsico de
minimizacion, se asume que las funciénes involucradas son convexas, lo que implica,
como veremos mas adelante. la monotonicidad del gradiente. Desde hace muchas
décadas se han hecho esfuerzos para generalizar la monotonicidad, con el objetivo de
tratar problemas de optimizacién no convexos; sin embargo ha sido recién desde la
década de los 90, cuando se ha hecho un estudio sistematico de ésta generalizacion;
uno de los primeros trabajos relevantes sobre esto fue realizado por Karamardian
[21].

Los conceptos que se dan en csta seccién estdan estrechamente relacionados con
las propiedades de los gradientes de ciertos tipos de funciones con propiedades de
convexidad generalizadas, como veremos mas adelante.

La definicidn de diferenciabilidad en espacios normados es anédloga a la de las

funciones de B* en R;

Definicién 1.4 Sea X un espacio normado y V' un subconjunto abierto de X. Una
funcion f : V. — R es diferenciable segin Fréchet en ug € V si y sdlo si existe
u' € A" tal que

flua + k) = flug) + (u, k) + r(h), (1.9)
para h lo suficientemente pequeiio y }Im'; % = 0. El vector u* serd denolado por
=

V/lzq) y es llamado gradiente de [ en up.

Si f es diferenciable segin Fréchet en todo v € V, diremos simplemente que f es
diferenciable. En este caso, definimos el gradiente de f, Vf : V — X* asociando a
cada z € V el gradiente V f(z).

A continuacién daremos algunas definiciones que mds adelante servirdn para car-

acterizar cierto tipo de funciones por las propiedades de sus gradientes.

Definicién 1.5 Dado C C X convexo y T : C —= X", T es llamado
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{i) mondtono si
z1, %3 € C smplica {T(zz) — T(z), 22 — 1) 2 0.
(ii} eiclicamente mondiono si

{T1, .. %, Zog1} C C con ) = 7y, implica Z{T{ﬂ-'i},fﬂsﬂ -z <0
=1

(iii) cuasimondiono si
%1, 22 € C, {T'(21), 22 — 21} > 0 smplica (T(x3),22 — x1) > 0

(v} ciclicamente cuasimondtono si para cada {Z1,.. . Tp, Zns1} C C con zyyy =

existe i € {1,2...,n} tal que
(T(x:), i1 — z) 0.

{v) propiamente cuasimondtono si para cada {z1,....3,} € C y 2 €

conv{zy,...,%a}, existe i € {1,...n} tal que
(T(z:), 2 — =) <0.
(vi} pseudomondtono si

Ty, %2 € C, {T(x1), 22 — 1) > 0 tmplica (T(x3),22 — 1) > 0.

{vii) cuasipseudomondione si T es cuasimondtono y ademds
%y, 22 € C, {T{m},xz —z) >0

implica que el conjunto {2 € [£1,22] : {T(2), 22 — 1) > 0} es denso en [a, b].
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Observacién 1.1 Para un operador T : C C X — X*, se verifican las siguientes

implicaciones:

o T ciclicamente mondtono => T mondtono == T pseudomondtono —> T

cuagipseudomondtono = T cuesimondiono

e T ciclicamente mondtono => T ciclicamente cuasimondtono = T propia-

mente cuasimondlono,

En la proposicién anterior, las relaciones reciprocas no son necesariamente cierlas:

a continuacién mostramos algunos ejemplos al respecto.

Ejemplo 1.2 Sea T : R = R definido por T(a,b) = (% — b,a + &). BEntonces T
ast definido es mondtono; en particular es pseudomondtono y cuasimondtono. Sin
embargo T no es ciclicamente guasimondtono, como se ve al considerar los pun-
tos 21 = (1,0}, z2 = (0,1), 23 = (=1,0), y a4 = (0,=1); en particular T no es

ciclicamente monéiono.

Ejemplo 1.3 Sea X = R? yz, = (0,1), z; = (0,0),%3 = (1,0). Definimos T : R? —
R?, por T(z,) = (=1, -1), T(z2) = (1,0}, T(z3) = (0,1), y T(z) = 0 en otro caso.
Es fdcil verificar que T es cuastmondtono, pero no es propiamente cuasimondtono

(considere y = }(z, + 22 + 33) ).

1.5 Multifunciones

1.5.1 Definiciones bésicas

Definicién 1.6 Sean X ¢ Y dos conjunios. Una multifuncién F de X en Y, deno-
tadapor F': X 3 Y, es una funcién F : X — 2Y que a cada z € X le asocia de
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manera tinica un subconjunto F(x) C Y. Una multifuncidén estd caracterizeda por su
grifico Graf(F) C X x Y definido por

Graf(F) = {(z,y) e X xY /y € F(2)}.

El conjunto F(z) es la imagen o velor de F en el punto z.

El dominio de la multifuncidn F es el conjunio
Dom(F) = {z € &; F(z) # 0}.

Si Dom{F) # B decimos que F es propia. La imagen de F es la union de los valores
de F(z), donde x recorre X:

Im(F) = | ] F(z).

2E€X
Definimos la imagen inversa de un conjunto M mediante la multifuncién F por

FYM)={zc X [F(z) C M}.
Para F : X Y, definimos F* : Y =3 X mediante
F)={zeX/y¢ Fx)}
Sean X, Y espacios topolégicos.

Definicién 1.7 F : & =% Y es llamada semicontinua superiormente si para todo
abierto U C Y el conjunto F~'(UV) es abierio en X.

Definicién 1.8 Sean A",V espacios vectoriales topolégicos y K un subconjunto con-
vezo no vacio de X. Diremos que la mulfifuncién F : K = YV es hemicontinua
superiormente en K, si para cualesquiera 2,y € K, la restriccion Flsy) : [2,4] 23 Y
es semicontinua superiormente en [z, y|.

Diremos que F « X =3 X* es débilmente hemicontinua superiormente en K si es
hemicontinua superiormente considerando en X" la topologia débil estrella.
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Utilizaremos ademads el mapeo F : X = ¥ dado por
F(z) = F(z)

para z € X.

1.5.2 Mapeos KKM

Definicién 1.9 Sea X un tv.s, D C X no vacio. G : D =3 X es llamada multi-

L

funcidn (6 mapeo) KKM siconv{z,, zs,...2,} C U G(z;) para cualguier subconjunto
i=1

finito {zy,za,...2,} € D; aquf conv(A) denota lo capsula convera de un subconjunto

Ade &.

Una condicién suficiente para que una multifuncién G : D = X sea KKM es dada

en el siguiente teorema:

Teorema 1.18 See X un t.w.s. y K C &X' convezro. Si F : K = K satisface
(i) x € F(z) para cada 2 € K;
(1) F*(y) es convero para caday € K;

entonces F es KKM.

Prueba. Sea {z,,...,2,} € K e 7 € conv{xy,...,%,}; tenemos que mostrar que
7 €| JFla).
i=1

Como ¥ € F(7), tenemos que 7 ¢ F*(7) y por lo tanto conv{z,,...,z.} € F*(7).
Desde que F*(F) es convexo, al menos un punto z; ¢ F*(%), lo que implica que

7 € F(z;); que era lo que querfamos probar. O
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Ejemplo 1.4 Sea X un t.v.s. de Hausdorff, K C X convexo no vacio, f : K x K —
R una funcidn tal que, para cada y € X, el subconjunto {x € K [ [(y,z) < 0} es
convero. Si f(x,x) 2 0 para todo x € K, la muliifuncién F : K = K dada por

Fy)={z € K/ f(z.y) 2 0}

es KKM.
En cfecto; evidentemente z € F(z) para cada z € K; ademas

F'(y)={z € K/ f(y,z) < 0}
¢s un conjunto convexo para todo y € K; luego por el teorema 1.18, F es KKM.
Mads adelante le daremos sentido a este ejemplo, a través del concepto de cuasi-
converidad. '

Necesitaremos el signiente teorema para garantizar la existencia de soluciones de

determinados problemas; la prueba puede verse en ([31]).

Teorema 1.19 (Lema de Ky Fan) Sea X un t.v.s. de Hausdorff, D C X no vacio
y G D =3 X una multifuncién tal gue:

i) G(x) es cerrado pare cada x € D;
i) G: D= X es KKM;
tit) Al menos uno de los G(x) es compacto.

Entonces

() G(z) # 0.
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1.5.3 Monotonicidad de Multifunciones

En segnida extendemos el concepto de monotonicidad generalizada para multifun-

ciones,

Definicién 1,10 Sea X un espacio de Banach, K un subconjunto no vacio convezo
yeermado, T K =3 X es

(i) mondtono si

(" —y",x =y} 2 0, para todo 2" € T(z), y* € T(y).

(ii) cielicamente mondtono si pare cualquier ciclo x1,...2n, %np C K {sucesidn
finita de puntos con x4 = ) y cualesquiera x7 € T(z;), se tiene que

10

:{$E,$H| —mg} "'-_: 0.

=1
(11) cuasimondtono si para todo 2,y € X y 2" € T'(x), y* € T(y) se verifica que

(", y — ) > 0 implica (y",y — 2z} 2 0.

(iv) ciclicamente cuasimondlono si para cualquier ciclo ,...,%n,Zn S K ¥

cualquier } € T(x;), i € {1,2,...,n}, se cumple que

(x7. 2401 — 2} > 0 para todo i = 1,2,...,n — 1 implica {3, 2, — x,) < 0.

(v) propiamente cuasimondtono si pare todo {®),...,2,} € K y todo z €

conv{xy,...,zn}, existei € {1,...,n} tal que

(z*,z = x;) < 0 para todo z* € T(zy).
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(vi) pseudomondtono si para todo z,y € X yz* € T(z), v* € T(y) se verifica que
{:r",y—:n} =0 Emp&m (y*:y_ i'} z U:
lo cual es equivalente o lo siguiente: si existe y* € T(y) tal que

{v",y — z} <0, entonces (z*,y —z) <0, para todo z° € T(z).

(vii) cuasipseudomondtono si T es cuasimondtono y para todo T,y € X, se tiene que

st eziste x* € T(x) eon {z*,y — z) > 0, entonces el conjunio
{z €]z, yl: (", v — 2) > 0 para algin z* € T(z)}
es denso en |z,y).
Como en el caso de operadores monovaluados, se dan relaciones anélngalus

Proposicién 1.20 Pare un mapeo muitiveluado T : K C X =% X" se cumplen las

stguientes relaciones

o T ciclicamente mondtono = T mondtone => T pseudomondtono = T

cuasipseudomondtono = T cuasimondtono.

o T ciclicamente mondtone = T ciclicamente cuasimondtono = T propia-

mente cuasimondiono,

Prueba. Se siguen directamente de las definiciones.0

Una relacidn no tan evidente es la siguiente:

Proposicién 1.21 Un operador cuasipseudomondlono es propiamente cuasi-

mondtano.
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Prueba. Sea T : K =t X* cuasipseudomonétono. Por reduccién al absurdo,

supongamoﬁ que T no sea pmptmnent-e cuasimondtono; entonces existe {z,...,%.} C
K}z—Za,z, conl <oy <1, Ea,-l(zémnv{zi, .Zn}) de modo que
pamcada i e {1,...,n}, y existen z} E T(z;) tal que
(z},z—z:) > 0.
De esto podemos hallar ¢ > 0 tal que
(zi,w =13 >0, Yw € B(z2). (1.10)

Como T es propiamente cuasipseudomonétono, podemos hallar v €)z,, 2[NB,(z) ¥
vV ET(y) y =2z + (1= A)z (A €0,1]), con (y*,z —2,) >0, y de aqui {y*,z2—y) =
My*,z — z,) > 0. Como

Yoalyz - =z —y) >0,

i=1
existe j € {1,--- ,n} tal que (y*,z—=;} > 0, de donde por la cuasimonotonicidad de
T se sigue que
(25,2, - y) <0,
contradiciendo {1.10).

Proposicidn 1.22 Sea X un espacie de Banach reflevivo, K un subconjunto no
vacio, convero y cerrado, y T @ K =3 A* une multifuncién cuasimondtona. Son

equivalentes:
(i) T es cuasipseudomondiono;
(ii) T satisface la siguiente propiedad:
Iz* € T(z) : {&*,y — ) > 0 implica que

+
3z E]I—zg,y{ y z" € T(2) tal que {*,y—z) > 0.
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Prueba. (i) = (i) Se sigue facilmente de la definicién. Probemos (i) = (i). Su-
pongamos que (#i) se cumpla y que (z*, 4 —x) > 0 para algin 2* € T'(z); esto implica
que {z*,z — x) > 0 para todo z €]z,y]. Sea w €|x,y], definamos inductivamente
una sucesién {z,}nen Clz,w| tal que ||z, — w|| € s==rlla = w|| ¥ {24,y — 2z} > 0
para algin z}, € T(z,), como sigue: hacemos 2; = z. ¥ si z, estd definida, entonces
{zn ¥ — 7) > 0, para algin 2z, € T{z,); por (i), podemos escoger zn41 €252, w( tal
que {z},,.w ~ 2,) > 0, para algiin 23, € T(z.41). Evidentemente {z},,,y — ) > 0

¥ |l2ner — | € %Hzn — | < %Hz — w|. Por lo tanto z, — w. de donde se sigue (i).

Proposicion 1.23 Une multifuncidn T : X = X* es mondtona si y sélo si, V&' €
A* la multifuncion

T + o, definida por (T + o) = {2" + &" : 2* € T(x)} es cuasimondtono.

Prueba. Si T es monétono es obvio que para cualquier o* € X*, T + a" es cuasi-
monétono. Reciprocamente, supongamos que para todo «*, T+a" es cuasimondtono.
Sean z, ¥y € Dom(T) conz # y, z* € T(z), y* € T(y)- Dado £ > 0, escogemos
a® € X" tal que

(" +ay—-z)=€>0,
coino por hipétesis (I + o*) es cuasimondtono, esto implica
{y"-ﬁ-ﬂ:‘*,y—.ﬁ} 2 0

y esto a su vez implica que {y*, v — 2} > (—a, v —2) = (2" + o,y - 2} — ¢, de donde
(y* — z*,v — z) > —=. Como ¢ fue arbitrario, conclnimos que {y" — z*,y -2} >0y

por lo tanto T ¢s monétono.O



1.6 Elementos del Analisis Convexo y Convexidad

generalizada

En esta seccién estableceremos resultados bésicos del andlisis convexo referentes a
conjunto convexos, cono ¥y funciones convexas; que serdn herramientas necesarias
para los resultados posteriores. En lo que sigue, X denctard un espacio de Banach

real.

1.6.1 Funciones convexas

Sea [ : & = RU {+oc}, se dice que la funcién f es conveza si su epigrafo Epi(f) es

CONvexo.

La siguiente proposicién muestra algunas de las caracterizaciones de cardcter ne-

tamente geométrico de las funciones convexas.

Proposicion 1.24 Para f : X — R U {+oc}. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
{1} [ es conveza;
(2} fAz + (1= Ay) S Af@@)+ (1 - N)f(y), Ve, v € X y z € [z,y);

{3) Y,y € Dom(f), ¥A €0, 1]

flxy) = fz) " flzx) = fy)
1— X A

< 0,
donde zy = Az + (1 — A)y.

5t X =R, lo anterior es también cquivalente a:

1) - 5() _ ) = 5
¢

t—5 - u—

4) , Va,s.t,u,b € Dom(f) cona<s<t<u<b



Prueba. (1) = (2) Es directo desde que (x, f(z)) y (v, f(¥)) estén en el Epi(f) ¥
este conjunto por hipdtesis es convexo.
(2) = (3) Sean z, y € Dom(f), como ¥ X €]0,1[; f(z)) < Af(z) + (1 = A)flw)
tenemos que

A(f(@2) = f(z) + (1 = N{f(z2) = f)) <0
de donde dividiendo entre A(1 — A) obtenemos (3). (3) = (1) Sean (z,a), (¥.5)
€ Epi(f), entonces f(z) < oy f(y) < § luego para todo A €)0,1],

flz)—a | flza) =8 _ (f(za) = f(=)) | (f(=a) — f(¥)
T WL e B e ) <0

lo cual implica que f(z,) < Aa+ (1 — N)B, i.e. (za,ar) € Epi(f), con ay = Aa +
(1 - A)8, ¥ €l0,1]. Esto prueba (1).
SiX =R,

(3) = (4) Basta observar que ¢t = = :u + ::_ o luego tenemos

S22 = S0 + el ) — S) < O
de donde se sigue facilmente que:
f[t) - f{*] < f{i} - ‘f[',p_,|,:|.+

t—35 - u-—t

(4) = (3) Basta tomar s =a y u=b.

Para f: X =+ RU {+c0} y @ € Dom(f), d € X definimos la funcién
fod : R = RU {400} (1.11)

mediante
faa(t) = f(a +td).

La siguiente proposicién muestra que las funciones convexas, pueden ser caracteri-

zadas por su comportamiento unidimensional.
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Proposicién 1.25 Una funcidn [ : X — R U {400} es conveza si y solamente si

Vd,a € X, f,q es conveza.

A continuacién enumeraremos algunas de las propiedades de las funciones con-
vexas, que como veremos en el capitulo 2 se siguen verificando para una familia mas

grande de funciones, las llamadas funciones pseudoconvexas; para ver su demostracién

ver [19].
Proposicién 1.26 Sea f: X — R U {+0c} una funcidn conveza, tenemos que

1) El dominio de f es convero.
2) Si X >0, entonces Af también es conveza.
3) Todo minimo local de f es también un minimo global.

4) Sih R — R es una funcidén creciente, y entonces ho f : Dom(f) = R es

COTRRET,

5) Si (=) es también conveza y f no es constante, entonces f no tiene minimo;

en este caso f es una funcidn afin.

6) Sea {fi: X = RU {+o0}}, i € I una familia de funciones convezas; entonces

la funcion g : X — R definida por g(z) = sup filz) es convera.

i=1,en
7) Si [ alcanza un mdzimo relativo en un punto que pertenece al interior de su

dominio, entonces f es constante en una vecindad alrededor de este punto.

8) 5t [ alcanza un mdzimo global en el interior de su dominio, entonces [ es

consiante.

9) Para cada x € Dom(f) y v € X, la funcidn

flz+tv) - fla)
f

t—
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&8 no decreciente.

Otro hecho conocido sobre las funciones convexas que serd extendido es el siguiente.

Proposicién 1.27 Sea h : R* — R U {+00} una funcidn semicontinua inferior-
mente, propia, convexa tal que hiz) = Jlngo ho(x), Yz € &, donde {h,} es une
sucesidn no decreciente de funciones s.c.i., convexas, propias, definidas en R con
valores en RU {+oc}. 8i h liene un subconjunto de nivel compacte y no vacio, en-
tonces para tode n suficieniemenie grande, h,, tiene un subconjunto de nivel compacto

y no pacio.

Caracterizacién de las funciones convexas diferenciables

Teorema 1.28 Sea C C X, abierto convezo y f : C = R une funcidn diferenciable;

entonces son equivalentes:
(i) [ es convera.
() F(x) 2 J(w) +{Vf{y).2 —y), Vz,y € C.
(iii) ¥V f es mondlono; mas avin V[ es ciclicamente mondlono.

Conjugada de funciones convexas

Sea f : X — RU {400}, se define la conjugada de f (¢n el sentido de Fenchel), como
la funcién f* : X* = R definida por

f(=") = sup{(z", 2} - f(z}}
TEA
¥ la biconjugade de f, como la funcién f*: ¥ — K dada por

f @)= sup {(a,2) - f*(2")}.
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Como la conjugada f* de cualquier funcién f es el supremo de funciones lineales
(que son convexas y s.c.i.), es siempre una funcién convexa v s.c.i. La siguiente
proposicion muesira que, en particular, toda funcidn convexa, propia y s.c.i. es el

supremo de funciones afines:

Proposicién 1.29 Una funcién f: X — R U {+oa} es conveza, 5.c.i. y propia siy
solo si f = f*.

El subdiferencial convexo
Proposicion 1.30 Sea f © & — R U {+o0} una funcidn convera, propia. Sean
zy € Dom(f) y v € X, entonces

Flapv) = :]_i,%l flzo + h’f} — fl#q)

]

eziste en R = RU {+oc) y satisface

flzo) = flzo —v) < Flaev) € floo +2) = flz),
ademds fa aplicacion v — f'{zy,,v) e¢ convera y positivamente homogénean.

Definicién 1.11 Sea f : & = R U {+o0} una funcidn conveza, propia. Para 14 €

Dom(f), definimos el subdiferencial de f en zq denotade por 9f(zq), come el conjunto
Offzg) = {&" € & &%, v) < f'(zo;v), Yo € XL
Los elementos de 8f(z,) son llamados subgradientes.

Observe que zg — 0f(xy) define una rmultifuncién 8f : X — A", La siguiente

proposicidon nos proporciona una caracterizacién de los subgradientes.

Proposicién 1.31 (ver [19]) Sea f: X — R U {+co} una funcidn conveza, propia.

Supongamos que 8f(zq) # B, entonces son equivolentes:
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(i) v € 9f(x).

(i) {2, z) = fla) + F*(z*)

(115} flz) — (=", 2} < ;g};(f(y} —{ ), Ve e A,
(i) flz)+{z" 2 -y} < fly), Yy e X.

Proposicién 1.32 Sean f,g: X = R U {4+cc} dos funciones, propias, converas y
s.c.1., tales que

0 € int{Dom( f} — Dom{q)},

erlances

Nf +g)(x) = 0f(z) + dglz}.

1.6.2 Conos Tangentes ¥ Normales

En seguida daremos las nociones de cono tangente v normal, y veremos como se
relacionan estos dos conceptos. Estos conceptos serdn de gran utilidad para el

analisis de subdiferenciabilidad.

Sea K un subconjunto convexo de un espacio de Banach X. Si z € K, el cono

normal a K en z, denotado por Ng(z) es definido como el conjunto
Ng(z)={r' € X*: {z*,2) = ox(z")},

donde o es la funcidn de soporte de K definida en 1.17; v el cone tangente de X en

z, denotado por Tx(z), es definido como el conjunto

Tilz) = | J (K = =),
A0

Lema 1.33 Sea C C X un cono convero cerrado, enfonces se satisface:
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(1) ¥e(p) = Y- (p), donde C~ = {p€ X*/{p,z) <0; Vz € C};

peC +oc stz g C
En particular, si x ¢ C, entonces eziste p € C~ tal que (p.2) > 0.

%) sup{p,z}:{ 0 sizeC

Aqui v denote la funcién indicador.

Prueba. De la definicién de %7, tenemos

ve(p) = sup{{p,z) — ¢clp)} = sup(p, 7).
rEA TEC

Luegosipe C~; (p,z) <0; Yz € C, y como 0 € C concluimos que

sup{p, ) = 0.

zel
Sip & C, existe zg € C tal que {p,zy) > 0 v dado que Azy € C para todo A > 0 se
tiene que
sup{p, =} = +o0;
e
lo que prueba (1).

Para probar (2), observemos primero que

¥e' (z) = sup {{p.z)} — ¥5(z)} = sup (p, 7).
pEA pec-

Como C' es convexo, 1¢ €8 convexa ¥ entonces ¥e = ¥, de donde por (1)
0 sipeC
sup (p,x} = _
peEC™ +oo sipgC
v (2) esta probado.O
La siguiente proposicidn muestra la dualidad existente entre Ty () y Ny ().

Proposicidén 1.34 Sea K un conjunio convero, entonces los conos tangente y noy-

mal satisfacen la relacidn
Nil(z) =Tg(z)- Yz e K.
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1.6.3 Funciones Cuasiconvexas

En esta seccién, haremos un estudio de las funciones cuasiconvexas v veremos su
relacion con las funciones convexas.
Una funcién f: X — R U {+oc} es cuasiconveza si todos sus conjuntos de nivel
Sx(f) son convexos.
Una funcién cuasiconvexa que salisface la siguiente propiedad: Vaz,y € X,z #
. f(z) < max{f(z), f(¥)}, ¥z €]z, y[, es llamada cstrictamente cuasiconvexa.
Como ya vimos anteriormente, las funciones convexas gozan de esta propicdad,
luego toda funcién convexa es cuasiconvexa. El reciproco no es cierto en general;
en efecto, toda funcién f : R — R creciente es cuasiconvexa mas no necesariamente

convexa, para lo cual basta tomar la funcién f : R = R, f(z) = °.
Proposicién 1.35 Sea f: X' — RU {+o0}. Son equivalentes:

1} [ es cuasiconvexa;

2) YVAeER 3;{ f) es convezo;

3) f(z) < max{f(z), f(y)}, Vz.y € X gz € [x,y);

4) J(2) > f(x) implica f(z) < fy), Vz,y € X yz € [2,y].
Prueba. 1) = 2) Sea A € R fijo. Dados z,y € Sx(f), escogemos y tal que

flz)<p<r ¥ fly)<u<a

Por hipétesis S,(f) es convexo, luego z € S,(f)., Vz € [z,y], i.e. f(z) S u.Vz e
[, %] ¥ como g < A concluimos que z € 3’:{!}, Vze [zl

2) = 3) Si 3) no fuera cierto, existirian z,y € X y z € [z, y] tales que f(z) < f(z2)
v f{y) < f(2), de donde z,y € .F‘E:'E:;U] ¥ luego por 2) z € m{f]. lo cual es

claramente una contradiceién.

42



3) = 4) En efecto £(2) > £(z) y £(2) < max{f(z), /(3)}. implican que £(2) < f(3).
4) = 1) Supongamos que existe A € R tal que Six(f} no es convexo, i.e. existen
*,y € Ox(f) ¥ z € [x,y] tal que z € S\. Pero entonces f(z) < A < f(z) y por 4)
f(z) € f(y), de donde A < f(2) < f(y) < ), una contradiccién.

Lema 1.36 Sea f: & = RU {400} una funcidn cuasiconveza. Entonces Dom(f)

28 CONVEXO.

Prueba. Sean z,y € Dom(f), i.e. f(z) < coy f(¥) < oo, de la proposicién 1.35,
item 3 tenemos que para cualquier z € [z.y] f(z) < max{f(z), f(y}}, de donde
[z, y] € Dom(f).

Lema 1.37 Sea f : R — R U {+o0c} una funcidn cuasiconvere. Si pare algunos
puntes z.y € Dom(f) y = €]z, y| tenemos f(z) < f(z) = f(y), entonces [ es

constante en [z,2] o en [z,y].

Prueba. Supongamos que no sea cierto, entonces como [ es cuasiconvexa existen

u € [z,2[ y v €]z,y] tales que
flu) < flz}) y  flv) < f@)=f(2);
como z € [u,v], entonees f(z) < max{f(u),f(v)} < f(z), lo cual es una con-

tradicion. Por lo tanto el lema esta probado.O

La siguiente proposicién muestra, que al ignal que Ias funciones convexas, las
funciones cuasiconvexas pueden ser caracterizadas por su comportamiento unidimen-

sional.

Proposicién 1.38 Una funcidn f: X — RU {400} es cuasiconveza si y solamente

st Vd,a € X, f,u es cuasiconveza .
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Prueba. Si f es cuasiconvexa, entonces claramente [, 4 ¢s cuasiconvexa para
todo x,d € A. Reciprocamente sean z,y¥ € X cualesquiera. Para todo ) €
[0, 1], Jay-2(A) € max{fry (0), fry-2(1)}, ¥ de la definicién de fry-z Obtenemos
Sz + My = 2)) < max{f(z), f(#1)}, lo que prueba que f es cuasiconvexa. O

Con respecto a la composicién tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.39 Ses f : C C X — R una funcidn cuasiconveza, y g una funcidn

no decreciente. Si f(X) C Dom(g), entonces go f : X — R es lambién cuasiconvera.

Prueba. Sean z, y € C ¥ z €]z,y|; sin pérdida de gencralidad supongamos que
flz) < fly), luego por la cnasiconvexidad de f tenemos que f(z) < f(y). lo que
implica que

(g0 f)(2) = g(f(2)) < g(f(y)) = (9o fily),

pues g s no decreciente. Por lo tanto g o f es cuasiconvexa.(l

Ejemplo 1.5 Para funciones convezus, el resultado anterior no es necesariamente
cierto, t.e. la composicion de una funcién convera con una no decrecienle no es
necesartamente convera. Para ver esto basta considerar f.g . B = R, flx) =z y

glx) = 2. Agqui f es convera y g es creciente mas go f = g no es conveza.

Extremos relativos de funciones cuasiconvexas

Proposicién 1.40 Sea [ : X - RU {+oc} una funcidn cuasiconveza. Sizg es un

minimo local estricto, enlonces zo es también un minimo local,

Prueba. Como x; es un minimo local estricto, existe un & > 0 tal que f(zy) <
flz), Y& € Bi(z). Es claro que si y ¢ Dom(f), entonces f(zy) < f(y). Sea
y € Dom(f), luego por la convexidad de Dom(f), z €]xo, y[NB.(xo), de donde por
hipétesis f(zg) < f(2), ¥ luego cuasiconvexidad de f implica que f(z) < f(2) <

f(y). Como y fue arbitrario concluimos que zp es un minimo global.O
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Proposicién 1.41 Sea f: X — R U {400} una funcidn cuasiconveza. Si z, es un
minimo local gue no es wn minimo global, entonces f es constante en la interseccidn

de elguna vecindad de xq y el segmento de recla gue une zo y cualquier minimo global.

Prueba. Como 7y es un minimo local, existe £ > 0 tal que f(xy) < f(y), Yy €
B.(%o). Sea yo un minimo global de f, entonces f(yy) < f{wp) (pues zp no es un
minimo global), luego para todo = €lyp, zg[NB.{x), tenemos que f{z) < fla) de
donde concluimos que f(z2) = f(z,).0

Es un hecho conocido el que si f y = f son funciones convexas, entonces f ¢s una
funcion afin. Aunque para las funciones cuasiconvexas este resultado no es cierto
en general, para funciones cuasiconvexas f tales que — f también es cuasiconvexa se

satisfacien propiedades interesantes, como la dada en la siguiente proposicién.

Proposicion 1.42 Sea f : O C X — B una funcidn confinua. Entonces, las fun-
ciones [ y —f son cuasiconvezas, si y sélo s1, los conjuntos M, = {x € C f(z) = a}

gon convergs, Yo € R.

Prueba. =) 8i f y —f son cuasiconvexas, tenemos para cada o € R que
los subconjuntos de nivel 5,(f) ¥ Sa(—f) son convexos, lo que implica que M, =
Salf) N S4(=f) es convexo.
<) Reciprocamente, supongamos que f no es cuasiconvexa, entonces existen z. y € C'
¥ z €]z, y[ tales que

1(2) > max{f (=), ()}

Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(z) < f(y) < f(2); haciendo o = f(3),
la continuidad de f y la compacidad de [z, z] implican la existencia de un punto
T € [, 2] tal que f(F) = a. Como por hipétesis M, es convexo ¥ z €7, y|, concluimes

que f(z) = o, lo que cual es una contradiccién. Por lo tanto f es cuasiconvexa.O
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Funciones cuasiconvexas diferenciables

Teorema 1.43 Sea C C X un conjunto abierto, no vacio y f : C — K una funcién
diferenciable. Entonces f es cuasiconveza, si y sdlo si, para cada z,y € C se cumple

que

f(z) £ fly) implica (Vf{y),z - y) <0.
Prueba. =) Si f(z) < f(v). la cuasiconvexidad de f implica que

fly+ Az -v) < fly), YA €0, 1],

de donde
fly+Alz —v)) - fly)
A

¥ como la funcion es diferenciable, podemos tomar limite cnando A — 07 obteniendo

<0,¥A€0,1]

Vighz-uw =0

<) Seanz,y € C'y t €0, 1 tales que para z, = tz+(1—£)y, se tiene que f(z) > f{x).
Aplicando el teorema del valor medio 2 la funcidn fizy-=) en los puntos £ ¥ 1, podemos

hallar ¢ < g < 1 tal que flzy—n(1) = flep-n(t) = fleg-nBo){1 — ). De aqui

obtenemos
0> fz) — flz) = {V(z), 2 — ¥
lo cual implica que

(Vizi) y = 20) > 0. (1.12)

Como paraw € [z, 9] i.e. w = Ay+(1—-X)zy, A €]0, 1], tenemos que w—zy = Ay—2z),
de (1.12),
{vf(ztn}rw - Kﬂ} >0

¥ lo cual implica, por hipdtesis, que f{z) < f{w), de donde
(Vilwhzo—w) <0
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y luego
(Vi(w),z -y} <0.

La iiltima desigualdad muestra que Jay—n(t)) <0,V €]0. fof, i.e. la funcion £
es decreciente en ese intervalo. Ahora de 0 < & < ¢, foy-n(t} < ftey-n) (O} ¥
reemplazando obtenemos f(z) < f(y). Esto muestra que f es cuasiconvexa.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, obtenemos la siguiente

proposicidn.

Proposicién 1.44 Sea C C X un abierto no vacio y f : C — R una funcién

diferenciable. Entonces f y —f son cuasiconvezas si y sélo si, para cada 2,y € C,

f(2) < f(y) implica (Vf(y),z—y) <0

fly) £ flz} implica (V f(y),2 —y) 2 0.

Corolario 1.45 Sea €' C X abierte no vacto y f - C — R une funcidn diferenciable;

entonces [y —f son cuasiconvezas st y solo si, para cada 2,y € C,
f(x) = f(y) implica (VF(2),2 =) 2 0, Yz € [,3]. (1.13)

Prueba. =) Sean z,y € C tales que f(z) > f(y), la cuasiconvexidad de f
implica que f(z) < f(z), ¥z €], y[; luego por la proposicién 1.44,

(Vf(z),z—2) 20,z €]z, y,
lo que claramente implica que
(VFi(z),z —y) =2 0,Vz €]z,
<) Sean z,y € C tales que f(z) > f(y), por {(1.13) con z = y

(Viy)hz—u) 20 (1.14)
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Sean z,y € C tales que f(x) £ f(y), entonces {1.13) implica en particular que

(Vi) y—z)=0

0 lo que es equivalente a
(Vily),z—-y) <0, (1.15]
lucgo de (1.14) ¥ (1.15), por la proposicién 1.44, concluimos que f y —f son

cuasiconvexas. D

Teorema 1.46 Sea C C X, abierto convezo y f : C — R una funcidn diferenciable;

entonces [ es cuasiconveza si y sélo si Vf es {ciclicamente) cuasimonétono.
Prueba. =) Sean z,y € C tales que
(Vflz),y—z) >0, (1.16)

como la funcidn es cuasiconvexa por la proposicién 1.43 tenemos que (1.16) implica

flz) < fy), y entonces nuevamente por la misma proposicidn

(Viyhy—=) <0
o lo que ¢s lo mismo
(Vfly).z—y}=0.

Esto muestra que V f es cuasimondtono. <=) Supongamos que V f es enasimonétono.
Sean z,y € Dom(f) y t €]0, 1] tal que para z, = tz+(1—1)y se tiene que f(z) > f(x).
Aplicando ¢l teorema del valor medio a la funcién Jizy-2) en los puntos £ v 1, hallamos

it < ip <1 tal que

f[:;p-z]{” = f[:r;y—:x](t] = sz;y—:}('tﬂj{l - '!'}'

De esto dltimo
0> f{:’]’:) - f{zg) - (?f(ztu]: = y}:

48



lo cual implica que

{Vf(zy)y— 20) = 0. {1.17)
Siw € [z0,9], w = Ay + (1 — Az, A €]0,1], entonces w — 25 = Ay — z), v (1.17)
imnplica gue

(Vilzhw— 2g) >0,
luego por la cuasimonotonicidad de V£, {V(z,), w — z) = 0, lo que implica a su vez
que (Vf(z,),z —y) £ 0. Deaqui fI, .(a) £0,Va €0t y la funcién fry—x o5
decreciente en ese intervalo. Para 0 < £ < £y se tiene que flzy_x)(t) € fzy—n(0), ie.
flz) < f(w), luego por la proposicién 1.35f es cuasiconvexa, O

La siguiente definicién servird para caracterizar a las funciones cuasiconvexas

diferenciables.

Definicién 1.12 Dada f: X — RU {+o0}, diremos que el punfo zo € Dom{f) es

un mazimo local semi-estricto, si exisien z), 7, € Dom(f)} tal que

Fla) > F0m; + (1 — Naw), YA €0, 1

Fxo) > max{f(a1), flz2)}.

Es claro de la definicién anterior que una funcién cuasiconvexa no puede tener

mAaximaos semi-estrictos.

Teorema 1.47 Dada f 1 I C B —= R, una funcidon diferenciable en el intervalo
abierto I. Enfonces [ es cuasiconveza, si y sélo si, f no aleanzo un mdzimo relativo

local semi-estricto en ningtin punto zp € C con f'{zy) = 0.

Prueba. =} Evidente, de la definicién de méaximo relativo estricto.
<) Supongamos que [ no es cuasiconvexa, luego existen z,y € I v z €]z, y[C T tales

que

J(z) > max{f(z), f(}}. (1.18)
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Como f es continua en [z, y] existe zp € [z, ] tal que

flao) 2 7(2), ¥z € [2,y]

(teorema de Weierstrass), luego de (1.18), =z, €lr,y[ pues flzy) = flz) >
max{ f(z), f(v)} v esto implica que f'{zy) = 0, de donde 13 es un maximo relativo
local semi-estricto, lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto f es cuasiconvexa. O

Combinando este teorema y la proposicion 1.11, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.48 Sea C' C X abierto no vacio y . C — R una funcidn diferenciable.
Entonces f es cuasiconvera si y sélo si, para cada 19 € C yv € X tales que ||z]| = 1
y {Vf(zo),v) =0, la funcidn f,,, no aleanza un mdzimo relativo local semi-estricto

ent=1.

Una regularizacién para las funciones cuasiconvexas

PPara estudiar algunas propiedades relativas a continuidad de las funciones cuasi-
convexas, introduciremos brevemente un concepto de regularizacién para funciones
CUASICONVEXAS,

Sea f: X = RU {+o0}. Para todo ¥ A < u se tiene que
S\F) € 5alf) € Su(F) € Saulf).
Definimos la funcién f: X — RU {—oc, +oo} mediante
f(z) =inf{A -2 € S (F}}.

Es facil ver que f est4 limitada superiormente por f; veremos mas adelante que f es

la mayor funcién s.c.i. limitada por f.

Proposicién 1.49 Sean f,.g : X — R U {+o0} dos funciones fales que f < g,

entonces f < 7.



Prueba. Basta con observar que S,(g) C Si(f), de donde
Salg) € Su(f). Esto implica que {A:z € Si(g)} C {A:z € Si\(f)} y por lo tanto

inf{\:z € S\(f)} <inf{r:z € S,(¢)},
le. g< f.O
Lema 1.50 Sea f : X — RU {+cc}. Entonces
Epi(f) = Epi(f)

Prueba. Sea (z,A) € Epi(f), entoncesz = lim z,, y A = lim A, con f(x,) < Au:
=0 i A 1= =}

Como f es s.c.i. ¥ J < f, de la designaldad anterior tenemos que
f(z) <liminf f{z,) < A,
=4

ie. (x,\) € Epi(f).

Sca ahora (2,\) € Epi(f) ie. f(z) < A. Paracadan € N, f(z) < A+ L,
luego de la definicién de f, z € m de donde podemos escoger z, € A tal que
)< A+ ﬁ, y ¥, — %. De esto concluimos que (z,A) € Epi(f). O

Proposicién 1.51 Sea f : X — RU {+oc}, entonces [ es la mayor funcion s.c.i.

limitade por f.

Prueba. Sea h una funcién s.c.i. tal que A < f, es claro del lema anterior que

h = h. Por la proposicién 1.49, h =k < f. Esto concluye la prueba. O

Proposicién 1.52 Sea f : X — R U {+co} una funcidn convera [cuasiconveral.

Entonces

F es conveza [cuasiconvezal.

51



Prueba. En caso de que f es convexa, el resultado es directo, del lema anterior.
Sea f cuasiconvexa, afirmamos que S,(f) = m Su(f). En efecto, sea x € n Sa(f)

fr= ) A

de la definicién de f, f(z) < u, ¥ > A, de donde f(z) < Ay por lo tanto x € S\(f).
Sea ahora x € S,\(f); para cualquicr i > A tenemos que f(x) < p y de la definicién
de f, tenemos que existe i/ < u tal que z € S, (7)., ¥ luego = € S.(f). Por lo

tanto = € ﬂ Su(f) v la afirmacién esta probada. Con esto queda probado que todo
A
subconjunto de nivel de f es convexo, al ser la interseccion de conjuntos convexos;

esto concluye la prueba. O
Proposicién 1.53 Sea f: X — RU {+00}, entonees
f es semicontinua inferiormente en a si y solamente si f(a) = f(a).

Prueba. Supongamos que f ess.ci. enay f(a) < f(a), entonces para cualquier
A€ Rcon fla) < A < f(a), existe una vecindad V de a, para la cual A < f(x)
Yz e V. Luego a € S,(f), ¥ < Xlo que contradice el hecho que f(a) < A.

Supongames ahora que f(a) = f(a). Como f es s.ci. ena, YA € R con A <
fle) = f{a), existe una vecindad V de a tal que A < f(z), ¥z € V y por lo tanto
A< f(z), Yz € V pues Yz € X, f(z) < f(z). Por lo tanto f es s.c.i. en .0

Proposicién 1.54 Seq f : R* — B una funcidn cuasiconveza y * € R®. Entonces

f es continua en x si y solamente si [ es continuae en .

Prueba. 5i f es continua en z, en particular f es semicontinua inferiormente en
z, ¥ por la proposicién 1.53 tenemos que f(z) = f(z). De aqui como f es s.c.s. y
F < f tenemos del lema 1.2 que f es s.c.s. en z. Por lo tanto f es continua en z.

Reciprocamente, supongamos que f es continua en z. Dado A > f(z) = f(z).

existe £ > 0 tal que A > f(y) para todo y € B.(z), i.e. By(z) C Si(f). De aqui
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(como K™ es un espacio de dimensién finita)

B.(z) = intB.(z) C intS,\(f) = Si\(f)
¥ por lo tanto f es ses. en 2. Ahora f = f{z) ¥y f < f de donde por el corolario

1.3, tenemos que f es s.c.i. en z. Por lo tanto f es continua en z.0

Ejemplo 1.6 El resultado anterior no es necesariamente cierto en espacios de di-
mensién infinita. Considere un espacio de normado X' de dimensidn infinite, vimos
en el ejemplo 1.1 que el conjunte S = {z € E; ||z|| = 1} no es cerrado en la topologia
débl. Lo funcidn definida por f(z) =0, siz € S y f(x) = 1/2, para z ¢ S; no
es continua en la lopologia débil, sin embargo T es lo funcidn idénticamente nula, la

cual cs obuviamente continug.

Proposicion 1.556 Sea h : R" — R U {+o0} una funcién semicontinua inferior-

mente, propia, cuasiconvera tol que
hz) = ?}ngoh,.{ij‘x € X,

donde {h, : R" — R U {+00}} es una sucesion no decreciente de funciones s.c.i.,
cuasiconveras, propias. Si b tiene un subconjunto de nivel compacto y no vacio, en-
tonces para todo n suficienternente grande, h, tiene un subconjunto de nivel compacto

¥ no vacio.

Prueba. Por hipétesis existe A € R tal que el conjunto de nivel S, (%) es compacto
¥ no vacio. Probaremos que existe ng € M tal que para todo nn > ny, Si(hy) es
compacto; observe que S,(h,) s no vacio pues Sy (h) C Si(h,). Come los conjuntos
Sx(ha) son convexos y cerrados, bastard con mostrar que (Sa(hn))e = {0} (cono
de recesion de Sy(h,)). ¥n > ng([17), prop. 1.4.1). Supongamos, por reduccién al
absurdo, que esto no ocurre i.e., que para cada k € N existe n, € Ny 0 # d € R®
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con di € (Si(fy))ee: sin pérdida de generalidad supongamos que ny < 0y < -+ <
N < ... ¥ |di|l = 1. Entonces existe una subsucesion {dp,, trew vy v € B, |luf| =1
tal que d,,, — . Como u # 0, para £ € B lo suficientemente grande A{z + tu) > A,
(pues Si(h) es compacto), luego existe n; € N tal que ho{zx +1tu) > A, ¥n > n.
Como h,, es s.ci. existe £ > 0 tal que Yy € B.{r + tu) : h,, (¥) > A Tomando
g lo suficientemente grande para que x + idn, € B(z + tu) ¥y my > n,, tenemos
que A, (z + tdy,) 2 hy,(z + tdy,) > A, lo cual es una contradiccién pues d,,, €

(Sa(fm, )) oo La proposicion estd probada.O

1.7 Derivadas Generalizadas

En esta seccidn estudiaremos log gradientes generalizados, los cuales constituven un
reemplazo para la derivada en ausencia de ésta. El objetivo de esta seccidn es el
de establecer teoremas de valor medio para derivadas generalizadas, log cuales nos’
permitirtan en las secciones posteriores caracterizar a cierto tipo de funciones con
propiedades mas débiles que la convexidad, por medio de sus subdiferenciales, ¥
también por medio de una multifuncién normal asociada a ellas.

Siguiendo el esquema de [12] haremos primero el estudio para funciones localmente
lipschitzianas, ¥ luego para funciones que son sélo semicontinuas inferiormente.

En adelante A’ denotard un espacio de Banach.

1.7.1 Gradiente Generalizado

Sea [ : X 5 Bvac X, recordermos que una funcidn es llamada lipschitziana en una

vecindad de =z, si existen £ > 0y £ > 0 tales que

| f(w) = F < Elly — &', Yy, ¥ € Belz),



k es llamada constante de Lipschitz. Definimos la derivada direccional generalizada

de f en z en la direccién v, como el limite

f&[:x. U} = llmsup f(y+ Aﬂ) - f(y]
‘ y—x A0 A

'
observe que cste limite siempre existe en R pues es un limite superior, pero como

veremos en la siguiente proposicidn, este limite, entre otras, tiene la propiedad de

ser finito, para la prueba ver [12].

Proposicién 1.56 Sea f : X > R una funcidn lipschitziana, con constanie de
Lipschitz k en uno vecindad de . Entonces

1) La funcidn v — f°(xr;v), es finita, positivamente homogénea y subaditiva en X
Ademas

[Fo(z;0)] < K|l2|]; Vv € X.

2) f°(x;v) es semicontinua superiormente como funcion de (x,v) y lipschitziana

con constante k como funcion sélo de v para x fijo.
3) fo(x; —v) = (=f)(z;0), ¥z,v € X.

Por ¢l teorema de Hahn-Banach 1.8, cualquier funcional subaditiva y positiva-
mente homogénea, mayora alguna funcional lineal en X luego bajo las condiciones
de la proposicion 1.56, tenemos que existe por lo menos una funcional lineal z* € A™*
tal que z*(v) £ f°(x;v); conocido este hecho definimos el gradiente generalizado de

f en z, denotado por df{x), como el subconjunto de X'*, definido por
Of(x) ={z" € X" : {2".v) < f*(z;v); Vv € A}y

¥ a la multifuncién asociade 8f : X =3 X*, la llamaremos subdiferencial de f. Tene-

mos las siguientes propiedades bésicas :
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Proposicién 1.57 Sea f : X — R wna funcidn lipschitziana, con constante de

Lipschitz k en una vecindad de x. Entonces

(1) Of(z) es un conjunto ne vacio, convero, débilmente compacto en la fopologia

débil estrella; y ||z*|| < k poare cade z* € 3f(x).

(2) Para cada v € X, se tiene que
oz v) = max{{z*,v) : 2* € 8f(x)}.

Prueba. (1) Al definir el gradiente generalizado probamos que 8f(z) # 0. Como
fe(z,-) es una sublineal positivamente homogénea y lipschitziana, la definicién de
df(x) implica que df(x) es convexo, cerrado v que ||2*|| < k. Luego el hecho de
que 3f sea compacto en la topologia débil estrella se sigue del teorema de Alaoglu
{teorema 1.14). Veamos (2); supongamos, por reduccién al absurdo, que existe » tal
que f°(x;v) excede al maximo; utilizando el teorema de Hahn-Banach 1.9, tenemaos la
existencia de una funcional lineal mayorada por f(z;-), para la cual #*(v) = f°(z; v);

de donde se sigue que x* € 9f(z) pero

Flzv) = @) < flz;v),

lo cual es una contradiceidn; lo que prueba (2). O
Una propiedad importante de la multifuncién 8f, que sera necesaria mas adelante

ez la siguiente.

Proposicion 1.58 Sea f: X — R una funcién lipschitziana en wna vecindad de z.
Sean {zn} y {=}} sucesiones en X y X~ fales que 27, € 3f(z,). Sizy — z y° es

un punto de acumulacidn en la toplogia débil estrella de {x}}; entonces = € 3f(z").

Prueba. Sea v € A&, entonces existe una subsucesién de log nimeros (&7, v)

que convergen a {x*,v). Esto junto con f(z,;v) > (z,,v) ¥ la semicontinuidad
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superior de f°, implica que f°(z; %) < (z*,v). Como v fue arbitrario, concluimos que
€ 8f(x).0
La siguiente proposiciéon muestra la relacién existente entre el subdiferencial del

analisis convexo, y ¢l que estamos estudiando; para la prueba ver ([12]).

Proposicién 1.59 Sea f: X — R una funcién conveza, lipschitziana en una vecin-
dad U de x. Entonces 8f(z) coincide con el subdiferencial del andlisis convexo, visto
en la seccién 1.6.1 y f°(x;v) coincide con la derivada direccional f'(x;v) para cada
vEX.

1.7.2 Cono Tangente y Normal de Clarke

Ahora estudiaremos algunos conceptos geométricos, relacionados con los conceptos
vistos hasta el momento.
Funcién Distancia
Sea € un subconjunto no vacio de &, la funcion distancica C es la funcidn de : A’ —
R, definida por

de(z) = inf{|lz — ¢|]| : ¢ € C}.

No es dificil observar que si C es cerrado, entonces = € C si v solamente si de:(z) = 0.
Esta funcién no siempre es diferenciable, pero es globalmente lipschitziana. Usaremos
el gradiente generalizado de d para definir los conceptos de cono tangente de Clarke,

v cono normal de Clarke a un conjunto arbitrario C.

El siguiente hecho, que es bien conocido serd nuestro punto de partida.

Proposicién 1.60 Sea C un subconjunio no vacio de X. La funcidn distancia de

satisface

lde(x) — de(y)] < llz - y||; Y=,y € X.



Definicién 1.13 Decimos que un veclor v € X es tangenie ¢ C en x, cuando
de(z;v) = 0; y se define el cono tangente de Clarke de C en z, denotado por Te(z)

como el conjunto de los vectores tangentes @ C en x.

Observe que de la proposicién 1.56(2), inmediatamente obtenemos que Te(x) es

un cono convexoe cerrado en A

Definicién 1.14 Ei cono normal de Clarke de C en el punto z, denotado por Ne(z)

se define como el conjunto
Ne(z)={z"€ X" : {z*,v) £0,Vv € Tp(z)}

La siguiente proposicién muestra la relacién que existe entre los conos normal y

tangente de Clarke y aquellos definidos en el caso convexo

Proposicion 1.61 Sea 5 convere. Entonces

Telz) ={Ms—-x): A >20,s¢€ 5}

Ns(z)={ye X" : (y,z—2)<0,vz€ S}

Prueba. La convexidad de S implica claramente la de la funcién de. Se sigue
de la proposicién 1.59 que d(x;v) existe y coincide con d%(x;v). Por consiguiente,

T,(x) consiste de todos los vectores v € X para los cuales

. ds{z+tv)
lim ——=
0

esto a su vez es equivalente a la existencia de s(t) € S tal que

||z + tv — s(t)||

" — 0 cuando ¢ | 0.

58



Haciendo u(t) := (z + tv — s(t))/t. esto puede ser expresado en la forma

v= G*) (s(t) — z) + u(t),

donde u(t) = Ocuando t | 0, y esta ¢s la caracterizacion de T,(z) dada en el enunciado
de la proposicién. La expresién para N,(z) se sigue entonces de esta caracterizacion,
junto con el hecho de que N,(z) es el cono polar de T(z).0

El siguiente teorema muestra una caracterizacién para el cono tangente de Clarke,

la prueba puede ser revisada en [12].

Teorema 1.62 Un elemento v de X pertenece a T (x) si y solo si para cada sucesion
{Zn}nen en C convergenle a x y cada sucesion {t,}nen € )0, +00[ decreciendo a 0;
existe une sucesién {v,lnen en X convergiendo a v tal gque x, + lyv, € C paru tode
neN.

Corolario 1.63 Sea X = X, x X, donde &), A2 son espacios de Banach, C =
CixCaC A ya=(x,13) € Cy x Cp. Entonces

Toixey (2) = Ty (21) % T, (x2)

Neyxe:(x) = Ne, (1) x N, (x2).

Prueba. La primera igualdad se sigue de la caracterizacién del cono tangente
de Clarke del teorema 1.62; la segunda se obtiene de la polaridad ecxistente en la
definicion de cono normal.O

El siguiente teorema muestra que la tangencia s consistente con las derivadas

generalizadas.

Teorema 1.84 Sea f lipschilziana en una vecindad de z, entonces Tepicsy(2, flz))
es el epigrafo de f°(x;-); esto es, (v,r) € Teuen(x, F(x)) 81 y sdlo si, r > f°(z:v).
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Corolario 1.65 Sea f lipschitziana en una vecindad de z. Un elemento z* de X*
pertenece a Of(x) i y sdlo si (2", 1) € Npgigp)(z, f(z)).

Ahora de manera natural extendemos la definicién del subdiferencial generaliza-
do @f(z) para funciones que no son necesariamente localmente lipschitzianas v con

valores en R U {-+cc}.

Definicién 1.15 Sea f : X — RU{+cc} une funcidn propia. Definimosdf(z) como
el conjunio de los elemenlos z* € X* para los cuales (z*,—1) € Neppy(z, f(2)).

Observe que a diferencia del caso lipschitziano, dada f cualquiera y = € Dom(f) se
puede tener que Jf(z) = @. La siguiente proposicién nos proporciona una condicién

suficiente para que 8f(z) # 0, la prueba puede ser vista en [12],

Proposicién 1.66 Sea [ : X —» RU {+oc} y & € Dom(f) un minimo local de f,
entonces 0 € Of ().

A continuacién mostraremos a modo de ejemplo, ¢l subdiferencial de una funcién
muy particular, la funcién indicador de un conjunto; este ejemplo muestra la com-

patibilidad entre los coneeptos geométricos y analfticos vistos hasta ahora.

Ejemplo 1.7 La funcidn indicador de un subconjunto C de X, es la funcién
Yo : X = RU {400}, definida por

0, sizeC;
¥(z) =
+o0, en otro caso.
Siz € C, veamos que
delz) = No(z).
El punto z* € c(x) si y sdlo si (z*,—1) € Ngyp)(z,0). Pero claramente Epi(vc) =
C x [0,00[, lo que es equivalente por el corolario 1.63 a que
2" € Ne(x) ¥y —1 € N 45((0);
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como —1 € N oo((0) siempre se satisface (pues ya hemos visto que en el caso

convero, estos conos coinciden con los usuales), tenemos gque
&" € pe(x) si y solamente si x° € Ne(x).

Ll siguiente teorema, debido a Rockafellar (ver [27]), extiende las derivadas direc-

cionales f° a funciones que no son necesariamente localmente lipschitzianas.

Teorema 1.67 Sea f: X = RU{+o0} yx € Dom(f). Entonces el cono langente de
Clarke Trgigpy(x, f(2)) es el epigrafo de la funcién fT(z;) : X — RU {xoc} definida

por

) ) i+t — ok
fHz;v) = limlimsup  inf Iy ) :
€40 (yaynyr WER(w) t
10

donde la expresion (y, o) Ly = significa gue (y, &) € Epif, y = =, a = f(z).

Prueba. Debemos probar que un punto (v, v) € A x R pertenece a Teyi(z, f(2)) si
v sélosi fT(x0) <r.
=) Sea (v, r) € Tgpiglz, f(z)) y € > 0 fijo, es suficiente mostrar que

t —
fly +tw) r:x{r

limsup inf < {1.19)
(vl ps weE He (v) t
L0

Para ver esto, sea (Yn, 0) by 2 ¥ £, L 0. Como (v, r) € Trpif(x, f(x)), por el teorema
1.62, existe una sucesién (v,,7,) — (#,7) tal que (yn, an) + ta{vn, r,) € Epif ie. tal
que

Oy + LpTy = f{yn + fn."'-*'n.}
por consiguiente para n suficientemente grande tal que |, — v| < ¢ obtenemos

- il — t —_—
inf flun +1 t"—']‘ {iy < f‘[i"n + n'”n) iy <r,
we Be(v) in [

de lo cual se sigue (1.19).

4=) Supongamos que fT{z;v) < r ¥ sean {y,.a,) — (r, f(x)) v £, L 0 sucesiones
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arbitrarias en el Epif y en [0, +oc[ respectivamente. Para cadan € Nexiste g, < 1/n

tal que
limsup inf [y + tw) - o <r-1/n,
(rll gz wE By, (1) t - ’
Lin

€N consecuencia como (¥, @) 1y &, podemos encontrar una subsucesion i = i(n) > n

tal que

ing Lt —on Lo (1.20)
wi B {v) 9

¥ ademds un punto v; € B,_(w) tal que

Fly + ) — oy

; <r+3/n (1.21)
3

Para los indices ¢ de la subsucesién i(n), definimos

f('!ﬂ"‘tiﬂij_ai}

7y = max{r, :
i

(1.22)

de donde obtenemos

o + tirs 2 [y + L),

Ademds de (1.21) y (1.22) tenemos que r; = r. Por el teorema 1.62 concluimos que
[7-"! f] € TEI}U'[::H? f{x]} O

Corolario 1.68 Bajo las hipétesis del icorema anterior, tenemos que
f(x) =0 si y sdlo si f1(x:;0) = —o0,
¥ en caso conirario

Af(x) = {z* € &* : fH{z;v) > {z*,v); Vv € X}

fHz;v) = sup{{z*,v) : 2" € 8f (z)}.
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Prueba. Por definicion 2* € 9f(x), si y sélo si {(z*, 1), (»,r)} < 0 para todo
(v,7) € Tepiglz, f(x)) = EpifT(z;) (teorema 1.67). Equivalentemente, z* € Jf () si
ysdlosi {z*,v) <rparatodov € X vr € R tal que fT{z;v) < r. Si fi{z:1v) = —cc
para algin v, es claro que no puede existir z* que satisfaga lo anterior, de donde
df(x) = B. Por otro lado, tenemos que fT{x;Av) = AfT(z;0): Ve e Xy A >0,y
como Epif es un cono, entonces fT(x; ) es —oo en algin punto si y solamente si, es
—-o0 en (.

Si suponemos que fT(z:-) > —eco, tenemos que z° € 8f(z) si v solamente si
{z*,v}) £ fT(z;v)¥v € X, como hemos visto anteriormente. La segunda afirmacién
es equivalente a que fT(z,v) sea la funcién de soporte de 8f(z); que ¢s precisamente

la afirmacién (4) de la proposicién 1.17.

Lema 1.69 Scan fi . X — R U {+co} una funcidn s.ci. y finita enz y fo: X —

RU {+oc},una funcidn lipschitziana en una vecindad de x. Enfonces se cumple que
(i + ) (@:0) € fl(m0) + f(ziv), Yo € X. (1.23)

Prueba. Por comodidad hagamos fo = f; + fo y L(v) = fi{z:v), 1= 0,1,2, asi lo

que queremos mostrar es que
lo(v) < Li(v) + (v), Vv e A (1.24)

Si{y{v) = +oc; entonces esta designaldad se cumple trivialmente; asi que solo veamos
el caso en que i {v) < oo, pues como f, es lipschitziana en una vecindad de z, siempre
se tiene que L(v) € B; Yo € X. Sea 8 > L(v), por definicién. tenemos que existe

rx::r{]}'?}ﬂta] que

S2(y + tv) — faly)
t

< 8,¥y € Bylz) v t €]0,1]. (1.25)

De
foly +tw) — foly) = [ily +tw) — fily) + foly+tw) — fuly) (1.26)
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¥ (1.25), obtenemos

L(v) < limlimsup inf
n( } £ yﬁjmlili:“"&ﬁc(ﬂ}

= fl{z;v) + 8 = L(v) + 8.

¥ como esto se cumple para todo § > L(v), tenemos (1.24) ¥ por lo tanto el lema

{f1(¥+ f‘ﬂ;} - fily) _ ﬁ}

esta probado.

Proposicion 1.70 Sean fi: X — R una funcién s.c.i. y finiloenz y fo: A = R,

una funcidn lipschitziana en uno vecindad de x. Entonces se cumple que

(N + f2)(z) C 8N (z) + 8fa(2). (1.27)

Prueba. Aligual que en el lema anterior haremos fo = f1+ fa v L(v) = fH(z;v),
i=0,1,2. Si [;(0) = —oo entonces por el lema 1.69 tenemos que { = —o0; luego por
el corolario 1.68 tendriamos que 8(f, + f2) = @ y no hay nada que probar.
Supongamos entonces que §,(0) = 1;(0) = 0 (pues esta es la otra posibilidad dado

que [; es una sublineal), Entonces tenemos que
Qfolr) = (2" € X" : {z*,v) <lo(v), Vv € X'} (1.28)
Clr* e A : (z",v) < (h+k)(v), Yv e X} porel lemé. 1.69)
= 9(l, + 12)(0),

Donde la ultima desigualdad es valida pues, I} + I3 es una funcién convexa la cual es

0 en 0. Ahora como 0 € int{Dom(!l;) + Dom(l;)), por el teorema 1.32, tenemos que

Pero 8L, (0) = 8fy(z) y 81,(0) = 8fa2(z) ¥ por lo tanto la proposicién estd probada.
(m]

Ahora estamos en condiciones de establecer el teorema de valor medio aproximado

para derivadas generalizadas.
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1.7.3 Teorema del valor medio aproximado para derivadas

generalizadas

El siguiente teorema redne varios resultados concernientes a la derivadas genera-
lizadas, ya establecidos anteriormente, v que por comodidad reunimos eén un solo

teoreina; estos seran de gran utilidad en lo que sigue.

Teorema 1.71 Sea f: X = RU {4+0cc} y x € Dom(f)

1) La funcion fT(z;-) es positivamente homogénea [ie Mz 0d) =

affind)Voe X yo>0)

2) Se tiene que Of(2) = D st y solo s1, fT{2;0) = —oc; ¥ en otro caso se tiene que
Af(z) ={z* € X" : {z*,v) < fl(x;v), Vv € X}.

3) Si f aleanzo un mindmo local en x, entonces fi{z;d) 2 0,¥d € X y0 € df(x).
4) Si f es localmente lipschitziana, enfonces o8 f(z) = daf)(z) para todo o € R.

5) Si f es localmenie lipschitziana, entonces la funcidn f1(-; ) es semicontinua

supertormente.

6) Sea [ localmente Lipschifziana y sean {&n fnen, {25 fnen sucesiones en A y X*
respectivamente, tel que ¥ € df(x,), ¥n € M. Supongamos gue 1, — & ¥
que x* e3 un punto de acumulecidn en lo topologin débil de {z}, enionces

€ df(x).

7} St f es lipsehitziona en une vecindad de x con constante k; entonces la funcidn
Mz, ) es también lipschitziona con constante k, y ademds se tiene | fi{z, v)| <

klv|; Yo € X.

8) Supongamos que g es una funcién lipschitziana en una vecindad de x. Entonces
A f+g) C af(x)+0g(z) v (f+9)(x;0) < fH(z;v)+gM(x;v), para todo ve X,
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9) Si f es convere y localmente lipschitziana entonces

ft{:t:',d) — El,m flz+ mr} - flz)

,Vde A.

10) El conjunto {{d, ) € X x R: e > fT(z;d)}} es convezo y cerrado.

Los siguientes resultados seran utilizados para probar el teorema del valor medio
de Zagrodny.
Propiedades de la funcién norma y de la funcién distancia

El siguiente lema es de caracter elemental. ¥ es presentado sin prueba.

Lema 1.72 Sea C C X compacte. St la sucesion {Zp}uem © X es fal que

lim de{z.) = 0, entonces existe una subsucesion {xn, } gue converge a c € C.
oD

Teorema 1.73 El subdiferencial de la funcidn ||- | en el origen coincide con la bola

cerrade unitaria del espacio dual y para  # 0 se cumple

Ollzll = {z* € 2" : [|l=°]| = 1, (=%, =} = ||=|l} (1.29)

Prueba. De la desigualdad triangular tenemos, para z,y € A, t € [0, 1]

[tz + (1= Byl < tlizll + Q=D [l = [l < llz -yl

esto muestra que la funcién norma es convexa v lipschitziana. Luego 8| - || coincide
con el subdiferencial convexo usual; se sigue de la proposicion 1.31(4) que 2" € 8|2|]
si y s0lo si

l#ll + (=", 3 — =) < |lyll, Yy € X. (1.30)

En particular para y = 0, 2z tenemos

|zl + {z*, -z} <0
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ll=ll + (=, 22 — ) < 2|j=]],
v de estas dos desigualdades obtenemos
(x*,x) = [|z]]. (1.31)
Reemplazando esto 1dltimo en (1.30) obtenemos
(") < lyll, Yy € & (1.32)

de donde
llz"]l = 1. (1.33)

Observe ahora que si tomamos x* € A, cumpliendo (1.31) y (1.33), claramente se
satislace (1.30) y por lo tanto z* € 9||z|. D

Lema 1.74 Sean a,b € X, entonces para cualquier x € X, se cumple que
dio (@30 = 7) £ —djap(z). (1.34)
Prueba. Como la funcién dja 4 : A — R es convexa,
o) (% + 26 = x)) € (1 = dja g (2) + tdjay(b), Vi € [0,1]
de donde

lim o) (x + Hb — ) — dioy(x)
[AT]] i

< -d[a,lr] (*T]' '

Luego por el teorema 1.71(9) concluimos que (1.34) se satisface.

Corolario 1.75 Sean a,b € X y x € X tal que dy(z) < ||z — b, entonces
d;”]{:r:; b—a) <.
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Prueba. Sea y € [a,b], y # b tal que

diay(®) = Iz - yll. (1.35)
Del teorema 1.71(5) tenemos
a7y @b —y) < dl, (w36 = 2) + [l - yl]- (1.36)

Ahora de (1.34), (1.33) ¥ (1.36), obtenemos

d'[ralbll:r; b—y)<0

[[b=a

ycomoy #b b—a=p=

(b= 5). Del teorema 1.71(1) concluimos que

Corolario 1.76 Sean a,b € X. 5i djp(x) < min{||z — al|, ||z — 8l[}, entonces

:E[TM] (x:b—-a) <0

dl, (& a =) <0,

Prueba. Se sigue directamente del corolario 1.75 y de la ignaldad dj,4(y) =

d[b.u]{y}‘

Lema 1.77 Seanx" € X", a, b en X, a# b y s > ( tales que

(z".y—a) +slly—al| >0, ¥y € B(d, b - all). (1.37)
Entonces
b—a
z'|| € 284 {(z°, —).
o)) € 20+ (0", =)



Prueba. Por reduccién al absurdo, supongamos que ¢l resultado es falso. En-
tonees existe z € X tal que ||z =1y

{z*,2) > 28+ (2", b—_a},

b — all

o lo que es lo mismo,
0> 2s||b—al| + {2, b — |Ib — al|z — a). (1.38)
También como (b — ||b — a||2) € B(b, ||b — al|), se sigue de (1.37) que
{z".b— b —eallz—a)+s|b—|Ib —allz— o] = 0.
lo que junto con (1.38) implica que
sllo = lIb - allz - all > 2s[jb —a]|,

esto ¢s
15— 16— allz — all > 215 - ell.

Pero se contradice con
15— 115 — allz = all < 15 = o +|2llls - all =< 2[1b - all.
lo que finaliza la prueba.0

Lema 1.78 Sesz f : X = RU {+cx} semicontinua inferiormente y sean a,b € &

a # b, enlonces existe £ > 0 tal que [ es acotada inferiormente en
B([a,b),€) = {z € X : diayfx) <€}

Prueba. Por reduccién al absurdo, supongamos que el resultado es falso, entonces

podemos escoger una sucesion {zy}rex para la cual
diegj(ze) < k™', Yk €N (1.39)
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flan) < —k, VEeN (1.40)

De la desigualdad {1.39) por el lema (1.72), podemos garantizar que existe una sub-

sucesion {z,, } que converge a algin x € [a,b]. Ahora de la desigualdad (1.40)

obtenemos
lim f{z:) = —
pero desde que f es s.c.i. deberfamos tener f(z) < him f(xg) = —o0. lo cual es una
TE—+ D2
contradiceién.

Observacion 1.2 Si [ : X — R U {400} es semicontinng inferiormente y a,b € X,
a# b, como

fb) - f(a)

o= = s+ L1

fla) +
(a) =
y o funcion

v 1)+ L0 =Ly

es semicontinue inferiormente; por el teorema de Weierstrass podemaos asegurar que

existe © € (@, b] tal que

f{b) — f(a) f(8) — fla)
Co—all 16— all

Teorema 1.79 (Zagrodny) Seo f: A — RU{+oo} semicontinua inferiormente y

flay+ ———{lz - || < fly)+ ly—bll, ¥y € [a,8].  (1.41)

sean a,b € Dom(f),a # b y 2 € [a,b] tales que

flo) - ile), fb) - f{]

Entonces existen sucesiones {4, tnen en X y {2 }hen € A" tales gue

fla) + lly —&ll, Yy € [a, ],

(o) lim xp = z.
k=00
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fb) — f(a)
1% = ofl

{c} =} € 8f(xx) para todo k € N

(b) tim sup fze) < fla) + llz — al|.

{d} li:n_}ilgf{:n;,b — Zp) = %Ib — z||-
(e) liminf(x},b— a) = £(b) - f(a).

St ademds x £ a, entonces
(f) Yim (3.5 —a) = f(b) - f(a)-

Prueba. Del lema 1.78, existe £ > 0 tal que [ es acotada inferiormente en el conjunto
B([a,b],£)- Consideremos la funcién g : X — RU {+oc} dada por

- J(®) — j(a)
g(y) = fly) + W"y = bl,
g asi definida es s.c.i., g{a) = g(b) v
g(z) < g(y) para todo y € [a,d]. (1.42)

Abora consideremos las funciones g, : X — RU {+oc}, definidas por

95 = jdion(¥) + k7 ly — =l + g(y), paratodoy e &

es [4cil ver que estas funciones son s.c.i y acotadas inferiormente en el conjunto
B([a,b],e). Por el principio variacional de Ekeland, teorema 1.6, tenemos que para

cada k € N existe una doble sucesién {y;x};x C B([a,b],2) tal que

9xlyix) < g(x)Vi3 k€N (1.43)

956} = Giaia) = =57 ly = wsall (1.44)
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para todo y € B([a,b],2) y para todo j.k € N. Como la funcién ¢ estd acotada
inferiormente en B([a, b], ), la desigualdad (1.43) implica que

lim djqg{y;x) = 0. para cada k € N;
=0

de aqui, por el lema 1.72 existe una subsucesion {y;, & }ner ¥ una sucesion {ye}ren C
[a. ] tal que
lim ;, x = yx, para todo k € N, (1.43)
Tt=p 20

De la desigualdad (1.42) se sigue que
9(z) < g{w) Yk EN. (1.46)

Observe que de la definicién de las funciones g;.x.
k™ g0k — 2l + 9@50k) < Gink (Wnk)-
Luego de (1.43), {1.45) v la s.c.i de g:
9(ux) + k7 |y — x| < g(2). paratodo k € N,

lo cual implica por (1.48) que i, = z para todo & € N. Ahora escojamos una

subsucesién {y;,, k}, con {jn,} crecientes, tal que

lim 3, % = . (1.47)

k=oo

Definamos la sucesién {2 }xen cOMo Zx = yj,, 4 para todo k € N. Por la desigualdad

(1.47) tenemos que k]im zy = = y (a) se satisface. De la desigualdad (1.42) tenemos
— 00

que g{x) < g(b) = f(b), de donde por (1.43) obtenemos

J(@) < £(5) - f(ﬁg Jr{‘“]u b, VkeN

De aqui

imoup £ (2x) < 1) - LD =L s -,
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¥ como

g0 - =L gy = @)+ L =L e -l

tenemos que se cumple (b).

Como ||zx — z|| < £ para todo k > k,, de (1.44) se sigue que las funciones
Y = G, k) + K |y — k|
alcanza su minimo local en z;. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que

ko = 1. Se sigue del teorema 1.71(2)(3)y (6) que

0 df {mk}“‘%ﬁlaﬂﬂ:k — b|| 4 Jny oy (ze) + k77 8|z — 2|+ KT B0, Y € N

Luego existen sucesiones {z} teen, {uf}een, {¥feen, {Witeen, {2k fren en X7, tales

que

b . " -
x; € 8f(xy),up € ‘f(“i—fi['lﬂ-ﬂumk — b, vf € Fnp Ol (ze), wi €K L3z - z|
zi e kAo, ¥
0 =z} + uy + v + w; + z;, para todo k € V. (1.48)

Por el lema 1.74 tenemos que
(5, b — zx) < df, y(Taib — k) < —djag(ze) S0 (1.49)

De (1.29) se sigue que

(it - ) = L =L, (1.50)
! | f(B) — fla)]
o — fle
lupll = “h—al (1.51)
Luego de (1.29), (1.48),(1.49),(1.50), obtenemos
(xh,b—x8) 2 H:;—i:%”zk —b|| — 2k=1||zx — bll, YK EN
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de donde
f(b) — f(a)

l’ﬂﬂf(mhb —x) 2 To—af

liminf ||z, — b
im inf | — 6]

¥ (d) esta probado.
Ahora, asumamos sin pérdida de generalidad que

dio(2x) < [lzx = Bll, V& € N,
como b—zx = H(b — a}, se sigue del corolario 1.75 que
(vh.b—1) <OVKEN (1.52)
Desde que .I:l-]-:[go 7x = z, de (1.51) tenemos que
Jlim (u, @ — z4) =0, (1.53)
de aqui junto con (1.29), (1.48) y (1.52) se tiene que
{zp,b— 2} > —{up,b— ) — 2k7"||b— 2|, Yk €N

en consecuencia por (1.50) y (1.53)

i g f(b) = J(a)
llﬂglf{xk, bh—z) > WIII = bl
Y Como ' |
b—a
h=a=t—(b-1z),
S T R

también tenemos que
Iiﬂiqf{x;,b— a) > f(b) = f(a).

i.e. se satisface (e).

Sia# ayx#Dbentonces
diapy(zx) < min{|lzx — all, llzx — &I}
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para todo k > kg, para algin ko € N.

Por el corolario 1.76 tenemos
diy(trid—a) <0 y o y(veidb—a) SO, VE > ko
¥ cOmo g € jp, Odp y(z4) esto implica que ;

{U;,b—ﬂ-} ﬂﬂ' ¥ {ﬁ;':a_b) 5 D:l

luego
{vg,b— a) = 0; para vodo k > k.

En consecuencia por (1.48) y (1.50)

{zh b—x) = ﬁ”—gﬂllm —=b|| 4 (up, z =z — (wp+ 22, b—2) = 0; Vk > kp. {1.54)

Desde que khm (wy + z;) =0, se sigue de (1.53) ¥ (1.54) que
—o

R f(b) - f(a)
lim (z3.0—x
k-—mt-( ks } "f.'l I ” ”
¥ como una consecuencia inmediata de la ignaldad Il SRR Ll obtenemos
o=z llb—al’

(f) ¥ la prueba del teorema esta completa.

Teorema 1.80 (T.V.M. de Lebourg) Sean a y ben X con a # b. Supongamos

que f es localmente lipschitziana. Entonces existe z € [a, b], = # a, x # b tal que
(2*,b—a) = J(b) - fla)
para algin =* € df(z).

Prueba. Primero observemos que existe x € [a,d], z # a y = # b, tal que (1.41) se
cumple para la funcién f o —f. Supongamos que (1.41) se cumple para la funcién

f en z. El teorema 1.79 asegura la existencia de una sucesién {2 }ren que converge
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a z, tal que z} € Of(z) ¥ kl'::u;{z;,b —a) = f(b) — f(a). Sea A la clausura de ¢l
conjunto {x},z},,,- - } en la topologfa débil estrella, como la funcién f es localmente
lipschitziana del teorema 1.71(4)(6), deducimos que A es acotado para cada k € N,
Inego se sigue del teorema de Alaoglu 1.14, que los conjuntos A4, son compactos en la
tolopogia débil estrella. Ahora desde que la interseccién de una familia decrecientes
de conjuntos compactos es cerrado y no vacia, existe ' € NiZ, Az ¥ como es claro
es un punto de acumulacién de la sucesicién {z;}ien cn la topologia débil estrella.

Luego existe una subsucesién {zy, }nen tal que
"l-iglc{xh!b_ ay = (z",b— a‘}

y ¢sto implica que {z*,b — a} = f(b) — f(a). Por el teorema 1.71(4) tenemos que
z* € 8f(x). Si (1.41) se cumple para — f, procediendo de manera similar, obtenemos
que existe z* € 8(—f)(z) tal que

(z*,0 —a} = (- £)(b) = (=£)(a)
Por el teorema 1.71(3), tenemos que —2° € 8f(z) v
{-=z*,b—a} = (b} - f(a)-

Lema 1.81 Sea f : X = R U {400} semicontinua inferiormente y 2,y € Dom(f)
con f(x) < f(y). Entonces existen sucesiones {w,} C X, {wh} C X* tales que
wp = ¢ € [2,y], wy € Domdf (wn), (W), ¥ — wa) >0 y {w;,py—2) >0; VreN.

Prueba.
Por el teorema anterior, tenemos que existe ¢ € [z,y[ ¥ sucesiones {z,} C X,
{z;} C X* tales que x, — ¢, z, € Domdf(z,), Vn € N,

ll;lltl-}f(E“,y - I“> >0 ¥ llﬂlgf{mnry - I} >0
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Afirmacién: Dado k € N existe k < n, € N tal que {(z} .y — ) > 0y
(zp,: ¥ —x) > 0.
En efecto. De no ser asi existiria, nyg € N tal que

(Zpy—2a) €0 o {z,y-2)<0,Vn2ng
lo cual implicaria que
Iiﬂﬁf{zgk,y—zh*} <0 o liﬂg}f{z;“y—m} <0,

lo cual es una contradiccién. Ahora construiremos una sucesién z,, tal que {z} ,y —
tn,) > 0y (2, .4 —x) > 0; Vk € N. De la siguiente manera, por la afimacién para
n = 1 existe ny > 1 tal que (2}, ,y = Zp,) > 0y (z5,,y — ) > 0, también para
n =, existe ng > n) lal que {2}, ,y — z,,} > 0¥ (z},,, ¥ — x} > 0, supongamos que
ya tenemos T,,, entonces para n = ny existe ngyy > n tal que (2 .y — 2a,,,) >0
Y (T ¥ = 2) >0, |
Luego tomando wy = 2, ¥ Wy = 25,1 {wp, v —wy) > 0y (wi,y— ) > 0,Vk € N;

luego la afirmacién esta probada y de esta se deduce ficilmente el resultado.

Corolario 1.82 Sea f : X = RU{+0c} semicontinua inferiormente, z,y € Dom(f)
conx #y yz€ [z, tal que f(2) > f(z). Entonces existen sucesiones {w,} C X,
{wy} C X* tales que w, — ¢ € [z, 2], W}, € Domdf(wy,) y {w),y—wy) >0Vn €N,

Prueba. Por el lema 1.81, aplicado a los puntos = y 2, tenemos que existe ¢ €
[z, 2] v sucesiones {wn} € X, {w} € X* tales que wy, = ¢, w, € Domdf(wy),

{wh,z—we) >0y (w),z—2x} >0 Vo € N. Luego

|z — yli
iz = ||

(w:!'!y_wﬂ}={w;,z_wﬂ}}ﬂ+ {W;.z—ﬁ}}ﬂ,vﬂEND
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1.8 Convexidad generalizada vs. Monotonicidad
generalizada

Para una funcion diferenciable hemos visto en la seccién anterior, la relacién
existente entre las propicdades de su gradiente y el hecho que la funcién sea convexa
(cuasiconvexa). En esta seccién no consideraremos hip6tesis de diferenciabilidad,
solo supondremos que la funcién es s.c.i v veremos como para este tipo de funciones,

el subdiferencial de Clarke Rockafellar sigue manteniendo estas relaciones,

Proposicién 1.83 [10] Una funcidn [ : X — R U {+oc} es convexa st y sdlo si,

Ya' € X* la funcign [ + " es cuasiconvera.

Prueba. Si f es convexa, entonces obviamente para cnalquier a* € X~ la funcién
f + " es convexa, para probar lo reciproco, tomemos z,y € Dom(f] ¥ BSCOJAIMOS
a" € X" tal que
(o, y =) = flz) - f(¥)- (1.53)
lo cual implica
(@, x) + f(z) = {a" 1) + f(¥).
y como por hipotesis (f + a*) ¢s cuasiconvexa;

Sz + (1= y) + (@ Az + (1= A)y)) < max{f(e) + (", 2}, f(y) + (", )}
por (1.55) entonces
fOz+ (1= Ny) + (@ Ax+ (1= Ny) < A(f(@) + (@, 2)) + (1 = N{f(w) + (", 1))
lo cual obviamente implica, desde que (o, -} es lincal que,

Fz+ (1= Ny) < Af(z) + (1 - X f@).
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El siguiente teorema muestra, como es que ¢l subdiferencial de una funcién cuasi-
convexa sigue manteniendo ese cdracter de monétonicididad generalizada, similar al

que se encuentra en el caso diferenciable.

Teorema 1.84 Para f: X = R U {+oc} s.c.i. Son equivalentes,
(1) 8f es cuasimondlono.
(2) 32" € Bf(z): {z*,y — x) > 0 implica f(z) < f(y), ¥z € [v,y]
{3) [ es cuasiconveza.

Prueba. (1) = (2) Sea z € Domdf, y € Dom(f){(z #y) vz =z +aly—=z) €
[z,y], con f(z) > f(y). Por el corolario 1.82, existen sucesiones (w,) y (w}) tal que
w, —»w € [y.z[, w € 8f(w,), (wi,z—w,) >0,vn € N. De aqui como por la

cuasimonotonicidad de @f tenemos que
{z*.z—w,) 20,V € df(x), YneN

lo que implica que {z*,z — w) = 0, de donde

llw —=ll, .
(2,2 — y) = (a7 —w) 2 0,
lly — =l
por lo tanto {(z*,y — 2} < 0 ¥ la implicacién esta probada.

(2) = (3) Dados z.y € Dom(f) ¥

z=Xx+(1- ANy € [z,y), con f(z) > [(x).
Por el corolario 1.82, existen sucesiones (z,) ¥ (z}) tal que
Tnre € (2,2, a, € 0f(xa) ¥ (zh,y—2n)>0,VreEN
La hipétesis (2) implica entonces que para cadan € N, z, = Az, + (1 — A)y satisface

f(za) < f(¥),

79



de esta desigualdad como f es s.c.i. obtenemos f(2) < f(y) y por la proposicién 1.35
tenemos que f es cuasiconvexa.

(3) = (1) Supongamos que f es cuasiconvexa v que %,y € Dom(df) y z* €
df(x) es tal que {z*,z — y) > 0. Por la definicién de 3f, serd suficiente probar que
S (y,z — y) < 0. Dado £ > 0 existe v €]0,¢[ tal que {z*,v —z) > 0, Vv € B,(y).
Para ¥ € B, fijo, desde que f'(z,% — z) > 0, existen &' €]0,e — [, ugp € Be(z),
a € By(f(x)) y 7 €]0, 1] que satisfacen

T—uz €B{(T—2)y flus +7(T ~ ug)) > @ 2 flus),
de la dltima desigualdad por la cuasiconvexidad de f tenemos
F@E+tus - %) < @V 0,1).

Ademds de la forma en que hemos escogido v v &', la direccién uz — T € Be(z = y),
de esto y los pasos previos tenemos: |

Para todo £ > 0, existe v > 0 tal que para cualesquiera v € B,(y), 3 € B,(f(y)) con
f(v) < 8yt €]0,1], se puede encontrar una direccién w = u, — v € B,(z —y) tal que

Jo+tuw —v) -8 _,
! - )

lo que implica por la definicién de fT(y,z — ), que fT(y, 2 —y) < 0.0

Teorema 1.85 Sea f : X = R U {+00} s.c.i,, entonces, [ es conveza si y sélo si

af es mondtono.

Prueba La multifuncién 8f es monétono si y sélo si para cada « € A" la
multifuncién 9f + o es cuasimonétono, por el teorema anterior esto es equivalente a
que para cada & € A™ la funcién f + « es cuasiconvexa. Luego, por la proposicion

1.83 concluimos que f sea convexa.
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Teorema 1.86 Sea f: X' — R U {+00} s.c.i., enfonces [ es cuasiconveza si y silo

8i df es ciclicamente cuasimondtono.

Prueba. = Por reduccién al absurdo supongamoes que df no es ciclicamente cuasi-
mondtono. Bntonces existen xq, 2z, -+, 2 € Dom(f) y 27 € df(x;),7 = 1,2- -k
tal que {x}, %41 — z) > 0 para todo ¢ = 1,2,---  k donde 734, = 7. Como f
€8 cuasiconvexa por el teorema 1.84 (2), las desigualdades anteriores implican que
Flzi) 2 f(z;) para todo 1 = 1,2, |k, v esto a su vez que f(x;) = f(wz) =
- fzg). Ahora de (z},7; — 7;) > 0. deducimos que fT(z;,x; — 29) > 0. Luego
existen sucesiones yn, — ; v £, —= 07 tal que flyn + talzs — ) — flym) = 0
¥ como i, + th(®2 — un) € [4.22). la cuasiconvexidad de f implica entonces que
flm) < flze) = f(z1). De otro lado desde que {x},z, — x4} > (), para n suficiente-
mente grande (z}, ¥, — zx) > 0, nuevamente por el teorema 1.84 (2) esto implica que
flum) 2 flze) = flz1), lo cual es una contradiceién. <) Es directo, desde que todo
operador ciclicamente mondtono es en particular cuasimonétono v por el teorema

1.84, coneluimos que f es cuasiconvexa.

Lema 1.87 [3/Sea f : X — B U {+o0} wna funcidn cuasiconvera, semicontinua
inferiormente, y sean ¥,y € Dom(f). Supongemos que f es constante en el segmento
[z, 4] ¥ que existe x* € 8f(z) tal que (z",y — x) > 0. Entonces se cumplen las

siguientes afirmaciones :
1) Cada z €]z, y| es un minimo local de la funcion f.
2) El punto x no es un minimo local.
3) Para cualquier z €|z, y[ y 2° € 8f(2) se tiene que (2", y — ) = 0.

Prueba,

31



1) Por el teorema 1.84 (3) 8f es cuasimondtono. Sea z €]z, ¢, como {z*, z—z) > 0,
existe ¢ > 0 tal que (#*,2' = ) > 0, V' € B.(z), por el teorema 1.84 (2)

tenemos que f(z') = f{z} = f(2), en consecuencia z es un minimo local de f.

2) Desde que {z*,y— z) > 0, tenemos que f'(z;y — ) > 0. Luego de la definicién

existe ¢ > 0 y sucesiones 1, — z v £, 1 0 tal que para todon € N:

f{mﬂ +tn‘-'f]' — f{‘rn) > U
d'E-B:[ll"zj gﬂ.

(1.56)

de aqui escogiendo n suficientemente grande para que ¥ — x, € B.(y —x) (1.56)
implica que f(za + taly — z0)) > f(za); ¥ cOMO Zp + £,(y = Za) €]7n, [ de la
cuasiconvexidad de f; f(z, + t.(y — zn)) < f(y), luego fza) < fly) = f(z),

esto muestra que :r no €5 un minimo local.

3) Supongamos que para algin z €]z, y| y algin z* € 8f(2), (z*,y— =z} # 0. Como
{z*,y — =) > 0, entonces (z*,z — %} > 0 luego por la cuasimonétonicidad de
df tenemos que (z*,z —x) > 0. Esto dltimo con nuestra suposicién nos da
(2*,y — z) > 0; ahora aplicando (2) tenemos que z no es un minimo local, lo
cual es una contradiccién con lo probado en (1). Por lo tanto {z*,4 —z} = 0

para todo z €|r,y] y todo z* € 9f(2).
Teorema 1.88 51 f - X — R U {+00}, es s.c.i y satisface:
z,y € X y3¢" € 8f(z): (z", y— z) 2 0 implica f(z) < f(v) (1.57)
enfonces:
1} Todo minimo local es un minimo global.
2} f es cuasiconveza.

3) 8f, es pseudomondtono.
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Prueba.

1) Sean z € Dom(f) un minimo local. Tomemos un elemento arbitrario, ¥ €

Dom(f). De la definicién de fT(z;v), fT(z;y — z) > 0, luego
{ziiy = :I-‘) =0,
esto implica por 1.57 que f(z) < f(y).

2) Supongamos que existan z,y € Dom(f) y z €]x,y[ tal que f(2) >
max{f(z), f(y)}. Sea m = max{f(x), f(v)}. Desdé que f es s.c.i, existe £ > 0
tal que f(w) > m,V¥w € B.(z). Por (1) tenemos que z no puede ser un
minime local, pues si no seria un minimo global, luego existe W € B,(z) tal
que f(w) < f(z). Aplicando el teorema del valor medio de Zagrodny al seg-
mento [@, z] obtenemos u € [, 2[ ¥ una sucesion u, — u ¥ u} € 8f{u,), con
(¥ 2 — uy} > 0. Desde que z € conv{z,y} se sigue que {u},z —un) > 0 0
{(un,y — uy} > 0. Por (1.57) entonces m > f{x) > flu,) o m = f(y) = flun),
desde que f es s.ci. en cualquier caso tenemos m > f(u). Lo que contradice

que u € B,(z).

3) Por reduccién al absurdo. Supongamos que existen z,y € Dom(af), z* €
af{z),y* € @f(y) con {z*,y —x) >0y {¥",z — y} > 0. Esto implica que para
todo z €]z, yl, {&*,2—z) > 0y (y*,z — y} > 0, luego por (1.57) f(z) < f(z)
y fly) £ f(z), desde que f es cuasiconvexa concluimos que f es constante
en [z,y]. También de (3*,z — ¥} > 0, existe £ > 0 tal que {(y*,w —1y) > 0,
Vw € B(z), de cual por (1.57) f(y) < f(w). Como habiamos visto que
f(z) = f(¥), entonces f(z) < f(w), Vw € B,(z), i.e. = es un minimo local, lo
cual es una contradiccién por lo probado en el lema 1.87.

Observacion 1.3 Si en el teorema anlerior no consideramos la hipdtesis de que f

see s.c.4. el resultado no es necesariamente cierto. Para esto considere la funcidn

&3



definida por
f{:n]={ 1, siz=0

z2, en olro caso

F asi definida, satisface {1.57), pere 8f no es euasimondiono.
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Capitulo 2

Funciones Pseudoconvexas

Como hemos visto en el capftulo anterior, las definiciones de convexidad y cuasi-
convexidad, depende solo de las propiedades algebraicas de la recta real. En el
pasado, las funciones convexas han ocupado un lugar importante en la teoria de min-
imizacién, al ser éstas las funciones que se comportan mejor en diversos métodos de
minimizacién. Sin embargo, la condicién de convexidad es muy restrictiva por lo que
es posteriormente reemplazada por la cuasiconvexidad, la que se presenta en diversos
problemas de economia, entre otras dreas, de una manera mds natural. Aunque las
funciones cuasiconvexas conservan muchas de las propiedades de las funciones con-
vexas, ellas carecen de otras propiedades relevantes. El hecho de que todo minimo
local es también global, propiedad estidndar de las funciones convexas, no es siem-
pre valido para las funciones cuasiconvexas, como mostraremos con algunos ejemplos
simples. Asimismo, la biisqueda de puntos estacionarios (puntos donde el gradiente
de la funcién dada se anula) no garantiza el encontrar minimos, siquiera locales, para
una funcién cuasiconvexa. Esto motivé la introduccién del concepto de pseudocon-
vexidad para salvar este inconveniente. En [25), puede revisarse el primer concepto
introducido de pseudoconvexidad, bajo condiciones de diferenciabilidad: en [18], se

introduce otro concepte, bajo condiciones mas débiles (subdiferenciabilidad). Sin
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embargo, estos conceptos estan dados bajo condiciones topoldgicas, lo cual limita
su aplicacién (lo que, como mencionamos, no ocurre con las funciones convexas y
cuasiconvexas). Con esta filosofia, introducimos un concepto de pseudoconvexidad
que no depende de propiedades topoldgicas. Entre otras propiedades, estas funciones
poseen una ¢uasiconvexidad “natural”, que ésta presente en la definicién dada en
[25], mas no en la dada en [18); comparten diversas propiedades con las funciones
convexas, lo cual permite extender rdpidamente resultados asociados a éstas {como
veremos en el siguiente capitulo), entre las mas resaltantes es el hecho de que todo
minimo local es también un minimo global. Hay que mencionar que, bajo ciertas
condiciones de regularidad (por ejm., semicontinuidad inferior), estas funciones va
aparecen en la literatura bajo otro nombre (ver [3], [4], 23], [26]). En estos trabajos,
se han establecido ciertas relaciones entre monotonicidad generalizada de gradientes
y subdiferenciales, en analogia al caso convexo; y propiedades de los conos normales
a los conjuntos de nivel de las funciones pseudoconvexas; las cuales recogemos en este
trabajo.

En este capitulo introducimos en la primera seccién, el concepto de funcidn pseu-
doconvexa, y damos algunas de sus caracterizaciones de cardcter algebraico, Inego
estudiaremos sus extremos relatives (maximos v minimos) a través del concepto de
core de un conjunio, de naturaleza algebraica. En la siguiente seccidn, estudiamos
propiedades relativas a continuidad y diferenciabilidad; estableciendo en el caso finito
dimensional, el hecho de que las funciones psendoconvexas, semicontinuas superior-
mente, son aquellas funciones cuasiconvexas para las cuales todo minimo local es
tarnbién un minimo global, extendiendo de esa manera un resultado va existente bajo
la hipdtesis de continuidad; v establecemos la relacion existente entre la pseudocon-
vexidad de una funeidn y cierto tipo de monotonicidad generalizada de su gradiente.
En las dos iltimas secciones estudiamos propiedades relativas a monotonicidad gen-

eralizada del subdiferencial de Clarke y de una multifuncién normal asociada a los

86



subconjuntos de nivel.

2.1 Definicion y propiedades bésicas

Sea A un espacio vectorial real, diremos que una funcién f : X = RU {+cc} os

pseudoconveza si dados z.y € X y z €]z, 4,

f(z) 2 f(z) implica f(y) 2 f(2),

o equivalentemente

f(z) > f(z) implica f(y) > f(2).

En esta primera proposicién, veremos como se relacionan los conceptos de con-
vexidad ¥ cuasiconvexidad de funciones, con este concepto de pseudoconvezidad de

funciones.
Proposicién 2.1 Para une funcion f - X — R, se satisfoce
1) Si f es convexa, entonces f es pseudoconveza,
2} Si f es estrictemente cuasiconveza, entonces | es pseudoconvera.

3) Si f es pseudoconveza, entonces [ es cuasiconveza.
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Prueba

Sean z,y € X, z= Az + (1 — A)y €|z, tal que
flz) =z f(=), (2.1)

1) Desde que f es convexa tenemos que

Fz) < Af(z) + (1 = A} f(w), (2.2)

lo cual junto con (2.1) implica que
0< flz) = flz) < (1= 2)(Fw) — Flz)),
de donde f(z) < fly), vy ahora de (2.2),
f(z) < fly).
2) Como f es estrictamente cuasiconvexa, entonces

F(z) < max{f(z), f(y}},
v de (2.1}, concluimos que f(z) < fly).

3} Por reducién al absurdo. Si f no fuera cuasiconvexa, existirian z, y € A,z €

|, y[ tales que f(z) > max{f(z), f(¥)}, lo cual es una contradiccidn, pues
fz) > flz) implica f(y) < f(2).

Los signientes ejemplos muestran, que las reciprocas de las proposiciones anteri-

Ores No 80N necesariamente ciertas.
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Ejemplas 2.1

Figura 2.1: Funcién pseudoconvexa que no es convexa: f(z) = x*

Figura 2.2: Funcién pseudoconvexa que no es estrictamente cuasiconvexa:

flr)=1siz<1, flz)=zsiz>1
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Corolario 2.2 £l dominio de una funcién pseudoconvera es convezo.

Prueba Se sigue directamente del hecho que una funcién pseudoconvexa, es en par-

ticular cuasiconvexa y del lema 1.36.

Lema 2.3 Si f ¢s cuasiconveza, son equivalentes:
1) f es pseudoconveza.
£) Para todo z,y € Dom(f) y z €)z,y[: f(z) < f(y) implica f(z) < F(y).

Prueba. 1 = 2) Supongamos que existan z,y € Domf y z €]z, y[ tal que f(z) <
(v} ¥ f(2) 2 fly), entonces la pseudoconvexidad de f implicara que f(z) < f(z) ¥
esto a su vez que f(y) < f(x), y la implicacién esta probada. 2 < 1)Supongamos que
J no es pseudoconvexa, entonces existen z,y € Domf ¥ z €]z, y[ tal que f(z) < f(2)
y f(2) 2 f(y), como la funcién es cuasiconvexa, la segunda designaldad implica que
f(z} = f(y), luego f(z) < f(y) v J(z) = f(y) , i-e. (2) no se cumple. O

2.2 Propiedades Algebraicas de las funciones
pseudoconvexas

Sabemos que la familia de funciones convexas son cerradas bajo muchas operaciones
algebraicas, tales como la suma, la combinacién convexa y otras mas. A continuacién
veremos algunas de las operaciones algebraicas que se siguen conservando para fun-

ciones pseudoconvexas.

Proposicién 2.4 Sea f: X = RU {+o0} una funcién pscudoconvexa, entonces las
Juncionesaf cona € RY y(f+47) conr € R, donde af(z) = af(z) y (f+r)(z) =

Sf(z) + r, son pseudoconvezas.



Prueba Seanz,y € X,z €l|r,y[,r € R, a € R+.
Si
(f +1)(2) = (f +r)(2),
entonces por definicién f(z) +r = f(z) + r, luego

f(z) = fl=),

¥ la pseudoconvexidad de f implicara f(z) < f(y), de donde suméndoles r a cada

lado obtenemaos

(f+7)(z) < (f +7)(y).

Veamos el otro caso. Si
(af)(2) = (af)(z),

por definicién af(z) > af(z). como a > 0, multiplicando a ambos lados de designal-

dad por ¢~ obtenemos f(z) > f(z) luego de la psendoconvexidad de f

F(z) < f(y),

multiplicando ahora por a a ambos, finalmente tenemos

(@f)(z) < (ef)(y). O

Proposicién 2.5 Sea f: X — R U {+oo} una funcion pseudoconveza yg: R = R
una funcidn no decreciente, entonces la funcidn go f : Dom(f) = RU {+oc} es

también pseudoconveza.

Prueba

Sean z, y € X,z €]|z,y[ tales que

go f(z) 2 go f(z),
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como g es no decreciente tenemos entonces
f(z) 2 f(z),
luego de la pseudoconvexidad de f,
f(z) < f(¥)
¥ nuevamente por ser g no decreciente obtenemos
gof(z) <gof(y)

Corolario 2.6 Si f : X —]0, 00| es pseudoconveza, entonces la funcién f* dada por
Fo(x) = f(z)*, com e > 1 es también pseudoconveza.

Prueba Basta observar que la funcién dada por g(z) = 2°, es creciente en |0, +c0|
luego de la proposién anterior tenemos f o g es pseudoconvexa.,

Teorema 2.7 Sea f; : X = RU{-+o0}, i € I una familia finita de funciones pseudo-
convexas, entonces la funcidn f : A = RU{+o0} definida por f(z) = max{f;(z);i €
1} es pseudoconveza.

Prueba. Sean z, y € &,z €z, tales que
f(2) 2 f(=),

p.e.

max{fi(z); i € I} > max{fi(z); i € I}
entonces existe un ip € I con

fio(2) 2 fio(x) ¥ fio(2) = max{fi(2); ¢ € T},

luego de la pseudoconvexidad de fi, fio(2) < fi(y), de donde obtenemos

max{f(z); i € I} < max{fi(y); i € I}
Le. f(2) < f(y).
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2.3 Maéximos y Minimos de funciones pseudocon-
vexas

Como lo hemos presentado, las propiedades dadas en la seccién anterior son de
caricter algebraico, solo hemos necesitado la estructura de cspacio vectorial, v la
buena ordenacién de R. Ahora veremos algunas propiedades relativas a méximos y
minimos de estas funciones.

Las funciones psendoconvexas, con respectos a sus maximos y minimos, siguen
gozando de algunas de las propiedades de las funciones convexas, como veremos en

esta seccion.

Proposicién 2.8 Sean f : X — RU {+oc} une funcidén pseudoconvera y x,
un minimo de f/V; donde V es un conjunto convero que contiene a zp. Si

Zy € corenom(y V', entonces xy es un minimo global de f.

Prueba. Sea y € Dom(f), entonces por hipétesis existe ) €0, 1] tal que Azp +
(1 = A)y € ¥V ¥ como 2 es un minimo de f/V, f(x) < fAzo+ (1= ANy) ¥y dela
psendoconvexidad de f entonces f(Axze + (1 — A)y) < F(y) luego f(zo) <f (¥). 1o

cual muestra que zp es un minimo global.

Corolario 2.9 Sea f: X - RU {+20} una funcién pseudoconveza y V un subcon-
junio convezo no vacio de X tal que corepominyV # 0, y sobre el cual f es constante.
Entonces f alcanza un minimo global en este conjunto.

Corolario 2.10 Si X es un espacio normado para toda funcién f : X - RU {+oc}

pseudoconvera; se tiene que cualquier minimo local es un minimo global.

Prueba. Directo de la proposicién anterior y del corolario 1.16.



Proposicién 2.11 Sea X es un espacio normado y f : X — RU {+00} una funcién
pseudoconveza, enlonces

1) Siz € int(Dom(f)) es un mdximo relativo local, entonces f es constanle en
una vecindad alrededor de este punto.

2) Six € int(Dom(f)) es un mdzrimo, enfonces [ es constanie en su dominio.
Prueba. 1) Sea z € int(Dom(f)) ¥ § > 0, tal que

f(x) = f(y), Yy € Bs(z), (2-3)

veamos que f ¢s constante en By(z). Si existicse p € B,(0) tal que f(z +p) < f(z),
la pseudoconvexidad de f y el hecho de que —p € By(0) y z = 3(z + p) + 3(z — p)
implicarian que f(z) < f(z=p). Lo cnal seria una contradicién, luego f(z+p) 2 f(z).
¥p € B;(0). lo que cs equivalente a f(y) = f(x), Vy € B((z), de lo cual por (2.3)
concluimos que f es constante en Bj(z).

2) De (1) tenemos que existe § > 0 tal que [ es constante en Bj(z). Sea y € Dom(/),
tomando z € [2,y] N Bs(x), como F(z) = f(x) la psendoconvexidad S implicara que
J(¥) 2 f(z), ¥y como x ¢s un maximizante de f, f(y) < f(), asi f{z) = f(v).

Observacién 2.1 Pare una funcidn cuasiconveza el resullado no siempre es cierto,
como lo muestra el siguiente cjemplo.

Ejemplo 2.2 Considere lo funcidn f, definida por

fia:}-{ 0 si z€]-o0,0

-z s oz € [0,400]

enlonces, f es cuasiconvera, pero claramenie el teorema anterior no se satisface.



Como es bien conocido una funcidn que es, a la vez convexa y concava es una
funcién afin ¥ aunque este no es el caso para funciones pseudoconvexas, es decir,
no toda funcién f que sea pseudoconvexa y pseudocéncava ((—f) pseudoconvexa) es
una funcién afin, estas dltimas funciones siguen compartiendo con las primeras una

propiedad relativa a los minimos.

Teorema 2.12 Sea f : X = R una funcién no constante tal que [ y —f son pseudo-

convexas, entonces f no alcanza ni minimos ni mdzimos en el interior de su dominio.

Prueba Procedamos por reduccién al absurdo, supongamos que existe zy €
int(Dom(f)) tal que f(z) < flz), ¥z € X, esto es equivalente a (= f)(xo) =
(=f)(z), ¥2 € X, y como tenemos por hipétesis que — f es también pseudoconvexa,

de la propocidn (2.11) concluimos que — f es constante.

Teorema 2.13 Sea f : X — R una funcion psendoconveza, si para {zy, %2, - 2n} C
Dom(f) eziste i € {1,2..--n}, tal que f(z;) < f(z)¥j € {1.2,---n}\ {i}, en-
tonees

f(z) < flz:)¥2z € (conv{z,, 22, Za}) \ {23}

Prueba De la definicion sabemos que el resultado es cierto para n = 2, procedamos
por induecién, supongamos que se cumple para subeconjuntos finitos de n— 1 elemen-
Tt

tos, tomemos z € (conv{z,,Ta, - ZTn})\ {z:}, entonces z = zlkrk con0< A <1
k=1
¥ Dopey M = 1. Si algin A; = 1, entonces z = zj, y se cumple que f(2) < f(z).
n

A
Ahorasi0 < A < 1V¥Vk=1,--- ,n Poniendo w = 3 k}.-
k=laws 7

es facil ver que f(w) < f(z;) ¥ como z €]w, z;[ la pseudoconvexidad de f implicara

T, Wmalgﬁﬂjiéi=

que f(z) < f(z;), que era lo que queriamos probar,



Observacién 2.2 Para funciones cuasiconvexas, desde que los subconjuntos de nivel

son converos, solo podemos asegurar que

f(2) < flx;). ¥z € convi{zy,2a, -+ Ti1, Tigr = - Zn}
cuando f(x;) < f(2)Vi# j, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3 Considere la funcidn f : R — R, dada por:

f[.r]:{ 1 siz€)-00,0]

0 en olro caso.

Tomando x, = =1, 23 =0, 23 =1 y 2 = —1 € (conv{xz;, 2, 23}) \ {71}, tenemos

que f(z1) > flz2) = f(z3) pero f(2) = f(=).

2.3.1 Funciones Pseudoconvexas definidas en los reales
Lema 2.14 [8] Para une funcidén cuasiconveze f: R — R son equivalentes
1) f es pseudoconveza.

2} | satisface la siguiente propiedad: ¥x.y € Dom(f) lal que f es constanie en
[z,y], se cumple gue f(z) > f(2)¥z € R.

Prueba Supongamos primero que f es pseudoconvexa. Sea z € Dom(f) \ [x,¥].
entonces tenemos que
z € [2,y], oy € [2,2],
en cualquiera de los casos la pseudoconvexidad implicara f(z) > f(z). para los puntos
de [z, y] la desigualdad es trivial.
Ahora supongamos que sc cumple (2) ¥y que f no es pseudoconvexa. Entonces

existen z,y € Dom(f) y z €|z, y|, tales que

f(z) > J(z) ¥ f(2) = f(¥).
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como f es cuasiconvexa, del lema 1.37 tenernos entonces que f es constante en [z, i)

y de (2) concluimos entonces f(x) > f(z), lo cual es una contradiccién. O

Corolario 2.15 Para wna funcidn cuasiconvera f : R — R son equivalentes:
1} [ es pseudoconveza.

2) Todo minime local de f es un minimo global.

Prueba. (1) = (2) es el corolario 2.10. (2) = (1) Supongamos que f no es
psendoconvexa, entonces por el lema anterior tenemos que existen z,y € Dom(f), y
z € Dom(f) \ [z. y] tal que f es constante en [z,y], ¥y f(z) < f(2), Inego %E es un
minimo local pero no es un minimo global.O

Mas adelante veremos que este resultado se sigue verificando en espacio de di-
mensiones mayores, bajo algunas hipdtesis adicionales de continuidad.

Habiamos visto anteriormente que se puede determinar la cuasiconvexidad (con-
vexidad) de una funcién f : & — R U {400}, analizando la cuasiconvexidad (con-
vexidad) de las funciones f,4 : B — RU {+o00} definidas por f.a4(t) = f(z + td);
donde z v d recorren X. La siguiente proposicion muestra, que se puede hacer lo

mismo para una funcién pseudoconvexa.

Proposicion 2.16 Ses f: X — R U {+00}. Entonces
[ es pseudoconvera, s y sélo si frq es pseudoconvera¥z, d € &

Prueba
=) Si f cs pseudoconvexa, entonces obviamente f, 4 es pseudoconvexa ¥z, d € A.

<)Seanx,y € X, z = Az + (1 = Ny €]z, |, tal que

f(z) = flz).
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Por hip6tesis la funcién f; . es pseudoconvexa v como fy4-2(0) = f(z), foy-2(A) =

f(2) ¥ fey-=(1) = f(y) tenemos entonces
flz)= fr,y—z':”"] < fry-2(1) = f(3),

tomando extremos f(z) < f(y). O



Una curiosidad en R.
Teorema 2.17 See f: R = R una funcién cuasiconveza. Enlonces
f es pseudoconveza, si y sélo si f es pseudoconveza.

Prueba Primero supongamos que f es pseudoconvexa, bastara probar que siempre
que J sea constante en [z,y] € Dom(F), entonces F(z) > F(2), V= € Dom(f), pues
desde que [ es cnasiconvexa, del lema (2.14) obtendremos el resultado. Para esto
pongamos a = f(z) y veamos que f(p) < ¢, Vp € Dom(f). Supongamos que csto
no es cierto, i.e. existe p € Dom(f), tal que

flp) <a.

Ahora como para una funcién cuasiconvexa definida en R los puntos de discontinuidad
son numerables; existe z € |, y[ tal que a = f(z) = f(z), luego

f(p) < f(z) implica f(w) < f(z) =a, Yw € [p,2],

en particular Yw € [p, 2]N|z,y[ de donde a = f(w) € f(w) < a para algin w, lo
cual es una contradiccién.

Ahora supongamos que f es pseudoconvexa, y Supongamos que existen r,y €
Dom(f) ¥y z € [z,y] wal que f(x) = f(z) > f(y), entonces del lema 1.37 tene-
mos que [ es constante en [z, 2], procediendo como antes escojamos w € [x, 2] tal
que f{w) = f(w), entonces tendriamos

fw) = £(2) > T
¥ la psendoconvexidad de F y su definicién implicaran entonces
f(@) 2 flz) > flw),
lo cual es una contradiceion, desde que f(x) = f(); por tanto f es pseudoconvexa.O
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2.4 Continuidad y Diferenciabilidad

En esta seccién estudiaremos propiedades relativas a la continuidad y diferenciabili-

dad, de las funciones pseudoconvexas.

Lema 2.18 Sea f: X - RU {+oc} cuasiconveza. Entonces f: X = R es pseudo-
conveza si, y solo si, Yy € Dom(f);

T € Syy(f) implica [z,y) C Sy (f)-
Prueba
=) Seay € Dom{f)yz € :‘g'}a{f}, entonces tenemos f(z) < f(y), si para algin
z € [x,y) se tiene f(z) > f(y) de la pseudoconvexidad de f tendriamos que f(z) <
f(z) < f(y), lo cual es una contradiccién. Esto implica que |z, 3(C [z,¥) C Sy (f)

!

<)Se sigue dircctamente del lema 2.3, por la definicion de Sy, (f).
Lema 2.19 Sex f : X — R U {+oc} una funcidn para la cual tode minime local

es un minito globel, entonces Yy € Dom(f) con .é';a}{f} # 0, se cumple que
y € Sym{f).

prueba Supongamos que existe y € X tal que %( fl#0ey¢ ﬁ( f). entonces
Je > 0talque Vw € B.(y): f(y) £ f(w) luego y es un minimo local y por hipdtesis
entonces, ¥ es un minimo global, lo que contradice que %( Fy#0.

El siguiente resultado extiende el ya existente en [26] para funciones continuas; a

funciones que solo son semicontinuas superiormente.

Teorema 2.20 Supongamos que X es de dimensidn finita. Sea f: X — RU {400}
una funcidn semicontinua superiormente, cuasiconvera. Entonces f es pseudocon-

veza s, y solo si, Yy € X con Sd};;;.{f) # 0 se tiene que y € ST{;){f)-
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prueba

<) Desde que f es cuasiconvexa y semicontinua superiormente, para cualquicry € A
el conjunto 3};[!] es convexo y abierto, si ademds es no vacio, por hipétesis Lenemos
quey € S=;r,_](f), luego como X ¢s de dimensién finita

z € Sp(f) implica [z, (S Sy ()-

luego por el lema 2.18 tenemos el resultado.

=») Directo del corolario 2.10 y el lema 2.19.

Observacién 2.3 La semicontinuidad superior es imprescindible en el leorema an-

terior, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4 Consideremos la funcién f : R? = R definida por,
0, siz<0ey<0,

5, 8 y=0y2z €] =oc0

l: 8?1!!:“, HIE[ﬂ,l{,
hz’+y’+2, siz>0ey>0,

fla,y) = <

e
Es un ejercicio practico probar que f asi definida ¢s cuasiconvexa, y y € Sy (f) para
todo y¥ € R® pero f no es semicontinua superiormente ni pseudoconvexa.
En el siguiente teorema extendemos el resultado dado en [26] para [unciones con-

tinuas, exigiendo solamente semicontinuidad superiormente.

Teorema 2.21 Sea X un espacio de dimensidn finita y f : X = RU {+oc} una
funcién cuasiconveza, semicontinua superiormente. Entonces, f es pseudoconveza si

y s6lo &t todo minimo local de [ es también un minimo global.

Prueba. =) El resultado es dado en el lema 2.10.
4=) Directo del lema 2.19 y e la proposicion 2.20.

101



Proposicién 2.22 Sea f : R — R U {+o0} una funcién pscudoconveza,
diferenciable en el abierto Dom(f), entonces Yz € Dom(f) tal que [f'(z) >
0, se cumple gue f(x + A) > f(x), YA € [0,1).

Prueba. Dado A € [0,1] fijo ; de 11_1;.:10 iCh ti = /(@) > 0, podemos encontrar ¢
suficiente pequefio £ €]0, A, tal que f(z + 1) > f(z). Comoz+¢t € [z,z+ A la
pseudoconvexidad de f implica f(z + %) < f(z + A), que junto con la desigualdad
anterior nos da f(z) < f(x + A). Luego la proposicién esta probada.

A continuacién damos e] principal resultado de esta seccidn, en el cual se carac-
teriza a las funciones psendoconvexas diferenciables por medio de su gradiente, de
manera andloga a las caracterizaciones que fueron hechas en 2.23 para las [unciones

cuasiconvexas ¥ convexas.

Proposicién 2.23 Sea C C X, abierto convexo y f: C — R una funcién diferen-

ciable, que sabisface:

z.y € K y f(y) < f(z) implica (Vf(z), y —a) <0

entonces V[ es psendomondiono.

Prueba. Sean z,v € C con

{‘Ff[y),x - ?:I"} > ﬁ:

entonces

luego existe £p > 0 con

fly +tolz — ) - fly) >0,
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entonces haciendo 2z = y + to(x — ),
{VJ(z),y — 2) <0 lo que implica {V(z),z — 2} < 0;

de lo cual deducimos que

) < £(2) < fl=).
Por hipéiesis entonces

(Vf(x),y—x) <0.

Lo que muestra que, V f es pseudomonétono.

Teorema 2.24 [24] Sea f : X = R una funcidn diferenciable en el abierto Dom(f).
Son equivalenies:

1) f es pseudoconveza.

2) V[ es cuasipseudomondtono.

Prueba. (1 = 2) Como f es pseudoconvexa, en particular es cuasiconvexa, luego
por la proposicién 1.35 tenemos que V f es cuasimonétono. Sean z,y € Dom(f) tales
que {Vf(x),y — z} > 0, si existe un intervalo I C [0, 1] tal que fry-2t) =0, YVt
entonces fr,_; es constante en I y por el lema 2.14 deberfamos tener fr, .(f) <
fry-2(0) para £ € I, Por la proposiccién 2.22 como j! y-z(0) > 0, en particular
Jry-2(A) > fry—2(0) WA € I, lo cual es una contradiccién con lo obtenido anterior-
mente. Por lo tanto Vf es cuasipseudomonétono.

(2 = 1) Si f no fuera psendoconvexa, existiria [z,y] C Dom(f) ¥ z €
Afin{z,y}(Dom(f) tal que f es constante en [z,y] ¥ f(2}) < f(z); sin pérdida
de generalidad podemos suponer que € [z,y], entonces aplicando el teorema del

valor medio a la funcién f,,_. ¥ a los puntos correspondientes a z y a y tenemos
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que existe w €]z, y[ tal que (V f(w),w — z) > 0. Luego de (2) existe (w,) C)z,y[ tal
que w, — ¥ con {Vf({wy),w, — z} > 0. Lo cual es una contradiccién pues para n
suficientemente grande, w, € [2,y], pero f.y_. es constante en [0,1) y esto implica
que f; . .(t) = 0 para todo & € [0,1]. Por lo tanto f es pseudoconvexa.

Corolario 2.25 [7] Sea K C X, no vacio convezo abierto y f : K — R, funcidn
diferenciable en K, que satisface

z,y € K y f(y) < f(z) implice (Vf(z).y—2) <0

Entonces f es pseudoconvera.

Prueba. El resultado se sigue directamente del teorema anterior v de la proposicién
2.23.

2.5 Caracterizacion de funciones pseudoconvexas

por medio de su subdiferencial

En esta seccidn daremos una caracterizacion de las funciones pseudoconvexas no
diferenciables, aparecida en [3] por medio de su subdiferencial de Clarke Rockafeller,

aniloga a la que se dio en la subseccién 1.8 para funciones cuasiconvexas y convexas.

Lema 2.26 Para una funcién f : X — RU {+oo} pseudoconveza y semicontinua

inferiormente se cumple:
Ja* € af(x) : (x°.y — =} > 0 implice f(z) < f(y) para todo z € [z,y| (2.4)

Prueba. Por el lema 2.3 bastara probar que f(z) < f(v). Supongamos que f(y) <
f(z), como f es particular cuasiconvexa por el teorema 1.84 el primer termino de

(2.4) implica que f(z) < f(y) ¥ como f es pseudoconvexa concluimos que f es
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constante en [x,y). Ahora como (z*,y — ) > 0, aplicando el lema 1.87 (1) tenemos
que ¥ es un minimo local de f y por lo tante un minimo global, desde que de f es
psendoconvexa. De otro lado por lema 1.87(2), = no puedes ser un minimo local, por
lo tanto existe w € X tal que f(w) < f(z), lo que es una contradiccién con el hecho

de que f{z) = f(y) e y es un minimo global. Por lo tanto f(z) < f(y).

Corolario 2.27 Sea f: X = R U {+oc} una funcidn semicontinua inferiormente,
pseudoconveza. Si para dos puntos distintos x.y € Dom(f) la funcidn [ es constante
en el segmento [x,y|, entonces pare cualgquier z €lz,y| y 2* € 8f(z), se cumple que
{(*,y—2)=0.

Prueba. Desde que f es constante en [z,y|, para cualquier z €|z, y[ por lema 2.26
tenemos que (z*,x —2) < 0y {(",y—2z) <0, ¥z* € 8f(z). Esto implica que
(Fax—y) S0y {(2*y—2) €0, V2" € df(z),. ie (2, y—2)=0Vz€df(z), ¥y

el corolario esta probado.

Teorema 2.28 Sea f: X — KU {+00} una funcidn localinente lipschitziana. En-

tonces f es pseudoconvesa st y solamente s1, se cumple lo siguiente
3z" € 3f(z) : (z*,y — x) > 0 implica f(z) < f(y) para todo z € [z, y] (2.3)

Prueba. =) Es directo del lema 2.26, ya que una funcién localmente lipschitziana
es en particular semicontinua inferiormente.

4=) Supongamos que (2.5} s¢ cumple. Por el teorema 1.84 tenemos que f es
cuasiconvexa. Si f no es pseudoconvexa, existen z,y € Dom(f) v z €|z, y| tal que
flz) < f(z) = f(y). Aplicando el teorema del valor medio de Lebourg al segmento
[z, z], obtenemos w €|z, z[ y w* € 3f(w) tal que {w',z — z} = f(z) — f(z) > 0,
de aqui {(w*,y — w) > 0. Ahora como 2z €)w,y| (2.5) implica que f(z) < f(y), nna

contradiccién. Por lo tanto f es pseudoconvexa.
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A continuacién damos el teorema principal de esta seccidn, el cunal caracteriza

a las funciones pseudoconvexas localmente lipschitzianas por la naturaleza de su
subdiferencial.

Teorema 2.29 Sea f: X = RU {+00} una funcidn localmente lipschitziana. En-
tonces [ es pseudoconveza si y solamente si 8f es "cuasipsendomondions”.

Prueba. =) Si f es pseudoconvexa, en particular es cuasiconvexa y por lo tanto
df es cuasimonétono. Ahora sean z,y € X ¥ z° € Jf tales que (z*,y —x) > 0 el
teorema 2.28 implica que f{£2) < f(y). Aplicando el teorema del valor medio de
Lebourg, al segmento (552, ] obtenemos w €]2L, 4] y w* € 8f(w) tal que

T4y
2

%{w‘,y-$}=(W‘.y—iy-ﬁf(u)-f( ) >0,

luego por la proposicion 1.22 tenemos lo deseado.

<=) Como 3/ es cuasipscudomondtono en particular es cuasimondtono, y por lo tanto
[ es cuasiconvexa. Procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos que [ no es
pseudoconvexa. Entonces existen .,y € Domf ¥ z €]z, y[ tal que f(z) < f(z) = f(y)-
Como [ es cuasiconvexa entonces debe ser constante en [z, y). Aplicando el teorema
del valor medio de Lebourg a este segmento, conseguimos z, €]z, y[ ¥ z} € 8f(x) con
{x},y — 2} > 0. Como 8f es cuasipscudomonétono existe z; €lz, y{ ¥ 2} € 8f(z,) tal
que {2],y—z) > 0 ¥ de aqui {2],y - z) > 0. Del lema 1.87(3) aplicado a [2,y], para
todo w €]z, y| y w* € 8f(w), {w*,y — ) =0, lo cual es una contradiccién, pues df
es cuasipseudomonétono.

Corolario 2.30 Sea f: X = RU {+0c} una funcién localmente lipschitziane, que
salisface

x.y € X y3x~ € af(z): (z°, yx) = 0 implica f(z) < f(y).
Entonces f es pseudoconveza,
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Prueba. Del teorema 1.88 8f es pseudomonétono, en particular es cuasipseu-
domondtono. Luego del teorema anterior f es pseudomonétono.

2.6 Caracterizacién de las funciones pseudocon-
vexas por medio del cono normal a sus sub-

conjuntos de nivel

En esta seccién daremos una caracterizacion de las funciones pseudoconvexa, debida a
[5] en términos de una multifuncién asociada a estas, la llamada multifuncién normal
Ny, primero haremos la caracterizacién para las funciones cuasiconvexas y luego para
las psendoconvexas, mostrando al final de la seccién que esta caracterizacion no puede
ser utilizada cuando trabajamos con funciones convexas.

Para una funcién f : X = RU {400} s.ci, se define la multifuncién normal
Ny: X =3 A" por

Ny(z) = Ns,..(z); siz € Dom(f), ;
@; en otro caso
donde Ny, () es el cono normal de Clarke, de Sy (f) en el punto z.
Proposicién 2.31 Si f : X = RU {-+cc} s.c.i es cuasiconveza, entonces
Ni(2) = {z" € X*: (', y — z) < 0 siempre gue f(y) < f(2)}

Prueba. Sea A= {z* € X" : {y*,y — x} < 0 siempre que f(y) < f(z)}
Como f es cuasiconvexa y s.c.i. para cada z € Domf, Sy (f) es convexo y cerrado,
luego por la proposicién 1.61

Tsy(2) = | MSpar(f) = {2})- (2.6)
A>0

107



Si f(y) € f(x), entonces y — = € Ts,.,(x) ¥y por lo tanto {z*,y —z) £ 0, V2" €
Ns,(.stn» como y fue tomado arbitrariamente, esto implica que N;(x) C A. Seaz* €
Ay tomemos d € Ty, (x), de (2.6) existen una sucesiones Ap L0 ¥ {¥n} € Sy)(2)
tal que A, (y, = ) = d, de donde
(&) = Jim (5", dalt — 2)} <0
como d fue cualquiera, esto muestra que z* € Ny(z), también como =" fue arbitrario
se sigue que A C Ny(z), ¥ por lo tanto 4 = Ny(z).
Lema 2.32 Sea C' un subconjunto cerrado no vacfo de X y sea ¥ su funcidn indi-
cador fi.c. ¥(z) =0, siz € C yv(z) = +o0 six € C). Entonces
(1} Ny (x) = 8ve(z), pare cualguier z € C.
(2) Para cualquier x € C e d € X.Son equivalentes:
(a) ¥z, y — ) = +oc,
(%) y— z ¢ Tc(a),
(¢) 32* € Ny(z) : {a*,y —2) > 0.
Prueba. (1) Observe que esto ya fue visto en el ejemplo 1.7; pues si z € C entonces

Seetsy(¥e) = C. (2) Del corolario, 1.68 tenemos que 41 (x;d) = sup{{z*.d) : =" €
due(x)}: 1o que es equivalente por (1) a

ve(z3d) = sup{(z”,d) : 2" € Ne(x)}, (2.7)
de donde se sigue por el lema 1.33 que

+o00 sidé¢ Telz),

(2.8)
0 sideTe(x)

‘E:'E-{;l:,d) = {

Luego de (2.8) ¥ (2.7), se sigue directamente las equivalencias.
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Teorema 2.33 Sea f: X — RU {+oc} una funcidn semicontinua inferiormente.
Considerando las siguientes afirmaciones

1) f es una funeién cuasiconvera.

2) z,y € Dom(f), z* € Ny(z) y {z*.y — =) > 0 implica f(x) < f(y).
3) Ny es un operador ciclicamente cuasimondlono.

4) Ny es un operador cuasimondtono

Tenemos que (1) = (2) = (3) = (4). Ademds si [ es continua (4) = (1), y por lo

tanto las tres condiciones son egquivalentes.

Prueba. (1) = (2) En cfecto, si para algin =7 € Ny(x) = Ng, ., tenemos (z",y —

x} > 0, entonces y — x & Ts,,,(x). Desde que Sy es convexo, el cono tangente de

clarke Ts,, ., (x) coincide con el cono de Bouligand U MSstz) — {2}), luego y no puede

ser un elemento de Syr)(f), por lo tanto f{x) {?Fy]. (2) = (3) Sea {x1, T2, - Tn}
cnalguier subconjunto finito de elementos de X, supongamos que parai € {1,2.-:n},
existe ¥ € Ny(x;) tal que {x}.xi11 — %} > 0 donde x4, = 21, la hipétesis implicara
flz) < flx2) < --+ € f(Zas1) = f(z1), lo cual es una contradiccén, asf Ny es
ciclicamente cuasimonétono. (3) = (4) obvio.

(3) = (1)Por reduccién al absurdo, supongamos que f no es cuasiconvexa, en-
tonces para algin zo € Dom(f), la funcién ,, no cs cuasiconvexa de donde por el
teorema 1.84 tenemos que su subdiferencial di,, no es cuasimondtono, luego cxiste

z,y € Domyz, = Sp(xo)(f): &* € Oso(2) ¥ y™ € by (y) tales que

(" y=2) >0y {y,x—y) >0 (2.9)

lo que implica por el lema 2.32 que ¢! (z,y — =) = +oc.

Afirmacién. f(z) = f(y) = f(zy). Obviamente tenemos que f(x) < f(zo). pues
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z,Y € Spizp)(f) Supongamos que f(z) < f(zo), entonces podemos encontrar § > 0
tal que f(u) < f(zo) para todo u € Bs(z) de aqui se sigue que la funcién ¥y, es
localmente constante en , lo que contradice que ¥} (2,y — x) = 0o, por lo tanto
f(z) = f(zo), procediendo de manera ansloga tenemos que f(xo) = f(y). Ahora
COMO ¥, = ¥y = 1)y, T° es un elemento de Hy,,(z) = v (z) luego por el lema 2.32(a)
x* € Ny(x), e igualmente obtenemos y* € Ny(y), lo que junto con (2.9) contradice la
cuasimonotonicidad de Ny, por lo tanto f es cuasiconvexa; y la prueba esta completa,

Teorema 2.34 [5] Sea f: X = RU{+0oc} une funcién semicontinua inferiormente
y continua en su Dom(f). Las siguientes afirmaciones son eguivalentes:

1) f es una funcién pseudoconveza.

2) x,y € Dom(f), =~ € Ny(x) y {z*,y — z) > 0 implica f(z) < f(y), Yz € [z.y[.

3) N es cuasipseudomondtono.
Prueba. (1) = (3) Supongamos que [ es psendoconvexa, por el teorema 2.33
Ny es un operador cuasimonétono. Sean x,y € Dom(f), ¥ 2* € Ny(z) tal que
{(z*,y =z} > 0; por el teorema 2.33(2) tenemos f(z) < f(y). Tomemos z €]ZF, y[.
Por la pseudoconvexidad de f, y ¢ Syuy(f). también como Sppy(f) es convexo ¥

cerrado, existe § > 0 tal que Bs(y)NSyy(f) = 0, esto junto con la psendoconvexidad
de f nos lleva a:

conv({z} U Bs(y)) [ Sra(f) = {2}
de aqui y—x ¢ Tsﬂﬂu}{z} y por el lema 2.32 existe 2* € Ny(2) tal que {z*,y—zx}) > 0.

(3) = (2) Supongamos que N; es cuasipsendomonétono, entonces Ny es en

particular cuasimonétono, luego por el teorema 1.35 f ¢s cuasiconvexa. Sean
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z,y € Dom(f), z* € Ny(z) tal que {z*,y — 2z} > 0 aplicando el teorema 2.33
f(z) < f(y), por hipbtesis para cada z, €]z,y| fijo podemos hallar z €lz,y[ ¥
z* € Ny(z) tal que 2 €|z,2[ y {z",y — z) > 0, aplicando nuevamente el teorema
2.33 tenemos f(z) < f(y) luego de la cuasiconvexidad de f; f(z) < max{f(z), f(z)}
lo que implica f(z) < f(y).

(2) = (1) Es claro que (2) implica la condicién (2) del teorema 2.33 ¥ por lo
tanto la cuasiconvexidad de f. Sean x,y € Domf tal que 2 < f(y). demostraremos
que para cualquier z €z, y[ f(2) < f(y), como f es continua no hay pérdida de
generalidad en suponer que f(z) < f(z) para cualquier z €|x,y[. Fijemos un
elemento Z €]z, y| tal que f(Z) < f(y) podemos otra vez suponer sin pérdida de
generalidad que f(Z) < f(z) para todo z £€]Z,y[. Desde que Syz) es un subconjunto
convexo cerrado, con interior no vacio podemos separar los conjuntos Sym v 17,4l
luego existe ° € A\ {0} y o € R tal que (Z%,2') < o < (Zx,2') para todo 2’ €]z, y
y todo 2’ € Sy de aqui (2*,Z) = o y podemos concluir entonces que T € Ne(D) y
por lo tanto {(Z*,y — z) > 0.

Si (z*,y — Z) > 0 entonces por hipbtesis f(z) < f(y) para cada z € [Z,¢], ¥
combinando f(z) < f(Z) v la cuasiconvexidad de f conseguimos f(z) < f(Z) < f(v)
para cada z € [z.Z], luego f(z) < f(y),¥2z € [z.y] v la implicacién estaria
probada. Veamos que en efecto este es el caso; supongamos que (z°,y) = {,%)
entonces también tenemos (Z*.z) = (Z',Z). De otro lado, para cualquier u € Sy,
(z",u} < (%,%), de aqui, como x es un punto interior de Sy(y) que maximiza (Z*, ),
deducimos que (Z*, -} es constante en Syz;. Esto implica que z* = 0, lo cual es una

contradiccién, por lo tanto (Z*,y — %) > 0.

Observacion 2.4 El siguiente ejemplo muestrae gue no se puede caracterizar o las

funciones pseudoconvezas que solo son semicontinuas inferiormente por medio de su
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multifuncidn normal.
Consideremos la funcidn f : R2 = RU {+00} definida por

4
|z + [y silz|+ |yl €1,
lyl - 2vVI =22 +2 sijg] <lya?+E>1,
Jz) = S +00 si |z| > 1,
[yl + || =1
—_— 1 en ofro caso
L 2V1 =22 =1+ |2]

Como los conjuntos de nivel de f son convezos y cerrados, tenemos que | es semi-
continua inferiormente y cuesiconvexa, también lenemos gque en parlicular [ es
pscudoconveza. Aunque el operador normal Ny no es cuasipsendomondiono. Por
ejemplo tomando los puntos z = (1,0) ey = (1,1) tenemos Ny(y) = {MUL +
AUz} con My, A 2 0,U =]1,-1[ y Uy =|1,1| mientres que N;(y) = R{z} y Vz €
Iz ). Ny(z) = R{z}.
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Capitulo 3

El Problema de Equilibrio

En esta seccion extenderemos algunos de los resultados obtenidos en [1] v [10],
considerando una hipétesis mas débil sobre la funcién considerada en el problema de

equilibrio.

En lo que sigue A" denotara un espacio de Banach real, X un subconjunto convexo,
cerrado no vacio de A’ v f : K x K — R una funcién que satisface las siguientes

hipétesis:
(fi) flz,z) = 0 para todo x € K-
(f2) Yo € K, lafuncién f(x.-) es pseudoconvexa y semicontinua inferiormente;
(fs) F(-,u) es hemicontinua superiormente, para todo y € K.
Consideraremos el Problema de Equilibrio relativo a f,
PE: Hallae T € K talque f(T,9)>0,¥y € K. (3.1)

Para estudiar este problema, consideraremos el problema auxiliar de viabilidad
convexa relativa a los siguientes conjuntos convexos, cerrados Fy) = {# ¢ K

fly.z) <0} con y € K, esto es:
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PVC: Hallar s < ['] Fy) (3.2)
yEK

El siguiente lema establece la relacién existente entre el conjunto de soluciones

del problema de viabilidad convexa 3.2, ¥ del problema de equilibrio 3.1.

Lema 3.1 &I conjunto de soluciones del problema de viabilidad convera 9.2 es un

subcongunto del conjunto de soluciones del problema de equilibrio 9.1.

Prueba. Sea 7 una solucidon de 3.2, e y € K. Para t € (0,1) pongamos z; =
ty+(1—#)F, Si flzy) <0 = f(z,2,) paraalgin t € (0,1), la pseudoconvexidad de
f(zq, ) implicaria que f(z,, &) > 0 = f(z,, x,), 1o que es obviamente una contradicién:
luego tenemos que f{z,,y) > 0 para todo ¢ € (0,1); haciendo + — 0 de (f5) podemos

concluir que 0 < f{%, ). Lo cual prueba que T es solucidn del problema de equilibrio
3.1.

Observacidn 3.1 El reciproco del lema anterior no es cierfo en generol, para wer

esto consideremos X =R, K = [0,a] y definamos

Fz,y) = { . S

—2+1, siz>0.

El conjunto solucion del problema de equilibrio es {0,a} mientras que el conjunto

soluctdn del problema de viabilidad convexq es {a}.

Una condicion que garantiza que el conjunto de soluciones del PE y del PVC
coincidan es la siguiente :
(fs) : Para todo z,y € K; f(r,y) > 0 implica f{y,z) < 0; que a su vez es equnivalente
a

(fs) : Para todo 2,y € K flz, %) > 0 implica fly,z) < 0;
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Proposicién 3.2 Si [ satisface f1, fa fs y f5, entonces se cumple que:

(f1) : Pura todo subconjunto finito {x). 2+ 2,} C K y todo z € conv{zy, xy--- 2,

se liene que 11!1_i£1 {f(yi.2)} < 0; las funciones que satisfacen esta propiedad son
15n

conocidas en la iterature como funciones diagonalmente cuasiconcavas.

Prueba. Supongamos que f no es diagonalmente cuasiconcava. Entonces existen
{2, ,on} © K v 2 € conv{zy,xg,---,2,}, satisfaciendo f(z;.z) > 0 para
todo:=1,2--- ,n, lo que implica por fI que f(z, ;) < 0 paratodoi € {1,2--- n}.
Ahora como f(z,.) es cuasiconcava, f(z,z) < fﬂfﬁ;{ flz,x,)}. De designaldades

anteriores f(z,z) < 0, lo cual es una contradiccidén con f;.

Proposicién 3.3 Bajo el contexto del problema 3.1, Si f satisface fi-fs y fs en-
tonces el problema de equilibrio 3.1 y el problema de viabilidad conveza 3.2, tenen el

masmo conjunte de soluciones.

Prueba. Del lema 3.1 tenemos que el conjunto de soluciones del problema de viabil-
idad convexa, esta contenido en el conjunto de soluciones del problema de equilibrio.
Ahora si T es una solucién del problema de equilibrio, tenemos que f(T.y) > 0 para
todo y € K} luego f; implicara que f(y.7) < 0. Esto es, T es también una solucién

del problema de viabilidad convexa.

3.1 Resultados de Existencia

Daremos un primer resultado de existencia de solucién del problema 3.2 cuando K

es acotado en un espacio de Banach reflexivo.

Lema 3.4 Sea X' un espacio de Banach reflexivo. Supongamos que K es acolado u
que [ saetisface las condiciones fy- fi. Entonces el problema de viabilidad convexa

3.2 tiene por lo menos una solucidn.



Prueba. Como los conjuntos F(y) = {¢ € K : f(y,z) < 0}, son convexos,
cerrados y acotados y por lo tanto débilmente compactos. Solo falta verificar la

hip(2) del lema 1.19 para concluir que n F(y) # 0. Para esto tomemos cualquier

yek
subconjunto finito {y,,ys,... 4.} de K y z € conv{y,,92,...7.}. Por fy tencmas

que min f(y;, z) > 0, de donde existe i € {1,2,--- ,n} tal que f(y:.2) < 0, luego
z € F(y;). Esto prueba que F satisface la hip(2) ¥ por lo tanto el lema, esta probado.

Ahora considerando el problema de equilibrio 3.1, definirnos la funcién gap, g;

& = RU {+oo} por

Supyer Sy, %) s x €K,
=00 1 Otrd caso.

g9s(z) = (3.3)

Lema 3.5 La funcién gap gy es no negativa, semicontinua inferiormente, ademds
st para cada * € K, sup,cy f(y.x) es alcanzado, gy es también pseudoconveza.

Prueba. Para ver que g, es no negativa, basta con observar que f(x,z) = 0 para
todo € K, también como f(y,) es semicontinua inferiormente para todo y € K,
entonces del lema 1.1 tenemos que gy(:) = sup f(y, ) es semicontinua inferiormente.
Ahora supongamos que para cada z € K ex!rl::a ¥ € K con gs(z) = f(ys, x), veamos
que gy es pseudoconvexa. Sean 2,F € X y z € [z,T] tal que gp(2) 2 gy(x), si
gs(z) = 400 por lo que estamos suponiendo z ¢ K vy si g;(z) < +oc, entonces ¥
tampoco pertencce a K pues K es convexo, Inego gy(z) £ g¢(F). Supongamos en-
tonces sin pérdida de generalidad que z, ¥ € K entonces para z € [z, 7] existe zp € K
tal que g¢(z0) = f(z0, 2), luego f(20,2) > g5(z) > f(z0,) de aqui f(yo,2) > (o, )
lo cual implica por la pseuadoconvexidad de f(zp.') que f(z,2) < f(%,%). Luego
91(2) < g5(Z) ¥ por lo tanto gy es pseudoconvexa.

En lo que sigue usaremos la siguiente notacién
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1) m = inf gy(z)
2) M = {z € X/gy(z) = m}.

Observacién 3.2 M es el conjunio de minimizantes de g; y m es el minimo valor
de gy, si M #4.

Teorema 3.6 Ll Problema de Viabilidad conveza 3.2 tiene solucidn si y sélo si,
M#£0Q ym=0. Ademds M es el conjunte de soluciones de este problema,

Prueba.

=) Sea z una solucién del PVC 3.2, i.e. f(y,x) <0, Yy € K, entonces g;(z) < 0,
luego como del lema 3.5 gj(z) > 0,Vz € X, gy(xr) =0 estoesm =0y z € M.
<) Tomemos x € M entonces por definicién de gy, sup s f(z,%) = 0 pues m = 0,
de aqui tenemos que f(y,x) < 0Vy € K, por lo tanto = es solucién del PVC 3.2.

Observacién 3.3 Cuando el problema de equilibrio ne tiene solucidn puede ocurrir
que M # 0 ( en este caso m # 0} o que m = 0 (en este caso M = 0). Para ver
un ejemplo del primer caso, considere K = [0, +oo y f(z,y) = -4+ 1,siz >0y
flO,y) =0, enestecasom=1yM =K.

Para ver el segundo caso, considere K = R y f(z,y) = expy — expz, en este caso
m=0yM=0.

Definicién 3.1 Para cada subconjunio no vacio K C X, definimos la aprozimacién
asinidtice de K por
A(K) = {{KH}HEN!KD, C coreyx Kpyy ,E Kon¥neNy U Kn= K}

nEN
Lema 3.7 Consideremos el problema de equilibrio 3.1 con A(K) # 0. Para cada

{Ka} € A(K), la sucesion (g]) donde ¢} : X — RU {+o0} es definida por:

sup fly,z), st z €K,
gj(z) = § veka
+co, en olro caso,
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€8 una sucesidn no-decreciente de funciones semicontinuas inferiormenie propias.

Ademds para todo x € K, g¢(z) = lim g7(z).
=D

Prueba. Aplicando el lema 3.5 con K = K, tenemos que g} es semicon-
tinua inferiormente y propia. Ahora como K, € K4, C K, para todo n € N,

sup f(y.z) < sup f(y,z) < sup f(y,z) para cada x € K, lo que es equivalente a

yEKu YERK sy wEK

gH(x) < g7+ (z) < gp(z), esto muestra a la vez que {97} es no decreciente y esta aco-

tada superiormente por g;. Ahora veamos que sup{g}(2)} = gs(x) para cada z € K,
wEM

filemos = ¥ pongamos sup{g}(z)} = A, por reduccién al absurdo supongamos que
neN

A < gg(x) entonces para e =

z)—A :
g/(x) — A }2 tenemos que existe y € K tal que

fy,z) 2 gs(z) —¢
y como K = U K, también existe n € N tal que y € K, luego
neW

grlz)+ A

Az gi(z) 2 fy,z) 2 gs(x) —e = 2

y de aqui A > g;(z), lo cual es una contradiccién, por lo tanto el lema esta probado.

Observacién 3.4 Consideremos el problema de equilibrio §.1 con f satisfaciendo f,-
fs y una sucesién de conguntos {K,} € A(K) para cada n € N e y € K, definimos

Fyly) = {z € K, : f(y.2) <0} observemos que n Fuy)C{z e K: flz.y) 2

ﬂERn
0,Vy € K} i.e cada solucidn del Problema de viabilidad convexa restringido a K,

¢s solucion del problema de equilibrio restringido a K.

Lema 3.8 i para alginn € N y algiin x € ﬂ Foly) existe y € corex(K,) tal que
YEKn
f(z,y)} <0, entonces z es solucidn del problema de equilibrio.

Prueba. Basta probar que f(z,w) > 0 para todo w € K \ K,,, pues ya tenemos
que f(z,w) 2 0 para todo w € K,. Tomemos w € K\ X, por definicidn de corex K,
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existe ¢ €]0, 1[ tal que tw + (1 — t)y € K,, luego f(z,y) < 0 < flz,tw + (1 — t)y).
Ahora, de la psendoconvexidad de f(z,-}, 0 < f(z,tw + (1 — 8)y) < flz.w) ie

0 < f(z.w), que era lo que queriamos probar.

Definicidn 3.2 En el contexto del problema de eguilibrio, la funcidn gap g5 es lla-
mada secuencialmente inf-compacta si existe una sucesion de subconjunios converos
cerrados no vacios {K,} € A(K) tal que :
1) Paratodon €N, (| Fu(y)#0.
wEk,

2) M es no vacio.
4) Eristei,j € N tal que {z € X:g}{a:) < m} C corex(Kj;)

Teorema 3.9 En el contexio del problema de equilibrio, si g; es una funcidn secuen-

cialmente inf-compacta, entonces el problema de equilibrio tiene solucién,

Prueba. Para cada n € N tomamos z, € n Fo(y). Siexiste n € N tal que

yEKa
Ty € corex Ky, entonces por el lema 3.8 z, es solucién del problema de equilibrio.

Ahora si para todo n € N, 2, € K, \ coregK,, por el item 2 de la definicién
3.2 tenemos que M es no vacio. Supongamos que m > 0, por el item 3 de la
definicién 3.2 tenemos que existe 7.7 € N tal que {z € A : g} < m} C coregK;,

> m, pues T, & coreglk,

tomando n = max{i, j} entonces 0 = g7(x,) > gj(z,)
contradiciendo el hecho de que m > 0, luego m = 0 y se tiene la afirmacién aplicando

¢l teorema 3.6.

Observacion 3.5 Supongamnos que X es de dimensidn finita. Sea h : X —

R U {+oo} una funcidn semicontinua inferiormente, propia, pseudoconveze tal que

hiz) = lim h,(z), Yz € X donde {h,} es nna sucesidn no decreciente de funciones
n—ros

semicontinuas inferiormente, pseudoconveras, propias definidas en X con valores en
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RU {+o0}. Probamos en la proposicién 1.55 que si h tiene un subconjunto de nivel
compacto y no vacio, enlonces para n suficienfemente grande h, tiene también un

subconjunto de nivel compacto.

Proposicién 3.10 Consideremos el problema de equilibrio con X de dimension finita
y K un subconjunto ne vacio, cerrado, convezo y no acotado. Si [ satisface fs y M

s no vacio y compacto, entonces gy es secuencialmente inf-compacto.

Prueba. Para cada n € N definamos K, = {z € K : ||z]| € n}(sin pérdida de
generalidad supongamos que X, # 0¥n € N). Entonces {K,} € A(K) es una
sucesion de conjuntos convexos compactos. el item 1 de la definicién 3.2 se sigue
del lema 3.1, el item 2 es precisamente la hipétesis de que M # 0 v el item 3, de la

observacién anterior.

Ahora consideremos ¢l problema de equilibrio, en un espacio de Banach real re-
flexivo y f satisfaciendo fi- f5. introduzcamos la siguiente condicién:

fe: Para toda sucesion {iy }nex C K \ {0} satisfaciendo:
1) Jim [lon] = +00

2) “—ﬁﬂ converge débilmente a un elemento 2, que satisface f(y,x + y) < 0, para
todo y € K, existe una sucesion {u, }aex C K tal que para m suficientemente

grande:

(a) [luall < llznll,

(b) S(#n,,ua) <0,

Bajo las siguientes condiciones han sido dados resultados de existencia para el

problema de equilibrio,



(C1) Unafuncién f : K x K se dice que es 1 —coercitiva en K si existe un subconjunto
compacto L de X y y € LN K tal que para cada z € K\ L, f(x, 1) < 0. [14]

(C2) Una funcién f : X x K se dice que es 2 — coercitiva en K si existe un conjunto
compacto C' C K tal que para cada z € C \ coreg,, existe a € corexC tal que
f(z,a) < 0.[9]

La siguiente proposicién muestra que la relacién existente entre los conceptos de

1 — coercitiva y 2 — coercitiva, con la condicién f.

Proposicién 3.11 Pare una funcién f : K x K — R tenemos que si f es I-coercitiva

o 2-coercitive, entonces [ salisface fo.

Prueba. Seax, C K\{0} con ||z.]| = +o0 ¥ 2 — x, satisfaciendo f(y, z+y) < 0.
Si f es l-coercitiva, entonces por definicién existe un subconjunto compacto C e
y € CNX tal que f(z,y) < 0 para todo z € K \ C, tomando u, = yVn € N,
tenemos que se satisface (a) y (b) de fe.

Si f es 2-coercitiva, por definicién existe 2 € K tal que f(y,z) < 0¥y € K, ahora
basta tomar u, = &, ¥n € N, ¥ esta sucesién cumple con lo requerido en fs. La
reciproca de la proposicn anterior no es cierta en general, como lo muestran los

siguientes cjemplos:

Ejemplo 3.1 Considerernos X =R y f : RxR = R dada por f(z,y) = h(y) - h(z)
con h definida por hz) = Fa gD,
(0. en otro caso.
Como para todo y € R existe un 2 € R tal que y — z > 0 y es equivalente o

f(z,y) > 0 en particular [ no es I-coercitiva,

Prro es f salisface las condiciones f- fe.
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Ejemplo 3.2 Consideremos K = [0,+cc[ g f 1 R X R — R definida por f(z.y) =
y—x. En este caso f no es 2-coercitiva.

Pero es [ satisface las condiciones fi- fs.

Como se vio en los ejemplos (3.1) ¥ (3.2), 1 —coercividad y 2 — coercividad no son
condiciones necesarias para que el problema de equilibrio tenga solucién, ¢l siguiente
resultado muestra que este no es el caso para fs i.e. fs es una condicién necesaria vy

suficiente para que el problema de equilibrio tenga solucién.

Teorema 3.12 La condicidn f; es una condicidn necesaria y suficiente para que el

problema de equilibrio tenga solucidn.

Prueba. Necesidad: Consideremos z, € K \ {0} con ||za]| = +o0 ¥ & = =,
satisfaciendo f(y,z+y) < 0. Sea w una solucién del problema de equilibrio, tomando
U, = w¥n € N obtenemos a y b de fe.

Suficiencia: Del lema 3.4 tenemos que para cada & € N m Fi(y) # @, tomemos
VEK.

Iy € ﬂ Fu(y) ¥ consideremos dos casos:
yeK

1) Si ||#a]] = k para todo n € N. Para y € K fijo, tomando m > ||y|| tenemos

fy, %) < Oparatodon > my comode f» f{y,,) es en particular cuasiconvexa

Sy, (1 - N ;“" Yu + ”,:n”mn} < max{f(y, ), [y, 22)} €0; ¥n2m. (34)

Ahora como (1— mﬁ]y+mxﬂ} — y+z de 3.4 y de la observacién 1.12, f{y, y+
x) < 0. Luego por fs existe {u,} C K tal que para k suficientemente grande
lue|| < |l#&|l ¥ f(ze,2x) < 0, de la primera desigualdad por la proposicién 1.16
tenemos que u; € corex K, vy por el lema 3.8 concluimoes que u; es solucién del

problema de equilibrio.
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2) Siexiste n € N tal que ||z, < = entonces nuevamente por la proposicién 1.16

Ty € coreg K, ¥ por el lema 3.8, z, es solucién del problema de equilibrio.

3.1.1 EL Problema de Minimizacién Pseudoconvexo.

En esta seccidn estamos interesados en ver el problema de minimizacién de una

funcion pseudoconvexa semicontinua inferiormente i X — R,
MP : Hallar zq € & tal que h(zg) < h{z), para tode z € K.

Para esto tomaremos K = Dom(h) y f(z,y) = h(y) — h{z), V2,v € K. Veamos que
[ asi definida satisface f,.fa,f2 v fs.

o f(z,z) = hiz)— h(z) =0.

o flz,:) = h{-) — h(z), para cada x € K es pseudoconvexa v semicontinua infe-

riormente, desde que b es semicontinua inferiormente vy pseudoconvexa.

» fly,') = h{y) — h(-) es semicontinua superiormente, pues —h es semicontinua

superiormente.

e Claramente se satisface también f; pues f{z,%) = — f(y, z).

Proposicion 3.13 Con respecto a este problema se cumplen las siguientes afirma-

CIONES!
1) La funcidn gop g¢, de la definicion 3.9 se reduce a

hixz) — inf h(y), six € K = Dom(h),
gr(z) = veK
4o, en ofro cnso.

2) Sih es acotada inferiormente, enfonces m = in£ ge(z) =0,
xE
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9) Si®# M= {z€X: g;(x)=m}# A, entonces h es acolada inferiormente.
Prueba. 1. De la definicién de g;(x) vy f tenemos

9¢(z) =sup f(z.9)
yek
= sup{h(z) — h(y)}
vEK
= h(z) + sup{—h(y)}
yek
= h(z) - inf A(y).

2. S5a= inj[l; h(y), entonces 3.3 queda como
yE

(3.6)

hiz) — o, siz € K = Dom(h),
g9s(x) =
+00, en otro caso.

luego
m = inf g;(z)
= inf {A(z) — o}
= iEE_ h{x) = o = 0. pues o es nna constante,)
P 4

3. Por reducccion al absurdo supongamos que h no es acotado inferiormente, entonces
infyexe = —oc luego por 3.5 gs(x) = 400 ¥V € A, de esto concluimos que m = 400

y M = X. Lo cual es una contradicecién, pues por condicion M # &

Teorema 3.14 Sea X un espacio e Banach reflexivo, entonces

1) Si X # M #0; el conjunto M de minimizantes de la funcidn gap g5 coincide

con el conjunto de soluciones del problema de minimizacién pscudoconvera.

2) SiM #0 y M es acotado; V ={z € X : h(z + x) < hiz) pura lodo z € K} =
{0}
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Prueba. 1. Por 3.13 tenemos que m = 0, luego por el teorema 3.6 M es el conjunto
de soluciones del PVC que en este caso obviamente coincide con el conjunto de
soluciones del problema de minimizacién. 2. Tomemos z € V ie. h(z +z) < i(2)
para todo z € K. Luego z+ 2 € K para todo z € K y de aqui h{z + 2z) =
h((z + ) + ) < h{z + z) < h(z) para todo z € K, esto implica que 2x € V,
procediendo de la misma manera obtenemos que nz € V para todo n € N. Tomemos
ahora w € M, es to es m < h(w + nz) — infcx My) < h(w) — infyex A(y) = m para
todo n € N; por lo tanto w + nx € M¥n € Ny como M es acotado necesariamente

z=10.

Teorema 3.15 Sea A’ un espacio de dimensidn finita, C' un subconjunto cerrado,
convezo no vacio de X y h: X — RU {+oo}, una funcién propia, pseudoconveza y

semicontinua inferiormente. Si el siguiente problema
(PA) : Encontrar z € X tal que ||z]| = 1 y h{z +y) < h(y)Vy€C
no tiene solucion, enlonces el problema l'l'::_ltli:l h(x) tiene solucion.
x

Prueba. Tomemos K = Dom{h)NC. Si K = § entonces la afirmacién se cumple
trivialmente pues h(z) = +oc para todo 2 € C. Si K # @ definamos f(z,y) =
h(y) — h(x) para todo z,y € K. Entonces como va habiamos visto anteriormente,
una funcién asidefinida satisface f,- fi. Ahora si (AFP) no tienc solucién, entonces la
condicién (2) de f; nunca ocurre, luego f7 se satisface por vacuidad y el resultado se

sigue del teorema 3.12.

3.1.2 El Problema de Desigualdad Variacional

Sea A’ un espacio de Banach real v K un subconjunto no vacio, convexo y cerrado
de A. Dada una correspondencia T : K = A" con valores no vacios, que satisface

las siguientes condiciones
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(Ti) T(x) es un conjunto compacto en la topologfa débil estrella.
(T2) T es débilmente hemicontinua superiormente.
(T3) T es propiamente cuasimonétono,

El Problema de Desigualdad Variacional relativo a T (denotado VIP') es

VIP : Hallar 5 € K tal que
para todo z € K, existe z° € T(xg) : (z",2 — z} = 0.

Definiendo f: K x K = E por
flz,y) = zgggﬂ}{fr Y=z
observe que f esta bien definida, por la condicién 7] i.e. el méximoo siempre es

alcanzado, y ademss tenemos que f satisface f; - f;. En efecto:
1) flz,z) = maxp-er{z, 2 — ) = 0.

2) f(z,.) es semicontinua inferiormente y convexa, al ser el maximo de funciones

convexas semicontinmas inferiormente.

3) Probemos que f(.,4) cs hemicontinua superiormente para todo ¥ € K. Sean
x € K fijo arbitrario vy A € R tal que f(z,y) < A, por definicién entonces
:Féﬁj{f’y_x} < Atomemos V = {w® € X*: {w*,y—2) < A} = ¢, . (~20,0)
una vecindad débil de T(z). Como T es hemicontinua superiormente, existe
7 > 0 tal que para todo z con ||z — x| < ny z € [x,y), se tiene T(2) C V;

Luego como para todo 2° € 7'(2)

(zy=2) = (Z.y- Q2+ (1 =A)y)
= {(z". Ay~ 2))
= AMz,2y-2)<0,

' Por sus siglas en inglés, Variational Inequality Problem
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tenemos f(z,y) = rg%? (z*,y — z) < 0 para todo z € B,(z) N [z,y]. Porlo

tanto f es hemicontinua superiormente.

4) Veamos que f es diagonalmente cuasiconcava. Sea {z).72, -2,} C K y 2z €
conv{z),Zs+** , 2, }. Como T es propiamente cuasimonétono existe 1 € i <n
tal que (2, z—=;) < 0 para todo 2* € T'(z;), luego de aqui MAX (- epge)} (T, 2—
z;) <0, o lo que es lo mismo f(z;,z) < 0, luego ﬁr{f{mi.y}} <0yporlo
tanto f es diagonalmente cuasiconvexa.

Lema 3.16 El conjunto de soluciones del problema de equilibrio asociado a T y el
problema VIP tiene el mismo conjunto de soluciones.

Prueba. Sea T una solucién del problema de equilibrio, entonces

0< f(Z,y) = <rr Y —I), Yy € K.

luego para cada y € K, existe 2" € T(%) tal que {2,y — %) 2 0, i.e. T ¢s una
solucién del VIP. Reciprocamente si ¥ es una solucién del VIP, para cada y € K
existe x* € T(Z) tal que (z*.y — ) 2 0, lo cual implica que

02 max {a‘- ,—7), Yy € K = f(zZ,y),

= eT(¥)

¥ tenemos que T es una solucion del problema de equilibrio asociado a 7. El problema
VIP csté estrechamente relacionado con el problema de hallar 24 € K tal que

paratodox € K,2" € T(x): {z",x—xg) 2 0;
el cual es llamado Problema Dual de Desigualdad Variacional (DVIP?).

Observacién 3.6 Ei problema DVIP coincide con el problema de viabilidad conveza
asociado a f. Bn efecto, F(y) = {x € K : f(y,2) < 0} = {z € K:m{axy' €

2Dual Variational Inequality Problem
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Ty s —y) <0} ={z € K : {y",z - 4) < 0 para fodo y* € T(y)}. Luego
el problema de viabilidad conveza es equivalente a: Hallar T € K tal que para todo
y€ K, y" € T(y), (¥'.T — y) < 0; que es precisamente el DVIP.

Proposicién 3.17 Bajo lus hipdtesis impuestas a T, el problema dual de desigualdad

vartacional DVIP tiene solucidn.
Prueba. Directo de la observacién anterior y del lema 1.19.

Teorema 3.18 SiT satisface Ty y ademds es pseudomondione, entonces el conjunto

de soluciones del problema DVIP y VIP coinciden.

Prueba. Es ficil observar que la pseudomondtonicidad de T implica la pseudocon-
vexidad de f, implica que f satisfaga f5, luego el resultado se sigue dircctamente del
lema 3.16 v el teorema 3.6.0

En este trabajo, hemos abordado algunas propiedades generales de las funciones
psendoconvexas, propiedades algebraicas, de composicién, de extremos relativos, etc.
Sin embargo ain queda mucho por estudiar. Por ejemplo, es un hecho conocido que
una funcién cuasiconvexa es continua en casi todo punto del interior de su dominio,
por lo que esta propiedad se sigue cumpliendo en particular para una funcién psen-
doconvexa. Nos preguntamos entonces, jexistira alguna propiedad adicional sobre el
conjunto de puntos de discontinuidad de este tipo de funciones?.

Otra cuestién en la que estamos particularmente interesados es la de hallar condi-
ciones suficientes para garantizar la existencia de minimos de las funciones pseu-
doconvexas, cuando trabajamos sobre espacios vectoriales en los cuales no tenemos
definida ninguna topologia. Queda ademas abierta la pregunta, de si es posible car-
acterizar las funciones pseudoconvexas que s6lo son semicontinuas inferiormente por

medio de su subdiferencial.
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