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RESUMEN

En el marco de la teoria de ecuaciones diferenciables se tiene resultados
importantes como el Teorema de Grobman-Hartman. Gracias a las conclusiones
de este teorema se consigue definir conjuntos con condiciones especiales; los
que tomaran ¢l nombre de Variedades Estables y Variedades Inestables. Un
estudio posterior prueba que estas Variedades son el griafico de una funcion

llamada o;. Utilizando las condiciones bajo las cuales la Variedad Estable se

constituye en el grafico de o, pretendemos nosotros probar que o, es

diferenciable de clase C'. Conseguimos nuestro objetivo gracias al teorema de

“la contraccion en las fibras” y argumentos del analisis funcional.



INTRODUCCION

Existen resultados muy importantes en el estudio de la teoria cualitativa
de las Ecuaciones Diferenciales, uno de los resultados es la extension del
Teorema de Grobman-Hartman a Espacios Vectoriales de dimension infinita y su
estabilidad local en puntos fijos Hiperbdlicos. Las conclusiones de estos estudios
mencionados permiten definir conjuntos con ciertas condiciones especiales.
Estos Conjuntos son nombrados luego Variedades Estables de tamafio r y
Variedades Inestables de tamafio r. Gracias a las propiedades de estos conjuntos
se observa que la Variedad Estable de tamaifio r es el grafico de una unica

funcién o,. Utilizando condiciones y conclusiones de la construccion
desarrollada , probamos que o, es una funcién diferenciable de clase C'.

En el capitulo I y Il se trata sobre Operadores lineales sobre espacios de
Banach, Operadores Hiperbolicos y teoremas sobre aplicaciones de Lipschitz. Es
decir; se presentan preliminares que se utilizan para la prueba final.

En el capitulo 11l describimos la secuencia que se ha seguido para probar

el la estabilidad local de puntos fijos Hiperbolicos; en donde por el teorema de

Grobman-Hartman' se concluye: “ Si (E, |}||) espacio de Banach, U abierto de E

que contiene al 0 y f:U——E difeomorfismo sobre su imagen tal que 0 es
punto fijo hiperbdlico de f, entonces 3Ir>0 y JheHom(E) / hoL =foh en

B.(0)cE, L=Df(0) eHip(E)” . Esta conclusiéon hace posible, en el capitulo IV,

definir el conjunto al que se le llamara Variedad Estable de tamafio r como:

! Para un estudio detallado del teorema de Grobman y Hartman véase: Sotomayor, Jorge [17].
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Wi(p,r)={q eU/f"(q) eU;¥n21y d(f*(q),p) <r;Vn=0}
y el conjunto al que se le llamard Variedad Inestable de 'tamaﬁo I COmo:
W (p,r) = {q eU/ (@) eU;vnzly d(f"(q),p)<r;Vn2 O} .
Luego, gracias a las propiedades de estas variedades se construye un funcional

Ff(crf) =1II,ofe(id,o;) o[Hu 0 fo(id,cf)]_lel cual siendo atractor permite que

G(cf)zw%l(O,r). En el capitulo V, finalmente con las condiciones bajo las cuales

G(Gf)=W%.1(0,r) y derivando Ff(af) o II,ofe(id,c;) = Il,ofe(id,o,) en

x, €E,(r), conseguimos construir un funcional:

-

Drf(a) ¥

u

= TheDA®) o (idDo(E.) o[IT, o DEE) o(id,Do(e,)] .

En el cual, disponiendo condiciones correspondientes a la hipétesis del feorema
de “la contraccion en las fibras” se hace posible que (o,, Do,) se constituya
en el unico punto fijo de el funcional mencionado y de este modo se afirma
que o, es diferenciable de clase C'.

No se demuestran todos los teoremas presentados en los capitulos de I al
IV  pues el detalle de las demostraciones se encuentran en el trabajo de
investigacion de Guillermo Mamani A. y Juan Mamani C. (ver Bibliografia).
Mencionamos los teoremas respetando el orden secuencial que la construccion

de la estructura exige en cada uno de los resultados importantes.



CAPITULO I

I.1 OPERADORES LINEALES SOBRE ESPACIOS DE BANACH

Sean (E,|Hl; ), (F,|ll; ) espacios de Banach sobre el campo K ,
donde K=R o C. Denotemos por JL(E,F)al conjunto de todas las
aplicaciones lineales y continuas de E en F, es decir:

L(E,F) = {T:E——F/ Teslineal y continua}

Es posible dotar a (E,F) de una estructura de espacio de Banach.

Para esto, definimos la suma y el producto por un escalar como:
+: L(E,F)x L(EF)—> JL(E,F) y o: Kx JL(E,F)—— /L (E,F)
(T1,T2) —T4+T2 (AT — AT
donde
T+ To: E—>F y AT:E—>F
Xx—>(T1+T2)(x) = Ti(x)+T2(x) A ——(AT)(X) = AT(x)
De ésta manera (£(E,F),+, K,+) es un K-espacio vectorial. Podemos
definir la norma de un elemento T eL(E,F) como:
[HI : L(E,F) —>R
T—— | T|=sup {|| Tx|;:xeE A | x|, =1 }
Es facil probar que (L(E,F).|}|) es un espacio de Banach® . Si E=F
denotaremos L(E) en vez de JL(E,E).

Denotaremos por GL(E) al conjunto de todos los L € L'(E) biyectivas:

GL(E) = {LE€.L(E) /L es biyectivo}

*Una pruebade que (£ (E,E), M) esunespacio de Banach, esté en el texto de Mauro C. R. [10]



Luego por el Teorema de la aplicacion abierta se tiene que L' L(E),
puesto que L es continuo, lineal y biyectivo.

El siguiente teorema nos ha de ser muy util para convertir operadores

delaformal+To1-T.

TEOREMA 1.1.1. Sea T€ L(E) tal que | T | < 1. Se cumple:

& a1
i) 1-T € L(E), (-7 ;T" N () “51_||"r||

i) I+ T € GL(E) , (1+7)" i AKTE A ”(HT)"”S;
k=0 I_HT"

Una generalizacion del teorema I.1.1 esta dado por el corolario siguiente:

COROLARIO Sea Te€J.(E) y Le.(E) tal que |T]<|L]".

Entonces

i) L-T € GL(E), ( ZL“‘*“ Ty |e-17< "—L—”—‘—m

i) L+T € GL(E),(L+T)" = 3 (D)LY e TR y (L+T) <

Prueba:
i) Podemos expresar L-T = Lo(I—L’I oT), como L € GL(E), = L' € L(E)
ycomo T € GL(E) = L' oT € L(E) y

[ereTl<le T < Jue =

con estas condiciones podemos usar el Teorema 1.1.1-(i). En efecto

(1-L"eT) € GL(E), (1-L"T)" = 2 (L"eT)" L y

k

-]
=0

1
Sr=|uteT]

| (-1t o)”

como L€ GL(E), = Lo(I-L"oT) € GL(E) = L-T € GL(E). Luego:

L-1"-= [L°(1~L'1 °T)]_1 _ (I—L_l OT)—1 oL = i(L_1T)k o L7 = it(kﬂ)-l-k
k=0

k=0



[ B (N [ R s 0

por otro lado tenemos

LS I I I 2
(e SN B 1o R BN T
1
de (1)y (2), se tiene | (L-T)"| s ——F——=
-
ii)yComo |-T |=| T |<|L'|" por lo anterior tenemos L—(-T)=L+T €
GL(E)
D" = D] = S (1) = T e
k=0 k=0
[+ s -y TR .
[ || T

TEOREMA I1.1.2 Sea (E,||l) un espacio de Banach . GL(E) es un

subconjunto abierto de L(E).

TEOREMA L.1.3 Sea (E,||) un espacio de Banach. La aplicacién
Y :GL(E)—> GL(E)

L— W(L) = L' es continua.

El siguicnte teorema generaliza la inversion cuando se trabajan con

operadores que actuan en dos espacios de Banach distintos.

TEOREMA 1.1.4 Sea (E, |l ), (F,|lll; ) dos espacios de Banach.
Sea L€ L(EF) tal que L es biyectiva y
L' € L(E,F). Sea Te L(E,F) tal que HTH<" L"'“'l. Entonces:

i) L-T es invertible, (L-M'e L(FE) y

1

L-T" <
L N TeTa
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ii) L+ T es invertible, (L+T)" € L(F,E)y H L4T) N_“LIH -7

1.2 EL ESPECTRO DE UN OPERADOR LINEAL COMPLEJO

DEFINICION 1.2.1 Sea (E,|l]|) un C-espacio de Banachy Te€./(E). El
RESOLVENTE de T, denotado por p(T), es el

conjunto de los nameros complejos A tales que:

A1-T € GL(E).
p(T)={r €C/A - T eGL(E)}
EL ESPECTRO de T denotado por Z(T) es el complemento de p(T) en C.

£(T) = C\p(T)

Dado A,€p(T) fijo arbitrario. Notamos que J€>0 / B, (A,) cp(T),

entonces P(T) es abierto. Luego £(T) es cerrado.

PROPOSICION L.2.1 Sea (E,||) wun espacio de Banach y T € L(E). Se
cumple:

i) A>T = A ep(m)

i) (A-T)" = Z‘,W“‘WTk (serie de Neumann)

k=0

1

i) " (AI-T) “_m

Por la Proposicion anterior se tiene:C\B,;(0) < p(T). Entonces

2(T) ©By;(0) entonces X(T) es acotado. En consecuencia X(T) es

compacto en C.

6



TEOREMA 1.2.2 (Liouville). Sea (E,|l||) un espacio de Banach complejo y
g: C—— E funcion analitica.

i) 11:7|im g(A) =0 = ¢ es acotada.

ii) g es acotada = @ es una constante

PROPOSICION 1.2.3 Sea (E,||l) un espacio de Banach en C. Sea
TeL(E) y A,€ p(T). Si A€B,/R,) con

|—1

e=[ R (1,)

Entonces

R(}) = 2 (=7 (h=2) "Re(h,)"

TEOREMA 1.2.4 Sea (E,|}|) un espacio de Bandch en C, y Te.L(E).

Entonces

(M) = ¢

Prueba: Procediendo por contradiccion. Supongamos que: E(T)=¢)

entonces pP(T) = C, tenemos entonces la aplicacién

Ry: C——L(E)
A ~—-——)Rr(k)

estd definida en los complejos. Por la proposiciéon anterior se tiene que Ry es

analitica, y usando la serie de Neumann

o

Rr(A) = 2. (W)™ T y

k=0

i Re) = Jim ST = i (175 <0
. M= 350 0!

~0 PYEE TS
= r:luim R,(A)=0
Luego, por el Teorema 1.2.3 (Liouville), Rt(A) es constante.

= Rr(0) =Ry(1) = 0-T=1-T = 0=1 (]| e)

7



(M= - u

DEFINICION 1.2.2 Sea (E, |||} un espacio de Banach en C, y sea T €.£(E)

el radio espectral de T, denotado por I'(T) , se define

como
r(T) =max{| 1| /A €Z(T)}

Férmula de Cauchy-Hadamard:

r(T) = lim of T = inf 3

Tl"l

| , v Tes(E)

PROPOSICION 1.2.5 (Ecuacién de la resolvente). Sea T€L(E) donde

(E,H-”)es un espacio de Banach complejo. Sea

A, L € p(T), se cumple:
Rr(A)-Rr(K) = (L-A)Rr(A)oRr(H).

PROPOSICION L2.6 Sea (E.|l|) es un espacio de Banach complejo,
Ted(E), se cumple:

Rr(A)eT =ToRr(A) , A ep(T)
LEMA 1.2.7 Sea (E,|M|) es un espacio de Banach y P €.0(E) un operador

tal que P?=P. Entonces N(P) e Im(P) son subespacios cerrados

de Ey E = N(P)®Im(P).

TEOREMA 1.2.8 (Descomposicion espectral) Sea (E,

HI) es un espacio de
Banach complejo y T e L(E) tal que Z(T)=Z,UZ, ,
en

donde L, < B,(0) y Z, ZC\E_?',_(O_). Entonces, existe una descomposicion de

en subespacios cerrados E; E, tal que

i) E=E|®E,.
ii) T1=T|EI € L(E) A T2=T| € .L(E,)
i) Z(T) =%, A XT,)=L, |



Desarrollamos su prueba por su importancia en el presente trabajo.

Prueba: La idea es construir un operador P e L(E) que satisfaga la hipotesis

del Lema [.2.7, de ésta manera se cumplird la parte (i), las otras dos

condiciones se deduciran de la forma del operador P.
Obsérvese que por hipétesis se tiene Z(T)NS'=¢ entonces S'c p(T),luego
si |A]|=1 = 3 R;(A). Defino entonces:
=L
P=2 ], Re()in

Como R;(A)eL(E), VA cS' entonces P es lineal.

Ahora probemos que P es acotado

IPl=

%JEJHRT(?L)(DL H <2 E n Rr(}) ”dl (1)
como

Rr:S'— L(E)
A ——>R7(1)

‘o . |
es analitica, cntonces es continua y desde que S° es compacto

3r, /Ry [<|Re)| . v €S
remplazando este resultado en (1). Tenemos
IPIszf, IR =3[R | [ ah=25 [ Reho) | 2n=| Reho) |

Entonces como P es acotado entonces P es continua, por tanto P € JL(E).

Como ZX,=X(T)(B,(0) es cerrado, compacto y estd contenido X(T),



entonces X, es compacto; se tiene que S' es compacto, entonces d(El,S')>O

k]

luego, 3 1> 0 tal que el anillo
A(r,l)z{ze(}/rs]|z||<1} cp(T),
De ésta manera, como Ry(A) es analitica VA ep(T), podemos definir

indistintamente
P= [ Re(dh =2 [ Re(uidp

Probaremos que P es una proyeccion:

PoP = (2’“ |1|=|RT(7L)(DL)O[al"r'ﬂulﬂRT(“)du)

= G Jre RT(?L)UIM:rRT(u}du] A = o mﬂUw[:,RT“) °R; (].L)dj.t)dl

|2]=1

IR ST B (RSN @

Como |A|=1>r, A es un punto exterior al circulo de radio r centrado en

cero. Luego el nimero de vueltas de dicho circulo alrededor de A es cero (ver

anexo), es decir
. dp
m |l| (u l) 0 (3)

Por otro lado p, es un punto interior a s', luego el nimero de vueltas de S’

alrededor de pes 1, es decir’

7 ;1;:|(17d-23‘7) =1 (4)

Remplazando (3) y (4) en (2)

PoP=1ls [ +f R (u)du] 2|, Re(wdu=P

.. P es una proyeccion
Por el Lema [.2.7, tenemos E = N(P)®Im(P) con N(P) e Im(P) subespacios

cerrados de E. Obsérvese ademas que:

PoT= (ZH,LI R (k)d?J oT=5k

| [Af=1

RT(k)onk=2m_f]| ToR,(A)dA

- TO(ﬁJ.IM:lRT(K) d)"] =ToP

® Usamos aqul el teorema de Cauchy para una Integral cemrada, Vease M.L. Krasnov, A l. Kiselev, G.|. Makarenko -
)
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o PoT =ToP.
Con ésta propiedad probaremos que
Tlee) € LINE) A Tl ey € L(1m(e))
En efecto
x EN(P) = P(T(x))=PoT(x)=ToP(x)=T(P(x)) = T(0)=0 =>T(x) EN(P)
x €Im(P) = P(T(x))=PoT(x)= ToP(x)= T(P(x)) = T(x) =>T(x)€Im(P)
Resta probar (iii), para ello definimos:

H=ﬁ_|-i Bi®) 4, en donde ¢ S'

)-l-_-l fl.":k
Se tiene que:

HO(UI"T):ﬁJ}M:iW dn (5)

TR

Ry(M)e(ul-T) (AI-T) o(uI-Al+AI-T)
p=2A B A

= Ry (W) + () 1

Reemplazamos este resultado en (5)

Ho(ul-T)= Q'—,,i-jp'lzl(-RT(x) +(5)e1) dn

=-(A-T)" + (ot

=] Redr+ ([ o) el (6)
Luego, para
(uI—T)ona'ﬂ—iLuzli'—"—"—T,j]—_%—“‘ldk (7)

en forma similar a lo anterior se llega a:

(R1-T)eH= —gLTJ'I’Vr:IRT(x)d?L+(?;—ijll|:l;"j—-1]ol (8)
De (6) y de (8) se tiene Ho(pl-T)=(1I-T)oH. Luego

I-P , si |p|<t

Ho(m—T)=(u1—T)oH—{ 9)

-P , s |pl>1

Ademas

lel=r



(21:”: IIM-_—I ﬁr[J‘lu|=rRT (k) ° RT ((I)du) dx
(10)
se tiene

R:(M)-R;(a) _(Rr(a)”RT(K))
A-a - —(a-2)

R;(A)oR;(a) = =R;(a)°R:(A)

. Ry(A)eR;(a) =R (a)eR; (1)
Reemplazando en (10)

HoP =ghr [ ([ Re@)oR:(A) doJdn

(il Rrimae) (s, B 00) - o

. HeP =PoH
Luego

X EN(P) = P(H(x)) =P oH(x) =HoP(x) = HP(x)) =H(0) =0 = H(x) EN(P)
x €Im(P) = P(H(x)) =P oH(x) =HoP(x) =H(P(x)) =H(x) = H(x) €lm(P)
De esta manera
Hl vy € LINE) A H | imp) € L(1m(P))

Luego por lo anterior y por (9)
x €N(P)= Ho(pl - T)(x) = (pl - T) o H(x) =(1 - P)(x) = 1(x) —P(x) = 1(x),

si | ] <1, Hl ey € LINP)) 1a inversa de (u = T) [ vy € L(NE))

W-T eGL(NP) = pep(T,) con Ti=Tlye
— 3(T,) =C\B,(0)
si | p|>1, x € Im(P)= Ho(pl - T)(x) = (1l - T) oH(x) = -P(x) = ~x
= H| ju@e) € L(m(P)) es la inversa de (W -T) | ) € L(Im(P))

W-T eGL(ImP)) = wep(T,) con T2=Tl e,

= X(T,) <B,(0)

Se ha denotado Ty=T]| y T2 = T| , ahora también denotemos a
NPy Im(P)
E\=Im(P) y E,=N(P), luego tendriamos que: E=E ®E; y Tie€L(E)),

12



T2 € (E,). Luego, como X(T,)<C\B,(0) :'QE(TJ(;BI(O)' con Ty y T2 ya
definidos.
Por ultimo, como

p(M=p(T) N p(T,) = 2AT)=(T) UX(T,)

tenemos
z, =3(T) N B,(0) =[=(T) U X(T,)] N B,(©)
=[2() N B,O] U[=(T)) N B,©0)]=2(T) U $=%(1)
%, =X() N (C\B,0) =[=(1,) U =(T,)| N (C\B,(0))

=[=m) N (€\B )] U[z(r,) N (c\B,0)]
=¢ U Z(T,) = (T,) -

TEOREMA 1.2.9 Sea (E“”) un espacio de Banach complejo y sea
TE€L(E) tal que I(T)cB,(0). FEntonces existe una

norma ||,

equivalente a |}|| y existe aeo  1[ tal que:

| Tl <alx], . vxeE
1.3. EL ESPECTRO DE UN OPERADOR LINEAL REAL

Hasta ahora se ha presentado resultados con operadores lineales continuos
definidos en un espacio de Banach complejo y se presenté resultados
interesantes; ahora queremos que estos resultados también sean validos
cuando se trabaja con operadores lineales continuos definidos en espacios de
Banach reales. Para ello se sigue el siguiente esquema; dado un espacio de
Banach real se le asocia un espacio de Banach complejo y dado un operador
lineal y continuo definido en el espacio de Banach real, se le asocia un
operador lineal y continuo definido en un espacio de Banach complejo

presentado anteriormente. Estas construcciones seran hechas de tal manera



que la norma del nuevo operador, asi como su resolvente, coincida con la

norma y la resolvente antiguo.
Sea (E,|l||) un espacio de Banach real, le asociamos un C-espacio de

Banach construido de la misma forma como C se construye a partir de R.

DEFINICION I.3.1 Sea E un R-espacio vectorial, el complexificado de E

denotado por Ec, es el conjunto
Ec= {x+iy / X,y EE}
en donde x+iy=x'+iy' & x=x' Ay=y'

A continuacion dotaremos a Ec de una estructura de C-espacio vectorial

TEOREMA 1.3.1 En Ec definimos las operaciones de suma y producto por

un escalar:
+ : Ec X E¢c —— Ec
(x+iy,x'+iy') —)(x+iy)+(x'+iy') =(x+x)+iy+y")
e« . C X E¢c —— Ec

(a +if3, x + iy) ——-}(a + iB)(x + iy) = (ax - By) + i(ay + Bx)

Entonces ( Ec,+,C,«) es un espacio vectorial.

TEOREMA 1.3.2 Sea (E,|H|) un espacio de Banach real, entonces

(E, ||||c ), es también un espacio de Banach, en donde:

| (x+iy) |, = max {Ix1, [y]}

Prueba: Primero demostraremos que |, es una norma en C.

N1) | z|; 2 0. En efecto, como z=x + iy, entonces

max{||x”,“?"}2||x]| A ||Y"’

Izl =] (x+iy) |,

14



se tiene

Ixlzo A [y]=zo0

||z||c 20Vze Ec, x,yeE

N2) ||z\|c:0¢::>z=9.Enefecto, como z=Xx+1iy , X,yeE, ze Ec

= rin o =max {Ixl, [yl }=0zlxl A [y]elixl=0 A |y]-0

&Ox=0 A y=02z2=0+10=0 & z=0
N3) Az o =Irllzlle YzeEc,x,yeE

Al zle =Iatmax {Ix ], |y ] }=max {Ia10xl, 1]y ]}

~—-maX{l| x|, Ay H}=HM+W’"¢:

'"‘" A(x +1y) "c =2z ||C , Vze Ec, x,yeE

N4) || z +7 ”r <zl +l| yA |[C . Vz,7 € Ec

|z+2' ], <] (x+iyp)+ (X' +iy") |, =] x+x)+i(y +¥") |,
= max { | x+x) [, [ y+y) 1} (1)
[ o xy s max {Ixl, Jy |+ max { x| Ly [} =0zl +] 2 ]
| & +y) < max {Ixl, [y | frmax {[x'] |y |} =z le +] 2

= max{"(x+x') h, u (y+y') “ }S I Z“c +|| VA nc ,

y reemplazando en (1):
"Z +2' ”c <[zl +H yA ”C . Vz,7 e Bc
Luego (E«, |-l|; ) es un espacio vectorial normado.

Sea {Z,} €Ec una sucesion de Cauchy en Ec, Z,= x, + iy, , con X,,y,€E,

v neN. Probaremos que {x,} CE¢, {y,} CEc son de Cauchy. En efecto; sea

£>0,INeZ"/ nm=N = |z,-z,| <¢
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=] ke - %) =iy, )
}<8

xo-xo]<e A yo-ya]<e

2, = 2|, = | (%, +iy,) - (xn +iv,)

C

X _xm| ] ||Yz1 mYm

n

x|

= 3INeZ"/ nm>N =

por lo tanto {x,} CEc _{ys} CEc son de Cauchy. Como (E,|}{|) es de Banach
entonces
Elx,yeE/ Xn—™>X A Yn—ﬂ’l

Resta probar que: Z,——>2Z , con Z = x + iy, En efecto

v 8>0,E|Nlez"'/nz N, =[x, —x“<8

IN,eZ'/m> N, ﬁ"yn —y“<8
Sea N=max { N, N, }

SinzN = “x"—xn<8 A "y“—y”<8 = max{|}xn~x“,“y"—yn}<8
:>u (x“—x)+i(y"—y) uczb u (x"+iy")—(x~—iy) "c = H Zu—zuc«s

JzeE. / Z,—>2Z = (Es|||, ) es de Banach ]

Como (Ec, |ll,) es un espacio de Banach, podemos considerar - (Ec) el

espacio de aplicaciones continuas y lineales en Ec

A continuacion asociaremos a cada T €.(E), un operador Tc € L'(E;)

TEOREMA 1.3.3 Sea (E.|) espacio de Banach real y (EC'H'"c ) su
complexificado. Sea T € L(E), definimos Tc por

TC: E¢c—— Ec
(x +1y)——> Te(x+iy) = Tx + iTy

Entonces Tce JL(Ec) y || Tel=|T].

Gracias al teorema anterior; dado un ( E ,[}) espacio de Banach real y

16



T E€.L(E), podemos asociarle Tce of (Ec), de esta manera existe una

aplicacion de JL(E) a L(Ec):

TEOREMA 1.3.4 Sea ( E, |l||) espacio de Banach real, definimos & como:
é: L(E)—— JL(Ec)
T— &T)=Tec
La aplicacion € satisface los siguientes propiedades:
) AT+T)= M+ E&T), VT,TEL(E)
i@aT)=a &T) , YVa ER , VT E L(E)
ii)@ATeT)= AT)edT) , VT,T'E L(E)
iv)| em [=1Tl , vTeL(E)

DEFINICION 1.3.2 Sea (E,|lIl) espacio de Banach real y T€E€.(E).
Definimos EL RESOLVENTE de T, denotado p(T)

como el resolvente de Tec:

p(T) = p(Te)

De ésta manera se ha conseguido que todos los resultados obtenidos en la

seccion anterior son validos para T € L(E) asi como para Tce L (Ec) por

medio de la Definicion 1.3.2. De ahora en adelante, no haremos distinciéon

entre espacios de Banach reales y complejos.

17



CAPITULO 11

II.1 OPERADORES LINEALES HIPERBOLICOS EN ESPACIOS DE
BANACH
DEFINICION II.1.1. Sea C E LD espacio de Banach vy
Te JSL(E).

T es hiperbélico < Z(T)NS =0
Notacion: Denotaremos a Hip(E) al conjunto de los operadores
hiperbélicos en (E ,|l||) Hip(E) = {T €GL(E) / T es hiperbélico}

El siguiente Teorema es el principal de ésta seccion, nos dice que todo
operador lineal hiperbdlico descompone al espacio de Banach donde esta
definido en dos subespacios cerrados e invariantes el cual es una
contraccion si lo restringimos a uno de ellos y una dilatacion si lo
restringimos al otro.

Enunciemos los Teoremas que garantizan la validez de lo mencionado

TEOREMA 11.1.1. Sea ( E, |[}|| ) espacio de Banach y L € Hip(E). Entonces,
existen dos subespacios cerrados E, y E; una
norma

Il equivalente a la norma inicial ||| y una constante aelo, 1|, tal que

i) E=E,®E..
i) Li=Ll; € L(E)y [Lx,

u <d HX“"u ? qu EE“

MSOHX!

Vx, ek,

5

=Ll €.£(E) vy |L.x,
Es

} , X=X, +X,,x, €E_,x, €E,

iii) 1 x 1 = max { | x|, |,



Prueba: Como L € Hip(E).= Z(L)NS' = ¢, denotemos

z,=2(NB,(0) , T,=2M)NC\B,(0)
Entonces por el Teorema de la descomposicion espectral, existen subespacios

cerrados E, y E, de E tal que
E=E,®Es , Li=L|; €L(E,) , L=Ll, € L(E) y

, =x,) v =, =2(,)

Como Z(LB)(;B](O), por el Teorema 1.3.3 existe una ||| norma en E,
equivalente a la norma |}|| restringidaa E_, y existe Q, 0 <Q,<1 tal que
L.x | =a “xJL , ¥x,€E,

Como Z(Lu)g C\B,(0) entonces E(L'“') < B,(0) y nuevamente por el
Teorema 133 3 |||, norma en E, equivalente a la norma |}|| restringida a E,
y existe a,, 0 < a,< 1, tal que

Si tomamos O = max{Q,,q,} = 0< a< 1 lo cual satisface la parte (ii) del

-i
L, x, X

u

<a
u

, Vx, €E,

u

Teorema.
Resta probar que | x ||, = max { " xu“ : | X, } es una norma equivalente a |}[].
En efecto; sabemos que:
C, qu"S”xuU£C2 xu‘ , Vx,e€E, , ¢,C,>0
Calxgsuxsssc‘1 Xl ,» Vx,€E,, C;,C,>0

Sea x€E entonces x=x,+X,, tenemos que :

5 ?

! !
||x||="x“+x5 <l x, +||x5"537 X, + 3 "X-‘s
L L
<z max{ X, x5$}+cjmax“xu", xssl
<+ +L) max | |x x| t=K, | x|
=\< Cy ufly * shlg 1 -

oo Ixl=lx]. , vxeE
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Para probar la otra desigualdad, recordemos que E, = Im(P),” E, = N(P),

X=X, +X,, X, =X—-Px A X, =Px, entonces

x| =Ix=pxl<Ixl+lpxI<lxl+IPIIx=(-T1PDIx]

entonces

[ <-1p D lx]
Ix[=lPxi<lpllxl = |x]<lrPllx] , vxeE
Luego; sea K, =max{c,(1+|P|), c,lprl}

XS

[, sc. |x[sc.(t=-1PI) IxI<K, [ x]
|xsgSCd "xslsc4 ”PHHXHSKz ”x"
= max{|xu‘u ,lxﬁ S}SK; I

= x| <lx] , vxeE

S x|, es equiavalente a || x |

Es evidente que los subespacios invariantes depende del operador

L €Hip(E);, es decir E = E(L)®E((L). Luego a E, = E, (L) le llamamos

espacio inestable, E; = E{(L) espacio estable y | x |, le llamamos la norma

adaptada al operador L € Hip(E), de ahora en adelante ésta serd la norma

considerada en E.

PROPOSICION 11.1.2. Sea (E,|l||) espacio de Banach y L € Hip(E). Se

cumple:
i) E,=Ey(L)={x€E/ L"x—=-0}
ii) B, = Ey(L) = {x €E/ L"x—=250}
Prucba:

i) x€E, = “Lux“"Sﬂ L%, ¥nzo0con 0<a <1

- a’|| x

u®*

= 0<lim| L% < lim a"| x[, =0

=>L"x——>0 ,si n>w

L u

Por otro lado, sea x €E /lim || L™"x “= 0 ,seax=x,+x,,x, €E ,x, €k,
=30

, ¥n=o0
u

L"x=L"x, +L"x, = 0<| L,

SS” L"x
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= lim [ L7'x,], = 0.

Ademas
Iel=l )| sorfisl, . vaso
= a|x, <]k . ¥nzo,cna'>0
= oslimar]x] <lim Lk =0
= lima'|x] =0 = |x] =0 =x=0=xeE,
. By=EyL)={x€E/L"x—=250}

i) x€E, = H L“xu“s" L‘;XSHSSQ"Hx,"ﬁ , ¥Vnzo0 con0<qQ < |

= 0<lim | L7x < lim o] x,

n—e

=0 > Ux—"750

Reciprocamente: Sea x €E/ L"x——>30 ; tomemos

Xx=X,+x,con x, €E x, ek,
L"x:L'lxs+L':,xu:>0£”L’Lxu“nS“L"x“ , Vnzo0

= 0<lim
n—o0

n
L'LIXI.I

,<lim [ Lx =0

= lim “ Lix,
n—¥on

=0.

u

Ademas

| %], = ” (L x,) “ <a"

= CJ‘““xu"i1 S“ L‘Lx“"“ , ¥Ynzo ,con a'>1

L X“Hu

u

= 0< Tl‘l_l}l;lo CI'““ xu"u < Il‘l_’n;la ” L"uxu”ll <0
= lim 0‘““ xu”n =0 > n xuuu =0 = x,=0 = xek,
N=pc0

s B=E{L)={x€E/ L"'x—=250} u

COROLARIO. Sea (E,|ll|) espacio de Banach y L eHip(E).

Entonces

L™ eHip(E) y Ey(L™)=Ey(L), Es(L™") = Eu(L)
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PROPOSICION 11.1.3Sea (E, ||||) espacio de Banach, entonces Hip(E) es un
subconjunto abierto de L (E)

Prueba: Sea L, € Hip(E), por demostrar que:
3&>0/B,(L,) < Hip(E).
Como L, eHip'(E), entonces
=(L,)ns' =y => 8" cplL,)
Definimos la funcién

Re: 8' —>GL(E)
A—— Ri(A) = (M-L,)"

Pt . 1
Sabemos que Ry, es analitica y por tanto continua y como S es compacto, se

tiene:
3, &S/ |R.W|<|R. ()] . vres
=R <|R.W] . vaes
Sea LEB,(L,) , con £=|R_(,) ‘]
)] =R - Jo-uf
VieS'= (M- L) (L,-L)=Al-L e GL(E); YA &S
= S cpll) = ZW)NS'=¢ = L €Hip(E)
= B,(L,)CHip(E) , con e=|R_(1,) |" . VL, Hip(E)
por lo tanto Hip(E) es abierto en L(E) -

PROPOSICION 1I .1.4. Sea (E,|}||) espacio de Banach de dimensién finita.
Entonces Hip(E) es denso en JL'(E).

Prueba: Sea L € GL(E) y £>0 por demostrar que:

Supongamos que dim(E) =n <o y denotemos A ,A,,...,A, los autovalores de

L ordenados de tal manera que los m primeros valores no estdn en S’y los

restantes Nn-m lo estan, es decir:
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{R’I’R‘E"""k’n}r‘|81l :(I) Y {lm+l>}\'m+2""3kn}c—:s1
(si m =n = L es hiperbdlico y no hay nada que probar), es por ello que
consideramos m < n. Ademas 0 € Z(L) pues L' € GL(E).

Sean A;=a;+iB;, l<j<n y consideremos:

s,=min{ 1-|a,|} . 8,= min {]o|/a;20]

1550 m+1£j4n

Tenemos que §,,8, son mayores que cero. Sea 0<u<min{6,,62,e} y

consideremos el operador L, =L+ul. Primeramente obsérvese que:
A ep(L) & Al—L €GL(E) & (A +pl) — (L +pl) €GL(E) & A +p ep(L +pl)
Luego A eZ(L) @ A+p EE(L+ul) . De ésta manera;
‘.Z.(Lc) = { AR }ISan = { (aj +].l.)+[5j}

Afirmo que El(Lr,)I"ls1 ={. En efecto: Si 1< j<n entonces

15)4n

|-l |mrer-|af<r voa-fa)<on
entonces
pr|hf <t v A f-ps> (1)
Si se cumple la primera condicién de (1)

Ii\.j+ur =(0.j+1,1)2 +P3 =0Lf+20cjj.1+p2 +B§ =|2~j|2 +20Lju+].tz

<2,

]

|2+2|aj|u+p2s|xj2+2|xj[p+u2=(|_xj|+p]2>1
=i +peS
Si se cumple la segunda condicion de (1)
Iy anf =] af +2apen <|nf —2] | pen <[a)] -2 |n)pep?
=(|M|~u)2<l
=i +neS'
SoA+peS , 1<jsm
Si m+1sj<n entonces p<|a

D u<a; V o;<-p (2)
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2 2
|?Lj+;.1 =(0tj+p) +[3f=0tf+20Ljp,1+;f+[3f:l+2cr.ju+u2
Si se cumple la primera afirmacidon de (2):
2
|J&j+u| =1+20,n+p’ >1+2p% +p? > 1+3u% > 1
=>A;+pgS
Si se cumple la segunda afirmacion de (2):
2 2 2 2 2
A +n] = 1420 pep? <1-2p7 p? =17 <l
1
= A +pedS
SA+pgS' | m+tsjsn

De ésta manera queda demostrada la afirmacion. Por lo tanto L, es

hiperbdlico. Ademas

lL-L,

=[urf=n<e
‘. Hip(E) es denso en GL(E) ]

I11.2 APLICACIONES DE LIPSCHITZ
No todos los operadores que consideraremos posteriormente, estan
definidos en espacios de Banach., es por eso que necesitamos estudiar
operadores no necesariamente lineales definidos en los llamados espacios

métricos y debemos ser capaces de invertir esos operadores

DEFINICION 1L2.1. Sean (X.d,) y (Y.d,) dos espacios métricos y

f: X » Y. Decimos que f es de Lipschitz si y sélo
si
3K eR" tal que d (f(x).f(x))<Kd,(xx) , Vxx eX
Denotaremos por Lip(X,Y) al conjunto de todas las aplicaciones de
Lipschitz de X a Y:
Lip(X,Y) = { f: X——> Y/ fes Lipschitz }

Observaciones:
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1) Si (E, |l )y (E,|Ml; ) son espacios normados y f: X——Y, decimos
que f es de Lipschitz si y solo si
[foo-feh |, <K | x-x'], , Vxx €E
2) La minima de las constantes K que cumplen con la Definicién III.1.1, se
le llama constante de Lipschitz de f y la denotaremos Lip(f)
3) Cuando X =Y denotamos Lip(X,X) = Lip(X)
TEOREMA 1L.2.1. Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos. e

cumple:

.L.fp(x,"l’) cC (X,Y)

Prueba: Sea fe Lip(X,Y) = dx(f(x),f(x'))g L:‘p(f)dx(x,x') , Vxx eX.
Seax,€X A £€>0; si consideramos d= Lip(f)-] E, se tiene:

d(x,x)<e = d (fx).fx")< Lip(fd (x,x') < Lip(f) Lip(f)™'e = ¢
Luego f es continua en x, Vx, €X

Lip(X,Y) gC(X,Y) |

TEOREMA 11.2.2 Sea (E,|ll;) ¥ (E,|ll;) espacios normados. Se
cumple: L(EFYc Lip(EF) A  Lip(f) = |f|
vie L (E,F)

Prueba: Sea fe .L(E,F) y considero x,x €E
| 00— x|l = fx=x"y |, <Nl x=x'], ; Vxx €E, = fe.L(EF)
. L(E,F)c Lip(E,F)
Ademas Lip(f)<| f|. Para probar la otra desigualdad recordemos que
Ifl=inf {c>0 /|l <clx]} : VxeE
|t |, =] f0 -0 I, < Lin(®)lI x 1,

=|f|< Lip(f)
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s Lip(f) = | f|| , VfeL(EF) - |

TEOREMA 11.2.3 Sean (X,dx) , (Y,dy) ¥y (Z,d?_) espacios métricos,
fe Lip(X,Y) . ge Lip(Y,2). Entonces
gofelip(X,2)

y Lip(gef)< Lip(g) Lip(f)

Prueba: Sean x,x' e X
d,(g0f(0,g0f(x") = d,(g ()@ (fx))) < Lip(g@) d, (F(x), f(x")
< Lip(g) Lip(f)d,(x,x)

. gofe Lr‘p(X,Z). A Lip(gef)< Lip(g) L,'p(f) [ |

COROLARIO Sea (X,d,) espacio métrico y fe Lip(X). Entonces

f"elip(X).y Lip(f")<Lip(f)" YneZ'

La demostracion de este Corolario es una aplicacién directa del Teorema

anterior

TEOREMA 11.2.4. Sea (E,|lll;) » (E,l;) son espacios normados
f.g € Lip(E.F). Entonces:
i) f+geLip(EF) y Lip(f+g) < Lip(f) + Lip(g)

i1) Lr‘p(f) — Lip(g) < Ll"ﬂ(f -9)

Prueba: Sean x,x' e X
i) | F+9-(F+ax) ], =] fx)+ () - fx') - ax) |,
< | fo0 - f(xy |, +] 9 -9tx) |,

< Lip(f)| x- x|, + Lip(@) | x- x|,
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< [ Lip(f) + Lin(9)] | x-x'],
= f+geLlip(EF) y Lip(f+g) < Lip(f) + Lip(g)
ii) Lip(f) = Lip(f — g + g) < Lip(f — g) + Lip(g)
= Lip(f) ~ Lip(g) < Lip(f — @) n

Las funciones Lipschizianas cuya constante es menor que 1, se las
llaman contracciones. Las contracciones son importantes porque cllas tienen
un unico punto fijo atractor cuando estan definidos en un espacio métrico

completo

TEOREMA I1.2.5 Sea (X,d) un espacio métrico completo , fe Lip(X), tal
que Lip(f) < 1. Entonces 3!x, €X tal que:
i) f(x,) =X, (X, es punto fijo)
i) lim f"(x,) = x,. VxeX (x, es atractor)

N—#

Prueba:
Existencia: Sea x eX, si f(X) = X no hay nada que probar. Luego,
supongamos f(X)#x = d(f(x),x) > 0
Afirmacion: {fn(X)}nEz+ es una sucesion de Cauchy en X. En efecto;

obsérvese que paran,meN, n > m tenemos:

d(f"(x),£™(x0)) < d(f"(x),F™(x)) + d(F (0, F2(x) + . .. +d(F™(x),f" (%))

n-m-1 n-m-1

= 2 d(f™(0),f™ () < Z Lip(f™)d(f(x),x)
< i Lip(f™) Lip(f1)d(f(x), x) < Lip(f™)d(F(x), x)ni_f,fp(fj)
< Lip(f)d(f(x), x)i Lip(f1) = fi‘i@j—d(f(x), x)

i 1- Lip(f)

Como:
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Lip( )"

L0 d(f(x),x) <& <>m In(Lip(f))+ ln(d(f(x), x)) - In(I.— Lip(f)) < In(e)

< m In(Lip(f)) < In(e) + In(1- Lip(f)) - In(d(f(x), x))

g In(e) + In(1- Lip(f)) - ln(d(f(x), x))
]l](Lip(f))

Basta tomar NeZ", tal que

In(e) + In(1 - Lip(f)) - In(d(f(x), x))
g lll( L.‘p(f)) ’

luego si n,m 2N tenemos que d(fn(x),fm(x)) <€ entonces {f”(x)}ncz, es Cauchy

y desde que (X,d) es completo Ix, € X / lim f'(x) = X, . en Xy feLip(X)

n—oo

entonces fe c(X), luego f™'(X)——>X, en X y por unicidad del limite:

f(xo) =X, , lo cual prueba la existencia del punto fijo.

Unicidad: Supdngase que 3 x'e X / f(x') = x' ; se tienc

d(x' ,xo) = d(f(x' ), f(x, )) < Lip(f) d(x' ,xn) ,
= [1-Lip(H] d(x',x,) <0

= d(x',xu

) <0 = d(x',xo)=0 = X'=X,
Prueba de que es atractor: Tomemos x € X y construimos X, = X,(x) tal que
f'(X) —— X,. Sea x'#X y supongamos que f"(x')—sx',
d(x' ,xo) = d(xn ,f"(x)) + d(f" (x),f" (x' )) + d(f”(x' ), x‘o)
< d(x0 ,f"(x)) + Lip(f)" d(x', xo) + d(f"(x'),x‘o)
:OSd(x',xo)SO:d(x',xn)=0:>x‘=xo |
El siguiente resultado, generaliza el Corolario al Teorema 1.1.2 para

operadores de L(E) a Lip(E)

TEOREMA 11.2.6 (La funcién inversa de Lipschitz) Sea (E,||) un
espacio de Banach, ¢ € Lip(E) y LeGL(E) tal
que
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Lip(g)<||L'|". Entonces L+¢ es invertible, (L+¢@)' €LipE) y

. - < :
Lip ((L + 40) ) - " L n_' - b‘P((")

Prueba: Primeramente observe que X, = Xo(x) tal que
" (L +(p)(x| ) —(L+(p)(x2) " = " Lx, +Q(x,) -Lx, —¢(x,) “
= " L(x, - x2)+((p(x,)*(p(x2 )) ”

2” L(X. *xz)"—" P(x,)—P(x;) H (1)

Como:
I =l =[ 0Ll =) [<TET LG =) [= 10T T -l < L -x0)
[oe) 00, [s Lafo) Ix = xa] - = otx)- 000 |2 ~Lirlo) | xi =]
Reemplazando éstos dos ltimos resultados en (1):
|+ o)) -Cro)ox) |2 I = zinfo)] Ixi = xofl » vxixs B @)

Afirmo que L+ @ es inyectiva: En efecto, supdéngase que
L+o)x) =L +0)x,)
0=|(L+0)x)-(L+o)x) |2 [“ [ - ;,,;,((p)] [ %, -,

:>uxl—x2”S0:>xl =X,
Por lo tanto L +@ es inyectiva
Afirmo que L+ es sobreyectiva: En efecto, sea y €eE, por demostrar que:
IxeE/ (L+9)x) =y
Como motivacion para la eleccion del “x”, obsérvese que si ¢ =0 entonces

x=L"y. Como ¢ eLip(E) entonces es de esperarse que x=L'y+o, con

o eE
(L+(p)o(L"y+c9)=y o Lo(L"'y+m)+(p(L"'y+m)=y
o y+lo+o(l'ly+o)=y & L)=-9L'y+0)

< o=-L" o(p(L‘ly +co)
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Esto nos lleva a definir;

T, E—E
o —>Ty(0)=-L" o(p(L'1y+co)

=Lt eolly vo,) + L oLy +0,) |
< n oLy +o,) -0y +0,) ”
< L) | Ly + o, Ly -0,
= " Lﬂl" N L"||_'|l @) _“’2"= H oF -mzH

|7, 0)-T,@,)]

por lo tanto Lip(T) <1 y como E es de Banach, 3o, € / T(w,)= w,. Con

este resultado probamos la sobreyectividad

Resta por probar que (L+@® )" es Lipschitz. Para ello ¥, ¥y, €E, de (2):

Iy, =val= [ (L+0)e(L+0) (v)-(L+0)e(L+0) " (v,)

o (OGO RED(EDRA)]

> || L™ - L;p(:p)] “ L+0)" (v)-(L+0) (vy)
1
< -1
|7 - Lo

:>“ (L+(P)_!(y.)—(L+(p)_](y2) ||}'| "Yz" > VYI.YZ eE

c L+(p_I € Lip(E) A Lip L+(p'1 < _l] |
Lol <Lw®r » Loleo) )T

A a continuacién nos proponemos obtener una generalizacion del

Teorema I.1.5 pasando de L(E,F) a Lip(E,F)

TEOREMA 11.2.7 Sea (E,”'“E ) (E,”-"I,) espacios de Banach. Sea
TelLip(E,F) tal que T es biyectivo y T e Lip(E,F).
Sea

feLip(E,F) tal que Lip(f) < Lip(T™'). Entonces T-f es invertible,

(T-9)" e Lip(F.E) y

< 1
Lip(T™)™ = Lip(f)

Lip((T-1)")
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Prueba: Primeramente, obsérvese que T—-f =To (I—T‘1 of)., luego T-f sera
invertible si Ty (I—T"lof) los son. Como T eLip(E,F). y feLip(E,F)
entonces T7'of € Lip(E) y

LJ’;}(T_I of) < L.ep(T‘ ') Lip(f) < pr(T‘ ‘) pr(T" ‘j-l <1

luego por el Teorema anterior, I - T ofes invertible (I -T e f)_l € Lip(E) y

ip[(1-T o i 5 : = I
Liy [(I f) ]< |- pr(T" 0 f) € 1- L:’p(Tﬁl)LfP(r)

Como I-T™ of es invertible y T es invertible entonces To (I-T™ of) " =T-f
es invertible, luego (T-f)"=(1-T"of)" oT". Ademds como
(1-T c:f)‘I € Lip(E)y T € Lip(F,E), entonces

(I-T"of) " o T =(T=1)" €Lip(F,E).
Por altimo:

1
Lip(T™)" = Lip(f)

Lip ((T - f)_l ) < Lip ((I -7 Of)_l )L:}J(T-l) <

Hasta el momento, los operadores estudiados estan definidos ¢n todo el
espacio, mas adelante, usaremos operadores que estan definidos solo en un
abierto del espacio y precisaremos de dos Teoremas analogos a los estudiados

hasta aqui para poder invertirlos. Tales Teoremas son:

TEOREMA 11.2.8 Sea (E, |||) espacio de Banach y denotamos por E(r) la

bola cerrada de E de radio r y centro 0, es decir:
E(r) :={er/|1x||£r}
i) Sea 1-f es invertible sobre su imagen U = [1-f|[E(r)]

I
1- Lip(f)

ii1) Si f(o) = 0, entonces E(ri)g U donde ¥ = r [1-Lip(t)]

i) (1-)" e LipW.E®) y Lip|(1-£)"]<

Prueba:. Primeramente, obsérvese que:
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| =00 = =00 [ =], = fx) =%, +(x;) |
2|, =] =[x - ) |
> || x, = %, - Lin()) || x, - x,
= C-0x)=Q-O) |2 (1= Ziv() | x, - x| ¥ x,,x, €E(r) (1)
i) Supongase (I1-f)(x,)=(I-f)(x,), luego , por (1)
0=] (1-f)(x)-(1-(x,) |2 (1= Lin(5)) | x, = x,
=[x -x]=0 = x;=x,

entonces (I-f) es inyectiva, entonces (I-f) es invertible sobre su imagen

[1-fl[E(r)]

ii) Sea y,,y; €U, nuevamente por (1)
Iy, =y = 1=He-D"y)-(1-D(1-H)"(v,) |
= | C=-H(@-0" ) -0-H-)" ) |

> (1= Lip®) | 1= 9" (y) - (=1 (v) |

1
1— Lip(f)

=[0-0"6)-0-9" ) ]= lyi=v:| - Vyiy, €U

1
1- Lip(f)

ii1) Como f(0)=0 entonces 0 €U , de ésta manera U contiecne un disco cerrado

o (1= e LipE(.E) vy Lp|t-97]<

alrededor del 0. Sea y eE(r') con r'=r [1-Lip(f)]. Por demostrar que:
JeE/(I-f)(x)=y
Obsérvese que f=0 entonces el “x” buscado es “y” , ésto motiva a buscar
“x” de la forma “y+®”, en el caso =0 entonces se tendria:
(I-fiy+to)=yoy+o-fly+to)=y=fly+o)=o
Como ® debe ser tal que y + ® €E(r), tenemos:
ly+o|<|y|+lolsr+loll<relol<r—1' =t - r [1-Lip()] = rLip(f)

Tomemos & = min {r Lip(f) , r }. Defino:

Ty E(8)——E(d)
o — Ty(w)=fy+to)

T, (0)-T,@,) ||ty +0)-fy+0,) |< L) |y + o0, -y -a,]
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S Tye Lip(E(8)) A Lip(Ty) < 1,=> 3w, eB(8)cE()/ T(w,) = o,

>fy+o,)=y+0,2>y+0,-f(y+o,)=y=>(I-Ny+o,)=y

Ademas
u y+m0”5" y "+h mou <r'+% Sr'~rL:'p(f) =r1 [1-Lip(f)] + rLip(f) =1
L3x=y+ o, B/ (I-Hx)=y = yell-f][E()]

S E(McU, =1 [1-Lip(f)] n

COROLARIO. Sea (E,

[I) espacio de Banach, TeGL(E) y fe Lip(E(r),E)
tal que Lip(f) < | T '|". Entonces

i) Sea T—f es invertible sobre su imagen U = [I - f][E(r)]

. = y ] N l
i) (T-0" eLipWe®) v Lip|1-0"]s 77

iii) Si f(0) = 0. Entonces E(r')cU donde r'=r [|| T ~Lip(f)]

Prueba: Primeramente, obsérvese que T—f = To (I-—T‘I of)., luego T-f sera
invertible si (I—T'1 of) lo es, como felLip(E(r),E) y T~ eGL(E) entonces
T'of € Lip(E(r),E) ¥

{7 o) < Lp( T ) L) <[ T T =1
luego por el Teorema anterior: [-T ' of es invertible sobre su imagen

U=[1-f][E(r)], luego, (I-T" of)_] e Lip(U,E(r)) y

(T o) 1 |
Lip [(I T f) ]S Ly (T_l of) < I—-“ T"IHL:p(f)

Luego T-f es invertible sobre su imagen, y como

(T-0)" =(1-T"of) o T"

[T- ) = T[(1- T o) "(e(en] = T[] =
I-T'of € Lip(U,E(r)) A T'elLip(u,U)

= (1-T"of) " o T € Lip(U,E(D)) y
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-1 .
Lio((T=9)") < Lip[(1-T" o) JLip(T") < "T | - L
P(( ) )< [(( ) ) p(T )<]_"T_l”L!}'J(f) ”T4||_I—Lf')')(f)

Por Gltimo: f(0) =0 entonces E(F)c U, donde T =r [1-Lip(f)]
S TE(T)ITIO] = Te(I-T" of)[EM] = U = [T-f[EWM)]
Afirmo que E(r')c T[E(T)]. En efecto; y €E(r'), entonces
[Ty =T [y <] <= e e - 2ince)

=TT

Lip(D) <r(1-Lip(T'of)) = ¥

= xeB(t)/y=Tx = yeT[E(T)]. Por tanto E(r')c_:T[E( 7). =

1.3 EL TEOREMA DE LA APLICACION FI1JA

TEOREMA I1.3.1 Sean (X,dx) un espacio métrico completo y (X,d_\,) un
espacio métrico. Sea

f:XxY—>X

(x,y) —>f(x,y)
Definimos: f 1 X—X A fr: Y—X
x —>fy(x) = f(x,y) y —>f(y) = f(x.y)

Supéngase que se cumple:
i) fyelip(X) A Lip(fy)) <K<l ; VyeyY
ii) f, e C(Y,X) ; VxeX
Entonces si denotamos x, el unico punto fijo de f, (y € Y), la aplicacién:
P:Y—X
y—> @(y) = Xy

llamado aplicacion fija de f, es continua y satisface

d,(0m)00") s (1, () L Yy Y

Prueba:. Sean y,y' €Y:

d,(o(y)10(") = dx(xy,x}J) = dx(f},(x},),f}}(xy. ))
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I1.4

<d, (1,61, (5,) + (5,08, (x,))

dx(fy(x L, (x ))+L:p(f ), ( xy.)

<d, (0608, (x,)) + K 4, (00).0)

= (1-K) d,(00).00") <d,(f, ()., (x,))
4, (00000 s d (fx,)0 (%) Vyy'eY

Para probar la continuidad de @, sea y,€Y (fijo arbitrario); como

f € C(Y,X), entonces , dado
£>0,35>0/d,(r.y,) = d,(f, (v.).5, 1) <1-De
Luego; por la desigualdad probada anteriormente:

d (o). 0(y, ))<—d (f, (%, 15,(x,.)

=
1-k

(1-K)e _
1-K

d,(f, )k, )<

entonces ¢ es continua eny, Vy, €Y. Porlo tanto ¢ € C(Y,X) ]

TYEOREMA DE CONTRACCION EN LAS FIBRAS

Antes de enunciar y demostrar este Teorema, que sera util en el

capitulo posterior, necesitamos dos resultados previos.

LEMA I1.4.1 Sea {c;};> o una sucesién de reales no negativos tal que

lim c; =0. Sea 0 <K < 1. Definamos o, —ch‘/l“ “¥nz20.

Entonces lim o, =0.

n—®

Prueba:. Sea M = sup{ } se cumple que 0<M_,, <M _;VneZ"

jen

Afirmacién: lim M, =

n—sx
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. o : 3
En efecto, sea € >0, como limc¢; =0, IN EZ+/JZN:>CJ- <5
J")ﬂo

€
:>s‘up{cj}£5w = My <e, n2N=>M_ <M, <¢g; lo cual prueba la
]1Zn

afirmacion.
2n n-1 2n
_ 2n-k . 2n-k 2n-k
0'2.1‘*27L CL—“ZR CL—"‘ZX Ck
k=o k=0 k=n

<M [+ A2 A M [ A

<MAT A"+ A AR M A A A+ ]

_ . | MAY M,
= 0< .1122 G,, < ll["]‘lm Y +m =0

lim o,, =0

it—»o0

2n+1 2n+l

n
Gapn = Zk2u+1-kck - lenu-kck n th“*“kck

kao k=0 k=n+l
<M A+ A2 AR ] M AT A A
SMAT A + A" AR+ M [+ AT A+

Mokn + M I]+| v 0
—_— -
I-n 1-p = 'n=

<

0< i < i Mok“+_M“+, =0
= U MO ® M N I |

lim ¢,,, =0
==

Luego concluimos que lim o, =0 |
n—»xw

LEMA 114.2 Sea (Y,d) espacio métrico completo y considere
{Gn}nd' CLip(t) tal que Lip(G,) < k< 1; VneZ'y

lim G, (Y)=G(Y);, VyeY. Entonces:

i) GELip(Y) A Lip(G)<k
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ii) Sea § el tinico punto fijo de G. para y €Y, considere la sucesion
Y, =G, (¥), ¥, =G,(y,) 5eees v, =G, (y,);VneZ'se tiene que
limy, =¥
Prueba:.

i) Sean y,,y, €Y. Por hipdtesis se tiene que para £>0

+ e
3NN, €2 /n2N, :>d(G“(y,),G(y,))-cE y

nz NZ = d(Gn(YZ)sG(yz)) <"§'

Sea N = max{N;,N,}, se cumple:

d(G(y,).G(y,)) < d(G(y,),.Gy(¥,)) +d(Gy (¥,).Gy (¥,)) + d(Gy (¥,). Gly>))
<%+Lip(Gn)d(yl,y2)+~§‘$kd(yl,y2)+s , Ve> 0

" GEL:’;J(Y) Y La‘p(G]Sk

i1) Por demostrar que:

lim d{y,,5)=0.

n—so

Para ello, calculemos la “ley de formacién” de los d(y,,¥)
d(y,.5) = d(G,().5) = d(G,(),G,() +d(G,(5).7)
<kd(y,y) +d(G,(9).5)
d(y,.5) = d(G,(y,).5) < (G, (y,).6,(1) + (G, ($).9)
<kd(y,,¥)+d(G,(%).¥)

<k*d(y.3) +kd(G,(3).5) + d(G,(9).5)

= kzd(y,’f)+2k'"jd(G s (F)s SF)
j=0
n—-2
d(s.9) < k™dr.9)+ L k"*9d(G,,).3) (Hip. Ind.)
j=0

d(y,.7) <d(G,(y,.).G,®) +d(G,().5)
<kd(y,...5)+d(G,(¥).5)

<k"d(y,3)+ k[z K 29d(G,.,().3) |+ d(G,(3).9)

=0
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n-2 .
= k'd(y,9) + 2, k*1d(G,,(7).9)+ (G, (5).9)

n-1
= d(y,.5) <k"d(y.5)+ k(G (3).5) . V=1 (1)

Sea C; = d(GM("}?),"y’) ,Vijz0, {Cj} una sucesién de reales no negativos y
por hipétesis |
lim ¢, = lim d(G,,,(3).5)= lim d(G,,,3),6(7)) =0

ycomo 0 <k<1, porel lemall.4.1 se tiene:

lim Z:,k“-id(e m(@)3)=0
4

n=—ro0 o,

Luego por (1):

N=—Fo0 jl:ﬂ

0<lim d(y,,¥)< lim ]:k"d(y,jf) + “f;k"j"jd(G " (3?),3")] =0

= lim d(y,,7)=0 "

n=—peo

Ahora enunciaremos y probaremos el Teorema de contraccidon en las fibras

TEOREMA 11.4.3. Sean (X,dx) y (X,dy) espacios métricos completos;

sean
f:X—X y g:XxY—Y
x—>f(x) y—>9(xy) = g«()
funciones tales que:
1) felip(X) y Lip(f) <1
1) . € Lip(Y); Lip(g) S K <1 VxeX
iii) g, € C(X,Y) ; Vx€Y
Entonces la aplicacion

F:XxY—>XxY
(x.y) —> F(x.y) = (f(x),g(x.y)))

tiene un unico punlto fijo atractor.
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Prueba: Por la parte (i), se tiene que f es atractor, sea X, tnico punto fijo
atractor de f. Por demostrar que:

lim F'(x,y)=(x,,Y,) .para algiun (x,,y,) € XxY;V(x,y)e XxY

Primero, hallemos la “ley de formacion” de F"(x,y).

F(x,y) = (f(x),9(x,y)) = (f(x),9, (7))
F?(x,y) = F(F(x,y)) = F(F(x),0,(9)) = ({(F0): 91y (0. (1))

= (f*(x). 9100 °9.))
entonces
F(,9) = (17 (0,80 @Iy 008 (3) (Hip. Ind)
F*(x,3) = F(F™ (1) = F(F" (308 0 Gy -8 ()

= (7 0. (G 2y B8, )
= (f"(X),g,n-1(x] © Gpner gy %o ogx(y))
Defino G, =9,,G, =Gy .G, =Gy, » VO eZ”. Por hipétesis (ii)
{Gn}.mz' CLip(Y) A Lip(G,) k<1 ; YneZ’

De la hipétesis (iii), g, es continua VxeY, luego

lim G,(y) =l G, () = lim g, (')

- g,{1im () = 9,(x,) =g, (1) = G(y)
Sdim G (y)=G(y) , Vx€Y
Llamemos y, al anico punto fijo de G=g, €Lip(Y), Lin(G)< k < 1

Porel Lema 11.4.2
lim (G, °G,_5.......0G,(¥)) = ¥,

n—w

= lim Gy 0 Gpna gy oo og.(y)=y, , VX€Y

n=o3

lim F"(x,y) = lim (f"(x),gf,..l(xJ © Qinea O rreeee °gx(y))
=(lim f*(x), lim (gr"-'m ©Qpna gy, O ogx(y)))z(xn,}",) |

n—rco
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CAPITULO III

ESTRUCTURA LOCAL DE LOS PUNTOS F1JOS HIPERBOLICOS
PARA DIFEOMORFISMOS EN ESPACIOS DE BANACH

II1.1 PRELIMINARES
DEFINICION III.1.1. Sea (E,|}||) un espacio de Banach, U una vecindad

de0eE y f:U——E un difeomorfismo sobrc
su
imagen. Decimos que 0 es un punto fijo hiperbdlico de f si y sélo si
i) f(0)=0
ii) Df(0) e Hip(E)
Recordemos que si L eHip(E), entonces, existen dos subespacios cerrados
de E, E,yE,, ynormas ||, , |}, en E, y E, respectivamente tal que
i) E=E,®E;
i) Li=Ll; €L(E) vy L=Ll; €L(E)
iii) || L',

<al x,

.. Yx,eE)y " L.x,

uSG"xu . s szEE’s

s} , X=X, +X,, X, €E_x, €E,

iv) La norma | x |, = max{ H Xyll, > " X,

es equivalente a la inicial | x | en E.

Recordemos también que si (E,|l. ), (E,|l;) son dos espacios de
Banach entonces el espacio de funciones continuas y acotadas de E a F,

denotado por C,(E,F) es también un espacio de Banach, es decir;

Cu(E,F) = {f: E——E / f es continua y acotada}



con las operaciones usuales de suma de funciones y producto por un

escalar, es un espacio vectorial y si definimos:

I f"lﬂ.l-‘ = Su? " f(x) ”1:
entonces (Cu(E,F), |||lEI ) es un espacio de Banach. Si E=F denotaremos

Cy(E)= Cu(E,F). Ahora probaremos que la descomposicion de E en E, y

E,, induce una descomposiciéon en C,(E) en donde consideramos |||, =|H||

la norma de E que satisface (iv).

Primeramente, definimos las proyecciones candnicas II, , I,

II,: E—E, II,: E—E;

x— I, (x) = x, Xx— I, (X) = X,

Obviamente I, € L(EE,) , I, e L(EE,), |,

<ty )<t

Sea f € Cy(E), definimos f, =11, of y f =TI, of, es decir:

\

fu: E—E, fgs E——E,
x — f(x) = T, (f(x)) x — f(x) = T, (f(x))

Como IT, € JL(E,E,)C Cy(E,E)) y II, € JL(E,E,) < Cy(E,E;) entonces
fu ECo(E,Ey) y fs €Cy(E,Es)
Afirmacion: f=f, + f, . En efecto, sea x €E

= f(x) EE = E,®E, = f(x) = I, (f(x)) + I, (f(x))
= f(x) = (I, of)(x) + (1T, of)(x) = ([T, of +IT, of)(x) , VX €E

=> f=1f,+f , VIECE),
lo que prueba la afirmacion.
Ademas fECLE,E\)NCWE,E,) = fECLE,E,) y fE€CLE,E,); luego,
paraxeE ,f(x)€E, v f(x)€E, = , f(x) €E,NE;= {0} = f(x)=0,
VxeE = f=0. De ésta manera, hemos probado que:

Cu(E) = Co(E,E,)® Cy(E,Es)
Sabemos que (Cy(E), [Hlz 5 ). (Co(E.Euw), Mz &, ) ¥ (CHE.E, IHl; ¢, ) son
espacios de Banach. A continuacion veremos la relacidon que existe entre

Ml e oMM 2,y Il e,
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f

]

Afirmacion: |||, = max [ I

lE_E’} , VFEC(E)

EE,’
Considérese ahora T € L(Cy(E)) tal que
TU:Tlu_-I-{F;‘.EEn} e J(Ch(EsEll)) y T5=T

ace € L(Cy(E,Ey)),
f € Cy(E) entonces T(f) € Cu(E), luego T(f)=[T(f)]u+ [T(f)]s donde
[T()]u €CLE.E)) vy [T(f)]s ECHE.E,). Pero:
[T()]e= 10, o(T(M) = M, o(T(fu + f)) = 1, o(Tu(fy) + To(F)) = Tu(f)
[T(O]s= O, o(T(N) = T, o(T(f, + f)) = I, o(Tu(fu) + T4(f)) = Ty(f,)

Luego;
e

170 ke = max {0 s, - [0

3

Luego se prueba que: || T = max { | .

.

1.2 EL TEOREMA DE GROBMAN-HARTMAN PARA
DIFEOMORFISMOS EN ESPACIOS DE BANACH

Sea f: U——>E un difeomorfismo de U sobre su imagen, en donde
(E,

1] ) es un espacio de Banach, U es un abierto de E y 0 € U. Se prueba

que, si 0 es punto fijo hiperbdlico de f, entonces f es localmente conjugado
a Df(0); es decir 3h e Hom(E) /h oDf(0) = foh en una vecindad del 0 e E.

A continuacidn solo presentamos los resultados previos al teorema.

LEMA 111.2.1. Sea (E,|}||) es un espacio de Banach, U es un abierto de

Ey0eU Sea f: U——>FE de clase C' sobre su imagen tal
que

f(o)=0 y denotemos por L = Dffo)el (EE). Entonces

Ve>0;3r€)=r>0 y 39 ECE)NLip(E)/ f=L+ @ en B,(0)cE.
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LEMA I1L.2.2. Sea (E, |[||) un espacio de Banach y L eHip(L). Si €0 es
suficientemente pequerno, entonces
Y@,y € CyE)NLip(E)

con Lip(@ ), Lip(y )< € la ecuacion Juncional:

(L + (p) o(l+w)=(I+w)o (L + \p') tiene una unica solucion en Cy(l).

COROLARIO Sea (E,||-|]) espacio de Banach y L €Hip(E), si
0<a<(1—0)“L""—|. Entonces (L+¢) y (L+wy) son

conjugados, V ¢,y € Cy(E)NLip(E) tales que Lip(¢), Lip(\y ) <€

Prueba: Por el Lema anterior, la ecuacion funcional:
(L+o)o(l+0,)=(1+0,)o(L+wv)

tiene unica solucion o, € C(E), También la ecuacién funcional:
(L+o)o(l+d,)=(1+8,)e(L+w)

tiene tnica solucién &, EC4(E)

(1+0,)o(148,)o(L+0)=(1+0,)o(L+y)e(1+5,)=(L+0)e (I +w,)o(1+a,)

(I+’m'0)o(] +m0)o(L+\u) = (I+6n)o(L+(p)o(I+mo)= (L+\|:)o(1 +(’50)o(l +u),,)

observe que:
(l+mo)o(l+630)=l+(5o +0, +("5an)

(I +63D)o(l +m(,) = I+(u)n +, +m050)

y como o,0, ECHE) =206,+0,+0,0,r0,+0,+0,0, ECLE).
Ademas es evidente que
(I+O)o(L+(p)=(L+(p)o(I+0) y
(I+0)0(L+lu)=(L+\u)0(1+0)

por unicidad de la solucion del tipo 1 + ® con o €Cy(E) de las

ecuaciones funcionales anteriores, tenemos:

(I+o)0)o(1 +5{,) =]= (I+'£6U)o(1 -!-(DO)
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luego (1+mo)q]=(l+@o)ecb(5), luego haciendo h=I1+w, entonces
h €Hom(E) y (L+(p)°h=h0(l.+\|})

S. L+¢ y L+wy sonconjugadas |

TEOREMA I11.2.3. Sea (E,|H|) espacio de Banach, U es un abierto de E

tal que 0e U. Sea f: U——1I un difeomorfismo de

clase
C' sobre su imagen y 0 es punto fijo hiperbdlico de f. Denotemos por

L =Df(0) e Hip(E). Entonces f es localmente conjugado a L es decir:

JheHom(E) / hoDf(0) = foh en B,(0)c B’

Prueba: Sea g <(1-a) L"'||_I, por el Lema I1I1.2.1; existe r>0 vy
@ €CL(E)NLip(E) con Lip((p)<€ tal que f=L+¢p en B (0)gE.
Haciendo =0 € C(E)N/Lip(E) entonces Lip(\J/)=0<¢ <(I-Q) ” L"'”“],

luego por el corolario anterior, L+ ® y L son conjugadas, entonces

3h €Hom(E) / Loh=ho(L+q). E_-t®

E
Luego, si x €B,(0), se tiene: h Q ’ h
- . E

Loh(x) =ho(L+@)(x) = hof(x)

L y f son conjugados en B (0) ||

En virtud de la conjugacion local, tenemos el siguiente diagrama:

Iis

‘ O ) L=pro)

r(\# B ) MY

_r/..

\ / R v
. ' A

N

\ I
I,
Al
| o

‘ Este teorema fue demostrado por Grobman y Hartman cuando se trabaja en un espacio
vectorial de dimensidn finita. Vease Sotomayor, J. [17]
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I11.3 ESTABILIDAD DE PUNTOS FIJOS HIPERBOLICOS

A continuacion estudiamos un resultado importante de los puntos
fijos hiperbédlicos a saber que si una funcion @:U——E esta
“suficientemente cerca” de f:U——E de tal modo que cumpla con las
condiciones del Teorema de Grobman-Hartman, entonces se tendra que g es
localmente conjugado a f y que g tiene un punto fijo hiperbo6lico “cercano”

a 0. Para llegar a este resultado es necesario considerar algunos detalles

como: ;qué significa g suficientemente cerca de f ?, y otros adicionales.

Seag : U——>E donde (E,|}||) es un espacio de Banach; decimos

que g es diferenciable en U si y sélosi Vxe€E, 3L €.L(E,E) tal que

. Jax+8)-g(x) -Ls |
lim H -

0

en tal caso denotaremos L = Dg(x). Tenemos entonces:

Dg : U—— L(E)
x — Dg(x).

Si Dg es continua en U , es decir, Dg € C(U,.(E)), diremos que g es una

funciéon de clase C' en U. al conjunto de todas las funciones que son una

vez continuamente diferenciable en U , es decir:
C'(U,E) = {g : U——E/ g es diferenciable en Uy Dg € C(U,-L(E))}
Es posible dotar a C'(U,E) de una estructura de espacio de Banach

siempre que g y D@ sean acotadas en U. En efecto, si g y Dg son acotadas,

se tiene que
lax) | <k, vy | Dax) | <k, , VxeU

con k,, k, constantes reales positivas que dependen de g. Luego existen
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sp [ ge) [ =1 gl v sup | Dot} [ =g,

Denotamos por H g ||I al maximo de éstos supremos. De ésta manera, si
denotamos por C!(U, E) al conjunto:

Ci(U,E) = {ge C'(U,E)/ g y Dg son acotados en U}
tenemos que:

I, :C}(U,E) — R.

9~ llgl, = max{ sup o | sup | D |

es una norma sobre C,(U E). Ademis (C],(U,E),||-||l) es un espacio de
Banach. Luego “g suficientemente cerca de f” significara que g,f € CL(U, £)
entonces “ g~f||I <¢g es decir:

| a(x) - f(x) H <g y |Dgx)-Df(x)[|<e , YxeU

Por otro lado, recordemos que en la prueba del Lema II[.2.2
empleamos que si @,y € Cu(E)NLip(E) con Lip(@), Lip(y) < (1-
)| L' entonces: T es una contraccién de Cy(E) en el mismo punto y su
unico punto fijo o, satisface
(L+(p)0({+a))=(I+0))0(L+l|!)
(I+®) € Hom(E)

Denotemos

v={0 € CuUBINL(E)/ Lin(9) < (1-0) [ L[}

con L € Hip(E), entonces podemos definir

d: YxY—>R
(v,9) —> d(\lf,(P) = “ Y= ”F,,F.

luego (Y,d) es un espacio métrico. Ademas:
T:CyE)x YxY—— CuE)
-1
(@,v,0) — T@,y,0) = (I-L,) " oL oy~ po(1+w))

es una contraccion Vo,yeY.
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Si fijamos ¢ €Y, tendriamos

T:CyE)xY—— C(E)

(0,y) — T(0,y)
y T, es una contraccion. Denotemos por o, € C,(E) el unico punto fijo

Yy

de T

TR

entonces la aplicacion fija

0 : Y—> Cy(E)
vy —0(y)=o0,

esta bien definida. El siguiente Lema prueba la continuidad de 0.
LEMA 11L.3.1 La aplicacién fija © es continua en Y

Prueba: De acuerdo al Teorema I1.2.1 es suficiente probar que
T, € C(Y, Cy(E)) VYo € CE)

Para y,,y, €Y, se tiene que:

| 7w -Totwa [, =] T @) - T, @],
<|@-1) " oL oy, —po(i+)=(I-L) " oL oy, —go(1+0)) |
<f@-0 [ v -eeti+0)-w, +oel+0) |,
<fa-v el -val,, o Vv, ey

Por tanto T, €Lip(Y, Cy(E)) entonces T, € C(Y, Cy(E)), Vo € C 4(E)

Teorema de estabilidad local de puntos fijos hiperbdlicos.

TEOREMA V1.3.2 Sea (E,|}|) espacio de Banach, U es un abierto de E

tal que 0e U. Sea f: U ——FE un difeomorfismo de
clase
C' sobre su imagen y 0 es punto fijo hiperbélico de f. Entonces 31r>0 y
de>0 tal que geB_ () C(UE) y se cumple que g es localmente
conjugado a f. Ademds si h es la conjugacion entre fy g, h(0)eB,(0)cE
y h(o) es punto fijo hiperbdlico de g.
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Veremos que 3&>0, tal que Lip(f-L) < e entonces Wi (0.r) esel

grafico de una funcién o : E (r)—— E_(r) , o lipschitziana con Lip(c)<1 vy

c(0)=0

Denotemos por
Gn={oe Lip (E,(n),E(0)/ Lip(c)<1 y c(0)=0 )

Consideremoé d: g(r) X g(ﬂ——» R

(0,,0,)—d (6,,06,)= sup ”crl(x) - crz(x)“
xek, (1)

Queremos ver que Ic, € ( (1) tal que W; (0.1)=G(o,); si asi ocurriera,
para x, €E,(1) = (x.0,(x) € G(o,)= W} (@.1)

= £ (x,.0,(x,) €[ Wi 1) ]

= '(x,0.(x,)) e W} (0,r) = G(o,)

= 3y, eB(r) talque £ (x,,0,(x,)) =(v.,0.(y.))

= (x,.0.(x,) = £{y,.0.(v.))
= (x,.6,(x,) = ( £(v..6,00) » £(,.0.3.) )
:>{ X,= £,(y,,0.(3,) = £,0(id, 0,)v.)
6,(x)= £(3,:04(%,) = fo(id, o )3,) (*)
Suponiendo que f, o(id, o,): E,(r) —— E, fuera invertible
= y.= [ fielid,0,) ] (x,)

reemplazando este resultado en la segunda ecuacion de (*):
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La demostracion de los resultados mencionados se encuentran en

Dinamica de operadores hiperbdlicos en espacios de Banach [Tesis |.

COROLARIO Sea (E, | espacio de Banach, U es un abierto de E tal

que 0eU. Sea f: U——>E un difeomorfismo sobre su
imagen y 0 es punto fijo hiperbolico de f. Entonces existen
r, r'>0 tal que la aplicacién
£:B.(f) — B,(0)
g—> &(9) =h(0)
donde h(0) es el punto fijo hiperbolico de g en B_(0); es continua de

claseC'.

PROPOSICION 1IL.3.4. Sea (E.||l) espacio de Banach y L, EHip(E).
Entonces 38>0talquel eBg(L,), entonces L

es localmente conjugado a L, .

Para un estudio detallado de las demostraciones de proposiciones y teoremas

mencionados hasta aqui vease: Mamani, Guillermo [19].
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CAPITULO 1V

IV.1 VARIEDADES INVARIANTES DE PUNTOS FIJOS HIPERBOLICOS

Notemos que si (E,|}|) espacio de Banach, U abierto de E que contiene al

0 y sea f:U——E difeomorfismo sobre su imagen tal que 0 es punto fijo
hiperbdlico de f, entonces por el teorema de Grobman-Hartman :
3r>0 y 3heHom(E) / hol(0) = foh en B,(0)cE , L=Df(0) e Hip(E) ,
h(0) = 0, Sea

y eh[E,NB,(0)]= 3 xE,NB,(0) tal que h(x)=y
como xe€E , =>L'xeE/B,(0),vnz20 vy li_mL“x =0 = %i_l}nlh(l'"x) = h(0)

= lim f*(h(x)) = h(0) = lim £*(y) = 0
Si definimos :
W7 (0) = {q eU/f"(q@) eU;¥nz0y E{gf"(q) = 0}
tenemos que  y e W (0) = h[E,NB(0)] < W;(0)
Andlogamente, y eh[EuﬂBr(O)];ﬂ d xe h[EuﬂBr(O)] tal que h(x)=y
como xeE, =>L"xeE NB(0) VYnz20 vy !EEL_HX =0

= limh(L™"x) = h(0)

= limf™(h(x) = h(0) = limf™(y)=0



PROPOSICION 1IV.1.1.- Sea (M.d) un espacio métrico, U abierto de M,

fU——>M un homeomorfismo sobre su imdgen y

p e U punto fijo de f. Se cumple:

) Wg® =Wp® . Wee)=Wi ()

i) Wi 0.0=We(,0) , We(p,0)= Wi (p.1)

i) [ Wo |- Wi o . £ [ Wi ]- W @
f (Wi ]-Wi e, £ Wo]-Wi e

iv) f[Wien]|c Wi o vy £{Wike.n]c Wi @0
Wi pnef [W:(p,r)] y Wik.nc f"[Wi(p,r)]

v Wren=Nf"[B.m®m] vy W;en=Nf[Bm]

nz0 nz0

PROPOSICION 1V.1.2.- Sea (M,d) un espacio métrico, U abierto de M,
frU——> M Homeomorfismo sobre su imagen 'y

p € U punto fijo de f.

) 3r>0/ Wi (e e Wi 0= Wi m-Uf"[ Wi |

nz0

i) 3r> 0/ Wi (e e W (0) = Wi ) U Wit ]

nz0

PROPOSICION 1IV.1.3 Sea (E,||l) espacio de Banach, U abierto de L,

f:U——>E difeomorfismo de clase C' tal que

peUes punto fijo hiperbdlico de f. [FEntonces

Ir>0/ Wy (p.) = We () vy Wi () Wi ().
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si definimos W;*(0) = {q eU/f"(q)eU;Vn20 y limf™"(q) = 0}

tenemos que y e W/(0) = h[EuﬂBr(O)] < Wi (0)
considerando lo anterior tenemos la siguiente definicion:

DEFINICION IV.1.1: Sea (M,d) un espacio meétrico, Uc M abierto vy

f U——>M un homeomorfismo sobre un abierto f[U]

de M. Sea peM un punto fijo de f. Entonces:

1) La VARIEDAD ESTABLE de f en p, denotado por W;(p) es el conjunto

Wi()={a €U/ (@ U1y Timd(F*(@),p)=0]

ii) la VARIEDAD INESTABLE de f en p, denotada por W;(p) es el conjunto

W(p) = {q eU/f"(q) eU;Vn21y limd(f(q),p) = 0}

iii) La VARIEDAD ESTABLE DE TAMANO r (r>0) de f en p, denotado por
Wi(p,r) esel conjuﬁto:

Wi(p,r)={qeU/f"(q) eU;vn21 y d(£(q),p) <r;¥n2 0}

iv) La VARIEDAD INESTABLE DE TAMANO r (r>0) de f en p, denotado

por Wi (p,r) es el conjunto:

Wi(p,r) = {q eU/f"(q) eU;Vn21 y d(f(q),p) <r;¥n 2 0}

Enunciamos las propiedades de las variedades estables e inestables que

utilizaremos posteriormente.
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Con las proposiciones enunciadas se observard que si f:U——E es un
difeomorfismo de clase C' sobre su imagen, en donde (E, |/||) es un espacio de

Banach, U abierto de E tal que peU es punto fijo hiperbdlico, entonces

W“f (p,r) (en donde r >0 es tomado tal que B,(p) < U) es el grafico de alguna

funcién continua . Analégamente para qu (p.1).
Sea (E,|}|) un espacio de Banach, U abierto de E que contiene al cero,

f:U —— E lipschitziana tal que f (0)=0 y L e Hip(E). Como sabemos, existen
subespacios cerrados de E: E ,E, y una constante a =a(L), 0< a <1 tal que:
i)  E=E,®E,
i) =Ly €LE) v L=Ll; € L&)

iii) | Li'x,

USGHXUD , queEuy"LsxssSG"xsus , Vx, ek,

5} , X=X, +X,, X, €E_x, €E,

5* % n

iv) La norma || x |, = max{ " qu“ ; " X,
es equivalente a la inicial | x | en E.

Como U es abierto, 3r>0 tal que B, (r)c U. Usaremos la

siguiente notacion:
E(r)=E, N B,(r)

E(r)=E, nB.(r)

E (r)= E, (1) X E,(r) = B,(r)

De esta manera, podemos considerar f: E(r) —— E Lipschitziana, f(0)=0,

f homeomorfismo sobre su imagen.
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-1 .
o,(x,) = [fﬁo(id,cn) ]o [fuo(id,co) ] (x,) , VX, €E,(r)
= o, = [f,o(id,0,) ]o[f, o (id,0,) |

Luegosi 3o, € g(r) tal que G(o,) = \M"f (0,r) entonces o, debe ser punto

-1

fijo de la aplicacion [fso(id,cn) ]o[fuo(id,crn) ] . Para ver si la aplicacion
mencionada es contractiva de tal manera que o_ sea punto fijo, consideremos lo
siguiente:

Sea o, € g(r): Denotemos: (o) = f,o(id,o) :E (r) — E,
"T’I'(G) = fso(id,O') : Eu(r) — E.«

Veamos ahora la secuencia y el detalle de la construccion

LEMA 1V.1.4 Sea (E,|}||) espacio de Banach, U abicrto de E que contience al

cero f:U—— E homeomorfismo sobre su imdgen tal que
feLip(U,E) y f(0) =0. Sea L eHip(E), silLip(f-L) < e~ @' | entonces la
funcion :
\I’[(G) . E’u(r) —k u

X“ = lpf(o-) (xu) = fu e (id,U)(X“) = fu G(XU’G(XH))

es invertible, (o)™ eLip(E,,E (r)) y Lip(y (o)) <

o = Vo e g(r)

Prueba:
Tenemos que ()= II,0 fo(id,c) = wy (o)=L, + TI,ofo(id,0)-L,
luego (o) es invertible si Lip(I,o fo (id,0) -L,) < | Ly | =a”
notese que:
[1,oLe(id,o)(x,) = II,(L(x, , o(x,))) = II,(L, (x,), Lo (x))) =L, (x,),
Vx, € E,(r) = [l,oLo(id,c) =L, luego:
Lip(I1,0 fo (id,o) - L,) = Lip(T,o fo (id,s) -TT,oL, (id, o))

= Lip(I1,0(f - L) o(id, 5))
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<|m,

Lip(f - L) Lip(id, o)) . ... ool L (1)

)

X, = xu"n , Sctiene que

como "(id,c)(x,,) —(id,cr)(xu)n = max “ X, —x;,H“ ) ||cr(x")—o'(x'u)

y Jox)-o(x,)|. < Lip(o)|x, - %], < |

|Gd,o)x,) =(id,0)x)| < [x -x] . ¥x.,x, € E, (1) = Lip(id,o) <1,

reemplazando este resultado en (1) y teniendo en cuenta que u I,)f<1
~Lip([1,ofe(id,o) -L,) < Lip(f-L) < g

pero por hipotesis

g < " L' "‘I =g’ = yl(o)=L, + [ I1
es invertible mas aun :y (o) ~' € Lip(E,,E () vy

o fo(id,o) - L, ]

u

Lip(we(e) ") < o

LEMA IV.1.5 . Sea (E,

cero f:U——>E homeomorfismo sobre su imdgen tal que

4 espacio de Banach, U abierto de E que contiene al

feLip(U, E) y f{0) = 0. Sea L eHip(E), siLip(ff-L) < ¢ < a -1
entonces:

E,(r) c lm(q;f(c)) , Vo e g(r)

Prueba:

Sea y, e E (r). P.D.Q. 3x, €E (r) tal que wy (o)x,) = vy,-
Como (o) es invertible entonces x, = v (o)™ (y,), notemos que :

y,(6)(0) = f,0o(id,o)(0) = f,2(0,0) = Hu(f (O)) = 11,00=0 = y (o) (0)=0

luego ;
I%], =1 we@ @) [, =] wi@™ 30 - Wi (0)

: : 1 : :
considerando el lema anterior ” xu“u < — L luego por hipdétesis Hx“"u <r

1u < Lip( 1|1f(0)_])nyu ".

Xy

=
entonces 3x, €E (r) tal que wy(o)x,) =y, = yuelm(\pr(c))

By (1) € Im{y,(0)) n
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LEMA 1V.1.6 Sea (E, | ) espacio de Banach, U abierto de E que contiene al

cero [:U—— E homeomorfismo sobre su imagen tal que

felip(UE) y f(0) = 0. Sea L eHip(E), silLip(f-L) < ¢ < I-a ,entonces
7
p(c) : E,(r) — E,(1); Vo € g(r)

Prueba: Sea x, €E/(r),
nétese que f,o(id,0)(0) = f,°(0,0) = IL,(f (0)) = IL(0) =0 = ¢ (a)"(0) =0,
sabemos que : [[.oLo(id,o)x,) = L.(o(x,)) ; luego

| oce)x) |, = || MeLed,o)x,) - [T e Lo (id,o)0) |,
< | I,e fe(id,0)(x,) - T,o Lo (id,6)(x,) - I1,0 fo (id,0)(0)+
I,oLo(id,o)(0) |,+ | L(o(x,) - L(c(0)
<\ Lip(e - L) LipCid,0)|x,], + | L, [ip(o)]x,
< (Lip(f- L)+ a) ||x“|[u <(e+da)<r (por hipotesis)

R ES

8

u

LT n

TEOREMA 1V.1.7 Sea (E,|}||) espacio de Banach, U abierto de E que

contiene al cero f: E(r) —— E homeomorfismo sobre su
imagen tal que:

feLip(E(r),E) y f(0) = 0. Sea L eHip(E), silip(f-L)<e< 1-a
entonces:
i) (o) : E,(r) —— E, es invertible , Lpr(G)_IE Lip(E (1))
yLip(y(©)") S0~ Voe Gr)

ii) 9,(0) € Lip(E (1), E\r)) ¥ Lip(0,(c)) < & + @,
iii) o(0)ow(0)! eG): VoG

Prueba: Dado que & < min{ i-a, a'-1 } por los dos lemas anteriores y

¢ (c)oy (c)": E(r) —> E(r) esta definida y ademis,

w(0)™ eLip(Ey(1),E (1) ¥ Lip(wi(o)™) < ., VoeQ

al-
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De esta manera solo hace falta probar la parte iii) ; veamos;

Sea x,,x, €E,(r)

f. o(id,o)(x,) = f, o(id,o(x,))

.

< | M efe(id,o)(x,) - M eLo(id,o)(x,)- Mo fo(id,a)(x,) +
M,oLo(id,0)x,) | + | L,(o(x))-L, (6 (x)) |,
+ alip (o)

| o:(o)x,) - o (o)X, |

5

<

u

<|

HS

Lip(f - L) Lip (id, o)

xI.l -—xll 1xll _xu

(e+a)x, —x,

u

= ¢f(0) € Lip(E(r),E(r)) y Lip(p(c) )< e+a

£+0Q
a'-

finalmente Lip( ¢ (o) oy (c)™")<Lip( ¢ (o) )Lip (y (o))< < 1,

por hipdtesis se tiene:

1-O=min{ a'-1,1-0Q, a ;O } e+ A<al-aq,
luego como ¢ (c) o w(c) ™ (0) = ¢(c)(0) =0
2 00) o wi(0) €G ) Vo e G0, n

De esta manera es posible definir:

r,: Gy — G

c — (o) = ¢c) e y(o)™

PROPOSICION 1V.1.8. Sea () ={ o eLip (E,(n).E(n))/ Lip(c)y a(0) =0 }

con la méitrica:

d: Gmx Gy —> R

(6,,0,)—> d(c,,0,) = sup ) “ 0,(x) — 0,(x) ”
T

X€E,

Entonces (g(?) d) es un espacio métrico completo.

Prueba: Sea © ¢ g’(r) = o elLip (E,(r),E(r)) ¢ C(E(r),E,(r))
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Ademas "G(Xu)

. nc(xu) - G(O)“S < Lip(G)“xu“N st Vx, e Efrn)
= o e Co(E,(r),E(r))

g(r) - Cb( Eu(r),Es(r))

Como E_(r) es un subconjunto cerrado del espacio de Banach (Es,ﬂ.“s) ,
entonces E_(r) es un espacio métrico completo, con la métrica d, inducida por

“". 1. e.
d, : E(r)xE,(r) — R

(x,x) —d(x,x)=] x, - x |,

Luego Cbp (Eu(r),Es(r)) es un espacio métrico completo. De ésta manera, es
suficiente probar que Lip (E (r),E/(r)) es un subespacio cerrado de

Co(E,(1),E,n) .
Sea o € g—(rj = 3 {cn} c G(r) tal que limd(c, ,5)=0
Afirmo que o € §(r). En efecto:

Para x,, x, € E(r), se tiene que ”cxn(xu)—cr(xu)“s < d(o,,0); YneZ’

y "crr.(x'u)—t:r(x;.)“s < d(o,,0) ; YneZ' = lim ch(xu)—g(xu)]ls: 0 vy

cn(x;)—-c(x;‘)ns =0, luego, dado €¢>0, INeZ" tal que:

M
o) -0l <5y fowe-otxl, < %, luego:
lox,) = o). < Jox,) = on (x|, + fon(xa) —ontx)|, + Jon(x) - o(x,)],

< -;- + Lip(crN)"x“ —x'““us + < g+ " X, = X, “u

£
2
o oot < £+ [x - m ] v 650
= Joxo)-ox)|, < | % - %] ¥ x., x, € E D)
= o eLip(E,(r),E,(r)yLip (o)< 1,

Ademas:
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0 < Jo(@)]. = | 5.(0) - o(0)]. < d(o,,0) ; Vn20 = [o(0) =0
entonces o(0) =0 porlotanto o e §(r), luego ¢ (r) es cerrado y esto

prueba la proposicion. |

Finalmente, queda por probar que I'; es una contraccion: o,,0, € ((r)

AT, (o) (o, = sup |Ce(o,)(x,) - Te(o,)(x,)

xeE,, (r)

. pero tenemos:

ITe(o)(x,) = Te(o,)(x,)
£, o(id,c,)o[F, o(id,0,)] " (x,) = £, o(id,,)o[f, o(id,5,)]" (x,)

11

|

haciendo y, = [fuo(id,c,)]‘l(xu) = x, = f,o(y,,o0,(y,)) y reemplazando en lo
anterior:

3

"rf(cl)(xu) -TI(o,)(x,)

£, (70,005 ~ T ), (V.0 (7)) |, oo ()

Veamos ahora la forma de acotar el lado derecho de la igualdad:

LEMA 1IV.1.9 Sea (E, IFD espacio de Banach f: E(r) —> E homeomorfismo

sobre su imagen tal que feLip(E(r), E) y f{0) = 0. Sea L eHip(E).
Si Lip(f-L)<e<i-q,

entonces la funcion:
Iy : Gr) —> G(r)

6 —> T;(c) = ¢ (c)oy (o)

satisface la desigualdad:

| To(o)(E, (v0,6, (7)) = £, (70.0,(v))

<(@+2¢8)|o(y,) -y, Yoe ¢
en donde (y,,y,) € E(r) es tal que f,(y, y,) € E,(r)

Prueba:

| Te(o XE 3y - £y |, <] Teo)E, (vuy) - £ (vuoy ) |+

£ (va.0(r) - (F, (703

5
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acotemos el primer sumando:

| Tt vuy) - 5o |, = [ T 50y -Tr@) v (@) 3,
< Lip(Te(@))] £, (vuoy) =, (vuoy ) |,
< | £ ey - Guse) |,

<] O, o f(y,y) =T, oL (yey,) = fu (V0,00 )+ oL (y,oy,) |

u

-+

Lu (Yu)_Lu(yu)"u
= | 11, o(f- L) (v,.y.) =1, o(f = L) (v,.0(y.))],
< i) LipE- L) | vy -Guoty )|,

<eg H y,—o(y,) |L e e (1)

Acotando el segundo sumando:

| £, (vu0ty) - (B (),

<| Do f(y,,00y. ) ~T,oL(y,,0(y,)~T1, of(y,.y,) + oL (y,.y,) | +

.

L. (o(y.)-L,(y,)

= | B, e(f- 1) (vu,0(r ) -, o(f= L) (v,,y,)], + JLaloly)-v.),

< o) Lipf- L) | oo - 0y, + alevo-y, )
Remplazando (1) y (2) en la primera desigualdad:
Ire(o)x,) - Te(o)x, ), < (@ + 28)foty)-yl], : Voe ¢

Usando el lema en (*)

Irc(o)(x,) ~Te(o)(x,)|. < (@ +2e)|oy)-vy,]. < (@+e) swp  fo,(y.)-0,(v)].
x€E ()

= (G + 28)d(61 702) 3 v xu EEu(r)
o d(I(o,),I((c,)) < (a+2g)d(o,,0,); 0,,0,€ G(r) n
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n
“x y y =f (yn+l,yn+]);Vn_>:0
u u u S

y u

0

u .
: ademas

0

5

n
y =xs y yszfs(y3+1,yn+l);Vn20

£.(y™,y"™)e E (r); ¥Yn20 ,. Luego:

locx)-x, ] = [Tee(fh ¥y - fyh.y)|, < @+ 2e)|ey)-y! |,

= (a + 2¢)| Ty (o )(f, 2,y ) - £.0y2,yD) .

< (a+2¢)?|o(y?})-y?

5

<(a+2g)” , ¥Vn20

5

o(ys)=VY,

5] < (a+2g)"2r; ¥nx0

worx-x, < @+ 2e)" [l o, +ly:

<0

5

Haciendo n——o ,como a + 2g <1 : ||crf(xu)~x:i

x,=0,.(x,) = (x,,x,) €G(o;) .. QO f“[E(r)] c G(o,)

+ Ge)= N f'[BM] = WO
Por ultimo, obsérvese que para o, definimos
1" :E, (1) —>G(o,)
x, — I (x,) = (x,,06.(x,))
LI (x,) = M,(x,,0:(x,) = x, y ITT(x,,0:(x,)) = IT(x,)=(x,,0(x,))

LI = I'I“‘G(cf) . Ademas:

= "(Xu - XU) - (GI'(xu) - 0’I'(x‘u ))

I (x )~ (x) || = [ (xus00(x0)) = (x,.0,(x,)

I

uilg

 Lip(IT') < 1
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= I, e lip(§(r)) yLlip(I')<(a+ 2¢g). Sitomamos a +2g <1

1-a

& e< - - ['; sera una contraccion y por tanto, tendra un unico punto

fijo o,
Afirmo que G(o,)= W,[E'(O,r) . En efecto , primeramente observe que :

(x,,%,) € f[GO)|NE®) & 3y, €E,(N/(x,,x,)=f(y, 0(y.)
= fu(y u, cF(Yu ))7 f(YlI,U(YII))

x =f (y ,o(y N=I1 ofo(id,c)y )=w (o)y )
u uu u u u f u

=

x =fO o0 D=1 ofoid,o)y )=0 @)y )
o ¥, =y (0)(x,) ¥ ¥.=0(0)oy(0)"(x,) = [ (o)x,)
& (%,,%,) € G(I((o))
G(I(0)) = f[G(NEM): Voe G(r)
Luego G(o,) = G(Iy (o)) = f[G(a)]NE(r) < E(r)
Suponga: G(o,)c " E(r) (Hipétesis inductiva)
£[G(o)] ¢ £'[EM)] = f[6(@]NEM < £'[EM)] = 6(Ti(o,))c f"[Ewm)]

= G(o, ) f"E(r) : ¥n20 - G(o;)c N £ [E(0)]

Reciprocamente, (x“,xs) e " [E(r)] = (xn,xs) ef"” [E(r)]; Vnx0

nz0

= f"(x,,X,) € [E(r)] ; ¥Yn20. Denotemos (y!,y!) = f"(x,,x,); ¥Yn=0

n+l n+l

= (yy™) = £ x) = (L)) = Ly D)

= f(y!,y")= (y,y!), Hemos formado asi una sucesién en E(r) que cumple:
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Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

B, —% 5 E (r)
n n, = =0y (o)1,
G(o;) —— G(o,)

= Lip(f™) < Lip(I1') Lip(wy(o,)) Lip(I1,) < Lip(y (o)< |
=1

G(Gf) = Wt‘}(O,r)

De esta manera se ha probado el siguiente teorema:

TEOREMA 1V.1.10 (Teorema de la variedad inestable para un punto fijo de un
homeomorfismo Lipschitziano) Sea (E,|}||) espacio de

Banach f : E(r) —> E homeomorfismo sobre su imagen tal que f € Lip(E(r),E)
y f{0)=0. Sea L € Hip(E) tal que Lip(f-L) < € < —]—_2—9 ,
Entonces 3! o € (r) tal que:
i) G(Gr)=Wt‘}(0,r)
£-1
G(o*f)=W}1(0,rs)

ii)

Por otro lado considerando el teorema 11.2.8 , si hacemos Lip(f- L) < g < ”L“’]I"]
entonces f =L - (L - f) es invertible sobre su imagen la cual contiene una bola
E(r) con ' = r( "|_'1|t‘1-8) ,ademas f™'e Lip(E(r' ),E) y

1

Lip(f") <
P S I e D)

Como :

»
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L e Hip(E) = L' e Hip(E), E,(L")= E,(L), E,(L")= E (L) ya(L")=a(L)

Ademas
f'—L'= £ -fL")=f"(L-f)L"
entonces :
o el
Lip(f' =LY <Lip(f™")Lip( ]_-f)"|_-1”5 LT(L f)ilL "
o) - Lipee - L)
c -4

ber Lip(L f)"'— ” < & o Lip( L'f)HL'1|| < 8||L—1“_1-g Lip( £-L)

o™ - vipee - L)

B L—1 -1
e (U + i t-Li<s U e Lip(1-L) < H

-1 =1
De ésta manera, si tomamose < min {1_—0 ,||L'1"-]} y Lip(f-L) <minqe, SllL n
2 I+

tenemos ™ : E(r) — E Lipschitz £f7'(0)=0 , L' e Hip(E) con
Lip(f*-L")<¢ luego el teorema anterior se cumple para f'y L, luego

Ao, e Lip(E,(m,L"),E.(r,L")) tal que G(o,.)= W (0,r) y

(f-1)-!

G(cf):W:_ (O

es una contraccion.
Como Eu(r',L") =E(rL)y=E/(r) ¥y Es(r',L") = E,(r,L) = E,(r), definiendo

f

oy= o, tenemos que G(o})= W/ (O,r) ¥y WS(0.) es una contraccion,
f 2

De esta manera queda mejorado el teorema anterior, por el siguiente:
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TEOREMA 1V.1.11 (Teorema de la variedad estable e inestable para un punto
fijo de una funcién de Lipschitz).- Sea (E, ||| espacio de

Banach

f € Lip(E(r).E) tal que #(0)=0. Sea L e Hip(E). Si & < mm{l_Tc,[]L"H"} .

RN ]
el

- Lip(f-L) < min{a,—}. Entonces

e
) 3lo;e Lip(E(r),E,(r)) con Lip(c; )<l y o{(0)=0 tal que

es una contraccion.

G(op)=WEO) ¥ £

Wa(o,r)

i) 3lcie Lip(E (r),E/(r)) con Lip(c; )<l y ©:(0)=0 tal que
G(a3)=WF (0,r") ¥

J WfS(O,r')eé una contraccion, en donde 1 = r( i[Lq“‘l—Lip(f- L))

Consideremos el conjunto J(r) definido por:
I)={ feLip(EE.E)/ f(0)=0y Lip(f-L)y<e }
. 1-qa =
en donde L e Hip(E) (fijo), )& < min{T e ‘} , Definimos

d: ?_(r)x?(r)—:» R
(f.6;)—  d(f.5,) = sup|f,(x) - |

XeE(r)
_Con las notaciones anteriores, observamos que I, esta bien definida;
vfe F(r). Luego:

I G(n)x F(r) — G(r)

(0,f)— I[(o,f)
Ya probamos que I';:§(r) — G(r) es Lipschitz y Lip(T;) <a+2¢ ; Vfe J(r1).
Afirmo que T', € C(F (1), G(1)). En efecto:

|

T, (£)(x,) - T, (£ )Xx,)], = | e (0)x,) - T, (0)(x,)
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- "q‘r(o)"‘l’r(g)(xu) ~ 0y (G)O\Uf-(G)(Xu)|L
< ||(pr(cr) oy (o)(x,) - ‘Pr(")"”’r'(c)(x")”n

+ |or(@)ow (@)x,) - 0 (@) ow(o)x,)]|

<Lip(¢p(o)) ” y(o)(x,) - Wy (e)(x.) ||n *

* " @(0) oy, (o)(x,) - <Pr-(0)°‘lfr-(0)(xu)||s

Acotaremos los dos sumandos anteriores, haciendo y, = \pr,(cr)‘i(xu), tenemos:

[0:(0)ow (@) (x,) = 0, (0) 0w, ()" (x,) | = |0r(0)ys) ~ 0, 5)],
= |11, 0 fo(id,0)(y,) = 11, o f o (id,o)y.) .
<[ f.y,.000) - Fa(ya.000)],

< sup [0 - £ (x| = d(£,£)

xek(r)
Jor@row @) (x) = 0 (@)ow () (x,)] < d(rE) (D)

Jwi@) ' x) = we(@ ' x| = |wetor ow ()3 - 3.,

= W@ " ow (@)3) - we(e) ow (o)y,),

IA

Lip(w(0)™M)| 1, of o (id,0)(y,) - I, o Fo(id,o)y,) |,

< " f’u(Yu ’U(Yu) - f‘u(yu =U(Yu)"u
< sup [ £) = £ O [=d(EE) cev et (2)
xeE(r)

(1) y (2) en la primera desigualdad:

LL(6)(x,) = T (£)(x,)], <2d(f,f); Vx, eE(r)

= d(T,(f),I,(f)) <2d(f.f); VI,fe ()
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co Lip(Xn),@n) y Lip(Ty)< 25 Voe (r)
I, e C(F(r), G(r)).
Por el teorema de la aplicacidn fija; la funcion 6 que asocia a cada f e F(r)
la funcion o, € {r) es continua:
0: J() — Ar)

f—s 8(H= o,

0e C(F(r), ¢(r)) ycomo G(o,)= W/ (0r) = fy f estan “muy cerca”
W' (0,r) y W(0,r) también estan muy cerca i.e. la familia {Wr"(O,r)} varia

[er)

continuamente con f e J(r).

1-Q -
COROLARIO:Sea (E, |||l Jespacio de Banach, L eHip(E), ¢ < min{ ; | '}

Sea ¢(={ o eLip(E,(r),E,())/ Lip(c)<ly o(0)=0 }

F()={ feLip(E(r),E)/ f(0)=0y Lip(f-L)<¢e }
y considero:

[: Qqr)yx J(r) —> {r)
(c,f) —> [(o0,H=T}(0)
Entonces i) I', € C(F(r), ((r)) y satisface:

d(T, () ,[,(f) <2d(f,f); VI,f e F(r)

ii) La aplicacion 0: J(r) — Jr)
f —— 0(f)= o, es continua

iii) {W;‘(O,r)}rﬂ(r) es una familia que varia continuamente con f.

Para un estudio detallado de Variedades Invariantes de puntos fijos Hiperbolicos véase:
Mamani C. Juan. [20]
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CAPITULO V

DIFERENCIABILIDAD DE LA VARIEDAD ESTABLE E INESTABLE

V.1 DIFERENCIABILIDAD DE LA VARIEDAD ESTABLE E INESTABLE

En esta seccion finalmente, estudiaremos la diferenciabilidad de la
variedad estable e inestable. Como siempre, Sea (E,|}|) espacio de Banach, .

Sea L eHip(E) (fijo) Supdngase que
f: E(r) — Eesdeclase C' y “f— L"1< € donde &€ < min {1—%9-,“@"_]}

(obsérvese que “f— L]|]< g implica "f—L”é € ) luego 3! o, € G(r) tal que
G(crf)zwfl.l((],r)‘ Recordemos que :

[i(or) = 1, 0 fo(id, o) [I1, o fo(id,o )]
Suponiendo que o, =oc es de clase C' entonces I;(c) es de clase C' y desde

que :
I'(6,) e T, ofo(id,0,) = I, ofo(id,o[)

Podemos derivar en x, €E (r)

Dl_'f(O’)‘ fu(xuao-(xu)) N Dnu f(xu’o-(xu)) © Df' (XU,O'(XU)) ° D(id,o’)| (Xu):

= DII

5

f(xu,a(xu)) ° Dﬂ (xu,o-(xu)) ° D(id"")I (xu)
= Drf(a)| fu(xuﬂa(xu)) o1, o Df o (x,,0(x,))e(id,Do(x,))

=I1, o Df o (x,,0(x,)) ° (id,Do(x, ))

Denotando y,= f(x,,0(x,))= . (o)(x,); &§=(§,.¢,)= (x,,0(x,)); tenemos:



DI f(o)\(Y = DI (d.Do(,) o[,  DECE) o (id, Doz, )]
Denotemos ug = Df(¢)| E(r) (Recuérdese que Df(&) e L(E); VEEE(r))
Afirmo que g e J(r). En efecto: Sea x,x eE(r)

|0 -g(x)] = | DEE)X)-DEE)X) | = | DEEXx-x) | < | DFE) || (x-x)]
= ge Lip (E(r),E). Ademas g(0)=Df(£)=0 . Por ultimo;

Lip(g - L) = Lip( Df(&) - L) = Lip( D(f-L)(€))= | D(f-L)E) | <] £-L] <e

lo cual prueba la afirmacion.

Similarmente, hagamos:
a=Do(& )z o
u
Afirmo que a e §(r):
Primeramente, observemos que Do(&,) € L(E,(r),E,(r)), como suponemos que
Does de clase C, entonces Does continua en & , luego gracias a una
aplicacion del teorema del valor medio,

ve>0,3550 / [s] <8 = |o(&, +9-0(&,)- Do, )9 < ds],

Sea xeE, (1) = %x[ = %"x" <%r= §, luego aplicando lo anterior y el hecho

que

o es Lipschitz con Lip(c) £ 1:

Do, )™, = £ Do )Ex),
< §[ Do )EX) -0, +Ex)+oE,) | +] o, +Ex-0E) |, ]

8

< %[s

wx|, = 3 x], 1= elxl+ Ix],= @+l
o |pe)| < (e+1); ve>0 = |Do(E,)] <1
De esta manera : “a(xu) = “Dc(ﬁu)(xu) .S iDc(?‘;u) Ux“ lu < “xu “u <T

= a: E,(r)—> E,(r).

Ademas:

|o(x,) = a(x))

= [DaE)x,) - Do, x|, = Do, )x, - x|,
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< "(xu - x‘u)

< |poE) ] (x, - %))

S Lip(E,(r),E (1)) y Lip(a)<1

VX, ,x, €E (1)

u

Ademas
a(0) = Do(§,)0) =0; .. o € §(r)
Luego

Df@) gy e 70 v DoE)e o « .
de éste modo:

DIy(0)],= Dors(Dat&)); ¥y, €B,()

La discusion anterior nos induce a considerar el espacio ¢ (r) y la aplicacion I’

siguientes:

G @) = {heCE,®,LE,.E,) |n]= sup )nh(x)" <1}

( Puesto que si ce§(r) es de clase C, Doef(r) )

I:goxén — ¢
(61)—> L (oh)

donde

r (o,h)(y,)= II; o DE(&) o(id,h(§, )) o [Hu °Df(£)°(id,h(éu))]_]= Upece) (B(E)),
en donde

E=(E,.8.), &u=w(0)7(y,) , & =0(§,)

Nétese que si definimos :
d: f(r) xg"’"(r) ——> R
(hyhy) — d (i, h) = sup [0, (0~ hy ()]
entonces (f(r) ,d)es un espacio métrico completo.

Ademais si o, es diferenciable, de clase C, de lo anterior:
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DI (o
°p) , Yy, €E (1)

[y (Do) = [pge(Dor(E))=
£ (y,)
u

entonces
FUF(Dcrf)= DI (o,)= Do, , luego Do, es punto fijo de fg :

Defino ahora la funcién:
F: ¢x §0) — G0x G
(o,h)——>F (o,h)= (Ff(c)f(o,h))
Sabemos que I'; € Lip(G(r)) y Lip(I';) < 1, suponiendo que
i) T, e Lip(G®) yLip(T,) SA <1; Yoe ¢@)
i) T € C(¢w,G(M); Vhe §(r)
Por el teorcma. de contraccién de Fibras. F tiene un tnico punto atractor

(o, he),

donde o, es el punto fijo de l“f y h; es el punto fijo de i:‘a . Por tanto, si
f

tomamos oe ((r) de clase C', entonces Doe C(r) y tenemos:
lim FY%o,Do)= (o,,h,)
obsérvese que
F(0,D0)=(I'1(0),T (Do) = (I't(c), DI (c))

como I (o) es de clase C': |
F(['((0),Dl((0)) = (I (I'1(6)), DI 2(0)) = ('} (o), DI 2 (o))
entonces
F2(5,Do)= (l“f2 (0),Dr§'(c))

Supéngase F"'(c,Do)= (l“f"“ '(c),Dl“;“(o)) (Hipétesis inductiva)

F"(0,D0)= F(F"'(0,D0)) = F(I'? ~'(6),DI 2 ~'(0))=(I"{ (6),DI [ (o))

. F"(o,Do)= (F;(c),DF;(c)); VneZ*
Como
lim F;(c)= o,y limDFf"(c)= h,
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Ademds F;(G) es de clase C', luego limD 1“;:(0)= D lim F;(G)= Do,
De éste modo o, es de clase C y Do, = h, y quedaria demostrada nuestra

conjetura, suponiendo que " satisface las dos condiciones anteriores. Pasamos

a demostrarlas.

LEMA V .1.1 Sea (E, |l||) espacio de Banach, f € Diff' (E(r),E) tal que f{0)=0

1—
2

L e Hip(E) tal que H f— Lul <g < min{ G,"LJ'”‘I}, considérese

G0 = (heC®,@.LEEN b= wp [nco] <1}
xy 2By (r)
con la métrica
d : g(r) xf(r) — R

(hy,h,) —> d (h,,h,)= sup |h,(x)—h,(x)|

Ry €L, (r)

y la aplicacion:
T:0¢oxG@ — G0
(oh)— T (o.h)
donde

[ (00)(y.)= Do (h®)), con E=8(0) = (£, £,), &, =w:(0)"(¥,) .
&, =0(&,)

Entonces:
) [, eLip(G()) yLip(T',) sk <1;Voe @)
i) T, € C(6w.G® ) Vhe ().

Prueba:

Lo (h)(x,) - Tp(hy)(x,)

< pr(er(é)) ”h](xu)_hl(xu)
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< (a+28) sup [hy(x,)-h(x,)|

%, €E, (1)

<(a+26)d (h,h,)

= d o) g = sup [To(h)x,)-L'sh)x,)

%y €E (r)

<(Qa+2¢) d (h,,h,)

—

w T, eLip(Gm) yLip(T )< (@+20)< 1 ; Yoe ¢(r)
ii) Sabemos quefh: G — é(r)
c—> fh(c)

d T @)L= sup |[(e)x)-1 (o))

X, €E,{r}

Sean 6,6, € ¢(r) , denotemos: & =(&:,E2), & =w (0.)(x,),E.= o.(E])
E=(8,.8,), £,=w(0)"(x,),,= o(&,)

1

[ (o)1 @)= [T eth)x)-T'g (h)(x,)

= FDf(é) (h(iu )) - er(&-o ) (h@: ))

< +

er(é) (h(&_,u )) _er(E-'O ) (h(E;u ))

l

< 2| Df(&) - DFE)|+ (2 + 26) [, (E)-h,(E2)

+ I—‘Df(éo)(h(E'U))—FDf(E_,O)(I](é:))

e (1)

Notese que : Df : E(r) —— JL(E) y h: E (r) —— JL(E_,E,) son continuas,
si (E,|H|) fuera espacio de Banach de dimensién finita, entonces E(r) y E, (1)

serian compactos, por lo tanto Df y h son uniformemente continuas en E(r) y

E (r) respectivamente; luego ¥Vn>0; 38=58(n) tal que

|x-x]<s = |Dfx)-Dfx,)|<4n; ¥ x,x, €E(r)
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y desde que |x, - xi[, < |x-x|, el mismo 5 y se tiene
[x, - x:], <8 = [aex)-hex)] < iV x,.x] €Ey(n)
Abora bien |~ &.| = max{J¢, - &1, .|z, - &}
le. - &2l = |wi(@) " (x) = wi(o) " (x,)], haciendo: y,= w((.)"(x,)
sl LEORECRCHEA |

= [we@) " w0 )¥)- w0 v O)y.),

< Lip( we(@) )| wele.)Xy.)- we(o)y,)

u

|U

< [, oF(y,.0.(y0)~ T, oF(y,0(y.))
<1, of(y,,0.(y,)- 10, oL(y,,0.(y, )~ 11, o £(y,,0(y, )+ 1, oL(y,,o(y, ) |,
+ 1, oLy, 0. (v, )~ 10, oL(y,.a(y. )|,
= |0, o(f-L)(y,.0.(y. )~ I, o(f = L)(¥,.6(,)) ||, L uy. = Loy |,

<t ]o.y)-oy) |, < ed(o.0.)

< Lip(f-1) | (3,,6.(y. )~ (¥.,0(y,)

g, -&] < ed(o,0.)

<
s

|08.) - 0.+ Jo.€) - o8],

le, - &l = o€ - o.(80)

|, < (1 +€)d(s,0.)

g, — &,

< d(o,0,) +

~ e -el < +e)d(os0.)

De ésta manera, si tomamos d(o,c, )< nﬁg; tenemos:

le -] = max{le, -], .Je. - &:].}= (1 +e)d(o.0.) < 5

= | DEE) = DEE)| < F oo (2)

<P (3)

le. - &l < ed(o,0.) < 155 < 8 = |nE,)-h(E)
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(2) y 3) en (1):

lﬁ'h (o‘)(xu)—fh(ca )(x,)

< _211 + {I—: T]a V xu EEU(r)

g d(rh(a),].—‘h(o;))ﬁ n siempre que d(o,0,) < 7=

entonces Fh es continuaen o,; V ¢, € §(1) = Fh € C(g(r),a(r))

Se ha probado asi el siguiente teorema:
TEOREMA V.1.2.- Sea (E,|}||) espacio de Banach de dimensién finita.

f e Diff' (E(r),E) tal que f(0) = 0 y LeHip(E) tal
que - < s & < mfn{%ﬁ,|\L-1||-'}.

Entonces 3! o, € §(r) tal que:

i) G(cf)zwtl.‘(o,r)

ii) 6, es de clase C'.
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