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RESUMEN

El presente trabajo se ha dividido en cuatro capitulos y varios apéndices:

En el primer capitulo se ha hecho una revision critica del problema restringido de los tres
cuerpos, el cual consiste en un sistema de tres particulas de masas m; m; y m; (en donde
m; << m; m;) en interaccion gravitacional mutua. Se ha supuesto que la masa m; se mueve
bajo la influencia de las masas m; y m; (llamados primarios) y que el movimiento de estos
primarios, que corresponden a trayectorias circulares respecto a su centro de masa, no se
ven influenciados por el movimiento de m;. Se ha hecho una descripcién bidimensional
del movimiento de mj; y se ha encontrado sus ecuaciones diferenciales de movimiento.

En el segundo capitulo se ha ampliado el problema restringido de tres cuerpos al caso
tridimensional. Se ha determinado de forma numérica la trayectoria que seguiria la
particula de masa m; influenciada por el movimiento de los primarios, en donde uno es una
particula y el otro un elipsoide achatado.

En el tercer capitulo se ha desarrollado el concepto de regularizacion, muy importante en el
analisis numérico. En el problema restringido de tres cuerpos, usando el método de Levi-
Civita sobre la base de la formulacion Hamiltoniana. Se presentan los graficos que
muestran en el plano definido por unas nuevas coordenadas generalizadas las trayectorias
regularizadas con uno de los primarios, asi como las trayectorias no regularizadas con el
otro primario.

En el cuarto capitulo se presentan las conlusiones y comentarios finales.
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INTRODUCCION

El objetivo de la presente tesis es estudiar de forma critica el problema restringido de tres
cuerpos, su extension al caso tridimensional v el problema de regularizacion en el caso del
problema restringido bidimenstonal de tres cuerpos.

En 1906 ¢l astronomo aleman Max Wolf descubrio ¢l pnmer asteroide trovano,
denominado astermde 588, del planeta Jupiter. Desde entonces se ha reactualizado un vigjo
problema denominado de tres cuerpos, ¢l cual va habia sido estudiado por Joseph Louis
Lagrange habiendo determinado 5 puntos estacionarios en un sistema no inercial, donde
dos de ellos son estables (puntos triangulares L4 v L5} [1].

En ¢l analisis del problema restringido de tres cuerpos en ¢l caso bidimensional se han
encontrado las ecuaciones de movimiento, expresandose tanto en un sistema de
coordenadas fijas (sideral) v en otro sistema de coordenadas rotantes {sinodico).
obtemi¢éndose en forma compacta v en coordenadas adimensionales. Se muestran algunas
traveciorias obtenidas al resolver numéricamente las ecuaciones diferenciales de
movimiento. en donde al calcular la energia. se deduce que el metodo numenco ‘no
funciona’. Todas las ecuaciones de movimiento son acopladas v no lineales, por este
motivo son resueftas numéricamente usando el metodo de Runge - Kutta mejorado
medianie el programa MATLAB.

Se ha reproducido una parte del trabajo realizado por Viclor Szebehely [11]. que trata
sobre las orbitas periodicas de gran amplitud que encierra a uno u otro  punto tnangular de
Lagrange (L4 o L3)[8, apcndice 6). Estas orbitas periodicas de amplitudes largas fueron
encontradas por primera vez por F. R. Moulton en 1920 [11], siendo en ese entonces un
trabajo controversial. El articulo del trabajo de Szebehely se reproduce a paruir de la pagina
69,

En el segundo capitulo se ha extendido el problema restringido de tres cuerpos al caso
tridimensional. La idea es reemplazar a uno de los primarios por otro que tenga la forma
de un elipsoide achatado en la direccion Z. En la expansion del potencial gravitacional para
este cuerpo se tomard ¢l denominado término cuadrupolar, se escribira las ecuaciones
diferenciales de movimiento y se resolveran numéricamente. Todos los graficos
presentados estan expresados en umdades arbitranas.

Finalmente, con el objetivo de evitar “las colisiones’ con uno de los pnimarios se aplica la
teoria de regularizacion de Levi — Civita, en el marco de la teoria de Hamilton, al estudio

del problema restringido de tres cuerpos (caso bidimensional). La transformacion de Lewvi-
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Civita esta basada en un adecuado cambio de coordenadas (definido por una funcion
generatriz), la introduccion de un tiempo ficticio v ¢l espacio de fasc extendido. Por esta
razdn se usa una transformacion de coordenadas de tal modo que en las nuevas ecuaciones
de movimiento no aparezea el problema antenormente mencionado.

La ventaja de usar ecuaciones diferenciales ordinanas regulanzadas es que se¢ pueden
aplicar cualquier condicion inicial sin el temor que al usar métodos numéricos no sean
correctas las soluciones, como sucede cuando se resuelven las ecuaciones diferenciales
ordinarias de movimiento singulares para travectorias gue pasan cerca a las parnticulas
primarias. Un ejemplo de trayvectorias cercanas a las particulas primarias son las
trayectorias obtemdas por F. R. Moulton [11].

La teoria de la regularizacion tiene como objetivo reducir las ecuaciones diferenciales
singulares (es decir, que tienen denominadores que pueden anularse) a ecuaciones
diferenciales regulares {en donde, va no hay denominadores que se anulen). Las
transformaciones regulanzantes son a menudo usadas en la Mecanica Celeste cuando dos o

mas cuerpos se aproximan demasiado o colisionan.
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1.1 Introduccion

En este capitulo desarrollamos el problema restringido de tres cuerpos {que consiste en ¢l
movimiento de una tercera masa influenciada por dos masas puntuales {1 v 2} liamados
primarios), determinando las ecuaciones diferenciales de movimiento en coordenadas
cartesianas v usando un sistema de referencia no inercial. Se mencionan las condiciones en
la que se basa este estudio. Nuestro interés estd centrado en el estudio de trayvectonas
cerradas de la tercera masa, se considerara el problema en un sistema rotante v s¢ definira

una constante de movimiento llamada energia generalizada o constante de Jacobi.

1.2 Descripcion del problema restringido de tres cuerpos

Sean tres particulas de masas mj, mz v m: en interaccion gravitacional mutua.

En este capitulo asumimos:

1. m: << m, dondek=1,2

2 Las particulas de masa m; v m; efectian movimientos circulares respecto a su
centro de masa. Esto es posible para un valor de energia que corresponda al
movimiento ligado de los primarios. Recordando la teoria del problema de Kepler
en ¢l que el movimiento de la Tierra respecto al Sol es aproximadamente circular,
eslo corresponde a3 un cierto valor de energia negativa.

La particula de masa m: se mueve en el mismo plano donde se mueven m; v m:.

1-.-}

Esto se logra considerando una velocidad inicial de ms, contemda en el plano de
movimiento.

4 El movimiento de m: es afectado por los movimientos de m; v ms; pero el
movimiento de m; no afecta al movimiento de my v ma, debido a que m; << my,
dondek=1. 2.

A continuacion se muestran los sistemas coordenados que utilizaremos (Fig. 1.1} v

seitalaré las posiciones de los primarios (de masas m; y m:).



<l
I
»l

My

Fig. I.1. El sistema X Y e¢s un sistema fijo inercial, tiene su origen en el centro de

masa de m, v m.. EI sistema X Y es un sistema rotante (sinédico) con velocidad

angular .

En el sistema de referencia no inercial (sinddico), las masas m; v m: s¢ encuentran sobre ¢l

ge X del sistema rotante.
Recordemos la expresion de la tercera lev de Kepler [1, 3]
2 {3

G(m1+m2)=m ’

donde { es la distancia entre las particulas m; v m-, es decir f=a+5.
Larelacion (1.3) corresponde a la tercera Ley de Kepler.

Como el ongen del sistema de referencia XY esta en el CM de m; v my. se niene:

m m
=1 =g - .
a—Mf. b= M{' M-rn1+m2, {(1.4)
Como el sistema fijo es inercial, las ecuaciones de movimiento son:
d’x &V 2y &V,
'2=_3' _d-g=T%- (1.5)
dt X dt eY

-10-



Vs =-V,_ donde V: potencial gravitacional para m: debido a su interaccion con m; ¥ ma,

luego
Gm, Gm
_ 1 2
TR OTR, (16)
en donde
1/2
R, = [(X_ X1)2 (Y- Y1)2:I .
) (17)

R, = [(x “X, Y+ (Y- YE)ETE.

Las coordenadas (X;, Y1) v (Xs, Y2) son las coordenadas de m; ¥ m: respectivamente; (X,
Y) corresponde a las coordenadas de la particula de masa m;.

El movimiento de m; esta restringido en el plane de las trayectonas descritas por m; v m..
Esto se logra dando ciertas condiciones iniciales adecuadas a ma.

Las posiciones de las particulas 1 ¥ 2 en funcion del tiempo, t* (tiempo real), estan dadas

por:

X,=bcosot® , Y1=bsenmt* , K, =-acosot” e Y2=—asenmt* (1.8)

Reemplazando (1.8) en (1.5), obtenemos:

d2x (X —bcosmt*) X+acosot*)]
= G[m1 +m2[ JJ

d? R R
)19
% (Y -b senot *) (X +asenat*
= ="C6|m, 3 +m, 3 '

dt RS . RS
0
@’X v, d?y &V

=—2(X, Y, t* — =—3(XY,t* 1.10
2 ax{ ) v 2 aY( ) (1.10)
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1.3 Ecuaciones de movimiento en coordenadas rotantes (sinddicas)

Recordemos que (X, Y) son las coordenadas en el sistema sinodico (rotante), mientras

que (X, Y) son las coordenadas en el sistema sideral (fijo).

Las relaciones entre las componentes de las coordenadas descritas son:

X=Xcoswt*-Ysenot*
{1.11})

Y-Xsenot*+Ycosot*

VR

- Voo (X
En forma compacta, se puede representar como R = A r, donde R = [Y , = L_
. / Y,

¥

_(cosot* —sem::t*“]
L senot* cosmt* )’

Extendamos esta representacion al plano complejo.

SeaZ =Ce'"Y donde =X+iY v Z=X+1iY. Las expresiones de Ry y R: son

ahora R, = Z -7, v R:=|Z~ 7 donde Z'1 =be®" y 22 ~-ge®!
12
— 2 o2
Entonces R1=|Z—b|=[(}(—b) +Y 1 .
= 12
_ A
R2:|;+a|:|L(X+a) +Y 1 ,
El lado izquierdo de la ecuacion (1.10) toma la forma
2 2
Z d . & -
g = ';2+2!(.-}d—“'.—m2;'; got" (1.12)
dt* dt* dt

Transformando el lado derecho de las ecuaciones (1.10) e igualando a la ecuacion (1.12),

s¢ obtiene:
2p s ro_ I
d “’2+2ic;-d—“=;-':n:.z*_;=~{3grm1 (& bgarmz(—“‘-’”—ag (1.13)
dt* dt &b iL+a



Desdoblando esta relacion en términos de las coordenadas sinodicas, se encuentran las

siguientes relaciones':

L]

2- Y — | __ —
d }E+2(1:--‘3[?';—(.-:.2}'{=_(','im‘1 (x_3b}+m2 {X_+3;a) ,
dt* dt | : -
e 1 2
) (114
2_ ¥ — T _— -
: 2*’2{"(”5.‘{'32 =-G m1_13+m2_l3
dt™ dt - :
1 2
Las relaciones {1.14) se pueden expresar como
dzi d? N*
— 20 = e
dttz dt* E}{
boo(115)
5 + 20— =
dt* dt oY
donde V' _ 2% glm X 3b)+ (x__aa}]
oX . : 2 : J
L 1 2
1(1.16)
vE . "'m Y m ?-.
e e
cY : : J
L 2

De estas dos relaciones se encuentra

! Como es evidente las ecuaciones diferenciales de movimiento (1.15) se pueden obiener usando la ecuacion

Fm o = = o | |
a=—=2@oxV —wx{e=})donde V' esla velocidad de my respecto al sistema de referencia no
m

inercial vy 0 la velocidad aneular del sistema rotante



Wi — m, m
2 r r2

1.4 Energia mecanica de la particula de masa mj; en el sistema sinddico -

constante de Jacobi

>i y la segunda por

Multiplicando la primera relacion de {1.15) por :t — se obtiene al

integrar, la llamada integral de Jacobi que esta relacionada a la ‘conservacion de la

energia’ (falsa energia) en €] sistema rotante:

1[(aX P (a¥V| prave o ave o) . C
E\:\‘dtil t.J :’_-Lﬂ{ xdx LY dY]—V 2

5 v o2VrCt & c*=2v*-62

S0 = {r1 “r2 }+ZG -—+—-— {1.18)
2

donde C* 25 una constante de movimiento, llamada constante de Jacohi”

1.5 Ecuaciones de movimiento de la particula de masa m; en coordenadas

adimensionales

Consideremos las siguientes relaciones

t=ot* M=t = (1.19)

Usando la regla de la cadena, las ecuaciones (1.10} se transforman en

2 4 2
.20 y 49._2¢ (1.20)
dt o3 dt on

* Se puede interpretar como una energia mecanica generalizada. En algunos textos como el de Fisica Teorica
- Mecénica de Landau, lo demuestran de manera alternativa (ver apéndice 3).

-14 -



V., u
dondw:—ﬁ:—‘e-“—? {1.21)
= ip-l 1:'2

L -

pf = (E_, -u, cnstf +(n~p25en t)z,
) (122)
p; =(g+p1 mst)2+(nap1sen t)z.
m.m T
dado que E“*T—hﬁ-=1 Iuegﬂ j.l1 +},l.2=1 (1.23)
O ], Gy Eeney
—5=-U u
d2 1 03 2 03
L 1 2
) (1.24)
Eiil__lr (n-u,sen l)_ @_4—;115% )]
d t:z =y p13 “2 pg I

Estas son las ecuaciones expresadas en coordenadas adimensionales ¢n ¢l sistema de

coordenadas inerciales (siderales),

Encontremos ahora las ecuaciones de movimiento en coordepadas adimensionales en el

sistema sinodico (rotante). Para determinar estas ecuaciones definimos

X Y
X=—, =—, t=wot*
{ y {
) (1.25)
£ 2 g 2M

! ®
donde 1 =
27

, donde T es el periodo de movimiento.



Las ecuaciones de movimiento (1.15) se transforma en

% -2y = Qx,
(1.26)
y+ 2% = Qy,
— F* 1 Hy B
donde Q=—— =—(xz+}-‘2)+—1+—2, (1.27)
(“m° 2 o
siendo F' la expresion que se obtiene al reemplazar (1.19) en (1.17):
. e Gl 6y
=22 (x2+y?)+ 1y 2,
2 r, r
2 2
g _[x_“1] Y
2 ) (128)

La expresion (1.27) representa una energia potencial adimensional.

Adicionando una constante a £ , no hacemos mingan cambio sigmificative en las

ecuaciones de movimiento. Luego
ﬂ=ﬂ+5u1p2, (1.29)

resulta al reemplazar (1.26)en (1.29):

ir 2 27, By By
Q—~—[|.L1r1 +u2r2}+~——+-—-—,

2 o,
o equivalentemente
2 2
rF o e 1
Q= (L+_ + 24| 130
Hal 2 r] ”2[2 r] (1-30)
Y 1 2



Ahora las ecuaciones de movimiento son:

5&—23}'=£'1x, nxzu‘l (X-MQ)I"T—*:E-

2 2]
) (131
220 0 plry-L Y
Yﬂ-ZX—ﬂy,ﬂ_’ra—l.l.l r.l'jf r3|+H2 rzy r3 .
1 4 2
siendo la integral de Jacobn C adimensional.
2+y2=20-C - (-3525—[5(2+92) (1.32)
Reemplazando (1.29) en {1.32), se obtiene
x° +y2=20Q-C (1.33)
Donde C=C + THT
La energia generalizada se define como E= -C/2. {134
Para pasar al sistema fijo se efectua la transformacion de coordenadas
£ =xcost-ysent
) (1.35)
n=xsent-ycost
Asi obtenemos
. . = 2 R -
2=y =(E+m) +(n-8) (1.36)

De (1.33), (1.35) v (1.36) conseguimos
2u, 2u, -~

20-C=82+n2+ 1+ 2_(
Py Ps
Finalmente, la integral de Jacob, en las coordenadas del sistema mnercial (SIDERAL), es
2u, 2u, _
a 2 . 2 . -
g2eqf=2(tn-ng)+—+—2-C, (1.37)
Py P

-17-



En este estudio se han obtenido las ecuaciones de movimiento en el sistema {jjo (1.24) v

rotante {1.31) expresadas en coordenadas adimensionales.

1.6 Calculo numérico de algunas trayectorias: orbitas periddicas en torno

a un punto triangular de Lagrange.

CASO 1:

En esta parte, reproduciré una parte del trabajo realizado por F. R. Moulton en 1920 [11],
quien uso la integral de Jacobi como ‘instrumento’ para tener confianza en las soluciones
numéricas, con esto encontrd una familia de orbitas periodicas de gran amplitud que
encierra a uno u otro punto triangular de Lagrang_c3 (L4 o L5) [2, 12]. Este trabajo fug
reproducido por Victor Szebehely [11]. Para halla la travectornia. he resuelto
numéricamente las ecuaciones diferenciales de movimiento (1.31), usando el programa

MATLAB.

Y.
VLY
Y
1
------------ T R Ry R R R S R —p—.
172 : 142 X

Fig. 1.2 Posicion inicial de la masa m;.

Los pnnmarios tienen masas 1guales a |1 = E v se encuentran estacionarios en el eie X del

sistema sinodico (rotante). En el sistema fijo, estas masas estan desplazandose sobre una
misma circunferencia, manteniendo su distancia. La tercera masa se encuentra

,u’_
inicialmente sobre la coordenada Y en la posicion y = 0,858 < % (siendo la posicion de

3 : .
un punto de Lagrange igual a P = (0, > 1} v tiene solo componente X de velocidad

inicial igual a -0,029. El nimero de drbitas (N) se mostrara en los graficos siguientes. La

constante de Jacobi (C) corresponde a 2,99

* Véase la seccion 7-6, Pag. 289
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Los graficos que a continuacion se muestran (Fig. 1.3 a Fig 1.7), estian expresadas en
coordenadas adimensionales (unidades arbitrarias) en el sistema sinodico (rotante), v
fucron, obtenidos al resolver numéricamente las ecuaciones de movimiento (1.31) con ¢l
programa MATLAB. Estos graficos iran mostrando la trayectoria cerrada que sigue la

masa im:

(l
1=255
N 0129206
. .

Fig. 1.3 L.a masa m; inicia su movimiento hacia la izquierda.

Como se puede apreciar en el grafico anterior, la particula 3 inicia su movimiento hacia la

izquierda, luego hace un giro invirtiendo su direccion tnicial de movimiento.

N 0502224
t=1055

Fig. 1.4 La masa m; pasa cerca de uno de los primarios, luego se dirige hacia el otro.



Fig. 1.5 La masa m; completa una érbita cerrada de gran amplitud.

Como puede apreciarse del dato de N, se tiene un ciclo, siendo el periodo
aproximadamente de 19,55. Si se considera en el programa t = 39,1 (dos veces ¢l periodo),

se tiene 2 ciclos, repitiéndose la trayectornia.

Fig. 1.6 La masa m; completa dos ciclos.

20 -



Reemplazando el valor de la constante de Jacobi para esta orbita, entonces de (1.34}), se

obtiene E = — 1.5, valor que corresponde al calculado numéricamente, la cual es graficada
enlaFig 1.7.
-0.5pr
a =
u -5
-1
25 L i 'l
a -] 10 15 20 25
t

Fig. 1.7 Energia generalizada (E = -C/2) en funcién del tiempo. Como puede
apreciarse, es una constante, lo que me permite validar la trayectoria mostrada en la

Fig. 1.6.

En este grifico la energia v el tiempo se encuentran expresados en unidades arbitrarias.

Este resultado estd en concordancia con el obtenido por Victor Szebehely [11].
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CASO 2
Consideremos ahora los siguientes datos iniciales para la particula de masa my: x =0, v =
0.12, ¥, = -1.06006 y V, = 0. Como puede apreciarse de la fig. (1.8}, la trayectona es una

curva cerrada (x e y estan expresadas en unidades arbitrarias).

2
15 .
|
1 " =10 ]
; y=012
' Ve =-1.06006
> 05} Vy=0 y
0 4
05} L/ )
2 I I I i i i !

-2 -15 -1 -05% 0 0s 1 15

%]

Fig. 1.8 Solucién particular del problema restringido de tres cuerpos.

Enla Fig 1.9 se grafica la energia para 0 < t < 9, en funcion del tiempo {en unidades
arbitranias), observandose que la energia generalizada se conserva, lo que valida la

travectona hallada numeéricamente, Fig. 1.8



05~

-1.5

Fig. 1.9 Energia zeneralizada en funcion del tiempo (en unidades arbitrarias).

En la figura .10 se observa gue hay un cambio en la energia generalizada para un tiempo t

=17.06 {determinado por ¢l programa}. Esto corresponde a un acercamiento de la particula

de masa m; con uno de los primanos. Este resultado nos hace pensar que ¢l método

numerico realiza calculos incorrectos debido al cambio abrupto de la energia.

=1 48

-1.E

-1.52

-1.52

- -]

-1.58

i L ]

4
5 10 15 20 25

t

Fig. 1.10 Energia generalizada en funcidn del tiempo (en unidades arbitrarias).

J o=



25+

/\
2 [\
[ /\
| \ m ﬂ/
\

\

\ \

1

L ——

0.5

0 5 10 15 20
t

Fig. 1.11 Distancia de la masa m; al primario 1 en funcion del tiempo (en unidades

arbitrarias). Se observan dos distancias minimas.

En la Fig. 1.11 se tiene que para t = 17.06 hay un acercamiento minimo al primario 1,
correspondiente a una distancia 0.113, esto hace que la energia en el grafico de la Fig.
1.10 presenta una discontinuidad. Esto evidencia la necesidad de considerar la teoria de
regulanzacion que la veremos en ¢l capitulo 3. Para una distancia menor ¢ igual a 0.113
{obtenida medianie el programa MATLAB) va no se manticne constante la energia

generalizada imcial. Debo sefialar que el cambio mas significativo en la energia

generalizada se da cuando la distanciaes de 0.113.
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2.1 Introduccion

En este capitulo desarrollaremos el problema restringido de tres cuerpos en el caso
tridimensional. El objetivo es estudiar de como cambia la travectonia cerrada estudiada en
el capitulo 1 al considerar que la particula m; esta locahizada fuera del plano XY. Se vera
también en que momento deja de ser constante la energia generahizada.

En ia parte final de este capitulo reemplazaremos a uno de los primanos por otro que
tenga la forma de un elipsoide achatado en la direccion z. En la expansion del potencial
gravitacional para este cuerpo {(ver [9]) tomaremos el término cuadrupolar, esto es posible
bajo ciertas condiciones que la explicaremos en el desarrollo de este asunto. Calcularemos
numéricamente Ja travectoria de la masa m; para las condiciones iniciales similares a las
usadas en el subcapitulo 1.6. Todos los graficos presentados en este capitulo estan

expresados en unidades arbitranas.

2.2 Ecuaciones de movimiento de la particula de masa m; en el sistema de

referencia no inercial extendida a tres dimensiones

De acuerdo a la expresion de Landau (ver apéndice 3) correspondiente a la lagrangeana (L)
de una particula de masa m en un sistema rotante con velocidad angular @, se obtiene que:

L . . m, i z 2 .
L= u_;[x‘ + i)+ m [~ yk - 0]+ -?-[_r' +yve - E (r) (2.1}

donde el primer término corresponde a la energia cinética, el segundo es el término de
Coriolis, el tercero es el denominado término centrifugo v Eyir) es la energia potencial
gravitacional.

Usando el formalismo hamiltoniano, obtenemos de (2.1) la hamiltomana (H), que resulta:

1
H(py, p2. ay, CIE)=‘2'(P12+P§)+CIQFJ1-C|1p2—\.f(q1,q2) (2.2)
donde pl:g{:! P:=§£+ g=xYyY g, =)
cx &y

Esto corresponde al movimiento bidimensional de m; respecto de un sistema rotante.
Hagamos una extension de (2.1) al caso tridimensional segin la propuesia de

Kustaanheimo - Suefel [2]. Los términos de Conolis v centrifugo de (2.1} lo

-

mantendremos igual. En la expresion de la energia cinética debemos agregar /2 ven

S -



la expresion de la posicion debemos considerar la componente z. Obtemiendo asi una nueva

lagrangeana (L") correspondiente al caso tridimensional:
L= THE R s P ma oy g+ T+ e} - E,(0).

con esto se obtiene la hamiltoniana en tres dimensiones;

1
H(p1. P2, P3; G, 92: G3) =§(p$ +DP3 +D3)+QgPy - QiPy - V(G 0. G3)  (2.3)

donde 1"(g,.4..4,) representa la energia potencial gravitacional en las nuevas coordenadas.

Este hamiltoniano esta escrito en coordenadas generalizadas (P1. P2, Pa. Us. 45, q3) .

Aplicado a nuestro problema de tres cuerpos, el potencial V es:

V{Q1rQ2:Q3)=$—1+|—:_2 (2.4)
1 2

2 2
donde rf =(gq-pl) +a5+a5 v 13 =(a+up) +q3+0q3 (2.5)

De las ecuaciones de Hamilton®, aplicado a (2.3) se obtienen las ecuaciones de
movimiento:

. . u y
q;—2Qs = Gy 'r—g(%—m]—ﬁ‘(%'“l-lz)
1 2

G2+ 201 =0z - 4 Qo -2 @ 26)
s r2
u m
':I3=——31Q3--§"13
1 2
1( 2 27, By Ko al -
Seall=— “+ ey U =— =1.2v3 2.6.1
ca 2(q1 q2) r1 ) v g aq, 1 L Y2 ( )

Entonces las ecuaciones de movimiento (2.6) se expresan en irminos de qu de la

siguiente forma:

Q1F2q2=uq1
G2+ 20; = U, (2.7)
'Eh:Uqa
© oH
tg = o YT ondei=123
W P T

.27.



Estas ecuaciones de movimiento son similares a las trabajadas en el capitulo |

correspondiente al caso bidimensional (ver (1.15)).

2.3 Cilculo numérico de la trayectoria de la masa m; correspondiente al

problema restringido de tres cuerpos ampliado a tres dimensiones.

Resolviendo numéricamente con Matlab las ecuaciones (2.6), en donde se ha usado el

integrador ODE113 {ver programa en el apéndice 5) que utiliza un paso vanable, se ha

obtenido la travectoria mostrada en la Fig. 2.1 para un tiempo 0 < t < 12, los primarios se

encuentran en las posicienes (<05, 0, 0) v (0.5, 0, 0} Esta trayectoria es, por supuesto, la

obtenida en el capitulo [, so0le que ahora esta representada en los ejes XYZ. Esta travectona

se¢ mantiene paralela al plano XY, lo que se aprecia, al rotar los ejes, observando la

travectoniadesde eleje Xoge Y

T

05

~ 04

05

L o

=R g

LU
o

vz=10

Fig. 2.1 Travectoria de la particula de masa m3; X Y Z estidn expresadas en unidades

arbitrarias.



En la Fig. 2.2 se muestra la travectoria que describe m; en el espacio, en este grafico se ha
considerado z = 0.001, a diferencia del grafico de la Fig. 2.1 en donde z = 0. Al rotar los
¢jes, mediante el programa MATLAB, viendo desde armba, se observa su proyeccion que

corresponde a la travectoria obtenida en la Fig. 2.1.

x 10

Fig. 2.2 Trayectoria de la masa m; en tres dimensiones. Se ha ubicado inicialmente a

la masa m; fuera del plano Z = 0.

El hacer pequerios cambios en las condiciones niciales tanto en ¢l problema bidimensional
como en el problema tridimensional. se observa que las travectorias no experumentan
cambios significativos, esto evidencia la estabilidad de estas travectonias. Desde ¢l punto
de vista analitico resulta mas complejo hacer este estudio, esto podria ser tema de otra

1esis.
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Enla Fig 2.5 se muestra que la energia generalizada para 0 < t < 12 correspondiente a la

travectionia dada en la Fig. 2.2 es constante.

Pl -
r
-1 -

bl s
oL -
': i i A i i |
50 - 4 a g 10 i
t

Fig. 2.3 Energia generalizada en funciéon del tiempo en unidades arbitrarias; se

aprecia que es constante, lo que valida la travectoria.

A continuacion, consideramos la travectoria entre 1 = 0 v t = 20 (ver Fig. 2.4).

En ¢l grafico de la Fig. 2.4 se¢ muestra la travectoria de m: en el cual se observa una
aproximacion sospechosa. De hecho solo una parte de esia travectoria es valida, como lo
corrobora el grafico de la energia gencralizada en funcién del tiempo (ver Fig. 2.5) en ¢!
cual vemos que la energia es constante de t = O a 1 =18, En la Fig. 2.6 donde graficamos la
distancia de la masa m: al pnmario 1 versus ¢l tiempo se puede apreciar que para1= 18 la
particula de masa mq es1a muy cerca al pnimario 1.

Estas observaciones permiten justificar la realizacion de procesos de regularizacion para
modificar las ecuaciones que tomen ¢n cuenta ¢f acercamiento de m: a cualquiera de los
primarios v se libre del problema que la energia mecanica no sea constante.

Debo sefalar ademas que la ravectonia del movimiento en tres dimensiones cambia poco

respecto de la travectona en el plano (ver Fig 2.4).



%10

20.

15 .
Fd 10 \L“

N

N !

/
)
(s

Fig. 2.4 Trayectoria de la masa m; Se observa un acercamiento sespechoso de la

masa mj3 al primario 1.



Fig. 2.5 Energia generalizada en funcién del tiempo.

energia.

10F

-1
DD

En t = 18 hay un cambio en la



rt

25

15F

Fig. 2.6 Distancia de la masa m; al primario 1 en funcidén del tiempo.
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2.4 Calculo numérico de la trayectoria de m; bajo la influencia de dos
primarios, en donde uno de ellos es puntual v el otro es un planeta en

forma de elipsoide homogéneo.

En esta seccion reemplazaremos ¢l primario 1 puntual por un cuerpo elipsoidal homogéneo

de revolucion achatado en la direccion Z (ver Fig. 2.6.1), setomd a=Db vy €-09 Se
o

considera que los valores de los semiejes a, b y ¢ son pequefios comparados con
{ (distancia entre los primanos) y ademas se supone que aun el movimiento relativo de m;

¥ m; es una circunferencia.

Fig. 2.6.1 Elipsoide achatado cuyos semiejes tienen valoresa, b y c.

Para el caso que el centro del elipsoide esté en el origen de coordenadas, se demuestra que

el potencial de este cuerpo elipsoidal esta dado por [9]:

Gm, (o —c'z)(_;ml I, _::| 3(a” —-::'.: }2 Gm,
280r°

E.’ir4 300757 +35:4] {2.8)

donde el primer término se denomina monopolar (n = 0), el segundo cuadripolar (n = 2) v
el tercero octopolar (n = 4). Los términos como el dipolar (n = 1) y otros correspondientes
a n impar son iguales a cero, véase la demostracion en la referencia [9].

En la expresion (2.8) solo basta considerar hasta el término cuadrupolar para c¢/'a =09
porque al comparar los ordenes de magnitud entre el término cuadrupolar v el octopolar se
tiene que el primero es aproximadamente 163 veces el segundo” [9].

Las ecuaciones de movimiento la obtendremos de (2.7), solo tenemos que agregar en la

expresion de U (2.6.1) el término cuadrupolar de (2.8) (segundo término).

Usl(x2+y2)+ﬂ+”_2+m

2 2
_372]
2 r1 rz 1 D r15 |:r‘| Z ]

debo sefialar que el término cuadrupolar agregado va se ha expresado en coordenadas

adimensionales, por ello aparece 4.

? §i tomamos los datos de nuestro planeta, resulta que el término cuadrupolar es 472 veces el octopolar [9].
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Las ecuaciones diferenciales de movimiento son:

2_ .2
ac-c|u 2"
X =2y =X == (X = pg) = =5 (X +pp) - - (x = uq
2_ .2
. ; a —-cC “1 1 2
Hi, M2 ( ) ( 3 52
y+2X=y-"3y-=§y- ==z |Y (2:9)
23 10 \r15:2 o2 )
2_ .2
i u (a - )H1 3 1522
z:-”—:;z-—gz- 512 ~ 7717 |¢
s 2 10 £ f
donde r, = \/(.r—,uj}z 437+ 77
K w=_{
x g y=012
) ;;E 1.06
) Vy=0
D\u :l\._‘ .!"-';rz =O

¥ 10 10

X

Fig. 2.7 Trayectoria de la masa m; en tres dimensiones para 0 <t <18,

Si observamos desde el eje Z la trayectoria mostrada en la Fig. 2.7 veremos la travectoria

mostrada en la Fig. 2.1. Se aprecia en la Fig. 2.8 una discontinuidad en la energia parat =

81

-35.



1.4t | .
142} .
144} .

146} -

tla=08
148t a=00Mm

-1.82¢ g

Fig. 2.8 Energia generalizada en funcidn del tiempo para 0 <t <18.

En la Fig. 2.9 se muestra la distancia de m: en funcion del tiempo, se puede apreciar que

para &l uempo 8.1 existe un acercamiento al primario 1.

o
=
-
N

r

0 L L i L i i L L d
0 2 4 L] 8 10 12 14 16 18 20

1

Fig. 2.9 Distancia de la masa m; a la masa m; en funcion del tiempo.
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Con relacion a la diferencia entre este caso en donde el primanio 1 es un elipsoide achatado
v el otro caso en el que los dos primarios son puntuales podemos decir que no hay una
diferencia marcada en ambos casos, es decir el término cuadrupolar se estd comportando
como una perturbacion. Pero la energia no se conserva, hay un salto para t = &1, esto
sucede por el acercamiento de la particula de masa m; a m,.

Mostramos que para ciertas travectorias a pesar de que usamos un optimo método
numenco Runge — Kutta con paso vanable, se cometen errores. Esto sucede porque hay
términos en las ecuaciones diferenciales de movimiento que se hacen muy grandes cuando
la distancia entre m; v las otras particulas tiende a cero, por esto cambiamos las ecuaciones
diferenciales de movimiento mediante una transformacion de coordenadas, proceso

conogido como regulanzacion.



3 Regularizacion del problema restringido de tres cuerpos

1 Introduccion

tad

Lid

.2 Regulanzacion de Levi - Cevita en el caso del problema restringido

bidimensional.

3.3 Soluciones numericas de las ecuaciones regularizadas



3.1 Introduccion

Se le dice regulanizacion al proceso de modificar las ecuaciones de movimiento en el
problema de tres cuerpos usando un cambio de varniable tal que en las nuevas ecuaciones
diferenciales no aparezcan factores que tiendan al infinito cuando la masa en movimiento
m; s& acerca a uno de los primarios.

En este capitulo consideramos la regularizacion de Levi — Civita [2] comrespondiente al
problema de tres cuerpos bidimensional, en donde regularizaremos ‘las colisiones’ de la
particula de masa m: con uno de los pnmarios. En los apéndices 1 v 2 se considera ¢l
problema de regularizacion con uno de los primarios en el caso del problema de dos
cuerpos correspondiente al problema unidimensional v bidimensional respectivamente.
Apreciaremos la utilidad del proceso de regularizacion resolviendo numéricamente las

ecuaciones diferenciales de movimiento.

3.2 Regularizacion de Levi - Cevita en el caso del problema restringido

bidimensional

Consideremos el problema restringido de tres cuerpos estudiado en el capitulo 1. Se
demuestra que la hamiltomana que describe el movimiento del tercer cuerpo en una

referencia rotante corresponde a (ver apéndice 3):

y
H(P1-F'2ﬂ1ﬂ2) = *Z'(Pij' +P§)+QQP1 =Pz —V(q1=QQ} (3.1}

donde p4,P5 ¥ Q4.G, corresponden a las coordenadas generalizadas del momentum y de
las posiciones respectivamente.

El potencial V estd dado por V(q1,q2)=£:—1+$—2 donde {4 ¥ Lo son las masas
112

3
adimensionales de los primarios, situados en las posiciones Iy = [(ch ~ )2 + qﬂz v

1
[ 2. 2712
rp =] (g + 1) +q2}2.
Consideremos una transformacion canonica de (py. p2. 91, q2) a las nuevas variables (P, P-.

1, Qz) con una funcion generatniz de la forma



tak

2}

7.(P1.P2.Q5.Qz ) =P (Q;.Qz ) + P2B(Q4.Q;) (

para algunas funciones o v B definidas como sigue; para regularizar las colisiones con ¢l

primario P,":
B S—

«(Q:.Q;) = Q% - Q3 +
y (3.3)

B(Qy.Qz) =2Q,Q;

De la teoria de las transformaciones canonicas tenemos las ecuaciones caracteristicas
asociadas, donde hemos tomado como nuestra funcion generatriz a la expresion (3.2),
luego

*
Q4 =:i=‘1(Q1rQ2}
P4

El termino Qsp4 —P5Q4 expresado en funcion de las nuevas vanables corresponde a

1 A a 1
B R P T R

Lad

4)

Y
donde I'=4(Q% +Q3) = [E"LJ + (ﬂJ (3.5)
oQy

El Hamiltoniano transformado se convierte en

FI(F'v':’z-C~’1+’~:12)=2—1‘{':’12“'"':"22""F"1 = (ﬂz+ﬁ2)-P2i(ﬂ2+Bz)}—G(Q1+Qz}+

-

r 2Q, 2Q

donde V(Q,,Q,) = V(a(Q4,Q;).B(Q4,Qy)). Las ecuaciones de movimiento en la
dindamica de Hamilton toman la forma

“ Por otra pante para regularizar las colisiones con el otro primario Py se tomaran

«(Q.Q;)=Qf -Q3 -pp v B(QQz)=2QQ,

.40 -



i Q -%Eza ar-éé—z[m2 «p?)
é2=% 2"2—&%1( 2+B2)} ) (36)
lé:-%

Ahora consideramos al tiempo t como una coordenada canonica, luego al espacio

(Z} i, ;','I ] se¢ le dice espacio de fase extendido, donde T es el momentum conjugado de t.

el nuevo hamiltoniano lo expresamos por:

112, p2 e (.2, n2 8 (2. a2} _
Hoy = T+ — P2+ P2+ Py——(a? +B?) -Py——{a? + B2) |- V(Q,.Q
ext or 1 2 15(.12( ) 2501 ] ( 1 2)
A continuacion mlmduuremm-. ei tlEmpﬂ fctmm s relacionado al tiempo urdmdno t pﬂr

! dt = rds

donde [ esta definido en (3.5)

- -
Definamos un nuevo hamiltoniano He:ﬂ \

. 1 8 5
How = THoq =TT+ E[F‘f +P3 +P, @(az +p2)-P, -aa:(az +p?)

-V (Q,,Q,) G

Definamos la funcion © {Q1.Q2) =0 (Q-I, Qz) +ip (Q1.Q2), entonces |~'J|2 = a2 + ﬁE_
Las ecuaciones de Hamilton con respecto al tiempo ficticio estan dadas por
1 ¢

Q. =P,
1 +— 3Q2|U|
Q, =P, -~
2 =F 2501”
t'=T

" De igual forma se procedio en el desarrollo de la regularizacion de dos cuerpos en el caso unidimensional
iver apendice 1)
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ar 1. 2P &t & -
P,'= T —| P P (rv)
TR, 2] e, fa? | e
. [ A2 2 2 7 - -
P12l _1lp &l _p Zhl | & ()
an 2_ 302 m2m1_ mZ
T'=0 ) (3.8

LG

-

donde Q,':Q'- y P
Cs N

De la altima relacion, se obtiene que T=cte v T = -H (véase el apéndice 2).

L.a singularidad aparece en el término %— (I'F) {j = 1,2) para los posibles acercamientos

a0,
con el primario 2; pero ya no con el primario 1.

A continuacion encontraremos las ecuaciones correspondientes a Q1' v Q;, a partir de las
ecuaciones (3.8}

Dado que of® = a? + B2, a=Qf - Q% +He v B(Qq. Q) =2QQ,. expresemos
Qll'i Q:I‘ Fi ,1‘" "Dz en tEMinﬂs dﬂ {.."il t i."-'l'."! "L; 1 ‘pI .

Q, =P, - 2Q%Q, + 203 + 2,,Q,
4(3.9)

Q, =P, - (Q% - Q3 + 11,)2Q, - 2Q,Q,2Q, =P, - 2Q° - 2Q,Q3 - 2Qu,

' a 2 2y g & (a?+p?) 52(ﬂ2+ﬂ2)1‘ a {(~2 . ~A2\T
P =-T-2 (4Q2+4Q2)- " : |
g Q. (4 4Q2) > P, 2020, P, o2 J+43Q1 t(Q‘l +Q2)V}
4(2Qq)u;

=-8TQ, - 4P,Q,Q; + 12P2Q12 - 4P2Q§ + ||' - .
2
"'"(Qg * Q%) _E(Q:lz _Q%)(Pz +uq)+ (1 + 1)

2(0;? + Q%] Ho {4013 + 4Q5Q, - 8Q; (1 + I-“F)}

( 3
E\J(Qf + Q%)z i z(Qf - Q%)(uz +p0)+ (g + uz)z]
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P, = —8TQ, — 2P,Q7 — 6P,Q3 - 2uP; + 4P,Q,Q, +

4(2Qp)u, ,
| 2
‘."(Q12 "'Q%) "Z(QE —Q%](Hz +pg) + (4 +H2}2

(4002 3 )
14Q7Q, +4Q5 + 4Q >
2, (Q12+Q§) (4Q7Q, +4Q3 +4Q, (g + 1))

3

\J(cﬁ - @3)" ~2(Q2 - Q3) (g + 1) + s H‘z)zj

Ahora derivemos Qq v Q, respecto del tiempo ficticio S ', obteniéndose:

Qf]l = —ETQ1 -— 4F'1Q1Q2 + 12P204|2 - 4F'2Q§ +
| 801}1.2

T
((02-02)" - 2(Q2 - QB) (1 + ny) + (1 + o)

2, +QF) {4} + 4Q2Q, - 8Q; (uy + 1y)]
e

||I 2 “*-,3
Q2 <Q3) -2(Q% - Q) (ua = e) + (1 +12)°

\ 4

| 4Q,QQ, +2Q,Q7 + 6Q3Q; - 2p,Q;, (3.10)

Q, = -8TQ, - 2P,Q7 - 6P,Q2 - 2u,P, + P,Q,Q, +
8u,Q,

V(@2 +Q3) - 2(Q2 - OF) 1y + ) = (11 +12)?

| 4Q2Q, + 4Q3 +4Q, (py + 15 )|
9 2 .02 { 12 2 2{H1 T H2 ) B
' 2up (af +@3) J. %

2
k'-,,||(ﬂf+Q§) “2(012 “‘Qg)(ﬂ*r + 1)+ (1 +u2)2}:

6Q7Q; - 2Q:Q3 - 2Q,2Q,Q; -21,Q; G.11)

En las ecuaciuneshig_ 10) v (3.11) reemplazamos P: v P» (despejados de (3.9}),
consiguiendo estas ecuaciones en la forma Q" =F(Q,,Q,) v Q5" = G(Q4,Qz).
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3.3 Soluciones numéricas de las ecuaciones regularizadas

Las ecuaciones {3.10) v {3.11) se¢ han resuelto numéncamente usando el programa de
MATLADR presemado en el apéndice 2. Dado que ¢l sistema de ecuaciones es de orden 2,

s¢ ha reahizado la siguienie sustitucion:

% =0 =
u, :(;}I' = H:+:QI'
W, = ':_): i = u,
£!4={H}:' u4'=(_}1.'

Los primarios ¢stan situados ahora en (0,0} v (1,0} {estas posiciones se obtienen de (3.3)).

Se resolvieron las ecuaciones diferenciales de movimiento numéricamente para dos casos:
1) En este caso la condicion nicial para Q; corresponde a un valor cercano al primario 1:

Q=01 =0 A=-01y F=0
21 En este caso la condicion inicial para Q, corresponde a un valor cercano al pnimarno 2.

0,=09, 0,=0, P=01y P=0
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En la Fig. 3.1 se tiene la trayectoria para el caso 1 y la Fig. 3.2 se tiene la trayectora para
el caso 2, en el nuevo plano O, y ¢, (las nuevas coordenadas regularizadas); las

ecuaciones resueltas numéricamente corresponden a (3.8) para 0 < s < 0.2, y¥ en los
apéndices 4 v 5 se¢ muestra el programa hecho en MATLAB.

-3
x10
E! T T T k L T
5 .
\.
oty "'\ 7
o
st <
E:L ‘I'x C1=01-
f Pi=.01
1+ O%=0 -
: " P2=0
Q2 0.15 01 -0.05 0 o 005 0.1 015 02
' 1
Fig. 3.1 Trayectoria regularizada, con el primario 1, para 0 <s <0.2,
x 1070
uI 1 L T T L 1 .-FI_'_,.-J—.
] e i
~ e i
- #rff
o e
A #ff .
e
- Oi=08
H__-»'f”f‘ P1=01
- Q2=0
| —" P2=0 |
K] .l i ] 1 L L i 67
14 12 -10 4 T 2 0 2 xl0

Fig. 3.2 Trayectoria no regularizada, con el primario 2, para.[l <s<{.1.
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La trayectoria de la Fig. 3.1 se ha obtenido dando condiciones iniciales cerca al pnimano |,
se aprecia que la trayectoria en el plano QI Q2 para 0 < tiempo ficticio (s} < 0.2 esta
acotada, mientras que dando condiciones iniciales cerca al primario 2 se obtiene una

trayectoria no acotada (Fig. 3.2). Esto nos muestra la regularizacion solo con el primario 1,

que corresponde a Ja regularizacién de Levi Civita.

En las Fig. 3.3 y Fig 3.4 se muestran las ‘energias’ calculadas con la evaluacién de Hgy

(ver {3.7)): En la Fig. 3.3 se ve que la energia se modifica poco, esto corresponde a la

travectoria regularizada; en cambio en la Fig. 3.4 se aprecia que existe un salto en la

‘energia’, esto corresponde a la travectoria no regularizada.
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Fig. 3.3 Energia generalizada en funcién del tiempo ficticio ‘s’, correspondiente al

primario 1.
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Fig. 3.4 Energia generalizada en funcién del tiempo ficticio ‘s’, correspondiente al

primario 2.

.46 -



En la Fig. 3.5 se tiene la travectoria regularizada desde s = 0 hasta s =1 considerando las
mismas condiciones que en la Fig. 3.1. En la Fig. 3.6 se observa que para s = | la energia
da un salto, lo que significaria que va no es vilida la trayectoria trazada por el programa.
Esto sucede porque la regularizacion de Levi — Civita es una regularizacién local, solo
regulariza las ‘colisiones’ con uno de los primarios. Una regularizacion global, que
regularice simultineamente a los dos primarios es mas compieja, esto podria plantearse
como un futuro trabajo de investigacion.
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Fig. 3.5 Trayectoria regularizada en el plano Q1 Q2, con relacién al primario 1.
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Fig. 3.6 Energia generalizada en funcién del tiempo ficticio *s’.
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4 COMENTARIOS FINALES Y CONCLUSIONES

4.1 Comentarios finales

4.2 Conclusiones
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4.1 Comentarios finales

Dhadas ciertas condiciones 1niciales para la particula de masa m;, en tomo a un punto
triangular de Lagrange, se ha verificado una parte del trabajo de Victor Szebehelv [11]
sobre la existencia de orbitas periodicas de gran amplitud.

Se ha extendido el problema restringido al caso tridimensional, obteniéndose las
ecuaciones de movimiento respectivas (ver (2.6)). Se ha obtenido la trayectoria del
cuerpo de masa m; influenciado por dos primarios, en donde uno de los pnmarios
puntiformes se ha reemplazado por un elipsoide achatado (Fig. 2.6}, Las ecuaciones de
movimiento para este caso son las expresiones dadas en (2.9).

Bajo ciertas condiciones iniciales en el problema restringido de tres cuerpos, el tercer
cuerpo podria acercarse bastante v producirse una colision con uno de los primarios.
Esto hace que el programa {(desarrollado en MATLAB, apéndice 4 v 5} que determina
la travectoria se interrumpa v en el calculo de la energia generalizada se obtengan
resultados inesperados. A partir de ese momento la travectoria que calcula el programa
no corresponde a la realidad. El procedimiento de Levi-Civita soluciona en parte el
problema porque regulariza ¢l problema solo con uno de los primarios (graficos 3.1,
32, 3.3 y 3.4, por ello se le denomina transformacion jocal. Mas alla del problema
fisico planteado, el problema de regularizacién constituve un tema importante en
metodos numénicos porque permite reducir ecuaciones diferenciales  singulares a
ecuaciones diferenciales regulares. En el presente trabajo se uso la transformacion de
Levi-Civita que permite regulanzar las trayvectorias de forma que desaparezca la
singularidad en las ecuaciones de movimiento del tercer cuerpo. De esta forma se ha
reconocido el concepto de regularizacion como de vital importancia para el analisis
numérico de las ecuaciones de movimiento, esto representa un aporte de esta tesis.

Por otro lado, el formalismo Hamiltoniano resulta muy conveniente para tratar ¢l
problema de regularizacion va que a través de una funcion generatnz adecuada se
puede transformar el Hamiltoniano en otro que permita resolver el problema a través de

las nuevas ecuaciones de movimiento.

(tro aporte de esta tesis es el uso de subrutinas del Matlab como el ODE435, ODE113
que encuentra soluciones numéncas de ecuaciones diferenciales de movimiento no

lineales v acopladas utilizando un paso vanable.
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4.2 CONCLUSIONES

Concluimos que los métodos numéricos, como el de Runge - Kutta de paso vanable,
no siempre dan resultados correctos en las ecuaciones diferenciales de movimiento.
Esto se debe a que bajo ciertas condiciones iniciales en el problema restringido de tres
cuerpos, el cuerpo de masa ms podria acercarse bastante a uno de los primarios y
producirse un resultado no valido en el calculo de la travectoria. Esto lo hemos

analizado en los capitulos I (seccion 1.6) v 11 (seccidn 2.3).

Cuando uno de los cuerpos primarios no €s una masa puntual, la travectona de la
particula de masa m; es pertwbada por los términos de la expansion multipolar,
especialmente el término cuadrupolar correspondiente a la contribucion al potencial
representado por un elipsoide achatado. Esto lo estudiamos en el capitulo II (seccion

2 4).

Es posible transformar las ecuaciones diferenciales de movimiento expresadas en
coordenadas cartesianas en otras ecuaciones diferenciales de movimiento en donde no

existan términos ‘singulares’. Esto se estudio en el capitulo I (seccion 3.2 v 3.3).
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