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RESUMEN

En este trabajo se plantea un método de adaptabilidad de mallados a un cierto estimador
de error, conservando el nimero de grados de libertad y las conectividades de la malla
original. El principio del método consiste en considerar tos nodos del mallado original
como las particulas de un fluido irrotacional y compresible, cuya compresibilidad local
es proporcional a la desviacion del error sobre su media (con lo que se consigue que,
globaimente, el fluido sea incompresible).

Este método da lugar a la resolucién de un problema de contorno eliptico lineal
de tipo Neumann, el cual es discretizado mediante el Método de Elementos Finitos,
sobre la malla inicial, sometido Gnicamente a la restriccion de admisibilidad del mallado
que incluye la no penetrabilidad de unos elementos en otros.

Se presentan algunos resultados numéricos relativos a funciones de error dadas a
priori y se muestra la aplicacién del método a un problema de interpolacién con un
estimador de error basado en el gradiente de la funcién interpolada. En la prictica
computacional el método resulta de gran eficacia.

ABSTRACT

In this work is outlined an adaptability method of mesh to a certain estimador of
mistake, preserving the number of degrees of freedom and the conectividades of the
original mesh. The principle of the method consists of considering the nodos of the
original mesh as the particles of a fluid irrotational and compresible, whose
compresibilidad local is proportional to the desviation of the mistake on their mean
(with what is procured that, globally, the fluid will be incompresible).

This method gives cause for the resolution of a problem of linear elliptical
contour of type Neumann, the one which is discretizado through the Finite Elements
Method, on the initial mesh, submitted solely to the admissibility restriction of the mesh
that includes the not penetrability of some elements in other.

They are presented some numerical results related to given mistake functions a
priori and is shown the application of the method to an interpolation problem with a
estimator of mistake based on the gradient of the interpolated function. In practice
computational the method results very effective.
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Para la resolucién numérica de un problema de contorno bien sea mediante el
Método de Elementos Finitos, Diferencias Finitas o Volumenes Finitos, entre los
objetivos fundamentales en la biisqueda de una mejor aproximacién de la solucién,
estdn: la precisién de la solucién y el tiempo de cdlculo computacional.

En la discretizacién del método de aproximacién, el tipo de mallado a utilizar
influye directamente en la calidad de la solucién del problema; por tanto, se dice
que un mallado es éptimo si la distribucién del error es uniforme en todos los
elementos de dicha malla.

Una amplia formulacién y discusiones puede encontrarse en [19] para Difer-
encias Finitas y en [4] para Elementos Finitos, donde se analizan cada caso con
una técnica diferente. En la referencia {15 se propone que las coordenadas de la
malla constituya una variable adicional del problema aproximado. El método de
refinamiento resulta muchas veces no apropiado en la praictica, porque conduce a
resolver grandes sistemas de ecuaciones algebraicas, aiin tratdéndose del caso de
un problema lineal.

Las técnicas de adaptabilidad utilizadas en [3] y [16], derivadas de considera-
ciones de tipo geométrico, implican la resolucién de problemas de optimizacién
relativos a la minimizacién de funcionales relacionadas con la suavidad y la or-
togonalidad de la malla resultante. Los métodos propuestos en estas referencias
respecto a la adaptabilidad de la malla inicial son buenos para mallas rectangu-
lares del estilo de las utilizadas en diferencias finitas, pero no son aplicables a
mallas con elementos finitos de tipo triangular. Ademss, la solucién propuesta
en dichas referencias se consigue mediante un método iterativo (gradiente conju-
gado u otro) el cual necesita un alto mimero de iteraciones para alcanzar un buen
resultado.

En.{12] se propone un método de minimizacién de una funcional relativa al
“factor de calidad de la malla”, que puede ser interpretado en términce de la
mecénica de sélidos como “la integral de la energia de deformacién” acumulada en
el mallado. Este método es similar a la formulacién de un problema de elasticidad
no lineal, y su inconveniente radica en el amplio tiempo computacional de célenlo.

En la presente tesis, se propone una técnica de adaptabilidad de mallado, que
consiste en fijar el nimero de nodos y elementos de 1a malla inicial. Este principio
se basa en la similitud de sus coordenadas, al comportamiento de las particulas
de un fluido irrotacional y localmente compresible.

Esta metodologia tiene las siguientes ventajas:

* Es aplicable a un dominio con cualquier tipo de mallado, independientemente
de sus propiedades crrespondientes.



INTRODUCCION 2

* El menor tiempo de cdlculo computacional requerido, lo que favorece a la
reduceién del costo en la resolucién del algoritmo de adaptabilidad.

El contenido consta de cinco capitulos. En el capitulo 1 se presenta la fun-
damentacién matemadtica, alli se especifican las principales definiciones, teoremas
y otros resultados sobre los espacios de Hilbert, los cuales constituyen la parte
tedrica para la formulacién variacional del problema.

En el capitulo 2 se enfoca la formulacién variacional de los problemas de con-
torno elipticos Dirichlet y Neumann y se comenta acerca de su resolucién numérica
de estos problemas, asi como también se demuestra la existencia y unicidad de
la solucién. En este capitulo también se describe la descomposicién vectorial del
espacio [L2(£2)]", lo que permite obtener la funcién escalar potencial de velocidad
del flujo.

El capitulo 3, constituye el planteamiento del problema correspondiente al
método de adaptabilidad de mallados a una funcién de error, en cuya resolucién
e implementacién numérica implica la aproximacién de un problema de contorno
eliptico lineal de tipo Neumann homogéneo, para la obtencién de las coordenadas
de la malla adaptada.

En el capitulo 4 se presenta los resultados numéricos y las conclusiones. Al
se analiza la calidad de la malla invariante respecto a las conectividades de la
malla original, mediante la estimacién del denominado indice de efectividad. Los
resultados numéricos obtenidos se han realizado con algunas funciones de prueba
elegidas a priori como estimadores de error.

El capitulo 5 constituye los anexos, que incluen los graficos construidos y la
tabla resumen de resultados.
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En este capftulo se dan algunos conceptos sobre los espacios de Hilbert, los
mismos que son fundamentales en la teoria de la aproximacién con el método de
Elementos Finitos, lo cual forma parte del desarrollo de la presente tesis.

1.1 ESPACIOS DE HILBERT

Definicién 1.1.1
Sea H un espacio vectorial normado real o complejo, se define el producto

escalar (.,.): Hx H —+ K = R 0 € como una funcién de valor real, tal que a cada
par de vectores u,v € H, le asocia un escalar denotado por (u,v) y que satisface
las siguientes propiedades:

i) (u,v) =, u) u,v € H, (v,u) es el mimero complejo conjugado de (v, x)
i) (u+v,w)= (v +{yw) vy, weH

i) (ou,v) =a(u,v) a€ K uveH

iv) {u,u} >0 Vu#0

Definicién 1.1.2

Un espacio vectorial normado (#, ||.||) donde toda sucesién (un) de Cauchy es
convergente respecto a su norma [. || , entonces se dice que este espacio es completo
o de Banach.

Si un espacio vectorial normado H es completo, con la norma que cumple la
condicién |lu]| = /(u,u), entonces se le define a H como ux: espacio de Hilbert.

Por ejemplo, el espacio R* con el producto escalar (z,y) :-zn: z'y es un

=]

espacio de Hilbert es decir (.,.) genera una norma en este espacio, definida por:
(@.2) =3 2 =3 @) = .

Recordaremos algunas otras normas en R®,

Sea v = (11,02, .o ,U) un vector de R*

La longitud de un vector en R" representada por

ivlls = v/v§ + 42 +.... + v es Bamada la norma Euclideana sobre el espacio
R", e indica 1a distancia del origen hacia el punto de aplicacién de v.

La magmtnd que generaliza el valor absoluto en R, expresada por

vl Z |vi] viene a ser la norma conocida como Norma 1 de R*.

OtranormasobreR“ llamada norma infinita, estA dada por

Ivlloo =max {luil}
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Definicién 1.1.3

Un subconjunto M de un espacio vectorial H, real o complejo, es convexo si

Az+(1—-A)y eM Vr,y eM, A€ (0,1).

Si H es un espacio vectorial normado y M es un conjunto convexo cerrado no
vacio de H, a cada = € H se le asocia su distancia a M, representada por

d(x, M)“;%ffu flz— 2}

Proposicién 1.1.4 (Teorema de la proyeccién sobre un convexo cerrado)
Sea H un espacio de Hilbert y S # § un subconjunto convexo y cerrado de H.
Para cada u € H, existe un vnico elemento u, €8 tal que [ju — u,| =§,2£ fje — vl

y expresa la proyeccién de u sobre S, siendo u, = P{u) = Ps(u).

Demostracién

Sea § = d{(z,8); 6 *;’,’elfs fu—vf

1.1.i) Si u €8, tomamos u, = u

1.1.ii) Supondremos entonces que u ¢S. Por definicién de infimo, existe una
sucesién (v,) en S tal que lim lu — v, = 6.

Probaremos que (v, ) es una sucesién de Cauchy en H.

Sean r = v, — u, Y=u~=tn Usandolaleydeigparaleiogz‘amoseobtiene:

on =) + u = Bl + 0 — ) ~ (3 = )

= 2 flun — uff” + 2|z — vm]

lvn = vmll® = 2(en = ull* + Jiu — vml") = 1t + v ~ 22 .

Vn T Y
= 2ol + = mf?) - 4| 222
%..'.'2:.;’.’.@. €S, por ser convexo; luego:
65 yﬂ:—;—% - uft, .

on ~ vmli” < 2(lvn — ull® + flu — vall®) ~ 46% (*)

im o~ va)® < 2(6% +6%) ~ 482 =0.
n—o0
m— 00

Luego, (vn) es una sucesién de Cauchy, y como H es completo, existe u, € H
tal que v, — u,, siendo S cerrado se tiene que 4, €S y § =lim [u—w| =

e — u,}f .
Unicidad de u,

Supongamos que %,, %; son puntos de S tales que {lu — u,|| = lu —u |} =6
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de modo similar a la relacién (*), entonces se obtiene que:
[lte — 2 112 <2 (n"o - “"2 + JJu ~ ‘"-1"2) ~46°=0
luego u; = u,.

Definicién 1.1.5
Sea V un espacio de Hilbert. Una proyeccién P : V' — V es un operador lineal
tal que PoP = P? = P, y que satisface las siguientes propiedades:

1.1.a) Pu=u, Yue P(V).

1.1.b) I — P también es una proyeccién

Llc) Ker P =(I — P)(V), Ker(I-P) = P(V)
1.1d) P(V) N Ker P = {0}

1.1le) P(V)}+Ker P=V.

La proyeccién P se llama ortogonal si {(PV) 1 (I ~ P) (V).

Proposicién 1,.1.6.-Sea V un espacio de Hilbert real o complejo y M un
subespacio cerrado de V. Entonces, la aplicacién Py : V — V es un operador
lineal y continuo de la norma ||Pyf <1 en &V, V). Sers [Pl =1si M # # [10].

Si Ker(Py) = N, entonces N es un subespacio vectorial cerrado suplementario
de M en V tal que N = M1y ademds V = M & N {10].

Teorema 1.1.7

Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio vectorial cerrado de H. Si
% = u, +u; € M+ ML (descomposicién ortogonal de u), Py : H — H un
operador lineal tales que Py (u) = u, es el tnico elemento de M y (u, —u) 1 M.
Entonces:

1.LI) Py es el operador proyeccién ortogonal.

L100) [d(u, M))? = lju — Pp(u))?

LLII) (Pa(n),u) = (u, Pr(w)) = [ Pulw)}® [20]

Observacién:

Siu€ M, entonces u=u+0€ M+ ML; luego Py(u) =u,Vue M

Ademdés d{u, M) = Jlul] & Py(u) =0, u e ML,

Nota: Sea H un espacio de Hilbert y P : H ~ H una proyeccién ortogonal.
Si M = P(H) entonces M es un subespacio cerrado de H.
En efecto: M = P(H) = Ker(I-P) y (I—P) es ortogonal.

Teorema 1.1.8
Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H. Entonces existe

una Yinica proyeccién ortogonal P : H — H tal que P(H) = M.
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Demostracién

Sea Py : H — H la proyeccién ortogonal definida en el Teorema 1.1.7; se
tiene Py (H) = M.

Sea P : H — H otra proyeccién ortogonal tal que P{H) = M. Entonces

P(H) L (I - P)H) iy M 1 (Ker P) = Ker(P) C M+,

Como H =M + Ker P,si 2 € M*, entonces z =m+nconm & M
yn € Ker P; 0= (2,m) = |m|*+ (n,m), = m =0,

0
= z=n¢€ Ker P, luego M* C Ker P, = M' = Ker P.
Seaue H u=u,+u € M+ M.
Py (u) = up; Pu = Pu, + Puy.
Pu, = u,, pues u, € M = P(H)
Puy = 0, pues uy € M+ = Ker P.
Por tanto Py = P. []

A continuacién introduciremos los espacios funcionales que usaremos de man-
era natural en la formulacién variacional de los problemas de contorno.

1.2 ESPACIOS L”(Q)

Sean 2 C R™ un conjunto abierto y acotado de R*, 0= T la frontera de (2,
la cual es suficientemente regular. Para un mimero real p € {1,00 >, si R es un
conjunto medible, entonces f : @ — R tal que [ |f(z){"dz < 0o Vz € Q2 es una

Q

funcién medible.
Denotaremos por MP(2) el conjunto de funciones medibles sobre 0.

Definicién 1.2.1
Sea f € MP(Q) se define la relacién R de Ia forma siguiente:

J R gsiysolosi f(z) = g(z), Vg € MP(R) c.t.p Q, excepto en un subconjunto
de (2 de medida nula. La relacién R es de equivalencia [8].

Sobre este conjunto se define la seminorma
Np(f) = L‘{ |/ (z)[? dz]'/? para f € MP(Q).

Observacién: N,(f) = 0 no implica que f = 0Vf € MP(Q) [8].
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Defipicién 1.2.2
Sobre el conjunto MP(£2) definimos el conjunto de clases de funciones medi-
bles, definidas sobre 2 denotado por

7 = (MQ))/R

para las cuales se tiene que:
 f(z)f dz < co.
e

Entonces en el espacio L7(Q)) definimos la norma .||, »
gl = [ |F(z)If dz]'/?, donde f es un elemento de la clase g.
Q

El conjunto LP{Q?) con la norma |lg||, es completo [10].
Se justifica que si { f,;} es una sucesién de cauchy en L*(2), entonces f, — f
en LP(Q) con la norma |jgff,»

Al conjunto LP(£1) se le conoce como el espacio de funciones medibles y
p—integrables sobre (). _

En el presente trabajo se considera el espacio I7((2) para el caso de p = 2,

D@ ={f:2— R/ [17ds < oo}
2

L*(Q?) es llamado el espacio de funciones medibles de cuadrado integrable
sobre §1.

Sobre este espacio se define el producto escalar {.,.)2(q) : ()% L2(2) — R
tal que:

(19w = [ f@)glz)z
0
que induce a la norma || fil,, definida por:

1700 = 1l = | 17) a2 vs € (@)
1]
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El espacio Z*({2) con la norma | f]] ey = (s f)if’;ﬂ), es completo. Entonces
L*(§2) para la norma || ]| 12y €8 un espacio de Hilbert.

Proposicién 1.2.3. Dado el producto escalar (.,.)z2(n), asociado a la norma
- z2(qy» entonces se tiene la siguiente desigualdad de Cauchy [9)]
[ 01 < llusy ¥l zx-

Esto mismo se cumple para cualquier producto escalar asociado a su norma
correspondiente.

1.2.4-Identificacién de los elementos de L*(2) en Distribuciones
Denotemos por D(Q) = CE(N), €l espacio de funciones infinitamente difer-
enciables y continuas sobre {2 con soporte sobre el conjunto compacto K. Sea
2 = QNT, el conjunto clausura de 2 y C*(§2) el espacio de funciones continuas
definidas sobre {2. Con estas consideraciones se dan las siguientes definiciones.
Definicién 1.2.5.-Una funcién ¢ : B — R se llama simple, si existe un
mimero finito 4,, 4,, .... A, de conjuntos medibles en R, disjuntos dos a dos, tales
que:
1.2i) ¢ es constante y diferente de cero en cada A;; es decir, existe un a; € B
tal que
wr)=0o;siz€ A, parai=1,2,...m.
1.24) p(z) =0siz ¢§1 A
Toda funcién simple ¢ puede escribirse de la siguiente manera:
m
¢ =3 a:(x |4:), donde x | 4 es la funcién caracteristica sobre €l conjunto A;.
i=1

Teorema 1.2.8.- Sea ) C R" abierto y acotado entonces D{(Q2)= L?P(R}} (1<
P < )

Demostracién

La demostracién se realiza en varias etapas [10] :

1.2.A). Aproximacién puntual de una funcién medible mediante funciones sim-
ples

1.2.B). Aproximacién de una funcién medible y de soporte compacto mediante
funciones continuas

1.2.C). La densidad del conjunto de funciones simples integrables en I7((2)

1.2.D}. El conjunto de funciones de clase C*(2) y de soporte compacto es

1.2.E). El espacio D({2) es denso en I7(2); 1 < p < oo.
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Sea K C ¥ un conjunto compacto, denotemos por D{((}) =Y C2 (1)) el espacio
de funciones infinitamente diferenciables sobre § con soporte compacto K.

Sea ‘R’-:- = {(L' = (J‘J:xn) € 'Rn'l z, > 0 ¥ = (xl,xzs'";xﬂ—l)}! siQl= R:’
entonces la frontera de () estd dada por:
Kt = {z = (¢, z,) € R*,z, = 0}.

El espacio de distribuciones estd dado por el conjunto I¥(Q)) = £(D(Q), R),
de formas lineales y continuas sobre (£2) en R.

Se usa la notacién < .,. > para indicar la dualidad entre I’ (Q) y D(Q); es
decir, para una forma lineal y continua

A:D(Q)— R

se tiene que:
A(p) =< A,p >Vp € D(Q)

Sea ¢ € L*(); esta funcién se puede identificar como una distribucién medi-
ante dualidad
< Ap, ¥ >= (¢, ¥)12@) =/ w(z)p()dz ¥ € D(S).
0

Por tanto, se puede establecer una aplicacién L2{((Q) — D'(Q2) continua e
inyectiva. Esta aplicacién nos permite identificar las funciones del espacio L*(Q2)
como distribuciones.

Definicién 1.2.7
Para ¢ en L%(Q), se identifica la primera derivada parcial perteneciente a
D' () (en el sentido de las distribuciones) por:

d¢  9Aly)
— = . eD®i=1,..,
31‘; 3.7:,- ( )1‘ "

Para que la derivada de una distribucién coincida con la derivada cldsica de
una funcién de clase por lo menos C', es preciso imponer la siguiente condicién:

oA By
< — ,p>=<-A, — >.
Oz, T4
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1.3 ESPACIOS DE SOBOLEV

Con lo establecido anteriormente sobre la identificacién de L*(f), en D'(9),
para p = 2 podemos introducir los espacios de Sobolev H™(2}, donde m > 0.

Definicién 1.3.1.-Sea 2 C R", se define el espacio de Sobolev de orden cero
y ¢l espacio de Sobolev de orden 1 sobre Q respectivamente denotados por:

HYQ) = LX(Q)
HYQ) = {p € L2{(Q); g:rf el)i=1,..,n Vg€ (L2(Q))"},

3

donde: g.‘f viene a ser la derivada distribucional para .
Zi

H() est4 dotado del producto escalar:
(@, ¥)10 = (@, ¥) 3 + (Vo, Vi) 13(q) es decir,

()0 = f (0 + V. Vgldz Vo, € HY()
[+

que induce a la norma :

el = (0,2 =1 (0 + V0l )asi Vo € (@)
2

Proposicién 1.3.2
El espacio H'(f2) es completo con la norma ||, o

Demostracién
Toda sucesién de Cauchy en H'($2) es convergente con la norma ||.|], o
En efecto:

Sea {(,} una sucesién de Cauchy en H(Q2)
Ve > 0 3n, € N tal que p,q > n, = [0, — @[l o < €

entonces:
{p,} es de Cauchy en L?*(Q2)
B¢,
;- es de Cauchy en L2(Q)
Ti

t=1,2,..,n
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pero L*(f)) es completo, entonces ¢, —> @
i/
converge en L*((2), ;i." ~— ¢, converge en L*(Q) parai=1,..,n
z;

donde por dualidad la aplicacién :

A: I¥Q) — D'(Q)
¢ — Ap

es lineal y continua. Entonces ¢, — @ converge en I¥(Q), y

3¢,
;_ — v; converge en V() para i =1,..,n.
Ti

Se sabe también que,

-a— : V() — DY(Q))

8375
IA

A o
3¢ B

lineal tinua, 1 — o D
es y con ua,uegoax—-—»&‘m()

4 §
entonces: ;f = p; € L*(82), puesto que I¥(f2) es un espacio de Hausdorff
[18].

Por tanto, se tiene la convergencia p,, — ¢ en H*({1) para ¢ € H}(Q), dado
que:
Pn—rpen LZ(Q),
de, 1
AN a..ff en [2(Q) == Y — ¢ en H'(QD)
9z; Oz

Proposicién 1.3.3. El espacio H({2) con la norma Jj¢of|, ,, €s un espacio de
Hilbert,

Demostracién

Para toda funcién sp en el espacio vectorial normado H((1), 1a norma definida

por ol = (.9)ia donde (,0)1a es el producto escalar de HY(Q), y de Ia
proposxczén 1.3.2, se demuestra que H{{)) es un espacio de Hilbert.
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Definicién 1.3.4.

Se deﬁ?e como la clausura de D({2) en HY(Q), a la relacién expresada por
D@ = (@)
donde:

HI(Q)={¢ € H(Q): ¢ |og=0}, siendo Q2 = I la frontera de Q.

El espacio de funciones H}(2) es un subespacio cerrado en H*(()
¥ esté dotado del producto escalar y de la norma de H'(§2) [5].

Nota. Sity € H}(Q), entonces existe {i, } C D(0), tal que ¢, — 1, es decir
converge en H(f2) [7]. Como H((1) es de Hilbert, entonces H}{2) es también de
Hilbert.

Teorema 1.3.5 (Desigualdad de Poincaré)
Sea () es un conjunto abierto acotado en K", entonces J una cte. C = C(2)

positiva tal que:

8o 2 \ 1/2
lielloq < C(Q) (§ “ 5 ) Vi € Hy(Q)
= : oo

Definicién 1.3.8
Si-Q1 es un abierto acotado en R", definimos la seminorma |.|; , representada
por

I‘Pll,n = (g::} " ;-f

Proposicién 1.3.7

La seminorma |.|; o es una norma sobre el espacio H{(f), y es equivalente a
la norma inducida por ||, ,- Es una consecuencia del teorema de Poincar¢, es
decir

Para ¢ € Hy(Q) tal que Jp|; o =0=> iella=0=9p=0.

Notar que:

1 € H'(82), entonces 1¢ H} ()

= H3(Q) £H'(Q).

g \ 12
Yo € H(Q)
o0

Definicién 1.3.8



CAPITULO 1 FUNDAMENTACION MATEMATICA 14

En general, un espacio de Sobolev est4 definido por el conjunto W™P()) =
{v e L?(2); 6°v € LP(1) Vol <m}.

Cuando p = 2, se obtiene los espacios de Sobolev de orden m, W™2#(Q) =
H™(Q), expresado por:

H™S) = {p € L*(Q); 8%p € L*Q), o < m, a € (N)"}.

Este espacio H™(Q)) estd dotado del producto escalar (.,.)m o definido por
(@ ¥)ma = 3. [ 0%(z).0°¢(z)dz; @,y € H™(D)

lajsm2

que induce a la norma j¢].q = (¢, 0)/%

En caso particular, para m = 1, se tiene

(@) = {p € 1) : ‘;‘j € X))

De igual manera, para m = 2 se tiene el espacio de Sobolev de orden 2
2 2 3<P o o Pp Py 2

H (Q) {‘P €L (Q)$ ? 3?; 322 ayz ? Bzay €L (Q)}

Se verifica que. (H2(@), |-la)¥ (H*(@):|-11,0)s0n espacios de Hilbert [8].

El espacio HP(Q) = D) 7, expresa la clausura de D(R2) respecto a
H™(S2);y el dual estd dado por el espacio H~ ™(12). El espacio HJ*(?), dotado de
la norma

<pu>
loll o= sup Tl
v € HPMQ) m2
v#0

es un espacio de Hilbert [§]

1.4 VALOR DE UNA FUNCION EN EL BORDE DE (2

Dada una funcién ¢ € H*(Q), de frontera regular T, la cual es continua y al
menos de clase CL,

Designaremos por:

ds como la medida de superficie sobre T,

El espacio L*(I') = {f : ' — R, f es medible y de cuadrado integrable sobre
I’ para la medida ds}, dotado del producto escalar

(f:9)e2ey =[( f-9)ds ,5 € T, y delanorma | flloq = N Fllzacey = Up 1£1* ds'/%

En cada punto 8 = (z;,%;) € I se define, excepto en un conjunto de medida
de superficie nula, una normal a I', la que se denotard por el vector unitario

n(s) = (n1(s), na(s))
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1.4.1 Aplicaciones traza 7,y 7,

Sea {2 un conjunto abierto acotado de frontera regular I' (por ejemplo de clase
C'), v, : D() — L*(T) una aplicacién lineal y continua talque 7,0 = ¢ |r€
L*(T") es lineal y continua, entonces la traza de ¢ sobre I' indica el valor de ¢
sobre el borde I'.

De la densidad de D(Q) en H'((2) [8], se puede ver que Vip € H(f), se tiene
o siguienite dahgualdad:
"%‘P”o,r <cllellia

De la densidad de D(Q) en H2(R) [8], se obtiene la aplicacién v, : D(Q2) —
LY(T), tal que

_ % O, o
N(p) = an —-='=21 dr; n; € L*(T')
donde n = (n,ny) es la normal exterior a la frontera de Q.

Corolario_1.4.2

Ker(y,) = Hj(Q)

Imagen(vy,) = HY}(T') C L*(T), la cual es un subespacio propio y denso,

dotado de la norma "-"1(2,1* , dada por

lelyjpr = inf el
P pem@ T

Yo = 1
Definicién 1.4.3
Se define la completitud del espacio L%(T") como H~*/%(T), que corresponde
al espacio dual de H/3(T"), que est4 dotado de la norma

gl wp L2
1 = S TN T
l-3r q,eHl/Iz(‘[') "‘P"%J‘

Nota. H'/*(T") con la norma |.| /a,r+ Viene a ser un espacio de Hilbert [18]

Deflnicién 1.4.4
El espacio Hy *(T") es un subespacio de H~Y2(I") definido por
Hy'(T) = {g € H™VX(T); < g,1>=0},
donde < .,. > indica el producto escalar extendido de L*(I") por dualidad entre
HX(T) y HY*(T); es decir, sig € L*(T'), se puede identificara < g, >=[ g.pdz
r

,z €T, pe HY¥T).

1.4.5 Férmulas de Green
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Por la densidad de D((?) en H*(f2) y de las propiedades de extensién de ¢ |r
por 7,(¢), se tiene la siguientes férmulas de Green

, R A @ -
1.4i). Dado®y € Hl(ﬂ)sevenﬁcai;!; o( o Jdz = — Z.f ( Ydz+ E{

=1 i=]
Yol @) Vo (¥)ruds ?

St ¢ € H?(52), entonces gf ‘€ HY(S2). Reeplazando ¢ por g—ﬁ y sumando
pa " i=1,..N, se obtiene:

J Vo Vidz = — [, Ap.apdz + [( % Wdz, Vi € HY{Q)
o

1.4:i). Si tomamos ¥ en H3(Q) y ¢ en H*(Q), se deduce la siguiente férmula
Ja Ve Vidz = — [, o.Avdz + . o %né )dzx

De la diferencia entre 1.4.i) y 1. 4.11) se obtlene

JopBpdz — [, Apspdz = [ <p( ) - ¢( 2 )ldz
Yo, € H}(Q)
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En este capitulo se plantea y desarrolla la existencia y unicidad de solucién
de los problemas de contorno Dirichlet (D) y Neumann (N), sobre un conjunto
Q) abierto y acotado, de frontera contifnua y regular. Asimismo, se demostrard 1a
existencia y unicidad de la descomposicién vectorial del espacio {L#{(})]"

Se desea encontrar una funcién u, tal que verifique:

oy ~Bu=fen ) o tu=fend
% = g sobre I o =9 sobre T

Si g = 0 se dice que la condicién de contorno Dirichlet o Neunann es ho-
mogénea, en caso contrario para g # 0, dicha condicién de contorno seri no
homogénea.

2.1 FORMULACION VARIACIONAL DE LOS
PROBLEMAS

DIRICHLET - NEUMANN

2.1.1. Formulacién débil d blema Dirichlet
Uba solucién débil para (D), llamada ia foma variacional del problema (D),
es una funcién u € H}(Q) que verifica

f fudz =— f Vu.Vvdz+ f gudz Vv € Ha(S2)
Q Q r

En el caso de que f € L*(R?) y la condicién de contorno sea de Dirichlet
homogénea (g = 0) y si buscamos una funcién u suficientemente regular como
solucién débil (por ejeraplo u € H*({1)), se procede de la siguiente forma:

~ [ Auwdz =[ fwdzx , para todo v € H} (), luego

n 0

J Vu.Vvdz— f % wvde={ fudzx
o A o

\w——d

0
finalmente se obtiene el siguiente resultado:
[ VuVvdz =[ fudo Vv e H(D).
o e

Por tanto, con estas condiciones se tiene la formulacién debil del problema

(D)
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Hallar u € H3{(Q) tal que
(VD) f VuVvdz = fudo Vv € H}(S)
Q )

Por densidad se demuestra que esta ignaldad es vilida Vv € H}(Q)

Reciprocamente, si u € H}(Q) y es solucién de (VD) entonces u es solucién

para (D)
En efecto:

f Vu.Vvdz = f f.vclz: Vv € D(Q)

Bv :
f Vu.Vudzr = E J oz gv; dz = Z 31, ' Og; D@09

=10
=< f , U >D‘(n).D(Q)

entonces:

n

<3 % y U >prey,p@y=< f,v >D’(Q) D)

f==1

se puede deducir que en el sentido de las distribuciones, se obtiene (D)

< =Au,v>=< flo >V e D() = ~Au=f en IV(Q)
donde f € L*(Q) y —Au € L3(Q),
luego la ecuacién tiene sentido c.t.p de L2(12).

Ademds el hecho de que u € H(Q), se tiene que la condicién de contorno
u = 0 sobre I' , satisface en el sentido de las trazas y,u = u jr= 0 en L*(I).

2.1.2 Formulacién débil del Problemma Neumann

Para el problema (N) analizaremos los casos homogéneo y no homogéneo re-
specto a la condicién de contorno:

2.11). Dada f € L(Q) yg=0
—Au+tu=fen{
(N Ou

4_9; = () sobre I
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Si u es suficientemente regular (por ejemplo u € H?(Q2)) se procede de la
siguiente manera:

- f {(Au).vdz+ f w.vdz -—f fvdz Yv € H(Q)

aphc.ando la formula de Green (1.4.1) y teniendo en cuenta la condicién de
du

contorno Sy = () en la ecuacién:

f Vu.Vvdz+ [ wvdz+ [ Bu wdo = — | Awwdz Vv € H'(S)

e I v i)

resulta entonces, [ Vu.Vudz+ [ uvde ={ fudz Vv € HY{Q).
Q Y o

por tanto se tiene la siguiente formulacién variacional para el porblema (N).

Vv € HY(Q) hallar
(VN), {fVqudm-{-—fuvdw—ffvda:

Si u es solucién cldsica de (N) entonces u también es solucién de (VN).

En efecto:
tomemos u € H*(2) que verifique (VN),

(o)f Vu.Vvdz+ fuvd:z: -mf foudz Yo € D(R)

de la férmula de Green
[ VuVudz+ [ wode =— [ Auvdr+ | ( éﬂ )vde
Q 0 Q r 9

[ (~Av)vdz+ [ uvdz+ [ ( % )ovdz =] fodz Vv € D(R).
) Q T o

<—Au+u,v>+f(‘gu;).vdz=< fiv>Yve D(R)
r

para que se verifique —Au + u = f en el sentido de distribuciones
~Dutu=fe Q)
pero f € L*(Q)) entonces (—Au+ u) € L2(Q).

se tiene que: [ Vu.Vudr+ [ uvdz = fudz , puesto que
n 0 o
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Ou 1
_I]:av.tdm-—OVvEH(fZ)

tomando v = 1 se tiene la condicién de compatibilidad [ fdz = 0 y existe
a

solucién tnica.
Podemos observar que en esta formulacién variacional del problema desaparece
la condicién de contorno.

2.1IL). Para f € L*(1), g # 0 € L*(T) y si el problema {N) esta dado por

—ADu=fen ()
(N). Su _
on =9

la férmula variacional que se obtiene es:
J VuVvdz— [ % vds ={ fudz Yo € H()
Q r Q

de la condicién de contorno se tiene
J VuVvdz =f fudz+ [ gvds Yo e H(Q)
o 7! y

Si u es solucién de este problema u + ¢ también es solucién de (N) Vc € R

multiplicando por una funcién v € H(()

tomando v = 1 € HY(Q), [ fdz+ [ gds = 0, esta es la condicién de compati-
0 r

bilidad
Es decir existe solucién pero no existe unicidad

2.2 FORMULACION ABSTRACTA DEL METODO DE

ELEMENTOS FINITOS PARA PROBLEMAS
ELIPTICOS LINEALES

2.2.1 Problema continuo

Teorema 2.2.A

2.2.a) Sea V' un espacio de Hilbert

2.2.b) Con producto escalar (.,.)y y la V—norma correspondiente |.||,,

2.2.c) Una forma bilineal a{.,.) acotada (6 continua) sobre V x V ( IM < oo
tal que |a(u, )| < M [jully . vy Yu,v€V)

2.2.d) I(.) : V — R una forma lineal continua sobre V, ! € V’ espacio dual
de V.

Entonces por el teorema de Representacién de Riez ! puede ser representado
unicamente por I(v) = (u,v) para algin u € V. Ademés |Il},, = |jufl,, [17].

Deflnicién 2.2.A1

Se dice que la forma bilineal a(.,.) es V-eliptica o coerciva sobre V, si existe
a > 0 tal que a(v,v) 2 alv)* vwe V.
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Proposicién 2.2,.A2

Sea H un espacio de Hilbert y V un subespacio cerrado, supongamos que af., .}
es una forma bilineal simétrica, continua sobre H y coerciva sobre V. Entonces
(V, a{.,.)) es un espacio de Hilbert.

Demostracién
De la coercividad de a(.,.) y para v € V, tal que a{v,v) = 0, entonces v =0,
pues la forma bilineal es un producto interno sobre V.

Sea |lvl|;, = y/a(v,v), supongamos que {v,} es una sucesién de Cauchy en
(V. [vlly-), entonces por la coercividad de af.,.), {vn} es también de Cauchy en
(H, Jlvl|z)- Como H es completo, existe v € H tal que v, — v con la norma Jju]l,,
y dado que V es cerrado en H, entonces v € V.

lv=wmlly < Eillv—wy , pues a{.,.) es acotado. Por tanto {v,} — v con
la norma .|y, ast (V, ||.l) es completo.]

En general, dado el funcional I € V', la formulacién del problema variacional
». que reune las condiciones dadas en 2.2.1 y 2.2.A1, es el siguiente:
(P) Hallar u € V tal que:

alu,v) =l {v)YWweV

5i Ia forma bilineal a(.,.) es simétrica, mediante el teorema de representacién
de Riesz, se verifica que este problema tiene solucién tnica [17).

Observacién
Si a(.,.) es simétrica, para u € V, entonces
la(u, u) ~ () =min {av,v) - [v)}.

Un problema variacional donde af.,.) es no simétrica y a la vez reune las
condiciones dadas en 2.2.1. Entonces, de la proposicién 2.2.1.B y por el teorema
de aproximacién de Galerkin, el problema variacional se puede formular como el
problema aproximado

(P») Hallar uy, € Vj, tal que:
" alup,v) = o) Yo e V4

Teorema 2.2.A3 { Lema de Lax-Milgram)

Con las hipétesis 2.2.a), 2.2.b) y 2.2.¢) y sf Ia forma bilineal es no simétrica
y satisface la definicién 2.2.A1 (es decir que a{.,.) es coerciva sobre V), se tiene
que el problema (P,) admite solucién tnica. Ademds Ia aplicacién lineal I — u es
continua de V' en V.
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Demostracién

Sea (.,.) el producto escalaren V y V' el dval de V

! € V' = del teorema de Riez 3! L tal que l(v) = (tl,v)y Vv €V
entonces existe una correspondencia bnmivoca 7 : { — 1! de V' sobre V
, esta correspondencia es una isometyia. Por notacién usaremos 71 = L

(L,v) i(v)

|Llly, = Uszpv Tl uSZPV Tl = il
v#0 v#0

Por tanto [|l}jy = | Ll . [¥]

Fijando u dentro de V la forma lineal que aplica v — a(u, v) es continua sobre
V.

entonces es un elemento de V.
Aplicando nuevamente el teorema de Riesz, se tiene la existencia y unicidad
- de un elemento Au € V tal que:

(Au,v) = a(u,v) YWWeEV

Entonces se ha definido el operador A: V — V,
para u se tiene una aplicacién Au, lineal y continua, tal que:

ull = & (Au,v) - sy a(u,v)
Iuly = om0 = Tpo) " = =R el ane M
v#0Q v#£0Q

Luego el problema variacional (P) es equivalente al siguiente problema:

Encontrar u € V tal que
Au=L

Ahora el teorema se reduce a demostrar que A es un operador biyectivo. En
efecto:

De la coercividad de af.,.) se tiene que existe una constante o, tal que

alvl < alv,0) = (Av,0)y < 4o ol Vw0

dividiendo por [[v]] ,se tiene

aflv] < jlAvf YweV [+

pero A es lineal y continua, entonces es inyectiva.

Para probar que A sobreyectivo, es decir que AV =V,

se Vera que:
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{ i) AV es cerradoen V
i) (AV)* = {0}

Enel casoi), seaw €AV C V, es decir 3u,, C V, tal que w,, C AV, (W) — w
en V, entonces wm = Aupm. En virtud de [+], se tiene que:

At — A0g)l = JA(tm — 1)) >  ltm — v

=> v, €s una sucesién de Cauchy en el espacio de Hilbert V

= vm —venlV.

Por la continuidad de A = Av,, = w,, — Av=w € AV
,ello prueba que AV es cerrado en V.

Para el caso ii), sea vp € (AV)*
a|lvol® < a(vo, vo) = (Avg, %) =0
= vg = 0.

Sea H = AV,donde H escerradoen Vy V=H & H*
, por tanto V = A(V), con lo que se prueba que A es sobreyectiva.

Se puede demostrar también que A~} : V —> V es continua dado que:
lAv] = a.|of] Yo e V
= J[A~v] < 1 v, luego A~ es continua.

De todo lo dicho en {*] sobre [ se deduce que la solucién u del problema (P)

verifica:

lull = $AT L) < 2. 012 = 3. ll.O

Ademds, si af.,.) es simétrica, se tiene que

a(u,v) =a(v,u})VueV, weV

y se define el funcional F(v) = 1a(v,v) — {(v)

para considerar que el problema dado es equivalente al problema de mini-
mizacién

Encontrar u € V tal que:

(PM){ F(u) =inf F(v)

Nota:
Si a(.,.) es simétrica y coerciva, entonces €l problema (PM) admite solucién
tdnica 4 € V, que es también solucién del problema (P).
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En efecto:

Sea u € V solucién del problema {P) y w cualquier elemento de V; por la
simetria de af.,.)

Fu+ w) = 2{a(y,u) + 2a(u, w) + a(w,w)} — {I(x) + H(w)} =

= F(u) + {a(u, w) — {w)} + 3o(w, w)

desde que u satisface €l problema (P)

Flu+w) = F(u) + jo(w,w),

y de la coercividad de af_, ) se tiene que:

Flu+w) > Flu) + 3 ful?.

F:V > Resuna aplmaclén diferenciable en u € V ,segiin Gateaux, si existe
F'(u) talque (F'{u),v) = a(u,v) — I(v) = 0 & a(u,v) = {(v)

WweV,v#u

Flu) < F(v).

De la coercividad y continuidad de af., .), se tiene
M ffu)l 2 U() = a(u,u) 2 alu]®

obteniéndose la estimacién para u, expresada por:
ftelly < M

Unicidad del problema (VN;)
Veremos solo en el caso del problema de Neumann no homogéneo.

Sea la forma bilineal a(.,.) definida sobre H(Q2) x H(Q) — R,
al., ) no es H? (ﬂ)—ehptlca, puesto que:
lellia = U (#* + |Vol")dz]/?, luego no existe a > 0 tal que:

a{p, @) =f el dz > H‘P“m . Por ello no se asegura la unicidad en H*(Q2).

a
Para poder aplicar el teorema de existencia y unicidad de Lax-Milgram a este
problema primeramente se dardn los siguientes conceptos.

Definicién 2.2.A4

Sea P, es el conjunto de polinomios de grado cero. Dado un espacio de fun-
ciones V, la clase de equivalenciade u € Ven el espacxo cociente V/F, se denotard
por u, expresado por

u= {u +cdondecc B} € V/Bh.

Haciendo V = H1(Q), se define el espacio cociente H'(2)/F) como el conjunto
de elementos %, donde u es la clase de equivalencia perteneciente a H(Q)/F, que
est4 dotado de la norma:
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in

”i"”Hl(n)/pu = en lu+ef,q-

f |
cER
Entonces, la formulacién variacional en el espacio cociente es

hallar 4€ H'(Q)/Fy
(VN)z{ [VaVide=[fodr+ [ g vds Ve H(Q)/P
Q Q r

Proposicién 2.2.A5
El espacio H'(Q2)/ P, dotado de 1a norma del cociente [ (2)/, ©S UD €spacio
de Hilbert.

Demostracién
Como H'((2) es un espacio de Hilbert

= “i‘”m(n)/m :felf: e — Prp, (u) ”1,9 ;

1
med@) § "
u— Prp,(u) = Prp, (u)

donde Prp, (u) =

”"‘”H:(n)/Po = “Pr&*(u)”

haciendo Fy = M,

definimos una isometrfa de H'(Q)/M —» M* tal que
U—> PI’M_L (u)

donde, H*(£2)/M est4 dotado del producto escalar

("’v, i’)H‘(n)/M = (Per (u), Prys. (U))Hi(n)

.. 13
(2, ) yme = ”unHl(ﬁ)/Po :
por tanto V = H*{Q))/M ser4 un espacio de Hilbert.

Proposicién 2.2.A6

Sea I(.) una forma lineal continua sobre el dual de H*() tal que

{(s)=0=>s=0VseR.

Entonces la norma |lull, = [jul} o + ({{u))?]/? es equivalente sobre H!(2) a
la norma usual |jul}, , [18].

Proposicién 2.2.A7
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La seminorma |4], , es una norma en ¢l espacio cociente H'({2)/P,, entonces
las normas ||| sy p, ¥ [1lia son equivalentes.

Demostracion:
Sea Jul, o = I“Im Yu €u

Si |i], , =0 =>i4=0en HY{Q)/Fo
Se probard que (H'(Q)/Py, lul, ) es un espacio completo
Sea (i) una sucesién de Cauchy en H*(Q)/F, para la norma ||,

dado que |t ~ th] 10 = lup = tg|; o Viup €y, Vuy €y
construimos a partir de (%,) una sucesién (u;,) tal que:

I{x;) = 0 ¥n, donde I(.) es la forma lineal de la Proposicién 2.2.A8.

Sea un, €Uy, tomando 4}, = Uy, — () entonces

)
) = L) — o 2(0) =

u, es de Cauchy con la norma |}, ,,

¢ 3 e 3 2
iup-u !u‘:"'p(up u) = "up"' 4"1,;1
Por la proposicién 2,2.A6. {u}) es de Cauchy en H'({}), este espacio es com-
pleto con la norma ||, , , entonces Ju* € H*(Q) tal que u;, — u* en H*(R).
Se tiene también que |im — @'}, , = |u} —u’l g — 0, de la continuidad
M: as u”"!f‘(ﬂ)/f’h , entonces por el teorema de la aphcac16n abierta {10} y de la
proposicién 2.2.A6. se tiene la equivalencia de las normas Hu”ff’{ftjiﬁ; ¥ lulo-

Entonces se formula el siguiente problema:
(VN)* Encontrar € H'(Q)/F, talque
a(u,d) = 1(0) V ve HY(Q)/ P

Proposicién 2.2.A8
El problema (VN)* tiene solucién vnica € HY(Q)/Pp

Demostracién
a(u,v) = f Vu.Vvdz
Q
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(v} =f fwdz+ [ gvdz Yo € HY{Q)/Po.
¥ r

HY(Q)/ P, es un espacio de Hilbert

Se demuestra:

i) La continuidad de a{., ) :

a(u,v) =_£ Vu.Vude < jul; g vl o < llully o vl e Yu,v € HY(Q)
Sustituyendou poru+syvporv+r;syr€ R

.!; V(u+3).V(v+r)dz < ju+ 3!1,9 o+ "ll,ﬂ < flu+ 3"1,0 e+ 7‘"1,9

a(u,v) < [inf . flu + sll, 0. Inf v+l 0l
= uuuai{n)/ﬂ, u”“ﬂl(n);ph Yu,v € HY(Q)/ Py

i) La coercividad de a(.,.):
De i) ¥ la proposicién 2.2.1}6, se tienezqm
a(u,u) =£ Vu.Vudz = [u; o 2 ajluflgiyayn,

iii) La continuidad de ! ‘
()i =£ fvdz+ .I[ guds < |If ne,n- "”ﬂo,n + "9“0,1‘ . u”"o,r

< (Ifloa+ Cliglor) - Iol0 Yo € HY@)
¥y sustituyendo v por v + 8; 8 € R se tiene que:
v+ 8)=f foudx+ [ gvdz) +a ([ fdz+ / g.dz)= l{v}
Q T A A

Ny o

=0

asumimos que existe & > 0 tal que:

o+ )l < (Ifloq+ € lglor) - Io+slyq
tomando el infimo

@+ )| < (I loa +Clglor) - ink o+ shyq
= H{v) < C* vl yniqym -

28

Entonces por el teorema de Lax-Milgram y de i), ii) y iii) se tiene que existe

solucidén dnica de la solucién del problema (VN)*.

Observacién. Supongamos que en el problema {(VN)*
J eW™r(), g eWnH-1/2(T"), donde 1 < p < co.
Exntonces ue W™+52({]) /P, y existe una constante C> 0, tal que

&l sy 2y < CUl g + 190ms1-1/ppr} [16]-
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2.2.2 Problema discreto

Para la implementacién computacional del Método de Elementos Finitos, MEF,
en la resolucién del problema variacional aproximado de

a(z, ) = l(v) V ve H(Q)/FR

se realiza lo siguiente:

Construccion del espacio de Elementos Finitos

Para construir e} espacio finito de soluciones por el proceso del Método de
Elementos Finitos, se considera una subdivisién de conjuntos abiertos{ K;}, sobre
el dominio (2, tales que:

a) KiNK;=0s1i4#j

b} UK; =0

Suponiendo que la subdivisién de {} es una triangulacién T tal que:

»T), = {K;}, formada por una coleccién de tridngulos de frontera suave a
trozos, de lados ax < by € ¢x = hy, de drea Ay perteneciente al intervalo I =
[3h2 senty, \/ghg( . siendo, h 1a longitud del lado mayor y 0, e dngulo més
pequeiio de cada tridngulo, talquemfz;nﬂ =a € (0,1)

» Los nodos locales N, para i = 1,2, 3, son los vértices de K;, cuyas coorde-
nadas cartesianas est4n dadas por el par (a}, a}).

Cada elementoe de la subdivisién est4 conformado de un conjunto finito-P1 de
polinomios lineales, conocidas como funciones de forma sobre K, y de variables
nodales N = {N;, N, N3}, que forman la base para el espacio dual de P1.

Entonces la terna {K, P, N) se denomina un Elemento Finito, el mismo que
sirve para la construccién de un subespacio V;, C V, de dimensién finita, donde V'
es un espacio de Hilbert.

Sea Vi = {p € C°(QY) : ¢ |x€ Pi}

donde el egpacio Pl estd dado por:

'P.l = {QO : ‘P(:D,y) = +6293+63y, Vﬂ.‘,y € K: €1, Cg, C3 € R}s

es un conjunto de funciones lineales y continuas a trozos. Por ejemplo, una
base para este espacio es {1, %, y} ¥ la dimeasién es dim[P;{K)] = 3.

W(N;} = @; pata i = 1, 2, 3 es el valor de la funcién ¢ en cada nodo del
elemento y genera el niimero de grados de libertad para el vector solucién.
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La busqueda del valor de las constantes ¢;, ¢y y ¢z conducen a la resolucién
de un sistema de ecuaciones de orden 3. Reemplazando las coordenadas de cada
nodo @{al,a}) = p; = c1 + ca{a}) + cs{ald) para i = 1, 2, 3;forméndose el sistema
de ecuaciones para las variables ¢y, c; y ¢z

o} a3 € @
ai a e =1 ¢
3 C3 Ps3

a1 Gy
Aplicando 1a Regla de Cramer, este sistema tiene solucién tinica si €] deter-
minante
a}

(al.03 - a}.03) + (al.a} — a}.a3) # 0
2det B= drea(K)

entonces se buscan las funciones {Xx), x5,-X3} de interpolacién, tales que sat-
isfacen x;(V;} = §;;, donde
_tLi=j
=10, 847
3
Y 2 XlNy) =1

gl

Si @, satisface el problema (P}, en particular podemos tomar 1 == x; y se
puede ver que @, también satisface el siguiente problema (P3)":

() { Hallar ¢, € V»

a(p, Xj) = i(Xj) i=1.
donde

©h “*E ©Ci, €3 la sohucién aproximada en cada elemento de 2.
Reemplazando @y, en la ecuacién de (P, se puede escribir como:

M

>, alxq, X;)e: = Ux;) , siendo M el mimero de nodos. Esta relacién de
=1

iguatiaad determina un sistema lineal de ecuaciones algebraicas de la forma
AL =b

donde A = (a;;) es la matriz de coeficientes del sistema, b = (b;) es el vector
fuente
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y & = (p;) es el vector de las variables, para i = 1,..., M. Siendo M el indice
de los nodos globales de la triangulacién T,

;= 3 o (wx) = ¥ [ {VxVx;}dz
KE€Ts KeTnk

b= 3 bf=73 [(fx)dz+ [ (9-x:)ds

KeTy KeXpk Knr

Integrando numéricamente sobre cada tridngulo se obtiene la matriz de coefi-
cientes A.

Si la forma bilineal es simétrica y coerciva conduce a una matriz de coeficientes
gimétrica, definida positiva y no singular. Esta condicién asegura la existencia y
unicidad de la solucién del sistema de ecuaciones algebrafcas.

Luego el sistema de ecuaciones para (P, ), tiene solucién tinica y se obtiene al
reolver A = b.

En la préctica el sistema no se resuleve directamente con esta matriz de coefi-
cientes A, pues no seria econémico por que es muy grande y dispersa con muchos
elementos cero.

Por tanto se realiza previamente una factorizacién y luego un almacenamiento
en forma de perfil o de banda, dependiendo de los coeficientes no mulos de las filas
en la matriz A, para asi aplicar un método directo de solucién

2.2.3 INTERPRETACION GEOMETRICA Y
ESTIMACION DE ERROR DE LA SOLUCION
APROXTMADA

Sea Vi, C V el espacio de soluciones finitas, entonces g, es la proyeccién or-
togonal (con el producto escalar de V), de la solucién exacta ¢ sobre V),; es decir,
que @, € V; es la solucién més préxima a @ con la norma ||,

Estimacién de error 2.2.C1
Se elige un ¢ = @, en el problema (P}, por la coercividad de la forma bilineal

af.,.) y de la continuidad de la forma lineal I(.), existen las constantes o, C > 0
tales que:

allealll, < alen, wn) = Upn) < Cllenlly
donde |, ll,» # 0, entonces dividiendo por este término, se obtiene:

C
lenlly £ —-
o
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Teorema 2.2.C2
Dadoe el problema continuo (A) y el problema discreto (B)
a(@, ¥) = I(¢) a(en, ¥) = L)
(4) { VeV B wewn
Si ¢ € V es la solucién de (A} y ¢, € V, es la solucién de (B), donde V;, C V.
Entonces

C
lo —onlly < Y lo~vll, Y¥eW.

Demostracién

Como V, C V, tomemos en particular

alp,w) =l{w) Yw €V, dela sustraccién

alp —gnw) =0 VweV,

Para ¢ € V}, arbitrario, definimos w = @), — ¢ = w € Vj,

Y =@ —w

De la coercividad y continuidad de la forma bilineal a{.,.) existen las con-
stantes o, 8 > 0 tales que:

alle — ol < Bllo—oally e — Yy
dividiendo por [j¢ ~ ¢, ]|} # 0 en ambos lados de la desigualdad, se tiene que,

B
e — @nlly < — le~vlly, YWeVa D

La estimacién que se muestra en e] teorema 2.2.C2, es una estimacién cuali-
tativa.

Para obtener una estimacién cuantitativa se elige una funcién apropiada ¥ &
Vi ¥ luego estimamos |jp — 1}};, . Generalmente se elige una funcién de la forma
P = 7pp, donde wpp € Vj puede ser la funcién interpolante lineal a trozos
Pa{IN;) = maip, donde N; es un nodo de la malla para i = 1, ...., nv.

Se puede estimar el error ¢ ~ 7y sobre cada tridngulo K. Veremos en el
siguiente resultado.

Teorema 2.2.C3

Sea K € T) un tridngulo con vértices N;, i = 1, 2, 3. Dado o € V,, Ia
interpolante 1y € Py(K) definido por my == ¥(N;), i = 1, 2, 3. Entonces existe
una constante C tal que:

llv - ’ﬂ"PnLﬁ(x) < CH W‘[m(x‘) )

donde:

hx = es la longitud del mayor lado de K

h =maz hx [5].

KeT),



CAPITULO 2 DESCOMPOSICION ORTOGONAL DE [L* Q)Y 33

2.3. CAMPOS VECTORIALES EN [L(Q)]

En esta seccién se describen algunos subespacios de [L*(£2)]" para luego definir
la descomposicién vectorial de sus elementos, para ello introducimos los siguientes
resultados:

Sea v = (v1,v3,.....0} € [D'(Q2)]", definimos ¢l operador divergencia
div : [D'(Q)]* — L¥Q) tal que: para v € [I¥(Q2)]", se tiene que

- Lo 9
div.v Z ( 8:::,) 3-’1?1 39:2 + s + B

Notar que: Para ) C R™ acotado, de frontera regular T,
Sipe LX), Ve = ( % ) € (L2 (Q)|*, parai=1,2,...n

entonces
. ~ (Bp\ _ Py o
div(Vip) = (—) F vty =
; az? 852 dx2

Como L}(Q) c— D'(D) (inyer.:cién continua), entonces el espacio [L2(Q2)]"
es un subespacio de [D/(Q)]" [17]. Entonces es posible introducir la siguiente
definicién.

Definicién 2.3.1
Definimos el espacio Divergencia como el conjunto expresado por

H(div; Q) = {v € [L*(Q)]"; div.v e L} Q); i =1,...,n}

el cual est4 dotado de la norma:
1l srgaso sy = {"”"n a + ||div. ‘U"o o} 2.

Proposicién 2.3.2
El espacio H(div; ) con la norma ||}l 54, .y €5 un espacio de Banach [7].

Proposicién 2.3.3

El espacio H(div; {2), es un subespacio convexo y cerrado en [L2(Q)]*[7].

Dado que H{div.;Q) = [L*(})]" es un espacio de Banach para la norma
Ul s2¢aso..ry» €xiste una sucesién (vm) C H(div; ) de cauchy la cual converge a
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ve [L3(Q)]" con la norma {v]l g (9] Por tanto H(div; Q) es un espacio de
Hilbert.

Teorema 2.3.4
D'(Q)]" es denso en H{div.; Q)
Entonces, se puede ver que [H(Q)]* ¢ H(div; Q) C [LA Q)] [9].

Consideremos los siguientes resultados:

Proposicion 2.3.5
La aplicacién 7, : [D{})]* — L*(T'); definida como la traza normal

(Ygv)=vn ae I
puede ser extendida por continuidad a una aplicacién lineal y contimia deno-

tada por:
Vo : H{div; Q) — H-3(D).

Demostracion
Sea v € D(Q1) y v € [D)]", por la férmula de Green se tiene:

(0, 7¢) + @io, ) = [ (omlds
r

Como D(0}) es denso en H(f2) entonces esta igualdad es vilida también para
¢ € HY(Q) y v € [DQ)]"™

“Yo €s lineal y contirua con la norma de H{(div; £} y como [D({})]"es denso en
H{div.; Q) entonces por el Teorema 2.3.4, con la norma de H(div; ) y la norma
de H(()), se tiene la siguiente desigualdad:

< ol srgaimny el Voo € HHQ), Yo € [DQ)]* (%)

l { (wv.n)ds

Sea p € HY?(I'), entonces existe un elemento ¢ € H*() tal que ¢ = p
restringido a I'. A su vez, por la desigualdad anterior (*) implica:
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l.{ (1v.n)ds| < ”U"H(div;ﬁ) ”#”1;2,1* Vee H m(r)a Vv € [D(ﬁ)]"-

Por tanto -, se extiende de manera iinica a una aplicacién lineal y continua
denotada como 7,,, tal que

“’ynu-}_[g'[' = "v-n[[_llgrp S_ "UuH(dio;ﬂ} Vv = H(div.; Q)
Si vy, € £{(H(div.;}), H"Y*(T)) entonces
Halls (eivsy 12 £ 1. O

Por extensién -y, v = v.n es llamada componente normal de v sobre I

Del teorema 2.3.4 y de la proposicién 2.3.5 se deduce la siguiente férmula:

(div.v, @) = (v, Vi)+ < v, >p
Yv € H(div; Q), Vi € HY{Q).

En consecuencia de lo anterior, se puede extender la derivada normal pars el
operador laplaciano, obteniéndose la signiente férmula:

(Yo, V9) = ~(Bp, ¥+ < 22 9 >0 Vo € H'(@)

Siendo p € H(Q) , Ap € L} () ¥
3%0 —1/2
7m CH (T)

Nota
En adelante, se denotaré por v.n en vez de v, (v).

Proposicién 2.3.6
Rango(y,) = H™V2(T), y

v “n (H(diu.;n),ﬂ—m(r}) =1

Demostracién: '
Sea p* € H™Y2(I') se debe demostrar que para v € H{div; Q) y v.n = p sobre
T, entonces flumnll_;/, r 2 9] g iaiem -
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Para ello se considera el siguiente problema:

Hallar » € H(Q) tal que
(Ny) ~Dp+p=0enQ
gf = g sobre T’
Como se observé anteriormente, si £ # 0, (N,,) es un problema de Neumann
no homogéneo y tiene solucién vinica ¢ € H(2).

Siv= V. Eﬁnﬁom v € H(div; Q) yva=4p
Ademiés |lolly o =< p,¢ >r< "ﬂ"-l/?,r el -
Como div.v = Ay, se tiene que:

u”"mm;m < ll#"-:;z,r = “”-n"..:;z,r - O

Proposicién 2.3.7

Ker{v,) = Ho{div; Q) = {u € H{div; Q); u.n |p=0}

Demostracién

Para demostrar Ker(y,) C Ho(div; ) , [D(Q)]" es denso en Ker{y,), luego
aplicamos la propiedad de densidad usada en el teorema 2.3.1, se demuestra que
Hp(div; ) CKer(7,) como una consecuencia inmediata de la féromla dada en la
proposicién 2.3.5 y de ambas inclusiones, se tiene la igualdad. O

icién 2.3.8

Considerando que Hy{div; (1) = D(ﬂ)]"mm,

, 8e define el conjunto:
H = {u € Hy(div; Q); div(u) = 0}

H es un subespacio cerrado de [L2(Q)]".

Si Q es un subconjunto conexo en R™ se define el ortogonal de H por el
conjunto:

H' = {Vp; g € H'(Q)}

Observacién

En vista del teorema 2.3.4, resulta que H+ es un subespacio cerrado de
(L), Siu € H resulta de la férmula de la proposicién 2.3.5:

(@, Ve) =0 Vp e HY(D)

2.3.9 Espacio rotacional H(rot;(2)
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Sea (2 una regién acotada en B paran = 2, 3. Se define el operador rotacional
en el sentido de las distribuciones ¢ € V(1) y v € [D'(Q)}* por:

(8 _ %
rot. = ( Bz 82:1)’
9w _ 9n

rot.y = 9z, - Er

Notar que el rotacional de un campo vectorial bidimensional es una funcién
escalar.

Cuando n = 3, se define el rotacional de la distribucién v € [I’(Q)]® por

’ 332 333 ! 81?3 321 d 6.1:1 63!2

y satisface las siguientes identidades:
rot{rot.p) =~ Ap n=2
rot(rot.v) = — Av+ V(divw) n=23.

Fl espacio rotacional se define por:

H(rot; Q) = {v € [L}{W)]*; rot.v € [LE(Q)]"}

el cual estd dotado de la norma:

"“-’ii};(m;n) = {"’U"g,ﬂ + ﬁmt-vlig,n}l" 2,
con la que constituye un espacio de Banach [9].

definimos también el conjunto:
Ho(rot; Q) = (D)) "4

2.4 EXISTENCIA Y UNICIDAD DEL POTENCIAL
ESCALAR DE UN CAMPO VECTORIAL

A continuacién se describe los resultados fundamentales que garantizan la
existencia y unicidad de la funcién escalar potencial de un campo vectorial,

Teorema 2.4.1
Sean 2 ¢ R una regién de frontera regular y u € [L2{Q)]", un campo vectorial
que satisface la siguiente ecuacién:
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rot.u=10 en {}
entonces, existe una tinica funcién ¢ € H(€1), tal que:

u = Vyp

La demostracién de este teorema se da en [9].

Segin este teorema se puede dar otra caracterizacién al subespacio:
H* = {v € [L2(Q)|*, rotv = 0} =Ker{rot)
¥ como consecuencia se tiene que Vu € H ,sirotu =0= u = 0.

Por lo dicho anteriormente, es posible la descomposicién del espacio [L*(£2)]*
como la suma directa de los subespacios H y H+. Es decir:
[LAQ)" = Ho H*

y la definicién de sus elementos lo demnestra el siguiente teorema.

2.4.2 Teorema de la Descomposicién en [[2(Q)}?

Sea v € [L*{(Q)]2 = H ® H*. Entonces v tiene la siguiente descomposicién:
24a) v=Ve+royp
donde ¢ € H({), es la solucidn 1inica del problema variacional:
Vi, Vu) = (¥
2.4b) { ( oy Z)Hl Eﬂ) »)
¥ ¥ € ¥ es la vinica solucién del problema
(rot.y,rotw) = (v — Ve, rotw)

2.4.0){ Vi € ¥

Donde ¥ = {w € H(Q); w |p= 0},
Demostracién
Para v € [L*(2)]%, el problema 2.4.b) tiene una solucién tinica ¢ € H'(Q)/Fo.
Esta solucién satisface Ay = div(v) en H-1(Q).
Como (v — V¢) € H{div;§l);de la férmula de Green aplicada a 2.3.b) se
obtiene:
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0=(v—Vo,Vu) =< (v—Vp)n,p> YueH(Q)

= (v — Vy).n =0 en HYHT). Es decir que (v~ Vg) € H

Por tanto existe una funcién 3 € ¥ que verifica las férmulas 2.3.a) y 2.3.c}.
O

Observacién
2.41) Cuando u € H(div; ), el problema 2.3b) tiene la siguiente inter-
pretacién

Ay = div(u) en
-g—g == %:im-i- %;ﬁn2=u.nsobref‘

Si u pertenece unicamente a [L?(Q)]* y ¢ es irrotacional, entonces se cumple
la propiedad

Ap = div(u)

u = V.

2.4.ii) Sea Q} C R? abierto, acotado y de frontera regular. Dados los conjuntos
U = Hy(div; Q) N H{rot; Q)
W= H(div; Q) N Hy(rot; ).

Si v € U, entonces v puede ser expresado como:
v= Vi +rot.y
donde ¢ es solucién tinica del problema

Dy =divvend

an = 0 sobre I

¥y 1 es la solucién del problema
—QAYy=rotven
i = 0 sobre T’

2.5 VALOR DE UN CAMPO VECTORIAL EN EL
BORDE DE {2

Sea el vector w = (~wy,1y) € H(div; Q) tal que v = (v1,v%) € H(rot;Q) y
7 == {—1)5,7,) €8 un vector tangente unitario a I', talque:

wn = —urT
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donde n = (1, 17,) representa el vector normal exterior a I'.

Definicién 2.5.1

Se define la traza de un campo vectorial como la aplicacién v, : H{div; Q) —
H-Y%(T') lineal y continua, tal que ~,(v) = v.n viene a ser el valor de v en la
frontera de §2, donde v € H{div; {}).

Esta aplicacién satisface las siguientes propiedades:

Pl) [D(Q)}? es denso en H{rot; (1)

P2) La aplicacién v, restringido a I y definida sobre [D{Q)]? es una aplicacién
Iine;a/lzirrtiontinua ¥ puede ser extendida, desde el espacio H{rot; {2) hacia el espacio
H- .

P3) El espacio Ho(rot; 2) = ker,.

P4)-Se puede escribir la férmula de Green en H{rot; ) como:

(v,rot.p) ~ (rot.v, ) = — < v.1,7,0 >r Y € H(rot; ), Vo € H(Q).

Proposicién 2.5.2

Dada la funcién ¢ € [H/3(T')]", tal que
f gndo =0

r

Entonces, existe una funcién u en [H(Q)]"[9], tal que:
divu=0en )
u=g sobrel’

Proposicién 2.5.3
Una condicién necesaria y suficiente para que una funcién v € [HY(Q)]?, es
que verifique las signientes condiciones:

div(v) = Oen Q,
Jondo=0
T
= 3l ¢ € H2(Q) tal que:
v = rot.y
cuyas componentes de v son 8_? y — ‘?.'f respectivamente
69:3 658‘1

wn =

gl
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VT == e , T = (— .
3 ( '?2,’?1)

Observacién

Se puede ver que de lo anteriormente visto se deduce:

1) [HY{(Q)}? C H(div; Q) C {LA(Q)]?

2) Las funciones rot.(¢)) y Vi son ortogonales en [L2(2)]2.
) v=Vyp < rot.(v) =0

4) v = rot.(y) <= div(v) =0

5) Si u € H(div;Q) = Von = 2

?9% =un Vp € H(Q)
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En el presente capftulo se plantea y desarrolla el método de adaptabilidad de
mallados, materia del presente trabajo, el cual estd asociado a un determinado
estimador de error, fijando el mimero de grados de libertad y las conectividades
de la malla inicial.

El principio de éste método consiste en considerar los nodos del mallado inicial,
como €] comportamiento de las particulas de un fluido irrotacional y compresible.
Se plantea que la compresibilidad local es proporcional a la desviacién del error
sobre su medjia.

3.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE
ADAPTACION

Sea 2 un dominio abierto y acotado de R"sobre el que se plantea la resolucién
aproximada de un clerto problema de contorno lineal o no lineal.

Supongamos que se dispone de un mailado M, de (2 con elementos finitos, en
el cual se resuelve un problema de contorno.

También se dispone de la estimacién local del error cometido en la aproxi-
macién del problema dado sobre M. Esta estimacién del error estard dado por la
funcién w(z), tal que:

w— R*
z — w{z)
w es una funcién definida sobre la malla M., bien en los elementos o en los
nodos del mallado y w € L*(Q).

El problema consiste en hallar un mallado M, de () adaptado al estimador
de error w(z), tal que cumpla las siguientes condiciones:
(C1) M, conserve el nimero de nodos y elementos de M,, asf
como las conectividades entre nodos y elementos.

(C2) M, sea un mallado admisible de 2, que significa Ia no
penetracién de unos elementos en otros y la no degeneracién.

{C3) Sobre el mallado M, se obtenga una mejor distribucién de
la funcién w.



CAPITULO 3 ADAPTABILIDAD DE UN MALLADO 4

3.2 TECNICA DE RESQOLUCION

Para n = 2, Q abierto y acotado en R2, se considera el mallado M, cuyas
coordenadas de cada nodo son {z; = (z1,22)}, 7 = 1,...N., una funcién w{z) que
representa la estimacién local de error en M.. Se desea obtener un mallado que
se adapte a w{z) el mismo que se denotard por M,,.

Se considera que cada uno de los N-nodos del mallado M,, de coordenadas
{z;}, se asemejan al comportamiento de las partfculas de un fiuido irrotacional y
localmente compresible, de modo que la localizacién de los N-nodos del mallado
M,, de coordenadas {y;}, estardn dadas por las traslaciones siguientes:

Yi = Ty + yu; j=1,..N 3.2.1)

donde u; designa la “velocidad™de desplazamiento de la particula j. El pardmetro
homogéneo v > 0 es el que dimensionalmente representa a un incremento de
tiempo que tarda el nodo 2; para Hegar al mievo lugar nodo y; con velocidad ;.

Considerando en un medio continno {3.2.1), se obtiene:

y=z+y VzeQC R, >0 (3.2.2)

La funcién y : Q—(), tal que £ — y(z) la matriz Jacobiana de y, verifica la
siguiente condicién: :

9 O
Oz Oz
Dl ()=
9 O
3271 6:172
. (s, Ta) Oun(xy, T2)
=147 e )+
2 ( Buy(21,T3) Oup(zy,22) _ Ow(Zy,Z2) Oue(z1,%2) ) >0
3.’21 3&‘2 3.7.‘2 33:1

Es decir, que el determinante de J[y] evaluado en todos los nodos del maillado
M; se reduce al polinomio cuadrético en v, D(7, un(2)), donde:
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D(y, un(z)) = 1 + vdiv(un(z)) ++* det(Vun(z)) > 0Vz €@y (3.2.3)

y cuyos coeficientes del polinomio s¢ denotardn por

q(z) = div(ua(z)) y p(z) =.det(Vun(z)).

La existencia de las rafces reales de este polinomio, asegurars el curnplimiento
de la condicién (Cy).

Entonces el problema consiste en determinar el campo de velocidades admis-
ibles u € H{div;{2) asociado a las “particulas del flufdo” sobre la malla M, de
Q.

Considerando la irrotacionalidad del fluido, el campo vectorial 4, entonces:

du
rot.u = ( % - S4)=0 (32.4)

Esta hipétesis, se formula tanto con el objetivo de no distorsionar excesiva-
mente la malla original (eliminando posibles rotaciones de la misma), como con la
intensién de usar el teorema (2.3.B1). Este resultado demuestra que si el campo
vectorial de velocidad u tiene rotacional nulo, entonces existe una funcién escalar
del potencial de flujo p tal que:

u= Vi (3.2.5)

Con el propdsito de verificar la condicién (C;) del enunciado del problema,
se asume que el fluido es localmente compresible, con una compresibilidad local
proporcional a la desviacién del error sobre su media. De ésta hipétesis se deduce
el siguiente problema:

Hallar u € H{div; )

un=10 sobrel’

{ ~div(u(z)) = f(z) en Q (3.2.6.3)
De la ecuacién (3.2.5) y asumiendo que f € L*(f2), entonces reemplazando en
Ia ecuacién (3.2.6a}, es posible encontrar una funcién ¢, tal que:

—div{Vyp)=— Ay
Veon =
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lo cual conduce a la formulacién del problema de Neumann homogéneo:

-Ap = fen) (3.2.6.b)
%E— = {sobrel
donde:
Flz) = w(z)- (3.2.7)
A 1
= Z w(z)dz (32.8)

n es la normal unitaria exterior a 2 en su frontera I'. La condicién sobre
su frontera asegurard que los nodos de la malla M, que se encuentran sobre la
frontera T", permanecerdn también en la frontera de la malla M,,.

Como podemos observar en el problema (3.2.6), si se quiere encontrar la solu-
cién en un espacio funcional dotado de cierta regularidad (C*, C?, etc.), no se
conoce ningin resultado general del Andlisis Funcional que proporcione la exis-
tencia y unicidad de solucién del problema cldsico. Pero se dispone de un teorema
conocido como el teorema de Lax-Milgram, que asegura la existencia y unicidad
de solucién para el problema variacional. Por ello surge la necesidad de una for-
mulacién que cumpla las hipétesis de este teorema.

Considerando los resultados vistos en el capitulo 2 se dar4 la siguiente formu-
lacién variacional del problema planteado.

3.2.1 Formulacién variacional

Considerando que el estimador de error w € L?({2), entonces se ha de buscar
el vector velocidad u en el espacio H(div, (2)

Mediante el teorema de descomposicién de [L2(Q2)]? asi como de (3.2.4), (3.2.6),
(3.2.7) y (3.2.8), se deduce la existencia de un tnico potencial escalar ¢ € H(Q)
que verifica el problema variacional siguiente:
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a(p,¥) = () vy € H() (3.2.9)

donde:
a(p,¥) =£ VVidz
tw) =] fida (3:2.10)

Dado que de (3.2.7) y (3.2.8)
f fz)dz = f [w(z)— Wldz = f w(z)dz— W f dz =[ w{z)dz— [ w(z)dz =0
se obtiene la condicién de compatlblhdad ? ?

f flz)dz =0 (3.2.11)
114

con este resultado sobre (2, indica que, €l fluido es globalmente incomprensible.

Por tanto el problema (3.2.6.b) con la formulacién variacional (3.2.9) y (3.2.10)
admite solucién sobre el espacio:

V(Q) = {¢ € HY(Q) tal que: [ x(z)¥(z)dz = 0}

Q (3.2.12)
donde x € L*(Q) es de media no nula en Q, x # 0

En estas condiciones, para la resolucién del problema original, es posible
plantear el siguiente problema continuo (P.C.):

(PC.):
Dado 8 € {0,1) y w € L*(Q), ballar
Yoy € H(div, ) solucién de:

y=z+~(0)u Yz € (32.13)

donde:
(1) u € H(div; Q) viene dada por:
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u = Prw,0)(Vep) (3.2.14)
siendo ¢ € V(1) la solucién tinica del problema variacional lineal:

a(p, ) = W) Yy € V(Q) (3.2.15)
(i) (8) € R viene dada por:
W0) =inf G(6) (3.2.16)
siendo
G(8) = {5 € R, talque D(5,un(z)) =0V z €Ty } (3.2.17)
Observaciones

1). El operador P, . ..(Vy) es el operador de proyeccién de [L*(Q)]?, sobre
H{div, Q). Este operador estd bién definido al ser H{div, Q) un subespacio cerrado
y convexo en [L*(Q)}? [9].

Mediante este operador se obtiene la solucién uj, en cada nodo, mientras que
con el operador divu se obtendra el valor de ), en cada elemento.

2). Se puede ver que para @ € (0, 1), el conjunto G(6) definido en (3.2.17) es
no vacio. En efecto, este conjunto es acotado dado que u; pertenece a un espacio
de dimensién finita, por tanto tiene un méximo y un minimo; adems4s la ecuacién
cuadrética para §, obtenida a partir de la ecuacién discreta D(8, up(z)) = 8, tiene
soluciones reales.

3). Como consecuencia de las observaciones 1) y 2}, se deduce que el problema
(PC) admite una tnica solucién para todo 8 € (0,1).

4). El pardmetro 8 € (0, 1), tiene un significado geométrico; es decir, repre-
senta el drea mfnima de los elementos del mallado M,,.

3.2.2 Formulacidn abstracta del método de elementos finitos

La resolucién aproximada del problema {(PC) mediante el método de elementos
finitos conformes se aborda de la siguiente manera:
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El conjunto Gy(#) (equivalente discreto del conjunto G(@) ) se construye en
dimensién finita, mediante la resolucién de una ecuacién definida en (3.2.17), sobre
cada elemento de la malla M,.

Para la construccién del operador de proyeccidn discreto asociado a (3.2.14)
se obtiene sin dificuitad, ya que con el método de elementos finitos I de Lagrange
basta con resolver el siguiente problema variacional lineal:

Hallar v € H(div,Q) C [L”(ﬂ)l” solucién de la ecuacién
(w,V)rep = (PuVi, v)paq)?, es equivalente a obtenerla de la ecuacién
variacional :

Q

[ uy dg = f Ve dz Yv € H(div,Q) (3.2.18)
!

la que a nivel discreto, mediante un promediado de la funcién Vy sobre los
nodos de la malla es:

i}; V{p)x; dz ) re%i) (Vo)rmed(T)

BT T Txdr S med(D)
f TET{i)

(3.2.19)

donde T (i) es el conjunto de elementos T' € M, que rodean al nodo i y x; es
una funcién de la base de P, de Lagrange del espacio H}(2) (Aproximacién en
dimensién finita de H'(2)) asociado al nodo ¢ (i =1,...., N).

A esta etapa le sigue una etapa de interpolacién dada por:

un(z) =3 wixi(a) (3:2:20)

f==1

En la préictica, en vez de resolver el problema lineal (3.2.15), puede optarse por
resoiverse una versién penalizada que consiste en elegir un pardmetro 0 < £ <1
¥y se tiene el siguiente problema: Hallar ¢, € H*(f) solucién de:

f Vo.Vipds + ¢ f P dz = f fodz W € HY(Q) (3.2.21)
Q 2

f

= a(p, V) +elp,¥) = (£, 9)
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La existencia de solucién gueda garantizada con la condicién de compatibilidad
[ fdz=0
fy

La ventaja de trabajar con (3.2.21) en vez de (3.2.15) es la de no tener que
modificar las funciones de forma del espacio aproximador H}(€2). La solucién nica
de (3.2.21) es de medida nula en §, es decir se deduce que

f (p)dz= 1 ( / fdz) =0Ve >0 (3:2.22)

El problema (3.2.21)}, su forma variacional aproximada cumple las condiciones
del teorema de existencia y unicidad de Lax Milgram, en efecto: 1;4(Q) ¢ H{Q),
es un subespacio de H'(Q?). Entonces si se considera @, € Vi(Q), ¢, € HY{(Q),
donde H(Q2) es un espacio de Hilbert para la norma I-lia-

Entonces V,{Q2) es un espacio de Hilbert.

La forma bilineal a{., .), definida por el producto escalar sobre H(Q2) x H*((})
€3 continua y acotada, y la forma lineal I(.) continua y acotada sobre el dual
de H(Q).

De la Proposicién 2.2.A6) la forma bilineal a{.,.) dada por
a(y,¥) =[ Vip.Vpdz + ¢ £ Y.4pdz

2
= hbﬁ,n +&. Wliﬁ,n

Sobre H'(§2), el dominio §2 es un abierto acotado, entonces por el teorema de
la desigualdad de Poincaré, existe una constante C > 0 tal que:

[z < C [ |Vy|*dz
1 2
ﬁr [V|® dz+ gzb'*’dx 2 C min(1, e}{|¥l: o + [¥lla 0}
> 1/2C" min(1, ) 9l 4
= a(y,9) > e[l
Con este resultado se verifica que la forma bilineal es coerciva.

Por lo que puede verse, del resultado en 3.2.22 v la coercividad de la forma
bilineal, el problema apraximado penalizado tiene solucién tnica.
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3.3 IMPLEMENTACION NUMERICA

Las etapas para la construccién de la solucién numérica mediante el método
de elementos finitos son:

1) Formulacién del problema variacional aproximado, es decir

a(en, ¥) = (%) (3.3.1)
a(ion, %) =£ Ven Vidz + ¢ [ o Yz, VY € Hy(Q)

Ky) = [ fapdz Yy € HY(Q)

i) Construccién del espacio de elementos finitos mediante las funciones de
forma que constituye la discretizacién del problema variacional en el espacio aprox-
imador.

iii) Bdsqueda de las funciones de interpolacién, que servirdn de aproximacién
del problema discreto al problema continuo.

iv) Resolucién del sistema algebraico de ecuaciones lineales generado.
V) Salida de Resultados '

3.3.1 Discretizacién del problema Variacional

Sea T, una triangulacién en el interior de Q2
T = {K},..ce0r; Kim } de tridngulos K;, donde
ﬂ=K¥‘r KmKIUKQU ------ UKm

h

tal que K; N K; = @ o un vértice o una arista.

Introducimos el pardmetro 2 = max(hx); ki, es la longitud del lado mayor
del tridngulo K.

Tomando como V C HY{(R2) , Vi = {w, € C%), ¢y |x continua a trozos,
de medida pula} los subespacios de V, forman upa familia de subespacios de
- dimensién finita, los que dependen del pardmetro h > 0.

A cada subespacio V3, C H*(Q2) se le asocia & problema aproximado
(P) { Encontrar @, € V;,
M alen ) = (W) VO eV
Se ha visto que este problema apraximado tiene solucién una tnica @, solucién
de (P,), por el teorema de Lax-Milgram y de la desigualdad de Poincaré. Se busca
¥y, suficientemente regular tal que Ia funcién @, satisface la condicién de Neumann
B

n aproximadamente, es decir % —+ 0 sobre T
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En la préctica esta condicién %—iﬁ = () gobre la frontera, por lo que no

aparece en la férmula variacional discreta.

3.3.2 Observaciones para la programacién

El programa principal estd constituido por 6 subprogramas:

Subprograma 1

¥l dominio de cdleulo © se ha considerado de forma rectangular {al,a2) x
{(b1,52), con un mallado inicial T}, con fridngulos K; . Los nodos de la malla
vienen a ser los vértices Ni de los tridngulos K que vandesdei = 1, nvy k = 1, nt,
siendo nt el nimero de elementos y nv el mimero global de vértices.

La matriz de conectividad entre los nodos y elementos esta dada por:

nov(i, 1) =i+ (j —1)}(N +1)

nov(i,2) =i+ J(N+1)+1

nov(i,3) =i+ (F~1}{N+1)+1

En detalle se presenta en el anexo 2.

Subprograma 2

Se pretende hallar el valor de @, en cada subespacio de dimensién finita V
para obtener la base de funciones de forma lineal {x;, X3, X3}

Supongamos que, @,{Z,y¥) = ¢ + ¢z + c3Yy, es una solucién finita, entonces
en cada nodo se obtiene:

P = 1 T 021 + 3,

Pop, =0 + a9 + Catja,

Pap = €1 T 3 -+ CaYs

De este sistema se determina los pardmetros ¢;, para j = 1,2,3.

1 = gz (©1a(Z2ys ~ Tava) + Pon(Za¥s — s21) + @an (T192 — Tat1)

Cy = 5,;—;(‘?1:;(?12 =13} + o (Ys — Y1) + an(yn — ¥2)

€3 = 5‘,{}“(901:;(373 — Zg) + Pon(T1 — T3) + @an (@2 — 21)

A partir de estos valores se obtienen las funciones de apraximacién x; =
x(z,¥), que son polinomios de grado 1, lamadas funciones de forma o de interpo-
lacién lineal de Lagrange.

x1(zy) = ‘“zﬁt{{‘fzys — T3y} + (2 — W)z + (73 — T2)y]
X2(Z,¥) = g = [(Z3tn — 1a21) + (¥3 — n1)2 + (21 — 23)]

Xalz,y) = “fg';%‘,;“ = {2192 — o) + (1 — )z + (T2 — 21)]
donde Ay =#rea de cada trisdngulo K

Estas funciones satisfacen:
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x:(N;) = { é z::; , donde N; = (z;,¥;) son las coordenadas de cada
nodo.

3

g}i x:(N;) =1

Entonces {P,) se puede escribir como el problema discreto:

{ Encontrar @, € Va

a{@n. X:) = (£,x)Vx: € Va

En forma global se debe encontrar un vector € = [£,,£,, ..., £y] € RY, tales
que:

M
’-‘X; £iX:

§; esj el valor de i, en cada nodo, que determina el mimero de grados de
hbeztad y satisface el sistema de ecuaciones originados a partir del problema
variacional discreto:

AL =15

= (i), b= (b,e0, bar)
Qi = 2 ag-,ﬁg““ 2 bK

KeTp K&Yy

afs m}{: {Vx.Vx; +elxix; 1 1dz
b «“—£ (fx:)dz ==}{( (w(z) — B)x;do
Integrando numéricamente

Para K =1t
aff =[ {Vx:.Vx; +00x;) M WKZM {area(k).Vx;.Vx;} +¢ £ XiX ;0%
s €

Por la regla de Simpson ae obtiene la matriz de masa:
_ drea(K)

Ui
donde x,(Nj) = { o : : y ;

Asf se obtiene la matriz de rigidez, la cual es siméirica y definida positiva [18].

Para obtener el vector de cargas {segundo miembro del sistema de ecuaciones),
se ha considerado la interpolacién sobre el baricentro de cada tridngulo, En este
caso las funciones de aproximacién son constantes a trozos. Cada componente del
vector de cargas estd dada por:

1
; -~f (fx)dz = fxf X:4z = fx (area(K) ). (})
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w{k) = 3 dree{K)w(K)
K€ETh
1 .
e (Q) (K%;m drea{ K).w(K))

W =

Para resolver el sistemna de ecuaciones, previamente se almacena la matriz A
en forma de perfil, luego se aplica el método de Cholesky, obteniéndose asi la
solucién aproximada para la funcién potencial de flujo.

Subprograma 3

Se efectua el calculo de Vi, (z,y), considerando las mismas funciones de in-
terpolacién lineal de la base de V3. Asi se obtiene el valor de us.

En la misma subrutina se calcula Vuy, det(Vun(z)) y diviua).

Subprograma 4

Se realiza el cdlculo de +y(f), la misma que se obtiene de la discretizacién de
la ecuacién cuadrética p; 6% 4+ ;6 +r = 0, donde:

pi = det(Vup(z)), ¢ = div(up(z)), r=(1-0)

Subprograma 5

De la discretizacién de la férmula 3.13, se calcula las coordenadas de los nodos
del nuevo mallado,

{¥i} = {Xi} + bu,.

Subprograma 6

Se calcula el indice de efectividad.

Estos subprogramas se han estructurado mediante el siguiente diagrama de
flujo
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| Entrada de datos |
-
PROCESO DE \ 4
ADAPTABILIDAD Construccién del

sistema de ecuaciones

v

Célculode u=Veg,
Determinacion de py q

¢ Existe y (6) No
positivo 2
Generacion de la
malla adaptada
ESTIMACION DE h 4
CALIDAD DE + Desviacion del error sobre cada
MALLA eiemento
+ Indicador de la distribucién det error,
VALIDACION
JEs la maiia No
adecuy
Si
RESULTADOS \ 4 _

« Potencial de flujo
s Velocidad de desplazamiento
« Salida de gréaficos
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4.1 EXPERIENCIAS NUMERICAS

4.1.1 Datos de entrada

Como datos de entrada se han considerado:

Los dominios {2, y 2y, en los que se realiza la triangulacién T} , con § €<
0,1 >, donde:

Para ) = {(z,9) e 2,0 <2,y < 1}

se ha elegido las siguientes funciones w(z), como estimadores de error dadas
a prior:

wy(z,y) = 1 — sen(2rz)sen(2ry) o

wolz,y) = 1 + sen(dr(y — z))

¥y el pardmetro de penalizacién con valor £ = 10-¢

Para )y = {(z,y) € B*, -2 < z,y < 2}

se ha elegido como la funcién estimador de error a wa(z,y) = [Vg(z, v)},
donde :

g(xy)= tanh(3(z* + 3y — 1)) + tanh(3(-z — y))

¥y el pardmetro de penalizacién con valor de £ = 103,

4.1.2 Resultados numéricos

En el Anexo 1 se muestra graficamente los resultados numéricos obtenidos en
el presente trabajo, que constituyen:

-Las malias iniciales

-La interpolacién de wy, w, ¥ de w, sobre los mallados iniciales.

-Las lineas de corriente del potencial de flujo

-El campo de velocidades

~Las mallas adaptadas a los respectivos estimadores de error

Asi mmismo, se presenta una tabla resumen de los resultados que indican la
calidad de las mallas adaptadas.

En el Anexo 2 se presenta la codificacién de toda la implementacién numérica,
realizada en lenguaje de programacién FORTRAN POWER. STATION.

Para Ia generacién de graficos se ha utilizado los programas TECPLOT y
MATLAB.
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4.2 EVALUACION CUANTITATIVA

Para evaluar la calidad de la malla resultante mediante el método de adapt-
abilidad presentado, se toman en cuenta los siguientes conceptos:

4.2.1 Desviacién del error sobre cada elemento
Sea d : M — R, la desviacién del error en cada trigéngulo de la malla que va
definido por:

d(k;) mf w(z)ds —d

Ki

donde d = _H_ﬂi_ i (§ I w(m)dz) .

nt i=1Ki
Entonces el vector d(M) tiene componentes
d(k1)
dik
d(M)= (: ) , donde nt es el mimero de tridngulos de la malla.

'd(";ns)

4.2.2 Indicador de la distribucién del error
El grado de la calidad de la malla adaptada se mide mediante el indicador de
la distribucién del error, el cual est4 expresado por:

(M)
(M=)l

donde M, representa la malla adaptada y M, representa la malla inicial.

Dadas las siguientes normas en R™:
nT

lidll; mg ld(%:)]
nT 3

e, = (3 i)

ldloo =Maz, d(k:)]

Fste indicador de error tiene la siguiente evaluacién:

1.- 8i Iy < 0, indica que en la malla adaptada la distribucién del errror no
es mejor que en la inicial.

2.~ Si Iy = 0, indica que en la malla adaptada sigue tan igual la distribucién
del error como en la malla inicial.

Iy =1~

1/2
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3.- Si Iy € (0,1), indica que en ]a malla adaptada se ha mejorado la distribu-
cién del error

4. 81 Iyy = 1, indica que la calidad de la malla adaptada es éptima, es decir
que la distribucién del error es uniforme en todos los elementos de la malla.
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4.3 CONCLUSIONES

1.~ El fudice de efectividad, mostrado en el Anexo 1, indica la importancia del
pardmetro 8 € (0,1) en el proceso de adaptabilidad del mallado a la funcién de
error, puesto que el valor que se elija influira en la calidad del mallado.

2.~ Se puede decir que el costo computacional del proceso de adaptabilidad
depende del tiempo de céleulo en la resolucién del problema variacional discreto
en la malla inicial.

3.- La adaptacién de la malla al estimador de error, permite que al aplicar
en cualquier problema de contorno resuelto por elementos finitos, los elementos
de la malla inicial no necesariamente pueden ser triangulares. Ello, dado que
como datos de entrada solo es necesario las conectividades de la malla inicial, el
estimador de error y los pardmetros ¢ y 6.

4 - Esta metodologia se puede apiicar con mayor ventaja frente a cualquier
otra alternativa en problemas de mecanica de fluidos, cuando se requiere de una
mejor aproximacion.

5.-Sobre el plano discreto, si se utilizan los elementos finitos P1 (tridngulos
de 3 nodos en R? } en la definicién del mallado original M,, el valor de 8 € {0,1)
representa el 4rea minima que se permite para cada elemento de la malla adaptada.
Con lo que se concluye geométricamente, que este pardmetro es el que regula el
mayor ¢ mepor grado de adaptacién del mallado resultante al estimador de error.

6.-Los estimadores de error, usados en el problema, dan una idea de como
crece o decrece el error al variar la malla, sin necesidad de un cdlculo sobre la
misma. En todos los ejemplos analizados, se puede apreciar que los mallados
resultantes agrupan sus nodos en la vecindad de la funcién con mayor desviacién
de error.
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