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RESUMEN

La inte.raccién o el simple apoyo de un cuemo sobre'otro, hace presenciar un
tipo de andlisis estructural. Las nuevas generaciones de metodologias para
calcular desplazamientos y/o esfuerzos con mayor precisibn hacen que el
analisis estructural sea cada vez mas confiable.

La presente tesis tiene como finalidad principal en analizar y cuantificar los
valores de los esfuerzos y desplazamientos cuando dos cuerpos interactian
entre si, originando de esta manera una zona de contacto. Las consideraciones
a priori de estos cuerpos en estudio son: Deben ser analizados en un ambiente
bidimensional, deben de tener un comportamiento isotrépico y elastico, no deben
tener resistencia a la fricciéon y por Ultimo, las fuerzas exteras no deben generar
grandes deformaciones.

_Para ello se ha implementado un programa computacional haciendo uso del
Método del Elemento Finito (MEF) con mallas triangulares de tres y seis nudos,
adicionando ademas el algoritmo de contacto llamado “Master-Slave”, este
elemento de contacto hace uso de una fuerza adicional cada vez que se
incumple la condicién de impenetrabilidad a través del operador de contacto
“Nudo-Nudo”, dicha fuerza esta relacionada con una rigidez que tiene un valor
variable. Existen otros operadores de contacto asi como también otros
algoritmos pero tienen cierto grado de dificuitad en implementarlos.

La implementacién complementaria del andlisis No-Lineal Geométrico ayuda a
comprender y a visualizar mejor el comportamiento del contacto.

El Principio Variacional usado en la implementacién del elemento finito tiene
cierta limitacién en el célculo de los esfuerzos, para ello se procedié a mejorar y
reducir dicho error mediante el Alisado de Tensiones y calcular el Parametro de
Error Global del sistema.

El programa computacional implementado tiene tres rutinas bien definidas; el
pre-procesado, el procesador y el post-procesador; codificadas en los lenguajes
de programacién del Visual C++ y Visual Basic. En el caso del Pre-Procesador,
tiene como finalidad principal de generar el archivo data, en este archivo se
describe las caracteristicas geométricas y del material, las condiciones de borde,
las cargas externas aplicadas y la descripciéon de los elementos de contacto.
Cabe mencionar que en esta rutina resalta la funcién de la Generacién de Mallas
Triangulares a partir de una nube de puntos (variante de la Triangulacion de
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Delaunay). En el caso del Procesador, tiene la mayor importancia en todo el
desarrollo de programa ya que en esta esta los algoritmos de contacto asi como
también el algoritmo de resolucién de ecuaciones, 'el algoritmo de alisado de
tensiones (método promedio directo y método global) y el calculo de error en los
esfuerzos (parametros de error global y de refinamiento de cada elemento
triangular). Finaimente en el caso del Post-Procesador, su funcién es la
visualizacion de los resultados de manera gréfica para interpretar mejor los
resultados.

Para poder comprender mejor el efecto de contacto entre dos cuerpos, se
presentaran tres ejemplos aplicativos en la que el primer ejemplo nos servira
para validar los resultados, los otros dos ejemplos restantes son de simple
aplicacion.

El uso de otros programas computacionales como el SAP2000 y el ANSYS que
contienen mejores y/o distintos algoritmos matematicos, hacen validar de alguna
manera los resultados obtenidos en la presente tesis.
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INTRODUCCION

Los problemas que contacto son de gran interés paras las aplicaciones
industriales y como consecuencias para la Ingenieria Mecanica y Civil. Las
aplicaciones abarcan desde los procesos de conformacion de metales, uniones
rigidas y como es en nuestro caso el contacto de edificaciones, otro mayor
énfasis se esta dando en la Ingenieria Biomecanica y las colisiones de vehiculos.
Cuando dos o mas cuerpos estan en contacto, la condicién de impenetrabilidad
entre los cuerpos debe de ser satisfecha, esto es, un cuerpo no debe penetrar a
otro cuerpo, y como resultado, presiones de contacto iguales y opuestas surgen
entre ellas a lo largo de la regién de contacto.

Los problemas de contacto son predominantemente dindmicos y en menor
escala son estaticos, o cuasi-estaticos propiamente hablando donde la variacién
de acontecimiento con el tiempo ocurre de forma lenta y gradual.

Usualmente la literatura emplea el término “problemas de contacto” para las
situaciones generales donde ocurren interacciones entre dos 0 mas cuerpos.
Para el caso donde esas interacciones ocurren en intervalos de tiempo mas
pequefios el término “problemas de contacto-impacto” es mas apropiado. Otra
situacién bastante comun e interesante es cuando ocurren en contacto entre
partes del mismo sélido, denominados “problemas de auto-contacto”.

El andlisis de problemas de contacto puede ser realizada a partir de modelos
tedricos, experimentales y modelos numéricos. En gran parte las soluciones
analiticas encuentran severas limitaciones ya sea por su complejidad fisica,
geométrica o por las complejidades nolineales inherentes al problema y que son
dificiles e incluso imposibles de ser resueltas. En. los anélisis experimentales
presenta su mayor desventaja en el tiempo, el nimero de ensayos y el
financiamiento necesario para el montaje de los mismos.

Una alternativa importante esta en las técnicas de simulacion numérica de los
problemas de contacto. Dichas simulaciones presentan una gran ventaja de
permitir una serie de ensayos sobre estructuras, pero no descartan el uso de los
ensayos dado que dichos resultados experimentales pasarian a ser utilizados

como datos de calibracién para programas de analisis numéricos.

Entre los métodos mas comunes de andlisis estructural es el Método de Rigidez,
teniendo como Principio Variacional la Teoria del Trabajo Virtual. Otro método
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con mayor aceptacién es el Método del Elemento Finito obteniendo mejores
resultados cuando mayor sea su discretizacion pero a su vez hace que se
desarrolle mejores técnicas de computo como por ejemplo, para el caso de las
restricciones, son utilizados el método de Penalidad o el método de los
Multiplicadores de Lagrange, teniendo como ventaja el de Penalidad sobre los
Multiplicadores debido a que el nimero de incognitas es menor pero a su vez es
muy sensible al valor del ‘parémetro‘de penalidad. En vista de todos estos
procesos matematicos y computacionales se esta desarrollando otra técnica de
analisis llamada Método de Contorno, tal como su nombre lo dice dicho método
ya no necesita discretizar todo el elemento sino tan solo las partes que lo
bordean. En términos generales se han ido creando nuevos algoritmos de
solucién y sistemas computacionales de alto desempefio para tratar de dar
resultados mas reales.

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE 10
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARGIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA B Cap{’tt{lol
Facultad de Ingenieria Civil ) Aspectos Tebricos Basicos

CAPITULO |
ASPECTOS TEORICOS BASICOS

En este capitulo revisaremos los principales tépicos basicos e importantes para
el desarrollo de la tesis como son: Mecanica de Medios Continuos, Los
Generadores de Mallas, Alisados de Tensiones y Desarrollo de Sistemas de

Ecuaciones.

1.1.- MECANICA DE MEDIOS CONTINUOS.

La Mecanica de Medios Continuos es parte de la fisica que propone un modelo
matematico que permita investigar las propiedades de los sélidos deformables,
solidos rigidos y fluidos sin tener una discontinuidad entre las particulas y que la
descripcion matematica y sus propiedades se puedan realizar mediante
funciones continuas.

A pesar que la materia no es continua a nivel microscoépica, podriamos suponer
« para su estudio que lo es, siendo de esta manera una aproximacién muy buena
para cuerpos cuyas dimensiones son mucho mayores que los atomos.

Para el desarrollo de problemas en este campo, es necesario determinar los
campos de tensiones y deformaciones, siendo las ecuaciones necesarias para
su estudio las ecuaciones de equilibrio (relaciéon de tensiones internas del sélido
con cargas aplicadas), las ecuaciones constitutivas (relaciona las tensiones y
deformaciones, y otras magnitudes) y las ecuaciones de compatibilidad
(desplazamientos en funcién de deformaciones).

Segun sea la ecuacién constitutiva desarrollada, se pueden clasificar tres tipos
de comportamiento: Comportamiento Elastico, Comportamiento Plastico vy
Comportamiento Viscoso.
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" 1.1.1.- ANALISIS DE DEFORMACION

XX,

/

/

FXx,

Figura 1.1: Estado de Deformacion, Tensor Gradiente de Deformacion

Sean las ecuaciones del movimiento de un punto.

x = p(X,1) =x(X,?)
X = (X, X, X5, 0) = X, (X, X, X0
ie{l,2.3} |

X = p(x,0) = X(x,1)
X =000, %, x50 = Xi(x, %5, %5,0)
iefl,2.3}

Coordenadas Espaciales en funcion de
materiales.

(Formulacién Lagrangiana)

Coordenadas Materiales en funcién de
espaciales.

(Formulacién Euleriana)

Si derivamos la ecuacién del movimiento en coordenadas espaciales con
respecto a las coordenadas materiales obtenemos:

Ox; _
dx, = —-dX, F=x®V
ax, '
Ox,
dx=F.-dX Ej:
0X ,
i,jef1,2,3} g

Ecuacion Fundamental de la Deformacion

Tensor Gradiente material de la Deformacion

Ahora, realizamos la derivacién con respecto a las coordenadas espaciales,

obtenemos:
oX, _
dX,:—a—dxj F'=X®V
% ox
dX=F"-dx Ey'_lz“a‘—l
X
i, je{l,2,3}

Ecuaciéon Fundamental de la Deformacion

Tensor Gradiente espacial de la Deformacion
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Figura 1.2: Estado de Deformacién, Vector Desplazamiento

Sean los vectores de Desplazamientos en coordenadas respectivas:

UX, 1) = x(X, ) - X
U,(X,0=x,(X,0)- X,
iefl,23)

u(x,t) =x - X(x,t)
u,(x,t)=x, — X,(x,t)
ie{l,23)

Vector Desplazamiento en funcion de
coordenadas materiales

Vector Desplazamiento en funcion de
coordenadas espaciales

Si derivamos el vector desplazamiento con respecto a las coordenadas

materiales y espaciales respectivamente obtenemos:

oU, 0 X _p o
ox, ox, ox, U 7V

0 %
6 = l J
1 i=j

Ou, _0x, 0X, =5,-F'=J,
6xj axj axj

D

i 1 i=j

Tensor Gradiente material de los
Desplazamientos

Tensor Gradiente espacial de los
Desplazamientos

Considerando ahora una particula P del medio continuo y otra particula Q de
su entomo diferencial en ambas configuraciones (material y espacial) y
separadas por el segmento dX (de longitud dS = Jdx -dx )y dx (de longitud
ds = xm) respectivamente.

Figura 1.3: Estado de Deformacidn, Longitud Diferencial
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Desarrollando la expresion de longitud:

(ds) :dx.dx=[dx]T-[dx];[F-dX]T.[F.dx]:d)(.FT.F.dX
(dg)z =dxk.dxk =Fk1dX1FIngj =XmFk1F]ngj =dX1EZFIq.dXJ

(dS)? = dX -dX =[dX[ [ax]=[F" -ax[ -[F' - dx]=dx - F T -F'.dx

(dS)’ =dX,.dX, = F; dx, Fy dx; = dx, F; Fg'.dx, = dx .F," F dx,

(ds)? —(dS)> =dX -FT -F-dX -dX-dX =dX -FT .F-dX -dX-1-dX =
= dX-(F" -F-1)-dX =2dX-E-dX

Siendo:

E(X,t):%(FT -F-1)

1
E;(X,t)= E(Fk,.F,g -5,)
i, je{1,2,3}

e(x,t) = %(1 -FT -FY

1 I
e;(x,0) = 5(5,.1. ~-F3'F;h)
i, j e{1,2,3}

El Tensor material de Deformacion (Green-
Lagrange)

El Tensor espacial de Deformacion (Green-
Lagrange)

Reemplazando las ecuaciones se obtiene el Tensor Deformacién en funciéon de

la Gradiente de Desplazamientos.

E=%[(1+JT)-(1+J)—1)]=%[J+JT +77-1]

_1tay, +6Uj , 90, U,
7o2lox, X, oxX, ox,
i,je{1,2,3}

e=2fi-a-1-a-pl- 2+ -]

o 1 ou, +5u,- _ Ou, Ou,
2| ox,

ox, Ox, Ox;
i,je{1,2,3}

El Tensor material de Deformacion

El Tensor espacial de Deformacién

Y bajo la Teoria de Deformacion

Infinitesimal o Teoria de Pequenas

Deformaciones, las ecuaciones quedan:

oU,
—|<<1
- 0U,
Ei' =l 2(]_1_'_ J
" 2lax, " ox,

i,je{1,2,3}

—L <l

axj

1} Ou, Ou,
e. =—| —~4+—=L
o2\ ox, o

i,jef{l,2,3}
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Bajo esta hipotesis se redefine el Tensor de Deformacién Infinitesimal a la
siguiente expresion:
E(x,?) = e(x,t) = &(x,1)

1.1.2.- ANALISIS DE TENSIONES

Sean las fuerzas masicas (fuerzas que actian sobre las particulas del interior del
medio continuo) y las fuerzas de superficie (fuerzas que actian sobre el contorno
del volumen del material) las que consideraremos en este estudio.

X3

df,=pb dv

/ | / o 7
Fuerzas masicas en el medio continuo Fuerzas superficiales

X, X

Figura 1.4: Fuerzas Masicas y Superficiales

Segun los postulados de Cauchy y la 2° Ley de Newton para un medio continuo
se describe la siguiente ecuacion:

R =Zf,. =Zmi.a,.
R= jp.b.dV+ jt.dS: ja.dm: jp.a.dV
v, av, v,

M

Consideremos ahora, el volumen de un tetraedro situado alrededor de una
particula arbitraria P del interior del medio continuo.

X, —¢;

Figura 1.5: Tetraedro elemental alrededor de un punto P
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De la ecuacion anterior, desarrollando:

j pbdV + j t.dS + J.(—t")).dS + I(—t(z)).dS + j (—t).dS = jp.a.dV
14 S S1 S2 S3 12

pbV +t5—t0.S, —t?§, —t?S, =pa¥V ; V=0

t(P,n)-t"n, —tPn, —t¥n, =0
t(P,n)—t¥n, =0

Teniendo presente que el par de vectores de tracciones t® y n, define el estado

de tension en un punto, el vector tension t*2 pueden escribirse en funcién de sus

componentes cartesianas:

A A A A
t® = tl(l) e+ t;l) €2+ 13(1) €3 = tj.l) €
) A
t(l)(P) =0;¢€;
6, (P)=1O(P)

i,je{1,2,3}

A A A A
t? =P er+1P ert P e3 =1tPe;

A A A A
tY =P e+ er 41 es =tV e,

L)
1 =0y

Para cada componente Para caso general

Regresando a la ecuacion anterior y reemplazando:

t(P,n) =n,19 =¢,(P,n) =n1Y(P)=n,0,(P)

t(P,n) =n-o(P)

Obteniéndose de esta manera el Tensor de Tensiones de Cauchy:
g =0;& X§

Siendo su representacion grafica y sus componentes la siguiente:

xh z
1 161:‘7 \C
Ay LES
(i] T /
5 A Un*'/ G:-; “ £23 'C}.Ji o,
Al A, |47
01“ 1 Oy O ) B L1 T, | Ty ¥
rd " )
R x
611 612 0-13 Cx Txy sz
O0=|0Cy Oy Oy 6=|7, 6, T,
O3 O3 Oy T Ty O,
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Figura 1.6: Representacion Grafica y Matricial del Estado Tensional

El tensor de tensiones, las fuerzas masicas y las aceleraciones tienen una
relacién llamada Ecuacién de Cauchy

0o
V.c+pb=pa=> 3

X

+pb; =pa,

Si el sistema esta en equilibrio, la aceleracién es nula (a = 0), llamando de esta

manera a la expresién anterior:

,

0
90, PRI 07 +pb, =0
ox o o
or, Oc, Ot
2L+ 24 pb =0
ox oy Oz ’
0
07y , On + 9e, +pb,=0
 o&x oy Oz

Ecuacién de Equilibrio Intemo

1.1.3.- ELASTICIDAD

La Teoria de la Elasticidad supone que los desplazamientos y los gradientes de
desplazamientos son suficientemente pequefios de manera tal que no es-
necesaria ninguna distincién entre los descriptores lagrangiana y euleriana.
Dicho de otra manera, La Teoria de la Elasticidad es el estudio del
comportamiento de aquellas sustancias o cuerpos que poseen la propiedad de
recuperar su tamafio y forma cuando la fuerza que produce deformaciones es
retirada.

Una ley basica e importante para el estudio de este campo es la Ley de Hooke,
gue indica la existencia de una proporcionalidad entre la Tensibn o y la
Deformacién ¢, a través de una constante de proporcionalidad llamada Médulo
de Elasticidad. v

Oty = €0 Egur)
c=Ee 0ij = Cijkl' Erl

C = Tensor de Constante Elastica

Para problemas multidimensionales

Para problemas unidimensionales (Ley Generalizada de Hooke)
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Y bajo ciertas consideraciones como: la energia de deformacion elastica,
simetria de las propiedades elasticas, homogeneidad, Isotropia y elasticidad, el
Tensor de Constantes Elasticas se describe de la siguiente manera:
Cijia = A81j81 + 1681 + 8ubjc]
i,j,k,1 € {1,2,3}
Donde A y u son las Constantes de Lame y que caracterizan el comportamiento
elastico del material y son obtenidas mediante proceso experimental.

Reemplazando en la ley generalizada de Hooke, obtenemos:

1 1
0ij = Cijii. eg = Ady;0p €10 + 20 [‘2' Oix0j1&p + ;5i15jk5k1]
—— ——

&n &ij

&ji = &
— ./

Eij
aij = A(sijfu + ZﬂEij

Siendo esta la Ecuacion Constitutiva para un material elastico lineal isotropico.

Realizando la inversion de la ecuacién anterior, tenemos:
g, = ——L—5 o +L0'
P 2uGA+2u) T 2u !

Definiéndose de la ecuacién anterior, las nuevas propiedades elasticas:

g = MGA+2) o M
A+ 2(h+ W)
Médulo de Young Coeficiente de Poisson
A VB e E__
(1+v)(1-2v) 2(1+v)

La Ley de Hooke se puede reescribir en funcidbn a estas constantes elasticas,
como:

E 1%
o, = (s, + 0,6u)
i kk
A VA A R
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Existen unos casos especiales, en las que el analisis del elemento se realiza a
nivel bidimensional llamado Elasticidad Plana. En este caso, los problemas se
modelan como tension plana y deformacién plana.

En los problemas de Tensién Plana, la geometria del cuerpo es una lamina con
una dimension muy delgada en comparacion de las otras dos, las cargas se
aplican uniformemente sobre el espesor de la lamina y actua sobre el plano de la
misma.

En los problemas de Deformacién Plana, la geometria del cuerpo es la de un
cilindro prismatico con una dimensién mas grande en comparacién a las otras
dos, las cargas estan uniformemente distribuidas con respecto a la dimension
mayor y actuando perpendicularmente a ella.

r;
e
1 — 0

d. 1 v 0 1-v e

* E |v1 o _EQ-v) |V *
i by -V TA+na-2m|l-v ! ° sy
T 0 0 Yy 0 0 - Vxy

2(1-v)
Tension Plana Deformacién Plana

Figura 1.7: Representacion Grafica y Matricial de la Elasticidad Plana

1.2.- MECANICA DEL CONTACTO

El objeto de la Mecanica de Contacto llega hacer conocido a la comunidad
cientifica después de que Heinrich Hertz publicase su clasico articulo “The
Contact of Elastic Solid” en 1882. Aunque su teoria fuera restringida a superficies
de contacto friccionantes y solidos no-conformes lineales elasticos, sus ideas y la
importancia tecnologica despertd el interés considerable. Esto dio lugar al
desarrollo rapido de mas teoria de contacto general y condujo al establecimiento

del concepto de mecanica de contacto.
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Un andlisis apropiado para los problemas de contacto podria ser mas factible si
el modelo pudiera ser simplificado; por ejemplo, si las fuerzas de friccion entre
los cuerpos en la zona de contacto son muy pequefas o el tamano de la zona de
contacto es pequefio en comparacion con el radio de curvatura de los cuerpos
en contacto suponiendo de esta manera que uno de los cuerpos puede ser
sustituido por un medio elastico semi-infinito.

Para la mayor parte de problemas de contacto, el area de contacto y la
distribucién de los esfuerzos sobre el area son desconocidas antes del analisis.
Estos esfuerzos son causados por la presién de un sélido sobre el otro sobre las
areas limitadas de contacto.

1.2.1.- CLASIFICACION DE CONTACTO

Podria decirse que su clasificacion esta en base a las consideraciones hechas
para su estudio. Se presentan a continuacién las mas importantes:

o Contacto No Friccionante
Es una idealizacion del modelo de contacto con limitaciones practicas, es decir
los cuerpos en contacto pueden deslizarse a lo largo de la direccion tangencial o
area de contacto sin ningln tipo de resistencia, quedando de esta manera solo el
estado de compresion en el sistema de equilibrio, iniciando de esta manera al
proceso de deformacién en algunas partes del cuerpo del area de contacto sin
incurrir en ninguna incompatibilidad geométrica (impenetrabilidad).

o Contacto Friccionante

Siendo la friccion un fenémeno fisico, estd netamente enlazado a los problemas
de contacto, aumentando el grado de dificultad para desarrollar este problema.
Los efectos de friccidn son caracterizados por el comportamiento dentro de Ia
region de contacto; por ejemplo, el movimiento de desplazamientos en la
direccién tangencial de un punto de contacto sera restringido por la fuerza de
friccion, lo que a su vez depende del componente de la fuerza normal que fue
aplicado. La relacién entre los componentes de las fuerzas normales y
tangenciales imponen el comportamiento no-lineal entre el movimiento de
desplazamiento en la superficie de contacto y la carga externa.
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¢ Contacto Conforme
Un contacto se dice que es conforme si las superficies de ambos cuerpos
coinciden exactamente en un estado no-cargado o estan estrechamente unidos
sin producir deformacioén inicial. Una de las principales caracteristicas para este
estado de contacto es que el tamario del area de contacto es independiente de
la carga aplicada, por esta razén la carga histérica aplicada a un cuerpo no es
importante para el desarrollo del mismo.

e Contacto No-Conforme ,
Cuando dos cuerpos sélidos estan inicialmente en un estado no-cargados y se
ponen con contacto entre ellos, solo se puedén tocar en un punto o linea de
contacto, como es el ejemplo de dos esferas que tienen un punto de contacto o
el caso de dos cilindros que tiene una linea de contacto. En estas situaciones,
donde el potencial del area de contacto de dos cuerpos que tienen diferentes
perfiles de contorno pueden ser denominados contactos no-conformes. La
caracteristica importante en estos problemas de contacto es el tamafio del area
de contacto, ya que cambiard a medida que los cuerpos sean cargados,
dependiendo de factores importantes como los perfiles de contornos iniciales, las
propiedades del material y la direcciéon de la carga aplicada.

¢ Contacto Hertziano
La forma de la distribucién de las presiones de contacto, las areas de contacto y
las deformaciones entre dos cuerpos circulares lisos en contacto fue estudiada y
presentada por Hertz. Su enfoque analitico del problema ha superado la prueba
del tiempo y sigue siendo uno de los mas importantes aportes para la solucion
de algunos problemas de ingenieria. Los detalles y consideraciones que propuso
se veran con mas detalle en los item’s siguientes.

e Contacto No-Hertziano
La teoria de Hertz es un modelo idealizado que cubre solo un nimero pequefio
de problemas de contacto. Los problemas practicos inevitablemente violan
algunas hipétesis de Hertz, como tales se les conocen como “Contacto No-
Hertziano".
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Como una aproximaciéon, hay casos en los que la teoria de Hertz se puede
utilizar para resolver problemas No-Hertziano, por ejemplo, los problemas de

contacto elastico no-conforme con muy bajo coeficiente de friccion.

fHidy

AR s

,////A//’/ 0 %/ g ,// T //

KN AN SN AW LN
Contacto Conforme . Contacto No-Conforme

Figura 1.8: Tipos de Contacto

1.2.2.- CARGAS DE CONTACTO

En esta parte del contexto, determinaremos los esfuerzos que pueden ser
ejercidas debido a las cargas externas de algunos casos.

¢ Fuerzas transmitidas a un Punto de Contacto
La fuerza resultante transmitida desde una superficie hacia otra a través de un
punto de contacto se resuelve en una fuerza normal P actuando de la normal
comun entre ellos y que por lo general es en un estado de compresion. Y en una

fuerza tangencial Q en el plano tangente bajo los efectos de la friccion, la

maghnitud de Q debe ser menor o igual que el limite de la fuerza de friccion.

Q< uP . b . ;
= __.# = —-——_”
1 = Coeficiente de Friccion ST y

Superficies No-Conformes en contacto sobre Fuerzas y Momentos actuando sobre el area de
el punto O contacto S

Figura 1.9: Fuerza sobre un punto de Contacto
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Los momentos M, y M, son definidos como momentos de rodamiento

rolling moments las que proporcionan la resistencia al movimiento rotacional y
en la mayoria de problemas préctiéos son significativamente pequefios los
cuales son ignorados.

Las fuerzas que actuan sobre dicha region de contacto son expresadas a
continuacion: '

P:Lp.dS : Qx=qu.dS ; Qy=qu.dS
Mx=Lp.y.dS ; My:—Lp.x.dS ; >MZ=L(qy.x—qx.y).dS

z 3riz 1

r2(r2 +ZZ)1/2 (VZ +ZZ)5/2

P 1
o, =—|(1-2) — -

-_—P 1 21 ez R A
0-9_'2—”'( - 2) _r_2+r2(r2+22)1/2 +(r2+22)3/2

s o 3P 7
£ 2 (r? +2%)°2
3P rz?

T —— e ———
T 2m (Pt + 22

¢ Linea carga en un semi-plano elastico
Para el caso de un andlisis bidimensional, la fuerza concentrada distribuida
uniformemente a lo largo de una linea representaria el caso de un contacto entre
cuerpos cilindricos.

Figura 1.10: Linea de Fuerza sobre un plano
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La distribucion de esfuerzos dentro de un cuerpo producido por una carga
distribuida a lo largo del eje y cuya intensidad por unidad de longitud es el valor

de P es radialmente direccionado hacia el punto de contacto. Lo que seria

conveniente trabajar en un sistema de coordenadas polares de la manera
siguiente: |

129 1 o'
"T o 1t 062 #(r,0)= Ar8.sinb
9? cos6
O, =6—? o, =24. -
1 0¢ 0y=7,,=0
Tre =—_( )
or r 00

En la superficie 8 =17/2, el esfuerzo o, =0 excepto en el origen mismo. A

medida que » — « los esfuerzos tienden a cero, satisfaciendo de esta manera. .
las condiciones de contomo. La constante (4) puede ser desarrollada de la

ecuacion siguiente:

-P= f;lzza,.cos Br.db = f/ZZA.cos_z 8.d0=Ar

Transformando los esfuerzos en coordenadas cartesianas:

2P x%z ) 2p 7
?m 0, = 0,.C08° 0 = ——

.2
g, =0,.5Nn" = — —
x r T (x2+ZZ)2

2P xz2

Tz = 0,.8IN0.C080 = —— , ——————
zx T T (xz +ZZ)2

De la ley de Hooke, se puede hallar los despiazamientos:

— 2 —
.= (I—Y—).ZP.cos O.Inr— W.P.&.sin& +C,.sind+C,.cosé
nE 7E
) 2 :

u9=g—)2Psm¢91nr+ vl+v) 2P.si —M—)(-liv—)-2l’.9-0089+

E nE
+(1—'-2%9132.P.sm9+ C .cos0—=C,.sin0+C,r
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Para 8=x7/2:

_ - __(=2v)(1+v)P
[“ ] /2 = [u']e=-n/2.— 2E

- . 1_‘ 2
[u9]0=n/2 = _[ue]é=_”/2 = —g—;g—).ZP.ln(VO /r)

e e e ’o £ ’0
lﬁa'e-nf!l ¥ ‘ [’Zsla=- L12]

H
i
4

- - -—Figura 1:11: Linea de-Carga perpendicular al plano xy -

Para fuerzas concentradas Q por unidad de longitud a lo largo del eje y,

produce esfuerzos radiales similares a los que actuarian en el plano normal pero

rotado 90°

Figura 1.12: Linea de Carga perpendicular al plano yz
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Para un caso mas general, tonemos una franja de linea con un ancho (a + b)
como se muestra en la figura (-b<x<a) y bajo las mismas condiciones
descritas anteriormente, se llega a tener las siguientes expresiones:
2 2 (x-s)°
zp PO 4 2 g ms)
{(x §) 4z } b{(x—s)2+zz}
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Figura 1.13: Franja de Carga perpendicular al plano xy

¢ Distribuciéon Uniforme de Tension

De la ecuacién general anterior, tomamos una franja con un ancho de 2a

(—a < x < a), en las que se aplicara una carga uniforme distribuida.

— X
0, 8,0 0!\)51

\

Alx

Figura 1.14: Distribucién de Carga Uniforme
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Otros casos

Existen otros casos en las que pueden ser aplicadas las cargas como son:

Distribucion Triangular de Tensién, Tension paralelo al eje y, Carga puntual

sobre un plano, Presién aplicada sobre una regioén, Tensiones axi-simétricas,

Cargas torsionantes, etc.

1.2.3

.- MODELO DE CONTACTO DE HERTZ

Hertz desarrollé las primeras soluciones de contacto analiticas para problemas

de contacto elasticos sélidos bajo ciertas suposiciones:

El material de los cuerpos es homogéneo.

Las cargas son estaticas.

Se mantiene la validez de la ley de Hooke.

La tensién de contacto se desvanece en el punto opuesto del cuerpo.

El radio de la superficie de contacto es muy pequefio en comparacién con
el radio de curvatura de los cuerpos.

La superficie de contacto entre los cuerpos es lo suficientemente liza para
que no existan tensiones tangenciales (rozamiento).

Realizé un estudio del contacto entre una esfera rigida y una superficie plana,

encontrando relacién entre el radio de la circunferencia de contacto "a", la carga

“P”, el radio “R” de la esfera y las propiedades de los materiales.

2 12
;o3 PR l_(l—v)+(1—v)
4 ' E* E* E E'
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Hertz también encontré la resistencia a la tensiébn maxima en el modelo y esta
dado por: '

2/3
) .PV3,R-2/3

Omax = (1 — 2v).

1-—2v\ /4E*
2na’ am“"=( 2 )( 3

Figura 1.15: Modelo de Hertz

Posteriormente, de estos estudios elaborados por Hertz se obtuvieron algunas
formulas para diversos casos. Para el caso de un cilindro apoyado sobre una
superficie plana se tienen las siguientes formulas:

2 ,2_+PR
O = k. v (b? —x?) " mE*
Omax = k. b k=—2'P;
‘ m.b

1.3.- PRINCIPIO VARIACIONAL

Los Principios Variacionales tienen gran importancia en la Mecanica, sirviendo
como base para el desenvolvimiento de los métodos numéricos. Las
Formulaciones Variacionales pueden ser usadas de tres maneras: La primera,
algunos problemas de mecanica se plantean en terminos de encontrar los
extremos (minimos o maximos) y por lo tanto, por su naturaleza, pueden ser
formulados en términos de declaracién variacional. La segunda, hay problemas
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que pueden ser formulados por otros medios, como la mecanica vectorial (leyes
de Newton) y estos también pueden ser formulados por medio variacional. Y la
tercera, las formulaciones ‘variacionales forman una soélida base para la
obtencion de soluciones a problemas practicos. Por ejemplo, el Principio de la
Energia Potencial Minima Total, puede ser considerado como un sustituto de las
Ecuaciones de Equilibrio de un cuerpo elastico para ser usado en el calculo de
desplazamientos y tensiones en el método de elemento finito. Las formulaciones
variacionales pueden servir para unificar diversos campos, sugerir nuevas
teorias y dar un poderoso medio para el estudio de la existencia y unicidad de
soluciones a los problemas.

Personajes

Existen grandes personajes en la historia que dieron nuevas formulaciones al
campo de la ciencia. Entre ellos tenemos a Jean Bernoulli, Isaac Newton,
Leibniz, L'Hopital, D’Alembert’s, Euler, Lagrange, Hamilton. En base a sus
formulaciones de estos personajes y a medida del pasar del tiempo surgieron
otros personajes como son Legendre, Jacobi, Weierstrass. A mediados del siglo
XIX, el uso de las formulaciones variacionales fueron surgiendo en el campo de
mecanica; entre ellos: Kirchhoff, Lamé, Green y Kelvin que trabajaron en el
campo de la elasticidad; Betti, Maxwell, Castigliano, Menabrea y Engesser en
sistemas estructurales discretos. Al inicio del siglo XX, las contribuciones a los
métodos variacionales de aproximacion y sus aplicaciones a problemas fisicos
fueron surgiendo; Rayleigh, Ritz y Galerkin. Con los trabajos de Hellinger y
Reissner sobre principios variacionales mixtos en problemas elasticos dan origen
de la los principios variacionales modemos a mediados del siglo XX.

En el estudio de la formulacién variacional de problemas continuos, se
encuentran funciones de variables dependientes que son a su vez funciones de

otros parametros. Asi tenemos la funcion

S

y la integral, comunmente llamado funcional:

/= fF(y,%,x}dx=1[)’(x)] |
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Ahora, escogiendo la funcién y(x) dado que el funcional I Ly(x)] es un maximo
o minimo o estacionario. |
Considerando que: y(x) > y(x) + a.n(x)

ﬂ
da

=0

a=0

(@) = f F(y+an,y'+an', x)ds

- 1(0) +af(%§—n +%F; 'jdx+'0(a2)

en la que se cumple:
f(@zn + Qin'}dx =0
) )
e integrando por partes, tenemos:
) b

oF OF d oF
°=”§a+f(a‘z@j”-dx
donde:
OF d OF _
ERCE

es conocida como la ecuacion de Euler-Lagrange.

Muchas leyes de la mecanica y la fisica se reducen a la afirmacion de que cierta
funcional debe alcanzar su minimo o su maximo en el proceso considerado,
dichas leyes reciben el nombre de Principios Variacionales de la mecanica o la
fisica.

1.3.1.- FUNCIONAL DE LA MiNIMA ENERGIA POTENCIAL

Las ecuaciones diferenciales que describen los desplazamientos y los esfuerzos
para un caso lineal son las Ecuaciones de Equilibrio, Ecuaciones de
Compatibilidad y las Ecuaciones de Esfuerzo-Deformacién. El Funcional de la
Minima Energia Potencial es una expresion de las ecuaciones diferenciales del
Equilibrio.

1 T =
n, (L) = '[;(E.sij.ek,.Cijk, —u,.b:)dV - Lﬂi-T"-dS
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Para verificar la equivalencia del funcional con las ecuaciones de equilibrio, se
aplica las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En el Interior:
oF 0 OF
- ; =0 = o,,+b=0
oy, Ox 5 ou; ; e
En el Borde:
oF N oo 0 = W T =0
ot — = O i =
o, ou gt

Los desplazamientos y las deformaciones son de la forma:

N N:Funcién de forma
u=N.a
B B: Derivadas de las Funiones de Forma
e=hB.a

| a: Desplazamientos

Reemplazando en el funcional:

1 _— -
Ty =f EaT.BT.C.B.a.dV—f a" .NT.b.dVv—| aT.NT.T.dS
14 14 So

Haciendo estacionario al funcional:
Ka=f
donde:

K= jBT.c.B.dV
14

f= jNT.b.dV+ jNT.T.dS
14 So

1.3.2.- FUNCIONAL DE LA ENERGIA POTENCIAL COMPLEMENTARIA

Este funcional es una expresiébn de las ecuaciones diferenciales de la
Compatibilidad y se puede expresar asi:

n (o) = J'(E.Cijk, GOy = H;-bi).dV — Iyi.ﬂ as
14 Su
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Las funciones incognitas en este modelo son los esfuerzos unitarios, los cuales
se supone en el interior y frontera de cada elemento mediante la relacién tipo:

{o} =[H]{p} +{Q}
los parametros {p} definen a las funciones incdgnitas y mediante esta relacién

se formula otra que relacionen los esfuerzos en el volumen con las fronteras:

{T} =[R].{p}

Ambas relaciones, reemplazadas en el funcional:

1
nc=E.PT.f.P—-PT.U+C

Haciendo estacionario el wn_, se construye un sistema de ecuaciones para

o
calcular los {P}. Una desventaja de este modelo es que una vez calculado los
‘parametros {P}, se pueden calcular los esfuerzos en cualquier punto del sélido
siempre y cuando se obtenga una funcién [H] adecuada y que cumpla las
condiciones de equilibrio, luego las 'defon'naciones y finalmente los
desplazamientos, teniendo que integrar la ecuacién de compatibilidad vy
obteniendo resultados variados segun el método de integracion.

Una forma de cumplir las condiciones de equilibrio, es representar los esfuerzos
con la funcién de Airy.

1.3.3.- FUNCIONAL DE REISSNER

- El funcional de Reissner, es un funcional mixto, pues involucra dos tipos de
variables, los desplazamientos y los esfuerzos. Y establece que haciendo
estacionario la expresién anterior, satisface las condiciones de compatibilidad y
equilibrio.

1 - 1
np(ﬂnfli) = J.(E'gx)"gkl'cijkl - u;bi)dv + I{glj _E'(lui,j +/"j,i)}/11-dV
v v

= (wTods + (4 - 1)4,.d8
So Su

A =-c
donde:
A =T=no
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reformulando el funcional:

1 _ 1 |
n,(1,0,) = | (5 %30 Cya = #5:) AV + f-e, + 5y + b0, AV
14 14

- Iyi.Ti.dS + I(yi —p;)n,.0,.dS
So Su

Existen otros procedimientos matematicos para tratar el problema estructural,

tenemos entre los mas destacados al Funcional de Hu-Washizu (u,0,¢),
Modelo Hibrido de Esfuerzos (u,0) y Energia Complementaria Modificada

(u,0).
1.4.- GENERADORES DE MALLAS

Este tema es de suma necesidad en cualquierbroblema combutaciohél enla qﬁe
la geometria juega un papel importante como es el caso del analisis del
Elemento Finito y tiene lugar como respuesta al problema de la generacién
automatica de mallas triangulares.

La generacién automatica de mallas de poligonos es tan solo uno de los
aspectos de un campo de la computacién llamado Geometria Computacional. A
dicho campo compete el analisis, disefio, implementacion y evolucién de
procedimientos destinados a la ejecucion de tareas de indole geométrica,
requeridos por ciertas areas de la ingenieria.

Los sistemas fisicos continuos son generaimente modelados usando ecuaciones
diferenciales parciales, teniendo la necesidad de ser discretizados en un nimero
finito de puntos. Una malla es un conjunto de puntos con coordenadas en 2D o
3D que representan una superficie y una estructura que describe como estos
puntos son conectados en triangulos. Existen dos tipos de mallas que pueden
caracterizarse por la forma en que los nodos estan conectados; las Mallés
Estructuradas y las Mallas No Estructuradas, siendo este ultimo el mas usado
por el refinamiento selectivo en zonas diferentes de la malla de forma mas
sencilla. Por la necesidad de tener mejores resultados, usando el método de
elementos finitos, surgieron otros métodos complementarios a los mencionados,
siendo el mas conocido las mallas adaptivas.
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¢ Mallas Estructurales
Estos tipos de malla tienen una conectividad regular, es decir, que cada punto
tiene el mismo numero de puntos vecinos.
Son de facil construccion pero tiene el inconveniente cuando se requiere
construir mallas sobre regiones irregulares. | |

e Mallas No-Estructurales
Estas mallas tienen una conectividad irregular, es decir, que cada punto puede
tener un numero diferente de vecinos.
Estas mallas pueden controlar la densidad en zonas especificas y los angulos
interiores de los triangulos deben ser aproximadamente iguales para evitar
problemas de estabilidad numérica.

¢ Mallas Adaptivas

Las mallas Adaptivas es un método de refinamiento automatico de la malla con
la tendencia de liegar a la “exactitud” de los resultados. Este método esta basado
en la Teoria de Errores del sistema, especificaménte en los errores procedente
de la discretizacién de la malla. Uno de los factores que contribuyen al éxito de
cualquier proceso de refinamiento adaptable es disponer de un generador de
mallas eficientes que permita generar elementos de diferentes tamarios a través
de la informacién obtenida de la estimacion del error (condicién de error global y
condicién de malla éptima). '

Las ideas basicas para la generacion de mallas pueden clasificarse en tres
grandes grupos, teniendo presente sus limitaciones e inconvenientes tanto
geométricos como computacionales.

Método de Frente de Avance: Consiste en construir el mallado elemento a
elemento empezando desde un frente inicial, creando nuevos puntos y los
conecta con los puntos del frente actual y construye los elementos del mallado.
Asi, el espacio que aun no esta mallado es gradualmente disminuido cuando el
frente va avanzando a través del dominio.

Método de Delaunay: Consiste en generar puntos de alguna manera y luego
conectarlos formando triangulos que satisfagan la condiciones de optimizacion.
Este método se describira posteriormente.
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Método de Arboles Cuaternarios: Consiste en superponer al dominio una
cuadricula en la que las celdas exteriores son descartadas y el resto son
subdivididas de acuerdo al grado ‘de discretizacion deseada, mientras que la
zona que se encuentra en la frontera son distretizados usando cualquier método

mencionado anteriormente.

| I i |
N | | [
1 i
| I 1
E 3 - -
s 2
I
T +. R S
’J \\ |
4 ‘ > ld}
[ 1) S
I I 1
| AI " I
v £ v i ¥ I - — *
Lol
Frente de Avance Delaunay Arboles Cuaternarios
Figura 1.16: Tipos de Generadores de Mallas

1.4.1- TRIANGULACION DE DELAUNAY

Primero definiremos el concepto de triangulacién. Una triangulacion es una
subdivision de una determinada area en triangulos. Una triangulacién de una
nube de puntos del plano es una familia de triangulos de interiores disjuntos
cuyos vértices son puntos de la nube y en cuyo interior no hay ningun punto de -
la nube. Puede obtenerse una triangulacién afadiendo, mientras sea posible,
segmentos rectilineos que unan puntos de la nube que no atraviesen a los
segmentos considerados anteriormente.

Para una misma cantidad y posicion de puntos, existen varias formas de
triangular siendo los triangulos mas regulares las que aparentemente tendrian

mejores comportamientos al analisis planteado.

s 4

v, T ¢
+ 4+ ¢ &
s v w7

+ ¢ <+

Nube de Puntos Triemgulacion T. Delaumary

Figura 1.17: Triangulacién de Delaunay
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La triangulacién de Delaunay es una estructura geométrica de gran popularidad
en las generaciones de mallas triangulares. Consiste en un conjunto de
triangulos cuyos vértices no se interceptan con ningun otro; es decir, que para

cada triangulo debe existir un circumcirculo que no contenga ningun otro vértice.

Proposicién 1.
P= {Pl,pz,p3,....,pn} puntos en el plano.

T(p,,p,,p,) es un tridngulo de Delaunay siy sélo si C( p,, p;, p,) no contiene a
ninguan punto de P en su interior.

+

No es Triangulo Delaunay Si es Triangulo Delaunay

Proposicién 2.
P={p,,p,, s>, } Puntos en el plano.
(p;»p,) es una arista del triangulo de Delaunay si y sélo si existe un circulo a

través de (p,, p,) que no contiene a ninglin punto de P en su interior.

.d;.
4

4

Existen diversas y variadas técnicas para la construccion de la triangulacion de
Delaunay. La mas comun es el método incremental, Este procedimiento consiste
inicialmente, en calcular un triéngulo’cjue contenga en su interior todos los
puntos que contendra la malla, para luego subdividirlo a medida que los puntos
son insertados incrementalmente en la triangulacion. Esta subdivision es
realizada de acuerdo a su posiciéon con respecto a la triangulacioén en la que se
encuentre el punto insertado, desde esta perspectiva un punto puede caer en

dos posiciones generales; en el interior de cualquier triangulo 6 sobre la arista de
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uno de ellos, para cada uno de estos casos se realiza un procedimiento de

intercambio de arista para permitir el ingreso del punto si es necesario.

Intercambio
de Aristas

~ - - ST son Triangulos de Delaumnay
NO es Triangulo de Delaunay

Figura 1.18: Acondicionamiento del Triangulo de Delaunay,

Implementacion Computacional

Para implementacién Computacional de la Triangulacion de Delaunay se tiene
como base a una variante del algoritmo mencionado y que se presenta a
continuacion: En primer lugar, transformar el dominio bidimensional donde esta
contenido los puntos en un plano espacial (hiperboloide) a través de la
transformacion  (x,y) > (x,y,z) en que z=x?+y* Esto corresponde' a
proyectar todos los puntos en un hiperboloide centrado en el origen en
coordenadas globales.

Luego se escoge un punto i cualquiera y se verifica junto con otros dos puntos

J Y k siforman un triangulo Delaunay. Se dice que es un triangulo Delaunay si

el resto de los puntos de la nube de puntos analizada estan por encima del plano

formado por los puntos i, j,k. Se analiza de esta manera para todos los puntos

del sistema, convirtiéndose en una secuencia repetitiva.

Figura 1.19: Triangulacion Delaunay: Envolvente Convexa
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1.5.- ALISADOS DE TENSIONES

El calculo de las Tensiones en el nudo de cada elemento es de forma indirecta a
través de la formula:

o = De = DB6°

Originando de esta manera una discontinuidad de los valores de las tensiones
entre cada elemento adyacente tal como se muestra en la grafica.

Tension en Triangulo de 3 nudos Tension en Triangulo de 6 nudos

Figura 1.20: Alisado de Tensiones, antes de la evaluacién

Esto se debe a que el Principio Variacional empleado se tiene como variable al
campo de desplazamiento y no a las tensiones.

Una medida de mejorar estas variaciones de las tensiones en los nudos es
refinando la malla ya sea de manera automatica u de forma manual en las zonas
adecuadas, pero siempre existira esta variacién, quedando la alternativa de
alisar estos valores nodales.

Figura 1.21: Alisado de Tensiones, resultado final

Como la integracién de la rigidez esta hecha en los puntos de integracién de
Gauss, por consecuencia las tensiones también estan hechas en esos mismos

puntos y que para elementos triangulares de tres nudos solo basta hacer un
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alisado directo, pero para el caso de los elementos triangulares de seis nudos,
estos deberan ser extrapolados de los puntos de integracién a los puntos
‘nodales.

1.5.1.- METODOS DE ALISADOS

Existen tres métodos de Alisar las Tensiones, las cuales se describen a
continuacion:

¢ Método Promedio Directo
Este método realiza el calculo promediando las Tensiones en el nudo i entre
todos los elementos que llegan a él o realizando el promedio Ponderado con las
areas. Este método es de simple aplicacién e implementacion computacional.

. e
— zeo;. - ZeAeO'f
g;i = — y Oi = = .
n ZeA
n = Numero de elementos que llegan al nudo i

A = Area del elemento

¢ Meétodo Global
Se calcula estimando el error de las tensiones alisadas y las tensiones original
no alisadas. Se calcula el error cuadratico en un elemento cualquiera y luego se
buscan las tensiones alisadas en los nudos que minimicen el error cuadratico. Al
realizar estas operaciones se obtienen términos matriciales. Este método es mas
eficaz pero tiene mas costo computacional.

Error entre la tensién alisada y la original § = 6, — o0 = N.&° — D.B. §¢

Error cuadratico en un elemento cualquiera: &, = (o, — 0)%dv

Minimizando el error cuadratico: ga% =0= /2 :;.,- §.dv=0

Para el estudio de una componente g cualquiera de la tension:
o =Ds.e = Dy.B.6¢
Siendo: Dy la fila correspondiente a ¢ en la matriz D (matriz constitutiva del

material)

=120, ; =220, ;| =337,
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Reemplazando y sustituyendo:

[NT(N,6° —0)dv=0 M; = [N, N, db

- ¢=[N.N,.
J‘NS.N s dvs = [Nj.o.dv R = [N,D, B3’
M‘c” =R°

Siendo N; el vector fila con las funciones de Interpolacion del elemento

e Método Local
Este método calcula la tensién alisada reduciendo el error entre las tensiones en
los puntos de integracién antes de extrapolar a los nudos en cada elemento, una
vez obtenido la tension en los nudos, se procede a promediar dichas tensiones
como antes para obtener las tensiones definitivas.

E; =2 Ws(0,5-06) =2 Wi(Ngo® =D, Bgs*)
G

G

W, = Factores de peso en cada punto

Minimizando el error respecto a ¢*:
D HNTN 6’ => H;N.D B3
G G

Esta ecuacion tiene una similitud al método anterior (M°.c° = R°), pero de

manera individual del elemento y no de forma global.

Para la presente tesis se ha utilizado dos métodos (método promedio directo y
método global) con la finalidad de ver las variaciones entre ambos métodos.

Ver el procedimiento de calculo en el capitulo de anexos.

1.6.- DESARROLLO DE SISTEMAS DE ECUACIONES

El desarrollo de sistemas de ecuaciones es un tema tratado en el campo de los
Métodos Numéricos, las cuales existen varios métodos de desarrollo para estas
ecuaciones.

Para el caso del desarrollo del Elemento Finito, es un tema importante dado que
es la parte principal del método, teniendo presente que el MEF se concluye en

calcular las variables de un sistema de ecuaciones (K -u = F); ademas, en los

calculos de las Tensiones Alisadas también concluye en desarrollar el sistema
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dé ecuaAcriorhesh (M'-o? = R) . Segun sea ell fﬁéfodb»é usar para el desarroilo dél
sistema de ecuaciones variarian los resultados, pero no obstante a nivel de
ingenieria estas variaciones no son de importancia pero si el tiempo de
procesamiento, salvo en algunos casos.

Los métodos mas comunes para el desarrollo de estos sistemas de ecuaciones
son: Eliminacién de Gauss, Descomposicién LU, Gradiente Conjugada, entre
otros. |

Dado que se estd aplicando los dos Métodos de Regulaciéon (Penalidad y
Multiplicadores de Lagrange) se usaran dos métodos de Resolucién del Sistema
de Ecuaciones que son: Eliminacién de Gauss y una variante del método de
Descomposicion LU.

El método de Eliminacién de Gauss usadb, tiene una adecuacién importante en
el sentido de optimizar los recursos de memoria computacional, se trata en usar
arreglos unidimensionales, teniendo dos variables (vector diagonal y vector fila o
columna). v

A medida que se estaba desarroliando la tesis, en especial cuando se tratd de
usar el método de Multiplicadores de Lagrange, el método de eliminacién de
gauss no funcionaba por el hecho que deberia de desarrollar una matriz inversa
con algunos ceros en la diagonal debido a las condiciones de borde de la
estructura analizada. Motivo por el cual se opto por usar el método de
Descomposicién LU con cierta variaciéon en su algoritmo.
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CAPITULO Il
METODO DE ELEMENTO FINITO

El Método de Elemento Finito (MEF) es una herramienta popular para calculo en

la mecanica estructural asi como también para otros campos de la ciencia.

Siendo un método de aproximacion de problemas continuos a través de sistemas

de ecdaciones complejas que dependen de varios grados de libertad, de tal

forma que:

. El cuerpo se divide en un nimero finito de partes (discretizacion) pasando
de esta manera a ser un problema discreto.

. En que las incognitas del problema dejan de ser funciones matematicas y

pasan a ser resultados de los sistemas matriciales.

. El comportamiento en el interior de cada elemento esta en funcion del

__._comportamiento de los nodos mediante las adecuadas funciones de _
“interpolacion o funciones de forma.

Por lo tanto, el Método de Elemento Finito se basa en transformar un cuerpo de

naturaleza continua en un modelo discreto aproximado, denominandose de esta

manera discretizacion del modelo. Y lo que sucede en el interior de este modelo

del cuerpo aproximado, se obtiene mediante la interpolacion de los valores

conocidos en los nudos.

El MEF consiste en los siguientes pasos:

Desarrollo del modelo.

Formulacién de las ecuaciones que lo gobiernan.

Discretizacion de las ecuaciones.

A

Solucién de las ecuaciones.
5. Interpretacién de los resultados.

En esta primera etapa, el modelado es un término que tiende a ser usado para
identificar el modelo mas simple que puede reproducir el comportamiento de
interés y que pueda proporcionar las predicciones cualitativas y cuantitativas de
los resultados. El esfuerzo para este paso es importante ya que dependera de
los valores que se obtenga a partir de este modelo.

Para esta segunda y tercera etapa, la Formulacién de las Ecuaciones que lo
Gobiernan y su Descritizacidon son de suma importancia para los usos que se
quieran hacer, es decir en esta etapa se ven los Principios Variacionales o bajo

que teoria matematica se basa el problema a analizar teniendo en cuenta la
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sensibilidad de los resultados y la magnitud de los errores que se puedan
ocasionar. '

En la cuarta etapa, la Solucion de las Ecuaciones discretas, presenta muchas
opciones en el sentido de que algoritmo matematico se puede usar ya que esto
puede generar alguna variacién en los resultados asi como también el costo del
tiempo en el proceso del ordenador.

Y por ultimo, esta etapa es de mucha responsabilidad por parte del usuario en el
sentido de cémo interpretar los resultados, siendo sensibles a muchos factores y
los resultados pueden depender de parametros del tipo de material. Siendo el
usurario consciente de estos eventos, teniendo bastante la posibilidad de tener
una mala interpretacion de los resultados.

A pesar de algunas deéventajas, la utilidad y potencial del MEF lineal u no lineal
son muy optimistas, siendo las empresas industriales las que mayor provecho
sacan sobre este meétodo reduciendo de alguna manera las pruebas de
prototipos.

Como se ha visto en el capitulo anterior, el MEF esta basado en un Principio
Variacional segun el tipo y alcance del problema a analizar, para nuestro caso
usaremos el Principio Variacional de Energia Potencial para cumplir la condicién
de Equilibrio, teniendo en cuenta las Condiciones de Continuidad y Relaciones
Constitutivas, obteniendo de esta manera el modelo mas comin en el analisis
estructural llamado Modelo de Desplazamiento.

2.1.- DESARROLLO GEOMETRICO DEL MODELO

Existe gran variedad de modelos geométricos que pueden reproducir el mejor
comportamiento a un modelo. Que por su geometria podemos citar a los
Elementos Triangulares y Elementos Cuadrilateros. Cada uno de estos
elementos tiene a su vez varios tipos de clase como son elementos triangulares
de 3 y 6 nudos, elementos cuadrilateros Lagrangianos de 4, 9 y 16 nudos,
elementos cuadrilateros Serendipitos de 4, 8 y 12 nudos y elementos
cuadrilateros Incompatibles.

Por tratarse el método como un elemento discreto, una tendencia a mejorar los
resultados es discretizando mas el elemento en la zona de estudio, asi podemos
citar algunos resultados obtenidos segun la tabla adjunta.
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Para el caso de una viga empotrada en un extremo.

P=3Ton
S - -
5 A>
PI
Maxima Deflexion Tebrica = 0.0121m 5 = 3 E]
0.014
__ 0012
E
<. 0.010 :
[=]
¢ I r
£ 0008
Tl
c
S  0.006
: .
5 "]
& 0004
5
0.002
0.000 ‘ . i - x ,
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

N° G.D.L.

~—e&-—Teorico —O—Tri 3p =—0O—Tri_6p —0—Sap2000

Modelo #G.D.L 2);::&3 % Error1 23;::&3 % Error2
V141 28 0.0026 21.5 0.0121 100
V1-2 172 0.0095 78.5 0.0122 100.8
V1-3 540 0.0115 95 0.0122 | 100.8
V1-4 1216 0.0119 98.3 0.0122 100.8
V1-5 3238 0.0121 100 0.0122 100.8

%Errorl = 6‘_},3p__ %Error2 = %y6p
TEORICO TEORICO

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE 44
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR




UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA

Facultad de Ingenieria Civil

Capitulo I

Método de Elementos Finitos

Modelos Discretizados:

I

7 - , / \\\\ o // /

b

V1-1: 14Nudos, 12Triangulos, 28GDL

|\ VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVI
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7N

VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

V1-2: 86Nudos, 124Triangulos, 172GDL
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2.2.- FORMULACION DE ECUACIONES DE GOBIERNO
2.2.1.- CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS ASUMIDOS

‘Un importante principio que se tiene en cuenta en el MEF es el Campo de
Desplazamiento, que es por lo general una funcién de las coordenadas
espaciales que definen la forma del desplazamiento de un elemento, estas
funciones son polinomios que por lo general son polinomios basicos del
Triangulo de Pascal siendo recomendable usar polinomios completos ya que asi
se incrementa la convergencia. Teniéndose presente es que el campo de
desplazamiento es sélo un campo “supuesto” o “asumido” quevpuede 0 no ser la
forma exacta del desplazamiento del elemento.

Cl'.u
L T L Campos Lineales
L4y ey agy Campos Cuadraticos
_a iy apxy?  agy? Campos Cubicos
¥ e a5t gt Ay

yi e

m=ax+by+c | Campos Lineales de
¥=dx+ev+f [ Desplazamiento

—

X

Figura 2.2: Campos de Desplazamiento

¢ Discretizacion del Campo de Desplazamiento
Siendo la primera etapa del MEF la discretizaciéon en elementos finitos, ésta

puede darse en elementos triangulares de tres o seis nudos tal como se muestra
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en el grafico, teniendo en cuenta que el analisis reproduce el comportamiento de
la malla escogida y no el de la estructura real.

i

N

0

& 2 : 2
A AS
1 3 13

Figura 2.3: Elemento Triangular de 3 y 6 nudos

Si analizamos un elemento de la estructura en estudio, podemos expresar los
desplazamientos cartesianos de un punto cualquiera del interior del elemento en
funcién de los desplazamientos de sus nudos como se muestra:

u=Nu +N,u, +N,u,
v=Nv,+N,v, +N,v,
Donde:
(u;,v;) = Desplazamientos horizontal y vertical de cada nudo.
N, = Funci6n de Forma del nodo i del elemento.

Escrito de manera matricial:

| [N, 0 N, 0 N, 0]|u
u= = s Tp
v[ |0 N 0O N, 0 N, | v,

Donde:

u
u= Vector desplazamiento de un punto del elemento.
v

N= [Nl,NZ,N3] Matriz de Funcién de Forma del elemento.
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- IN. 0
N. =[ ! N } Matriz de Funcion de Forma del nudo i de elemento.

1 0 :
al®
Uu.
a®@ =200 y al® ={ "} Vector de Desplazamiento nodal del elemento y del
al? .
nudo i

2.2.2.- ECUACIONES DE GOBIERNO

Las ecuaciones de gobierno son obtenidas del Principio de Trabajos Virtuales
aplicadas a un elemento aislado como se muestra a continuacion:

IL()58 otdd = IL”é'uTbtdAﬂf c')hTttds+Z&4 U, +Z§v ¥,

=l

Despejando la ecuacidbn y teniendo en cuenta la arbltranedad de los
desplazamientos wrtuales, se deduce a lo siguiente:

j © B’ c.tdd - ”;(,) N’ btdd — - N7 tads = q©

VAT VsVs _
7 fuerzas masicas: b

[
oo
< >

fuerzas de superficie: t=

— g
<%

fuerzas nodalesde q.
equilibrio: !

i
=<
Ryl

fuerzas puntuales P,
nodales exteriores:

I
33
¥

XU

Figura 2.4: Fuerzas Actuantes sobre un elemento triangular

Expresando esta ecuacién el equilibrio entre las fuerzas nodales de equilibrio y
las fuerzas debidas a la deformacion, a las fuerzas masicas y a las de superficie.
Reemplazando el vector de Tensiones en la ecuacién anterior:

6=D(-¢’)+0c" ; e=B.a"®
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[, B" DBrdap® — [[ B D.e* s+ [[,B 0" tdd [[,,N" brdd -], N .trds = q

0

K® a@© g = q(e)

donde:

K® = ([, B".D.Brd4
es la matriz de rigidez del elemento, y
(& _ ¢ (e €) e
£fO=fO+fO4+£f0 +£O

es el vector de fuerzas nodales equivalentes del elemento.
Estas ecuaciones pueden ser expresadas en términos que relacionen los nodos i
y j del elemento de la siguiente manera:

Matriz de Rigidez K = [[,B] DB,tdd

Fuerzas Repartidas por unidad de area en ©
. £ = ||, NI be.dd
el nudo i

Fuerzas Repartidas sobre el contorno en el N;.t,
£ =, N teds = t.ds
nudo i ' « ©|N.t,

Fuerzas debidas a Deformaciones iniciales
£ = [[ , Bl D’ t.dd
enelnudoi

Fuerzas debidas a Tensiones iniciales en el
(e) _ T 0
_ £ =-{[ ., B o°tdd
nudo i

2.3.- DISCI'\;ETIZACION DE ECUACIONES

La discretizacion de ecuaciones para el desarrollo del MEF se basa
principalmente en las ecuaciones matematicas que ayudan a obtener la matriz
de rigidez.
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2.3.1.- FUNCIONES DE FORMA

¢ Sistema de Coordenadas Naturales
Antes de describir la importancia de las Funciones de Forma, se mencionara el
uso del Sistema de Coordenadas Naturales. Todas las soluciones del elemento
finito requieren una evaluaciéon de integrales, algunos son de facil evaluaciéon
como otros son imposibles evaluarlos analiticamente cuando se hace uso del
sistema de coordenadas globales. Todo eso se hace mas facil si se transforma el
sistema de coordenadas globales a naturales. De tal manera que la geometria
de un aspecto irregular inicial del elemento triangular pasaria ser un triangulo

rectangulo con ejes coordenados « y £ de manera que el elemento tenga los

lados sobre los ejes =0, f=0 y 1—-a - =0 como se muestra en la figura.

100 (10 2 o

Figura 2.5: Coordenadas Naturales sobre un elemento triangular

e Funciones de Forma en Elementos tipo Barra
Las funciones de Forma o de Interpolacion se usan para definir el campo de
desplazamiento dentro de un elemento.
Considerando un elemento finito de dos nudos como se muestra en el grafico.

Figura 2.6: Elemento Barra Tipico lineal en coordenadas x y &
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Ahora definamos un sistema de .coordenadas naturales como se indica.

&= 2 (x—x)-1

Xy =%

Lo que queda es que el campo de desplazamiento desconocido dentro de un
elemento sera interpolado por una distribucion lineal para este caso.

, U neal
leesconocido

] 1
Uy Uy g, q,
1 2 1 2

Figura 2.7: Interpolacién Lineal del Campo de Desplazamiento

~ Para implementar esta interpolacion lineal, se introduciran funciones de forma
lineales como:

M= M=t

e

Donde sus graficas son de la manera siguiente:

'
oy

]
TN T
1 : /
1

/

-

C=41 £=- §=0 g =+1

e
"

'
e
it
1
o
Ve

«

Figura 2.8: Funci6n de Interpolacién Lineal

Quedando definida las funciones de forma, el campo de desplazamiento lineal
dentro del elemento puede escribirse en términos de desplazamientos nodales

g, Y 4, como:

u=Np.q +N,q,
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u
A

/
1= Ngql+Ng,

1 7§

Figura 2.9: Funcion de Forma Lineal del campo de Desplazamiento

Sin embargo, en algunos problemas, el uso de una interpolacién cuadratica
conduce a resultados mas exactos.

Consideremos un elemento tipico cuadratico de tres nodos, tal como se muestra
en el grafico. |

X,

b
]
wi|

c 2

o
1]
o

3
t
X

7 \- ]
R
an

Figura 2.10: Elemento Barra Tipico cuadratico en coordenadas x y &

Y las Funciones de Forma Cuadratica son:
1
N(&)= —5-6-(1 -¢)

M= £048)
N,(&) =1+ 6).(1-&)

N,

N=-1ed-p Ny=tea
7 % T—3
£=+1 £=- £=0

Figura 2.11: Funcién de Interpolacién Cuadratico

. El campo de desplazamientos dentro del elemento se escribe en términos de los

desplazamientos nodales como

u=N g, +N,q,+Nyq,
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Siendo de esta manera una interpolacién cuadratica que pasa por ¢,, ¢, Y ¢,

U

= Ng+Ng+Ng,
AN

A i
9 ;
1 3 2 TS

Figura 2.12: Funcién de Forma Cuadratico del campo de Desplazamiento

¢ Funciones de Forma en Elementos Bidimensionales
Para el caso de elementos triangulares, existen varios tipos de funciones de
forma, las cuales solo consideraremos los elementos triangulares de tres y seis

nudos que definen aproximaciones completas de primer y segundo grado.

Elementos de tres nudos

p=a,+ax+a,y

Elementos de seis nudos

P=ay+ax+a,y+axy+ax’ +ay’

Los valores de «; de las ecuaciones anteriores pueden calcularse usando el

método de las Coordenadas de Areas.

e Coordenadas de Areas

Si se une un punto interior P de un triangulo con un area A con los vértices se
obtienen tres subareas A, A, y A, tales que A +A,+A,=A. Las

coordenadas de areas se define en:

A A A
1. _ A _ 4
Li=— [ Ly=— | Ly=—
A A A
L+L,+L, =1
x=Lx +L,x, + Lyx, ;o y=Ly +Ly,+Ly,
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Area(4) =4, +4,+ 4,

Figura 2.13: Coordenadas de Areas en elemento triangular

Las Funciones de Forma de elementos triangulares que contienen polinomios
completos para el nodo i viene dada por:

N, ':l; (Ll)'l.; (Lz)-l;( (Ly) -
Donde I;(L,) es el polinomio de Lagrange de grado I en L,

i (Ll"L{)
I(L) = S Bl ¥4
al ,-QM(L;—L{)

J#i
Con idénticas expresiones para I (L,) y I (L;)

Funciones de Forma del elemento triangular lineal de tres nodos
Las funciones de forma son polinomios de primer grado (M=1).
Nodo1

Posicion (/,J,K): (1,0,0)
Coordenadas de area: (1,0,0)
N, =lll(L1)=Ll
Deigual manera: N, =L, y N, =L,
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Figura 2.14: Funcion de Interpolacion Lineal en elemento triangular

Funciones de Forma del elemento triangular cuadratico de seis nodos
Las funciones de forma son polinomios de segundo grado (M=2).
Nodof |

Posicién (/,J4,K): (2,0,0)

Coordenadas de area: (1,0,0)

L -1/2).L
N =L(L =(—‘~—————1= 2L -1).L
1 =h(L) (1-1/2).1 @L-DL
Nodo 4 »

Posicion (1,J,K): (1,1,0)

Coordenadas de area: (1/2,1/2,0)

L L,
N, =LY (L) = '1“/_12‘-1/2 =4L L,

De igual manera, se obtiene para todos los nodos:
N=Q@2L-1)L ; N,=Q2L,-1).L, ; N,=Q2L,-1).L,
N,=4LL, ; Ny=4L,L, ; N,=4LL,
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Figura 2.15: Funcion de Interpolacién Cuadratico en elemento triangular

4

Las Funciones de Forma de los elementos triangulares en el sistema de
coordenadas naturales serian:

L=l-a-p ; L=a ; Ly=p
Elementos triangulares de tres nudos:
N =1-a-p ; Ny=a ; N, =p
Elementos triangulares de seis nudos:
N =(1-2a-28)(-a-p) ; N,=Qa-Da ; N,=28-1)8
N,=4(l-a-p)a ; Ny=4aff . N,=4(1-a-pB)p

2.3.2.- ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS BIDIMENSIONALES

Para un elemento bidimensional, las coordenadas de un elemento
isoparameétrico x,y también pueden representarse en términos de coordenadas
nodales usando las mismas funciones de forma usadas para interpolar la

geometria y los desplazamientos. Es decir, se llaman elementos isoparamétricos
a aquellos elementos en que las funciones asociadas a los nodos que definen la
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posicion de sus puntos interiores y las funciones asociadas a los nodos que

definen los desplazamientos son las mismas.

X=ZN1(L1’L2»L3)-xi ; yzzNi(LI’L2’L3)'yi

i=1 i=l

L1=1—C¥—ﬂ ) nga ) L3:ﬁ

Estos elementos, tienen desde el punto de vista operacional una gran

importancia. .

QJf_:ZaNi(aa/j)x .@_ZaNi(a,,B)'x_
oa 4 Oa

T g B
Y _ToN@ph ¥ _N@p)
aa_g oa 7' 3B Zl B

N, _oN, &x N, &
da & da & da

oN, _aN, ox OV, &

B ox 0B o op

ON, & oyl oN,

1

oa | |oa oal|l ox oN; & _y|loN
oN, | | ox 9y || eN, ox |_ 1108 Oal da
3B | LB oB] 5 ON. | |i@||_2 o [loN,
\._(____/) dy op oa || op

I '

donde J® es la Matriz Jocobiano de la transformacién de coordenadas

naturales a cartesianas y |J©| es su determinante del Jocobiano, que expresa el

diferencial de area en coordenadas naturales.

de.dy =1da.dp
Los términos del Jocobiano se calculan usando la transformacion isoparamétrica,
quedando:
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oN,
- X;
RZ

1

o,
2a Y

a,
Y Ji

2.3.3.- MATRIZ DE DEFORMACION

n=3: elementos triangulares de 3 nudos.

n=6: elementos triangulares de 6 nudos.

De las ecuaciones basicas de la Elasticidad vistas en el capitulo inicial, el campo

de deformaciones para cada tipo de elemento triangular es:

ou <LON,

E,=—=) —u,
Toox ‘T oox

" En forma matricial

s -6&-\
Ox
ov
E=8 T =
oy
ou v
Oy Ox)
donde:

(on,
ox

B=[B,,B,,.,B,]

Yy G T oy o Sy 0
0 | ON, 0 | ON, 0 u,
Ox ox 2
oN, oN, oN, ||
— | 0 =2 | 0 = | v,
0y 0y | .
(_9&‘ ON, ©ON, ‘ ON, ON, |\|u,
Ox oy ox d x|, ]|
e=B.a®
N,
ox
bolo 2
oy
v, oV,
R

Matriz de Deformacion del Elemento

Matriz de Deformacién del Nodo i

n=3: elementos triangulares de 3 nudos.

n=6: elementos triangulares de 6 nudos.
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La matriz B también puede expresarse en términos de coordenadas naturales

usando las funciones isoparamétricas:

. GO N, &,

1 bi _0 "8 da oda I
Bi(a,ﬂ)=?. 0 c

'J I ci b _‘—_a_)f_ @_r’__a_xaivl.

" da 08 8B da

Por lo tanto, la Matriz de Rigidez de un elemento puede escribirse en términos
de las coordenadas naturales:

K = [[,B DB, tdvdy = [ [ "B (@,5)DB,(a,p)1®

tdadp

2.3.4.- INTEGRACION NUMERICA

El calculo de la matriz de rigidez y las de los vectores de fuerzas nodales
equivalentes de cada elemento queda finalmente en el desarrollo algunas
integrales. Y ésta aun hubiera sido algo laborioso si no se hubiera utilizado las
formulaciones isoparametricas en las que se pueden transformar los dominios de
las integrales a un espacio de coordenadas naturales.

Tales calculos pueden hacerse por integracidn numérica como el método de
Gauss, las cuales proporcionan resultados aproximados suficientemente buenos.

La cuadratura de Gauss para elementos triangulares se escribe como:
-L3 !
[ ALy dLydLy =3 £ (L Ly L)W,
p=l
donde:
n,es el numero de puntos de integracion.
L,,L;,,L;, sonlos valores de las coordenadas de area

W, es el peso en el punto de integracion
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2.4.- SOLUCION DE ECUACIONES

Una vez formulado las ecuaciones de gobierno K.a =f en forma matricial de
cada elemento, la etapa siguiente es el ensamblaje de dichas matrices en la
ecuacion de equilibrio global y su solucion del sistema de ecuaciones
simultaneas para calcular los movimientos nodales. Teniendo presente que la
eficacia total de los resultados del sistema depende de gran medida sobre los
procedimientos numéricos usados para la solucién de estas ecuaciones y del
refinamiento éptimo de la malla usada.

Pero las variables incognitas no solo son los desplazamientos, sino también los
esfuerzos y eso de acuerdo al Principio Variacional que se esta utilizando. Los
cuales estos esfuerzos tienen un tratamiento posterior a esta etapa llamada
alisado de tensiones y que se vera posteriormente, dicho tratamiento también

tiene que ver con el desarrollo de ecuaciones M©® g =R©.

El tiempo de procesamiento de estas ecuaciones es otro factor pero no tan
importante como lo era antes ya que en la actualidad existen computadoras con
procesadores mucho mas rapido y de mayor capacidad operacional. Este factor
depende de la cantidad de variables a calcular y esta a la vez depende de la
discretizacion geométrica de la estructura, la optimizaciéon del ensamblaje de las
ecuaciones y el algoritmo matematico usado para desarrollar este sistema.

En la siguiente tabla se podra observar la variacibn de los resultados en
referencia a los esfuerzos.

En referencia al ejemplo mostrado en el capitulo 2.1

Maxima Tensioén Tedrica = 1687.50 Ton/m2 oc=M i{
#G.D.L g;ggltt‘; % Errort g;fl’gltg, % Error2 Séﬁiff; % Error3
28 | 318807 | 189 | 633312 | 375 | 1,649.840 | 97.8
172 | 896.924 | 532 | 1464720 | 86.8 | 1,693.640 | 100.4
540 | 1,556.620 | 92.2 | 1,904.880 | 112.9 | 1,874.320 | 111.1
1216 | 1,667.500 | 98.8 | 1,915.910 | 113.5 | 1,951.240 | 1156
3238 | 1,788.390 | 106 | 1,999.120 | 1185 | 2,098.280 | 124.3
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a,3 0,3 o,6p
%Errorl = —xb %Error2 = —2b_ %Error2 = —2t
OrEORICO OTEORICO OrEORICO
Método: Prom. Directo Meétodo: Método Global Meétodo: Prom. Directo
2500.0
N
3 —
g 2000.0 - o LT 3
£ —0
3 .
X 15000 !
)
Q
£ [ /
£ 1000.0
s J /{
c
o
° : . A )
500.0
g I
L3
[}
w
0.0 1 . T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
N° G.D.L.
L —e—Teorico —o—Tri_3p[1] —{Tri_6p -—%—Tri_3p[2] —o— Sap2000

Tri_3p[1]: Tensién Alisada con el método “Promedio Directo”
Tri_3p[2]: Tensién Alisada con el método “Método Global”

Tri_6p: Tensién Alisada con el método “Promedio Directo”

Sap2000: Tensién Alisada con el método del programa

Para el desarrollo del sistema de ecuaciones se ha utilizado dos métodos para
observar la variacion entre ellos, dichos desarrollos han hecho que se elabore
dos programas computacionales alternativos, los métodos son los conocidos
métodos de Penalidad y el método de Lagrange. Independientemente sea el
elemento triangular de 3 o 6 nudos a usar o talvez la cantidad de elementos a
discretizar, siempre se tiene que desarrollar el sistema de ecuaciones.

En el caso del Método de Penalidad, se ha usado arreglos unidimensionales con
el fin de optimizar el algoritmo. De esta manera se reduce la cantidad de

operaciones innecesarias debido que algunos elementos de la matriz (i # j)

contiene el valor de cero.
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En el caso del Método de Lagrange, se ha usado arreglos bidimensionales
utilizando una variante del algoritmo numérico LU. Se opto este método distinto

al anterior ya que contienen valores de cero en su diagonal de la matriz (i = j).

En referencia al ejemplo mostrado en el capitulo 2.1

#GDL | pL2 | Lateange | #E™ | Benalty | Logrange | % B0
28 0.0026 0.00259 99.6 318.807 | 318.790 100
172 0.0095 0.00951 100.1 896.924 | 894.429 99.7
540 0.0115 0.01119 97.3 1,556.620 | 1,512.660 97.2
1216 0.0119 0.01117 93.9 1,667.590 | 1,556.700 93.4
3238 0.0121 0.00942 77.9 1,788.390 | 1,324.830 741

YErrorl = 0,,3p [Lagrange] %Error] = o0,3p [Lagrange]

8,3p [Penalty) 0,3p [Penalty]

Los valores de las Tensiones corresponden a las Tensiones Alisadas con el método
Promedio Directo.

2.5.- INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS

Una desventaja no muy significativa del método del elemento finito es la cantidad
de resultados que se obtienen. Es decir por cada elemento discretizado se
obtienen los desplazamientos nodales, los esfuerzos en cada direccion y los
esfuerzos principales, a mayor necesidad de precision mayor seria la cantidad
de elementos discretizados. Pero esta desventaja puede ser subsanada si los
resultados son vistos de una manera grafica.

Otra observacion en esta etapa ya antes mencionada es el alisado de las
tensiones. Cuando se calcula estas tensiones, estos se hacen de manera
independiente al sistema originando una discontinuidad entre cada elemento
triangular.
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Para la presente tesis, se ha elaborado un programa de postproceso, las cuales

se visualizan de manera grafica los resultados de los desplazamientos y las

tensiones.
i S T Y P S LAY TY I ) - 1
I
YAV ALY \/\/\/\f\/\/‘\/ \/\/\j\/‘J\/\(\/\'\/}/\/\f\/ \f\/\/\/\i\/\/\.j\i\/‘ A
/\/\/\/\/\/}j}j)l\»f\/\/\/\)’\/\ ‘l
§ — T =t | EE—— R L
— i ; ju‘rﬁn‘a: m l i = '
* I Bemret Leewn: ) ’
N Elermarti Canscts? ]
"
. Ot ar\%----r e
@ Sntotsth Lemfey
12ty
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Figura 2.16: Visualizacién de Resultados referente a los Desplazamientos. Tabla de Coordenadas
y Desplazamientos nodales

T ——— -
| Detplazanisnion T Eriuniret 1

M " » w B2 3 i) m e
ﬁ s | tet | o | ted DEOUETIA O REWNID
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o OO Cey noem
[
€ TEAICL N ELELEENTD TUARRRA®, g s fis,
- -
b L o R e ] .- f_;y)
H RLLE IR L T 15 i . - 3,9} oy
.[ LY )

Fugura 2.17: Visualizacién de Resultados referente a las Esfuerzos. Esfuerzos en cada elemento
triangular. Tabla de Esfuerzos en cada elemento, Esfuerzos alisados nodales segtin en el método
usado, Cuadro de Esfuerzo en cualquier posicién del elemento, Cuadro de Escalas de Colores.
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A continuacién se presenta los valores de los Esfuerzos en cada elemento y sus
respectivos alisados

Sx max = +1788.39
Sx min =-1739.12

Figura 2.18: Viga con Esfuerzo Sin Alizar.

Sx max = +1556.62
Sx min =-1385.21

L e s

Figura 2.19: Viga con Esfuerzo Alisado (Promedio Directo).

Sx max = +1904.88
Sx min =-1518.75

Figura 2.20: Viga con Esfuerzo Alisado (Método Global).
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CAPITULO Il
MECANISMO Y OPERADORES DE CONTACTO

3.1.- MECANISMOS DE CONTACTO

El analisis de los problemas de contacto es uno de los tépicos mas dificiles en la
Mecanica de los Sélidos. La colisién es un evento altamente no-lineal y en este
fenémeno la no-linealidad no acontece solamente en la no-linealidad geométrica
y del material sino también en las condiciones de contorno, y es en estas
condiciones cuando el problema es dificil de analizar.

La no-linealidad geométrica surge en las condiciones de contorno cinematicas
desconocidas, no se sabe a priori cual es la region de contacto de los cuerpos.
La" no-linealidad del material es originada por al agotamiento y envuelve
procesos de naturaleza irreversibles.

El problema de contacto abarca desde contacto con pequefios desplazamientos
hasta contactos con grandes deformaciones inelasticas.

Existen varios algoritmos matematicos que describen dicho comportamiento,
como el Método Master-Slave, Método Mortar, Método Splitting Pinballs, entre
otros.

3.1.1.- CONDICION DE CONTACTO

La condiciéon de impenetrabilidad del contacto entre cuerpos debe ser descrito
matematicamente y esto puede hacerse si los desplazamientos y rotaciones son
suficientemente pequefios vy la superfiCie en contacto son bastantes lisos. Otro
aspecto importante de contacto es la iteracion entre Cuerpos de contabto, en la
cual pa'ra la presente tesis se asumira como si fuese perpendicular a la superficie
en contacto dando asi lugar a que los esfuerzos de corte puedan ser
determinados con la ayuda de un modelo de friccion como el conocido modelo
Ley de Coulomb.

Consideremos ahora que los cuerpos Q, y Q, son dos cuerpos impenetrables
y con la facultad de poder tener contacto entre ellos. Los Puntos P,(m,) Y

P,(my) (donde m, =(m,,m,,) componentes de las coordenadas)
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pertenecientes a la superficie I', y I', respectivamente son llamados puntos de

contacto posibles si en un estado ¢ estas posiciones coinciden.

Pa

Qa

Figura 3.1: Visualizacién de dos cuerpos antes del contacto

La superficie de contacto comin I'.(¢) es la interseccion de T, (1) y T,(¥) y

como los contornos son asumidos como superficies lisas, las normales

- -
n,(m,,t) y ny(mg,,t) son opuestas a los puntos de contacto comun

el - - -
X, (my)=Xp(mg,t) ; n,(my,t)=-ny(m,,t)
Los puntos de contacto en comun P,(m,) y P,(m;), usando la ley de accion y
reaccion son:
P«+Pe=0

- - - > -

Cni+0m =0, OCut+on =6 en I'. (Tensor normal y tangencial)
Por lo tanto, el esfuerzo de contacto normal o, y o,, son iguales, justificando
la presiéon de contacto o, como:
c,=0,,=0,, enl,

La adhesién no es permitida en los puntos de contacto en comun, por lo tanto la
presion de contacto debe ser menos o igual a cero

c,<0enT,
Los esfuerzos de corte, pueden ser analizados con la ayuda de las ecuaciones
constitutivas, lo cual este tema no es detallado en esta tesis.

Un aspecto importante de la descripcién de la condicién de contacto es la
formulacién matematica de la impenetrabilidad de ambos cuerpos.
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Llamemos a ', () a los posibles candidatos del area de contacto de la region
I',(®) que puede contactar a I';(¢),y I';(¢¥) a los posibles candidatos del area
de contacto de la region I',(¢) que puede contactar a T',(¢). En cada punto

P,(m,) de T (¢,) la separacion inicial S,(m,) entre P,(m,) y [',(z,) medida
a lo largo de n:(, puede ser evaluado viendo la siguiente figura. Donde

H,(m,,t) es el desplazamiento de P, (m,) en un tiempo ¢ con respecto a una

configuracién referencial (o =A o a =B).

Iua(ma’t) =Xa(ma7t)_Xa(ma’t0)

Figura 3.2: Fuerza de Reaccion del Contacto

Si la rotacion y/o los desplazamientos son pequefios y la superficie de contorno
es lisa, ninguna penetracién ocurre si:

(= Hg) Nao—S,<0en T, ()

Si las rotaciones y/o desplazamientos no son pequenas y las superficies de
contorno no son lisas, estas inecuaciones no representan las condiciones de
impenetrabilidad correctamente. Un ejemplo de esta situacion se ve en la
siguiente figura:
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Configuracién original

(/ \\\
1’// \.\
7 Q) °
( N
_,,_l‘_‘PB Nio
SO J;%ﬁfl PA \\
R )
/ e

Configuracion final

Penetracion sin violacion de (4 ,— 1)+

S
Nao—S, <0

Figura 3.3: Configuracion antes y después del contacto

-
Para este propdsito, esto es asumido que en cada estado ¢ paratodo x e[, (¢)

una cantidad escalar g = g(x,I';(¢)), pudiendo ser definido como:

9(x, T, (1) <0 si x£Q,()
95T, () =0 si xeT,()

9T, () >0 si xeQ,()

La notacion g=g(x,I';(¢))indica que g depende del vector ; y la forma de

[,(¢). Por lo tanto, g=g(x,I';(¥)) podria ser considerado como una funcional

mas bien qué funcién. De las ecuaciones anteriores, se ve que ninguna

penetracion ocurre en el estado ¢ si y solo si

gx.T,()S0 Vx el

Esta desigualdad es un apoyo a la condicion de impenetrabilidad, igual en el

caso de largos desplazamientos y/o superficies no lisas.

Existen otras consideraciones que se deben de tener en cuenta, como las que

N
pueden ocurrir cuando un punto 4 con vector posicion comun x eI’ (), con
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-

- - . )
un vector unitario e = e(x,?) intercepta (o se dirigen hacia) a varios puntos
pertenecientes a la superficie I’y (¢).

Oftra consideracion a tener en cuenta es cuando el vector unitario no tiene una

orientacién adecuada al punto 4 establecido (e es dirigido hacia dentro o hacia
fuerade Q,,(¢)).

Ambas consideraciones ultimas satisfacen la ecuacién (« ).

€
o]

Figura 3.4: Consideraciones referentes al contacto

3.2.- METODO DE REGULACION

Con el fin de garantizar la impenetrabilidad de un nudo de un cuerpo a otro
cuerpo, la inclusion de este nudo debera ser igual a cero, satisfaciendo de esta
manera las restricciones del probléma a lo largo de la superficie de contacto.
Existen dos métodos bien establecidos y de mayor uso en programas
comerciales para el caso de la restriccion de movimientos -nodales, estamos
hablando del Método de Multiplicadores de Lagrange y el Método de Penalidad.
Existen otros métodos de uso menos frecuente como los Multiplicadores
Aumentados de Lagrange, el método de Barrier y el uso de Ecuaciones
Algebraicas.
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Método de los Multiplicadores de Lagrange

Este método obliga que las restricciones de contacto se verifiquen de forma
exacta a través de sus multiplicadores de Lagrange. Este método tiene como
inconveniente el aumento del nimero de incognitas y la aparicion de ceros en la
diagonal principal de la matriz de rigidez asociada a los multiplicadores y que
puede traer dificultades numéricas en el proceso de solucién directa.

Método de Penalidad

E! método de Penalidad impone que las condiciones de contacto se verifiquen de
forma aproximada, por medio de coeficientes de penalidad. Este método es una
alternativa sin que sea necesario aumentar nuevas variables y es de facil
implementacién computacional. La desventaja de este método es la posibilidad
de hacer un mal acondicionamiento del sistema de ecuaciones dados que los
coeficientes de penalidad deberian tender al infinito.

A continuacién se presentan dos ejemplos analizados por los dos métodos
anteriormente comentados.

Ejemplo 01:
Datos del material 1: Datos del material 2:
A; = 2400 mm? A, = 600 mm?
Eq =70 x 10° N/m? E, = 200 x 10° N/m?
| 300 mm | 400 mm |
N | o
N v
§-1 : 2#—»——— : "
(@ Acero
Aluminio
Figura 3.5: Ejemplo sobre el Método de Regulaciéon
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Las matrices de rigidez del elemento son:

1 2« gdlglobal 2 3 « gdi global
. 70x10°x2400| 1 -1 K= 200x10°x600| 1 -1
: 300 -1 1 400 -1 1
La matriz de rigidez estructural global que se ensambla a partir de k' y k? es:
1 2 3

0.56 -0.56 0
K=10°*-056 0.86 -0.30
0 -0.30 0.30

El vector de carga global es:

F=[0 200x10° of
y los valores de los desplazamientos prescritos son:
ult=u3=0

La expresion del Funcional es de la Energia Potencial Total de la Estructura

II =%aTKa—an |

Utilizando el método de Penalidad : Para mantener la restriccién de los nudos 1
y 3 segun grafico anterior, se debera agregar un nimero tan grande a a los
elementos diagonales primero y tercero de la matriz de rigidez global, asi como
también se debera de agregar el nimero (a x u1) y (a x u3) al primer y tercer
componente del vector de carga global.

— 1 a = Matriz diagonal de coeficientes de
Op=Tlp+—r" *a*r g
2 penalizacion
r=Au-b ;r=0
La ecuacién de equilibrio resultante para valores de qes:

[K+AToAlu=f+ATab

Donde:

a=max. |K;|x10* 3 \
a=[0.86x10"]1x10
1<i<N;1<j<N
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Entonces la matriz de rigidez estructural global modificada es:

8600.56 —0.56 0
"K=10°* -056 0.86 -030

0 —-0.30 8600.30
Resolviendo el sistema: K u = F |
8600.56 -0.56 0 ul 0
106 *| —0.56 0.86 —-0.30 [*|u2{=]200*10°
0 -0.30 8600.30 u3 0

ul 15.1432x107°
u2\|= 0.23257 |mm
u3 8.1127x10°¢

Como se puede observar, los resultados de los desplazamientos u1 y u2
aproximadamente tienen el valor de cero y eso dependera del valor de a se
considere.

Utilizando el método de Multiplicador de Lagrange : Este método se basa en
afiadir al funcional a minimizar un término igual al producto de las condiciones
por un conjunto de multiplicadores y que pasan a ser nuevas incognitas del
problema.
Ip =Ip+ A" (Au-b) A = Vector ‘que contiene Gurera de
Au=b muitiplicadores

La ecuacién de equilibrio resultante es:
K A" |u| [f
A 0 |r]|b

Entonces la matriz de rigidez estructural global modificada es:

1056 -056 0 1 0]
-056 086 -030 0 0
K=10°* 0 -030 030 0 1
1 0 0 00
0 0 1 0 0
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Resblviendo el sistema: Ku=F

(056 -056 0 1 0] [ul 0
-056 08 -030 0 O |u2 200*10°
10°*% 0 -030 030 0 1|*|u3|= 0
1 0 0 0 0} | Al 0
0 0 | 0 0] [(22) [ 0 |
[ful] [ 0 ]
u2 0.23256
ul | = 0 mm
Al 0.13023
| A2] |0.06977
Ejemplo 02:
Datos
ki1 = k7= 100 fi=i;i=1..7
k22 =...= Keg = 200 u; — ug = 0.20
K12 =kas = ... = kg7 = -100
La matriz de rigidez estructural global es:
Fku ky, 1 [ut] Ffl_
ky ky o ky 0 u2 f2
ky ky ky u3 /3
ks kay ks *lud|=| f4
ki kss ks us f5
0 ko ke ke | |u6 /6
L ks ky | |47 Lf7_

Utilizando el método de Penalidad

[k, +a Kk, 0 0 0 0 0] [ul] [ f1+0*a ]
k, kyp+a ky, 0 0 -a 0| |u2| |f2+020*%a
0 ky ky ky O 0 0| |u3 13
0 0 ky ky ks O 0 |*|ud|= f4
0 0 0 ky ks kg 0| |u5 75
0 —a 0 0 ky kg+a kg| |u6| | f6-020%a
Lo 0 0 0 0 kg  ky| (w7 | f1 |

a=[200]x 10*
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[2*10°
~100
0

0
0
0
0

-100 0 0
2*%10° -100 0
-100 200 -100
0 -100 200
0 0 -100
-2*10° 0 0
0 0 0

ul

u2

u3

u4

us

ub

Lu7

0
-2*10°
0
-100 0
200 -100
-100 2*10°
0 -100

0
0
0

(1.4%107 |
0.27001
10.27502
0.25002
0.18502
0.07003
0.14003 |

- L.

Utilizando el método de Multiplicador de Lagrange

(100 -100 0 0 0 0 0
-100 200 -100 O 0 0 0
0 -100 200 -100 O 0 0
0 0 -100 200 -100 © 0
0 0 0 -100 200 -100 O
0 0 0 0 -100 200 -100
0 0 0 0 0 -100 100
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 -1 0

full [ 0 ]

u2 0.27

u3| |0.275

ud 0.25

u5 | =|0.185

u6 0.07

u7 0.14

Al 28

A2 |-24.5]

0 ull [ 1]

0 u2 400002

0 u3 3

0 [*\ud|= 4

0 us 5
-100| |u6 -399994
100 | («7) | 7 |

1 0] [ad] [ 1]

0 1 u2 2

0 0 u3 3

0 0 ud 4

0 0 |*u5|=| 5

0 -1| (ub 6

0 0 ul 7

0 0 Al 0

0 0] [A42] [0.20]
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3.3.- ALGORITMOS DE INTERACCION

3.3.1.- MASTER-SLAVE
Define que la interaccion se desarrolla entre dos cuerpos: cuerpo de contacto y
cuerpo objetivo.

SUPERFICIE
SEQUNDARIA

'—\M&-! N
N

SUPERFICIE
[~ "FRIMARIA

NUDO
NUDO PRIMARIO
SECUNDARIO PUNTO DE

CONTACTO

Figura 3.6: Representacion del Cuerpo de Contacto y Cuerpo Objetivo

El algoritmo garantizara las ecuaciones de compatibilidad entre las superficies
primaria y secundaria, evaluando la posible inclusién de los nudos secundarios
en la superficie primaria pero no evalla la posible inclusion de los nudos
primarios en superficie secundaria.

SUPERFICIE

SECUNDARIA SUPERFICIE

PRIMARIA

Figura 3.7: Representacion de la Inclusion de un cuerpo sobre otro
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Inclusion:
I=Ax.n
[ >0 - hay contacto entre nudos, aplicar restriccion.
! <0 - no hay contacto y no se aplicara restriccion.
Ax=HX
X - vector posicién de todos los nudos, primarios y secundarios

H - matriz de interpolacién para todos los nudos.

Ecuaciéon de Compatibilidad:
I=MHX).n>0
La condicién de contacto se garantizara si la inclusién es igual a cero.
HX).n=0
Nota: Para que la condicién se cumpla, se debe de multiplicar el valor a restringir

(/) por una rigidez muy alta (método de penalidad, k. = 0)

Ecuacion de Constitutiva: ‘
Cuando la inclusién se detecta, se aplica la condicién de contacto y se aplica en
el nudo secundario una fuerza en la direccién de la normal.
fs"= Fs n
fs" : es la fuerza a aplicar en el nudo secundario en la direccién normal.

Fs :es la magnitud de la fuerza normal en la interface.

Ademas:
Fs=Fs(l)=Ks !/

Ks = rigidez alta a aplicar para garantizar la condicién de contacto.

Ecuacion de Equilibrio:

Para mantener el equilibrio, se aplica una fuerza opuesta en el punto de
contacto, la cual se distribuye entre los nudos del elemento primario. La
distribucion se hace en funcion de las funciones de interpolacion.

fe"= -N'fs" : =-Fs N'n

fe" es el vector de fuerzas aplicadas en los nudos del elemento primario.
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Trabajo Virtual:
La ecuacion de trabajo virtual es:

VW = AUe.fe"+ AUs.fs"= ( AUe AUs).(fe" fs")
A Ue vector de 'desplazam_ienﬁto virtual del nudo primario

A Us vector de desplazamiento virtual del nudo secundario

Reemplazando:
VW = ( AUe AUs ).(-Fs N'n Fsn)

VW = -AU.(Fs H n)
AVW = - AU .(H" n ) AFs

AFs=AFs(l)=Ks A |
Al =(HAX).n=n" (H AU)

AVW = -AU .(H . n).Ks.n". (H Au)

La contribucién a la matriz de rigidez: Ks .H.n.n". H

La contribucién a la matriz de fuerza: Fs . H . n

SUPERFICIE

SECUNDARIA SUPERFICIE

PRIMARIA

AX=Xa-Xs
Xa:{xa}} Xa)(
Xay X = Xay
XS x
X Xs = x5 x y
{nx} Xs v Sy
n= :
Ny
AX = i ¢ -1 0
0 1 0 -1

2 'XSV

Figura 3.8: Vector Desplazamiento en la Inclusion
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n".H=[nx ny -nx -ny]
k=Ks .H.n.n". H

(nx.nx) (nx.ny) (—nx.nx) (—nx.ny)

e = Ks (ny.ny) (-nx.ny) (=ny.ny)
' (nx.nx) (nx.ny)
imetrico (ny.ny)

NOTA: En el caso de un elemento horizontal, el vector n=(nx ny)=(1 0)

3.3.2.- MORTAR ELEMENT

Este método es algo similar al método de Master-Slave, la variacion esta en que
utiliza los multiplicadores de Lagrange para restringir las condiciones de
penetrabilidad en vez de utilizar un elemento tipo gap.

La idea es proyectar variacionalmente los desplazamientos de un contacto
continuo con los operadores directamente por transferencia.

< Ver Articulo de
N Peter Wriggers

Figura 3.9: Representacién del Algoritmo Mortar Element

En esta descripcién, los Multiplicadores de Lagrange se asocian a la llamada
superficie non-mortar; otra superficie de contacto es llamada superficie mortar.
Desde la superficie non-mortar se define el vector normal y tangencial

3.3.3.- SPLITTING PINBALLS

Llamado también Algoritmo Pinball (Neal y Belytschko), representa una buena
alternativa basada en el empleo de particulas esféricas discretas para la
representacion de un cuerpo. La idea principal es asociar las esferas rigidas a
los elementos de contacto y utilizar las caracteristicas geométricas y fisicas de
las mismas en el proceso de busqueda de las fuerzas de contacto simplificando
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de esta manera las operaciones ya que solo estd en funcién a los parametros
geométricos de las esferas.

Las esferas localizadas en la superficie de cada cuerpo son efectivamente
candidatos a participar en el contacto y a estos elementos es necesario asociarle
una esfera tal como se describe en la figura.

4 N A
4q b Vv
/, >
)@
F 9]
10000000000 N
()
\J\
9808

Figura 3.10: Representacion del Algoritmo Splitting Pinballs

Para el caso de las fuerzas de friccion, este método aun tiene una deficiencia
para el calculo del mismo.

AW NN
AN VTV
S - 3 Ver tesis del Dr.
Quaranta Neto,
i Francisco
F "'AT‘T
{ i a2 _\
L ‘}
imraval)
Td rEmvany)

Figura 3.11; Representacion del Algoritmo Splitting Pinballs

3.4.- OPERADORES DE CONTACTO

Uno de los problemas de contacto es generalmente no saber cual es la region
exacta donde va a ocurrir el problema. Por ello la geometria de contacto es un
aspecto importante a ser considerado en los problemas de contacto.

De modo general la actualizacién de la geometria de contacfo, que es funcién

del las cargas y de las posiciones relativas entre cuerpos, se da en dos pasos:
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La busqueda entre los candidatos al contacto, determinando la region de
contacto; y el establecimiento de las relaciones cinematicas locales.

La basqueda de la regiéon a contactar no es trivial en el caso general ya que un
punto de la superficie de un cuermpo puede contactar en cualquier porcién de la
superficie de otro cuerpo, como también tal punto puede entrar en contacto con
una parte de superficie de su propio cuerpo. Asi mismo, la bisqueda para la
localizacion correcta del contacto demanda, dependiendo del problema, de un
esfuerzo computacional considerable.

Para esta tesis, se va a obviar este procedimiento de localizacién de la zona y se
considerara los puntos a contactar ya que solo se toma los efectos de translaciéon
y rotacion pequefos descritos en el capitulo de Mecanismo de Contacto.

Es por eso que existen tres tipos de elementos de contacto u operadores de
contacto: nudo-nudo, nudo-superficie y superficie-superficie. Dichos operadores
seran utilizados segln el problema de contacto que se tenga, teniendo en cuenta
el costo operacional que ocasionaria, ya que es distinto modelar un elemento

usando el operador nudo-nudo que el operador superficie-superficie.

Para el caso de problemas de contacto, los operadores de contacto deberan de
tener en cuenta la condicion de impenetrabilidad.

A continuacién se describe cada tipo de operador.

Operador: Nudo-Nudo

Es un operador de uso tipico en la cual se necesita conocer anticipadamente la
localizacion de contacto, es decir se conoce la posicion y direccion de las fuerzas
de contacto y ésta no cambia durante la aplicaciéon de la carga externa. Se
puede usar este tipo de operador para resolver problemas de tipo superficie-
superficie, siempre y cuando las deflexiones de ambas superficies fuesen
pequenas.
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» 3 B 3 ¢ 6
Fuerza
3 +5 # 2wl g5
externa ,
b 1 ¢4 1 b 4
Antes de Despues de
la deformacién la deformacidn

Figura 3.12: Representacion del Operador Nudo-Nudo

. Operador Nudo-Superficie
El uso de este operador es de mejor utilidad que el anterior ya que para este tipo
de operador no se necesita saber anticipadamente la localizacién del punto de

contacto.

Nudo
Contactor

Superficie
Objetivo

Figura 3.13; Representacion del Operador Nudo-Superficie

Operador Superficie-Superficie

Este operador es utilizado cuando se desconocen ambas regiones de contacto,
se utiliza una superficie de contacto (master) y una superficie objetivo (slave)
para formar el contacto. ’
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Superficie
Contactor

Superficie
Objetivo

3
x

Figura 3.14: Representacion del Operador Superficie- Superficie
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CAPITULO IV
EJEMPLOS APLICATIVOS

Se presentan tres ejemplos aplicativos las cuales se analizan los

desplazamientos y los esfuerzos en las zonas de contacto.

El primer ejemplo esta referido al modelo realizado experimentalmente por Hertz,
llamado Contacto de Hertz. Para este caso, se presentan los esfuerzos teéricos

y los esfuerzos calculados en la presente tesis.

El segundo ejemplo esta basado en los efectos que produciria el impacto de un
pértico de un nivel a una placa. Siendo este un ejemplo mas didactico y la cual
se puede observar en la realidad en las juntas de cada edificacién.

El ultimo ejemplo es la aplicacion de dos vigas en voladizo, las cuales esta
separado por cierta distancia y es aplicada una fuerza externa de manera que
una viga impacta sobre otra y se produce el contacto.

Para el calculo de los desplazamientos y los esfuerzos de estos ejemplos se han
utilizado los programas elaborados para la presente tesis y dos programas de
computo comercial llamados SAP2000 y ANSYS, las cuales de alguna manera

han corroborados los resultados.
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4.1.- CONTACTO DE HERTZ

Se analiza un cilindro apoyado sobre una supetficie rigida con los datos

siguientes:

Elemento 01 (Cilindro)

Radio = 500 mm
Modulo Elasticidad (E1) = 210 GPa
Médulo de Poisson (v1) = 030

Carga (P) = 1 KN/mm

Elemento 02 (Superficie)

Longitud (L) = 500 mm
Altura (h) - = 50mm
Médulo Elasticidad (E2) = 210 GPa
Médulo de Poisson (12) = 030
Separaciéon entvre cuerpos (S) = 0.00 mm

a P12 b

lemento 01 \ /

‘Elemento 01

/ d

!
|
|
I = Elemento 02

H b
Elemerto 02] | FERRES

INK A > > A S L
2

A7X

Figura 4.1: Visualizacion del modelo

Siendo ambos cuerpos simétricos, se ha simplificado de una manera adecuada
su geometria, siendo discretizado ambos cuerpos en 2172 elementos
triangulares, 1187 nudos y 2 elementos de contacto. '

- Por las proporciones que guarda la geometria se ha usado el Elemento Finito
triangular con Deformacién Plana.
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Los resultados de los desplazamientos se muestran a continuacion:

DNwo | BT | Cinal | Ansvs | Ansvs
a -0.0336 -0.0407 -0.0404 -0.0337
b -0.0387 -0.0459 -0.0455 -0.0386
c -0.0173 -0.0208 -0.0207 -0.0172
d +0.0003 | +0.0003 +0.0003 +0.0003
N° Nudos 1187 4542 4679 14762

Los graficos que se muestran corresponden a los estados de procesamiento con

el programa elaborado.

a
N\ e
o X
?; ‘\
Py
7/
/
‘ AN
c N . <]
5

b

Figura 4.2: Estructura discretizada en 2172 elementos triangulares

AvaS AYAVAVAV
WAV
SIS

S

\ \Supe e V4 )

a‘%&% v

VAVAVAYA

AT

/

el

Estado Inicial: Geometria
inicial en zona de contacto
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»dro
Estado Fnal geometria al
final del proceso

AN

s/§:ﬂ\c@/ \

/\

Figura 4.3: Geometria durante los Estados del Proceso

Los resultados de los esfuerzos se muestran a continuacion:

. . . 6pto 8pto

ID Nudo Tipo 3pto Lineal | 6pto Lineal ANSYS ANSYS
a oy -1.103 -1.919 -1.565 -0.9958

b oy -0.972 -1.783 -1.529 -1.002
e | oy -159.331 | -349.976 | -359.56 | -312.537
d oy -2.525 -0.0030 -0.0034 -0.00001

(oy) Esfuerzos en eje Y-Y| (oy)

Esfuerzos en eje X-Y| (1y)
Figura 4.4: Esfuerzos Alisados en cada sentido
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Se presentan los esfuerzos en cada direccion en la zona de contacto.

Figura 4.5: Esfuerzos en el sentido X-X en zona de Contacto (o)

Figura 4.6: Esfuerzos en el sentido Y-Y en zona de Contacto (ay)

S S W I I I 1 I [
e N, —

—— ———

Negativo Positivo

Figura 4.8: Escala de Colores para los Esfuerzos
Seqgln la Teoria del Contacto de Hertz, para el caso de un cilindro sobre un

plano se tiene la siguiente expresion en la que describe el esfuerzo en
compresién en dicha zona:

p(x) =k 2\/ 52 — x2
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2.P ) 4.P'.R
=" 2
k_n.bz b n.E

De esta manera el valor del maximo esfuerzo en comprension seria:
p(x =0) = k.b =365.6 MPa

Con la finalidad de mejorar los resultados a nivel de esfuerzos, se procedera a
realizar dicha mejora usando la metodologia de mallas adaptivas. Dicho
procedimiento es evaluado con el programa computacional en la version de
Elemento Finito de tres nudos.

Del ejemplo, presentamos los resultados referentes al error, considerando un
Error Global Relativo igual a 0.05 (5%):

Norma de la Energética Total = 2.5067
Norma de la Deformacion Total = 6.8794 -
Parametro de Error Total = 7.2875

R A AV A LA
e i
I
Color Rojo = Parametro local > 1.
Color Cyan = Parametro local <1

3V T AT AR G AT/N
g@@%&iﬁ%‘y&w&%
T4 AV

Parametro local minimo = 0.11

Parametro local maximo = 161.62

Siendo 1 el valor optimo del Parametro

Figura 4.9: Valor de Parametros Locales

Para este caso, segln los parametros locales existe mucha diferencia en los
esfuerzos calculados en los puntos gaussianos y su respectivo alisado (promedio
aritmético), asi podemos citar como ejemplo el nudo localizado en la zona de
contacto.

Los Esfuerzos (g,) de los elementos que contienen al nudo de contacto

correspondiente al cilindro y al plano rigido son:

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE 88
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA . Caplitulo IV

Facultad de Ingenieria Civil Ejemplos Aplicativos
(34)| -194.324 71814 |(33)
. i,
CI|Inq.fO~\
\
\ /N
\\ // \\
\ / \
Punto de \ /’
Contacto N

/ Superfigi‘é

-19.875 [(1128)

{1127)] -210.354

Figura 4.10: Valores de los Esfuerzos en cada elemento

“Los valores de los esfuerzos en cada elemento triangular estan entre el rango de
-210.354 a + 9.284

-159.331

Cilindro

Punto de
Contacto
0=-133.069
o=-115.115

Superficie

Figura 4.11; Valores de los Esfuerzos Alisados

Los valores de los esfuerzos en cada nudo estan entre el rango de -159.331a +
0.583.

De la figura 4.10, podemos apreciar la diferencia que existe entre los valores de

los esfuerzos en cada elemento triangular adjunto.
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Los valores de los parametros locales para dichos elementos son:

ID Elemento Parametro Local
33 94.0698
34 93.6306
1127 161.615
1128 72.0729

De esta manera y conociendo a priori el valor del esfuerzo maximo de
compresion, se ha tomado la decision de discretizar o reducir los tamarios de los
elementos triangulares de solo aqueilos que estén involucrados dentro de la
zona de contacto y que tengan como parametro local mayor a 1

La nueva malla de los cuerpos en estudio esta compuesta por:
1809 nudos, 3353 elementos triangulares y 09 elementos de contacto

b Vi
iy
) \,,
43
g - EERT
[+ EET
AL
» 3 1
1 0
¢ 3
A "
o
K1 " .
S "l <) WAy
. 3
Y
4 L
/ 0y
) TAVA)
W8 £ " N \f
Antes Ahora
Figura 4.12: Comparativa entre mallas
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R
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0

Antes

\/
SVA N /BA L VAVAN
ﬁw ~ ‘“‘\ RROX

Figura 4.13: Comparativa entre mallas, area localizada

A continuacion se presentan los resultados obtenidos:

s Para el caso de los Desplazamientos (3,):

\

A
S

>

. 3pto Lineal
ID Nudo 3pto Lineal (H-Adap)
a -0.0336 -0.0340
b -0.0387 -0.0391
c -0.0173 -0.0174
d +0.0003 +0.0003
N° Nudos 1187 1809
e Para el caso de los Esfuerzos (g, ):
. . 3pto Lineal
ID Nudo Tipo 3pto Lineal (H Adap)
a oy -1.103 -1.39
b oy -0.972 -1.33
c ay -159.331 -367.948
d oy -2.525 +0.018
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e Para el caso de la Norma:

®

SRR TP T AT A

s
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X *%V.x
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Figura 4.14: Valor de Parametros Locales

Para un Error Global del 0.05 (5%):

Normas:

De la Energética Total = 0.8856
De la Deformacién Total = 7.042

Parametro de Error Total = 2.5153

Pardmetro local minimo = 0.22

Parametro local maximo = 8.82

Verificamos ahora los valores de los esfuerzos en |la zona de contacto. .

e Para el caso de Esfuerzos (g,) calculados en el Punto de Gauss (Un

punto de Gauss por cada elemento triangular) son:

(3136)

-390.341

T "

Cilindro

' o
-384.977 .

(3289)

| (3290)

L

— | 4 *
: \\,;i N
e Ty

Figura 4.15: Esfuerzos en cada elemento triangular

. fr'

Los valores de los esfuerzos en cada elemento triangular estan entre el rango de

-390.341 a +3.509

o Para el caso de Esfuerzos (g,) calculados en los Nudos través de su

respectiva extrapolacioén son:

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR

92



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA . Capitulo IV

Facultad de Ingenieria Civil ' Ejemplos Aplicativos
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o, o ¢ ’ -
f 2 Cilindro
s &
¢ a
Punto de - r ; N ! _\
Contacto ﬁ ﬁ e v
0=-367.948 [ i \
0=-367.088 >l
&
i B \ /
- e Superficie ‘

Figura 4.16: Esfuerzos Alisados

Los valores de los esfuerzos en cada nudo estan entre el rango de -367.948 a
+0.228

Los valores de los parametros locales para dichos elementos son:

ID Elemento Parametro Local
3136 4.1963
3137 5.0862
3289 3.7669
3290 4.8722

Se podria tomar como aceptable estos parametros de error local, debido que al
seguir reduciendo el tamano del elemento triangular podriamos llegar a tener un
error de redondeo compdtacional. El area del elemento mas pequefio en la zona
de contacto es 0.022mm?2 y el tamafio promedio en dicha zona es 0.50mm2.

Existe otra variable muy importante para el desarrollo de estos problemas a
través del algoritmo usado en la presente tesis, se trata del valor de la rigidez
que actua cuando cumple la condicién de la inclusion.

Para este ejemplo en particular el procedimiento para obtener el valor de dicha
rigidez fue de manera tentativa, pues se fue evaluando progresivamente hasta
cumplir la condiciéon de impenetrabilidad y la variacion de los esfuerzos con la
ayuda de la metodologia de la estimacién del error. |

Se presenta el cuadro indicando los valores de la rigidez de los elementos de
contacto y sus resultados en dicha zona.
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Figura 4.17: Variacion de la Rigidez de los Elementos de Contacto

o Don | LocalMasimo | Towdel | Desplezamiento | Esfuerzo
del Error Error S y
lter 01 108.6 5.83 -0.0250 -2439.2
iter 02 81.0 4.83 -0.0223 -1694.6
iter 03 37.25 3.42 -0.0205 -1175.0
Iter 04 34.11 3.24 -0.0198 -1012.0
iter 05 8.8 2.51 -0.0174 -367.95

Mostramos ademas, la grafica de la inclusién del cilindro al plano rigido.

groo—
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. <J)< \ ’ —X Cilindro\

N

f NN
A

Bt{r c}z/o I\S%n{ }to\ AP/any?f%Wb\

Figura 4.18: Desplazamiento en los Nudos

Finalmente se presenta grafica de los valores de los esfuerzos alisados
(Promedio Directo) para los cuatro casos analizados.

Esfuerzos en la Seccion Transversal del Cilindro - Plano Rigido

Esfuerzos
‘correspondientes al
Cilindro

-40D0 -350 -300 -250

Seccion Transversal (mm)
&

Esfuerzos
correspondientes
a la Superficie

Esfuerzos ayy (MPa)

—e—Lineal 3pto  —&—Lineal 6pto —=—ANSYS 6pto —>—Lineal 3pto Hadap

Figura 4.19: Esfuerzos Alisados en Zona de Contacto
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4.2.- SISTEMA APORTICADO

Se analiza un sistema de porticos de un nivel con los datos siguientes:

Elemento 01
Longitud (Columna,Viga) = 5.0m
Ancho (Columna, Viga) = 0.50m
Espesor (Columna,Viga) = 0.30m
Médulo Elasticidad (E) = 2100000 Ton/m2
Mobdulo de Poisson (v) = 0.20
Carga (P) = 30.0 Ton
Elemento 02
Longitud (Placa) = 5.0m
Ancho (Placa) = 1.50m
Espesor (Placa) = 0.30m
Separacion entre cuerpos (S) = 0.1cm
' 5
P =ﬁn ; - Elemento 01 ﬂ - - = | i
Elemento 02
g
L APl
E 400 250 oy 150

Figura 4.20: Visualizacion del modelo

Se han discretizado las vigas en 2171 elementos triangulares, 1236 nudos y 01
elemento de contacto. R

Por las proporciones que guarda la geometria se ha usado el Elemento Finito
triangular con Tension Plana.
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Los resultados de los desplazamientos se muestran a continuacion:

DNudo | PFR | BED | e | sapso0o
a 00139 | 00146 | 00139 | 0.0144
b 00134 | 00139 | 00134 | 00138
c 0.0034 | 00039 | 00034 | 0.0038
d 0.0033 | 00030 | 00033 | 0.036

Los graficos que se muestran corresponden a los estados de procesamiento con
el programa elaborado.

(a) (b) c) /d)
Il ‘\ ‘

Y
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WAL AN W W Wi W W W ey 20 (N Y AW N P AT A B pd !
PAN LWAW=LY (W2 W Vo P 8 NP A W A TAN AV AW AVAN o LN
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Figura 4.21: Estructura Discretizada

Estado Inicial:
Geometria inicial en zona
de contacto

/
N\
N
AN
NN
FANIFANIFAN

Plac
Y\I/ /
SNASEN N
: g/ v Estado Intermedio:
.t \< Geometria antes de
AN i verifica las condiciéon de
™~ /N impenetrabilidad (se
SIN SN LT visualiza la inclusiéon del
/ Placd Pértico a la Placa)
' /
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WAV G /)g\ha\c
AN or io/! <\ | 2 .

Estado Final:

Geometria " al final del
analisis (Contacto entre
Portico y Placa)

Figura 4.22: Geometria durante los estados del proceso

Los resultados de los esfuerzos se muestran a continuacion:

IDNudo | Tipo | 3ptoLineal | 6ptolLineal | 03&‘; 4 | SAP2000

1x Oy -979.13 -1173.23 -98Q.26 -1132.05

2X Oy 1105.04 1388.52 1106.33 1092.59

3x . Ox . 599.79 762.71 602.56 716.77

4x Oy -1464.33 -1748.00 -1467.44 -1315.12

5x Oy -994.24 -3320.31 -988.92 -1240.52

6x Oy -961.31 -3221.82 -968.76 -1093.96

1y Oy 1227.96 1686.60 1228.34 1628.89

2y gy -584.08 -797.02 -586.31 -698.92
1x\ 3x\jx\ /6x

P - - }

N/
' Esfuerzos en ejelX (ay) ‘, | |Esfuerzos en eje Y‘(cry) ”
1y | | v
| N i

Esfuerzos en eje) X-Y
(™)

S

Figura 4.23: Esfuerzos Alisados en cada sentido
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Se realizo ademas, el analisis no lineal geométrico a través de proceso iterativo
incremental “paso a paso”. Las cuales se muestran los Esfuerzos a medida que
se va incrementando las cargas. Para este ejemplo se dividié la carga en 06
partes hasta llegar con la carga total.

1| sx=+s5.87 sxto.oo - $x=+11.74 $4=0.00
. Paso1,Pi=5 |” .1 Paso2, P;=10
_: s ;
| - 4 Sl

FM.._..—_-MMF *Q |r¢&lknx___.“., AN
Sx=-161.36 Sx=3348 o} Sx=-435.46 Sx=-434.16
Paso 3, Py=15 - - | Paso4 P=20 | s !

. _15 O

L4 N .
:‘;fmu-___‘mm-'f;p- D J > i

[ sx=-71217 sx=-7bi46 | Sx=-988.92 Sx=-968.76
¥ '
| Paso5, Ps=25 "Paso 6, Ps=30 el
=
Figura 4.24: Andlisis NoLineal - Esfuerzos en X-X (oy)
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Paso 1, P1=5 Paso 2, P>=10

Sy=+170.7

Paso 4, P4=20

Sy=+240.1

Sv=+216.5

T ————
§v et - e diand

th I ey 1
) =t L s ..:A’.

Paso 5, P5=25 Paso 6, P=30

Sy=+263.1 Sy=+286.1

Figura 4.25: Analisis NoLineal - Esfuerzos en Y-Y (ay)

Del cuadro de resultados mostrados anteriormente, la comparacién ente los
esfuerzos calculados mediante un analisis lineal y los calculados mediante un
andlisis no lineal geométrico no varian mucho, debido que la no existe un
excesivo cambio geométrico. Algo importante de este método es que nos
visualiza el comportamiento del los cuerpos a medida que se incrementa las

cargas.

A continuacioén se presenta los Esfuerzos (sy) en la zona de contacto, calculados
en el Punto de Gauss (Un punto de Gauss por cada elemento triangular) y los

Esfuerzos Alisados mediante el método de Promedio Directo:
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(795) | -994.243 -961.310 [(1250)

Figura 4.26: Esfuerzos en cada elemento triangular

Los valores de los esfuerzos en cada elemento triangular estan entre el rango de
-1962.18 a +1557.73

Punto de Contacto
0=-994.243

0=-961.31 j

I
«Q
c
=
0
»
N
~
m
L]
128
c
[}
N
[o]
1]
=
v
]
Q
o
7]

Los valores de los esfuerzos en cada nudo estan entre el rango de -1464.33 a
+1105.04

Los valores de los parametros locales para dichos elementos son:

ID Elemento Parametro Local
795 18.211
1250 19.933
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Con respecto a la Normas:
Para un Error Global Relativo igual a 0.05 (§%):

Norma de la Energética Total ‘ = 0.35105
Norma de la Deformacién Total = 0.83134
Parametro de Error Total = 8.44535

Parametro Local:
Color Cyan <1
Color Rojo [1, 17]
Color Negro >17

Parametro local minimo =0.14

Parametro local maximo = 33.12

i Siendo 1 el valor optimo del Parametro
Figura 4.28: Valor de Pardmetros Locales

En este ejemplo existen dos detalles importantes. La primera es que solo se ha
usado un elemento de contacto (01 gap) asumiendo inicialmente que el contacto
ocurre en un solo punto, lo cual puede ser falso y como consecuencia se tendria
que redistribuir el esfuerzo puntual calculado a lo largo de una longitud de
contacto que se calculara cuando se actualice la nueva malla.

El segundo detalle importante ocurre en la geometria del elemento triangular en
el supuesto punto de contacto. El cambio de orientaciobn de dos triangulos
adyacentes no debe de influenciar mucho en los resultados, si esto ocurre es
porque no se tiene una buena distribucion de los elementos o los nuevos
triangulos cambian sustancialmente en su geometria (area y angulos internos).

] AN

D

EANRN

*| -55.425

~~

A

A E A " Punto de Contacto Y
, /“( —IX— > 0=-361.98 X R
L/ 7 X - =-961.64 nd Z
}r ‘ - \\‘ ] _,><; A s
S 4l '

Figura 4.29: Cambio de Orientacion, Esfuerzos

De los resultados presentados anteriormente en referencia a la norma, se
procedera a discretizar o reducir los tamarios de los elementos triangulares que
estan involucrados en la zona de contacto con la finalidad de mejorar los

resultados de los esfuerzos.
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La nueva malla de los cuerpos en estudio estd compuesta por

2216 nudos, 3964 elementos triangulares y 07 elementos de contacto
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Figura 4.30: Comparativa entre mallas

izacion de la

ejor visua

Amplificando la zona de contacto para tener una m

geometria.

SO
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/] \A / 4
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DEPK PKD

, S

N/ N
7
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Antes

Comparativa entre mallas, area localizada

Figura 4.31:

s

A continuacion se presentan los resultados obtenidos:

itud de Contacto (I.)

Para el caso de la Long

[y

se procedié usando solo un elemento de contacto y

Para obtener este valor

cambiando de manera iterativa el valor de la rigidez del elemento de contacto

hasta llegar a cumplir la condicion de impenetrabilidad.
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Longitud de Contacto (m)
Ne | A,
ElemCont 0 0.05 01 | 015 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 038
1 0 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 | 0.0003 { 0.0002 | 0.0001 0 0.0001
7 ] 0 0 0 0 0 0 0.0001 | -0.0002 | -0.0003 | -0.0004

De la tabla adjunta, se puede visualizar que usando un (01) elemento de
contacto, la longitud de contacto llega medir hasta 0.70m, a partir de alli la
longitud de penetracidbn se hace nula ya que ambos cuerpos comienzan a
separarse. A medida que se va activando los elementos de contacto con su
respectiva rigidez, se va reduciendo la longitud de contacto asi como también se
va reduciendo la longitud de penetracién. La longitud de contacto final estaria en

el rango de 0.40m

¢ Para el caso de los Desplazamientos (3):

(a)\ (b)\ /(C) /

(d)

e ANV VAT AYAYA AT YA 4 R NS S A YAV ; S 7
s Virivaril 7 SN SR TRy 7
N RRE i ' )%:: ST
e
(_
AN 7
ID Nud O b
udo . 3pto Lineal
3pto Lineal (H Adap)
a 0.0139 0.0140
b 0.0134 0.0136
c 0.0034 0.0036
d 0.0033 0.0035
e Para el caso de los Esfuerzos (o, ):
. . 3pto Lineal
ID Nudo Tipo 3pto Lineal (H Adap)
1x Ox -979.13 -1,073.20
2x ox 1,105.04 1,353.00
3x oy 599.79 709.26
4x Oy -1,464.33 -1,626.56
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5x O -994.24 -448.27
6x Ox -961.31 -435.91
1y ay 1,227.96 1,431.16
"2y gy -584.08 -669.525
5x
NN
N ’,\ - \f-’ _,__/M}_— rl ‘I?ll
2x 4x [
l A
Esfuerzos en eje X (ay) | Esfuerzos en eje Y|(g,) f
1y 2 ! “
| \ hel 1,
T

Esfuerzos en eje X-Y (Txy)

-

Figura 4.32: Esfuerzos Alisados en cada sentido

e Para el caso de la Norma:
Para un Error Global del 0.05 (5%):

% : Eg!‘ _ T |
A
i Al Normas:
41 i De la Energética Total = 0.2354
?;F‘:;f%%a_ De la Deformacion Total = 0.8568
S Parametro de Error Total = 5.4945

Figura 4.33:
Valor de Parametros Locales

Parametro local minimo = 0.235
Parametro local maximo = 22.207

Verificamos ahora los valores de los esfuerzos en la zona de contacto:
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o Para el caso de Esfuerzos (g,) calculados en el Punto de Gauss (Un

punto de Gauss por cada elemento triangular) son:

(3703) | .525.37 -503.39 [(3942)
NN I
, -371.18 -368.43 943)
4 704)
y
[ )
A -2193
" /\ 7|- - ‘
’ N /
! ‘ Pértico N Placa
i - g . A\ Ay T\ A1

Figura 4.34: Esfuerzos en cada elemento friangular

Los valores de los esfuerzos en cada elemento triangular estan entre el rango de

-2193 a +1946.5

e Para el caso de Esfuerzos (g,) calculados en los Nudos través de su

respectiva extrapolacion son:

NI 1| EARENE NS
FARS YN '
NV \ Ny \ %
, ; N
- ’ » Punto de
o \\ {  Contacto
| o=-448.27 é
0=-435.91
AN Y
s ‘
A Pertico N Placa
% N B BN < 7~ 7~ L/N__ A A" 1]

Figura 4.35: Esfuerzos Alisados
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Los valores de los esfuerzos en cada nudo estan entre el rango de -1626.6 a
+1353 '

Los valores de los parametros locales para dichos elementos son:

ID Elemento Parametro Local
3703 3.08271
3704 2.24475
3942 2.93276
3943 2.44018

Se presenta el cuadro indicando los valores de la rigidez de los elementos de
contacto y sus resultados en dicha zona.

1000 T

1

™
~ N
S N
S ~
£

X
] \\\ === |teracion 01
E 100 NG ~& A
9 ™ ——Iteracion 02
= ) S
3 "\ —aA—Iteracion 03
N .
,% 3 Q —— [teracion 04
i \
e —o— Iteracion 05
N\
N
10 )
0 0.1 0.2 0.3 0.4
Distancia desde el centro, x (m)

Figura 4.36: Variacion de la Rigidez de los Elementos de Contacto

Finalmente se presenta grafica de los valores de los esfuerzos alisados
(Promedio Aritmético) para los tres casos analizados en la seccion transversal
del pértiéo-p|aca ubicada sobre los puntos (5x) y (6x)
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Esfuerzos en la Seccion Transversal en Zona de Contacto
1000
500
0 _ ~ . A
N 500 A5 D N o 6!5
E
S -1000 \ s 7{
e
. -1500
; \J
o -2000
: \
S -2500 -
E Esfuerzos Esfuerzos
-3000 correspondientes 1 correspondientes ala
| POrti
-350( al Pértico Placa
-4000
Seccion Transversal (m)
—6—Lineal3pto —&—Lineal 6pto  —=—Nlineal 3pto = ——Lineal 3pto Hadap
Figura 4.37: Esfuerzos en Zona de Contacto
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4.3.- VIGAS EN VOLADIZO

Se analiza dos vigas en voladizo con los datos siguientes:

Longitud (L,, L;)

Ancho de viga (b4, b;)
Altura de viga (hq, h,)
Médulo Elasticidad (E)
Médulo de Poisson (v)

Carga (P)

Separacion entre cuerpos (S)

()

= 3.0m

0.20m

0.40m

2100000 Ton/m2
0.20

= 3.0 Ton

= 0.5cm

y— {b) (e)

0.50

Figura 4.38: Visualizacion del modelo

Se han discretizado las vigas en 2156 elementos triangulares, 1216 nudos y 01

elemento de contacto.

Los resultados de los desplazamientos se muestran a continuacion:

IDNudo | 3,3ptoLineal | 3 6ptoLineal | > P° | 3, SAP2000
a -0.0076 -0.0077 -0.0075 -0.0077
b -0.0025 -0.0026 -0.0026 -0.0026
d 10.0032 -0.0034 -0.0032 -0.0034

Los graficos que se muestran corresponden a los estados de procesamiento de

los resultados con el programa elaborado.
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Figura 4.39: Estructura discretizada en 2156 elementos triangulares

FAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN

AAIAN T Estado Inicial:

il L,/|/]/’] AL T 7L o Geometria inicial en zona de
AWAYAVAVAVAVAYAVAVAVAVAVAN k, | contacto
/\/\/\/\/\/\/\/\/\ NINENINT

JAVAVAVAV

RVAVA

z /\/\/ WA /\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\
SENINONININTNINININININSNINSNSNINSNININONS
VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAS

PN \/\/\/\/\/\/\/\/‘}/ NINININININSNN,

\NANAANAANANANAAANAAANANANAN e
A A A A ANVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
AVAVAVAN At TAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

P9 saZl o Bt XeTe T

3 vv,s.vyiw Estado Intermedio:

o ; ST Geometria antes de verifica las condicién

-ﬁ*‘%ﬁv&,& p,"' de impenetrabilidad (se visualiza Ia
23 m&%ﬁ inclusion)

AVAVAYAVAVAY SYEVAY RVAYAVAVAYAV AV AVAYAVAVEY

/\/\i\f\/\/\/\f\/\f\/\l\/\/\/\/\/\,(\/\_/\/

N, \/\/\/\/\/\/\1\/\/\1\/“\/\/\/\/\/\/\/\/\
g ; Ay ! NN £\

Estado Final:
Geometria al final del analisis (Contacto
entre Viga01 y Viga02)

WA A‘VAVA‘VAYA m
,/mnmm?m-mmn-u;n

Figura 4.40: Geometria durante los estados del proceso

Los resultados de los esfuerzos se muestran a continuacion:

IDNudo | Tipo | 3ptoLineal | 6pto Lineal | 035:]‘; 4 | SAP2000
a o, | -12825 | -366.324 | -120.08 -189.97
b ay -64.13 -195.436 -65.91 -111.88
c ox 1068.70 | 122813 | 1054.33 | 1083.45
e o 498 87 606.05 507.81 527.45
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‘1 Esfuerzos en eje X (oy)
4 ,__,/ e e - J‘\J
k Esfuerzos en eje Y (oy)
} — __-_ - m__r_,._,, t a -\J:I Esfuerzos en eje X-Y (7y)

—

i

Figura 4.41: Esfuerzos Alisados en cada sentido

Se realiz6 ademas, el analisis no lineal geométrico a través de proceso iterativo
incremental “paso a paso”. Las cuales se muestran los Esfuerzos a medida que
se va incrementando las cargas. Para este ejemplo se dividié la carga en 05
partes hasta llegar con la carga total.

Paso 1, P1=0.6 oran I

/7
Sx=-5.39 Sx=0.00
Paso 2, P»=1.2 {

Sx=-10.76 Sx=0.00

Paso 3, P;=1.8 M&ﬁ:ﬁ.‘m\ l

Sx=-5.97 Sx=-5.82

Paso 4, P,=2.4 m“ ‘

Sx=+0.13 Sx=-37.19

Paso 5, Ps=3.0 =
Sx=+5.77 Sx=-56.17 |g/y g
Figura 4.42: Esfuerzos en el sentido X-X (oy)
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Paso 1, P1=0.6
 Sy=+7.94 Sy=000 |}
}1‘ ;";?m-,‘» =% An‘-gxr‘-j” s s st s A.:;‘;‘:‘g;
Paso 2, P>=1.2 E‘ ftests, W u%
Sy=+15.90 Sy=0.00 |}
Paso 3, P;=1.8
Paso 4, Ps=2.4
Paso 5, Ps=3.0

Sy=-129.1 Sy=-65.9

Figura 4.43: Esfuerzos en el sentido Y-Y (oy)

A continuacion se presenta los Esfuerzos (oy) en la zona de contacto, calculados

en el Punto de Gauss y los Esfuerzos Alisados mediante el método de Promedio
Directo:

-128.248 | (844)

wava
g
(1516) | -43.578 [\OLY
W/( Y / Yay
5\7(}’3”\,77\4 ;%\,é\’f\'.\g;%, SIS

Z /\7</ YAVAVAVAV.V.iVIVLVAN

Figura 4.44: Esfuerzos en cada elemento triangular

14)

Los valores de los esfuerzos en cada elemento triangular estan entre el rango de
-213.31 a +213.74
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Punto de Contacto
0=-128.25
0=-64.13

; \ \/\/\/\/*/\/\/\/"

AV
/ v \/\/\/\/\/v\%a(/ v

Figura 4.45: Esfuerzos Alisados

Los valores de los esfuerzos en cada nudo estan entre el rango de -213.31 a
+213.74

Los valores de los parametros locales para dichos elementos son:

ID Elemento Parametro Local
844 5.35747
1516 3.93183
1513 4.55104
1514 3.83542

Con respecto a la Normas:
Para un Error Global Relativo igual a 0.05 (5%):

Norma de la Energética Total = 0.0509
Norma de la Deformacion Total = 0.2220
Parametro de Error Total = 4.5851

Parametro Local:
Color Cyan =1 Parametro local minimo = 0.004
Color Rojo [1, 8.4] Parametro local maximo = 15.73
Color Negro >8.4
Figura 4.46: Valor de Parametros Locales

Se procedera a reducir los tamafios de los elementos triangulares que estan
involucrados en la zona de contacto y en la zona de empotramiento de la viga01
con la finalidad de mejorar los resultados de los esfuerzos.
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La nueva malla de los cuerpos en estudio esta compuesta por:
1668 nudos, 3022 elementos triangulares y 16 elementos de contacto

s .nwx'w«

e@?e ﬂ%n
s
i

T
,Q@M;@mﬁﬁ i

KA AL

'Lt&tatgé)‘:f
AR,

Figura 4.47: Comparativa entre mallas

Amplificando la zona de contacto para tener una mejor visualizaciéon de la

geometria.
, Pt V7=
\VAVAY NN A
A I\ , N
INNNNANNNNNN/
NANNANNNNNNS ! ANAY
CNNININININININININININN :/
\/>
i /]
NN AN NN N N N N AN AN i N 7 N7 N/
Antes Ahora

Figura 4.48: Comparativa entre mallas, area localizada

A continuacién se presentan los resultados obtenidos:

e Para el caso de la Longitud de Contacto (I,):
En este caso, no se encontré6 mas que un solo punto de contacto a pesar que se
fue incrementando de manera iterativa el valor de la rigidez del elemento de

contacto hasta llegar a cumplir la condiciéon de impenetrabilidad.

i Longitud de Contacto (m)
NO
ElemCont 0 0.012 | 0.025 | 0.0385 | 0.05 0.065 0.10 0125 | 015 0.20 0.25
1 0 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0008 | 0.0010 | 0.0013
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e Para el caso de los Desplazamientos (3,):
(c) '

ID Nudo 3pto?_yineal 3pto LineZ)l{ (H Adap)
a -0.0076 -0.0076
b -0.0025 -0.0026
d -0.0032 -0.0033

e Para el caso de los Esfuerzos:

ID Nudo [ Tipo 3pto Lineal | 3pto Lineal (H Adap)
a o -128.25 -507.62
b o -64.13 -264.92
c | o 1,068.70 1,115.40
e o 498.87 493.26

e Para el caso de la Norma:

Error Global Relativo = 0.05 (5%) Parametro de Error Total = 3.75
De la Energética Total = 0.0419 Parametro local minimo = 0.005
De la Deformacion Total = 0.2235 ' Parametro local méximo = 8.55

Figura 4.49: Valor de Parametros Locales

A continuacion se presenta los Esfuerzos (o) en la zona de contacto, calculados

en el Punto de Gauss y los Esfuerzos Alisados mediante el método de Promedio
Directo:
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. / r\A » ‘- . " _.<'.
2786 [ -181.96 | - (2855)

i — B —— - L
lf i N k\f,\'_q;__' 43508
_\A/.{_ NG \"/(2*819) .\.__ Y \ L____ga02 .

Figura 4.50: Esfuerzos en cada elemento tnangular

Los valores de los esfuerzos en cada elemento triangular estan entre el rango de
-655.51 a +206.32

,7.(‘:*}7)\ ‘ Punto de Contacto

A KT 0=-507.62
\/\///‘f ‘ 0=-264.92

/\ AN N

V/qa 02

F|gura 4.51: Esfuerzos Alisados

Los valores de los esfuerzos alisados en cada nudo estan entre el rango de
507.62 a +160.20

Los valores de los parametros locales para dichos elementos son:

ID Elemento Parametro Local
2762 4.42361
2834 3.67977
2786 473616
2819 5.52792
2855 472957

Para la zona de contacto, se grafica los valores de los esfuerzos en la direccion
Y-Y para los casos analizados en la seccion transversal de la viga ubicada sobre

los puntos (a) y (b).
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Esfuerzos en la Seccion Transversal de la Viga

Esfuerzos correspondientes a
la Viga Superior

o— —
D0 =500 -400 -300

Esfuerzos correspondientes a
la Viga Inferior

Seccion Transversal (m)
&

Esfuerzos oyy (Ton/m2)

—e—Lineal 3pto —&—Lineal6pto ——Nolineal 3pto —<—Lineal 3pto Hadap

Figura 4.52: Esfuerzos en Zona de Contacto

Los valores de los Esfuerzos mostrados son obtenidos con Esfuerzos Alisados
(Método Promedio Directo)
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CONCLUSIONES

" A continuacién se presentan las conclusiones que se pueden obtener a partir de

los ejemplos realizados en la presente tesis.

e El uso de mallas no estructuradas tiene mayor importancia en

~ comparacion a las mallas estructuradas debido al tiempo de proceso y la

zona donde se desea afinar mas los resultados. Por consecuencia, se
debe de tener un mejor algoritmo de generador de malla.

e El uso de los Multiplicadores de Lagrange da mejores resultados en
comparacion a los de Penalidad.

e Los desplazamientos obtenidos mediante los distintos modelos
matematicos son similares asi mismo los resultados con el programa

. comercial SAP2000 y ANSYS.

e Los esfuerzos normales tiene una tendencia de inestabilidad, debido a la
cantidad de grados de libertad y la forma de discretizar el elemento en
estudio. '

o Los valores de la rigidez del resorte en la zona de contacto, tienen una
mayor importancia, llegando a involucrar en los resultados.

o El criterio de aplicar la carga puntual sobre un cuerpo tiene relevancia en
la activacion de los elementos de contacto, las cuales se pueden apreciar
en los dos ultimos ejemplos.

¢ La implementacién del analisis no lineal geométrico, ha hecho visualizar
mejor el problema de manera que se puede ver como se van activando
los elementos de contacto a medida que se incrementa la carga.

e Para el célculo de los desplazamientos, el uso de elementos triangulares
con seis nudos tiene mayor relevancia en comparaciéon con elementos
triangulares de tres nudos. - '

e Eluso de elementos de contacto tiene una importancia cuando se desea
analizar cuerpos que interactian entre ellos mismos.

e La Teoria de Estimacién de Error es una herramienta importante en ia
verificacion de los esfuerzos.
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RECOMENDACIONES

' Después de haber realizado este trabajo, se puede recomendar lo siguiente:

o Existe otros operadores de contacto, las cuales la informacion es muy
limitada o su implementaciéon computacional es muy elevada. Queda la
posibilidad de investigar mas sobre estos operadores y verificar su
calidad de resultados.

o El obtener un valor de esfuerzo mas préximo al teérico involucra un gran
esfuerzo computacional e incluso no pudiendo liegar a dicho valor. Una
alternativa seria haciendo uso de otros funcionales matematicos que
tengan como variables los desplazamientos y los esfuerzos al mismo
tiempo.

e Realizar ensayos en laboratorio para poder calibrar los resultados
obtenidos con los operadores de contacto Master-Slave.

e Realizar estudios e implementar el programa para el caso que los
cuerpos estén en un estado dinamico, asi como también ampliar el tema
cuando se aplique cargas que generen deformaciones significantes
llegando ocasionar el autocontacto del mismo cuerpo.

e Implementar mejores algoritmos computacionales con el fin de tener
menos tiempo de proceso.
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ANEXOS

1.- CALCULO DE TENSIONES

2.- NO LINEALIDAD GEOMETRICA
3.- ESTIMACION DEL ERROR

4.- EJEMPLOS DEMOSTRATIVOS
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CALCULO DE TENSIONES

Debido que el funcional utilizado para el desarrollo del elemento finito esta en
funcién a los desplazamientos, las tensiones en los nudos estan en funcion de
los desplazamientos de la manera siguiente:

o,=DBu"

Una manera de conseguir este valor en el nudo, primero se debe de calcular la
tension en los puntos de Gauss ya que este punto los valores de las tensiones
son mas precisas, luego por un proceso de extrapolacion se podra obtener la
tensiobn en el nudo, no obstante existe una discontinuidad en un nudo
determinado por los elementos que contiene dicho nudo.

Para eliminar dicha discontinuidad de tensién en dicho nudo, se procede a
realizar unos calculos denominados “Alisado de Tensiones”.

Calculo de Tensiones en Elementos Triangulares de 3 Nudos
Existe una particularidad para este tipo de elemento, las tensiones tienen el
mismo valor en todo el elemento triangular de manera constante (CST)

La matriz D llamada matriz de constante elastica o matriz constitutiva, esta
formada por: '

d, d, 0
D=\d, d,, 0
0 0 d,;
E(-v)
d =d. = E d=dy=
n=dn =10 (1+v).(q-2v)
v
d12 = d21 =V'dll d,=d, = (1_:;/‘)~d11
E
=— = = E
33 dn=—— =@
2(1+v) 3 2(+v)
Tensién Plana Deformacion Plana

La matriz D mostrada corresponde a un elemento Isotropico y esta a la vez

dependera al estado plano a elegir
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La matriz B llamada matriz de deformacién de un elemento esta dado por:

ON.,
0 -0

B=[B,,B,,..B,] _

_ i

n=3: elementos triangulares de 3 nudos. B" =l 0 ay
n=6: elementos triangulares de 6 nudos aNi ON.
. I

| Ox |
Matriz de Deformacion del Elemento Matriz de Deformacion del Nodo i

G=X Ve =Xy 5 bi=yioye s a=xo-x 0 4 k=123

Por lo tanto:
De manera directa se puede calcular los valores de las Tensiones (ax,ay,rxy)

en cada nudo de cada elemento.

Por ejemplo:
Para el nudo 1 del elemento 5

o, d, d, 0 1 Yo=Y 0 ul
O'y d21 d22 m X3 — X, | uly
T, 0 0 d, Xy =X, YV, Y,

Alisado de Tensiones para elementos triangulares de 3 Nudos

Como existe una discontinuidad en las tensiones de cada nudo, se procedera a
realizar el alisado del mismo, las cuales existen algunos métodos que nos
ayudaran a mejorar los resultados.

Alisado Promedio Directo.- Consiste en calcular un promedio de los valores de

las tensiones que actuan en dicho punto. Es un procedimiento simple y rapido.

e
— Zeo-i
__—__—nff

(oF

1
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Alisado Global.- Consiste en calcular el valor de la tensién con respecto a todos

los nudos involucrados en el problema.
r L T
[NTN, dvo® = [NT.ody
M®c’ =R*
N =L ;N,=L, ; Ny=1L,
L=l-a-f ; Ly=a ; L,=0

Otro dato que se debe de tener en cuenta para los desarrollos de las integrales
en coordenadas de Areas

1l !
[frrogr =247
(p+g+r+2)

Ordenando la ecuacion:

- o, [N, ,
j j [N N, N ldA o = [[[V,|d4 |o,, 6, ol ..
On | atisadas N;

i,j,k=nudos ; m=x,y,xy

Desarrollando cada integral:

Ly LL, LL, 2 11
” [N N, Nlda=[[LL L2 L2L3.dA={—12—1 21
LL LL, L 1 1 2
N, 1
) [[| v, |da = ”L a1 = 4
N, 3

De esta menara se elabora una matriz de 6x6 para cada elemento y para cada
componente analizado. '

Calculo de Tensiones en Elementos Triangulares de 6 Nudos

En este caso, primero se calcularan las tensiones en los puntos gaussianos
correspondientes, debido que existe una mejor aproximacion al valor verdadero.
Se consideraran como puntos gaussianos las coordenadas como se indican a

continuacién en el sistema de coordenadas naturales:
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Usaremos 3 puntos gaussianos para desarrollar las integrales de las Tensiones:
pel=(p.p) = Li=l-p-p ; Li=p ; Ly=p ; W=
pg2=@Ap,p)=> L =1-p-4p ; L,=4p ; Ly,=p ; W,=1/6
pg3=(p4p) = L =1-4p-p ; L,=p ,; L,=4p ; W,=1/6
siendo: p=1/6

1 (0.0 4 (0.5.0) (1.0) 2 ol

El valor de la tension esta dada por:

c
* 6
o, =Z[D.B,.]p.u,.(e) ; p=1.3 (pto.gauss)
i=1
»dp
[ ow, 1 - - ] ) )
—t 0 ON, F@Ni oN, N,
o o Ba e a”
Bi= 0 % : =[J(e)]—1. : J® =Z
o, an | |2 o, SN N
i i 0 B i ? i
T a | -2 9B 9 s

Las funcibnes de Forma en coordenadas naturales son:
L=l-a-p ; Ly=a ; L=p
N, =(1-2a-2B)(1-a-p) ; N,=Qa-Da ; N;=2-1p
N,=4(l-a-Ba ; N;=4of ; Ny=4(l-a-p)p

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE 127
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA . ' ANEXOS
Facultad de Ingenieria Civil ) CALCULO DE TENSIONES

Después de calcular las tensiones en los puntos gaussianos, se procedera a
extrapolarios a los nudos que conforman el elemento triangular de 6 nudos.

Extrapolacion de Tensiones en elementos triangulares de 6 Nudos
La extrapolacién desde los puntos de gauss hacia los nudos del elementos

triangular se realizara a través de las funciones de forma, y con cierta
modificacién en su enunciado.

3
o= ZNi(S,t).O'i
i=1
La variacion del sistema de coordenadas naturales es:
sle=-p ., _(B-Dp)
3p 3p

T 1B.(1-p)3p)

pgl rg2
-'fo,o) (1 0)+

10 —
-1/3-1/3) 4 ((1-p)3p ~113) S

El valor de la tension en el nudo del elemento triangular de 6 nudos, estara
calculada de acuerdo a la formula siguiente, teniendo en cuenta la posicion, el
orden y la direccién tensional.

oc=(1-s5-1)0,, +50,,+t0,,;

pgl pg2
Alisado de Tensiones para elementos triangulares de 6 Nudos

Para este caso, se podra utilizar el método de Alisado Promedio Directo descrito
anteriormente, debido que simplicidad computacional.

e
_ _Zeo-i
B n’

(o]

H
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NO LINEALIDAD GEOMETRICA

Inicialmente, para el estudio de una estructura, asumimos varias hip6tesis las
cuales nos ayuden a entender el comportamiento e incluso nos ayuden a
eliminar variables complejas de las que se presentan. Para el caso del estudio
y/o comportamiento de una estructura a un nivel superior, las cargas aplicadas a
un cuerpo en algunos casos producen grandes deformaciones a este, de manera
que la hipotesis de que la posicién deformada final coincide con la posicién
inicial no puede aceptarse, concluyendo que no se puede plantear las
ecuaciones de equilibrio en la posicién inicial.

Debido a estas consideraciones, se hace que el problema sea un problema no
lineal del tipo geométrico, haciendo que no se pueda calcular en general la
situacién deformada final en un solo paso, aplicando la totalidad de la carga de
una vez. Teniendo una altemativa para este caso, la cual implicaria realizar un
proceso de carga incremental y determinado de esta manera la respuesta en
cada incremento.

Siguiendo las teorias de las medidas de deformaciones, las ecuaciones
constitutivas y las ecuaciones de equilibrio, se llegan a las formulaciones
planteadas por Lagrange conocidas como: Formulaciéon Lagrangiana Total y
Formulacién Lagrangiana Actualizada.

Sea un sdélido en equilibrio en un instante t. La condicion de equilibrio viene dada
por el Principio de Trabajo Virtual.

Wiy = f bc.0.dv = Wiy,
v

Las relaciones de la Deformacion Unitaria Infinitesimal con el gradiente de
Desplazamientos esta dada por: '

6§=A6H 16i6 i 1
o Eij='2'%j+ja%)=§(ﬂt+ff{)
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KIS R o 2
0x4 9%, 0x4
2 0uy

o I (R N 1
t= |u = t.u E= - = .
o 2| 0%, 0 11 ol|%%
0xq 0x;
du, OJu
0 2 2, 2 o,
0x,] O0x;  0xq {axz.
u=N.U £= Ao- —t

Ht = at.u = at.N.U = Gt.U

88 =A4,.G,.0U = B,.8U
SWine = f SUT.BT.&.dv = §UT. f Bl.G.dv=8UT.Q
v v

Siendo Q el vector de fuerzas nodales equivalentes a los esfuerzos interiores en
el instante t. '

Supongamos conocida la configuraciéon de equilibrio en el instante t del proceso
de carga y buscamos la configuracion de equilibrio en (t + At)

SWEHAE = §W; + Ag. (6W)) = 6W, + 8UT.K.T
El vector U contiene los incrementos en las deformaciones nodales del elemento
asociada al incremento 2

Ag. (W) = f §&T . AF.dv + f A(8¢):0.dv
v v
A(6Wy) = AW mar + AGW)) geo

El primer sumando corresponde al incremento de las tensiones manteniendo
fijas las deformaciones unitarias (componente del material). El segundo sumando
corresponde al incremento de las deformaciones unitarias manteniendo fijas las
tensiones (componente geométrico).
Para el Componente del Material, sabiendo que la relacion tensién-deformacion
esta dada por:

AG = D.AZ Az=B.0U
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Sustituyendo las expresiones:

Para el Componente Geométrico, el

AW mas = f 8&T .AF.dv = 6U".
v

deformacion unitaria es:

incremento de

v

1
A(8€) = 5. (8HT.AH, + AHT . 6H,)

Sustituyendo las expresiones:

AW geo = f(sH,_T AH,) : o.dv

fBT.D.B.dv.ﬁ

la variacion de la

[90u,] o147
0x; -371
9, o3 012 0 0 %
86Wgeo = [ |ope| |5 & o g |oi| 2
0x, 0 0 o612 02 a—x1
adu, 01,
0x, | a_xz

Agrupando
AW goo = f 8HJ. 0. H,.dv

ﬁt = atﬁ = atNﬁ = Gtﬁ

AW geo = f A(8¢):0.dv = 8UT f GT.0.G.dv.U

v v
Al final, el incremento del Trabajo Virtual queda definida por:
A(SW,) = 8UT. f BT.D.B.dv.U + &UT f GT.0.Ge.dv.U

A(GW) = 8UT.(Rp +K,).0=6UT.R.T

Siendo K la matriz de Rigidez Tangente, las cuales constan de dos sumandos.
La primera corresponde a la rigidez asociada al incremento de Tensiones sobre
un material dado, es similar con la matriz de rigidez en el andlisis lineal, aunque

ahora la matriz B es dependiente de las deformaciones existentes. El segundo
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sumando, corresponde a la rigidez asociada al incremento de las deformaciones
unitarias actuando sobre el estado de tensiones ya existentes.

El estado de equilibrio del sistema seria:

1?.6=Pt+“—f BT .G.dv

v
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ESTIMACION DEL ERROR

La norma energética del error correspondiente a las tensiones esta dada por la
ecuacion:

"edllz = fQ e;’,'.D'l.e,.dQ y g =04—0
Siendo g, el esfuerzo alisado nodal y ¢ el esfuerzo en el punto de Gauss

o Para el caso de un elemento triangular de 3 nudos seria:
Sea i el nudo perteneciente al elemento triangular

a

O-i—x O-i—x Ao-z—v
a . —

o, |=| Oy Ao,
a

Oiy Oiy Ao,

La Matriz Constitutiva y la Matriz Constitutiva Inversa, esta dada por:

dy; dyip 0 dd,, dd,; 0
D = d21 d22 0 ] = l)_.1 = [ddz1 ddzz 0 ]
0 0 dj; 0 0 ddiq
1 v 0 1 1 —v 0
D= E v 1 o D‘1=—.[—v 1 0
1o 1-v Elo o 20+w
0 0
2
Matriz Constitutiva, Estado de Tension Plana
v 1-v —v 0
v+1
1 1-v 0 D l= = .[—v 1-v O]
p=_Ed-v | Y 0 0o 0 2
T A+va-2v)j1-v
0 0 1—2v
2(1-v)
Matriz Constitutiva, Estado de Deformacion Plana
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Sea: '

Donde ¥, es el producto de las matrices indicadas anteriormente

correspondientes al nudo i del elemento triangular y es un valor numérico

(puede ser positivo o negativo).

De acuerdo al desarrollo de estas matrices, la norma energética de un elemento
triangular de 3 nudos estaria dada por:

n=3
leal? = [ vd@=) Gued)=tAGntratys)
i=1 |

Para la presente tesis, una herramienta importante para saber que tan aceptable
son los valores de los esfuerzos en los elementos estaria dada por un parametro
en la cual contenga el error global y parametro de refinamiento del elemento
triangular. Dentro de la teoria de errores estas herramientas engloban a la
llamada “estrategia de refinamiento de la malla” las cuales deben de cumplir la
condicion de error global y la condicidon de malla optima.

Dado que la norma de energética de error global debe ser menor que la energia
de deformacion total. Entonces, el parametro de error global estaria dada por:

Energia de Deformacion:

llegl 1ol = fn oI.D"1.g,.d0

o = 2wl |
. Porcentaje de error global:

n

El valor adecuado del parametro de error global es uno (¢, = 1) lo que indica

que se cumple [a condicién de error global para un determinado porcentaje de
error. Para un valor (§{; > 1) indica que el tamafio del elemento debe de
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reducirse, mientras ane para un valor (§; <1) indica que el tamafio del

elemento debe de ampliarse.

Siguiendo el criterio de la malla optima basado en la equi-distribucién del error
global, el parametro de refinamiento del elemento es el producto del parametro
de error global con parametro de error local

o =g o = eall _Neal® oI v
N T P Y S e 1]
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EJEMPLOS DEMOSTRATIVOS

A continuacién se presentara una serie de ejemplos simples que servira para
verificar y comparar los resultados con otros programas comerciales que tienen
ciertas caracteristicas entre ellas, asi como también se detallara la metodologia
de calculo.

1.- Viga empotrada en un extremo (V1)

L=1.00m e=0.20m v=0.25
h=0.30m E=2.1+e06 N/m2 P=-3N

ANNN
/
/
]
2]

0.30

NN\
©

050 D 5 §

Malla Triangular de 3 nudos

A continuacién se presentan unas tablas comparativas entre el programa

educativo ED-Elas2D v2.00.2 y el programa MEC-3pto implementado para esta
tesis:

¢ Desplazamientos:

ED-Elas2D MEC-3pto
Nudo X l y X y
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.0000 -0.0001 0.0000 -0.0001
3 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
4 0.0000 -0.0001 0.0000 -0.0001
5 0.0000 -0.0002 0.0000 -0.0002
6 0.0000 -0.0002 0.0000 -0.0002
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o Esfuerzos calculados en el Punto de Gauss:
ED-Elas2D MEC - 3pto
Elemento Sx Sy Sxy Sx Sy Sxy
1 -123.2130 -30.8032 -126.0720 | -123.213  -30.803 -126.072
2 123.2130 5.2858 26.0723 123.213 5.286 26.072
3 -41.7111  -35.9452 -74.9733 -41.711 -35.945 -74.973
4 41.7111 -44.9840 -25.0267 41.711 -44.984 -25.027
o Esfuerzos Alisados (Promedio Directo)
ED-Elas2D MEC - 3pto
Nudo sx | sy | sxy Sx Sy Sxy
1 -123.213 -30.803 -126.072 -123.213 -30.803 -126.072
2 -13.904 -20.488 -58.324 -13.904 -20.488 -58.324
3 0.000 -12.759 -50.000 0 -12.759 -50
4 41.071 -25.215 -24.643 41.071 -25.215 -24.643
5 0.000 -40.465 -50.000 0 -40.465 -50
6 41.711 -44.984 -25.027 41.711 -44.984 -25.027
o Esfuerzos Alisados (Global)
ED-Elas2D MEC - 3pto
Nudo Sx | Sy | Sxy Sx Sy Sxy
1 : -262.726 -53.36 -212.364
2 -22.374 -17.477 -63.242
NO PRESENTA ESTE
3 ALGORITMO 54.975 0.985 -16.318
4 87.575 -17.695 4.121
5 -54.975 -54.208 -83.682
6 67.122 -54.016 -10.273

[ ot s,

g g R,
LR YE TR NS TR E Rt

[ sne

7<)

Esfuerzos Alisados Sx (EDElas2D)
Comparativa de Esfuerzos
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A continuacién se presenta la metologia de calculo del alisado global para el

caso del esfuerzo Sx.

A 2 1 1] [Sax 5%
B 1 2 1]=+|Sax;| = * Sx;
1 1 21 |Sax Sx;
Para el elemento 01:
(1) 2) (3)

0.0125  0.00625 0.00625 Sax1 0.025 -123.213
0.00625  0.0125  0.00625 Sax2 = 0.025 -123.213
0.00625 0.00625  0.0125 Sax3 0.025 -123.213

Para el elemento 02:
(2) (4) 3

0.0125  0.00625 0.00625 Sax2 0.025 123.213
0.00625  0.0125  0.00625 Sax4 = 0.025 123.213
0.00625 0.00625  0.0125 Sax3 0.025 123.213

Para el elemento 03:
(2) (5) (4)

0.0125  0.00625  0.00625 Sax2 0.025 -41.7111
0.00625  0.0125  0.00625 Sax5 = 0.025 -41.7111
0.00625 0.00625  0.0125 Sax4 0.025 -41.7111

Para el elemento 04:
(5) (6) (4)

0.0125  0.00625 0.00625 Sax5 0.025 41.7111
0.00625  0.0125  0.00625 Sax6 = 0.025 41.7111
0.00625 0.00625  0.0125 Sax4 0.025 41.7111

Ensamblando estas cuatro matrices en la matriz general:

0.0125 0.00625 0.00625 0 0 0 Sax1
0.00625 0.0375 0.0125  0.0125  0.00625 0 Sax2
0.00625 0.0125 0.025  0.00625 0 0 Sax3 _

0 0.0125 0.00625 0.0375 0.0125 0.00625 Sax4
0 0.00625 0 0.0125 0.025  0.00625 | Sax5
0 0 0 0.00625 0.00625 0.0125 Sax6

(2)
(3)

-3.08033
-1.04278
0
3.080325
0
1.042778
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La solucion del sistema de ecuaciones es:

Sax1 -262.726
Sax2 -22.3739
Sax3 | 54.9747
Sax4 " |87.57546
Sax5 -54.9747
Sax6 67.12182

De esta manera se obtiene los esfuerzos alisados (a,) por el método global.

2.- Viga empotrada en un extremo (V2)

L=1.00m e=0.20m v=0.25
h=0.30m E=2.1+e06 N/m2 P=-3N
P=30
/® @ ®  ®
2NN
! 2 ~. 4
o o2 e ol o
U] 0 ™S .
o . ™, .
¢® @ @ @ @©

Malla Triangular de 6 nudos
A continuacién se presentan unas tablas comparativas entre el programa
educativo ED-Elas2D v2.00.2 y el programa MEC-6pto implementado para esta

tesis: :

o Desplazamientos:

ED-Elas2D MEC - 6pto

Nudo X | y X y
1 0 0 0 0
2 -0.0002 -0.0003 -0.0002 -0.0003
3 0 0 0 0
4 -0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0001
5 0.0000 -0.0001 0 -0.0001
6 0.0000 0.0000 0 0
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- ED-Elas2D MEC - 6pto
Nudo X y X y
7 - 0.0002 -0.0003 0.0002 -0.0003
8 0.0000 -0.0003 0 -0.0003
9 0.0001 -0.0001 0.0001 -0.0001
10 -0.0002 -0.0011 -0.0002 -0.0011
11 -0.0002 -0.0007 -0.0002 -0.0007
12 0.0000 -0.0007 0 -0.0007
13 0.0002 -0.0011 | 0.0002 -0.0011
14 0.0000 -0.0011 0 -0.0011
15 0.0002 -0.0007 0.0002 -0.0007

o Esfuerzos calculados en el Punto de Gauss (3ptos/elemento):

Coor Pto Gauss ED-Elas2D MEC - 6pto
Pto G X | y Sx l Sy I Sxy Sx | Sy | Sxy
1 1033333 0.05 | -433.3160 -6.9281 -29.3170 433.316 -6.92806 -29.317
2 1008333 02 252.4020 19.9012 62.1348 252.402 19.9012 £62.1348
3 008333 005 | -566.4050  47.7015 60.1573 -566.405 -47.7015 60.1573
4 1041667 0.25 435.3830 31.4254 -50.6872 435.383 31.4254 -50.6872
5 016667 0.25 563.1090 -14.3427 274715 | 563.109 -14.3427 271715
6 ]041667 041 2511740 -16.3827 -70.5321 251174 -16.3827 -70.5321
7 1083333 005 | -104.2820  -16.7444 -24.0277 -104.282 -16.7444 -24.0277
8 1058333 02 78.3679 -16.7170 -70.9666 78.3679 -16.717 -70.9666
9 1058333 0.05 | -226.7680 30.8304 -53.3966 -226.768 30.8304 -53.3966
10 091667 0.25 104.7780  -82.2800 62.8667 104.778 82.28 62.8667
11 | 066667 0.25 232.6270 7.6621 -26.1732 232.627 7.6621 -26.1732
12 | 091667 0.1 -84.7229 -14.4166 62.5693 -84.7229 -14.4166 62.5693

e Extrapolacién desde los puntos de Gauss hacia los nudos de cada

elemento
MEC - 6pto Elem(1) MEC - 6pto Elem(2)
Nudo Sx Sy | Sxy Sx Sy | Sxy
1 -883.703 -83.8268 -69.7782
2 -617.525 -2.28003 -8.09768 | -751.454 -32.9987 -91.6006
3 753.91 51.3786 -73.7332 | 877.111 -28.9188 -4.87944
4 -750.614 -43.0534 -38.938
5 68.1924 24.5493 -40.9154 | 62.8287 -30.9587 -48.24
6 -64.8966 -16.2241 -71.7557
7 621.661 62.6174 -51.9108
8 -64.897 14.809 -71.756
9 749386 16.849  -28.395
10
11
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12
13
14
15

MEC - 6pto Elem(3) MEC - 6pto Elem(4)

Nudo Sx Sy | Sxy Sx Sy | Sxy
1 )
2 -369.308 62.5378 -57.3295
3
4
5
6
7 240963 -32.557 -92.4696 | 381.027 45.0024 -1.81
8 -64.1724 14.9904 -74.8996
9
10 | -124.337 -32.612 1.408 -253.673 0.845 -74.602
11 -246.823 14.963 -27.9606
12 58.3131 -32.5844 -45.5307| 63.677 22.924  -38.206
13 125.328 -134.882 -75.197
14 -64.172  67.018 -74.900
15 253177  -44.940 -38.504

o Esfuerzos Alisados (Promedio Directo)

ED-Elas2D MEC - 6pto
Nudo sx | sy | sxy Sx Sy Sxy
1 -3608.51  -4800.81  -4786.2 | -883.703  -83.8268  -69.7782
2 -2282.92  -3241.76 285213 | -579.429  9.08636  -52.3426
3 -956.349  -2603.34  -2620.62 | 815511  11.2299  -39.3063
4 -427.384  -914.339  -1076.35 | -750.614  -43.0534  -38.938
5 -623.128  -452.581  -588.637 | 65.5105  -3.20474  -44.5777
6 303.194  584.873  731.328 | -64.8966  -16.2241  -71.7557
7 -2089.74  -2996.82  -2946.04 | 414.55 25.021  -48.7301
8 127.087  -304.97  -579.637 | -64.5345  14.8999  -73.3276
9 1243.36  1505.57  1767.9 | 749.386  16.849  -28.395
10 | -1950.61  -3610.74  -3613.88 | -189.005  -15.883  -36.597
11 | -550.996  -239.081  -319.014 | -246.823  14.963  -27.9606
12 171227  288.738 494947 | 60.995  -4.83035  -41.8684
13 -1801.7  -3096.73  -2743.27 | 125328  -134.882  -75.197
14 | -500.364  -264.727  -471.273 | -64.172  67.018  -74.900
15 581.818  139.636  -11.6364 | 253177  -44.940  -38.504
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Esfuerzos Alisados Sx (EDElas2D)
Comparativa de Esfuerzos

Esfuerzos Alisados Sx (MEC-6pto)

Se presenta la metodologia de la extrapolacion del esfuerzo desde el punto de

Gauss a los seis nudos:

Para el elemento (2):

Yi

34

+435.38+

-251.17

+
2 x' o
PG1 -251.174
PG2 435.383
PG3 563.109
Nudo 2 7 3 8 9 5
a 0 1 0 0.5 0.5 0
B 0 0 1 0 0.5 0.5
s -0.33333 | 1.66667 | -0.33333 | 0.66667 | 0.66667 | -0.33333
t -0.33333 | -0.33333 | 1.66667 | -0.33333 | 0.66667 | 0.66667
1-s-t | 1.66667 | -0.33333 | -0.33333 | 0.66667 | -0.33333 | 0.66667
Sx | -751.454 | 621.66 | 877.112 | -64.897 | 749.386 | 62.829
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3.- Viga empotrada en un extremo (V3)
P=30
/CD ® @
7 | e
o 18 1,
- o
| | e (2]
7
v & 0.50 FD 0.50 @[
K i

A continuacién se presentan unas tablas comparativas entre el programa

comercial ANSYS Workbench v12.1.0 y el programa MEC-3pto implementado

para esta tesis:

e Desplazamientos:

ANSYS MEC-3pto
Nudo . X y X y
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
3 0.0000 -0.0002 0.0000 -0.0002
4 0.0000 -0.0002 0.0000 -0.0002
5 0.0000 -0.0001 0.0000 -0.0001
6 0.0000 -0.0001 0.0000 -0.0001
o Esfuerzos calculados en el Punto de Gauss: ,
ANSYS ‘ MEC - 3pto
Elemento Sx Sy Sxy Sx Sy Sxy
1 123.21 30.802 -126.074
2 NO PRESENTA ESTE -123.21 -5.383 26.074
3 RESULTADO 39.924 354 -76.046
4 -39.924 -14.373 -23.954
o Esfuerzos Alisados (Promedio Directo)
ANSYS MEC - 3pto
Nudo Sx | Sy | Sxy Sx Sy Sxy
1 123.210 30.802 -126.070 123.21 30.802 -126.074
2 0.000 12.710 -50.000 0 12.71 -50
3 -39.924 -14.373 -23.954 -39.924 -14.373 -23.954
4 0.000 10.514 -50.000 0 10.514  -50
5 -41.070 5.215 -24.642 -41.07 5.215 -24.642
6 13.308 20.273 -58.682 13.308 20.273 -58.682
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4.- Viga empotrada en un extremo (V4)
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Esfuerzos Alisados Sx (MEC-3pto)
Comparativa de Esfuerzos
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A continuaciébn se presentan unas tablas comparativas entre el programa
comercial ANSYS Workbench v12.1.0 y el programa MEC-6pto. '

e Desplazamientos:

ANSYS MEC-6pto
Nudo X y X y
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
3 -0.0002 -0.0011 -0.0002 -0.0011
4 0.0002 -0.0011 0.0002 -0.0011
5 0.0002 -0.0003 0.0002 -0.0003
6 -0.0002 -0.0003 -0.0002 -0.0003
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
8 '~ 0.0001 -0.0001 0.0001 -0.0001
9 0.0000 -0.0001 0.0000 -0.0001
10 -0.0001 -0.0001 -0.0001 -0.0001
11 0.0000 -0.0011 0.0000 -0.0011
12 -0.0002 -0.0007 -0.0002 -0.0007
13 0.0002 -0.0007 0.0002 -0.0007
14 0.0000 -0.0007 0.0000 -0.0007
15 0.0000 -0.0003 0.0000 -0.0003

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR

144



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA

Facultad de Ingenieria Civil

ANEXOS

EJEMPLOS DEMOSTRATIVOS

o Esfuerzos calculados en los Nudos:

ANSYS Elem(1) ANSYS Elem(2)
Nudo Sx - Sy Sxy Sx Sy I Sxy

1 901.24 225.31 -86.57

2 -776.89 -194.22 -50.69 -869.99 22.78 -10.122
3

4

5 621.28 5.8191 -15.359 731.84 31.691 -84.328
6 -607.49 -51.564 -52.932
7 62.177 15.544 -68.63

8 761.260 115.560 -50.964

9 -77.804 -94.202 -33.024 -69.075 27.235 -47.225
10 -738.740 -14.392 -31.527
11
12

13

14

15 62.177 -9.937 -68.630

ANSYS Elem(3) ANSYS Elem(4)
Nudo Sx Sy Sxy Sx Sy | Sxy

1

2

3 -95.946 -34.541 -57.568
4 119.64 17.125 -20.169 227.1 -167.9 -71.787
5 402.46 -50.653 -46.961

6 -271.32 32.478 -82.393 -381.94 112.15 -21.122
7

8

9

10

11 65.575 -101.220 -64.677
12 -238.950 38.806 -39.345
13 261.050 -16.764 -33.565

14 -75.835 24.802 -51.281 -77.424 -27.873 -46.454
15 65.575 -9.087 -64.677

Los mismos valores de los esfuerzos en los nudos presenta el programa MEC-

6pto
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o Esfuerzos Alisados (Promedio Directo)

ANSYS MEC - 6pto
Nudo Sx | Sy I Sxy Sx Sy Sxy
1 901.24 225.31 -86.57 901.243 225.311 -86.57
2 -823.44 -85.721 -30.406 | -823.439  -85.721 -30.406
3 -95.946  -34.541 -57.568 -95.947 -34.541 -57.568
4 173.37 -75.387 -45978 173.37 -75.387 -45.978
5 585.2 -4.3809 -48.883 585.195 -4.381 -48.883
6 -420.25 31.023 -52.149 | -420.248 31.023 -52.149
7 38.902 69.795 -58.488 62.177 15.544 -68.63
8 743.22 110.46 -67.726 761.262 115.565 -50.964
9 -119.12 -45.051 -39.644 -73.439 -33.483 -40.125
10 -621.84 -27.349 -41.277 | -738.738  -14.392 -31.527
11 38.712 -54.964 -51.773 65.575 -101.22 -64.677
12 -258.1 -1.75H -54.858 | -238.945 38.807 -39.345
13 379.28 -39.884 -47.43 261.055 -16.764 -33.565
14 -123.44 -22.182 -49.063 -76.630 -1.535 -48.868
15 82.474 13.321 -50.516 63.876 -9.512 -66.654

- TR ZoxXamaaxes T

17w O

o dinar — s S 8 o e

Esfuerzos Alisados Sx (ANSYS) Esfuerzos Alisados Sx (MEC-6pto)
Comparativa de Esfuerzos

5.- Viga empotrada en un extremo (V5)

Se presenta una comparativa usando el método de Penalidad y el método de
Multiplicadores de Lagrange para las condiciones de restriccion, asi como
también la sensibilidad del valor Kpenalidad.

P=30
/@,,
/ %
! ¥
7
?q@ 0.50
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A continuacion se presentan unas tablas comparativas entre el programa MEC-

3ptoy MEC-SptoLagrangehimplementados para esta tesis:

¢ Desplazamientos:

MEC-3pto (Penalidad)

MEC-3pto-Lagrange

k=1.0+e05 k=1.0+e12 Multip! Lagrange

Nudo X J y X | y X y

1 0.001 -0.0002 0.0000 0.0000 0 0

2 -0.001  -0.0001 0.0000 0.0000 0 0

3 -0.001  -0.0070 0.0000 -0.0002 0 -0.0002

4 0.001 -0.0070 0.0000 -0.0002 0 -0.0002

5 -0.001  -0.0036 0.0000 -0.0001 0 -0.0001

6 0.001 -0.0036 0.0000 -0.0001 0 -0.0001

o Esfuerzos Alisados (Promedio Directo)

MEC-3pto (Penalidad) MEC-3pto-Lagrange

k=1.0+e05 k=1.0+e12 Multipl Lagrange

Nudo sx | sy Sx | sy Sx Sy
1 125.455 -43.763 123.21 30.802 123.21 30.802
2 0 -24.915 0 12.71 0 12.71
3 -39.928 -14.374 | -39.924 -14.373 -39.924 -14.373
4 0 10.452 0 10.514 0 10.514
5 -41.818 4945 | -41.07 5.215 -41.07 5.215
6 13.309 -4.851 13.308 20.273 13.308 20.273
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I Método de Elemento Finito, Malla Triangular de 3 Nudos
_II'Método de Elementos de Contacto , Master-Slave , Nudo a Nudo
#include <time.h>

#include <string.h>

#include <stdio.h>

#include “stdlib.h"

#include <fstream.h>

#include "iostream.h”

#include <math.h>

#include <iomanip.h> ,

#define NDOFN 2 /* N° Grado de Libertad por Nudo */
#define NDIM 2 /* No. of dimensions */

#define NPROP 3 /* No. de propiedades por elemento 6+4=10+2 =12

#define NNE 3 /* No. de nudos por elemento */
#define CLK_TCK 1000.0
typedef char cstring{20];
int NN,NE;
int aBanda;

. double **coord=NULL;
int **support=NULL,
double **load=NULL;
int **connect=NULL;
double **prop=NULL;
int *elemtype=NULL,;
int ndof,band,ndofe;
int LABEL[NDOFN*NNE];
double ESM[NDOFN*NNE][NDOFN*NNE];
double ERHS{NDOFN*NNE};
double D(3](3), B[3](6], DB[3](6], BDB{6][6];
double **ESF=NULL;
double **A=NULL,
double *"*A1=NULL;
double *X=NULL;
double *BB=NULL;
double *BBx=NULL;
double *BBy=NULL,;
double *BBxy=NULL;
double **EsfANP=NULL,;
double *ESfANMC=NULL;
double BiGg,BIGgkr, deltaKr;
double *RHS;
double *fonzi=NULL;
double *P=NULL,;
double *disp=NULL;
double tol, tol¢;
int nitem, nitemc;
int *pos=NULL;
double *DIAGONAL=NULL;
double ** FILA=NULL;
double ** COLUMNA=NULL;
double * KRG=NULL;
double *U=NULL;
int min(int i,int j);
int max1(int i,int j);
void Getinput{cstring s);
void SetBandSystem();
void GetConnect(int elemno);
void Assemble(int elemno);
void GetStiff{int elemno);
void ApplySupport();
void Solve();
void Solucy);
void PrintTime(char file[20]);
void PrintQut(char file{20]);
void PrintOutDesp(char file[20], int iterc);
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void PrintSal(char file[20], int elemno);

void PrintSalM(char file[20]);

void PrintSalM1(char file[20]);

void PrintEsf(char file[20], int iterc);

void PrintEsfAlizado(char file[20]);

void ClearMemory();

void CalculoError();

void PrintError(char file[20]);

double error1_elem, error2_ener;

double *Param_Local=NULL;

int Kposi(int i, int j);

double &Kposf(int i, int j);

void ClearVariant();

void ludcmp(double **a, int n, int *indx, double *d);
void lubksb(doubie **a, int n, int *indx, double b));
void lubksb1(int n, int *indx);

int *indx; ’

#define TINY 1.0e-20

int iterc; /ivariable para contar las veces de contacto
int ncont; //numero de elementos de contacto
double time_ini, time_fin;

T T

int main(int argc, char* argv(l)

inti,j,k;

int 4qqqq;

char file[20};

char archivof40];
char archivo1[40];
char archivo2([40];

cout <<"INGRESE ARCHIVO DE ENTRADA: (incluya extension)";

cin >> file: .
tolc=0.05; /ftolerancia
iterc=1;  //inicia la iteracion con 1

niteme=1; //numero de iteraciones (por defecto es 1, pero si hay elemcontac vale 2, luego verifica)

Getinput(file);

/I****************

cout <<"INGRESE NOMBRE DE ARCHIVOS DE SALIDA (sin extension): ";

cin >> file;

strepy( archivo, file);

strcat( archivo, "_matrixjg1");
cout << archivo << "\n";
strepy( archivo1, file);

strcat( archivo1, "_out.jgv");
cout << archivo1 << "\n";
strepy( archivo2, file);

strcat( archivo2, "_adap.adh”);
cout << archivo2 << "\n";

PrintSal(archivo, i);

I/*ﬁ*k********t***
time_ini=clock()/CLK_TCK;
SetBandSystem();
I/ 1]~ Inicio de las lteraciones para el Contacto
for (;;)
{
ClearVariant();
for (i=0;i<NE;i++)
{
Assemble(i);
}
PrintSalM(archivo);
ApplySupport();
PrintSalM1(archivo);
aBanda=0;

for(i=0;i<ndof;i++)
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if (aBanda<posli])
aBanda=pos]i];

Solve();
PrintOutDesp(archivo1,iterc);
double norme=0;
double normdc=0;
for(i=0;i<ndof;i++)

normde += (RHS[i]-disp(i])*(RHSIi]-disp[i]);
normdc = sqrt{normdc);
for(i=0;i<ndof;i++)

dispfi} = RHSJi];
for(i=0;i<ndof;i++)

norme += (RHS[II*RHSTi]);
normc = sgrt(normc);
double err¢=(normdc/nermey;
printf("Error 1 : %An",normdc);
printf("Error 2 : %f\n",normc);
printf("Norma Desplaza: %f\n",errc);
if (errc<=tolc)

cout << " OKI! El error calculo €s menor que el requerido \n";
cout <<" el programa finalizara \n";
break;

}

if (iterc>=nitemc)

cout <<" :( numero de iteraciones mayor que el maximo definido \n";
cout << " el programa finaizara \n";
break;
}
iterc=iterc+1;
cout <<"*** Fin de " << iterc-1 << ".° lteracion \n";
;ﬁn >>qqqqq; '

111}~ Fin de las lteraciones para el Contacto
ncont=0;
for (i=0;i<NE;i++)

’ if (elemtypelil==1)

ncont=ncont+1;

PrintOut(archivo);
PrintEsf(archivot,iterc);
PrintEsfAlizado(archivot);
CalculoError();
PrintError(archivo2);
ClearMemory();
time_fin=clock()/CLK_TCK;
PrintTime(archivo1);
cout << "Tiempo total: " << (time_fin-time_ini) << " segundos\n";
cin >> file;
return 0;

}
Ui
int min(int i,int j)

if(i<j) return i;

return j;

}
IR
int max1(inti,int j}

if(i>f) return i;
return j;

}
I
void Getinput(cstring s)
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ifstream inp;
inti,j,k;
int qqqqq;
inp.open(s,ios::in);
inp >> NN;
printf("N de nudos  : %d\n",NN);
inp >> NE;
printf("N de elementos : %d\n",NE);
inp >> iterc; o
COUt <<n****ll;
coord = new double*{NNJ;
for (i=0;i<NN;i++) :
coord[i}=new double[NDIM];
support = new int"[NNJ;
for (i=0;i<NN;i+t)
' support[i]=new intfNDOFN];
load = new double*[NN;
for (i=0;i<NN;i++)
loadfi]=new double[NDOFN};
for(i=0;i<NN;i++)
{
inp >>k;
k~-;
for(j=0;j<NDIM;j++)
inp >> coord[K][jl;
for(j=0;j<NDOFN;j++)
inp >> support[k][j};
for(j=0;j<NDOFN;j++)
inp >> load[K][]l
}

connect = new int*[NE];
for (i=0;i<NE;i++)

connectfij=new intiNNE];
prop = new double*[NE];
for (i=0;i<NE;i++)

prop(il=new double[NPROP];
elemtype = new int {NE];
for(i=0;i<NE;i++)

inp>>k;
k=
for(j=0;j<NNE;j++)
{
inp >> connect(k][jl;
connect{k][jj~;
inp >> elemtype[k};
for(j=0;j<NPROP;j ++)
{
inp >> prop(k]f};
deltaKr=prop(k][2];
}
}
inp >> BIGg;
inp >> BIGgkr;
}
Ui
void SetBandSystem()
{
int i,j,k;
int qqqqq;

ndof = NDOFN*NN;
ndofe = NDOFN*NNE;
band = 0; :
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pos = new int[ndof]; // gdl x nn

printf{"ndof: %d\n",ndof);
printf("ndofe: %d\n",ndofe);
cout <<lltk**ll;
for(i=0;i<ndof;i++)

pos{i}=0;
for(i=0;i<NE;i++)
{

GetConnect(j); -

if (elemtype[i]==0 || elemtype{i]==2)
for(j=0;j<lndofe;j++)
Eor(k=0;k<j;k++)
i{nt [1=LABEL[j;
int 12=LABEL[K];

int dif=abs(12-11);
int 13=max1(1,2);

if (pos[i3]<dif)
pos[I3}=dif;
}
}
}
else
{
nitemc=2; /ipor defecto=1iter, pero como hay elementcontact iterara 10 veces, minimo=2
for(j=0,j<NDOFN*2;j++)
{
for(k=0;k<j;k++)
{.
int [1=LABEL[j};
int 1I2=LABELK];
int dif=abs(|2-11);
int [3=max1(11,12);
if {pos[i3]<dif)
pos(13]=dif;
}
}
}

}

DIAGONAL = new double [ndof];
COLUMNA = new double* [ndof];
FILA = new double* [ndof];
for(i=0;i<ndof;i++)

COLUMNA[i}=NULL;
FILA[i]=NULL;
j=posli}
if (>0)
{
COLUMNA(i}= new double[j};
FILA[i]= new doublefj];
}
for{i=0;i<ndof;i++)

DIAGONAL(j}=0.0;
for(j=0;j<pos{ij++)

COLUMNA[i]f}=0;
FILAG][]=0.;

}
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disp = new double [ndof];
for(i=0;i<ndof;i++)

disp[i}=0.0;
RHS = new double [ndof];
for{i=0;i<ndof;i++)

RHS[i] = 0.0;
P = new double {NE};
for(i=0;i<NE;i++)

P{i]=0;

}
T
void GetConnect(int elemno) // LABEL[O0] hasta LABEL[5] son los 2x3=6gdl por elemento

{

intij;

int aux;

aux=1,

if (elemtype[elemno]==0 || elemtype[elemno]==2)

for(i=0;i<NNE;i++)
for(j=0;j<NDOFN;j++)
LABEL[i*NDOFN+j] = connectielemno][ij*NDOFN+(j);
}
else
for(i=0;i<2;i++)
for(j=0,j<NDOFN;j++)
LABEL{i"NDOFN+j] = connect[elemno]{i]"NDOFN+(j);

} }
Ui
void Assemble(int elemno)
{

intij;

GetConnect(elemno);

GetStiff(elemno);

if (elemtype[elemno] == 0 || elemtype[elemno] == 2)
ndofe = NDOFN * NNE;
else

ndofe = NDOFN * 2:
}

for(i=0;i<ndofe;i++)

DIAGONAL[LABEL(i]] += ESM(l[i);
RHSILABELIi]] += ERHSTi];
}
for(i=1;i<ndofe;i++)
for(j=0;j<i;i++)
if (LABEL[j}<=LABEL[i])
FILA[LABEL[i]][abs{LABEL(j]-LABEL[i])-1] += ESME(jl;
if (LABEL[j]>LABEL}) ’
FILA[LABELIj]|[abs{LABEL[j}-LABEL[i])-1] += ESMIi][j};
\ .

for(j=1;j<ndofe;j++)
for(i=0;i<j;i++)

if(LABEL[i]<=LABEL[]) '

COLUMNALABEL]Jfabs(LABEL[}-LABEL[})-1] += ESMil

{LABEL[>LABEL]])
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COLUMNAILABEL [[Jfabs(LABEL{i}-LABEL])-1] += ESM[Jil
} .

} R
ndofe = NDOFN * NNE;

}
T

void GetStiff(int elemno)
{
intij,kkode;
[l variables para FEM

double coef1,coef2;

double x1,y1,x2,y2,x3,y3,x13,y23 x23,y13,y31,y12,x32,x21;
double detd,areas; ‘

double xx1,yy1,xx2,yy2;

double xx1f,yy1f,xx2f yy2f,vectnxf vectnyf; -

double vectnx,vectny,l0,If kresorte;
kode=elemtypefelemno];

if(kode==0 || kode==2)

{

Il proplelemno]i0] = E

Il proplelemno][1] = Espesor

I prop(elemno][2] = Poisson

I prop(elemno]{0] = nx

Il proplelemno](1] = ny

I proplelemno](2] = kresorte

Il Inicio Matrix del Elemento Finito

Il Matrix "D"

if(kode==0) //Para el caso de TENSION PLANA

{
coef1=prop{elemnol[0)/(1-(prop[elemno]{2]"prop{elemno][2]));
D[0][0]=coef1*1;
D[0][1]=coef1*prop[elemno}[2];
D([0}(2]=0;
D[1](0}=coef1*prop[elemno}[2};
D[1][1}Fcoef1™1;
D{1)[2)=0;
DI2]0}=0;
D{2J[1}=0;
Di2](2}=coef1*(1-proplelemnc][2])/2;

}
if(kode==2) //Para el caso de DEFORMACION PLANA

coef1=proplelemno}[0]*(1-prop[elemno}{2])/(1 +prop[elemno][2])/{1-2*prop[elemno]{2]);
D[0]{0)=coef1*1;
DI0][1]=coef1 *prop[elemno}[2}/(1-proplelemna]{2]);
D[0}[2]=0;
D[1]{01=coef1 *proplelemno}{2}/(1-prop[elemno][2]);
D[1][1}Fcoef1*1;
D{11(21=0;
D[2]{0}=0;
D[2](1}=0;
D[2][2]=prop{elemno}{0)/2/(1+propelemno][2]);
}
I/ Determinante Jocobbiano
x1=coord[connect{elemno][0j]{0];
y1=coord[connect{elemno][0]]{1];
x2=coord[connect{elemno]{1][0];
y2=coord[connect{elemno]{11][1];
x3=coord[connect]elemno]{2}}{0];
y3=coord[connect[elemno](2]J[1];
x13=x1-x3;
y23=y2-y3;
x23=x2-x3;
y13=y1-y3;
detd=x13"'y23-x23"y13;
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if (detd<0)
detd=(detd)*(-1);
areas=0.5*detJ; '
coef2=1/detJ; //2.Area=Jocobiano
y12=y1y2;
y31=y3-y1;
x32=x3-x2;
x21=x2-x1;
1/ Matrix "B"
B[0][0]=coef2"y23;
BO](1]=0;
B0}[2]=coef2*y31;
BO]{3}=0;
Bi0]{4]=coef2*y12;
B[0][5]=0;
B[1][0]=0;
B[1][1]=coef2*x32;
B[1][21=0;
B[1][3]=coef2"x13;
B(1]4]=0;
B[1]{5]=coef2*x21;
B[2][0}=coef2*x32;
B[2][1]=coef2*y23;
B[2]{2]=coef2*x13;
B[2][3]=coef2*y31;
B[2][4]=coef2*x21;
B[2][5]=coef2*y12;
for (i=0;i<3;i++)
for (j=0;j<6;j++)
DBilfjl=0;
for (i=0;i<6;i++)
for (j=0;<6;j++)
BDB(iljI=0;
// Matiix DB=D x B
for (i=0;i<3;i++)
' for (j=0;j<6;j++)
for (k=0;k<3;k++)

DB(Ii=DBYf1+DIi(k}"BlKIf;

I/ Matrix B'DB = B' x DB
for (i=0;i<6;i++)
. for (j=0;j<6;j++)
for (k=0;k<3;k++)

BDB|[j=BDBIfl+BIKII'DBIKIG:

Il Matrix K = espesor x area x B'DB
for (i=0;i<6;i++)
for (j=0;j<6;j++)

ESM[i\[j}=proplelemno]{1]*areas*BDBIil(i};

/I Fin Matrix de! Elemento Finito
for (i=0;i<6;i++)
ERHS[]=0.0;

else

/] para la matrix de rigidez del elemento
xx1=coord{connectfelemno][0]j[0};
yyi=coord{connectfelemno][0]]{1};
xx2=coord{connectielemno][1]]{0];
yy2=coord{connectielemno][1]]{1];

10=sgrt{(xx2-xx1)* (xx2-xx1)+{yy2-yy1)*(yy2-yy1));

vectnx=(xx2-xx1)10;
vectny=(yy2-yy1)10;
if ((o2-xx1)==0)

if {{yy2-yy)==0)

vectnx=prop[elemno][0}/sqrt(propelemno][0]*prop{elemno]{0}+proplelemno][1]*proplelemno][1]);
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vectny=prop[elemno}{1}/sqrt(prop[elemno][0]*prop[elemno]{0}+proplelemno][1}*prop[elemno][1]);

xx1f=disp[connect{elemno}[0]*2]+xx1;
yy1f=disp[connectielemno][0]*2+1]+yy1;
xx2f=disp[connectfelemno]{1]*2]+xx2;
yy2f=disp[connect[elemno]{1]*2+1]+yy2;

if=sqri{ pof-oxtf)* (xx2f-xoc ) +{yy 2f-yy 1) *(yy2f-yy 16);

if (iterc == 1)
kresorte=0;
else
{
kresorte=prop[elemno][2];
if (10>=0)
{
if (10<=1f)

Iikresorte=BIGgkr;
if (0<=If && 1f<I0)

kresorte=0;
if (If<0)
kresorte=0;
}
if (10<0)
{
if (If<=10)
I/kresorte=BIGgkr;
if (10<=If && If<=0)
kresorte=0;
if (0<If)
kresorte=0;
}

}
for (i=0;i<6;i++)
for (j=0;j<6;j++)

' ESM{il[}=0;
ESM[0][0]=kresorte*(-vectnx)*(-vectnx);
ESMI[0][1}=kresorte*(-vectnx)*(-vectny);
ESM{0]{2}=-ESM[0[0];
ESM0]{3]=-ESMIO](1];
ESM[1][0]=ESM[O]["];
ESM[1]1]=kresorte*(-vectny)*(-vectny);
ESM[1§j2}=-ESM[1][0];.
ESM[1]3]=-ESM[1]11]);
ESM[2][0]=ESM[0](2);
ESM[2][1]=ESM[1](2];
ESM[2](2]=-ESM[2}{0];
ESM{2](3j=-ESM{2](1];
ESM[3]{0}=ESM[O}[3};
ESM[3J1I=ESM[1](3);
ESM[3]{2]=-ESM[0](3};
ESM[3][3]=-ESM[1]{3];

I/ para la matrix de fuerza del elemento: F=K.n.|; I=difer(nudos)
ERHS[0]=kresorte*(-vectnx)*0;
ERHS[1]=kresorte*(-vectny)*0;
ERHS[2]=-ERHSI[0];
ERHS[3]=-ERHS[1];
ERHS[4]=0;
ERHS([5]=0;
}

}
ST
void ApplySupport()

{

inti,j,pos;
for(i=0;i<NN;i++)
for(j=0;j<NDOFN;j++)

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE 156
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
Facultad de Ingenieria Civil

CODIFICACION
ELEMENTO TRIANGULAR DE 3 NUDOS

DIAGONAL[pos] +=BIGg;
RHS[pos] += BIGg*loadi[il[j};

RHS{pos] += load[i](j];

{
pos = i*NDOFN+4j;
ifsupportfilfil==1)
else
}
} }
I
void Solve()
inti,j,kkk;
double pivot;
double suma;
for(i=1;i<ndof;i++)
if(pos(i} 1= 0)
{ .

for(j=pos{i];j>0;-)
{

ifFILAGI-1] 1= 0)
{

pivot=(FILA[i][-1])//DIAGONAL[i-j};
FILA[]i-1}=0;
for (k=1;k<j;k++)

if(pos{(if)+k] >= k)

FILA[i][-1-K] += -COLUMNAJi-j+k][k-1]*pivot;

if(COLUMNAL][-1] 1= 0) :

DIAGONAL([i] += -COLUMNA(i]j-1]*pivot;
kk=(i-)+aBanda;
if(kk>ndof)

kk=ndof-1;
kk=kk-i; '
for(k=0;k<kk;k++)

if ((k+1) < pos[i+(k+1)])
if(j<pos(i+k+1]-k)
COLUMNA(i+k+1][k] += -COLUMNAJi+k+1]fj+k]*pivot;

}
RHS[i] += -RHSi-]*pivot;

}
}
for(i=ndof-1;i>=0;i--)
{

double Kij;

suma=0.0;

for(j=i+1;j<ndof;j++)
if(Kposi(i,j))

Kij=Kpos(i,);
suma += Kij*RHS][j];

}
RHSI[i} = (RHS{i]-suma)/Kpos(i,i};
}

}
I
void PrintOut{char file[20])

{
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inti,j;
ofstream out;
out.openfile,ios::app);
out<<" \n" )
out << "** RESULTADOS FINALES DE MATRICES AUXILIARES ***" << "\n";
out << "MATRIZ DIAGONAL" << "\n";
for(i=0;i<ndof;i++) _
out << DIAGONALI[i] << "\t";
out<<" \n"
out <<" \n" E
out << "MATRIZ FILA" << " \n",
for(i=1;i<ndof;i++)

out << "posicion; " <<i<<" , Tiene ['<< posfi] << "] \n";
for(j=0;j<pos[ifj++)

out << FILA[]fj] << "t";
out << "\n";

out <<"\n"; ,
out << "MATRIZ COLUMNA" << "\n";
for(i=1;i<ndof;i++)
{ .
out << "posicion: " <<i<<" | Tiene ["<< posfi] << "]\n",
for(j=0;j<pos(i}j++)
out << COLUMNAT] << "t";
out <<"n",
}
out <<"\n";
out << "MATRIZ RHS:" << "\n"
for(i=0;i<ndof;i++)
out <<"RHS [" << i << "} "<< RHS[i] << " \n";
out <<"\n"; '

}
TR
void PrintOutDesp(char file[20], int iterc)
{
int i,j;
fstream mistream;
mistream.open(file,ios::infios::app);
mistream << " \n";
mistream << "ELEMENTO TRIANGULAR DE 3 PUNTOS - PENALIDAD" <<"\n";
mistream << "\n";
mistream << "DESPLAZAMIENTO : lteracion [" << iterc << "J\n";
mistream << "NUDQ" <<"\t";
mistream << setw(14) << "UX" <<"\t";
mistream << setw(14) << "UY" <<"\n";
for (i=0;i<NN;i++)
{
mistream << {+1 << "\t";
for (j=0;j<NDOFN;j++)
mistream << setw(15) << RHS[I*NDOFN+j] << "t";
mistream << "\n";

}
for (i=0;i<NE;i++)
if (elemtype(il==1)
{
mistream << setw(15) << i << "\t";
mistream << setw(15) << propfiJi2] << "n";

}

mistream << "\n";

}
ST
void ClearMemory()
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inti;
for (i=0;i<NN;i++)

delete [] coord(i];
delete [j coord;
for (i=0;i<NN;i++)

delete [] support(i];
delete [} support;
for (i=0;i<NN;i++)

delete ] load(i]; -
delete [] load;
for (i=0;i<NE;i++)

delete [ connect(i]; -
delete {j connect;
for (i=0;i<NE;i++)

) delete (] propli;

delete [] prop;
delete [| elemtype;
delete [] DIAGONAL,;
for(i=0;i<ndof;i++)

if (COLUMNA(i]'=NULL)

delete COLUMNAT);
if (FILAQ]'=NULL)

delete FILA[;

}
delete [] COLUMNA,;
delete [ FiLA;
for (i=0;i<NE;i++)

delete [] ESF[i];
delete [ ESF;

}
U T iy
double &Kpos(int i, int j)

{

if (i==))
return DIAGONALI;
else if (>i)
return COLUMNA(]-i-1];
else
return FILA[i]fi--1];
}
int Kposi(inti, int j)
{
if (i==j)
return 1;
else if (j>i)
if ((-i)>pos(il)
return 0;
else
return 1;
}
else’
{ L
if (i)>posfi)
return 0;
else
return 1;
} !
i
void ClearVariant()
intij; _
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for(i=0;i<ndof;i++)

DIAGONAL[i]=0.0;
for(j=0;j<posi};j++)

COLUMNAGGI=0.;
FILAGi]=O.;

for(i=0;i<ndof;i++)
RHS[i} = 0.0;

}
TR i
void PrintSal(char file[20], int elemno)
{
int i,j,kode;
fstream mistream;
mistream.open(file,ios::infios::app);
mistream << " \n";
kode=elemtype[elemno];
if(kode==0 || kode==2)
{

mistream << "MATRIZ DB : [" << elemno+1 << "J\n";
for (i=0;i<3;i++)

for (j=0;j<6;j++)
mistream << setw(12) << DBJ[][j] << "{";
mistream << "\n";
}
mistream << "\n";
mistream << "MATRIZ BDB : [" << elemno+1 << "T\n";
for (i=0;i<6;i++)

for (j=0;j<6;j++)
mistream << setw(12) << BDBIi][j] << "t";
mistream << "\n";
}
mistream << "\n"; ]
mistream << "MATRIZ RIGIDEZ : [" << elemnot1 << "\n";
for (i=0;i<6;i++)

for (j=0;j<6;j++) :
mistream << setw(12) << ESMIi][j} << "t";
mistream << "\n";

mistream << "\n";
mistream << "\n";

}
else
{ ‘
mistream << "MATRIZ RIGIDEZ RESORTE: [" << elemno+1 << "] \n";
for (i=0;i<4;i++)
for (j=0;j<4;j++) )
mistream << setw(12) << ESM[i][j] << "t";
mistream << "\t";
mistream << setw(12) << ERHS][i] << "n";
mistream << "\n";
mistream << "\n";
}

}

HRHRRH g
void PrintSalM(char file[20])

( v
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int i,j;
ofstream out;
out.open(file,ios::app);

out << "MATRIZ FILA ;" <<"\n"
for (i=0;i<ndof;i++)
{
out << posfi] << "\t";
for (j=0;j<poslif;j++)
out << FILA[[] << "t",
out <<"\n";

out <<"\n"

out << "\n";

out << "MATRIZ COLUMNA : " << "\n";
for (i=0;i<ndof;i++)

out << pos[i} << "¢";
for (=0;j<posfi};j++)

out << COLUMNAYII[] << "¢t";
out <<"\n"

out <<"\n"
out<<"\n"

out << "MATRIZ DIAGONAL sin la Carga del RESORTE: " << "\n";

for(i=0;i<ndof;i++)
out << DIAGONAL[i] << "t";

out << "\n";
out << "n";
out << "MATRIZ FUERZA tnicial: " << " \n",
for(i=0;i<ndof;i++)
. out << RHS[i} << "t";

out <<"\n"
©oout<<™n";

}
I
void PrintSalM1(char file[20])

{
inti;
ofstream out;
out.open(fite,ios::app);

out << "MATRIZ DIAGONAL con la Carga del RESORTE: " << " \n";

for(i=0;i<ndof;i++)
out << DIAGONALJ] << "\t";
out << "\n"
out <<"\n";
out << "MATRIZ FUERZA Final: " << "\n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out << RHS]ij << "t
out << "\n";
out <<"\n"

}

I T

void PrintEsf(char file[20], int iterc)

{
intijk;
double sxx[3],syy[3],sxy[3];
fstream mistream;
mistream.open(file,ios::inios::app);
cout <<"***|nicia calculo de Esfuerzos \n";
mistream << " \n";
mistream << " \n";

mistream << "*** TABLA DE ESFUERZO EN CADA ELEMENTO ***\n",

mistream <<\t \t it Sxxt \t Syyt\t Sxy\n”;
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ESF = new double*[NE];
for (i=0;i<NE;i++)

ESF(il=new double[3];
for (i=0;i<NE;i++)

if (elemtype[il==0 || elemtype[i]==2)
{

GetConnect(i);

GetSiiff(i);

mistream << "Elem " << i+1 << " A",
for(j=0;j<NNE;j++)

{ .

- ESF[iJ[]=0.0; -
for (k=0;k<ndofe;k++)
ESF(i]{i1=DBIi}{k]"RHS{LABEL{K]]+ESF(i}i};
mistream << setw(15) << ESF{i][j] <<"t";
}
}
mistream-<< "\n"
cout <<"™*** Fin de calculo de Esfuerzos \n";

}
U
. void PrintEsfAlizado(char file[20])

intij,Kk
int conta;
int §j,kk;
int NEN[10](2]; //numero de elementos en un nudo, 10 es el valor estimado y 2 es valor de elem y pos
double x1,x2,x3,y1,y2,y3,areas,det; !
.. double M1,M2,M3;
double mini0,mini1,mini2,maxi0,maxi1,maxi2;
int elema0,elema1,elema2,elemi0,elemi1,elemi2;
ESfANP = new double*[NN]J;
for (i=0;i<NN;i++)
EsfANP[il=new double[3];
ESfANMC = new double*[NNJ;
for (i=0;i<NN;i++)
EsfANMC{i]=new double[3);
A = new double*[NN+ncont+1];
for (i=0;i<=NN+ncont;i++)
Alil=new double[NN+ncont+1];
A1 = new double*[NN+ncont];
for (i=0;i<NN+ncont;i++)
A1[i]=new double[NN+ncont};
BB=new double[NN+ncont+1];
BBx=new double[NN+ncont];
BBy=new doubie[NN+ncont];
BBxy=new double[NN+ncont];
X=new double[NN+ncont];
for (i=0;i<NN+ncont;i++)
{
BB(i+1]=0;
BBx{i]=0;
BBy[il=0;
BBxy[i]=0;
X(i]=0;
for (j=0;<NN+ncont;j++)

Ali1][+1]=0;
A1[iI=0;

®

fstream mistream;
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mistream.open(file,ios::inlios::app);
cout <<"™*** |nicia calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Promedio \n";
for (i=0;i<NN;i++)

conta=0;

- EsfANP[i][0]=0; //para Sxx
EsfANP[i][1]=0; //para Syy
EsfANP[i][2]=0; //para Sxy
for (j=0;j<10;j++)

{

NEN(](0}=0;
NEN[]{1}=0;

¥o’_r (i=0;<NE;j++) -
ity cetypefi=2
{ for (k=0 X<NNE:k++)
{ if {connect(j][k]==i)

NEN([conta][0]5j; //elemento
NEN[conta][1]=k; //una posicion de los 3 nudos
conta=conta+1;

}
for (I=0;l<conta;|++)

EsfANP[i][0]=EsfANP[iJ[0}+ESFNEN[IIO}}O];
ESfANP[i][1]=EsTANP[iJ{1}+ESFINEN[IIOJII1];
ESTANP(i[2]=EsfANP[iJ[2}+ESFINEN[IIOJIi2];

}

EsfANP[i}[0]=EsfANP[i][0]/conta;
EsfANPi][1]=EsfANPIi][1])/conta;
EsfANP[i][2I=EsfANPIi][2]/conta;

cout <<"*** Fin de calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Promedio \n™:

cout <<"™*** |nicia calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Minimo Cuadrado \n";
conta=0;

for (i=0;i<NE;i++)

{

if (elemtype(i]==0 " elemtypefi]==2)
{

x1=coord[connectfi}[0]]0];
y1=coord[connect[i][0]][1];
x2=coord[connecti][1}][0];
y2=coord[connectfi][1]][1];
x3=coord[connect[i|[2]][0];
y3=coord[connect{il{2]][1];
detd=(x1-x3)*(y2-y3)- (x2-x3)*(y1-y3)
if (detd<0)

detd=(detd)*(-1);
areas=0.5"detJ;.
M1=areas/6;
M2=areas/12;
M3=areas/3;
A1{connect{iJ[0]Jlconnect{i][0]]=M1+A1[connectfi][0]i[connect{i][O};
A1[connectiJ[0]liconnecti][1]}=M2+A1{connect[i}[0})[connect[ij[1]];
A1[connectfi][C]][connect(i][2]]=M2+A1 [connect[i][0]][connect{i][2]];
Al[connect[i][1]]connect]i][0]]=M2+A1[connect[i]{1]l[connect[i][0]];
Al[connectfi][1]l[connect{il{1]]=M1+A1[connect{i][1]}{connect[i][1]];
Alconnectil{1]l[connectfijj2]l=M2+A1[connect[i][1]]{connectfi][2]};
Al[connectfil[2]]iconnectfil{0]l=M2+A1[connect(i]i2]i{connectfi][O]};
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Al [connect[i][Z]][conn;ect[i][1]]=M2+A1 [connectfij{2]l[connect{i][1]];
A1[connect(i][2]][connect(i}[2]]=M1+A1[connectfi][2]}[connect[i][2]];

BBx{connect[i}{0]}=M3*ESFIi]{0]+BBx[connect[i][O]};
BBx[connect[i][1]I=M3*ESF[i][0]+BBx[connect[i]{1]];
BBx[connect[i][2]]=M3*ESF{i][0]+BBx[connect[i][2]];
BBy[connecti}[0]]=M3*ESF(ij[1]+BBy[connectfi}[0]};
BBy{connect{i][1]}=M3*ESF(i][1]+BBy[connect[i]{1]];
BBy(connect[i][2]]=M3*ESF{i][1]+BBy[connect{i][2]];

BBxy[connect(ij[0]j=M3*E SF{i][2}+BBxy[connect[i][0]];
BBxy[connect{i][1]]-M3*ESFi][2]+BBxy[connect{iJ1]];
BBxy[connect(i][2]]=M3*ESF{i][2]+BBxy[connectil[2]];

}
}
for (i=0;i<NN;i++)
{

BB{i+1]=BBx{i;
for (j=0;j<NN;j++)
Ali+ ]G+ 1A G

}
Solucy);
for (i=0;i<NN;i++)

EsfANMCIi][0]= BB[|+1] Ilesfuerzo en Sxx
for (i=0;i<NN;i++)

BB[i+1}=BBYy(i];
for (j=0;j<NN;j++)
' Ali+ i+ 11=AT(GE

}
Solucy);
for (i=0;i<NN;i++)

EsfANMC(i][1]=BB[i+1]; //esfuerzo en Syy

. for (i=0;i<NN;i++)

BB[i+1]=BBxyi];
for (j=0;j<NN;j++)
v A1+ 1=A10IGE
}
Solucy);
for (i=0;i<NN;i++)
EsfANMCi|[2]=BBi+1]; //esfuerzo en Sxy

cout <<™*** Fin de calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Minimo Cuadrado \n";

mistream << "\n",
mistream << "\n";

mistream << ™** ESFUERZOS ALIZADOS EN EL NUDO : Metodos Promed:o Minimo Cuadrado ***" << "\n";

mistream << "\n";

mistream <<"{t\t \t \t Método Promediolt \t \t \t \tMétodo Minimo Cuadrado\n™;

mistream <<"f 1t 1t Sxxit\t Syyit 1t Sxylt \t t Sxxit \t Syy't t Sxy\n®;

for (i=0;i<NN;i++)

{
mistream << "Nudo " << i+t << ™ M";
mistream << setw(15) << ESFANP[i][0] << "\t";
mistream << setw(15) << EsfANP[i][1] << "\t";
mistream << setw(15) << EsfANP[i][2] << "t";
mistream << "\t"; )
mistream << setw(15) << EsfANMC[i][0] << "\t";
mistream << setw(15) << EsFANMCIi][1] << "t";
mistream << setw(15) << EsfANMCIi][2] << "n";

} . ‘

'}
I T
void Soluc()

double d;
int nt;
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nt=NN;

indx=new intnf];
ludemp(A,nt,indx,&d);
jubksb1(nt,indx);

//********************************************t***************

void ludemp(double **a, int n, int *indx, double *d)

int i,imax,j,k;

float big,dum,sum,temp;
float *wv;

vv=new floatin+1];

for (i=1;i<=n;i++)

wi(il=1;

- *d=1.0;
for (i=1;i<=n;i++) {
big=0.0;

for (j=1;j<=n;j++)
if ({temp=Ffabs(a[ilfi])) > big)

big=temp;

if (big == 0.0) _
cout<<"Singular matrix in routine ludcmp \n";

w(i]=1.0/big;

for (j=1;j<=n;j++)
. for (i=1;i<j;i++) {

sum=al[i][i]; .
for (k=1;k<i;k++) sum -= a[i][k]*a[k][j];
afiJjl=sum;

big=0.0;

for (i=j;i<=n;i++)
sum=ai][j};

for (k=1;k<j;k++)
sum -= afi][k|alKifil;

afilfiJ=sum;
if ( (dum=wv[i]*fabs{sum)) >= big) {
big=dum;
imax=i;
}
-}
if (j 1= imax) {
for (k=1;k<=n;k++) {
dum=afimax](k];
afimax][K]=afj](K};
afjJkj=dum;
td = _(td);
wimax]=v{j];
indx{j]=imax;
if (afj]lj] == 0.0)
afiJiI=TINY;
if {j 1= n) {
dum=1.0/(afil{il;
for (i=j+1;i<=n;i++) a[i][i] *= dum;
} .
}
}
/l uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
void lubksb1(int n, int *indx)
( .
int §,i=0,ip,j;
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float sum;
for (i=1;i<=n;i++)
{
ip=indx[i];
sum=BB]ip];
- BB[ip]=BBI];
if i) .
for (j=ii;j<=i-1;j++) sum -= A[i]{i]"BB[i};
* else if (sumy ii=i;
BB[i]=sum;
}
for {i=n;i>=1;i--) {
. sum=BBi];

for (j=i+1;j<=n;j++) sum -= A[i]{i]*BBI[j};
BB[il=sum/A[il[i];

}
/I £33 3
void CalculoError()
{ .
intij; .
double Binv{3][3];
double factor; :

double Esfx,Esfy,Esfxy,ESTNNE];
double norma_esf;
double *Norma_Elem=NULL;
double *Norma_Energia=NULL;
double EsfD1,EsfD2,EsfD3;
double x1,y1,x2,y2,x3,y3 area;
Norma_Elem=new double{NE];
Norma_Energia=new double[NE];
. Param_Local=new double[NE];
for (i=0;i<3;i++)

for (j=0;<3;j++)
Dinv[i]j}=0;

nornia_esf = 0
for (i=0;i<NE;i++)

if (elemtype{i]==0 || elemtype(i==2)
{

x1 = coordfconnect[ij{0}]0];
y1 = coord[connect{iJ[0]][1];
x2 = coord{connect{i][1]][C];
y2 = coord[connect{i[1}]{1];
x3 = coord[connecti[2]]{0};
y3 = coordfconnect{il[2]][1];

area = (x1-x3)"(y2-y3)-(x2-x3)*(y1-y3);

if (area<0)

area.= (area)*(-1);
area = 0.5"ares;
if(elemtype[i]==0)
{

factor = 1/prop(il{0];
Dinv{0][0] = factor*1;

Dinv([0[1} = factor*(-1*prop(il(2]);

Dinv[1][0] = Dinv[0][1];
Dinv[1]{1] = Dinv{0J[0];

Dinv[2][2] = factor*(2)*(1+prop[]i2]); -

}
if(elemtype(ij==2)
{ .

factor = (prop[il[2]+1)/prop(i]{0];
Dinv{0]{0] = factor*(1-prop(i}(2]);
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Dinv{0][1] = factor*(-1)*(proplil(2]);
Dinv[1][0] = Dinv[0](1];
Dinv{1][1] = Dinv[0][0};
Dinv{2][2] = factor*2;
}

norma_esf=0;
for (j=0;j<NNE;j++)
{

Esfx = (EsfANP[connect(i]i}][0] - ESF[i[0});

Esfy = (EsfANP[connect]i][i]l{1] - ESF[il[1]);

Esfxy = (EsFANP{connect[i|[j}li2] - ESFIi][2));

EsfD1 = Esfx*Dinv{0][0] + Esfy*Dinv[0][1] + Esfxy*Dinv{0]2];
EsfD2 = Esfx*Dinv[1][0] + Esfy*Dinv[1][1] + Esfxy*Dinv[1][2];

EsfD3 = Esfx*Dinv{2][0] + Esfy*Dinv[2]{1] + Esfxy*Dinv(2][2];

Esfli] = EsfD1*Esfx + EsfD2*Esfy + EsfD3*Esfxy;
norma_esf = norma_esf + Esfj];

Norma_Elem(i] = norma_esf*prop[i][1]*area;
error1_elem = error1_elem + Norma_Elem[i];
norma_esf=0;

for (j=0;j<NNE;j++)

{ .

Esfx = EsfANP[connect[i](]I[0];
Esfy = EsfANP{connect[iJ[JI[1];
Esfxy = EsfANP[connect[iJ[i][2}; :
EsfD1 = Esfx*Dinv([0][0] + Esfy*Dinv[0]{1] + Esfxy*Dinv[0](2];
EsfD2 = Esfx*Dinv{1][0] + Esfy*Dinv{1][1] + Esfxy*Dinv[1}{2};
EsfD3 = Esfx*Dinv[2}{0] + Esfy*Dinv{2][1] + Esfxy*Dinv{2][2];
Esffj] = EsfD1*Esfx + EsfD2*Esfy + EsfD3*Esfxy;
norma_esf = norma_esf + Esffj];
'}
Norma_Energiali] = norma_esf*prop[i][1]*area;
: error2_ener = error2_ener + Norma_Energiali;
}
}
error1_elem = sqri{error1_elem);
error2_ener = sqrt(error2_ener);
for(i=0;i<NE;i++)

if {elemtypefi]==0 || e|emtype[q=.—.2)v

b
printf (" \n");
printf("Error Esfuerzo e: %fin",error1_elem);

printf("Error Energia U : %f\n" error2_ener);

printf("Tolerancia Error tol: %fin" tolc);

printf("Error Tota! : (e/[U.tol]) %fn",(error1_elem)/(tolc*error2_ener));
printf(" \n");

printf (* \n"); ‘ :

//**************,(**********************k***********ﬂ"**********

void PrintTime(char ﬁle[20])_

{

{

ofstream out;

out.openfile,ios::app);

out << " \n’ .

out << ™ TIEMPO DE EJECUCION = " << (time_fin - time_ini) <<" segundos \n";
out << "\n";

void Pn'ntError(char file[20])

inti;
fstream mistream;

Param_Local[i] = (sqrt(Norma_EIem[i]))*(sqrt(NE-ncont))/(tolc*error2_ener);
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mistream.open(file,ios::infios::app);

mistream << "Error Esfuerzo e : " << error1_elem << "\n";
mistream << "Error Energia U : " << error2_ener << "\n";
mistream << "Tolerancia Error tol : " << tolc << "\n",

mistream << "Error Total " << (error1_elem)/(tolc*error2_ener) << "\n";
mistream << " An",

for(i=0;i<(NE-ncont);i++)

{

" mistream << "Param_Local\t";
mistream << i+1 << "\t";
mistream << setw(10) << Param_Local[i] << "\n";
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I/ Método de Elemento Finito, Malla Triangular de 6 Nudos
Il Método de Elementos de Contacto , Master-Slave , Nudo a Nudo
#include <time.h>

#include <string.n>

#include <stdio.h>

#include "stdlib.h"

#include <fstream.h>

#include "iostream.h”

#include <math.h>

#include <iomanip.h>

#define NDOFN 2 /* N° Grado de Libertad por Nudo */
#define NDIM 2 /* No. of dimensions */

#define NPROP 3 /* No. de propiedades por elemento */
#define NNE 6 /* No. de nudos por elemento */

#define CLK_TCK 1000.0

typedef char cstring[20];

int NN,NE;

int aBanda;

double **coord=NULL,;

int **support=NULL;

double **load=NULL;

int **connect=NULL;

double **prop=NULL,;

int *elemtype=NULL;

int ndof,band,ndofe;

int LABEL[NDOFN"NNE};

double ESM[NDOFN*NNE]INDOFN*NNE];

double ERHS[NDOFN*NNE];

double D[3][3], Bi(3]i2], Bj[3]{2}, DB{3][2], BDB[2][2],Bmat[3][12], BDBmat[12][12]v

double *ESF=NULL,;

double ***NudoGauss=NULL;
double **ESF_Elem=NULL;
double *ESFNudo=NULL;
double **A=NULL;

double **A1=NULL;

double **A2=NULL,;

double **A3=NULL,;

double *X=NULL,;

double *BB=NULL;

double *BB2=NULL;

double *BBx=NULL,;

double *BBy=NULL,;

double *BBxy=NULL;
double *EsfANP=NULL;
double **EsfANMC=NULL;
double BIGg,BIGkr

double *RHS;

double *fonzi=NULL;

double *P=NULL,;

double *disp=NULL,;

double tol, tolc;

int nitem, nitemc;

int *pos=NULL;

double *DIAGONAL=NULL;
double ** FILA=NULL,;
double ** COLUMNA=NULL,;
double ** KRG=NULL;
double *U=NULL;

int min1(inti,int j);

int max1(int i,int j);

void Getlnput(cstring s);
void SetBandSystem();

void GetConnect(int elemno);
void Assemble(int elemno);
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void GetStiff(int elemno);

void ApplySupport();

void Solve();

void Soluc();

void PrintTime(char file[20]);

void PrintOut(char file[20]);

void PrintOutDesp(char file[20], int iterc);
void PrintSal(char file[20], int elemno);

void PrintSal1{char file[20], int elemno, int gauss, intiterc);

void PrintSal2(char file[20], int elemno);
void PrintSal3(char file[20], int elemno, int iterc);
void PrintRigidez1(char file[20], int elemno);
void PrintSaiM(char fiie[20]);
void PrintSalM1{(char file[20]);
void PrintEsf(char file[20], int iterc);
void solveEsf(int elemno);
void PrintEsfAlizado(char filef20]);
void ClearMemory();
int Kposi(int i, int j);
double &Kpos(int i, int j);
void ClearVariant();
void ludcmp(double **a, int n, int *indx, double *d);
void ludemp2(double **a2, int n, int *indx2, double *d);
void lubksb(double **a, int n, int *indx, double b[]);
void lubksb1(int n, int *indx);
void lubksb2(int n, int *indx2);
int *indx;
int *indx2;
#define TINY 1.0e-20
int iterc;
int ncont;
char filef20];
char archivof4(];
char archivo1[40];
double time_ini, time_fin;

int main(int arge, char* argv{])
{

inti;

cout <<"INGRESE ARCHIVO DE ENTRADA: ",

cin >> file; .
tolc=0.05; /ftolerancia
iterc=1;  //inicia la‘iteracion con 1

niteme=1; //numero de iteraciones (por defecto es 1, pero si hay elemcontac vale 2, luego verifica)

Getlnput(file);

cout <<"INGRESE NOMBRE DE ARCHIVOS DE SALIDA (s/extension): ";

cin >> file;

strcpy( archivo, file);

strcat( archivo, "_matrix.jg1");
cout << archivo << "\n";
strepy( archivol, file);

streat( archivo1, "_outjgv");
cout << archivo1 << "\n"
time_ini=clock()/CLK_TCK;
SetBandSystem();

/11~ Inicio de las lteraciones para el Contacto

for (;;)
{

ClearVariant();

for (i=0;i<NE;i++)
Assemble(i);

PrintSalM(archivo);

ApplySupport();

PrintSalM1(archivo);

aBanda=0;

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR

170



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
Facultad de Ingenieria Civil

CODIFICACION
ELEMENTO TRIANGULAR DE 6 NUDOS

for(i=0;i<ndof;i++)

if (aBanda<posfi])

aBanda=pos]i];

Solve();
PrintOutDesp(archivo1 iterc);
double norme=0;
double normdc=0;
for(i=0;i<ndof;i++)

nomdc += (RHS[i}-disp(i])*(RHS[]-disp[i}):

normdc = sqrt(normdc});
for(i=0;i<ndof;i++)
disp[i} = RHS];
for(i=0;i<ndof;i++)
norme += (RHS[J"RHSIi]);
norme = sgrt(normc);
double errc=(normdc/normc);
printf("Error 1 : %f\n",normdc);
-printf("Error 2 : %f\n",normc);
printf("Norma Desplaza: %f\n" errc);
if {errc<=tolc) '

- cout << " OK!! E! error calculo es menor que el requerido \n";

cout << " el programa finalizara \n";

break;

if (iterc>=nitemc)

cout << " }( numero.de iteraciones mayor que el maximo definido \n"; -

cout << " el programa finalizara \n";

break;

iterc=iterc+1; -
cout <<"*** Fin de " << iterc-1 << " ° lteracion \n";

Il 1]~ Fin de las lteraciones para el Contacto
ncont=0;
for (i=0;i<NE;i++)

if (elemtype[i}==1)
. ncont=ncont+1;
PrintOut(archivo);
PrintEsf{archivot,iterc);
PrintEsfAlizado(archivo1);
ClearMemory(); .
time_fin=clock()/CLK_TCK;
PrintTime(archivo), -

cout << "Tiempo total: " << (time_fin-time_ini) << * segundos\n";

return 0;

}
R
int min1(int i,int j)

if{i<j) retumn i

return j;

}
TR
int max1(int i,int j)

if(i>j) return i;
return j;

}
IR T
void'GetInput(cstring s)

ifstream inp;
intijk
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inp.open(s,ios::in);

inp >> NN;

printf("N de nudos  : %d\n",NN);
inp >> NE;

printf("N de elementos : %d\n",NE});
inp >> iterc;

printf("N de lteraciones : %d\n" iterc);
coord = new double*[NN];
for (i=0;i<NN;i++) .
coord[i]=new double[NDIM];
support = new int*[NN]; :
for (i=0;i<NN;i++)
support[ij=new intfNDOFN];
load = new double*[NN};
for (i=0;i<NN;i++) »
load[i]=new double[NDOFN];
for(i=0;i<NN;i++)
{
inp>>k;
ke,
for(j=0;j<NDIM;j++)
inp >> coord(K][j};
for(j=0;j<NDOFN;j++)
inp >> support{K][j;
for(j=0;j<NDOFN;j++)
inp >> load[k]{j];

connect = new int*'[NEJ;
“for (i=0;i<NE;i++)
connectfi]=new int{NNE];
prop = new double*[NE];
for (i=0;i<NE;i++)
prop{i]=new double[NPROP];
elemtype = new int [NE];
for(i=0;i<NE;i++)

{ .
inp >> k;
k=
for(j=0;j<NNE;j++)
{
inp >> connect(k](j};
connectk](j]-;
inp >> elemtype(k];
for(j=0;j<NPROP;j++)
} inp >> prop(k](];
inp >> BIGg;
inp >> BIGkr;
}
ST
void SetBandSystem()
{ ;
intijk;

ndof = NDOFN*NN;
ndofe = NDOFN*NNE;
band = 0;
pos = new int{ndof]; // gdl x nn
printf("ndof: %d\n",ndof);
printf("ndofe: %d\n",ndofe);
for(i=0;i<ndof;i++)

posfi]=0;
for(i=0;i<NE;i++)

GetConnect(i);
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- if {elemtype(i]==01{| elemtype[i]=;2)

for(j=0;j<ndofe;j++)

{
for(k=0;k<j;k++)

{

int 11=LABEL[];

int 2=LABEL[K];

int dif=abs({|2-1);

int 13=max1(11,12);

if (pos(13]<dif)
pos[I3}=dif;

nitemc=2; /lpor defecto es 1 iter, pero como hay elementcontact iterara 2 veces
for(j=0;j<NDOFN*2;j++)

{ v
for(k=0:k<j;k++)
{0

)
}
else
{
}
}

}

DIAGONAL = new double [ndof);
COLUMNA = new double* [ndof};
FILA = new double* [ndof];
for(i=0;i<ndof;i++)

COLUMNA[j]=NULL;
FILAf]=NULL;
j=pos(i];

if (>0)

{

int [1=LABELJj];

int 12=LABELK];

int dif=abs(|2-11);

int [3=max1(11,12);

if (pos[i3]<dif).
pos[I3]=dif;

COLUMNA(i]= new doublefj);
FILA[i]= new doubleff];

for(i=0;i<ndof;i++)

{

DIAGONAL{i]=0.0;
for(j=0;j<posi;j++)
{

COLUMNA(i[=0.0;

FILAG]]=0.0;

disp = new double fndof];
for(i=0;i<ndof;i++])

disp{i] = 0.0;
RHS = new double [ndof];
for(i=0;i<ndof;i++)

RHS[i] = 0.0;
ESF = new double*[NE];
for(i=0;i<NE;i++)

ESF[il=new double[3*3];
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NudoGauss = new double**[NE};
for(i=0;i<NE;i++)

NudoGaussl[i]=new double*[3};
for(j=0;j<3;j++)
NudoGauss][i][jl=new double[2};

}

ESF_Elem= new double**[NE]
for(i=0;i<NE;i++)

{

ESF_Elem[il=new double*[6};
for(j=0;j<6;j++)
ESF_Elem{i]{j]=new double[3];

}
ESFNudo = new double*[NE];
for(i=0;i<NE;i++)

ESFNudolil=new doublef3*3];
for(i=0;i<NE;i++)

for(j=0;j<(3*3);j++)

{

ESF[i][j]=0.0;
ESFNudofi]{j]=0.0;
) } |
IR
void GetConnect(int elemno) // LABEL[0] hasta LABEL[5] son los 2x3=6gd| por elemento
{
inti,j;
int aux;
aux=1;

if (elemtype[elemno]==0 || elemtypé[elemno]==2)

for(i=0;i<NNE;j++)
Tor(j=0;j<NDOFN;j++)
LABEL[I*NDOFN+j] = connect[elemno][n]*NDOFN+(J)

else

for(i=0;i<2;i++)
for(j=0;j<NDOFN;j++)
LABEL(i"NDOFN+j] = oonnect[elemno][|]*NDOFN+(1)

}

}
IR
void Assemble(int elemno)
{
intij;
GetConnect(elemno);
GetStiff(elemno);
for(i=0;i<ndofe;i++)

DIAGONAL[LABEL{] += ESM;
RHS[LABEL]]] += ERHS[i]

for(i=1;i<ndofe;i++)
for(j=0;j<i;j++)
if (LABEL[j]<=LABEL{i])
FILA[LABEL[l]][abs(LABEL[i}-LABEL[l]) 1] += ESMIIL
if (LABEL[j]>LABEL(})
FILA[LABEL[j]]labs(LABEL(j]-LABEL][i}}-1] += ESMIi][il;

}
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for(j=1;j<ndofe;j++)
for(i=0;i<j;i++)

if(LABEL[j]<=LABEL])

COLUMNA[LABEL[j[|[abs(LABEL[j|-LABEL(j]}-1] += ESM](i;

if(LABEL[]>LABEL[])

COLUMNALABELlJfabs(LABEL[]-LABEL])-1] += ESM{I[];

}

}

SR i

void GetStiff{int elemno)

{
int i,ii,iii,j,k,LILIILkode;
Il variables para FEM
double coeft;
double xx1,yy1,xx2,yy2;
double xx1f,yy1fxx2f yy2f;
double vectnx,vectny,|0,If kresorte;
double L1[3}, L2{3}, peso[3];
double dN[2](6], MInvJ[2][2];
double sumN1x, sumN1y, sumN2x, sumN2y;
double deterJ;.
kode=elemtype[elemno];
if(kode==0 || kode==2)
{

I/ prop[elemno][0] = E
I prop[elemno][1] = Espesor
I/ prop{elemno][2] = Poisson
I propfelemno]{0] = nx
I proplelemno]{1] = ny
' I prop[elemno][2] = Kresorte
I Inicio Matrix del Elemento Finito
/I Matrix "D"
if(kode==0} //Para el caso de TENSION PLANA
{ N
coef1=propfelemno}[0]/(1-(proplelemno}[2}*prop[elemno]i2}));
D[0][0]=coef1*1;
D[0][1]=coef1*propfelemno][2};
D{0](2]=0; :
D[1]{0}=coef1*prop[elemno}[2];
D[1]{1}=coefi*1;
D[1]12]~0;
D(2](0]=0;
D(2][1]=0;
D[2){2}=coef1*(1-prop[elemno][2])/2;

b
if(kode==2) //Para el caso de DEFORMACION PLANA

coef1=proplelemno][0]*(1-propfelemnol{2])/(1+prop[elemnolf2])/(1 -2*pr§p[e|emno][2]);

D[0][0]=coef1*1;
D{0](1]=coef1*prop[elemno][2)/(1-proplelemno}[2]);
D[0][2]=0;
D[1][0]=coef1*proplelemno][2)/(1-prop[elemno](2));
D1][1]=coef1*1; ‘

D[1]2}=0;

D[2J{0}=0;

Di2]11]=0;
D{2][2]=prop(elemno][0)/2/(1+propfelemno]{2]);

for (ii=0;ii<ndofe;ii++)
for (iii=0;iii<ndofe;iii++)
ESMillfiii}=0.0;
L1[0]=0.5;
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L2{0]=0.5;

peso[0]=0.166666666666666666667;

L1[1]=0;
L2[1]=0.5;

peso[1]=0.166666666666666666667;

L1[2=0.5;
L2[2]=0;

peso[2]=0.5-peso[0}-peso[1];
for (ii=0;ii<3;ii++)

dN[0][0]=4"L1[ii]-1;
dN[0][1]=0;

dN[O][2]=4"L 1[ii]+4*L2[ii}-3;
dN[0][3]=4"L2[ii];
dN[0]{4]=-4"L2[ii];
dN[0][5]=4-8L 1[ii}-4"L2]ii];
dN[1][0]=0;
dN[1][1}=4"L2[ii}-1;
dN[1][2]=4"L1[ii]+4"L2fii)-3;
AN[1][3]=4"L1[i);
AN[1][4]=4-4*L1fii}-8*L2[ii];
AN[1][5)=-4*"L1[ii};
sumN1x=0;

sumN1y=0;

sumN2x=0;

sumN2y=0;

for(i=0;i<6;i++)

sumN1x = sumN1x + dN[O](i] * coord[connect[elemno][ill[0];
sumN1y = sumN1y + dN[O]{i] * coord[connect{elemno][iJi{1];
sumN2x = sumN2x + dN[1][i] * coord[connect{elemno][i}{0];
sumN2y = sumN2y + dN[1]fi] * coord[connect]elerno][if][1);

} ,
deterJ = (sumN1x"sumN2y) - (sumN1y*sumN2x);
if (deterJ<0)
deter=(deterd)*(-1);
MinvJ[0][0] = sumN2y/deterJ;
MinvJ[0]{1] = -sumN1y/deterJ;
MinvJ[1][0] = -sumN2x/deterJ;
Minvd{1][1] = sumN1x/deterJ;
for (j=0;j<6;j++)
{

Bi[0][0] = (MInvJ[0][0]*dN[O](]) + (MinvJ[O]1TdN[1]fl);
Bifo][1] = 0;
Bi[1]{0] = 0;
Bi(1][1] = (MinvJ[1J{0]"dN[O][]) + (MinvJ[1]1] dN[1]Ei);
Bi[2][0] = Bi1][1}; :
Bi[2)[1] = Bi[0][0};
//Bmat = matrix de impresion.
Bmat{0][j*2] = Bi{0][0];
Bmat{0][j*2+1] = Bi[0]{1];
Bmat{1][*2] = Bi[1]{0};
Bmat[1]j*2+1] = Bi[1]1};
" Bmat[2][*2] = Bi[2][0];
Bmat[2][*2+1] = Bi[2][];
for (k=0 k<6;k++) -
{

Bj[0][0] = (MnvJ[O][OT*dN{OjK]) + (MinvJ[O][1]"dN[1]iK]);

Bj[O][1] = 0;
Bj[1][0] = 0;

BjT11[1] = (MinvJ[1][O*dN{OJ{K]) + (Minvd[1][1]*dN[1](K]);

Bil2Jl0] = Bil*]];

Bj2](1] = Bi{0]{OF;

for(I=0;1<3;1++)
for{ll=0;lI<2;ll++)
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DB[(l) = 0.0;
for(l=0;1<3;1++)
for(1=0;l1<2;ll++)
for(ll=0;Ml<3;lil++) »
DBII[I = DB + DLNITBInyaI;
for(i=0;1<2;1++)
for(li=0;ll<2;ll++)
BDBI{ll] = 0.0;
for(|=0;1<2;1++)
for(ll=0;1<2;ll++)
for(lll=0;lli<3;lll++)
BDBII][ll] = BDBI]{H] + Biflj{*OBI;
BDBmat[j*2]{k*2]=BDB[0]{0];
BDBmat(j*2+1][k*2]=BDB[1](0];
BDBmat{j*2]{k*2+1]=BDB[0][1]; .
BDBmatj*2+1][k*2+1)=BDB[1]1];
ESM[j*2](k*2] += BDB[0}[0]"*prop[elemno][1]*deterJ*pesofii];
ESM["2jlk*2+1] += BDB{0}[1]*proplelemno][1]*deterJ*pesalii;
ESM[j*2+1](k*2] += BDB[1]{0]*prop[elemno][1]*deterJ*pesafii);
ESM[j*2+1](k*2+1] += BDB[1]{1]*prop[elemno][1]*deter*pesolii];
}

PrintSal1(archivo, elemno, il, iterc);

/1 Fin Matrix del Elemento Finito .

for (i=0;i<(NDOFN*NNE);i++)
ERHS[i]=0.0;

b

else :

{ /I para la matrix de rigidez del elemento
xx1=coord[connect[elemno}[0]][0];
yy1=coord[connect[elemno][0]][1];
xx2=coord[connect{elemno][1]]{0];
yy2=coord[connect]elemno][1]][1];
10=sqrt((oc2-xx1)*(xx2-xx1)+(yy2-yy1)*(yy2-yy1));
vectnx=(xx2-xx1)10;
vectny=(yy2-yy1)0;
if (px2-xx1)==0)

i (yy2yy1)==0)

vectnx=prop[elemno][0}/sqrt{prop[elemno][0]*prop[elemno][0}+proplelemno][1]*prop[elemna}{1]);
vectny=prop[elemno][1)/sqrt{prop{elemno]{0}]*prop[elemno}[0]+proplelemno][1}*proplelemno][1]);
} ‘ -

x1f=disp[connect{elemno]{0]*2] +xx1;
yy1f=disp[connect[elemno][0]*2+1]+yy1;
xx2f=disp[connectfelemno][1]*2]+xx2;
yy2f=disp{connect[elemno][1]*2+1}+yy2;
tf=sqri{ ot ) (oot ) +(yy26-yy 1) *(yy2f-yy 19));
if (iterc == 1) :
kresorte=0;
else
{ /lproplelemno][2]=prop[elemno]{2]*2;
kresorte=prop[elemno][2];
if (10>=0)

if (10<=lf)
flkresorte=BIGkr;
if (0<=If && If<I0)

kresorte=0;
if {If<0)
_ kresorte=0;
}
if (10<0)
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if (If<=10)
Ilkresorte=BIGkr;
if (10<=If & If<=0)
kresorte=0;
if (0<If)
kresorte=0;

}

for (ii=0;ii<ndofe;ii++)
for (iii=0;iii<ndofe;iii++)
ESMIii][ii}=0.0;
ESM(0][0]=kresorte*(-vectnx)*(-vectnx);
ESM[0][1]=kresorte*(-vectnx)*(-vectny);
ESM[0][2]=-ESM[0][0]; -
ESM[0](3]=-ESM[O][1};
ESM{1JO[=ESM[O][1];,
ESM{1][1])=kresorte*(-vectny)*(-vectny);
ESM[1](2]=-ESM{1][0];
ESM[1]{3]=-ESM[1]11};
ESM[2][0I=ESM[0][2];
ESM[2][1]=ESM[1](2];
ESM[2][2]=-ESM{2}[0);
ESM{2](3]=-ESM[2](1];
ESMI3][0]=ESM[O}[3];
ESM[3][1]I=ESM[1}(3];
ESM[3][2}=-ESM[0][3];
ESM[3){3]=-ESM[1]3];
PrintSal3(archivo, elemno, iterc); -
ERHS[0]=kresorte*(-vectnx)*l0;
ERHS{1]=kresorte*(-vectny)*l0;
ERHS[2}=-ERHS[0);
ERHS[3]=-ERHS[1];
ERHS[4]=0;
ERHS[5]=0;
}

}
I
void ApplySupport()

{

intij,pos;
for(i=0;i<NN;i++)
for(j=0;j<NDOFN;j++)

{
. pos = i*NDOFN+j;
if(support[iljl==1)
{
DIAGONAL[pos] +=BIGg;
RHS[pos] += BIGg™load[i][;
else
RHS[pos] += loadfi][];
\ }
IR Inm
void Solve()
inti,j,k,kk;
double pivot;
double suma;
for(i=1;i<ndof;i++)
if(posfi] 1= 0)
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{ B
for(j=pos[i]};j>0;j--)
if(FILA[-1] '= 0)
{
pivot=(FILA[i][j-1])/DIAGONAL[i-];
FILA[]-1] = 0;
for (k=1;k<j;k++)
“if(pos{(i-)+K] >=K) :
FILA[i][j-1-k] += -COLUMNA[i-j+k}[k-1]*pivot;
if COLUMNAV[i](j-1] = 0)
DIAGONAL][i] += -COLUMNA(i](j-1}*pivot;
kk=(i-j)+aBanda;
if(kk>ndof)
kk=ndof-1;
kk=kk-; -
for(k=0;k<kk;k++)
if ((k+1) < posfi+(k+1)])
if(j<posfi+k+1}-k) .
COLUMNA[i+k+1]{k] += -COLUMNA[i+k+1][j+k]*pivot;
} _
- RH8[j] += -RHS]i-j|"pivot;
}
}
}
}
for(i=ndof-1;i>=0;i--)
double Kij;
suma=0.0;
for(j=i+1;j<ndof;j++)
if(Kposi(i,j))
| Kij=Kpos(i);

suma += Kij*RHS[];

}
RHS[i] = (RHS[i]-suma)/Kpos(i,i);
}

}
SR
void PrintOut(char file[20])
{ ‘

intij;

ofstream out;

out.open(file,ios::app); .

out <<"*** RESULTADOS FINALES DE MATRICES AUXILIARES ***" << "\n";

out << "MATRIZ DIAGONAL" << "\n";
for(i=0;i<ndof;i++)

out << DIAGONAL[i] << "\t";
out<<" \n" :
out<<" \n"
out << "MATRIZ FILA" << "\n";
for(i=1;i<ndof;i++)

out << "posicion: " <<i<<" , Tiene ['<< posfi] << " \n";
for(j=0;j<pos[ifj++)
out << FILA[i]j] <<"t";
out << "\n"
}
out << "\n",
out << "MATRIZ COLUMNA" << "\n";
for(i=1;i<ndof;i++)

out << "posicion; " <<i<<" , Tiene ["<< posfi] << "|\n";

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR

179



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA

CODIFICACION

- Facultad de Ingenieria Civil ELEMENTO TRIANGULAR DE 6 NUDOS

for(j=0j<pos{il;j++)
out << COLUMNAII][) << "t
out <<"\n"

out << "\n";

}

void PrintTime(char file[20])

{
ofstream out;
out.open(file,ios::app);
out << "\n";

out << ™ TIEMPO DE EJECUCION =" << {time_fin - time_ini) <<" segundos \n";

. out<<"\n";

}
IR T
void PrintOutDesp{char file[20}, int iterc)
{ . :
intij;,
fstream mistream;
mistream.open(file,ios::infios::app);
mistream << "\n";

mistream << "ELEMENTO TRIANGULAR DE 6 PUNTOS - PENALIDAD" <<"\n";

mistream << " \n";

mistream << "DESPLAZAMIENTO iteracion [" << iterc << "T\n";
_ mistream << "NUDQ" <<""

mistream << setw(14) << "UX" <<"",

mistream << setw(14) << "UY" <<"n";

for (i=0;i<NN;i++)

{

mistream << i+1 << "\t";
for (j=0,j<NDOFN;j++)

mistream << setw(15) << RHS[I"NDOFN+j} << "\t";
mistream << "\n";

}

for (i=0;i<NE;i++)
if (elemtype[ij==1)
{

mistream << setw(15) << i << "t";
mistream << setw{15) << prop(i}{2] << "\n";
} .

mistream << "\n";

} .
TR
void ClearMemory()
{ )
inti;
for (i=0;i<NN;i++)
delete [] coord(i];
delete [] coord;
for (i=0;i<NN;i++)
delete ] support[]
delete [] support;
for (i=0;i<NN;i++)
delete ] load]i];
delete [] load;
for (i=0;i<NE;i++)
delete [] connect[i];
delete [} connect;
for (i=0;i<NE;i++)
delete [] propfi];
delete ] prop;
delete [] elemtype;
delete [] DIAGONAL;
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for(i=0;i<ndof;i++)

if (COLUMNA(i]'=NULL)

delete COLUMNATi};
if (FILA[i]'=NULL)

delete FILA[];

}
delete ] COLUMNA;
delete [] FILA;
for (i=0;i<NE;i++)

delete [] ESF{i);
delete {] ESF;

}
T i
double &Kpos(int i, int j)

f =)

return DIAGONAL[];
else if (j>i) '

return COLUMNA][j--1};
else '

return FILA[i][i4-1);

i}nt Kposi(int , int j)
{

if (i==j)
return 1;
else if (j>i)

if ((-i)>posil)
return 0;
else
return 1;

else

if ((i-j)>pos(il)
return 0;
else
return 1;

}

) .
U
void ClearVariant{)

intij;
for(i=0;i<ndof;i++)

D|AGO_NALﬁ]=0.0;
for(j=0;j<posi];j++)

COLUMNA(j=0.;
FILAfi{i}=0.;

for(i=0;i<ndof,i++)
RHS(i]=0.0;

}
TR
void PrintSal(char file[20], int elemno)

int i,j,kode;

fstream mistream; =
mistream.open(file,ios::injios::app);
mistream << " \n";
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kode=elemtype[elemna];

if(kode==0 || kode==2)

{
mistream << "MATRIZ DB : [" << elemno+1 << "T\n";
for (i=0;i<3;i++)

for (j=0;j<2;j++)
mistream << setw(12) << DB{i][j] << "t";
mistream << "\n";

mistream << "\n";:
mistream << "MATRIZ BDB : [" << elemno+1 << "\n";
for (i=0;i<2;it+)

for (j=0;j<2;j++)
- mistream << setw(12) << BDBI[i][j} << "t";
mistream << "\n"; .
}
mistream << "\n";
mistream << "MATRIZ RIGIDEZ : [" << elemno+1 << "\n";
for (i=0;i<ndofe;i++)

for (j=0;j<ndofe;j++)
_ mistream << setw(12) << ESMi]fj] << "t";
mistream << "\n"; ’
} -
mistream << "\n";
mistream << "\n";

else

mistream << "MATRIZ RIGIDEZ RESORTE: [" << elemno+1 << "} \n";
for (i=0;i<4;i++)

for (j=0;<4;j++)

mistream << setw(12) << ESM(i]fj] << "t";
mistream << "\t";
mistream << setw(12) << ERHS[i] << "\n";

mistream << "\n";
mistream << "\n",

}

} .
i
void PrintRigidez1(char file[20], int elemno)
{ -
intij;
fstream mistream;
mistream.open(file,ios::in|ios::app);
mistream << "\n";
mistream << "™** Bi Bj : Elemento : [" << elemno+1 << ""*"\n";
for(i=0;i<3;i++)

for(j=0;j<2;j++)

mistream << setw{12) << Bifi]{j] << "\t";.
mistream << "\"; o
for(j=0;j<2;j++)

mistream << setw(12) << BJfi](j] << "\t";
mistream << "\n";

mistream << "\n";
for(i=0;i<3;i++)
for(j=0;<2;j++)
mistream << setw(12) << DBYI[j] << "W";
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mistream << "\n";

mistream << "\n";
for(i=0;i<2;i++)

for(j=0;j<2;j++)
mistream << setw(12) << BDB(i]{j} << "t";

- mistream << "\n";

mistream << "\n";

} .
Ui
-void PrintSal1(char file[20], int elemno, int gauss, int iterc) // Imprime Matrices: Bi[3x2], Bi.D.Bj y K

{

int i,

fstream mistream;
mistream.open(file,ios::inios::app);
if( iterc == 1) /fimprime solo cuando realiza la 1° iteracién; no es necesario mostrar mas veces, solo la rigidez.

)

mistream << "\n";

mistream << "*Elemento: [" << elemno+1 << "} - Pto de Gauss [" << gauss+1 << "J*\n";
mistream << Matriz: Bi [3x2]: {i=1..6] \n";

for(i=0;i<3;i++)

for(j=0;j<ndofe;j++)
mistream << setw(10) << Bmat{i]fj] << "\t";
mistream << "\n";
}
mistream << "\n"; '
mistream << " Matriz: Bi.D.Bj [2x2]: [i=1..6][j=1..6]\n";
for (i=0;i<ndofe;i++)
for (j=0;j<ndofe;j++) -
mistream << setw(14) << BDBmat[i][j} << "\t";
mistream << "\n";
}

mistream << "\n";

mistream << "  Matriz Rigidez Local Acumulado ['<< gausst! << "ptos Gauss]:
K=Bi.D.Bj.t.Peso.Detd [12x12]: [i=1..6]j=1..6] \n";

for (i=0;i<ndofe;i++)

for (j=0;j<ndofe;j++) .
mistream << setw(14) << ESMIi]fj] << "\";
mistream << "\n";

mistream << "\n";
mistream << "\n";

}
ST I
void PrintSal2(char file[20], int elemno)

fstream mistream;
mistream.open(file,ios::injios::app);
mistream << " \n";

}
U
void PrintSal3(char file[20], int elemno, int iterc)

{

inti,j;

fstream mistream;

mistream.open(file,ios::inios::app);

mistream <<"\n";

mistream <<"\n";

mistream << "Elemento: [" << elemno+1 << "} - Iteracién ["<< iterc << "\n";
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mistream << "Matriz Rigidez Local del Resorte: \n";
mistream << "\n";
for (i=0;i<ndofe;i++)
for(J 0;j<ndofe;j++)
mistream << setw(12) << ESM[i][j] << "t";

- mistream << "\n";

mistream << "\n";

}
HRUHT IR

{

void PrintSalM(char file[20])

intij;

ofstream out;
out.openfile,ios::app);

out << "MATRIZ FILA : " << "\n",
for (i=0;i<ndof;i++)

out << posfi] << "t";
for (=0;j<pos(i};j++)

out << FILA[][j} << ™",
out <<"\n";

out << "\n";

- out << "\n";

out << "MATRIZ COLUMNA : " << " \n";
for (i=0;i<ndof;i++)

out << pos[i] << "";
for (=0;j<pos(if;j++)
out << COLUMNA(I[] << "t
. out<<"\n"

out << "n";
out <<"\n";
out << "MATRIZ DIAGONAL fnicial: " << " \n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out << DIAGONAL[i] << "\t";
out <<"\n";
out<<™\n" .
out << "MATRIZ FUERZA ImC|aI "<<"\n"
for(i=0;i<ndof;i++)
out << RHS[i] << "t";

-out <<"\n";

out <<"\n"

}
I
void PrintSalM1(char file[20])

{

inti;
ofstream out;
out.open(file,ios::app);
out << "MATRIZ DIAGONAL Final: " << "\n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out << DIAGONAL[i] << "\t",
out << "\n";
out << "\n";
out << "MATRIZ FUERZA Final: " << "\n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out << RHSI[i] << "{t";
out << "\n";
out <<"\n";
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} :
HHRHHTET I
void PrintEsf(char file20], int iterc)

{

Sx3]

int i,jk;

indx2=new int[3];

fstream mistream;
mistream.open(file,ios::injios::app);

cout <<"*** Inicia calculo de Esfuerzos \n";
mistream << " \n";

mistream << " \n";

for (i=0;i<NE;i++)

if (elemtype[i]==0 || elemtype[i}==2)
{ ‘

GetConnect(i);
solveEsf(i);

.

} . : v

mistream << "*** TABLA DE ESFUERZO EN CADA PUNTO DE GAUSS (3 Puntos por cada Elemento) ***\n";
mistream << "\n";

mistream <<"Punto de Gauss Coord X Coord Y - Sxx Syy Sxy\in";

mistream <<" \n";
for(i=0;i<NE;i++)
{
for(j=0;j<3;j++)
{ .
mistream << "P.Gauss[" << (i*3+j)+1 << "T" << "¢t";
mistream << setw(10) << NudoGauss[i][jJ[0] << "t";
mistream << setw(10) << NudoGaussl[iJ[jJ[1] << "\t";
mistream << setw(15) << ESF[i][*3+0] << "t";
mistream << setw(15) << ESF[ilfj*3+1] << "\t";
mistream << setw(15) << ESFi][j*3+2} << "t
mistream << "\n";
}
}
mistream << "\n";
mistream << " \n";
mistream << ™** TABLA DE ESFUERZO EN CADA ELEMENTO **\n";
mistream << "\n";
mistream <<"Elemento Sxx(1] Syv[1] Sxy(1] Sxx[2] Syy(2] Sxy[2]
Syy(3]  Sxy[3]n"; : :
mistream <<"--
——————— \n";

for(i=0;i<NE;i++)

-mistream << "E" << i+1 << " [" << connect[i][0]+1 << "," << connecti[1]#1 << "," << connectfij[2]+1 << "J\";
- for(j=0;j<3;j++)

for(k=0;k<3;k++) ’
mistream << setw(10) << ESF_Elem(i[j}[k] << "\t";
mistream << "\n"; )
mistream << "E" << i+1 << " [ << connect[i][3]+1 << "," << connect[i][4]+1 << "," << connect[i]f5]+1 << "J:\t";
for(j=3;j<6;j++) '

for(k=0;k<3;k++)

mistream << setw{10} << ESF_Elemijfi][k] << "t";

mistream << "\n";

cout <<"™*** Fin de calculo de Esfuerzos \n";
mistream << "\n"
mistream << " \n";

}
IR T
void solveEsf(int elemno)

{

inti,ii k,|1LHL,kode ;
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I/ variables para FEM
double coef1;

double L1{3], L2[3], peso[3], coord_gauss1({3], coord_gauss2([3];

doubie p_gauss, s, t, spto[6], tpto[6];

double dN{2](6], MinvJ2][2];

double sumN1x, sumN1y, sumN2x, sumN2y;
double deter;

kode=elemtype[elemno];

if(kode==0 || kode==2)

{
I/ proplelemno][0] = E
I prop[elemno][1] = Espesor
- Il proplelemno](2] = Poisson
/I proplelemno][0] = nx
I proplelemno][1] = ny
I prop[elemno][2] = 0
I/ Inicio Matrix del Elemento Finito
Il Matrix D"

coef1=prop{elemno]{0}/{1-(prop[elemno]2]*propfelemno][2]);

D[0]{0}=coef1*1;
D[0]{11=coef1*prop[elemno]2);
D[0][2]=0;
D[1}{0]=coef1*prop[elemno]2];
D[1)(1]rcoef1*1;
D[1]{2[~0;
D[2](0]=0;
D{2(1}=0;
D(2]{2}=coef1*(1-prop[elemno][2])/2;
for (ii=0;ii<(3*3);ii++)

ESF[elemnol[ii]=0.0;
p_gauss = 0.1666666666666667; // 1/6
coord_gauss1[0] = 1*p_gauss; //'s
coord_gauss2{0] = 1*p_gauss; // t
peso[0]=0.166666666666666666667 ;
coord_gauss1[1] = 4*p_gauss; //s
coord_gauss2[1] = 1*p_gauss; //t
peso[1]=0.166666666666666666667 ;
coord_gauss1[2] = 1*p_gauss; //s
coord_gauss2[2] = 4*p_gauss; /it
peso[2]=0.5-peso[0]-pesof1];
fL1=1-st L2=s L3=t
L1{0]=1-coord_gauss1[0]-coord_gauss2[0];
L2[0]=coord_gauss1[0]; .
L1[1]=1-coord_gauss1[1]-coord_gauss2[1];
L2{1]=coord_gauss1[1];
L1[2]=1-coord_gauss1{2]-coord_gauss2[2];
-L2[2]=coord_gauss1{2];
for (ii=0;ii<3;ii++)

dN[O}[O]=4*L1[ii}-1;
dN[O]{1)=0;
dN[O][2]=4"L1[ii}+4*L2fji}-3;
dN[O]{3}=4"L2[i];
dN[O][4]=-4"L2[ii],
dN[0[5]=4-8"L1[ii]-4*L2[i];
dN[1][0}=0;
dN[1][1]=4"L2[ii]-1;
AN[11[21=4"L1[ii}+4*L.2[ii}-3;
AN[1][3]=4*L1[i];
dN[1][4]=4-4"L1[ii}-8*L2il];
AN[1][5]=-4*L1[ii];
sumN1x=0;

sumN1y=0;

sumN2x=0;

sumN2y=0;
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for(i=0;i<6;i++)
{ _ .
sumN1x = sumN1x + dN[O]{i] * coord[connect{elemno][ill[0];
sumN1y = sumN1y + dN[0][i]} * coord[connect[elemno][ifi{1];
sumN2x = sumN2x + dN{1](i] * coord[connect{elemno][iJj[0];
sumN2y = sumN2y + dN[1]{i] * coord[connect]elemno][i}][1];

}
- deterJ = (sumN1x*sumN2y) - (sumN1y*sumN2x);
if (deterJ<0)
deterJ=(deterJ)*(-1);
MinvJ{0}{0] = sumN2y/deterJ;
Minvd[0][1] = -sumN1y/deterJ;
MinvJ[1][0] = -sumN2x/deterJ;
MinvJ[1][1] = sumN1x/deterJ;
for (k=0;k<6;k++)

Bj[0]{0] = (MinvJ[OJ{0]*dN[O]k]) + (MInvd[O][1]*dN[1]ik]);
Bi[o][1] = O;
Bj[1)i0} = 0;
Bj[11{1] = (MInvJ[1]O]*dN[O](K]) + (MinvJ[1][1]*dN[1][K]);
Bj(2][0] = Bj{1](1};
Bj(2](1] = Bj[0](0];
- for(1=0;l<3;1++)
for(li=0;lI<2;ll++)
DB{] = 0.0;
for(|=0;1<3;l++) .
for(II=0;11<2;il++)
for(Il=0;lll<3;l1i++)
DBIJ{il] = DB{][] + DLMIBiy;

ESF{elemnol[ii*3+0]=ESF[elemno](i*3+0}+(DB{0][0]* RHS[LABEL[k’Z]]+DB[0][1]*RHS[LABEL[k*2+1]])
11Sxx

ESF[eIemno][||*3+1] ESF[elemno][u*3+1]+(DB[1][0]*RHS[LABEL[k’Z]]+DB[1][1]*RHS[LABEL[k"2+1]])
11Syy

ESFlelemno][ii*3+2]=ESF[elemno][ii*3+2]+(DB[2]{0]*'RHS[LABEL[k*2]]+DB[2][1'RHS[LABEL[k*2+1]]);
ISxy
}

NudoGauss[elemno][u][O] (LAfii]) coord[connect[elemno][O]][0]+(L2[||]) coord[connect{elemnol{ 1]j{0}+(1-L1[ii]-
L2[ii}*coord[connect]elemno](2]][0];

NudoGauss[eIemno][ii][1 ]=(L1 [ii])*coord[connect{elemno][O])[1]+({L2[ii})*coord{connect{elemno][1]j[1]+(1-L1[i]-
L2[ii]y*coord[connectelemno][2]][1};
}

~Ilcaleulo de los esfuerzos en los 6 puntos del elemento triang

spto[0]=0;
tpto[0]=0;
spto[1]=1;
tpto[1]=0;
spto[2]=0;
tpto[2)=1;
spto[3]=0.5;
tpto[3]=0;
spto[4]=0.5;
tpto[4]=0.5;
spto[5]=0;
tpto[5]=0.5;

for (i=0;i<6;i++)

s (spto[i]-p_gauss)/(3*p_gauss);

t = (tptoli]-p_gauss)/(3*p_gauss);
ESF_Elem{elemnolfi]{0} = ESF[elemno][0*3+0]*(1-s-t}+ESF[elemno][1*3+0]* (s)+ESF[eIemno][2*3+0]*()
ESF_Elem{elemno][i][1] = ESF[elemno][0*3+1]*(1-s-t}+*ESFlelemno]{1*3+1]*(s}+ESF[elemno]{2"3+1](t);
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ESF_Elem{elemnolfiji2] = ESF[eIemno][0*3;2]*(1-s-t)+ESF[eIemno][1*3+2]*(s)+ESF[eIemno][2*3+2]*(t);
}

}

}
TR
void PrintEsfAlizado(char file[20])
{
int i,j,kII;
int conta;
int jj kk;
int NEN[10]{2]; //numero de elementos en un nudo, 10 es el valor estimado y 2 es valor de elem y pos
double x1,x2,x3,y1,y2,y3,areas,detJ;
. double M1,M2,M3,M4,M5,M6;
int jota;
EsfANP = new double”[NN];
for (i=0;i<NN;i++)
EsfANP[i]=new doubie[3]
EsfANMC = new double"[NNJ;
for (i=0;i<NN;i++)
EsfANMCIi]=new double[3];
A = new double*[NN+ncont+1];
for (i=0;i<=NN+ncont;i++)
Afi]=new double[NN+ncont+1];
A1 = new double*[NN+ncont];
for (i=0;i<NN+ncont;i++)
A1[i}=new double[NN+ncont];
BB=new double[NN+ncont+1];

. BBx=new double[NN+ncont];
BBy=new double{NN+ncont];
BBxy=new double[NN+ncont];

X=new double[NN+ncont];
for (i=0;i<NN+ncont;i++)
{
BB[i+1]=0;
BBXx{i]=0;
BBy[i|=0;
BBxy[il=0;
X[il=0;
for (7=0;j<NN+ncont;j++)

A j+1]=0;
AMEIGI=O;

-}
fstream mistream;
mistream.openfile,ios::in|ios::app); .
- cout <<™*** Inicia calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Promedio \n";
© for (i=0;i<NN;i++)
{

conta=0;

EsfANP(i][0]=0; //para Sxx
EsfANP(iI[1]=0; /ipara Syy
EsfANP{i}{2]=0; //para Sxy
for (j=0;j<10;j++)

NEN[0}=0;
NEN][1}=0;

}

for (j=0;j<NE;j++)

{
if (elemtype[i]==0 || elemtype[j]==2)
{
for (k=0;k<NNE;k+t)

{
if (connectj][k}==i)
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NEN[conta][0]=j; // numero de elemento
NEN[conta][1]=k; //1a posicion de dicho nudos del elemento | i

conta‘oqntaﬂ

}
}

}
- for (I=0;ll<conta;li++)

ESfANP(i[0] = ESANP[}[0] + ESF_Elem[NEN[IJ[OJNENJIJITIO];
ESfANP[i[1] = ESfANP[][1] + ESF_Elem{NEN[IJ[OINEN[IT]I1];
ESfANP[i[2] = EsfANP[][2] + ESF_Elem{NEN[IN[OJIINENITHT2]:

}

ESFANP[][0}=EsfANP[][0}/conta;
EsfANP{][1]=EsfANP[][1}/conta;
ESfANP][2]=EsfANP[i][2Jiconta:

cout <<"*** Fin de calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Promedio \n";

mistream << "\n";
mistream << "\n";

mistream << "** ESFUERZOS ALIZADOS EN LOS NUDO : Metodo Promedio Aritmetico ***" << "\n"

mistream << "\n";

mistream <<"t \t \t Sxxt it Syyit it Sxyin™;
for (i=0;i<NN;i++)

{

mistream << "Nudo " << i+1 << " \{";

mistream << setw(15) << EsfANP[i][0] << "¢";
mistream << setw(15) << EsfANP[i][1] << "t";
mistream << setw(15) << ESfANP[i}{2] << "t";

mistream << "\n";

}
}
T
void Soluc()
{

double d;

intnt;

nt=NN+ncont;

}

Ili

indx=new int[nt];
ludemp(A,nt,indx,&d);
lubksb1{nt,indx);

void ludcmp(double **a, int n, int *indx, double *d)

{

inti,imaxjk;
float big,dum,sum,temp;

float *wv;
vv=new float{n+1};
for (i=1;i<=n;i++}
wiil=t;
*d=1.0;
for (i=1;i<=n;i++) {
big=0.0;
for (j=1;j<=n;j++)
if ((temp=fabs(a[il[i})) > big)
big=temp; :
if (big == 0.0)

cout<<"Singular matrix in routine ludcmp \n";

wiil=1.0/big;
for (j=1;j<=n;j++)

for (i=1;i<j;i++) {
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sum=a[i(};
for (k=1;k<ik++) sum = afi[{k]"a[k]];
afiljj=sum;
big=0.0;

for (=j;i<=n;i++)

sum=a[il(j];
for (k=1;k<j;k++)

sum -= afi][k]"a[k](l;
afiffjl=sum; _
if { (dum=vv[i]*fabs(sum)) >= big)
{

big=dum;
imax=i;
}
}
if j 1= imax) {
for (k=1k<=n;k++) {
dum=alimax][k};
a[imax]{k|=afj]{k};
afjjik=dum;
} .
td = _(kd );
wlimax}=vv(j;
}
indx[j]=imax;

i (al]] == 0.0)
afl[[I=TINY:
it 4= ) {
dum=1.0/(aljjil);
for (i=p+1;i<=n;i++) afilfj] *= dum;

}
//*******************)\'*t'k**k********'k****h********tk****i****
void lubksb(double **a, int n, int *indx, double b[])

{ v P . .
int i,ii=0,ip,j;
~ float sum;
for (i=1;i<=n;i++)

ip=indxfi};
sum=b[ip];
biip}=bfil;

if (i)

for (j=ii;j<=i-1;j++) sum -= afi|(jI"b{];
else if (sum) ii=i;
b[i]=sum;

for (i=n;i>=1;i--) {
sum=bli; :
for (j=i+1;j<=n;j++) sum -= a[i][]*b(];
blil=sum/a[i]i; '

//****\\'*i*********'k*****i*********************ﬂ***************

void lubksb1(int n, int *indx)

{
int i,ii=0,ip,j;
float sum;
for (i=1;i<=n;i++)
ip=indx[i};
sum=BB][ip];
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BB[ip]=BB(i];

if {ii)

for (j=ii;j<=i-1;j++) sum -= A[i][j]"BBIi};
else if (sum) ii=i;
BB[i]=sum;

for (i=n;i>=1;i--) {

- sum=BBIi];
for (j=i+1;j<=n;j++) sum -= A[i]{i]"BB};
BB[ij=sum/A[i[];

} B

//********?('k****k**‘k**t\\'**************************************
void |lubksb2(int n, int *indx2)

int i,ii=0,ip,j;

float sum;

for (i=1;i<=n;i++)

ip=indx2]i};

sum=BB2[ip];
BB2[ip]=BB2[i};

if (ii) :
for (j=ii;j<=i-1;j++) sum -= A2[i][i]"BB2{j};
else if (sum) ii=i; :
BB2[il=sum;
}
for (i=n;i>=1;i~) {
sum=BB2[i];

for (j=i+1;j<=n;j++) sum -= A2{]['BB2[j];
BB2[ij=sum/A2[i[lil,

/ e e L T L e e s

void ludcmp2(double **a2, int n, int *indx2, double *d)

int i,imax,j,k;
float big,dum,sum,temp;
float *wv;
vv=new float{n+1];
for (i=1;i<=n;i++)
wiil-1;
*d=1.0;
- for (i=1;i<=n;i++) {
big=0.0;
for (j=1;j<=n;j++)
if ((temp=Ffabs(a2[i]j])) > big)

big=temp; :
if (big == 0.0)
cout<<"Singular matrix in routine ludecmp2 \n";
wiil=1.0/big; :

for (j=1;j<=n;j++)

for (i=1;i<j;i++) {
sum=a2[i][j};
for (k=1;k<i;k++) sum -= a2(ij[k]*a2[KIf};
aZ[i][jl=sum; :

}
big=0.0;
for (i=j;i<=n;i++)

sum=a2(i]fj}
for (k=1;k<jk++)
sum -= a2ij[k]*a2[K](i;
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aZfjfj=sum;

if { (dum=vv[i]*fabs(sum)) >= big)
{
big=dum;
imax=i;
}
}
- if{j 1= imax) {
‘ for (k=1;k<=nk++) {
dum=a2[imax](k];
a2(imaxk|=a2(j[K]; .
aZ(jlik}=dum;
}
td = _(td);
wiimax]=vv[j];
indx2[j}=imax;
if (a2(i]] == 0.0)
: azfj|jI=TiINY;
if 1= n){

dum=1.0/(a2(]0]):;
for (i=j+1;i<=n;i++) a2{i][j] *= dum;
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I/ Método de Elemento Finito, Malla Triangular de 3 Nudos, Anilisis No Lineal Geométrico
/I Método de Elementos de Contacto , Master-Slave , Nudo a Nudo
#include <time.h>

#include <string.h>

#include <stdio.h>

#include "stdlib.h"

#include <fstream.h>

#include "iostream.h”

flinclude <math.h> -

#include <iomanip.h>

#define NDOFN 2

#define NDIM 2

#define NPROP 3

#define NNE 3

#define CLK_TCK 1000.0

typedef char cstringf20];

int NN,NE;

int aBanda;

double **coord=NULL;

double **coordini=NULL;

int **support=NULL;

double **load=NULL,;

int **connect=NULL;

double **prop=NULL,;

int *elemtype=NULL;

int ndof band,ndofe;

int LABEL[NDOFN*NNE]; v

double ESM[NDOFN*NNE]INDOFN*NNE];
double ERHS[NDOFN*NNE];

double D(3](3], B[3]{6}, DB[3][6], BDB[6}[6], Go[4][6], So[4][4], GS[6](4], GSG[6][6], Ka[6](6], KI[6][6);
double **ESF=NULL;

double **A=NULL;

double **A1=NULL;

double *X=NULL;

double *BB=NULL,

double *BBx=NULL,;

double *BBy=NULL,;

double *BBxy=NULL;

double **EsfANP=NULL,;

double **ESfANMC=NULL;

double *ESFUER=NULL;

double BIGg,BIGgkr;

double Scomp,Strac;

double Spark{21}[2];

doubie *RHS;

double *DESPLA,

double *fonzi=NULL;

double **P=NULL; //arreglo de carga incremental
double *disp=NULL,;

double **vectorc1; //vector direccional del contacto inicial
double **vectorc2; //vector direccional del contacto final -
double tol, tolc;

int nitepp, /# numero de iteraciones paso-paso
int iterpp; //variable para contar las veces de paso-paso
int *pos=NULL,;

double *DIAGONAL=NULL;

double ** FILA=NULL;

double ** COLUMNA=NULL;

double * KRG=NULL;

double *U=NULL;

int min1(int i,int j);

int max1(inti,int j);

void Getinput(cstring s);

void SetBandSystemy();

void GetConnect(int elemno);

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE 193
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
Facultad de Ingenieria Civil

CODIFICACION
ELEMENTO TRIANGULAR DE 3 NUDOS NO LINEAL GEOMETRICO

void Assemble(int elemno);

void GetStiff(int elemno);

void ApplySupport();

void Solve();

void Soluc();

void PrintTime(char file[20]);

void PrintData(char file[20));

void PrintOut(char file[20]); :

void PrintOutDesp(char file[20], int iterc);
void PrintSal(char file20], int elemno);

void PrintSalM(char file[20]);

void PrintSalM1(char file[20]);

void PrintEsf(char file[20], int iterc);

void PrintEsfAlizado(char file[20]);

void ClearMemory();

void PrintResult{char file[20]);

void PrintElas(char file[20], int iterc);

void CalculoError();

void PrintError(char file[20]);

double errort_elem, error2_ener;

double *Param_Local=NULL;

int Kposi(int i, int j);

double &Kpos(int i, int j); -

void ClearVariant();

void ludemp(double **a, int n, int *indx, double *d);
void lubksb{double **a, int n, int *indx, double b{);
void lubksb1(int n, int *indx);

int *indx;

#define TINY 1.0e-20

int iterc; //variable para contar las veces de contacto
int nitemc; // # de iteracion metodo contacto
int ncont; //numero de elementos de contacto
double time_ini, time_fin;

int continua,activa;

int main(int argc, char* argv])

inti,j,k,is,contatpp,ipp;
int 49qqq;

double xxfi,xxf], yyfi,yyfi;
int elem_1;

double x1,x2,x3,y1,y2,y3,are_1,are_2,are_3;

char file[20];
char archivo[40];
char archivo1[40];
char archivo2{40};

cout <<"INGRESE ARCHIVO DE ENTRADA: (mcluya extension)";

cin >> file;
tolc=0.05; /ftolerancia
iterc=1;  //inicia la iteracion con 1

nitemc=1; //lnumero de iteraciones (por defecto es 1, pero si hay elemcontac vale 2, luego verifica)

iterpp=1;
activa=0;
continua=1;
Getlnput(file);

cout <<"INGRESE NOMBRE DE ARCHIVOS DE SALIDA (sin ‘extension): ";

cin >> file;

strepy( archivo, file);

strcat( archivo, *_matrix.jg1");
cout << archivo << "\n";
strepy( archivot, file);

strcat( archivo1, "_out.jgv");
cout << archivo1 << "\n";
strepy( archivo2, file);

strcat( archivo2, "_adap.adh");
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cout << archivo2 << "\n";
time_ini=clock(/CLK_TCK;
SetBandSystem();
PrintData(archivo1);

for(i=0;i<NE;i++) // verifica al inicio si los cuerpos stan contactados

if(elemtypefi]==1)
A

xxfi=DESPLA[connect[i][0]*2]+coordini[connect[i)[OT)[0];
xxfj=DESPLA[connect{i][1]*2]+coordini[connecti][1]][0];
yyfi=DESPLA[connect[i][0]*2+1]+coordini[connect{i][0}[1];
yyfi=DESPLA[connect{i][1]*2+1]+coordinijconnect{][1]][1];

vectorc1[iJ[0] = xdjoxxfi;

vectorct(il[1] = yyfj-yyfi;
- iftvectorc1[ijf0]==0 && vectorc1[i[1}==0)
{

}
}

activa=1;
printf("Activa=1: \n");

1/ [1}.- Inicio de las lteraciones para el Contacto

for {ipp=0;ipp<nitepp;ipp++)
{ .

ClearVariant();
for (i=0;i<NE;i++)

}
PrintSalM(archivo);
ApplySupport();
PrintSalM1(archivo);

Assemble(i);
PrintSal(archivo, i);

I/ calcula el vector direccional del contacto inicial

if(continua==1)

{
for(i=0;i<NE;i++)

if(elemtypefi]==1)
{

}
}

aBanda=0;
for(i=0;i<ndof;i++)

xxfi=DESPLA[connect[i]{0]*2]+coordini[connect[i][O]][0];
xxfj=DESPLA[connect[i][1]*2]+coordini{connectfi]{1]][0];
yyfi=DESPLA{connect[i][0]*2+1]+coordinijconnecti] [O]}{1];
yyfi=DESPLA[connect(i][1]*2+1]+coordini{connect[ij{(1]}[1];
vectorc1[iji0] = xxfj-xxfi;

vectorc1[il[1] = yyfj-yyfi;

if (aBanda<posfil)

Solve();
for(i=0;i<ndof;i++)

aBanda=posfi];

DESPLA[i] = DESPLA(j] + RHS]i];
Il verifica si hay cambio en el vector direccion del contacto y/o existe penetracion de
I un pto a un elemento triangular
I/ calcula el vector direccional del contacto inicial

for(i=0;i<NE;i++)
{

iflelemtypefi]==1)
{

xxfi=DESPLA|[connect[i][0]*2]+coordini[connect{i][0]][0];
xxﬂ=DESPLA[connect[i][1 J"2}+coordinifconnect{i][1]](0];
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yyfi=DESPLA[connect]i][0]*2+1]+coordini[connect{iJ{0]J{1];
yyfi=DESPLA[connect[i][1]*2+1]+coordini[connect[i]1]][1];
vectorc2(i]{0)=xxfj-xxfi;
vectorc2[i][11=yyf-yyf;

activa=0;
- for(i=0;i<NE;i++)

if(elemtype[il==1)
{v R

printf("Vector 1 x: %f\n",vectorc1[i][0]);
printf("Vector 1y: %fn",vectorc1[i}{1]);
printf("Vector 2 x: %f\n",vectorc2(iJ[0]);
printf("Vector 2 y: %f\n",vectorc2[i][1]);
if(vectorc1{ij[0]*vectorc2(i){0]<0 )

{

continua=0;

ipp=ipp-1;

activa=1;

printf("Error, sale por la 1° condicion: \n");
“break;

-}
iffvectorc1[i][1]*vectorc2[i][1]<0)
{

continua=0;

ipp=ipp-1;

activa=1,

printf{"Error, sale por la 2° condicion: \n");
break;

} .
ifvectorc1[iJ{0]*vectorc2[iJ{0]>=0 && vectorc1[ij[1]*vectorc2[ij[1]>=0)
{

continua=1;
printf("Esta todo bien, pasa a la sgte iteracion: \n");

}

if(continua==0)
for(i=0;i<ndof;i++)
DESPLA[] = DESPLA(i] - RHS{i);
if(continua==1) :

PrintOuiDesp(archivo1 Jterc);
PrintEsf(archivo1,iterc);
for(i=0;i<NN;i++)

{

for(j=0;j<NDOFN;j++)
{

Plilli=load(il[iJnitepp;
coord[iJ{0}=coordini[i[0}+DESPLA["2];
coord[i[[1]=coordini[i|[1[+DESPLA[*2+1);

}

iterc=iterc+1;

cout <<"™*** Fin de " << iterc-1 << " ° Iteracion \n";
¢in >>4qqqq; -

II11].- Fin de las lteraciones para el Contacto
PrintResult(archivo1);

PrintOut(archivo);

PrintEsfAlizado(archivo1);

CalculoError(); '

PrintError(archivo2);
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ClearMemory();

time_fin=clock()/CLK_TCK;

PrintTime(archivo1);

cout << "Tiempo total: " << (time_fin-time_ini) << " segundos\n";
cin >> file;

return 0;

}
IR R
int min1(int i,int )

if(i<j) return i;
return j;

} .
U]
int maxi(int i,int j)

if(i>j) return i;
return j;

}
ST
void Getinput(cstring s)

ifstream inp;
inti,j,k;
int qqqqq;
inp.open(s,ios::in);
inp >> NN;
printf("N de nudos  : %d\n",NN);
inp >> NE;
printf("N de elementos : %d\n",NE);
inp >> nitepp;
Cout <<lln"u;
coord = new double*[NN]J;
for (i=0;i<NN;i++)
coord[il=new double[NDIM];
coordini= new double*[NN];
for (i=0;i<NN;i++)
coordinifi]=new double[NDIM];
support = new int*[NN];
for (i=0;i<NN;i++)
support[il=new int{NDOFN];
load = new double*[NN]; -
for (i=0;i<NN;i++) ‘
load[f}=new double[NDOFN];
P = new double*[NN];
for (i=0;i<NN;i++)
K P[i] = new double{NDOFN};
for(i=0;i<NN;i++)
{
inp >>k;
k=
for(j=0;j<NDIM;j++)
inp >> coord[K][;
for(j=0;j<NDOFN;j++)
inp >> support[K][j}
for(j=0;j<NDOFN;j++)
inp >> load[k]i};

connect = new int*[NE];
for (i=0;i<NE;i++)

connectfil=new int{NNE];
prop = new double*[NE];
for (i=0;i<NE;i++)

prop(il=new double[NPROP];
elemtype = new int [NE];
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for(i=0;i<NE;i++)

{ v
inp >>k;
k--;
for(j=0;j<NNE;j ++)
{

inp >> connect(k](i};
connect[k]j}-;

-}
inp >> elemtypelk];
for(j=0,j<NPROP;j++)
inp >> prop[K](il

-}
inp >> BIGg;
inp >> BIGgkr;

}
U i
void SetBandSystem()
{
intijk;
int 4aqq;
ndof = NDOFN*NN;
ndofe = NDOFN*NNE;
band = 0;
pos = new int{ndof];
printf("ndof: %d\n",ndof);
printf("ndofe: %d\n",ndofe);
 cout <<mmnu;
for(i=0;i<ndof;i++)
posfil=0;
for(i=0;i<NE;i++)
{
GetConnect(i);
if (elemtypefi]==0 || elemtype[i]==2)

for(j=0;j<ndofe;j++)

for(k=0;k<j;k++)

{
int [1=LABELjJ;
int 12=LABEL];
int dif=abs(12-11);
int 13=max1(11,12);
if {(pos{i3]<dif)
pos[I3]=dif,
}
}
}
else
{
nitemc=10; //por defecto es 1 iter, pero como hay elementcontact iterara 10 veces
for{j=0;j}<NDOFN*2;j++)
for(k=0;k<j;k++)
{
int 11=LABEL(j;
int 12=LABEL[K];
int dif=abs([2-11);
int I3=max1(11,12);
if (pos13]<dif)
pos[I3]=dif;
}
}
}
}
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DIAGONAL = new double [ndof];
COLUMNA = new double* [ndof];
FILA = new double* [ndof];
for(i=0;i<ndof;i++)

COLUMNA(i]=NULL;
FILAJ=NULL;

- j=pos(il;

. if(>0)

COLUMNA(i}= new doublej];
FILA[i]= new doublej];

for(i=0;i<ndof;i++)

DIAGONAL(i}=0.0;
for(j=0;j<pos(i;j++)
{

COLUMNA[][]=0.;
FILAGIGI=O;

disp-= new double [ndof];
for(i=0;i<ndof;i++)

disp[i] = 0.0;
RHS = new double [ndof];

. for(i=0;i<ndof;i++)

RHS[i) = 0.0;
for(i=0;i<NN;i++)
for(j=0;j<NDOFN;j++)
PliJf=load]il{j}nitepp;

"DESPLA= new double [ndof];

for(i=0;i<ndof;i++)

DESPLA[i] = 0.0;
ESFUER = new double*[NE};
for (i=0;i<NE;i++)

ESFUER(J=new double[NNE];
for (i=0;i<NE;i++) :

for (j=0;j<NNE;j++)

ESFUERIi]j]=0.0;

neont=0;
for (i=0;i<NE;i++)

if (elemtype[i]==1)

_ ncont=ncont+1;
for(i=0;i<NN;i++)

for(j=0;j<NDIM;j++)

coordinifi]fj] = coord[i](;

vectorct = new double*[NE];
for (i=0;i<NE;i++)

vectorc1[i] = new double[2];
vectorc2 = new double*[NE];
for (i=0;i<NE;i++)

vectorc2[i] = new double[2];

} _
IR
void GetConnect{int elemno)

{

intij;

int aux;

aux=1;

if (elemtype[elemno]==0 || elemtype[elemno]==2)

for(i=0;i<NNE;i++)
for(j=0;j<NDOFN;j++)
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LABEL[i"NDOFN+j] = connect{elemno][i]"NDOFN+(});
else

for(i=0;i<2;i++) _
for(j=0;j<NDOFN;j++)
LABEL[i*NDOFN+j] = connectfelemno][i'NDOFN+(;
}

} v
I
void Assemble(int elemno)
( v
-~ intij;
GetConnect(elemno);
GetStifflelemno);
for(i=0;i<ndofe;i++)

DIAGONAL[LABEL(i]] += ESMI(il;
RHS[LABEL{]] += ERHS]T];

for(i=1;i<ndofe;i++)
for(j=0;j<i;j++)

if (LABEL{jj<=LABEL[)
FILA[LABEL[ilJ{abs(LABEL[j}-LABEL[])-1] += ESMJil[;
if (LABEL[j]>LABEL]])
FILA[LABEL[j]Jjabs(LABEL[J-LABEL{i])-1] += ESM[i]:
} ,

for(j=1;j<ndofe;j++)
for(i=0;i<j;i++)

if(LABEL[j}<=LABEL})
COLUMNA{LABEL[]Jfabs(LABELi|-LABEL(])-1] += ESM];
if(LABEL[[>LABEL(]) '
COLUMNALABELi]J{abs(LABEL[i}-LABEL[])-1] += ESM]I;

}

}
TR
void GetStiff(int elemno)
{
: intij,k,kode;
double coeft,coef2; "
-double x1,y1,x2,y2,x3,y3,x13,y23,x23,y13,y31,y12,x32,x21;
" double detJ,areas;
double xx1,yy1,xx2,yy2; )
double xx1f,yy1f xx2f,yy2f vectnxf,vectnyf,
double vectnx,vectny,|0,if kresorte;
kode=elemtypefelemno];
if(kode==0 || kode==2}

I/ Inicio Matrix del Elemento Finito
I/ Matrix "D" -
if(kode==0) //Para el caso de TENSION PLANA
{ .
coef1=prop[elemno][0}/(1-(prop[elemno][2]*prop{elemno][2])};
D[01{0]=coef1*1;
D[0][1]=coef1*proplelemno]{2);
D[0][2]=0;
D{1]{0]=coef1*proplelemno}{2];
D[1]t}=coef1*1;
D[1](2)=0;
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D[2][0]=0;
D[2J{1]=0;

D[2]i2j=coef1*(1-prop[elemno][2])/2;
}
if(kode==2) //Para el caso de DEFORMACION PLANA
{

coef{=prop[elemna][0]*(1 -prop[elemno][Z])/(1+prop[e|emno][2])/(1-2*prop[elemno}[2]) ;

D[0][0]=coef1*1;

D[0][1]=coef1*proplelemno][2)/(1-proplelemno]i2));

D(0][2]=0;

D[1][0]=coef1*prop[elemno]{2)/{1-prop[elemno][2});

D{1][1]=coef1*1;
D[1]2]=0;
D{2][0]=0;
D2J[1]=0;

D[2]{2]=prop[elemno}{0]/2/(1+prop{elemno][2]);

{/ Determinante Jocobbiano
x1=coord[connect{elemno][0]](0];
y1=coord{connect{elemno][0]][1];
x2=coord{connect[elemno][1]](0];
y2=coord[connect{elemno][1]J{1];
x3=coord[connect{elemno][2]]{0];
y3=coord[connect{elemno]{2]][1];
x13=x1-x3;
y23=y2-y3;
X23=x2-x3;
y13=y1-y3;
detd=x13"y23-x23*y13;
if (detJ<0)

detd=(det))*(-1);
areas=0.5det);
coef2=1/detJ;
y12=y1y2;
y31=y3+y1;
x32=x3-x2;
x21=x2-x1;
/I Matrix "B"
B[0][0]=coef2*y23;
B(O][1}=0;
B[0][2]=coef2*y31;
B(0]3]=0;
B[0][4]=coef2*y12;
B[0](5]=0;
B[1]{0}=0;
B[1][1]=coef2*x32;
B{1][2]=0;
B[1][3]=coef2*x13;
B[1]14]=0;
B[1][5]=coef2*x21;
B[2](0]=coef2*x32;
B[2]{1]=coef2*y23;
B{2][2]=coef2*x13;
B[2][3}=coef2*y31;
B[2][4]=coef2*x21;
B[2][5]=coef2*y12;
for (i=0;i<3;i++)

for (j=0;j<6;j++)

DBIilio; .

for (i=0;i<6;i++)

for (j=0;j<6;j++)

BOB(i|[]=0;

//MatrixDB=DxB
for (i=0;i<3;i++) :
for (j=0;j<6;j++)
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for (k=0;k<3;k++)
DB(](i1=DB{i[}+Dlk]"BIKIGk
/l Matrix B'DB = B' x DB
for (i=0,i<6;i++)
for (j=0;j<6;j++)
for (k=0;k<3;k++)
. BOB[]i]=BDB(]+BIKIIDBIKIGL;
/I Matrix Kl = espesor x area x B'DB
~ for (i=0;i<6;i++)
for (j=0;i<6;j++)
" Kifljl=prop[elemno]{1]*areas*BDBIi]];
//Calculo de la Matrix Geometrica Kg=Go.Esf.Go
/I Matrix Go
Go[0][0}=B(0](0};
Go[0][1]=0;
Go{0](2}=B[0](2];
Go[0){3]=0;
Go[0][4]=B{0][4];
Go[0](5]=0;
Go[1][0}=B[1](1};
Go[1][1]=0;
Go[1][2]=B[1][3};
Go[1][3J=0; ‘
Go[1][4)=B[1](5];
Go[1]{5]=0;
Go[2][0]=0;
Go[2][1]=B[0][0];
Go[2][2]=0;
Go[2][3]=B[0][2};
Go[2][4]=0;
Go[2](5]=B[0][4];
Go[3]{0]=0;
Go[3](11=B[1](0};
Go[3]{2]=0;
Go[3](3}=B[1][2];
Go[3](4]=0;
Go[3][5]=B[1][4];

. lIMatrix Esfuerzo de Cauchy .
So[0]{0]=ESFUER[elemno](0];
So[0][1]=ESFUER[elemno](2];
So[0][2]=0;

So[0]{3]=0;

- So[1][0]=ESFUER[elemno}{2];
So[1][1}=ESFUER[elemno][1];
So[1]2]=0;

Sof1](3]=0;
So0[2][0]=0;

“Sof2J(1]=0;
So[2][2]=ESFUER[elemno]{0];
So[2][3]-ESFUER[elemno}{2};
Sof3]0]=0; :

Sof3]{1]=0;
So[3][2]=ESFUER[elemno](2];
So[3][3]=ESFUER[elemno]{1];
for(i=0;i<6;i++)
for(j=0;j<4;j++)
GS(iliI=0;
for(i=0;i<6;i++)

for(i=0;j<4;j++)
for (k=0;k<4;k++)
} GSIiJi1=GS{i}i}+GolK](]"SofK]il; -
for(i=0;i<6;1++)
for(j=0;j<6;j++)
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GSGIi{I=0;
for(i=0i<6;i++)

for(j=0;j<6;j++)
for (k=0;k<4;k++)
GSG[I[lil=GSG[]]+GSiJKI"GolKI(];

I/ Matrix Kg = espesor x area x GSG
for(i=0;i<6;i++)
for(j=0;j<6;j++)

Kglili1=0;
for (i=0;i<6;i++)
for (j=0;j<6;j++)
Kglillj}=prop[elemno]{1]“areas*GSGIi](;
Il Matrix Ktotal = Kl + Kg
for (i=0,i<6;i++)
for (j=0;j<6;j++)
ESMIIGI=KITi0}+Kalill;

{/ Fin Matrix de! Elemento Finito

}

else

{

}

for (i=0;i<6;i++)
ERHSJi]=0.0;

for (i=0;i<6;i++)
for (j=0;j<6;j++)
ESMi]{j}=0;
for (j=0;j<6;j++)
ERHSJ[j}=0;
iffactiva==1)
{ /iincrementa 10% unid para cumplir la condic impenetra
prop[elemno}{2]=prop[elemno][2]*10;
kresorte=prop[elemno][2]; '
10=sqrt(vectorc2[elemno][0]*vectorc2[elemno][0]+vectorc2[elemnol{1]*vectorc2[elemno][1]};
printf("Lo: %f\n",10); ’
printf("Kresorte: %f\n" kresorte);
ESM[0][0]=kresorte*(-vectorc2[elemno][0])* (-vectorc2[elemno]{0)/10/0;
ESM[0][1]=kresorte*(-vectorc2[elemno][0])*(-vectorc2[elemno]{1])/10/0;
ESM[0][2]=-ESM[0][0);
ESM[0](3]=-ESM[O]1];
ESM[1][0]=ESM[O][1];
ESM[1][1]=kresorte*(-vectorc2[elemno]{1])*(-vectorc2[elemno][1])/10/0;
ESM[1}{2]=-ESM[1][0); )
ESM[1}3]=-ESM[1][1];
ESM{2J{0]=ESM[0]2];
ESM{2)[1]=ESM[1][2];
ESM[2]12]=-ESM[2][0];
ESM[2)(3]=-ESM{2][1];
ESM[3][0]1=ESM[O0](3];
ESM3][1]=ESM{1]3];
ESM[3](2]=-ESM[0](3];
ESM[3](3]=-ESM[1][3};
I para la matrix de fuerza del elemento: F=K.n.|; I=difer(nudos)
ERHS[0]=kresorte(-vectorc2[elemno][0])A10*10;
ERHS[1]=kresorte*(-vectorc2[elemno](1])10%0;
ERHS[2]=-ERHS[0}; .
ERHS[3]=-ERHS[1];
ERHS[4]=0;
ERHS[5]=0;

b
IR

void ApplySupport()
{
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inti,j,pos;

for(i=0;i<NN;i++)
for(j=0;j<NDOFN;j++)
{

pos = i*NDOFN+;;
ifsupport[il{i]==1)
{

DIAGONAL{pos] +=BIGg;
RHSpos] += BIGg*P[il(i];

else
RHS[pos] += P(il(];
} }
I
void Solve()
inti,j,k,kk;
double pivot;
double suma;
for(i=1;i<ndof;i++)
if(posfi] != 0)
for(=posfi};j>0;j--)
if(FILA[](-1] = 0)
{
pivot=(FILA[i][j-1])/DIAGONAL[i-j];
FILAfi}j-1]=0;
for (k=1;k<j;k++)
if(posf(i-*k] >=k) -
FILA[i]fj-1-K] += -COLUMNA[i-j+k}{k-1]"pivot;
iffCOLUMNAY][j-1] I= 0) :
DIAGONAL[i] += -COLUMNA(i}{j-1]"pivot;
kk=(i-j}+aBanda;
if(kk>ndof)
kk=ndof-1;
kk=kk-i;
for{k=0;k<kk;k++)
if ((k+1) < pos[i+(k+1)])
ifj<pos[i+k+1]-k} // verifica que tenga valor
COLUMNA[i+k+1][k] += -COLUMNA[i+k+1]{j+k]*pivot;
RHS[i] += -RHS[i-j]"pivot;
}
}
}
}
for(i=ndof-1;i>=0;i--)
double Kij;
suma=0.0;
for(j=i+1;j<ndof;j++)
if(Kposi(i,j)) {
Kii=Kpos(j;

suma += Kij"RHS[}};

}
RHS[i] = (RHS[i|-suma)/Kpos(i,i);
} .

}
I T
void PrintOut(char file[20])

{ -
intiyj;
ofstream out;
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out.open(file,ios::app);
out<<" \n"
out << "** RESULTADOS FINALES DE MATRICES AUXILIARES ***" << " \n
out << "MATRIZ DIAGONAL" << "\n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out << DIAGONAL]] << "t";
out<<" \n"
out<<" \n"
out << "MATRIZ FILA" <<"\n"
for(i=1;i<ndof;i++)
{
out << "posicion: " <<i<<" , Tiene ["<< posi] << "\n";
for(j=0;j<posfi];j++)
out << FILA[[] << "t
out << "\n";

out << "\n";
out << "MATRIZ COLUMNA" << "\n",
for(i=1;i<ndof;i++)

out << "posicion; " <<i<<" | Tiene ["<< posli] << "] \n";
for(j=0;j<pos(if;j++)
out << COLUMNAiJ{j] << "t
out <<"\n"
}
out << "\n";
out << "MATRIZ RHS:" << "\n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out <<"RHS [" << i << "] : "<< RHS[] << "\n";
out << "n";

}
IR
void PrintOutDesp(char file[20}, int iterc)
{
inti,j;
fstream mistream;
mistream.opentfile,ios::infios::app);
mistream << " \n";
mistream << "ELEMENTO TRIANGULAR DE 3 PUNTOS - PENALIDAD" <<"\n";
mistream << "\n";
mistream << "DESPLAZAMIENTO : Iteracion " << iterc << "Tn";
mistream << "NUDO" <<"\t";
mistream << setw(14) << "UX" <<"{";
mistream << setw(14) << "UY" <<"\n",
for (i=0;i<NN;i++)
{

mistream << i+ << "t";
for (j=0;j<NDOFN;j++)

mistream << setw(15) << RHS[I*NDOFN+j] << "\t";
mistream << "\n";

'}
for (i=0;i<NE;i++)
if (elemtypefi]==1)
{
mistream << setw(15) <<i << "\t";
mistream << setw(15) << prop[i][2] << "\n";

}

mistream << "\n";

} .
T
void ClearMemory()

{

inti;
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for (i=0;i<NN;i++)

delete [] coord[i];

delete [] coord;
for (i=0;i<NN;i++)

delete [} support[i];

delete ] support;
for (i=0;i<NN;i++)

delete [] load[i];

delete [] load;
for (i=0;i<NE;i++)

delete [] connect]i];

delete {] connect;
for (i=0;i<NE;i++)

delete [] propfi;

delete [} prop;

delete [] elemtype;
delete [] DIAGONAL;
for(i=0;i<ndof;i++)

if (COLUMNA(i]I=NULL)

delete COLUMNAT[;

if (FILAf]'=NULL)
delete FILA[;

}

delete [] COLUMNA,;
delete [] FILA;

for (i=0;i<NE;i++)

delete [] ESFi;

delete [] ESF;

}
R
double &Kpos(int i, int )

iF(==)

else if (j>i)

else

}

int Kposi(int i, int j)
if (i==])
else if (j>i)

if (-)>posfi)

else

}

return DIAGONAL]];
return COLUMNATlj-i-1];

return FILA[i][i-j-1];

return 1;

return 0;
else
return 1;

if ((i)>pos(i])
return 0;
else
return 1;

}
L

void ClearVariant()

inti};

for(i=0;i<ndof;i++)

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE ) . 206
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA

Facuiltad de Ingenieria Civil

CODIFICACION

ELEMENTO TRIANGULAR DE 3 NUDOS NO LINEAL GEOMETRICO

DIAGONALJi}=0.0;
for(j=0;j<posli];j++)

COLUMNA(jI=0;
FILATGI=O;

for(i=0;i<ndof;i++)

RHS{i = 0.0;

}
I T
void PrintSal(char file[20], int elemno)

inti,j,kode;

fstream mistream;
mistream.openfile,ios::infios::app);
mistream << "\n"
kode=elemtypefelemno];
if(kode==0 || kode==2)

{

else

mistream << "MATRIZ DB : [" << elemno+1 << "J\n";
for (i=0;i<3;i++)

for 0¥O;j<6;j++)
mistream << setw(12.2) << DBIi]fj] << "W";
mistream << "\n";

mistream << "\n";
mistream << "MATRIZ BDB : [' << elemno+1 << “\n";
for (i=0;i<6;i++)

for (j=0;j<6;j++)
mistream << setw(12) << BDBIi][j] << "W";
mistream << "\n";

mistream << "\n";
mistream << "MATRIZ RIGIDEZ LINEAL: [" << elemno+1 << "\n";
for (i=0;i<6;i++) ’
for (j=0;j<6;j++)
mistream << setw(12) << KI[iJ[j] << "t";
mistream << "\n";

mistream << "\n";

mistream << "MATRIZ RIGIDEZ GEOMETRICA: [" << elemno+{ << "\n"; -

for (i=0;i<6;i++)

for (j=0;j<6;j++)
mistream << setw(12) << GSG[i]{j] << "W";
mistream << "\n";
}
mistream << "\n";
mistream << "\n";

mistream << "MATRIZ RIGIDEZ RESORTE: [" << elemno+1 << "} \n";
for (i=0;i<4;i++)

for (j=0;j<4;j++)

mistream << setw(12.2) << ESM[i][j] << "\";
mistream << "\t";
mistream << setw(12.2) << ERHSJi] << "\n";

mistream << "\n";

CALCULO DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN ZONAS DE
CONTACTO ENTRE CUERPOS ISOTROPICOS ESTRUCTURALES
BIDIMENSIONALES POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

GARCIA VILLANUEVA, JULIO EDGAR

207



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA

Facultad de Ingenieria Civil

CODIFICACION

ELEMENTO TRIANGULAR DE 3 NUDOS NO LINEAL GEOMETRICO

mistream << "\n";

}

}
U
void PrintSalM(char file{20])

{

int i,j;
ofstream out;
out.open(file,ios::app);

out << "MATRIZ FILA : " << " \n";
for (i=0;i<ndof;i++)

out << posfi} << "\t"
for (j=0;j<pos[il;j++) _
out << FILAIJ[] << "t
out <<"\n"
} _
out<<"\n";
out <<"\n";
out << "MATRIZ COLUMNA : " << "\n";
for (i=0;i<ndof;i++)
{
out << posfi] << "t";
for (j=0;j<pos[i];j++)
out << COLUMNAIi][] << "¢t";
out <<"\n"
}
out << "\n";
out << "\n";
out << "MATRIZ DIAGONAL sin la Carga del RESORTE: " << " \n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out << DIAGONALJi] << "\t";
out << "\n"
out << "\n"; .
out << "MATRIZ FUERZA Inicial: " << " \n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out << RHSJi] << "t
out <<"\n";
out <<"\n";

} ,
I
void PrintSalM1(char file[20])

{

inti;
ofstream out;
out.open(file,ios::app);
out << "MATRIZ DIAGONAL con la Carga del RESORTE: " << "\n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out << DIAGONAL[]] << g,
out <<"\n";
out <<"\n";
out << "MATRIZ FUERZA Final: " << "\n";
for(i=0;i<ndof;i++)
out << RHS[i] << "t";
out <<"\n";
out <<"\n";

}
Ui
void PrintEsf(char file[20], int iterc)

inti,j,k;

double sxx[3],syy[3].sxy[3];
fstream mistream;
mistream.openfile,ios::infios::app);
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cout <<"*** Inicia calculo de Esfuerzos \n";
mistream << " \n";
mistream << " \n"; .
mistream << "** TABLA DE ESFUERZO EN CADA ELEMENTO ***\n";
mistream <<"{ \t \t Sxxit \t Syyit t Sxy\n";
ESF = new double*[NE};
for (i=0;i<NE;i++)
ESF{i]=new double[3];

for (i=0;i<NE;i++)
if (elemtype[il==0 || elemtype[i]==2)
{

GetConnect(i);

GetStiff(i);

mistream << "Elem " << j+1 << " :\t";
for(j=0;j<NNE;j++)

ESF{il[]=0.0;
for (k=0;k<ndofe;k++) _
ESF[i][]=DB[|[k]*RHS[LABEL{K]]+ESFIi]];
‘mistream << setw(15) << ESFi][j] <<"\t";
}
}
mistream << "\n";
cout <<™*** Fin de calculo de Esfuerzos \n";

}
U
void PrintEsfAlizado(char filef20])
{
intijkl;
int conta;
int jj,kk;
int NEN[10]{2}; //lnumero de elementos en un nudo, 10 es el valor estimado y 2 es valor de elem y pos
double x1,x2,x3,y1,y2,y3,areas,detJ;
double M1,M2,M3;
double mini0,mini1,mini2,maxi0,maxi1,maxi2;
int elemal,elema1,elema2,elemi0,elemi,elemi2;
EsfANP = new double*[NN);
for (i=0;i<NN;i++)
EsfANP[i]=new double[3];
EsfANMC = new double*[NN];
for (i=0;i<NN;i++)
EsfANMCIil=new double[3];
A = new double*[NN+ncont+1];
for (i=0;i<=NN+ncont;i++)
AfiJ=new double[NN+ncont+1];
A1 = new double*{NN+ncont];
for (i=0;i<NN+ncont;i++)
A1{i]=new double[NN+ncont];
BB=new doublefNN+ncont+1];
BBx=new double[NN+ncont];
BBy=new double{NN+ncont};
BBxy=new double[NN+ncont];
X=new double[NN+ncont};
for (i=0;i<NN+ncont;i++)
{
. BB[i+1]=0;
BBx{i]=0;
BBy[i=0;
BBxy[il=0;
X[i|F0;
for (j=0;j<NN+ncont;j++)
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Ali1]+11=0;
A1[llI=0;

}

fstream mistream;
mistream.open(file,ios::infios::app);
cout.<<™*** Inicia calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Promedio \n";
for (i=0;i<NN;i++)
{
conta=0;
EsfANP[i)[0]=0; //para Sxx
EsfANPIi][1]=0; //para Syy
EsfANP(i][2]=0; //para Sxy
for (j=0;j<10;j++)
{

NENI}{0]=0;
NEN][1}=0;

}

for (j=0;j<NE;j++)

{
if (elemtype[j]==0 || elemtype[j]==2)
{ :
for (k=0;k<NNE;k++)

{
if (connect(j][k}==i)
{
NEN[conta][0}=}; /felemento
NEN({conta][1}=k; //una posicion de los 3 nudos
conta=conta+1;
}
}
}

for (1=0;<conta;|++)

EsTANPYiJ{0]=EsfANP{][0}+ESFINEN[IO]][O];
EsANP[i[1]=ESfANPJ][1[+ESFINENJIOM];
EsTANP[J[2J=EsfANP[i[[2}+ESFINENJIO][2];

}

EsfANP{iJ[0]=EsfANP[i][0)/conta;
EsfANP[i[[1]=EsfANPi[[{}/conta;
EsfANP[i[[2J=EsfANP[i][2)/conta;

cout <<"**** Fin de calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Promedio \n";

cout <<"*** [nicia calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Minimo Cuadrado \n";
conta=0; :

for (i=0;i<NE;i++)

if (elemtypeli]==0 || elemtype[i]==2)
{ ©

x1=coord[connect(i][0]{0];
y1=coord[connect[il{0][1];
x2=coord[connect{il[1]]{0];
y2=coord[connect[i|[1]][1];
x3=coord{connect[i}[2]]{0];
y3=coord[connectij[2]j[1];
detd=(x1-x3)*(y2-y3)-{x2-x3)*(y1-y3);
if (detJ<0)

detJ=(detd)*(-1);
areas=0.5"det!;
M1=areas/6;
M2=areas/12,
M3=areas/3;
A1{connectfiJf0]i{connect(i][0]]=M1+A1[connect{ij[0}][connectfi}{0]);
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Al{connectfij[0]][connect{i][1]]=M2+A1[connect[i][0]]{connect{i][1]];
Al[connect{iJ{0]lfconnecti][2]j=M2+A1[connect(i]{0]][connectfil{2]};
A1{connectiJ[1]][connect]i][0]I=M2+A1{connect[i][1]iconnect(i][0]];
Aft[connectfif[1]l{connect{il[1]j=M1+A1{connect(i][1]}{connect[i][1]};
Af[connect(i][1]){connect(i][2]]=M2+A1{connect(il{1]][connect(i)[2]];
Al[connectfi)f2]l[connect[i][0]}=M2+A1[connect{i][2]l[connecti)[0]};
Af[connecti]{2]][connect(i{1]]=M2+A1[connect[i][2}]lconnect[i](1]];
Af[connect(i][2])[connect[i][2]]=M1+A1[connect]i]{2]][connect{i){2]];
BBx{connect(i][0]]=M3*ESFij{0]+BBx[connect{i]{0]];
BBx[connecti]{1]]=M3*ESF[i][0}+BBx{connect{i][1]};
BBx{connectfi}f2]]=M3*ESF[i}[0]+BBx[connectfij{2]);
BBy[connect{i][0]]=M3*ESF[i][1]+BBy[connect{i]J[0]];
BBy[connect{i][1]]=M3*ESF{i](1]+BBy{connect{i][1]};
BBy{connect{il{2]}=M3*ESF[i]{ 1}+BBy[connect{i][2]);
BBxy[connect(il[0]I=M3*ESF{i}[2]+BBxy[connect[][[0]];
BBxy[connect{i][1]]1=M3*ESF]i][2]+BBxy[connect[i}[1]};
BBxy[connect{i][2]}=M3*ESFIi}[2]+BBxy[connect{il{2]];

}
}
for (i=0;i<NN;i++)
{

BB[i+1]=BBx[i];
for (j=0;j<NN;j++)
Afi+1+11=AT[I0];
}
Soluc();
for (i=0;i<NN;i++)
EsFANMCIi]{0}]=BBI[i+1]; //fesfuerzo en Sxx

for (i=0;i<NN;i++)

BB[i+1]=BBYf;
for (j=0;j<NN;j++)
Ali+1]+1]=A1][];

}
Soluc();
for (i=0;i<NN;i++)

EsfANMC[i}{1]=BB([i+1]; //lesfuerzo en Syy
for (i=0;i<NN;i++)

BB(i+1]=BBxy(i];
for (=0;j<NN;j++)
A1+ 1]=A1GI0);

}
Soluc();
for (i=0;i<NN;i++)
EsfANMC(i][2]=BBI[i+1]; //esfuerzo en Sxy
cout <<™*** Fin de calculo de Esfuerzos Alizados : Metodo Minimo Cuadrado \n";
mistream << "\n";
mistream << "\n";
mistream << "** ESFUERZOS ALIZADOS EN EL NUDO : Métodos: Método Promedio , Minimo Cuadrado
hdh << "\n";
mistream << "\n";
mistream <<"it \t \t \t Método Promediolt \t \t \t WMétodo Minimo Cuadrado\n”;
mistream <<t \t it Sxit 1t Syyt it Sxylt it it Sxodt t Syyit t Sxydn”;
for (i=0;i<NN;i++) :

mistream << "Nudo " << i+1 << " :\t";

mistream << setw(15) << EsFANP([i])[0] << "{";
mistream << setw(15) << EsfANP(i][1] << "¢";
mistream << setw(15) << EsfANPIi](2] << "{";
mistream << "\t";

mistream << setw{15) << EsfANMCIi][0] << "t";
mistream << setw(15) << ESTANMC[i]J[1] << "\t";
mistream << setw(15) << EsTANMCIi][2] << "n";
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}

}
WO
void Soluc()

double d;

int nt;

nt=NN;

indx=new int[nt};
ludcmp(A,nt,indx,&d);
Jubksb1(nt,indx);

/ kg Rk RARR KKK HRRHIRRKINTRKIH TR RRIHHRKKRKK KKK KKK EANK

void ludcmp(double **a, int n, int *indx, double *d)

{
int i,imax,j,k;
float big,dum,sum,temp;
float *vv;
vv=new float[n+1];
for (i=1;i<=n;i++)
wiil=1;
}
*d=1.0;
for (i=1;i<=n;i++) {
big=0.0;
for (j=1;j<=n;j++)
if ((temp=fabs(ai[i])) > big)
big=temp;
if (big == 0.0}
cout<<"Singular matrix in routine ludcmp \n";
wiil=1.0/big;
for (j=1;j<=n;j++)
for (i=1;i<j;i++) {
sum=afi][j}
for (k=1;k<i;k++) sum -= afi)(k]"a[k](};
afi]fjl=sum;
big=0.0;
for (i=j;i<=n;i++)
sum=ail[j];
for (k=1;k<j;k++)
sum -= afil[k]“a[KI{];
afijj}=sum;
if  (dum=wv(i]*fabs(sum)) >= big)
big=dum;
imax=i;
}
if (j 1= imax) {
for (k=1;k<=n;k++) {
dum=alimax](k];
afimax]{i]=afjj[K];
afjjikl=dum;
ld = _(*d),
w(imax]=vv(j];
indx{j]=imax;
if {afili] == 0.0)
afjlj]=TINY;
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if j 1= n){
dum=1.0/(afilfi]);
for (i=j+1;i<=n;i++) a[i][j] *= dum;
}.
//t*******‘k**************i********************tk**************

void |lubksb(double **a, int n, int *indx, double b[j)

{

int 1,ii=0,ip,j;

float sum;

for (i=1;i<=n;i++)

{
ip=indx[i];
sum=bfip};
blip]=bfil;
if (i)

_ for (j=iisj<=i-1;j++) sum -= a[il[j]*b[i};
else if (sumy ii=i;
bfi]=sum;

for (i=n;i>=1;i--) {
sum=b{i];
for (j=i+1;j<=n;j++} sum -= afj]["b[i];
blij=sum/afi]i];
}
/, uuuuuuuuuuuuuuuu
void lubksb1(int n, int *indx)
{
int 1,ii=0,ip,j;
float sum;
for (i=1;i<=n;i++)
{
ip=indx(i};
sum=BB{ip];
BB{ip]=B8Ii];
if (ii)
for (j=ii;j<=i-1;j++) sum -= A[i][i[]'BB[;
else if (sumy ii=i;
BB[i]=sum;
}
for (i=n;i>=1;i--} {
sum=BBIi];

for (j=i+1,j<=n;j++) sum -= A[i}{i]"BB[i];
BB{il=sum/A[i][i}; -
}
//*********t*k***'k**t**********************ﬁ**t******’******ﬁr*

void CalculoError()

intiy;

double Dinv{3][3];

double factor;

double Esfx,Esfy,Esfxy,EsfINNE];
double norma_esf;

double *Norma_Elem=NULL;
double *Norma_Energia=NULL;
double EsfD1,EsfD2,EsfD3;
double x1,y1,x2,y2,x3,y3,area;
Norma_Elem=new double[NE];
Norma_Energia=new double[NE];
Param_Local=new double[NE};
for (i=0;i<3;i++)
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for (=0;<3;j++)
Dinv(i}fi]=0;

norma_esf = 0;
for (i=0;i<NE;i++)

if {elemtypefil==0 || elemtype[il==2)
{

x1 = coord[connect(ij[01][0];
y1 = coordfconnecti][0]}{1];
x2 = coord[connect[i|[1]]0];
y2 = coord[connect{ij[1]i{1];
x3 = coord[connect(i][2]][0];
y3 = coord{connect]il[2]}{1];
area = {x1-x3)"(y2-y3)-(x2-x3)*(y1-y3);
if (area<0)

area = (area)*(-1);
area = 0.5%area;
if(elemtype[i]==0)
{

factor = (-2)" prop[i}{0¥(prop(ili2}-1);

‘Dinv{0{0] = factor*1/(2*(1+prop[i}i2}));

Dinv[0][1] = factor*prop[il[2}/(2*(1+proplil[2]);

Dinv[1]{0] = Dinv{0]{1];

Dinv[1]{1] = Dinv{0]{0]; ‘

Dinv(2]2] = factor*(-1)*(1+prop(i}{2])*(prop[iJ{2]-1)/(prop(i][0]*propfilfC]);

}
iffelemtypefil==2)
{

factor = (-2)*propfi}[0}/(prop(il{2}-1);
Dinv{0Ji0] = factor*1/(2*(1+prop[ii2]));
Dinv[0][1] = factor*prop(il2J/(2*(1+prop[ili2]);
Dinv[1][0] = Dinv{O][1];
Dinv[1][1] = Dinv{o][ol;
} Dinv{2][2] = factor*(-1)*(1+prop(il{2])*(prop(il[2]-1)/(prop[il[0]*propi){0);

norma_esf=0;
for (j=0;j<NNE;j++)
{

Esfx = (EsfANP[connect[i](i}]{0] - ESF[[0]);

Esfy = (EsANP[connect{il{il}[1] - ESF[i][1]);

Esfxy = (EsfANP[connect(i]{ill[2] - ESF{i]2]);

EsfD1 = Esfx*Dinv{0]{0] + Esfy*Dinv[0][1] + Esfxy*Dinv{0][2];

EsfD2 = Esfx*Dinv{1][0] + Esfy*Dinv[1}[1] + Esfxy*Dinv[1]{2];

EsfD3 = Esfx"Dinv[2]{0] + Esfy*Dinv[2][1] + Esfxy*Dinv{2}{2];
- Esffj] = EsfD1*Esfx + EsfD2*Esfy + EsfD3*Esfxy; '

norma_esf = norma_esf + Esf[j];

Norma_Elemfi] = norma_esf*prop[i][1]*area;
error1_elem = error1_elem + Norma_Elem{i};
norma_esf=0;

for (j=0;j<NNE;j++)

{

Esfx = EsfANP[connect[i]iJ)[0];

Esfy = EstANP[connect{ilfill[1};

Esfxy = EsfANP[connect[il[jl]{2];

EsfD1 = Esfx*Dinv[0}{0] + Esfy*Dinv{0][1] + Esfxy*Dinv[0][2];
EsfD2 = Esfx*Dinv[1][0] + Esfy*Dinv[1]{1] + Esfxy*Dinv{1}{2];
EsfD3 = Esfx*Dinv[2]{0] + Esfy*Dinv[2][1] + Esfxy*Dinv(2]2};
Esffj] = EsfD1"Esfx + EsfD2*Esfy + EsfD3*Esfxy;
norma_esf = norma_esf + Esf[j];

Norma_Energiali] = norma_esf*propli][1]*area;
error2_ener = error2_ener + Norma_Energiali];
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}

error1_elem = sqrt{error1_elem);
error2_ener = sqri{error2_ener);
for(i=0;i<NE;i++)

if (elemtype[il==0 || elemtypel[il==2)

Param_Local[i] = (sqrt{Norma_Elem[i]))*(sqrt(NE-ncont))/(tolc*error2_ener);

printf("Error Esfuerzo e: %f\n" error1_elem);
printf("Error Energia U : %f\n",error2_ener);
printf("Error Total : %f\n",(error1_elem)/(tolc*error2_ener));

//**’l****************************'k**ﬁ*t****l*******k**********

void PrintTime(char file[20])

{

}

ofstream out;

out.open(file,ios::app);

out<<"\n";

out << "* TIEMPO DE EJECUCION = " << {time_fin - time_ini) <<" segundos \n";
out << "\n";

/I nnnnnnnnn ¥

void PrintError(char file[20])

{

inti;

fstream mistream;

mistream.openfile,ios::injios::app);

mistream << "Error Esfuerzo e: " << emor1_elem << "\n",

mistream << "Error Energia U : " << error2_ener <<"\n";

mistream << "Error Total ; " << (error1_elem)/(tolc*error2_ener) << "n";
for(i=0;i<(NE-ncont);i++)

mistream << "Param_Local\t";
mistream << i+1 << "\t";
mistream << setw(10) << Param_Local[i] << "\n";

}
}
void PrintResult(char file[20])
{
intij;
fstream mistream;
mistream.open(file,ios::injios::app);
mistream << " \n";
mistream << "\n";
mistream << "** RESUMEN DE RESULTADOS DE DESPLAZAMIENTOS ***\n";
for (i=0;i<NN;i++)
mistream << i+1 << "\{";
mistream << setw(15) << coordini[i][0] << "t";
mistream << setw(15) << coordini[iJ[1] << "t";
mistream << setw(15) << coord[i][0] << "{";
mistream << setw(15) << coord[i][1] << "\";
for (j=0;j<NDOFN;j++)
mistream << setw(15) << DESPLA[I*"NDOFN+j] << "{";
mistream << "\n";
mistream << "\n";
mistream << "** RESUMEN DE RESULTADOS DE ESFUERZOS ***\n";
mistream << "\n"; :
for (i=0;i<NE;i++)
if {elemtype[i]==0 || elemtypeli]==2)
{ /
mistream << "Elem " << i+1 << " "
for(j=0;j<NNE;j++)
{
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mistream << setw(15) << ESFUERI][] <<"t",
ESFIilf] = ESFUERG(]:

}

mistream << "\n";

}
rseeres STR——

void PrintData(char file[20])
{

ofstream out;

out.open(file,ios::app);

out << nitepp <<"\n";

out << "Numero de lteraciones Paso-Paso \n";
out << "n";

/ Rk Rk R R IR KR ek R TR kAR R KRR R TR R LRI RTHRIRIRIRIRH KRN,

void PrintElas(char file[20], int iterc)

{
int i,j,k;
double sxx{3],syy[3],sxy[3];
fstream mistream;
mistream.open(file,ios::infios::app);
cout <<"™™** Inicia calculo de Esfuerzos \n";
mistream << "\n";
mistream << " \n";
mistream << "*** TABLA DE ELASTICIDAD EN CADA ELEMENTO ***\n";
for (i=0;i<NE;i++)

if {elemtype[il==0 || elemtypefi}==2)
{

mistream << "Elem " << i+1 << " A"
mistream << setw(15) << ESFUER][0] <<"t";
mistream << setw(15) << propf{iJ{0] <<"\";

}

mistream << "\n";

cout <<"*** Fin de calculo de Elasticidad \n";

}
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