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INTRODUCCTION

La técnica de la Regresidn es, sin lugsr a dudas ,
une de loes puntos de mayor aplicecidn en E-tlHI-tinu, aobre
todo la regresion de tipo lineasl, ya que, en problemas linea
les ems mas visble llegar & resultados tangibles con menor es
Fuerzo, Sin esmbargo, el problema de lno regresion lineal cone
timia sisendoc un problema sbierto, siendo la seleccion optimn
de las varisbles de regresién y la multicolinealidad de los

datoe dos asspectos importantes en sctual diescusion,

Una razdn Fundamental para que eete problema no ha
ya sldo resuslto, es que no ha sido blen definido, Parece gque
no hasy un Gnico problema, sino que cada uso particular que
es da = la regresion define un problema, y pera cada ceso &8
hace necesaria una respuesta., Por otrs parte; razones de or-
den econdmico, tecnico y estad{stico exigen 1la determinecidn
dol "mejor subconjunto de regresidén", El estudio de estos es-
pectos se ha visto impuloedo Oltimemente por el epoyo que -

brindes la clencia de lo nanutnnian.

El propdeito del presente trobejo es proporcionar
los conceptos fundementales de la regr~esion linesl y los cri
terios para le ssleccidon de las varisbles en dicho modelo,
Se estudiara el probloma de la multicolinealidad de las va -
risbles de prediccidn y se expondrs la tocnice de raegresidn
por aristas, con ol objeto de superar las inconveniencias de
la multicolinesalidad,

El problems de ls seloccidén de verisbles consta deo
tras pasos: 1) El uco de elgoritmos quoe proporciona imForma-

cidn pasre el analigis, por ejemplo se podrie usar regreeidn



por pascs,

2) El ueo de criterios pare analizer y seleccionar
las variables, por sjemplo, determinar cuando se debe detener
la rugrt-l&n por pasos, ¥y

3) La estimacion de los coeficientes de la scuacidn
de regresidn, por ejemplo por asliminecién Geussiana,

En la solucidon de un problema concreto, la obtehcidn
do "datos buence" presupona la homogencided de las varianzas,
la musencla de dstos erraticos, la preforencis por le ortoge
rnalidad do las columnas de le matriz de diesfio de experimen =
tos, etc, Un problema serigks la ausencia de ortogonalidad
(multicolinealidad) lo cual origina problemae de estimacion
de parémetroe, de selecoidn de verisblas y de interpretmcion
de resultados empiricos, For lo tanto, se hace necemsario la de
terminacion de metodos robustos = la multicolineslidad, en es
te sentido la regresion por aristes trate de superar oste pro
blama.

Los dos Unicos tipos de mjuste de curvas que se dig
cuten seran; el de minimos cuadrados, que se use en los Copi-
tuloe Nom, 1, 2, 3 ¥ 4; y el de sristas quo sa usa en sl Euni
tulo Ne,.S,

€n el Caplitulo MNo,1 se presente la rmotacion y los
conceptos fundamentamlos; en el Cap.2 se presentan loe algorit
moe computacionsles; el Cap,3 nos proporciona los criterice
para lo sslecoidon de variables; en el Cep.4 se pressnta el pro
blema de multicolineslidad; y, @n el Cap.5 se ofrece la sltar-
nativa de regresion por aristas, con el objeto de superar los

inconvenlentes de la multinuliﬁ-nlldnd.

Carlos 3azan C.

Lime, obril de 13878
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CAPITULO No 1

NOTACION ¥ COHCEFTOS BASICOS

1.1 Notmcion e hipotesis.

Asumamos que exista una relacion lineal entra t ve
rigbles: x’ = [11, xE.....xt], una varinble zlestoria de pertur
hacion €, ¥ una variable dependiente y = y(x,e).

&1 tenemos m [(n3t + 1) cobserveciones de y, a ln

vez que de x, podamos escribir
t .
d'l

Los coefliclentas F y los parametros de la distribu
cidn de @ eon deosconocidos, y el problemsa conmiste en cbtenar

aus ostimoclomes, Em Forma matricial se tiene

donde :

Y es un n vector columna de observaciones d- v,

X es lan x (t + 1) matriz de disefic de expe-imuin
tos definidao segin (1.1) Los elementos de la primera columno
de ¥ son igusles = 1,

g es un (t + 1) vector columna, NO cono-

eide spriori; y

€ us un n voctor columna alcetorioc no observado, deg
Finido wegun (1,1). -

Asumamos también las hipoteeis (1.3)
1.3.8 E(e) = 0,
1.3.0) v(e) = E(ee’) =61,

1.3.¢) X ea une meatriz de rango t + 1

eston incluldns todaes las variables im-

1,3.d) En Xq1Xa0e ey X,

portantes en ls determinacicn de y medisnte (1.2),pero



tambisn pueden estor incluides otras no importantes, en
1o practinn estn suposicidn debe ser tomada con cautals
va quc as fFrecusnto quo no so disponga de detos para =l
guna varinble importante, cste problema se discute en -

-
lo soccion 1.2,

1,3.,e =n cl progeso do sclcecidn de varisbles se eliminan r
torminos, csto equivels a fijor r coeficientes § con al

volor caro,

71 término meociamde m L no serd eliminado, 3in pérdida do pe-
naralidad, podomos suponer que se eliminan las r variables

x Jaon p = t + 1 = r, los terminos aquG CB e

xt-[}::"' 1 Xge
tionan,

. Hagamos dos convencionus:
1= Los pardmotros cetadisticos y los cantidades relecionadac
con los modelos restringidos de p y r tGrminos, seran indica -
dos por los subindicos Py ¥ respoctivamente; y los relascions-
dos con ol "modalo comploto™ de t + 1 tirminos no lleveran sub

indice, Luego, particionando ﬂDﬁVEﬁiﬂﬂtEMEﬂtB}[1.E] se sscribe

Y = xpﬁﬁ + X B.ve . (1.4]

2- DOebido o que en nuestro medio, ls bibliografia disponibla
esta, en su mayoria, en cl idioma Inglés, para facilidad de
los lectoras, cuando s8c usan sigles Gstee se mantendran cn  su
Forma originml, por ejomplo, ﬂssp corraspondc a '"Mesidual sum
of squarce" (suma de los cuadrados de los residuales) de’ moce

lo de p términos,

Refinicidn 1,1, Zntrc todos los modelos de p términos, cc lla-

mara el "mcjor' modclo de tomafie p & aquel que tergas minimo

HFEP. Se anfatiza que el adjctivo '"mejor'" indica estrictamcnte



minina ﬁﬂﬂp, y quo rsslmente el modelo podrim Mo ser el mcjor
pars obtro uso que se le destine, Adnmﬁn, lz definicion de me
jor es aplicada solc & la muestra on uso y esto Mo implice

que la relscion se meantiene necusariamente pare la poblacion,

1.2 Zonsecucncias de. espocificar ol modolo con un numcro  de

varigbles diferonto sl edecuado

mzones de orden econdmico, técnice o inclusive es-
tadistico (por ejemplo, varisbilidnd de loe paréametros estima-
dos v do lae prediccion) hacen racomendsble la eliminocidn de al
qunas vaoriables, Fn osto suecidn, bajo le suposicidn do linceli
dad del modclo, se hace una rovision do lme conseouencias de u
na especificacion incorrects del modelo, ye sea por la elimine-
cion de varisbles importante y/o por la retencidn de varisbles

suparFluas,

Estimacidon de lon Enr‘élnatr-gnr 8 3_'5.2

Asumamos que el modelo "'completo" de t + 1 té&rmi -

g [:ﬁi’]
B =6

Z1 estimador minimo - cuadratico du’pra el modelo de £ + 1

nos es correcto, y sea

tarminos, Entonces, ei rango de X = t + i1, Be tiane que

§= txrx3” oy, (1.8.=)
E(B)= P (1.5.b)

Y
vid = o)™t (1.5.c]

3e demuostra Facilmente que ﬁ o ol ostimador linesl inscsgado

da minim= varianzas ds B. Sem

™y

V= x§, (1.6.2)



la prediccion de Y en Ry dafinmmos el vector de rosiducs E

E= Y-’ ?‘J (1l5lh]
lusmo un cstim-ﬂurrmuy. apropliado para & oe .
§2 —E¢
= {1.5-1‘21
goredos de libertnd de (=4F%]
_ =¥y - V) vy - By
df B df

vr(r - xext7xy _er(x - xex'x3” e
of = dF :

Como M = I = X(X*X)™ %' ce idempotente, se tienc que su rango
as iéual aoutraza =N -t =1 =df y nn-gﬁn (1.2.a ) Y

{1.3.,9)

E‘(éz) = nt:ﬂ—:u_ﬂT = ﬁ-z [1lErdJ

por lo tznto, d'?' ees imgesgode vy si C— N[D.Sil,al corolarie

* 2 2
4,7,1, Groybill(49681) nos indica qus [(n - tﬁé 1)8 S S

' -~
Zn el modelo roestringido, si llamamos pF al asti-

mador minimo-nuadratico de ﬁp, s tienme

b
Pe = 0GX) Xy, (1.7.0)
8 = + A [1i?|b]
E[Bp] Bp Br. .
dande
- -1
A= Oxpxp)TIxpx (1. 8
=g -1 )
y = KX 1.7.0
J=6"( o P] . (
Analogementc al casc entorior, un ocstimedor de JE as
. k|
" -~ o~ - -1
2 [Y-Y]'EY-Y]. _ (T XpUxgxp 1" XY (1.2.a)
¢ = daF = ar
* 31 Y tienc distribucion H(u,e;zI] y o©ntonces Y'AY tiene dis
6°

tribucion Xz[li A), donda 3, Q’Ag, sl y solo A es una matriz

idempoteonte de rango K, Ademas s[xi[i(,)aJ}" K+ 2N.



v, si e—aN(O, 621]. por el corolario 4,7.1 de Greybill(1984)

sa tisnc gqua

r

-
- (T - X (%X XX

2 6%

Por lo tonto

~ " x1 - =1
€(87)=62. B XA0T = X 000X0 xR IX 6y
n=p

(1.8.b)

gl
El cetedistico que mids la variebilided do BF con
raspecto o cu volor gsporado E[é;] on ?(ﬁ;] y el estadistico
gque mido 1o vordabilidod de Fpnun raspacto = su valor razl
esparzdo 3p 60 la media da los cusdredos de loo errores [mean
-y
square &rror (HEE[FDJ] .
—~ . i~ o~ - A ~

F320 ) = E(Hp=-Bo)Bp-Pp)! = E(Bo-£(Bp)+AP-I(Fo-E(Ppl+aB.Y

=EC(BpmECBpl (Fp-E(Fp)17) + 2EC(F,-E(BLIBLA") + AR fua’

=E((Pp-E(fpl(Pp-E(Fp Bo-E(Bp)Pr A

= V[E;J + AfBLA? . (1.10])

Fraodicecidn y estiinzcion

Jes x un vsctor fijo du ingresoc de t+1 componentes,
sea la variabls dependiente;
Vix) = y . (1.11.)
3egcn 2l modelo linesl ec tizne
E(y) = ¥ = x'8 , (1.44.b)
la astimacion ? do ¥, lo esperanza y la verienza de prediceicn

o -
de ¥ eston dedas por

? b x’ﬁ 1 [111113}
i[?] = x'B (1.14.d)

y L
‘J[;J = N’EK’XJ-"NEE ' t1-11|E,]'

Pora le prediccIdn simple, sc tienc

Ytx1z 9 (1.42.8)



como y = y+@ ,

F
=9 =5+8, (1.12.b)
con ? ¥ e independientes, luejo
Fa)
E[J] = K'ﬁ (1.12.e)
¥
M 2 -1
vP(y) = g<(1+x'(X’X) x]. {1.12.d]

Anmlogementae, an el modelo restringido, pare un X tie

p variobles

?pixp] = ¥ (1.12.a])
y
Elyp) = ¥, = x265 (1.13.b)
Para una estimacion %*'J ds ¥, se tlens
Yo = xﬁa; " (1.43.c]
E(Y) = 3B, + xBAR- (1.13.d)
:'r Ll
VEY) = SxdXa%n) " xg (1.13.e)

El estadistico que mide la variabilidad de ? con respecto a ou
media as U(?]. vy el sstadistico que mide la variabilidad da'E
con respecto a1l valor real esperado ¥ = x’8, es ls media del
cuadrado del error do estimaclon,

HEEE?J = E(? S (1.43,F)
En el Teorema 1.1 se vara gue

HEEfgl = v[?] - {xﬁhﬁk—x#?rle . (1.13.g]

Y, pera prediccidn simple de Yp(xpl = ¥y, se tiens

-

y =y +€, (1.14.a1
E(3) = x2fy + x246. , {1.14.b)
vilY) = 201+ (X350 %) (1.14.c)
Yy
MSEF(Y) = (¥ - ¥)7 . (1.14.d)

£n el Teorame 1.1 se vera que

MIEPLY) = VF(Y) - OxbaB-x2f0° . (1.14.0)



Con los conceptos anterioros probaremos seis proplio-

dedes muy importantes:

Taorema 1.1.

M ”
1) B es sesgado, excepto cuando XiinF- = O

y
ctes sesgado, excepto cuando #r =0 .

2) V[Eﬁj - ?QEL] es somidefinida positive, Esto indics que los
eotimadores de las componuntes da Pp dados por ﬁ; son genaral-

=l

- . -
mente mas voriables que los doados pnr-ﬁp s Ya que V[Fi] ) V[Fi].

/!
3) 9i la matriz Y(B.) - f.-B, oo semidefinide positivn, se tienn

quao
) Fa
v(@,) -~ MsE(B,) es semidefinide positive, For lo tanto,

Vtﬁil - MsE[@Lij >0,

4) HBE[g] = v[?] - tx;aﬁr-x;ﬁrlz (1.13.g)

Mser(Y) = vP(Y) - [xﬁhﬂrnx;ﬁrlz {(1.14,e)
53 vE(§) » VRCY) .
6) si, U[Er] - ﬁrﬁ; es _ _ . . .. semidaefinids positiva, entoncec
viE(g) 2 MSEP(Y) .

Prucha, £n toda esta prusbs asumiremos la notacidn

siguionto:
X = (X5, X s
antonces,
’ [xﬁxp XhXp Cpp Cpr
X'X = =C = . (1.45.=2)
X2Ap  KEXp Crp Cpr
Sen
-1 Bop Hpr
(x*x) =8z |, 8 . (1.15.b)
re rr

Las matricas 8 y C son dofinides positivas, Con el objeto de su

utilizecion posterior, haogemos al sicuiente calculo:



A -1
pr Prr Eprtcrr'nrpcppcpr]

A
Bprler = Bprlrplpplpr

71
@£
fl

il

- B - (1-8 Jc,,

ppCpr ppCpp PP pr
- D;;CPF
= - CXy ]"xéxr .
Seqan (1.8) se tieno
BprBrn = <A . (1.15.¢)

ferte 1. Segin {1.7.0), E[FP] = ﬁp + [xéxp]'1x;xr B »

g
luﬂf‘ﬂ‘ FF‘ eEa Hﬂﬁﬂﬂdoj Bxﬂﬂﬂtn Guandn‘ x;:xr' r = B *

De (1,15,a) v (1.15,c) se obtiene

-1.- 1 - ] =1y
B ERAR Jp[ LR s O

la cunl tambi&n es dofinidn positives, splicande (1.9,5)

BT'B rrrr
“hep
Finalments, se tione que &° cs sespoda, excepto cuando g.=0.

ECE?] = 5

Portz E._Seaﬁn {1.15.a) ¥ (1,15.b) vemos qu~

= \..d "'1 - -1
”'J = BPI"‘BI"‘F‘EI“"_::'I N

]-1 E z

- 8y
Como v[?] (x Bpps™ ¥

sc ticne que v{ﬁb] =
V[E;] = {Xﬁkp]"tga, lusco:
V[BP] = VEE;] B Bpra;:arpﬁa . (1.45.d]

Yenmos quo esta matriz cs gomidcfinida positive,Ses Zp un veactor

cualquicras de p componentegs, sntonces

ZPorBriB S 2 = 6 (PpZ) 878,20 2. 0

puasto que E;; os definida positiva.

8i sa tomo Z; = {0, ..., 0,1,0, ..., 0), se tiene

e ——



2pviBy) - viBL)IZ, = vBy) - viBy) » o,
luego, \f[ﬁi] 2 ‘t‘[?i] .
Farte 3, Seain (1.10) y (1,15,d) se tiens

-~ s -t A
MSE Eﬁi-‘] = vt'ﬁp] + ABRBRA Y “ftpp] = V[Pp] - G'Bp,-ﬂ,'-,!B,.p .

por ‘lo tanto ¥(E,) - MSELE) = 6 BprBrB, - ABRBLA’ .
Len EP un voctor uualquiers de p componentes, entonces
R = = -1 -

ZAVB,) - WIE(B 302, = 4A(078, BB o-ABRBIA" )2,

Seqin (1.15,c) se tiene

236”8 8RB =B Brn BB O 8 )2,

250V (Bp)-mselB))z,

- 2 -
2B BrMBrre” = BrERIBL!B 7,

-1 a -
(BL BrpZpl’ (V(B.)-Bnpr) (8L 8Z,)
>0,
yao que por hipotesic, V( ?,..] - ﬁT g oo somidefinide positiva,

8i ae toms Z! = (0, «o.y 0,1,0, ..,, 0), e= tiona

| el Y

2007 (Bp) - MsE(BL)) Zp, = VCA;) - msE(A() > 0, lusgo
viBy) > mse(dy) .

Parte 4, Frobarc:ios solemente [(1,14,68), la prucbe de
[(1.13.2) es similar,
Celculemos directaments MBEF,

MIEP(Y) = ECy-33° = ECCy-§)(y-37)

= ECOxp B oxi Brr - B 1 O B frve-xg 1))

ECxpBp-Po) ( Fpm ) o 2xp Bm o) i frved 1+
+ (xpB+e)(xrBreln)
= xﬁE[[BP-EEJEQP-ELJ‘pr+2xﬁﬁfﬁp-§;lﬁapﬁp]’

+ 2x3E((Bp=Bp) e’ J+x 1B rPrxpr2xf rE(@ ) +Elee’ )
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xﬁ:HEEtﬁp]"p - E”E,‘E‘ﬁrﬁr'*xr + 0+ @ plx. + O +s®

)AVEL) + ARLBIA Ixy + €2 = 2xAABBLxt XLl

VPLY) + (x34B. - x2f)Z .

Porte 5, Frobemos antes un Loma,
Lems., Gec M uno matriz & x k definida positiva, sntonces

- v=1 1)
"t

seny
og une moatriz 2k x 2k WeFinido pogitive,

Prucha., ooa P una matriz ortogonal gus diagonalize o M,

luasgo

d1da a
RTMP = D = T }
o e

los d, > 0 ya quo M gs dafinido positiva, saa
1

F=|" ©
= ?
g P

P co ortogonal ya que: P lo ez, luocop

(4/d >
" oo Ao
-1 +
e = |0 I] , VA
I D- N .d ]
1 4 1]
, B .
\ o . F ! dk,

emta metriz ticna los doterminontas de los k primerosc menoros
principales mayores que caro,y los k siguientes iguslos 2 cero,
por lo tonto, P'HP es ssmidefinidn positiva, Veamos que M es
semidefinids positiva; ses Z un vector cuslquiers ds 2k compo
nentas, sea V = F'Z, Luego, Z'MZ = V'(F'MPIV 2 O, por lo tento,

M ec gemidcFinida positiva.
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fFfruson do 1o pocta 5,

San x' = {x’;.x,!.] un vector de ingreso, entonccs,

amt

§=x’§y Yy

xﬁﬁa y de donde

00 Ve - xF'.EKF;KpJ'1xp]

VE(Y) - YFIY)

! -1 ¥ pe TP |
& [xpaprﬁrrﬂrp“p + %8 x_ o+ 'xpsprxr (1,15,d)

H

DaFinamon 2! = [xﬁﬁpr, xL) , Z tieno 2r componentes; rocempla-

zando on la axpreosion sntcorior, so tienc

vPI9) - vR(y) = 2 1B 1|« '
I Byr

Aplicendo ol Lama snterior sc ticne YR(Y) 2 VP(Y) .

Porca E, rrobamos ontes un Lemo,

Lema 1,P, S8on M una matriz k x k semideFinide positiva

= ]

e una motriz 2 x 2 comidofinids positive.

rAatoncoo

. !

*

Prucba, Ses P une motriz ortogonal que disgonoliza a - -

M, lueno

s

FrMF

o

con di 2z 0 yo que M es semidafinida positiva, Soa

a— 2 .
5. [P O ’
o P

F es ortooonal yes que P lo s, lusco

9 o 91 g )
QO t. ] *
o D D
PIMF = = |91 dkd1 % ,
o0 -, 0 .0
u L u -
L e che

esta matriz tiene loe determinantes de las K primeros wmencres



principcles mayores o igueles a cero, y loc k- sicuisntes

igusles a cero, por lo ‘tonto PIMP e semidefinida positivae.
Vaamos quea M as semidefinide positiva, Sea I un voc-

tor cunlquicra de 2k compenentoas, Sea V = F'!, luego

Z'Mz = V'(F'MFIV 2 O y POr lo tento M se semidefinids posi-

tive,

Frueibn de le parte 8, Sem x' = [x"!',,x",] un vector dea

ingreeo, ontonces y = x'ﬁ y ¥ = x'ﬁp. scpun (1.15.d), (41.14.c)

y (1.15.¢c) so ticne

VPLS) = VP(F) = 6 0B rB Rt B X B X+ 2x38prxr)

s ~ , 2
HSEF(Y) = VFly) + [xl;‘ﬁﬁr-xr.ﬁl_ J
Y
= -1
A = "Bpr-ar-r*

con lo cual se consigue

vE($) - MSERCT)

-1
o *pBorB B rpXpt X e 8 np pt @3B ax ]

- OAR-x28.07 (1.15.c)

-1
&t *BarPrrPrpXp * XpBrpx + 28, x.)
= "ﬁaprur:lﬁrﬁr'ﬂl-:arp"p - X BrBrxn
-1
~ 258, BrrBrfix. .
-1
OaFinamon Z°' 2 (x2B,. B, ,x!) , Z tiers 2r componentes; rcem-

ploznndo an la axpresion snterior sc tiene

GEE’FPEPH: P r-l-Fr'B;{

VP(Y) - MBEP(Y) = 2°
EaEr-r-_Fr‘Hl,‘ sasrr‘ﬁrﬂr'-

A A
como V(B.) = SEB,..,.. y por hipotesis V(R.) - B.f. es semidefi-

da poeitive; oplicando el leme ontorior sc tiene

‘u’F‘[;] 2 l‘BEPf;], quo cs lo que queriomos prober,
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OBSERVACIONES

- Las propiedades (2) v (5) recomiendan la eliminacién de va-

riables.

- Las propiedades (3) v (8) dan una condicidén bajo la cual la
precisién del modelo restringido es mejor que la del modelo
completo no obstante el sesgo.

- 8i las variables x, son extrafas, esto es FP = 0, las pro-
piedades (2) vy (5) indican una pérdida de precisidn en la

estimacidn v predicecidn de las variables incluidas.
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CAPITULO No 2%

TECNICAS GE SELECCION OE VARIABLES

En asto trabojo con sidoramoe el problema general que
sc prescnta al tratar de detorminer lees rolaciones entre las
varisbloos de prudinniﬁn X,¥ sus rnlas,t?madu: ssparadas o ah
conjunto al describir la rogpuestes y. HNuestro objetivo es la
seleccién de un subconjunto de varisbles de prediccion para

la ccuecion Finel, )
fera proporclonar informacion,;se hace necesaric consi

derar ajustce con diFerentes combinaciones de variables de
pradluuiﬁn.ﬂi el rimero de variables de pradinnlﬁn t,as peague
fo,se pueden considerar las Et combinaciones; pero si t es gran
de,tal posibilidad rosulta sntiocconémica.

Doscribiremos los resgos principesles de slgunos mato-
doe computecionales,proferentementz de minimos cuadrados,aun-
que tambien mencionnremoc el motado de regrosion por aristas
{ridge regreeion].En el nnpftula No3d se prascnta una disou-
sidn de la Forma edocusds de interprotar los resultados.

2.1.~Todas las regrosicnes posibles

Ci el mimero t do variables de prediccion no es muy
grande,ee puedn considerar todas les 2t regresiones,.En la
actualidad hay un buon nimcro de algoritmos que tratan este
problema (ver Hocking 18976 pg,?) For ejemplo Morgan v Tetar
trabm jen con més de diuz variebles La ides bécsica es la de
realizer el cémputo —n tal formo que dos conjuntos consecu=-

tivog difieran an unao sole variable,Otra idee,un tanto die-

tinta,dosarrellada por Newton y Spurral{18G7) es 1= que

%Unm ideo bosica do los tocnicas de peleccidn de varichles
s2 da an cl Cop.No & de ODraper{13956).



15

consideras gque la suma de los cuadrados dobide a le regresion :
(i[“ﬁfi - ‘I’i ]:J os la sumo de"elomentoc " basicos,y dosarrollsn
un esquema para calculor cetos cleamentos basicos,sin nocesidad
de evaluar todos los conjuntos,
Lta compsracién de la oficiencia de estos alporitmos

no es scrncille y los referenciss no proporcionan inFormacion
eufFiciente,8in omborqo,para el caso on que .la seloccion se ha
cc on bace & la suma da los cuadrados de los roasidusles,se in-
Forma que el sooundo slgoritmo de Furnivel pareco aficiente.

2,2,-Métodos de regrssian por pagoo

Debido =l gran volumen de caloulos en la cvaluacidn de
todas las 2% regresionas,sa han propuesto otrus métodos en
los queo se avalia un nimaro menor de elternetivas,ys sea por
incremente o por eliminacion de ura varisble en ondo paso,A e85
tos motodos e los llono de rearesion por posss v son la va-
riscion de dos idess bisicas llsmades seleccion hoeoia adelan-
telforward selection:FS)y climinocién hecia atrés (Backward o-
limination:BE), Uraper (1966] proporcions una exposicion detalle-
de,ve2emos los lineemientos gonerales de ostos metados:

Saeleccion hacia adolunta: Este slgoritmo empieza sin

ninjuna varieble,y va adicioconde una & una las variasblos, hos_
te que todas sa lneluyan o hzasto qgue se satisface un eriterio

de Finelizacidn,Entre las veriables habiles pora aodmision,ce

elige l= gue tiene ol mayor coeficionte de correlacion par-

ciel con Y dado que han sido admitides los otras veriables, Es-
to e@s, la variasble i oe adicionada @ la ecuacidn de p termi-

noe si:

RESg- RSE'*i

R o=max £ 38l LR (2.1)
J Pog
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donde el subindico p + j sa refierc a las cantidades calculm-
dac cunndo la varisble j os adicionads ol grupo de p voris-
bles.F eigue diet, (1,n -p - 1).Lo especificucién del volor

Fin

determins una rogle de finelizacion del nlaooritmo,
En la seccion 2.4 se de un Sreve rocumen de las reglus de fina
lizecidn y los resultndos de un eetudio do eimu.lmoion,

Eliminecidn hacic atrds :EM este. caso so empieza con-

l; mouanion que incluye a todas lae verisblos y luego se las va
aliminando uno a una.la variable que oo elimine op le que tie-
ne el monor cooficiente de corrolocidn perciasl,dedo que sc man
tionen lmn otras variablos,Esto es,ls variable i es elimineds
de la mouncidn da [=] tarminos si:

RSSp-J-RSSe
L
P

. =miﬂF-=mjnf
! b Y

donda el subindice p-j se refierc & la RSS celsuledes,cuando

J < Faur (2.2)

1z variable j es eliminada del grupo de p varinblan.f sigue
dist, __ F[f, n - p). Lo sepeciFficacion del valor Fr decarmi-
no una regle de Finalizacidn del olgoritmo,

A pertir de estes dog idooc ee dosarreolle otras com
bingeionos,siendo la was sceptade,lnescrita por EFfroymson -
[EB}la cual os esonciaslmente el proceso 5 en el que e inclu-
yo la posibilidad de oliminasr uno voriasble en cada pasno, Comun-
mentea,ol procaoce ES ce le llama regresion por pasos,

Los procosos do rﬂgraniﬁn por pasos eon eriticedos por
no cumplir on genaral divereas condiciones reccomendablee,entre
ellas:
1.-No ge garantiza en Formn absolutm la obtencidn dolmo jor
subconjunto de p varianbles.

2.~A menudo,el orden de inclusidn y aliminncion de variables

mo es el mas adecusdo .
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3,~-Las cubrutinas tipicas dc cEmputn proporcionan solomente la
ragrauién de un solo corjunto de p variasbles,ol cusl No as no-
nosariamonto ol mejor Ademﬁﬁ,numn cbeorvara Gorman yTomen(19%53)
el mejor suboonjunto d= p voriables no siempra ms Gnico,For
lo tanto,es desesble obtankr informacidn de las mejores combi
nacionce da p variables para toner una docision Finel,Eate Gl-
tima condicidn aa importonte,

Lo idea intuitivo do estos procosos as que,para proble
mas modcerndamonte bion definidos, sl subconjunto de p variables
elagido puedo coinecidir con ¢l qus: se elige porc todes las-
regsresioncs,y el volumch de caéloulos os relativamente peguedo,
Un procoso idoal seris aquel que paro ceda subconjunto de p
variables da le mojor combinacidn y,ademds,otras combinacio-
nee narﬁ;nau a la idesl,con un volumen de calculos no muy ele_
vado ,En la siguientao scccidn se dan horramientas sobro este
proceco,

2.32.58ubecon juntog EE' timos

Variocs ocutoras han desarrollodo métodom gue permiten
detarninar lo bondad do laos combingciones do p voriablas.le
idea bésice es lo dosaorrolledn por Hockin y Leslie(1867), que
consieta an lo siguionto: Supongamos que Muestro objotivo as
chtaner al me jor gubconjunto do r'agr'ﬁian qus elimina & K veo
riagbles;pare cllo,ordencmos  lss varisbles de menor a mayor -
senun ol cooficiente de regresion parciesl al eliminar uns va
riable dado qua sc manticnoen todes los otras.Denctemos por -
B[ i,jsyess) 2 lo sumn de los cuadrodos de los residuales cuan
do les veriables X 1%;544. moON eliminades,luego ACi] €QML,...).
Supongamus que so consioue A( 1,2,...,k) £ Qlk+ 1]),por la desi

punldod anterior se tieno que A(1,2,...,K) cal K + 1,...).
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For lo tento, les k vaorisbles que nos convione eliminear son

Xy 1X5 veeyX e 88 Q(1,2,...,k] > Qlk + 1) se evaldan otros -

1
con juntos,.bLa sxtensidn de setm ides cs desarrollade e incorpo-
rada en un progrema llemade SELECT, cuyn eficliencis gse mido
por el nimero de evoluaciones que e reguierc pera obtensr un
subconjunto optimo que elimina a k varisbles, hay gue conside
rar que osta numsro de evelusciomas dopende tembién do los do-
tos particuleres que se uson; ung idea de le oficecin nos lo da,
ml nimero do evalusciones que se requierae pare determinar la
mejor combinmcion de variobles pars cada tamafo; para dos con-
Juntos particulares de datos de 15 y 26 variables, SELECT re -
qutrid de lo eveluecidn deo 1,465 y &,54C subcon juntos de un to
tml de 315 = 32,768 y EES = £768'108,354 subconjuntos posibles
reaspectivamants,

Otras =lternaotivas en l=s gue su considora la ob -

tencion dc los mejores suboonjuntos para cada tamafio, y otraos

modelidades de cveluseidn se mencionan on Hocking(1978).

2.4,-Métodos suboptimos

Dabido lm  ineeguridead de loe métodos de regre-
sion por pesocs y el alto volumen de caloulos que requisren los
métodos de seleccidn Optimm, se dessrrolls alternatives inter-
mediss, entre ellas Barr y Soodnight(1871) en el Stotistical -
Analyeis Siatesm LSAS) Asgression Program, proponen un esquema
basado Bn el maximo crecimiento del astadistico R>, Este proce
80 s esenciaslmente lm aplic=cion del proceso ds EFroymson
(ES) quo ec deserrolls de le formo siguiente: 31 se tie-
me l= mojor combinmcidon de m-1 varisbles se incromenta -
ln varieble que da ol maximo crecimicnto de HE, ¥ o8 reali-

za el intercambio do une variable incluide con una excluida,
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i es que estn aumentas ﬁ{ Este proceso continda hastae gue No -
hayas cminhio y,Finolmonto,so habrg obtunido 1a me jor combinacion

do m variables,Poro rocordemoa que la daFiniciﬁn"mujnr“ =
nlicabs an cl contexto dc minimo ARG5S y hp en sl de maximo Hz.
Por lo tanto,la mojor combinacion de 5AS pusdo ser inferior a-

1z mejor {on ol suntide oricinsl) combinzcidn determinada por -

SELECT,

No he encontrado un trobejobn el que se cotejen es
tos mﬁtnduu;purn an Hocking(411753)se manciona que varios usus -

rios han raportodo diferocncios,

E.S.-ﬂggrasiﬁh por aristos (Fldoe HugrnsﬂiunJ

Par:s problemas que involucran estadisticos dr pre
dicciﬁﬂcgrtngnnulua,Hnarl y Kennard(1970) sugieren el estimador
sastado do "Ridge®

B8 =8(k) elxX+KI ]'1 X'Y, (2.3]
donde X ho sido ostmndarizodo.Ls constonte K se decermina poir
inspeccion de la'trezeo' da aristn,o sen el orafizo  de B(K) ver
sue K,En ol Copftulo i, dasarrollaremos con mayor detalle las i
doos del motodo de rogrecionpeor ntistas,que es uno de los temns

mas importantes do esto trebojo,

En el wvontexto do opto seccion,ndtese qus aungue la
regresion por eristas no osta digefiada explicitamente pars lo 2
limingeion de varioblec,hoy inhwrente unn eliminucion de lne va
rinbles cuyos cocFiciontes en(2,3) tienden rapidomente a cera -
a2l creocer k. Hoorl y Xennnrd(1870) sugieren que toleas varisbles
"no puoden soportar su potcncla de pradicciﬁn" ¥ deberian ser-
eliminades,.Con regpacto o concideracionos de computo,ls regre-
sion por aristnc es bmetants wficiente ya que se pusds cbtener

L4
razonablomonta bucnos graficos de la traze ussndo solo pocos

Wit Sin
T3, GOR

P TRAL

1l
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valores de K,La poarte difieil,que es discutida en el Cop. 5

as la determinacién deo K,y cuen paguefiz debe cer Bi[ii] para -

justificar la eliminasidn de ;. Marquandt(1374]) sugieres que
la eliminacion de voriablas no =s una cusstion de coeficientes
igusles a cerq, sind mas bien que todoo las variables debieran
sor retonidas con infFluchcis mohor si ﬁFK] ec pequefin,Estn 1 -
don, porsupussto, ignora los motivos wconomicos y practicas para

1m eliminocidon de varichles,

e ool



CAFITULG Ne 3

CRITERIOS DE SELECCION

3.1, Funciones d=z critario

Como se¢ vora on la siguiente seccidn,la seleccion
del subconjunte o subconjuntos de variables de regresion a-
propiados dependc dol uso @ que se dostine la regresidn.Le e
valuscion de la infFormacicn,on cade coso,sera llevada a cabo
medisnte lne Funciormes de criterio,Este termino englobz o to
dos aquellos estadigrofos que se usan para docidir si uro e

leccidon de voriables es apropiads,Muchss de estaos Funcicnes-
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son simplos Funcionos do RABS . En esta seccion se do una vi

sion cdlohnl de estos criterios,
1,=-Modia deo los cusdrndos do los reniduales (Residual mean
square),

_ RksSSse
WSe = 55— -

2,-Cuadrade del cooficiente do correlecion miltiple (Bquared
multiple correlstion coeficiont),
pinr S -2
ni: 4 - RE5 _ fPeXpY-nY
TS5 ‘y"y_“:;!_
n
-2
Y. -¥) .
AL
3.-Hz ajustado (adjusted HEJ;
1 2
{1-r;]
P P

4,-Promedio do la varisnzo de pradiceion[mverace prediction

donde T3S

-

.
ﬁp-1-

varimnnah
- rnep
5.=Totel estendarizode de lo media da cundrados dec los erro-

res do estimacion{etandorizod total mean Squarsd error of

stimation],
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5
Cp = RP 4 2p-n.

d-l
6, -Promadio del la media del cuadrado del error de prediccion

(average prediction mean squared errorl,

KMS

Sp = hop—a °

7.-5umn estandarizede de los cuzndrados de los rosidusles [(stan

jdarized residual sum of sguaresl],

H‘ESjl =€

-1
P Ce E} ’

¢ °°

. * -1
donden: EP= Y~ Y DP = dra Ecl'xp(xpxp‘} xp]‘

o¢

8,-Sumn de los cuadrados de prodiccion (predietion sum of sque
res),
PRESS, = -&"D';ZE .
P P (4

Apraciamos que los sois primeros criterios son Fun
ciones simples de HESP. Se puede artumentar gue cllos son a-
quivalentes,lo cual es cierto;pero cada criterio ofrece una -
perspectiva de interpretacion distinte,le que debe ser consi-
darads on Forma heuristica,ya qua no se han dnterminado las -

propiodedes aractas do astos criterios.

3.2,-Usucrios de regrosién

los criterios gua sa usoen parzs seleccionar ol sub -
conjunto o subconjuntos do varisbles de regresion spropiodos -
dependcn del uso =l que se destine la regresion,Mallows(1S73)
proporciona la siguiente lists de usos potencisles de 1o ecug
cion de roegresion:

al Descripcion purs,

b) Prediccidn simple,

o} Extrapolacion,

d) Estimacidn de parametros,
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a) Control, y

Ff) Construccidn de modelos

Los sspectos Ffundemertsles que se consideran pare cads uso son;:
e) Minimizar RSS (esuma de los cuedradoes de residucs])

e ls vez que se mantiene leo mayor cantidad de variables on sl

modelo, Ee costumbre muy generalizasda sn este agpecto usar HE,

el coeficientz de corrslocién miltiple,cn vez de RGS,

bl Minimizar W3ZF (msdim del cuadrado del aerror de
la prediccidn) segln lae poutas Fi jadms en le seccidn 1.2.Teo-
roma 1,1, parta (4),

c) Minimizar MSEF con parantia dv susencis de multi
colinenlidad, Cuando hay multicolineslidad antre las varigbles
de prediccion, la pradiccidn qus corresponde e datos Fuers del
renno des ajuste suelc ser ineficaz.

d) Estimadores imsesgados y de minima verianza,Sin
ambargo, an aljunos casoe se recomisndz sl uso de estadisticos
sesgados, slemprs y cuando, ollos majoren la prudinnian, en es
pecial si &s ume extrepolocidon lo que se busca,

2) Al igual qus en d) sc busca sstimadores insesga-
doe da minima variesnza., =n gran namcro de casos, hay que consi
daerar &l costo experimental.

) €1 objetivo consiste en determinar la forma o mo
delo de rclacidm ontro variasbles, Se busca le eveluacion répi-
da de diverses ceumcionce de regresicn para una eleccidn postc-

rior.

2,7 Evaluacion de subconjuntos ds_regrosion

Esta seccidn sora divididas en cumtro partes, Les
trecs primeres son enfoquce complementarios do la eveluwmcidn
de los subconjuntos do regresion y la cuarta parte resume las

recomandaciones do las tros primeras,
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2,3.1, Aspectos basicos

En el copitulo Mo 1, Seccidn 2, Teorems 1.1, he -
mos visto que si ?(Er] - ﬁr E; es samidefinidas positiva, es
posible estimar parametros y respusstas con menor varisbilidsd
utilizando ol subconjunto de regresion. Escribamos V( ﬁ.] = Brrﬁl
donds B”_ s la submatriz odecuadm de B =tx'xj'.1 Una forma
mes oparative de verificar si 'IJ[E;_] -ﬁrﬁ;« es semidefinida

pogitiva (sdfp) nos le da el siguients Lema y Teorama.

Lema 3,1, Sem M una matriz k x k definids positi

va, s2an x e y dos vectores cumlesquiers de x componetes cadm
uno, entonces

x’ny'l-!:.r 2z x'Myy'Mx

Frueba, Sca p una matriz ortogonal que diagonali-
zs = M, lucgo d 2

FIMF = O = -, ’

o .
= dk
con :l*l') 0, yo que M as definida positiva,

S8ga u = P'X, vw= PFP'y ; por lo tanto

x?Mxy "My = x'Myy'Mx = Uu'P'MPuvIF'MFv = u'P'MPvv!P'MPU

u'Ouv?Ov = u'0vv'Ou
(511 ) (£ i) - (2 & vyu)

utilizande 1a degigusldad de Cauchy schwartz se tiena

2

Py My 2 xPMyy'Mx _

Tcoremn 3.1, ‘u’(?,..] - P: es semidofinide positi

vea =i y aolo =i

Br €, fr
‘_ﬁ-tf"' Z1 (3.1)

Prucbe. Condicion suficiente: esea x un vector cugl

quiera de r componzntes, Cufinamps 2 = Bpp-x. Luego;
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x'[‘f[gr_] - F,-.'?,.]" = z'a,-r-zﬁ - Z'Errarprar"rz ’

.1
como 3,, es definida positiva, por el lema antarior se tiens
~ e -1 1,0 =1
x'(V(B.) - B BIx 2 2'3 26%- 23, 2886
-
-1_.2 B rByrprPr
= 203,264 = ——=5)
utilizendo la hipﬁtasis y @l hecho de que EiL s definidr posi-

tiva
< (VBRY - frBrix 2 z’u;:_ZGE =2 0.
Condicion necesaris: Supongamos que U[ﬁr] -prﬁ@an eemidefinides

pogitiva, luego
- -
ﬁlsrr"[arrﬁ'z - frBliBrrBr 2 0,

-
. . iy Brorefr

Por su puesto (3.1) no se pusde evaluar ya que s&
desconoca B ¥ Gz; perc (3.1) se puede sproximar en términos dsl
est~di{stico F(r,n-t-1) asociado a la hipotesiss f,= 0, ver Dra-
per{1853), Sc espera que

e
4._1?
F :.—I'r':rf_

1
e - (3.2)

lucao, en 1o suposicion de que ol mcdelo es linesal y que =e cum
ple (3,2), os razonable sliminar & X y obtener msjorus estima-
dos de los cosficientes ﬁb y de la respussta y, Ademas, cama as
tos resultodoe son validos pars cumlruier x de imgreso, cstos

rasultaodos se puocden uszDr p=ra Extrapnlacién, teniendo en cuan

ta las hipdtosis del Cspitulo 41 paru sl modelo.

Un criterio manos restrictive que (3.2) es el que se
suglerz on Johnston(1572) de eliminar a las variables cuyo esta-
distico t msociado es menmor quc 1, Ssta condicion conviane mas

para ln prodicciom simple,

L= condicion (3.2) parece andecusdn parz lo oxtrepo-

lecion modereda, pero restrictiva pars le prediccion. Une condi-



cidn mas razonsble pera la prediccidn es gque UF(fr"i] - MBEF[?F

sae no noegativeo, promediondo pera los datos en uso se tiene:

Teoncma 3,2,

n 2
(1) ',1...21- VF(?i] = %—{nﬂ-&‘l]
n o~
=] F}ZW"’[?;] - M3EP(yp;l) = ng“ - 3;3;'1 r,:,.ﬁz] > 0
i=1 n

Domostracion, si se toma X = [Xp.h',.], ss tlene

XpXp XpXe “pp  fpr
(xrx)=f . ' EC=
XIX XLX Crp Crr
B a
PP pr
(xx)" V=5 = [ }
Bl:ll"‘ Bl"l"
Farte (1),
1< > o
Ay VP9, %ga‘-th x(x*x1 1%, )

=
Cr+trz(x(x*x)~ 1%

a3iA

(n + erz0x*x(x'x)" 1)

38

R

(n + trz(Ig,41)

= EEEJ“H-t-P"J.

Parte (2). Aplicando (1.15.e) se consigue
n mn
ZLVPGY) = MSEPL1)) = 25 (620l 8o BrrBrpXpt * X1 BrrXe

- )
+Ex1p3p,.xr.i] - §1[Kipﬂ$r - "ir'-FrJ
= W -8,

=47

i)

Como EprEF;!Er-p = Bpp - I:E.;-,I-.,, dssarrollando por separado estas su-

mos ee tienc,

-1

Byp=C B
W =datrz (X(p: PP Epr‘)}(!]

rp rr
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1
Bpp=-Cpp 8pr )

= 53trz[x'x (

-1

ccl o
=atrz(X'¥B - X'X ( PP )J
o 0

como Gpp = X'pxp- se tiene
W= go((t+1) - trz( Ip]]

= g°(t+1-p) = 5°r .

Caloulemos shora B,

B = B, Cxlph A xpy oxl P ixey=2x ARt xes)

N [APBMA' -AE.p}
= ;‘xl{ r xy
- =BrBlA’ Prér

coma A = - Elp,.ﬂ;:. so tiene

{ap,a;lppﬂm;;'sm 3prBrnPrbr ]
B =trz (X 4 X*)
Br-ﬂr!-aw Erp ﬁr-ﬁr!-
EprBFlﬁrﬁme-Er-p o
= trz(X'X 1)
0 BB
cppapra;rtﬁr-ﬁ p'-a;:ar-p"'cprﬁ r-ﬁr'ﬂ::-ﬂrp o
= trz s
0 l:-"r-~|:|E;:ur-B:-r‘!~ PrBA+Crr 8 B

eomo CppSpr = =CprBppr ¥ CppBpr = Iy = CppBppr, se tione

( 0 4]
P = trz 4
vy
= tr‘z[ﬁ‘.‘!.ﬂfr.ﬁ,.]
ex Bllﬂ;:'ﬁr- .

finalmente se consigue

-1
2
1i(w=r?1] - MseP(Yp;:)) = B(4- ﬂ'-a-"—-!'-"J .

Mi=1 n ré



Nétose que:

bt x ¢ o=t

Zlxtp Al = x4y Br) = er Bre Pr. (2.3.8)
Tomando valores estimados a (3.3) se ticne:

.. ﬁei@_{d
= Ty — =<t (3.4]
Por lo tanto, ee puede rosumir que si so cumple (3.2) yﬁl obje
tivo es le extrapolacién o la estimacidn de los coeficlientes
B, =e puede sliminar X, . For otra parte, sl se cumple (3.41y
el objetivo es la prediccidn, ce elimina Xe
Un indicador del cambio deo variabilicdad de los
paremetros estimadoc debido = la eliminescidnm de varisbles es
la genencia relativa por prediccion[fRelative gain for predic

tion RGF)

AcPCy) = Y (¥) =MseP_( Yp) (3.5)
VP(§)
que,promadiando segun los dotos en usoyver el Tecrema 3,3, se

puede gscribir

' 1
_TU -F e e /st (3.2)

n+t 41

R3P

For lo tanto si se ticne como objetivo le prudiuniﬁn da y,y
el estimado de (3.6) ﬁEh aa ;.D,E an casos convenlentes no
es muy inferior a cero se puede el iminar Hr .
Resultados idénticos ee obtienen para la respuce-
ta medis [estimacidn de y) con el dnico cambio del denominedor
de [3.8) por t + 1, Esta difcrencia refleja que la varisbili-
dad inhaorente del sictema cupera a la variaebilidad deblida »

la estimeocion de los parimetros,

3,.3.2«Interpretacién de GP

Con el objoto do ilustrar los conceptos de la sec

cion 3,2 utilif%ﬂmua el estadistico Ep}vur Mallows (1973).
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Como se menciond al Final de la seccidn 1, otros estadi{sti -

cos tembién pueden llustrar la seccidn 3,2 en Forma equiva -
lente a C,, S8e defino a EP como el estimedor de Tp = total se
tandarizedo de lo media de los cuadrados de loe errores de es

timacidon de los detos X_ en uso{Standerized total mean squs-

]
re error of estimation for the current data %p)

n it
4
= ELY{ v REN
Tp PEQHE [31}. ar (1.13.%)

Teorema 3,3.

szf'..[ﬂ?.;a_l +2p - n (3.7)
&

Demostracion, Teniendo en cuenta (1,13.g),(1.13,e) y(3,3.a)

se consigue

aomo: g = -c__ ¢’

: =1 . -1
f— " . I -"I
T, =Trzlx; (x2.x )23+ B (C S oCopCpr) B

2

rJ 4-1 '
=Trz[x';xptxl;xp3'1]+ %“r'-u “Xp(XpXp) Xb ]fr Pe

€2
*[mpif ~(n-p]
resordendo (1.8.b), se consigue
[n =p) Eﬁ’iﬂﬁﬂl
14 =Tr'-z[IpJ+ P - [(n - p)

E(RSS_)
=p+_sf-a-—$p-l'l

E(R"ss
gi.[......._EJ_.. +ap...n

‘2
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[Cuandc we considere ls prediccion, se use MSEF y al totel ants

rior sumn Tp + nJ, luego Cp este dedo por

RS3
% * &2 SERE T (3.8)

Mallows(1973) proporciona indiceclones psre la calibrecion de

C,+¥ recomienda qus se minimice = Gp y que la condicidn GF P

indica sesgo pequefio. Como

R35_ - R3S
Foom—b
r &2
as tiene gue -
RSS_  RSS
Fegzd(—Bo—e_r
Fl &2 &2
R3S
1(—B . "
t"(ﬁi n+ t+1 r-)
4 , ASS

n
I
]
J
+
o
e

<2 (%)
por lo tanto

:P-p =r{F - 1) (3.9)

Teniendo en cuenta (3.8) y (3.9) las condicbnes (3.2) y (3.4)

son equivalentes e :
p-rﬂep-'l:-*l‘GPEEp-t, {3.10)

per=z2p-t-14C_<p (3.11)

(=]

Cuando el objetivo es la extrapolscion o la esti-
mamcion de parametros y se cumpla(3,10), se recomienda alimirar
X: Para el caso de prediccién ee elimins L 8i se ocumple

(3.41L Le expresidn (3,11) ee consistente con la recomendacion
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de que Cp son pequefio o cercano a p.
La relacion de=s Gp con [GF la obteneamos por medic
da (2,5)
A p=-2C
APz ~——— P (3.12)

m o+ £t +1

Fara el caso en que un Ep sea mayor que p, al eli-
minar X se produce una perdida de exactitud.EZn este punto, si
el objetivo es lo prediccidn,se recomisnda buscar la combira
cibn de p elementos qus minimize Z, ¥ se elimina su X _ =socia
co. Fare el cesoc de estimecidn de respuesta medin, la expresion
A3P se obtierne al eliminar n on el denominador de (3,12),

En Fforma zcnalogn sc deducen otras aplicociones de
Eﬁ agquivalontos o las usodos con otros estadisticos Por & -

jampalo, 1a condicion 7 £ 2 os oquivalaento a Gp £t + 1,

3,3.3, Otrgs funclonss do eriteric.

: Zstn Funcion de eriterio,e inclusive su
grafico, son analizedos muy Frecuentemente,lLa seleccidn de p -
se hoce considerando tres aspectos (i) minimo HHEP, (ii) el ve
lor de p tel que Hhﬁp = fiMs o (iii) el valor de p tal que el
luper ge.métrico del minimo AkG, ereca briscamente cuando R
decrece,lUa (3.8) sa tiene

c_= [h-p](EE -1)+p, AME =&2 (3.43]
P g? ) ' :

-

Esta Formula indica un= rolacidn dirccta entre Lp ¥ HHSP La

ralaeién (3.10) que indica climinscidn de X _ cusndo sl objeti-

vo es extropolacidn y ostimocion de parametros, so oxpiresa camg

Dot =1 gus & Aans ¢ =F pus (3.14]
n = p P n-bp -

Les condiciones (ii) y (iii) se bason en que -- ---
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H‘MSPIHI-E % 1, En ceto caso Ep:ei'-‘,,pﬂru hay que tener culidado en
que EP magnifico la difoerencia del cociente con la unided por
el Factor [(P=p) lo cunl hace muy soensible a Gp a los cembios
de HMSP /AM3, Las condicionws (ii) y (iii) se recomiendmsn pare
1o eliminncion do X,. cuondo ol objetivo os la prediccidn, tenien
do siempro en cuonts ln discusidn de (3,12).

£

A€ : eoto critorio proboblementc es unc de loc maoc

utilizados y su grEFicn es emplomdo para ls determinacion
de p,n madidn que p decrece ol luger geométrico del maximo Hs
se mantienc constante hastn un p en sl que decreco bruscoman-
- F
to, esto indica 21 p adacuado Lo relocion entre Hﬁ ¥ Ep 0g
1 -

_n=-t-1) P
P 1

C +2p-n 3

- R® (2.15)
estn indicn quou pequofiaos veriocciones de Hs son mas sonsibles
por T, dobido al Foctor de emplificocion (n-t-1), Por ellg el
criterio H; indica la eliminacidn de mas variables quo Cp.
Sa critico al estadistico H: porque hay casos en los que sc &
liminz variasbles impor-tantnn.Tmbién se prosentan dificulta -
dcs para axtrser conclusionos a partir de los graficoc y, ¢ca-
mo altornativa,sc sugierc o ﬁ: njuatndu:ﬁ:. ﬁ: sugiere elegir
¢l p para cl quc ﬁs es moximo. Su relocidén con HHSFan

-2 FM3 _

Rz 1-(n=1) —&, ( TS5 = Y'Y = nY ) (3.18)
P T3G
y as ox@ctamonta aquivalaontc o buscar el minimo de fis _,

p

fE ; 8¢ obticno ol computar cl total de la varian

za do prediccidn on ol conjunto de datos xp en uso y de lo os-

2

timacion do 6 por HMSﬁuE‘tc ostadi{stico tienc la dosventaja

de ignorar ol susge (ver 1,14.e).

EE itionon una dofinicion silmilar a Eﬁ.ﬁp sa cri-
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gine a partir del promudio de la medin del cuadrade del error
de pradiceidn de los detos X on uso,donde X y Y se distribuyoen
segln  una normal multivarients, ver[l,14.d) en este ceso se -

ticne guo

(n ¢ 1)(n - 1) EC(ANSR) (3.17)

E(MSEF) = - ——

3l ostadistico Sp so obtieno de eliminar el factor(n+1)(n-1]
M

y aatimar E[HHEPJ por HHE# Acocptando le hipotesis de normali-
dnd multiverionte,en prediccion se sugicere utilizer la ecunci6r
qu tonaa minimo Gp ¥, como ol promedio se tome sobro todos los
datos, se pucde usar el conjunto con Ep minima pora extraopola -
cidén modarnda,

Para el probloma de prudicui&n y control, Lindlay
(1868) desarrolla una sproximocion boyesiana al probloma de se
leccion de varlables,incluyendo en su onalisis el costo de obsur
vocion do les variablos Kﬁ En este estudio se recomicnda minimi
zer lo contidod

8. B,

= tY, (3.18)
donde UU_ s el costo de observacion,Antoriormante ya se hea re -
comendodo ©l subconjunto que minimiza ol primer sumanda.

Para el problemn do comtrol de la salida zlrededors
de un punto Yyg, Lindley recomisnds selececionar el subconjunto
de p variablos que minimiza

BLOiBe L upr el (i

n

2
Yo
6%+ ;(K;KF'}?P ) (3.19)

2,3.4,-Rocpmendaciones para la_gulaaniﬁn de vorisblos

A contimuscion se da un resumen de recomendacionos

para le seleccidn de variubluq,aagﬂn los usos de la ccuscidn
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nque so mencionan on la segunde Seccién de este Capitulo,

alPars lo descripcidén pura,se recomiends el subconjunto quo
minimiza Hsap o que maximize H:,allminﬁndnsa pogas varia -
bloe,

b)Pora 1n prediceidn se recomionds el subconjunto gue cumple
con(3,4) o (3,11),0 que hnce eero (3.E),0 que hmace cero

2
(5.12),0 HMSP = AkG3,0 guu min.cp,n mﬂx.ﬁ;.a mih.sp!nrﬂfﬂﬁp-

Para lo ectimneidn do respuests se recomiondr ha-

cer cereo lo modificacion de (3.6)6 (3.42),0 mﬁx.ﬁ;.ﬂ Tax.,

-2
o]
c)Parn la extraopolacion se escoje el suboonjunto gue cumple -

{3.2),0 (3.10]) o (3.14),0 gue min.Ep.

d)Fara la estimacién de porametros se rocomiends que el sub-
conjunto de veriables satisfaga (3,2),0 [3.10),0 (3.14) o

- 2 -
ua max, T o A .
a p % p

c)Para ¢l caso de comtrol se recomionda sotisfocer(3.18] o
(3.18].

F)En modalejo se recomionde oyudorse con asasoria técnice y con
nlgoritmos de computo aficictes y Fijorse alguno de los usos

onterioros pore la ecusmcidn de regresian,

3.4, Boleccidn de verisbles segin los métodos de rgﬂrusiﬁn

par_pasas

En esta seccidn veremos loe conceptos de seleccian
paro los métodos de sclecclén hedia adelants(FS) y sliminacion
hacia atras(BE), Segin se vid en ol Capitulo No 2,108 calcu-
los son secuencislos,Un putto boetante delicado es la deter-
minmcidn del criterio de Finmalizacidn, segin el uso de le cocug

“ gidn de regresidn modiante determinacion de Fin=F[¢,1,n-p-1] ]
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FUuL=FfW,1‘ﬁ-P1 En lineos pencrales,en 6E ei 7, es pequefio o
("
arn FS sl Fnut gs pequaofio los modelos incluyen numerosns vario-

blos;lo contrario sucede si &, o F s grande. e pueds re
in out -

comendnr un procaeso consistente en procesar BE o FS oen su toita

lidad,obtenar un conjunto de coda tom=fo y seleccionmr al Final.
En Hocking(18975) sc menciona gque en un estudioc de -

simulnecidn, Bendel(1374), compnra ocho reglos distintas de Finali

zacion para FS, 5u estudic incluye = :ﬁ Sp,? univerisde, F Falta

cha ojuste [L; )

p
s (t+1-p)

R&5, = RSS

L{ =

E: ¥ otros;y se roccomiendn el uso de 7 univariado o la prusbe

[

P = 5p+J con nivel 0,1<" < 0,4 pars pocos jgrados do libertsd
Para 40 & mas grodos do libcrtad,&p y dp son los mejoras,y & U=
nivariada os bastante buerno para ,10 € & £ .75, Se sugiere que
gl m:jor test es 7 univaoriada con X =0,15,

So comsiguc roducir p si se utilizan métodos de sc-
leccion mos eficrces Por ejemplo,si se evallsan todos o =l menoa
los mojoros conjuntos,

Paro lo regresion polinomial se recomiendsn tanor
precrucion con la realn comin de Finalizacion cuando le siguien
to potencia ne mejora lo couacion,

Fimplments, so pucde obtaner informacion sobre eva

luncion y verifiescion de umo expericonci=a en Hocking(1S76),

Al oo



CAPITULQ No 4

MULTICOLINEALIUAD

4.1. Aspectos _genocrales

Fara resolver cl modelo de r‘ﬁgr‘usi&n linesal
Y=XPf +€ (7.1)
Comn ¢t # 1 vaorisbles x; independicvntes y uma veriable y depan-
diente por minimos cumdrados, se requisre gque el rango de la mo
triz do dotos X sea t + 1,0 equivelente, |(X'X|#0 (en ceste ca-
g0 X'X es definida positiva ) y la estimscion de 8 aa?=£x*x3'!}<'¥.
5i el modale ce correcto fen el santido de inecluir o todes lag

varisblos indopendientes de importoncial se tiene
) 2 ---4 -
E[P ] =8, V(B) =6®(X'X) y pora la prediccion simple

VT (x) ) =o% 1 x?[(X'X)" " x). Esto nos indics que la veria
bilidmd de ? y do ; sstd dade por le mognitud de las componcr-
tas de [K'X]Fq, on sontido mas samplio por una norme da{x'xffﬂnr
lo tento, es de importencio que las componentes de [x'x]'* ten-
gen uhm cotm razonoblemente baja, Esto se consigue cuando 1X'X)
no es ccroanha @ cero,

Vaamos, entonces con mas detenimiento el det.de X'X
8i |%'x] = 0, se tiene que unn o mas varisbles independientes
86 puedcn deducir de las otrmes mudionte combinaciomnes linea -
les y que no sc pucde ostimor P da (4,1). Vemos,puss, que =i
algunos veariobles independientes se pueden deducir linealmen
te, de lne otras, esto imposibilita la deduccion de los pare-
matros F.

Si [X'X[ ¥ 0D se tiene quu loe varisbles indepen -
dientes tionon una relacidn casi linesl y que Vv ( F] y vI§)

puaeden sor muy grondes,




31 iX'X| >0, es el caso mas Favoreble, Esta condi-
zion so logra cusndo }(,’Kj;ﬁ- y O sem cuando las columnas do X
sun ortogonales.

A los concoptos onteriores sc los estudi= bejo cl

nombra de multicolineslidad,

Qefinicion 4,1 : Se dice que les vorisbleos inde-

pendientes X de (7.1) son completemonte multicolinealeos si

| X*'X] = 0, y que hay faolta completa de multicolinealidad cuandc
do x;x.;fh Ertre @stos dos cssos extremos, tensmos diversos
grados de multicolinmealidad, la cunl no se refiere Onicemente

2 relmciones de tipe linesl ermtre les veriables independientes,

Em gonernl, lo oxistenciz de multicolinealidad en
la matriz X devienc en: (1) la estimacion inexacta de los coe
Ficierntes do regresion, tsnto por les varianza grande como por
la inostabilidod numéerica de la solucidn: (2) la especificaci
cn inciertas del modelo con respecto a la inclueion de varia
bles; y [(3) dificultad en determiner on que medida las varia-
bles independicsntes influyan en la wvarlabls dependiente y,Del
primer punto hemos tenido unz ides clara en estm seccion y pa-
re locs otros dos veamos primerc los conceptos de ragrasiﬁn ar-

togonal y de regresidn suxiliar,

4,3,|ﬂggreuian ortogonal

81 les columnas de X son ortogonales dos & dos, s
tiene

Xy X; =0 (a.2]

para cualgquier particion Xq4X2 de X, Sin pérdida de gernera-
lidad se puede asumir que X = (Xq,Xp). Luego ﬁ esta dado por

- -1
ﬁ:(ﬂ)= (e xfy (4.3)
&F [tx5-x2)" x4y



ae

Ga eprocizm una independencia completa de §1 con ﬁz Yy que é;
so puede obtener rograesionando Y con X4 ¥y que al =gregar Xs
y regresionar Y con X = [X4,%2), ﬁ no cembim, y lo mismo su-
cadc para gﬁ
fuslquicr discrepancia de le ortogonslidad dos o
doe de las columnas de X, indica la presencis de inulticolinaa
lidad, la cuzl se acontla & medida que | X'X] tiende = cero.
Téngase prosonte gus el metodo de minimos cuadra-
dos mo as invalidedo por ls presencia de multicolinealidad en
X, Este matodo solo fFeolls cuando ol rango de x es menor quoe
t + 1 lo que suceds es U —'— — — — — — — — loe datos Do pec
miten distinguir su influencia sobre la varisble dependiente

¥ »

4.3, Efoctos_de 1m multicolinemlidad en la G!EaciFic:aciﬁn del

modelo

Supungemos que =l modele de rogresion (4,1) de
t + 1 variables es cl adecuado, pero que X tiena un alto gra
do de multicolincelidad, por lo que los estimedos obtanidos
eon no significeativos y se duds de la especificacion original.
Una alternative para oliminar la multicolinealidad es la alimi
nacidn de les varioblss que la acentlan, Usemos el esquena de
Huang(1570) para ver ol efocto de csta restriccion .

Supongamos qus (4.1) representa el modelo adecuadoa

pero gqua en realided la gcuacion se njusta seglun

Yy=X@+¢e, (4.4]
donde ¥ s uno submatriz de X, Xtienc m columnes, m < t+1, Por

minimos cuadrados,sc tisne que

(%1% ' (xBee) (4.5)

= == =t =
B =(X'R) XY

luego

E(B) = ag, (4.6)
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donde
Q = [El23-1iix = [(i'i]-1iix1| LI A | [ilil-1i’xt+ ]-
(.7
Apreciesmos que una columnas j cualquiera de Q esta formada por

j como variable daepandiente

con X como verisbles independientes. for leo tento, U ihdica -

coeficientee de lp regresidon de x

como inFluyo % en la determinacion do Xjs segun el modelo

ﬁ: Qs j §1 + sziz'*-- + qmjih + Uj (4.8]
A asta raluciﬁh, que msocia le variable "vardadﬂra'xj con las
variables incluidas X4 , X2; ..;.%Xm» ©€ le llama regresicn auxi

liar, Por lo tanto, si se tiene un concepto apriori des lo gue

es ﬂ,sagﬁn (4.5) se pueden deducir ciertas carecteristicas de
=

g .

Fara ilustrer estes idoms, veamos un ejemplo con -
creto, Supongmmos quo X se obtiene = partir de X por la elimins

cion de una columna, por ejemplo Xy,4. Entonces,
q =tIt 1 q], q‘: [q"i'qz"--thl [4.51

segun (4,5) so tiene:

E{‘ﬁi ] = ﬁf + q'fst 11
=
E[&Z] -= ﬁz * qE Et+1)

Eiﬁlé Be + a. @ (4-10)

t+1°*
=

El producto tit+1 da el sesgo de ﬁi i 9i indica
le influencis de ii sobra Xt+1| Yy 5t+1 es le inf de X4
spbra Y, por ejemple en la determinacidn de una produccion
F aagﬁn lag varimbles indopendientes : labor L y copital C,
se ecspers la inclusion de la variable direccion gerencial
2, Luego, si regresionsmos P con L y C Gnicamente, se espera -
un sesgo on ﬁa. v ﬂ: cuyas direcciones, positiva o negativa, ssa

daducen teniendo sn cucnta que la influaencia de Diﬁk+1] sobre
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p os positivea y las infFluencime de L y C [qt,qc] scbhre D
son positivas, Por lo tanto, on la regresitn de C y L sobre

P se espora seegos positiveos en f_ y B .

4,4, Deteccion de multicolinealidad *

En la maynhi:aléa modelos, los daotos presentanh cierto
grado de multicolinealidad; y el objetivo general no es sli
minarla sino reducirla, Una forma de ldentificar la dependen
cim entre dos varisbles es & traves de sus coefirientss do co
rrnlnciﬁn, los cuales estan dados por los componentes de la -
mmtriz b = X'X, y una inspoccidn de ella nos permitc ver la
corraleacion do las variobles dos m dos. €1 caso de fFalta com
plets de multicolineolidad sa& de para datos ortogonales y -
se tione ¥ =1 (por lo tanto |M| = 1); y el otro extremc sc dm
cuando |M} = 0, Fara los casos intermedios, &n Huang(197C0) se
sugiere qua una condicion "tolersble" de multicolinsslided -

antre x; ¥y x; se de cuando
IMj 1 < R ={R® (4.11)

Pero , oa 8l usuario, sl que sn definitiva nantaiHiji.Nﬁtaw
s2 que gste procesc sirve pora analizer grupos de dos varie-
bles solamente, ¥ que su =mplicacion por trenaitividaed, peara

mas 'de dos varisblas, ya no as confisbla, en este coeo se

recomionda el coeficiente de correlacidon miltiple H? o el es

tadletico Fi de cads variasble xj con las otras t restantes

Urn elevado valor de Hf o de F, indicm un alto grado de rela-

i

cion de x; €on las otras variebles.

¥ Pnr Facilidad, en esta seccidn se trabs jara con los datos
tomados como desviacionsas de su velor medio y divididos por
su desviacion entundard; A esto procesc es6 le llamsestanda-

rizecidn de los datos.,
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Algunos concaoptos muy importantes se don en Cunst
£1977), =l detectar l=a multicolinoalidad con ayuds de velores
y vectores propios. Sean Ai y 2; los volores y vectoras uni-
tarios propios de M = X’X, Las - cumplen E)\i =t + 1Y, para
¢l c=so de ortogonalidad, sc tiene J\i= 1 para todo i, Formemes
1a metriz 2 = [21,22,...,21;”]. Luagc:, a partir de ‘f{?]= .52[,:‘;:,]':

ac obtiens

ZJ E‘ IE
u[B}_,g; (——1+-—-+--+—-—'EE-:-JJ, 1¢j ¢t + 1,
22 (4,i2)

lo cuml indica la importancia de quo A.j =am grande, Supongsn =

= )',j z i ~ 0, se puocde esparsr que

mos que AJJ‘E:U » luego X'XZ;

XZ; % 0, o ses

E+1

2, XiZy; 0. (4.13)
€n ests combinacion limeal, los coeficientes Zj | con mayor ve
lor absoluto indican que laos varisbles corraespondientas xj es
tan influysndo mas fuertemente en la multicolincalidad,

En Gunst(1877) sa prosenta un modelo de unm varia
ble Y, €on 24 varisbles x; multicolinceles, se calculan los
trcs valores propios mas pequefios A € A, A3 ¥y sue vecto-
res propios asociados Z4, 25, y 23 (ver tablme 4.1). Se aprecia
quea

A4z '0y indica completa multicolineslidad sntro los
varisbles X; cuyos |Zj4] correspondientes son grandos,en as-
te cnso x, hasta xzg-.

A, = .080, indicn multicolinealidad Fundamcntoalments

y x_ .

cntra X, xsl :-cE, >4

a
Az= - 121, esto X todnvia vs pequefic comparado con 1o

unidnd {en ortogonslidad -ki= 1 para todo i) y puede indicar
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multicolinealidad, pero es recomendsble reducir por eliminacion
de varimbles la multicolinealidad indicada por h1 Y A, ¥y des -
pués on el modelo reducido snmalizar nuevemente la multicolinea

lidnd.

4.5, Aeduccion de 1a multicolinealidad ¥

Unn técnics muy utilizedn es la imposicién de res—
tricciones linoolos on los coeficientes B, tales como lo elimi
nacion de coaficientes ¥ otras restricciones,

Supongomoss que B cumple
P&=Q (a,14)
donde P as unm motriz (t+1) x (t+1) comocida y G un (t+1)] vector

conocido, lucgo ¢l potin-or gdu'.ﬂ gu- cumpl-. (4.12) y minimiza
los cundrados de los residuales es

g =g +0oxd) e x) e e - #RY, (4.15.2)
cahn ~
E181= 8 «xx3™ e (PO0ox) e 1" a - PR) (4.15.b)
y
v(E) = s2xx0™t - oo™ e (roxexd™ e TR ko
(#15.c)

3i PE = Q, Eea insasgado y de (4.5) vemos que '#’[Ei] < "-I'I'.EiJ,
cuando l=2 restricecion es aproximademente cicrta ges saslcdo v
la medida de wveriasbilidad que nos inteeess es MS‘E[E]

&g -8 (#-8)

62[1 - txn) Tercrex0" el xex™! (4 46]
v xn) " Y ecexy” ey

vse(f)

!

- o4 -
(v - reYa - PEI'CPCX'x)” TP T Px 0t

5i 1la discrcponcia do la restriccion F8= Q no es significati
va, o menudo se tiene que HEE[Ei].g U[é&]; Para ilustraclén con-
sideremos 2]l modelo

j=ﬁ4x+ + ﬁxa-i-e,

cuyos vectores de observocion de x
masnta,

y x5 son X, y X respectiva-

1 2

% Zn esto seccidn se trambajo con datos estenderizados,



TABLA 4.1

Veotores propios de X'X corraspondientes a los tres veloras

propios mAs pequefios.

= =. 21
A3 0 A,=. 080 2y=e!
Varicmble Z1 ZE 23
x1 o, L0003 -, 053
x:—, Dl .1:-‘_9 .??4
xj 0o, . 105 =, 531

»
-, . 204
X4 o, .07 0
X a, AT ¥ EEE
]

xq o, L0758 L1575
x? i, -, 0932 -, =01
*g 0. ,a=u* . 321
“a L Aa7 =,005 , 091
%10 . 300 L0502 -, 035
x11 270 -, 001 -, 02
)-:12 |-]4E' .G15 "'iu15
X, PG o= ~, 010 -, 057
%14 . 133 S22 -.034
x15 P pia] L0198 07
Ly F -
X1E . TOE -, 000 - 107
s L [ sl
31? .1?._ H.GJ4 .EL-.,
X415 . 3483 L 0a8 0an
x40 . 270 -, 0568 -, 077
- - -— i
Xag . 270 L0011 004
)(21 0. .030 -, 155
e 0. - 450 157
XEH o, L0153 -, 357
x, o. -.637% . 155
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Lusgo;

E?>§”

)=l ]

dond: p s =l eceficicnts de corralecion entre Xy ¥ Xo

- - - - "
Acumamos 1o rostriccion ﬁz = 0 cuyn notoclon motricinl os

b Te:lo)

Lucca E;Z P?
_ 2 1= D -
MSZ(B) = "E:"E +P; [ ° (a4.17.=)
1-F* (W} 0 ~-p 1
Comparomos -
<
vif)=s —s
1-p
[adn Ind =
Y F4
MBCtR) = 6° « B €. (4.17. 6]

iarn slounos volores do F ¥ BJ' ¥» contidad [4,.17.b) &5 rencr
qun ([(4,17,2]).
Lo restriccion linoal mes utilizedn es ls rostric-

cidn gero, 0 scn que, o algunos ﬁi se los ipuels o cerec, Es-
t-s f% son slecidos do acusrde 2 guo las columnas X; =mswciadas
tenTan altn multicoline~lid~d con las otros columnes de X ¥y po-
ca rel=cion con el vector y (se analizan lug asatedlisticos
Fi’ H%, sgte, lina Forms muy sproplaodc de este proceso sc presen
to aen Funst(1577). La ides es lao sigulionts

S¢ Formn la motriz A = (Y,X). Sdkn ii, Ei los valo -
res ¥y vectores propios do A'Ajsugﬂn ln discusion de 1o sececicn

anterior, Si oaxiste {itth zeto indica multicolinenlidzd, L=s

consonaatas Eij dsl vactor propio Zj con mayor volor indicam gue

los columnns Ai producon multicolinaeslidod, 31 1o columna ﬁ‘

d2 A no 2otd incluids ontre los A;ceto nos indica que la



45

multicolingnlided sc do principalmsnte entre las columnas de X,
y qui Setos no influysn moyormente eny, y pot lo tanto se puc
den climinar, For ajemplo Gunet(1977) presenta la tabla 4,2
(pagine siguisnte),

si,,= 0O indicn multicolinealidad complets entre las co-
luminos Ai cuyns riinr corraspondiontes son grondes, en esta co-

80 X0 hasta Xapn ¥ MO sC inFluencia o vy, yo que £, = 0.

A = ,053 indien multicolinoelide entro Xes %o 1%gr ¥ Xog
y no ga influencio o y [ED1 = ,052)., Identicamente sc pueds
inspeceionar A, ¢l cuml oe relntivomente mayor que Moy ™M °
£l andlisis anterior nos sugicre eliminar veriables

cntra Xq @ Xag ¥ entre x, o X, 0 x, 0

o x24,0nrss criterias esta

disticos (t,7 ete) nos ayudan o elegir,Hepitiesndo gste procesc

doe vecos sc obtiene la tabla 4.3 con menos dotos.

Foro este caso Ahz 0.100 pueds ser considerando cor-
cano o cero, ¥y las variasbles que exhiben multicolinealidad -
fuerte son Y, KE,XB, y xa4. Como en la multicolinealidad €8 in-

[

cluye o y, sc recomiendc detencr la eliminacion, En esta Forma
se he conscouido un modaelo con poens variables, en cl que se re
duce la multicolinenlidnd entra las X; v, ademas, sc manifiesta

une relocidn fFuerte de los xi ratenidos con Y.



Tres valoras proplios

prosios,

Var{abla
¥
X4

*a

o |

L ]

. 132
« 348
. 270

270

T AB b A Mo 4,2

A=, 059
4
;058

- ,0%0

. 124
087
-.332*
La7s®
.076
-.100
.a18%
-.001
.018
-.004
.020
~,008
023
.024
-.010
-.088

034

de A'A y sus correspondientes vectores

A;=.118
22
.274
.27
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TASB8LA Hod,3

Los valores propios de A’A con sus correspondientes vectores
propioe parn el modelo reducido de 15 variebles,

Mg=+ 10C Ay %- 166
Yariable Zn 21
y -.152% -.548
H1 L0a2 172
x3 -,035 -,143
xg, - .a339% -.%45
xﬂ =, 037 . 182
Xo ., 000 024
xﬂ ~.455' . 114
x¢2 -,004 .043
X495 038 -,122
x1ﬁ =,015 e
X0 .070 . 108
KE1 001 273
xaﬂ L0183 .179
»
LO911 . 108



CAFITULO No &

REGRE3ION POR ARISTAS *
(Ridge Repreusicn)

5.1, Aepectos penoralgs

La Forma usuml de cstimor loe peremetros @#, en un
proceso do ajuste de curvas, so hace por ls técnica de minimoe
cusdrados, la cunl ee buenm cuando cusndo X'X no discreps con-
sliderablemente do I, En este caso, los valores propios J\,’ de
X¥X no son cercence m caro; pero, cucndo X'X es muy distinta
de I, ocurron problemns de inflocidn o inestabilided genaoral.
Hoerl(1962), sugirid porturbar lo disgonal de X’X con el obje-
to de oproximorla & I y cetimar ﬂ,-n,gﬁn

= (xox + x1)™1 xry

NX'Y § W= (X% + k1)~ (5.1.0)
A lo sstimacion y el endlieis conscruidos ds ecusy
do 2 (5.1) se lo llomn "Ragroeién por oristas", y su relmcidn
con la estimecion ordinarie estd dodo por
Lo - - ’\
B = (kexx) Ve 1N E - 2B,

z = (k(x*x)™ 1 & 1]'1= [X'% « n:]"x'x . (s.1,6]

Fropiedndes mas importontes de ﬁ‘*, Wy 2

(i) Sean fifi.'l y il[ZJ los volores propios da W y Z respective

menta, , antonces

’;lth‘] = L (5.2.al
X
y N
i+ K

* En este Copitulo se traobajes con dotos lm:an:larizadn-.
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:lnnduJ\i gon los valores propiocs de X'X, Estas releciones

se obtienon a partir de (5,1.8) ¥y (5.1.b).
Z=1I-K[X'X + KI]-1 = I = KN, (5.3)

Esta resultedo se obtiens tomande la Forma alternativa de

z = HX’X.
Pl

Cisi) Pera X #£ 0, ?hﬂﬁ mas pequefio que F 3y esto es

(iv)

Ok @ﬁ < ﬁ ¢ (5.4)

Pruebn, Sun 1.', la normo. Eucl{den on FI“, san ||.i| la porma
espoctral  on Mln x n]; en algcbra so ostmblece quo eotgs
normaoe son competibles, cesteo quicre decir gue , para teds

motriz M y todo vector X sc cumplo |MX| g ||MI-iX). Z 8 do-

finids poeitiva. For lo tpnto,

A

ST BT | - £ F Y 2 d .
BB = 2P 2B12P12 ¢ 1z B = Fna@) TP
Como todo ﬂtz] es menor que la unided, ([5.4) se verifica
Facilmonte.

El egtimador de la suma de los cuadrados de los residualec

csta dado por

Asa(f) = (v - xBI'CY - xBY
z Yy - (gﬁ’x’v + [ﬁ'x’x?*- &Y'x’y
=Yy - ('x'y- th')’?\' (5.5)
= (suma total do cuedrados - suma de cuadra
dos debido a lo regresicon de ?— cuadrado

de lonmgitud de @ipnr K)

Observacidn: Du (5.2.b) y (5.3) se tivna,

Z(0) =1

Lim 2Z(x)
K->

(5.8)
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5.2. Le trozon de aristas

5,2.1 Definicion de ls traze de aristas

A medida que X'X so desviz de la matriz ldenti -
dad I, © sea, cuando se ticne valores propios pequefios, le pro
babilidad de que ? asté cerca a ﬁ pucde ser muy pequefia
(v($1=¢-etx'xl'1J.

La inspeccidén de la correlacion entre las varia -
bles tomadas dos a dos [elementos de X'X) mo es suficiente pe-
ra detorminer las relacionos uxistontes para mas de dos Facto
res. Los metodos computacionalaes actualss no permiten un cono-
cimiento adocuado del ecpacic de fectores y de la sensibilidad
de los resultados, uh cada caso particular, con excepcion de -
los matodos"® componentes principsles y regresidn por aristas,
Se cbtienc informacion mas tamgible do la traza de las arist=s

S
esto as : calcular a*[kl ¥ HSS[F ) para varios K.

5,.2.2 Carecterizescion de la troza de aristas

Sea 8 cualquier estimador lineal de ﬁ, la suma dcl

cuadrado de los residusles es

L

(v - x3)'(y - x3)

(Y- X -(x3 - K?JJ'[Y - x?-[m - x?]]
Fa ) . P

(Y- xBY(»-%B) + (o -BYX'x(B-8)

RSS (. + g(B].

As3(3)

(]
La traza de eristas ' se define como la B que re -
suelve el probloma siguiento :

Minimizar 3'3, (5.8.2)

Sujoto a (3- ? Jrx*x(3 - E] = ¢’o .

Utilizando multiplicadores de Lagrenge con multiplicador -ﬁ-,
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(5.8.a) es equivalente-m
= vy = 1 A 2 .
Minimizar # = F(B,K) = B8'B + (8 -B)'x’x(8-P)-8), (5.8.b]
cuUya solucidn es justamente la trazs de sristas

8 =p% = (xox + k1) “Txry, (5.8.0)
con K slegida de tal Forme que so satisface la restriccion

{E.E,J

5.3 Proiedados del error cuadratrico medioc de la ragrssiﬁn

por aristas

5.3.1 Varisnza y sesgo de un estimedor por aristes,

Dafinomos :

Iﬂuadradn ca la
2 . ar
Ly(K) = [distencia de B B,

2(k) = (PR Fhg. (5.8.2)

Aplicando el opcredor espernnza se tiens

€ (2= et BV (E% Bi)
—g((B-BYZ'Z(B- gt (zp-p)(ZB-F)

#
% Trz z{_x'x3‘42')4-,3’{2—11(1'11??
utilizendo (5,1.b) y (5.1.a)
g[ET[k'!} = £Z[TFE:2£X'J{ + KI)™' - K trezalX'x + a:I]'?)
+ KBI(X'X + K1)72Q

aplicando (S5.2.a8)

€ (24(K)) =@ Ty + KB O0K + k172

= r1[K] + rE[K]. (5.9.6]

Significado de r1{K]

Al ~ =1
puesto que B = zf = Z[X'X]” X'Y, se sigue que

v[ﬁﬁ =t ztx'x1" Y20, (s,10)
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Como "y (X)) = Traza dEz{xlx]'1z = suma de lss varianzass de tc-

das les E&, diremos que rthJ os la '"varianze total" de los eg

timadoe de loe parametros.

Significado d= r-E[K )

Como FE[K] = [Zﬁ-ﬁ]'[ZF-ﬁ] ¥ I‘*E(U]-‘-'D, puesto gue Z(0) = I;

rE[H] pucde ser considerado como el cuadrado dcl sesgo al u-

- ~

sar ﬁ* en vez de P,

5.3,2 Comportamiente comparade de r1[K] ¥ rE[KJ

{i) Segin (5.9.b) se tiena

‘EI X

©) = & —1
rq(<] (»; +Kk)%

1

lumgo r1[K] e una Funeidn continua, mondtona decrecicn-

te an K, ¥y :

3 l'i z i -
el N LTS
S (k) =-26° A4
(ii) aw y, (k) 26 Z:EI;:;?, ; L541.0]

Y 1im, dr, (s.44.¢3
. 4

k-» o - ﬁ [.k] =0 7
y 8l X'X doviene en singulsr, en sste caso Elgl:lr'l }ul«—.h U) Y
wogt g () —>
[1ii) Seadr (5.9.b), r-E[b:] = KEP'[J{’K + KI]-%; afirmamos gue:
rE[K] fs una Funcidon continum monotona crecisnte.

Fruebs, S2a P' la matriz ortogonal que disgonaliza a HE,

asto &8
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las disuh los valores propiocs de H% Eﬂgﬁn £5.2.b) se ticre

1

d;, & =———— . Luogo
P K) ’

r(K) = x3(PR)'PWRIER K2(F3)r0Pp

KEZ[F ijdj

]
[Ai 4 K)

donde «= Pf. Cada elemento X + K es positive, por lo tan

to r, es contfnua , perea K # 0

2
e [K) = _ﬁ:'__o(e - A >0
Ffor lo tanto, r es momdOtona creciente,

2
Notemos también que

lim, ro(K) = 0, y lim. ry(K) =X X = B'FIFR = fIB (5.12.b)

st o
A\, &
d i i .
S _r.(K) = &S (s.12.c)
dk 2 < ¢ Ap+ iK)3
lucgo
bm 9 ) = C 2 ey
K_;g:_ = () = 0, ykli‘r; = fK) =0, (5.12.d)

EEFPH cpnceptos sB yiﬂualizan en el ErEFicn 5.1,

Teoremn de oxistencia do minimo de E[Li,llr(.] para K » 0O,
Hemos visto que E[Lf[l{]} = I"1[K] + r'E(I-C] y el -grafico
(5.1) nos muestro un minimo de Lf (x].

Como lim, ?’E[K] =#B, ® medidn que la magnitud de B crece,

k=@
sa puede pensnr que alguna vez Efo] tomo su minimc en

. e
}:EZ (i (5.12.a)
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SRAFICO 5.1

7
P
S
2
q
)
-2
(]
2
€
=
1]
%Jyj’ﬁf:
q i
8 _/::" -~
/:,," _ —ZTV(f)
7 P

& yd'd
L
s H /ﬁ:"
T rd
A Iy
k—-" r““JI
A
41 -
1 ¢
| d
LI
\
l{f
2
L
' \\
14 —
;I -h-.-—-_-“i‘-;-j.‘l{y_”“-l
A0 o s ] 4 04 05 0s .07 .02 0% 400 > K

cerc; pero @sto No ocurra.

Teoremn 5,41 (teorema do uxistencin), Siompre existe un K > 0

tal qua:

eL5(K))c e(L50) = 6% 51 (5.43)
b |
Pruoba, Sogdn (5.11.b)y(5,.42,c) se tiene

d d
SEW ) = g g (KD + g (k)

2
(xof - ELY
{ li+ K)

2 2 2 A
Ko - & j[i__{m‘i“'” ),

- 5
T L




d E(l.21[}(]} g5 menor gue cero siempre que K £ —m= , luego

dK

max

TCAC R AN

. Tk
5.4, Recomendnciones para la selaccion de un ﬁ ndecuado

Naturalmente el usumrio es el que tomsa 1= decision

=137

final oceren del sesto, la varianza y ls magnitud del srror cug

drotico medio, Pero, para su oyudsz, se dan  los criterios que

debcn normar la seleccion de K,

(i)

(ii )

{iii)

(iv ]

Fara un determinado valor de K el sistema debe mostrar-
e estable y los valores propios de X'X + KI deben ser

mayoras qua cero,

Fal
Los coeficiesntes de Ffrdshsn tensr un  valor absocluto

moderado dc mcuerdo = la razon de cambio de le variable

nsociada X4 -

Los coeficientes gue cparentemente tisnen signo inco -

rrecto, deben cambiar de signo a2l tomar K = O,

i e
HEE[P*] no debs cer muy grande con respecto o RSS(L) ni
con respecto a uno varianzs razonskle acorde con el pro-

ceso de generacion de datos,



RESUMEN

Al snalizar un proceso que releciorna variebles in-
dependientes x; €on una variable depsndionte y, los conceptos
técnicos emcrgentes del contexto del procesc no son suFicien-
tes parsa explicar la relacion gue B8 buscs, Es asi gue se plan
tean modelos, entre sllos loe de tipo lineal, cuys discusion

ha sido el objotivo mayor do oste traba]jo.

Con la hipdteeis de que el modelo es lineal, la de-
terminacitn do la megnitud de la influencia de cade x; en la
respuasta Final y, en la mayoris de los cesos se ve afectads
considersblemante por perturbaciones, las tcualos puaden surgir
por la inmclusion de variables extrafiss y/o porque las varia -
bles do prediccidn considoradas gusrdan relescidon entre si {mul
ticolinoalided) y que tomades en conjunto dificultan la deter
minecidn de la influoncia de cada una de ellas en la respues-
ta final. En este sentido les recomendaciones deal presshts tra

bajo son:

i) Determinar con cleridad el uso al que se destine le regre
sion,

1i) considerando la veriabilidad de los cosficientes P a esti-
mar, la eliminacion de varisbles poco significatives, es
ventajosa, no cbstarte el sesgo que se introduce por ali-
minacion,

ii) En una primera fasa, ademas de los estadisticos R® y oo

clsnte F, un criterio bastante eleborado que ayudsa en la e-

liminacion de variables es Gp'

iv) En una segunda fase, el calculo de loe valores propios mas

cercanos a cerc y de sus vectores propios ssociasdos son



57
de gran syuds en el snalisie y en lm eliminmcion de varisbles,
v]) Finalmonte, ai la multicolinealidad do loe datos porsiste y
ya Nno es recomendeble la eliminacidn de varisblas, le regre -
s8idn por sristes syuda 2 la determinecidn de una mejor ecuacidn

de ajuste .,

sl dtioklokiok ok
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