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RESUMEN

L.os métodos de deconvolucion desarrollados en este trabajo, usan el trazo sismico
(registrado por el geofono) para deconvoluir la fuente sismica de éste trazo. Ll fil-
tro predictivo que permite la deconvolucion, es obtenido considerando que la fuente
sismica sea de minimo retardo y la respuesta al impulso del sistema estratificado
constituya una serie no corrclacionada. Consecuentemente, la autocorrelacion de la
fuente sismica y del trazo sismico son los mismos, excepto por un factor constante.
En el caso de la deconvolucion dinamica, considera este trazo como la reflexion
respuesta del sistema sedimentario, y es usado para calcular los coeficientes de los
polinomios feedback y feed-forward. Los coelicientes del polinomio feed-forward re-

presentam aproximadamente los coelicientes de reflexion del sistema sedimentario.



ABSTRACT

The developed deconvolution methods treated in this work use scismic trace (re-
corded by geophones) in order to deconvolute the seismic source of this trace. The
predictive filter that permit us the deconvolution, is obtained considering that the
seismic source has mininum delay and the impulse response of the layered system
constitutes a non-correlated series. As a consequence, Lhe autocorrelation of the
seismic source and the seismic trace are Lhe same except for a constant factor.

In case of the dynamic deconvolution, this trace is considered as the reflexion res-
ponse of the sedimentary system and is used to calculate the coellicients of the
feedback and feed-forward polynomials. The coellicients of the feed-forward polyno-

mials represent approximately the reflection coellicients of the sedimentary system.
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INTRODUCCION

En la exploracion geofisica para la bisqueda de petrdleo, gas natural, y depositos
mineros, [uentes sismicas o vibradores (localizados cerca de la superficie terrestre)
cxcitan la tierra y producen ondas sismicas. Estas ondas son registradas con instru-
mentos especiales llamados geofonos o hidrofonos, que luego son procesados para su

analisis y interpretacion posterior.

Los Sistemas Lineales Invariantes cn el Tiempo describen este proceso fisico conside-
rando como entrada un impulso del vibrador sismico y la salida son las ondas simicas
registradas, que se expresan como la convolucion de la entrada con la respuesta al

impulso del sistema sedimentario (tierra).

El objetivo de éste trabajo es mostrar como a partir de las ondas sismicas registradas
se puede obtener la respuesta al impulso del sistema sedimentario, las cuales repre-
sentan aproximadamente los coelicientes de reflexion de cada estrato del sistema
sedimentario, lo que verdaderamente interesa para los fines anteriormente menci-
onados. Para tal efecto se presenta dos métodos de calculo de los coeficientes de

reflexion del sistema sedimentario.

El primer método, de la deconvolucion predictiva para el caclulo de los coelicien-
tes, usa la hipotesis que la entrada es una seiial de minimo retardo y los coelicientes
de reflexion forman una seric no correlacionada, la cual permite relacionar la auto-

correlacion de la senal de entrada y salida.

El segundo método, de la deconvoluciéon dinamica, relaciona tanto los coeficientes
de reflexion como los coeficientes de trasmision del sistema sedimentario, con la
hipotesis adicional que el sistema sedimentario representa un sistema sin pérdidas

de energia.



Siempre que se usa uno de los métodos mencionados anteriormente, se tiene que

resolver um sistema de ecuaciones que involucra la matriz toeplizt, llamadas ecua-
ciones normales. [n este trabajo se presentan algoritmos para resolver este tipo

de sistema de ecuaciones.



1 SISTEMAS Y SENALES DISCRETOS

1.1 Sistemas Discretos

Una Senal de tiempo discreto, o simplemente senal discreta es una sucesion
ordenada de nimeros reales o complejos {z[n]} donde el indice n varia en el conjunto
de los nimeros enteros. Un Sistema Discreto T transflorina una senal discreta z[n]
llamada entrada en otra senal y[n] llamada salida del sistema como esta mostrado

graficamente en la figura(1.1).

z[n) y[n] = T{z[n]}
T

entrada salida

SISTEMA

Figura 1.1: Sistema Discreto

I%] sistetna de ccuaciones que describe la transformacion 1" se llama modelo ma-
tematico o simplemente modelo del sistema T'. El modelo se dice recursivo cuando
la salida en el tiempo depende en diferencias de valores de la entrada y salida en
otros tiempos. El modelo es no recursivo, cuando la salida depende solamente de

los valores de la entrada, ([Cha 95]).

En este trabajo, seran de interés los modelos lincales discretos invariantes en el

tiempo causales y estables, LDTICE (ver APENDICE A-2).

1.2 Respuesta al Impulso de un Sistema

Dado un sistema T, se define la respuesta al impulso /[n] del sistema T como la

salida del sistema que posce entrada impulsiva



I, n=
5[71]:{
0, n#0

esto es

T{é[n]}= h(n]=respuesta al tmpulso

Para sistemas lineales causales e invariantes en el tiempo (LCTI), la respuesta al
impulso k[ n]es cero para n < 0. Pues la entrada impulsiva §[n] es igual a cero para
n # 0. Tambien la salida y[n] se expresa como la convolucién discreta x[n]* h{n]
de la entrada z[n] con la repuesta al impulso h[n],es decir (ver APENDICE A-2,
también [Cha 95])

[ o]

y[n]= > z[n]h[n— k. (1.1)

k=-o00

1.3 Funcion Sistema, Transformada-Z y Senales
Minimas

Sea T el sistema LTI y h[n]la respuesta al impulso. Consideremos la entrada

o
z[n]= 2",

donde z es un nimero real o complejo. [sta entrada es transformada en

T{z"} = z"*xh]n]= i": 2" R h[k]

= 2"( Y z7kh[k]).

k=-o00



Definiendo

1(z) = f h(k]z=* (1.2)

k=-o00

se obtiene que

T4z} = 3~ li{z).

La ecuacion (1.2) se llama transformada-Z bilateral de h[k] ([Cha 95]) ). La
transformada-Z bilateral de la respuesta al impulso h[n] del sistema T se conoce
con el nombre de Funcion Sistema de 1'. Por ejemplo la [uncion sistema del

sistema

y[n] = (1 — o)y[n — 1] + az(n];

€es

1(z) = 1 —(1 —a)z™! - z—(1=-a)

Por otro lado, cuando el sistema es causal, o sca h[n] = 0 para n < 0, entonces:
H(z) = 5 hk]z7F =Y h[k)e™*
k=—-o00 k=0
s¢ llama transformada-Z unilateral de h{n] ([Cha 95]).

Una propiedad importante, es que la convolucién de dos senales z[n] y y[n] tam-

bien puede ser representada através de la transformada-Z. O sea si X(z) es la



transformada-Z de z[n]y Y(2) es la transformada-Z de y[n],entonces la transformada-
Z de z[n]* y[n] es X(z)Y(z). Por lo tanto, la convolucién en el dominio del tiempo

corresponde a una multiplicacion en el dominio de la transformada-Z, ([Cha 95)).

1.3.1 Senales de Fase Minima, Mdzima y Mizta

L.a [ase dc las scnales causales, pucde ser clasificada en tres tipos: minima, maxima
y mixta. Esta clasificacion depende basicamente de la distribucion de la energia

de la senal 322, z?%[n] = z%{0] + z?[1]+ ..., en el dominio del tiempo,([>ap 88]).

Una seinal de [ase minima, también llamado de minimo retardo, presenta mayor
concentracion de energia junto al tiempo n = 0. [sto quiere decir que las mayores

amplitudes se concentraran cerca de n = 0. Como se puede ver en la fig(1.2).

i_
i
/

\/

Figura 1.2: Seinal de l'ase Minima

En términos de la transformada-Z, una senal de fase minima o minimo retardo
puede ser representado por un polinomio en z~! formado solamente de binomios de
la forma a +b2~! donde @ > b lo que quiere decir que las raices de la transformada-Z
de la senal quedan dentro del circulo unitario del plano complejo. Por ¢jemplo la
senal z[n|= (zo,z1,22) = (6,5,1) es de minimo retardo, pues, su transformada-Z
A(z) = 64 527" + z7? tiene raices z; = —1/2, z2 = —=1/3 y |z < 1, |z| < L.
En una senal de fase maxima, la energia se concentra en los tiempos posteriores
a n = 0, predominando las menores amplitudes cerca del tiempo n = 0. Como se

puede ver en la fig(1.3).



Figura 1.3: Seiial de Fase Mdxima

La transformada-Z de este tipo de seial esta formado solamente por binomios de la
forma b+az~!, donde a > b lo que quiere decir que las raices de la transformada-Z de
la senal se encuentran dentro del circulo unitario del plano complejo. Una senal de
fase mixta es una combinacion de los dos tipos de sefiales o sea su transformada-
Z esta formado tanto de binomios que caracterisan seiiales de minimo y maximo

retardo. Una senal de este tipo se muestra en la fig(1.4).

JX/E\_ _

Figura 1.4: Seial de [Fase Mixta

1.4 Correlacion Cruzada y Autocorrelacion de
Senales Discretas

La operacion que permite medir la similaridad entre las sefiales z[n] y y[n], se llama

Correlacién Cruzada de z([n] con y[n], denotado por ¢.,[k] y definida mediante:

oo

Sey[k] = 3 z[n]yln + 4] (1.3)

n=-o00



donde el indice k indica traslacion relativo al tiempo. Cuando z[n] = y[n] para todo

n, entonces la ecuacion (1.3) se transforma en

O

¢z (k) = Z x(n]xz[n + k]

n=-—00

y recibe el nombre de autocorrelacién de z[n].

La autocorrelacion y la correlacion satislacen las siguientes propicdades ([Ilan 87)):

1. ¢::::[k] = d’:r:::[_k]
2. ¢rylk] = x[k] * y[—k]
3. Si z[n] = r[n] * s[n], entonces ¢, [n] = s[n] * ¢,.[n]

4. La transformada-Z de ¢, (k] es ®,(2) = X(2)Y(1/z), donde X(z) y

Y (z) es la transformada-Z de z[n] y y[n] respectivamente.

5. La transformada-Z de la autocorrelacion de z[n] = r[n] * s[n] esta dada
por
b0 (2) = [12(2)S(2)][12(1/2)S(1/2)],

donde R(z) es la transformada-Z de r[t] y S(z) es la transformada-Z
de s[t).

1.5 Factorizacion

Una propiedad importante de las senales discretas causales de energia finita es que
su transformada-Z es analitica en |z2| > 1 y ademas si fuera de minimo retardo

la inversa de su transformada-Z tambien es analitica en |z| > 1, (ver [Pap 88]).
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A continuacion se formula en tres formas cquivalentes el problema conocido como

problema de factorizacion discreta:

1. Dada una funcion real no negativa «(0), encontrar una sucesion y[n] tal
que ¢l médulo de su transforimada-Z en el circulo unitario sca igual a
a(0):

. o .
Y (e?) =13 ylnle™’| = a(0).
n=0

2. Dada una funcidn real no negativa a(0), encontrar una funcion analitica

Y(z) en |z| > 1 y tal que |Y(e*)| = a(0).
3. Dada una sucesion w[n] cuya transformada-Z W (z) es no ncgativa en
el circulo unitario,

oo

W(e?) = Y wn]e™ =a(0) >0

n=-—0o

encontrar una sucesion causal y[n] con transformada-Z Y (z) tal que

W(e®) = |Y(e"))? W(z) = Y(z)Y-(2)

donde Y_(z) significa la transformada-Z de w*[—n] conjugada de w[—n].
Es facil ver que Y_(z) = Y*(1/2*) y, se y[n] es real, entonces Y_(z) =
Y(1/2).

El problema formulado anteriormente tiene solucion si a(0) satisface la condicion de

Paley-Weiner (ver [Pap 88]),

/" ln a(0)]d0 < oo

-

adicionalente, si y[n] es de minimo retardo la solucion sera tinica.
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2 FILTROS

Las scinales pucden ser modificadas de acuerdo con operadores apropiados, llama-
dos filtros. Una de las caracteristicas basicas de estos filtros en el procesamiento
de senales es su linealidad, o sea, presentan propiedades de los sistemas lineales.
Concretamente hablando un filtro lineal es un sistema cuya respuesta al impulso

altera las caracteristicas de una senal de entrada, mediante

c[n] = b[n] * [[n]

donde f[n] es la respuesta del filtro que transforma la seiial de entrada b[n] en la

sefial de salida ¢[n]. Graficamente fig(2.1).

b[n] filtro [ c[n]) =bn]* f[n]
J

Figura 2.1: Operacion de Convolucion

Los filtros pueden ser divididos, entre otros, en filtros numéricos, sonoros, eléctricos
y opticos. Los filtros numéricos presentan la propiedad de ser aplicados a datos
muestreados digitalmente. En especial son aplicados en el procesamiento de datos

sismicos.

Uno de los filtros numéricos usados en procesamiento de datos sismicos es el filtro
de forma (shaping filter) que es el filtro lincal que altera la forma de una senal a

una forma pre-dcterminada (salida descada)([Han 87]).

Estableceremos algunas notaciones para un estudio mas detallado del filtro de forma.

Denotaremos por:

1. b= (b[0],0[1],0[2], .....,b[n]) la seiial de entrada de longuitud n + 1
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2. f=(f[0], f11), f12],-----, f[m]) operador o filtro de longuitud m + 1

3. d = (d[0},d[1],d[2],.....,d[m+n]) la senal salida deseada o pre-determinada
de longuitud n + m + 1

4. ¢ = (c[0],[1],[2],.....,c[m + n]) la sefial salida actual de longuitud
n+m+1

El interes ahora es encontrar un filtro f de longuitud m + 1 de modo que la salida
actual ¢ sea la aproximacion minima cuadratica de la salida deseada d. Esto es el

error € = d — ¢ sea de minima desviacidon cuadratica.

Se sabe que, ¢ = b f, ésta convolucién tambien puede ser expresada en forma

matricial de la siguiente manera,

c= [DB, (2.1)

donde B es la matriz de orden (m 4 1)(m + n + 1) y tiene la siguiente estructura:

[ bf0) b[1] ... ] O ... 0 0
0 0] ... bjn—1] bn] ... 0 0
g N s .
0 0 v s ses gew On] 0
0 0 o o e e bln—1] bfn) |

La solucion minima cuadratica para ¢ = fB esta dada por (ver APENDICE A-3)

f=(dB')BBY"

donde f es el filtro buscado.
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Expresemos el filtro en una forma mas compacta. Teniendo en cuenta que la auto-

correlacion ¢y[k] de la seiial de entrada es dada por

r{k] = dulk] = 300 + Kli)

y la correlacién cruzada ¢gk] de la senal salida deseada con la senal entrada es

dada por

i

glk] = @aslk] = > d[i + k]b[k].

1=0

Asi, la matriz BB de orden (m + 1) tiene la siguiente estructura:

[ o) A e e wm rlm)

r[—1] r[0] (1] an s rim—1]

BB' = r[=1] r[0] v s rlm —2]
: : r(1]
| r[=m] r[-m+1] r[-m+2] or[=1] 0 (0]

Esta matriz es llamada matriz de autocorrelacion, que es del tipo matriz toe-

plitz por que a lo largo de todas las diagonales tiene el mismo elemento. Denotando

R = BB,

podemos ver que el vector fila dB* con (m + 1) componentes se puede expresar como

dB*' = g = (9(0], 9[1],. -, g[m])
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Figura 2.2: Salida Deseada, Impulso Unitario

asi, las ecuaciones normales pueden ser escritas en la forma

Il =g.

2.1 Casos Especiales del Filtro de Forma

2.1.1 Filtro Inverso

El filtro inverso (spiking filter), es un filtro de forma tal que la salida deseada es

un impulso unitario([Woo 75]) . Por ejemplo el impulso,

mostrado en la figura(2.2).

En general, cualquier de los (m + n + 1) elementos de la salida deseada

d = (d[0],d[1],d[2],...... ,d[m + n])
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puede representar el impulso, mientras que los demas elementos toman el valor cero.
Por tanto existen (m+n+1) filtros inversos diferentes para cada una de las (m+n+1)

posiciones del impulso.

Scan

L9 7

m+:+l

a; = (a,[0], ai[1], -.....y ar[m])

y asi sucesivamente, hasta que

amtn = (Am+n[0], @man[l], .- s Amtn[m])

cs el filtro inverso para el cual la salida desecada es un impulso de retardo (m+n),

esto es,

Sean tambien

co = (co[0], co[1], ...... ,co[m + n)),

la salida actual correspondiente al filtro inverso ag.

a1 = (al0],c[l], .eceeyci[m + 1)),
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la salida actual correspondiente al filtro inverso a;, y asi sucesivamente, hasta que

Cman = (Cm4n[0]s emin([l], -veey Cman[m + 1)),

es la salida actual correspondicnte al filtro inverso d,,4y,.

Definamos las siguientes matrices cuyas filas especificamos a continuacion:

1.
do I 0 0 spme sz 0
d, 010 ... ...0
D=1 =y 5 & W w Al T inkas
| dutm | |0 0 0 e w1 ]

2. La matriz A, cuyas filas son los filtros inversos de agp hasta a,,+,, esto

es,

@o - - ao0] ao[l] ... ao[m|
A= @ _ ‘11.[0] al'[l] coray|m]
| @nim | | @ninl0] @mgall] ... @min[m] |

3. La matriz C, cuyas filas son las salidas actuales de ¢y hasta c,4n, €sto

es,

B -

[0 | co[V] coll] ... co[m+n]
- Cy _ cl.[l)] c,!l] e cl[m'—l- 1)
| Cn4m | i Cm+n[0] Cm+n[1] cas Cmyn [m] )

Luego las ecuaciones normales
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a;lR = d; 3, t=0,1,....,m+n

se pueden escribir como

AR=DB'= I n1B'= B

Lo que es lo mismo

ABB' = B (2.2)

multiplicando (2.2) por la derecha por la matriz A, se obtiene:

ABB'A' = B'A

de aqui

AB(AB)! = (AB)! (2.3)

por otro lado, de (2.1) se sigue que,

AD

I
Q

(2.4)

luego (2.3) se puede escribir como

cc'=ct

La matriz C presenta las siguientes propiedades:

1. es simdélrica, pues
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C=(C" =(CC'Y =CC'=C"

2. es idempotente, pucs, por ser C simélrica se liene que
C=CC'=CcC=C"

Alora, la suma de los errores cuadraticos v; cntre la salida descada d; y la salida

actual ¢; esta dado por:

vo = (1 — co[0])2 + 2[1] + c3[2] ... + c&[m + n]
v =0+ (1 —all])? +32]+... +E[m+ 1]

Umtn = E?u-}n[“l + E?n-q-nlll g5 (::l-l-n[‘?i +... “ e C-ﬂi-ﬂ[m T "D:

haciendo

m+n

v=v0+vl+---+vm+n = Z DN
i=0
se concluye que

V = traza(D = C)(D = C)' = traza(I;mynt1 — C)(Im4n+1 — C)'
= traza(l - C'-C +CC")

V = traza(lmynsr — C) = traza(lnyngr) — traza(C)
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De (2.2) y (2.4) se obticne

= 81‘(12(1( [,,l+n+| ) - 17'(12(1(/1[3)

= lraza(lnins1) — traza(B'(BBY™' D).

Siendo la traza del producto el producto de las trazas [Ner 77|, se siguc que
V = traza(Imyny1) — traza(BBY)™' BB
y por consiguiente
V = traza(lpyns1) — traza(lpmy)) = (m+n+1)—(m+1)=n

esto quiere decir que la suma de la suma de los errores cuadraticos v;, es igual a n,

donde n + 1 es la longuitud de la seiial entrada ([0}, b[1],. .., b[n]).

Tambien se puede verificar que la suma de la suma de los errores cuadraticos V' es

independiente de la longuitud del filtro (m+1).

Ahora comolos v; >0, t=0,1,...,m+n,y

V=vw+u+... 40, +...+vpym=n<n+m+1

se sigue que
1=0,1,...,n4+m.

cuando los v; son iguales, se tiene que:

n
m+ 1

v =

,0=0,1,...,n4+m
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Es importante averiguar el retardo 7 para el cual la suma de los errores cuadraticos
v; sea minimo. El valor de ¢ que produce el minimo v; es llamado retardo optimo
y el correspondiente filtro inverso a; es llamado filtro inverso optimo para la senal
entrada b. En el APENDICE A-4 se estudian algunos casos importantes de filtros

inversos.

2.1.2 Filtro de Prediccion

El filtro de prediccién es aquel filtro que actuando en un trecho de la senal,
permile la prediccion de valores futuros de ésta misma senal. [En términos mas
concretos, la salida deseada es igual a la sefial de entrada, despues de a unidades de

tiempo, llamada distancia de predicién ([I’ea 69]).

La senal avanzada «a unidades de tiempo esta constituido de dos partes

1. La parte irreducible:

b[0], b[1], - .. . bl —1]

que ocurre antes del instante de tiempo cero, y queda fuera del rango

del filtro y

2. La parte reducible:

bla],bla+1],...... , b[n]

que esta dentro del rango del filtro.

La parte reducible representa la salida deseada del filtro de prediccion. Luego, la

salida deseada d, es el vector fila de n + m + 1 componentes, esto es
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dy = (bla),bla +1],...... ,0[n],0,0,...,0).

Asi el filtro de prediccion [, para la distancia de prediccion a es

Jo = doA = bla)ag + bla+ 1]ay + ... + b[n])an-q
luego la suma de los errores cuadraticos v, correspondiente al filtro [, es

v = do(l =C)d,
= d,d. -d.Cd'
ve = B - Y0 D Hlelibli)

t=a j=a

Asi cl error de prediccion es la suma de la parte irreductible, el cual es todo el error,
y el error entre la parte reducible y la salida actual del filtro. Si se denota por w,

la suma del error de prediccon cuadratica, se tiene

a-—-1
Wy = Z bQ[l] + Vo
=0

donde el primer término del lado derecho es la contribucion de la parte irreducible

y el segundo término la parte reducible.

También las ecuaciones normales para el opcrador [, son

JfaR=d,B'
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o en su forma desarrollada

T 1) IR ) U %) I (0 N A 7
I RIS | PR B ECED R
| r[m] r[m-1] rim—=2] ... 0] || flm] | rla+m] |

luego el operador de prediccion es la solucion de (2.5), asi la salida actual se escribe

como

cft+a] = i J[s]b[i = ], (2.6)

donde o = 1,2,3,... es la distancia de prediccion.

Consideremos el error de prediccion € cuyas componentes se definem por

et +a] =b[i+a] —c[i + al.

Considerando (2.6) podemos escribir

eli +a = bfi +a - i Fls)bi = ],

que tambien se puede escribir

elil = b - iﬂf[s]b[i—s—al
= b[i] — [[0]b[i — a] — f[1J0[i —a = 1] — ... = f[m]b[i — a — m)]
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haciendo M = m+aea[0)=1,¢[l] =0, ..., ala—1] = 0,ala] = —f[0], ala + 1] =
—f1)s- -+, ala+ m] = a[M] = — [[M]
Luego definimos el operador error de prediccion I' con distancia de prediccion a

comao:

I’ = (a[0],a[l],a[2],...,ala — 1],a[a],a[a + 1],...,a[a + m])

O sea

F=(1,00,...,0,—f[0],—f(1],...,=f[m])

(a—1) Z€CTOS

Asi el error de prediccion se puede escribir como la convolucion (discreta) de los

coeficientes del operador error de prediccion con la entrada b, esto es

M

elt] = a[s]blt — s) ,a[0] =1

=0

cuando a =1 el operador error de prediccion I’ queda

F = (a[0],a[1],... ya[M]) = (1,=f[0], = f[0],..., - f[M])
y el error de prediccion queda

M m+1

eli] = ) als]bli — s) = _ a[s]b[i — 3]

a=0 a=l
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3 METODOS DE DECONVOLUCION

3.1 Modelo de Deconvolucion

Cuando la tierra estratificada es excitada por fuentes sismicas (localizadas cerca de
la superficie terrestre), estas producen ondas sisimicas que son registradas por ge-
ofonos, como se muestra en la figura(3.1). Nuecstro interes es obtener la respuesta
al impulso de la tierra estratificada a partir de los registros de las ondas sismicas
producidas. Si suponemos que la tierra estratificada se comporta como un sistema
Lineal Invariante en el Tiempo (LTI), como se ilustra en la figura(3.2), la respuesta
impulsiva de la tierra estratificada podra ser hallada usando los métodos de decon-
volucion asumiendo ademas que la fuente sismica representa una sefial de minimo

retardo.

3.1.1 Método de Deconvolucion

El método de deconvolucion es formulado de la siguiente manera: Dada la entrada
b[n] = [bo, by, - - .,bn) y la salida z[n], se desea calcular la respuesta al impulso h[n]
de un sistema LTI. Dado que el sistema es del tipo LTI la salida se expresa como la

convolucion discreta de h[n] con b[n], csto es
x(n] = b[n] * hn].
Para encontrar h[n] deconvoluimos b[n] de z[n], esto es,

z[n] * f[n] = (b[n] * h[n]) * f[n] = h(n] * (b[n] * f[n])



geofone fuente sismica

tierra
estratificada

Figura 3.1: Descripcion Fisica de Registro de Ondas Sismicas

entrada respuesiz}ri{mpulso salida

fuente sismica (tierra estratificada) | ondas sismicas

Figura 3.2: Descripcion de la Tierra Estratificada Como un Sistema LTI

scra igual a h|n] si

b[n] x f[n] = §[n] (3.1)

donde el filtro f[n] tiene que ser un filtro causal y es calculado de (3.1). En otras
palabras, el filtro f[n] debe ser tal que transforme la sefal entrada b[n] en un pulso
unitario de retardo cero. La determinaciéon de f[n] es relativamente simple. To-

mando la transformada-Z en la ecuacion (3.1) se obtiene

B(z)F(z) =1

de esto se sigue que
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luego f[n] sera la inversa de F(z). Pero surge la pregunta ; como debe ser b[n] y
consecuentemente [(z), de modo que F(z) tenga inversa causal ?. La respuesta es:
b[n] tendra que ser de minimo retardo. En efecto, escribamos la ecuacién para F(z)

en la forma

R I 1
T BE) T botbiz bz 4.+ by

haciendo w = 1/2 la ccuacion anterior queda

1
bo + bjw + b,w? 4 ... 4 b,w"

F(w) =

supongamos que el denominador del lado derecho de la ecuacion anterior tiene n

ceros wp,wy,...,w, diferentes, entonces F(w) se puede escribir como

1
bo(w — wy )(w — wy)...(w—w,)

Flw) =

expandiendo I(w) en [racciones parciales, se ticne

uy Uy Up

[(w) =

w—w; W — W, W — Wy

donde la constante u; se define como

ui = (w — i) F(2)|w=w, para t=1,...,n

Sin perdida de generalidad asumamos que F(w) tiene j ceros cuyos médulos son

mayores que 1 y n — j zeros cuyos modulos son menores que 1, esto es:
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|wi| > 1, i=1,...,J

|wi| <1, t=J7+1,...,n

la expansion de cada término u;/(w — w;) de [(w) es

u, _ _ _ . :
— = (w7 w v+ w4 ) para t=1,...,)
w — wy
y
u; _ _ - .
—':u;(w '+w.-w?+w?u)3+...) para 1=3+1,...,n
Ww — Wy
asi los coeficientes de ['(w) son
J —s-1
5 = —Yinrww T, §20
, =
—s-1
Yk wiwT, s<0
y FF(w) se escribe como
-1 n oo J
A _ —-s—1 s —s-1
Fw)= Y (Y ww? Hw' +> () —ww "’
s=-o00 1=j+1 =0 =1

escribiendo la ecuacion anterior en términos de z = 1/w tenemos

-1

Fe) = % (3 wat)e + (0 —uat)e

s=—00 i1=k+1 8=0 =1



28

f H H n .8+ -5
luego, para que ['(z) tenga inversa causal los coeficientes 37, ., u;2;]"" de z7° para
s < 0 lendran que ser cero, esto implica que todas las raices de B(z) tendran que
ser menores que 1, y esto significa que, b[n] tendra que ser de minimo retardo, asi

I7(z) queda
oo k
F(z) =Y —wzi*")z™*

=0 1=1
de esta manera los coelicientes de [(z) sera la inversa f(n] de I'(z) que es el filtro

deseado.

Enfoquemos la ecuacion (3.1) del punto de vista minimo cuadratico (llamado tam-
bien filtro de Weiner)([Lev 47]) considerando la funcién é[n] = [1,0,...,0] de longi-
tud n + m + 1 siendo m + 1 la longitud del filtro f[m]. Asi la correlacién cruzada

de § con b es dado por

aslk] = ‘_iodmk]b[i]
g&b[k] = (bIO]vO""vO)

escalando esta ecuacion en la forma

g,sb[k] = (1,0,...,0),

el sistema de ecuaciones normales queda

[ r(0] (1] (2] . r[m] - f10] - 1]
(1] (0] r(l]] ... rlm—=1] (1] | 0

[ rfm] rm—=1] rfm-=2] ... rf0] || f{n] 0



resolviendo (3.2) se obtiene el filtro descado y esto constituye el método normal de
deconvolucion. Tambien en este método la matriz de autocorrelacion no podria ser
encontrada, puesto que, no se conoce b[n], pero, con la hipétesis adicional (como
veremos en la siguiente seccion) que la respucsta impulso /i[n] es una séric no cor-
relacionada, podremos hallar la matriz de autocorrelacion a partir de la salida z(n],

que cs registrada en los geolonos, por tanto, esta a nuestra disposicion.

3.1.2 Método de Deconvolucion Predictiva

El método de deconvolucion predictiva se formula de acuerdo a las siguientes hipotesis.

1. hipdtesis estadistica.- las tensiones y tiempos de llegada de los even-
tos de informacion conduccion en el trazo sismico pueden ser represen-

tadas como una serie de picos aleatorios.

2. hipdtesis deterministica.- la [orma de la onda basica (fuente sismica)

asociada a cada uno de los eventos es de minimo retardo.

En otras palabras la hipotesis estadistica establece que la respuesta al imnpulso de la

tierra estratificada representa una serie no correlacionada ([Woo 75]).

El método de deconvolucion predictiva considera el trazo sismico recibido z[n] como
el resultado de la convolucion de una onda basica b[n] de minimo retardo con una
seric no correlacionada h(n], donde se asume que h[n] se puede identificar con la

serie de coclicientes de reflexion del medio estratilicado, esto es.

z[n] = b[n] * h{n],

luego
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bz:(2) = [B(2) ()] B(1/2)][H(1/2)];

donde ®,.(z) es la transformada-Z de la autocorrelacion de z|n], B(z) es la transformada-

Z de b[n] y I{(z) la transformada-Z de h[n].

La ecuacion anterior se puede expresar en la forma

0..(2) = [B(2) B(1/2)][H(2)]l11(1/2)],

la cual es la transformada-Z de

Pee(k) = Pra(k) * dun(k). (3.3)

la expresion (3.3) dice que la autocorrelacion de z[n] es igual a la convolucion de
b[n] con la autocorrelacién de hn]. Como h[n] es una serie no correlacionada, se

tiene que,

En, k=0
0, k#0

énn(k] =
asi (3.3) se reduce a

bzz(k] = D dnultldsslk — i] = Encus[k]

Por lo tanto la autocorrelacion del trazo sismico recibido z[n] es la misma que la

autocorrelacion de la onda basica b[n] excepto por un factor escalar constante Ej.
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Esto quiere decir que se puede calcular la autocorrelacion de la onda basica a partir

del trazo sismico recibido.

A partir de la autocorrelacion de z[n], se puede calcular el operador de prediccion
asociado a la forma de onda bdsica b[n]. Asumiendo que los coeficientes del operador

de prediccion a ser determinado son

(S(o, S, f12)s-eye ey flm))

las ecuaciones normales para este operador son

- ¢rx[0] d’z:z:[l] * ok ¢Iz[7n] 11 f[O] - - st:r[a]
fﬁr:[l] fﬁu[ol . fﬁu["l — 1] f“] s sz:[a] (3.4)
i Brz[m] @rz[m —1] ... @z:[0] | [ flm] | bzl +m] |
Luego, el operador de prediccion (f[0], f[!], f[2],---,--., flm]) es la solucion de

(3.4). Asi el correspondiente operador error de prediccion con distancia de pre-

diccion a es

(1, 0,...,0,—f[0), = f[1],...... ,—f[m])

(a—1)zeros

cste operador es ¢l opcrador inverso, necesario para deconvoluir el trazo sismico a[n].

Luego

z[n)* f[n] = (b[n]* fln]) * hn]
z[n] = [0]x[n —a] = [[t)a[n —a = 1] — ... f[m]z[n — a — m]
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es la serie error de prediccion, que representa el trazo sismico deconvoluido. Cuando

b[n] * f[n] = é[n] se tiene que

z[n] * f[n] = hin]

esto es, la serie error representa la serie no correlacionada h[n].

Se vera ahora como el filtro predictivo cuya distancia de prediccion a puede servir
como un operador de deconvolucion. La ecuacion matricial del filtro predictivo de
longitud m + 1 con distancia de prediccion a esta dada por la ecuacion (3.4). El
sistema (3.4) puede ser aumentado hasta que se convierta en su correspondiente

operador error de prediccion. El nuevo sistema es

‘ ¢1‘:L‘[0] e d’xz[a] s es d’zr[a + 771] 11 1 | P Po '
¢zz[1] “as ¢1:1:[a - l] i ¢1‘.‘L‘[a +m — l] 0 P1
Gzl —1] ... &22(0) Grz[m + 1] 0 = | po | (3.5)
¢::[a] v ¢:L‘1‘[l] = ¢rx["l] _f[O] 0
| Geclatm] L Go(m 1] L ¢22(0] Il —f[m] | [
donde

po = $22(0) — (6o f[0] + bzz(a+ 1) f[1] + ... + dzz(a + m)f(m])

P1 = ¢zz(l) - (¢a—lf[0] + ¢xt(a)f[l] +...+ ¢1‘1‘(O’ +m - l)f[nl — 1])
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Pa-1 = d’tr(a - l) - (¢lf[.] + d’xt(?)f[l] +...+ (15,,(0 +m + l)f["l])

La solucion decl sistema anterior produce el operador error de prediccion cuya distan-
cia de prediccion es a. Interpretemos la ccuacion anterior en términos del modelo
de filtro de Weiner: La matriz de la izquicrda cs la matriz de autocorrelacion de
la entrada cuyos elementos ¢;-(0), d--(1),...,dz(a +m) puede identificarse con la
autocorrelacion de una fuente sismica de longitud a + m + 1. Los elementos del
vector columna de la derecha constituyen los valores de retardo positivo de la cor-
relacion cruzada entre la salida deseada y la entrada. llagamos una interpretacion

de la correlacion cruzada

(pOapl)"-apa—la 0,...,0 )
Ty o ~ "

o términos ™m+! ceros

se observa que esta correlacion cruzada se anula para retardos mayores que a — 1,
lo que significa que la longitud de la salida descada no pucde ser mayor que a. En
olras palabras, la onda de entrada posce longitud a + m + 1, mientras que la salida

deseada posce a términos diferentes de cero.

Resumiendo, el filtro inverso dado por (3.2) convierte la onda basica o [uente sismica
desconocida en un impulso de retardo cero, mientras que el operador error de pre-
diccion convierte la onda basica de longitud a + m + 1 en otra de longitud a. In
consecuencia, el operador error de prediccion puede scervir como un operador de de-
convolucion. Esto significa que la técnica de filtros predictivos constitye un enfoque

mas generalizado que la deconvolucion.

Comentario.- Muchas veces es util ponderar la autocorrelacion medieante un con-

junto de factores de peso w; para obtencr la autocorrelacion ponderada

3= Wdee(1)
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semiespacio N + |

aire

interface NV

pn VN estrato NV

interface N — 1

PN-1VN- estrato NV — 1

interface N — 2

—_— — — — — — — interface n

interface 1

mW estrato 1 .
. - interface 0
poVo semiespacio 0
roca base

Figura 3.3: Sistema Sedimentario de N Estratos

por w; se puede considerar el conjunto de coeficientes de peso triangular

l_li\’/Jv |]|=031)2a3N
0, il=N+1,N+2,...

3.2 Modelo de Estratos Planos

Discutamos el modelo conocido en Geolisica como el modelo de estratos planos.
Una linea horizontal representa la superficie de la tierra y debajo de esta superficie
existen medios (estratos o sedimentos) cuyas interfaces son paralelas a la superficie.
Los medios tienen sus respectivos espesores e impedancias acusticas, que se expresan
como el producto de la velocidad V de la onda en el medio por la densidad p del
medio, como se indica en la figura (3.3). Ll estrato mas profundo o basamento
cristalino (roca base) es un semi-espacio denotado con el indice cero "0”, sobre
el basamento cristalino estan los N estratos de espesor finito, denotados con los

indices que van desde 1 en la parte inferior hasta N en la parte superior. [En otras



palabras, el estrato 1 es el primer estrato en tiempo geologico, mientras que el
estrato NV es el ultimo estrato en tiempo geoldgico y representa el estrato superficial
(en exploracion marina el estrato superficial es el agua). [l estrato superior (o aire)
es un semi-espacio denotado con el indice N+ 1. Asi, cl sisteima estratificado consiste
de N estratos de espesor [inito contenido entre la roca base y el aire. Llamarcimos
Sistema estratificado o sistema de rocas sedimentarias a los N cstratos de

espesor {inito sin incluir el aire ni la roca base. Diremos que la interface n es la parte

superior del estrato n, donde n =0,1..../V.

Aunque en la practica la energia que se transmite através del sistema sedimenta-
trio se pierde al pasar de un estrato a otro y los coelicientes de rellexion varian en
funcion del angulo de incidencia de la onda, asumiremos, que el sistema estratificado
representa un sistema sin perdidas de energia, esto es, la energia solo se pierde por
transmision para abajo, o por reflexion para arriba; no existe pérdida de energia
por absorcion dentro de los estratos. Esto quiere decir que el sistema puede perder
energia solo cuando una onda descendente viaja en la roca base para nunca retor-
nar, y/o una onda ascendente viaja en el aire para nunca retornar. Asi la encrgia
proveniente de un pico unitario descendente hacia la superficie, como entrada, se
divide entre la onda transmitida por el sistema estratificado dentro de la roca base
y la onda reflcjada por el sistema en el aire. [Ista onda rellcjada es el trazo sismico

observado, resultante de la entrada pico unitario.

3.2.1 Método de Deconvolucion Dindmica

Un enfoque al problema de deconvolucion, estableciendo relaciones cuantitativas
entre los coeficientes de reflexion y transmision que describe un medio estratificado

sera llamado deconvoluciéon dinamica.

Para el estudio de la deconvolucion dinamica nos restringiremos al movimiento de

compresion plana con incidencia normal a las interfaces horizontales.
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entrada salida
pico unitario  pico rellejado
descendente ascendente
1 L™
interface n
la

pico transmitido
descendente

pico transmitido

ascendente

interface n

pico unitario  pico reflejado

ascendente descendente

Figura 3.4: Coeficiente de Reflexion y Transmision

Si un pico unitario descendente es incidente en la parte superior de la interface n,
entonces el cocficiente de reflexion r, es igual al pico ascendente resultante de la
reflexion de la parte superior de la interface n, y el coeficiente de transmision ¢, es
igual al pico descendente trasmitido por la interface n. Si un pico unitario ascendente
es incidente en la parte inferior de la interface n, entonces el coeliciente de reflexion
r. es igual al pico descendente reflejado desde la parte inferior de la interface n, y el
coeficiente de transmisién £, es igual al pico ascendente resultante transmitido hacia

la interface n, ver figura(3.4) los tres ultimos coeficientes se expresan en funcion del



primero como sigue [Ken 81]

I, = 14+,
—— (3.6)
t:‘ = ] — r:,

y ademas

amplitud de la onda reflejada

amplilud de la ondae incidente
Pn Vn ~— Pn-1 ‘/n—l
Pn Vn + pno1 Vn—l

. . ' . . .
Los coeficientes de reflexion r,, r, varian en el intervalo abierto < —1,1 >, y los

. . .’ ' . . .
coeficientes de transmision {,, ¢, varian en el intervalo abierto < 0,2 >, el factor de

2

transmisién de dos sentidos de la interface n esta dado por t,t, y esigual a 1 — 72,

O sea.

Donde fuera nccesario, adicionarcmos interfaces hipoteticas, cuyo coeliciente de
transmisién cs 1 y los coclicientes de refllexion cero para cada una de las interfa-
ces adicionadas, asi como tambien hacer el tiempo de viaje de ida y vuelta en cada

estrato igual a la misma cantidad, lo cual sera llamado tiempo unitario.

Dado cualquier tren de ondas de picos
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a(0], a[1],a[2],...... ,als]...,

donde a[s] denota la amplitud del pico, s el tiempo discreto, asociamos a este tren

de ondas la funcion generatriz dada por:

A(z) = al0] + a[l)z + al2)z2 +...... +als]z® + ...

y la transformada-Z del tren de ondas sera denotado por fi(z), esto es:

A(2) = ap+ayz™" + azz”

por comodidad se denotara la funcién generatriz A(z) y la transformada-Z A(z)

simplemente por A y A respectivamente.

Teniendo en cuenta que la entrada sera siempre un pico descendente unitario inci-
dente en el instante de tiempo cero sobre el estrato superior del sistema estratificado,
el tren de ondas rellejadas de dentro hacia arriba en el semi-espacio superior recibira
el nombre de reflexion respuestay sera denotado por I, y el tren de ondas trans-
mitido de dentro hacia abajo en la roca base recibira el nombre de transmision

respuesta y sera denotado por T,, como se muestra en la figura(3.5)

Consideremos un sistema sedimentario de n — | estratos con coeficientes de reflexion
TR R TR ,"n—1. Consideremos tambien otro sistema sedimentario de n estratos
con los coeficientes de reflexion rg,7(,...... ,Tn—1,"n. Como estos coeficientes de
rellexion son los inismos, el sistema de n estratos deberian ser del mismo material que
el sistema de n — | estratos, los n— | estratos deberian tener las mismas impedancias
acusticas en los dos sistemas; ver figura(3.6). Ahora, nuestro objetivo sera expresar

la reflexion respuesta I, del sistema de n estratos en funcion de la rellexion respuesta



entrada salida

pico unitario rellexion
descendente respuesta
n

I semiespacio n + 1

sistema sedimentario
de n estratos

scmiespacio 0

T.

transmision
respuesta

Figura 3.5: Rellexion Respuesta y Transmision Respuesta

: : semiespacio n + 1
sciniespacio n + 1 I +

rn
Trot cstra. n
estra. n — 1 - estra. n — |
n—-2
estra. n — 2 - cestra. n — 2
n-3
”
csbra. | cstra. |
semicspacio 0 semiespacio 0

Figura 3.6: Sistemas de n y de n — 1 Estratos
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relle. respuesta /¢,

entrada ™
pico comp.l  comp.2 comp.3

\ \ interface n

interface n — 1

unitario

subsistema de
(n-1
esiratos

interface 0
roca base

Figura 3.7: Série Rellexion Respuesta It,,

R,y de n—1 estratos, y ¢l cocficiente de rellexion r,,. De acuerdo con la figura(3.7),
vemos que la rellexion respuesta /¢, es una seric infinita formada de la siguiente

mancra:

1. El pico r, resulta de la rellexion ascendente de la fuente del pico en la

n-ésima interflace.

. ] 9 00

2. El tren de picos t,?,_t, resulta de la transmision descendente de la
fuente de picos de la n-ésimma interface, reflexion ascendente del sistema
de n — | estratos, y la transmision ascendente através de la n-ésima

interface.

3. El tren de picos tnRy_17,Rn_yt., resulta de la transmisién descendente
de la fuente de picos a través de la n-¢sima interface, reflexién ascen-
dente del sistema de n — | estratos, reflexion descendente de la n-ésima
interlace, rellexion ascendente del sisteia de n — 1 estratos, y la trans-

mision ascendente a través de la n-ésima interface, y asi sucesivamente.

El pico 1 ocurre en el instante de tiempo cero, el tren de picos 2 ocurre en un
retardo de tiempo unitario, el tren de picos 3 ocurre con un retardo de dos unidades

de tiempo y asi sucesivamente. Sumando todas estas contribuiciones, tenemos:



4]

Ry=rp+taRoil 2+t Rayro Ral22 + ...

factorizando t, 2, _, t;z queda

Ry=r1a+ I.,H,,-.f:‘z“ -+ r:‘Hn_iz + {J'LRH_|Z}! +...]

de aqui se obtiene

([
-h.n =Tn —,'_'"_
Tuk 1-r R._;2

de esto y (3.6) se obtiene que

(1 =rp) Ry z

R,=r.+ Tz

de aqui

I(n — L + Rn—lz )
1+Tnlan—lz

(3.7)

De manera similar, la transmision respuesta T, puede ser obtenida en funcion del
coeficiente de reflexion r,, y el coeliciente de transmision ¢, de la n-ésima interface; la
rellexion respuesta 12,y y la transmision respuesta 1),y del sistema de n—1 cstratos.
Ahora considerando la figura(3.8), se puede observar que la transmision respuesta
T, del sistema de n estratos esta formado por una serie infinita de componentes, de

la siguiente mancra:

1. El tren de picos t,T,,_;
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entrada
pico

unitario

\/\/\ interface n
X interface n — 1
subsistema de
(n-1
estratos

\ \ \ interface 0
1 2 3

comp. coinp. comp.
- ~

trans. respuesta T,

Figura 3.8: Serie Transmision Respuesta T},

2. El tren de picos L, Ry y7, Thoy

3. El tren de picos t, R, v, Ry, T,

y asi sucesivamente. Luego

Ty = UaTacy +laRooir Tz + by Bpyr Rucar 22 + ...

Il

tnTacr[l + Rpcyryz 4 (Racyrz)? + ..

sumnando la serie geométrica se obtiene

. rl;'-r'l'l-l
B | + ra I“fn._|2'

(3.8)

se puede observar que cl denominador de (3.7) y (3.8) es el mismo
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Cuando el espesor de los estratos “infinito” (roca base) la reflexion y trasinision

respuesta son:

se observa que Iy y Ty se puede expresar en términos de los polinomios Cy y Dy de

grado cero de la siguientc manera:

Co tO
Ry = —, To= —
) D 0= Dy
donde,
Co = 10 y Dy = 1. Supongamos que en cl caso de n — 1 estratos de espesor

finito la reflexion y transinision respuesta pueden ser expresados en términos de los

polinomios Cy_y y D, _, de grado n — 1, asi

Ry = 3.9

A (39)
th-1... 10

Yy = e 3.10

771 1 Dn_l ( )

donde: Cpn1(0) = rny Yy D,_,(0) =1
de (3.7) y (3.9) sc obticne:

R, — Tn + (Cn—l/Dn—l)z
; 1 +7'n(Cn—l/Dn-l)z

de aqui se sigue que
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ll _ rnl)n—l +Cn—lz
" I)n—l + 7'nCu-lZ
lucgo definiendo
(1.1 = T"L}"_[ +- [':-‘"_|Z (311)
y
I)n = I)"_| + 7',.(],,_]2 (3]2)

se puede ver que

Ca(0) = 1Dn(0) 4 Cncy(0)0 =1,1 +0 =1,
Da(0) = Du-i(0) + rCny(0)0 =140 =1

O sea

Call) =ra - D,(0) =1

asi la reflexion respuesta es dado por:

Ca
R, = 'ﬁ: (3.13)

similarmente de (3.8) y (3.10) sc obtiene que



I - inTn-l o tn(ln—l oo tO)/Dn-I
" l+rnltn—lz - l+rn(Cn—l/Dn—l)z
tnlp-1...t0 nlinen o0 olls
B Dn_y + fin ez = D,

O sca

I = lntacr to

e (3.14)

Definamos ahora la funcion espectral del polinomio D, por D, D, y la funcion

espectral del polinomio C,, por C,C,. Encontreinos una expresion para D, D, —
1 ’

CrCh.

DD = (Du-t +74Crci2)(Dn-i 4+ raCu-127")

s WD i D G i O Dy F 12 Ca =i
CaCn = (raDnet +Cnci2)(raDacy + Cacyz™")

= 12D, 1 Dpy + uDayCroy2™! +1,Cpy Dnyz 4+ CaCli

de aqui se obtiene que

H“Du — cnéﬂ = [1 = rz}ﬂn_[ﬂn—l + r:Cﬂ“]Cﬂ—.] e CC -1
— (l = r:]ﬂn_,f}"_l — I:I - r:]C _[C =1
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[I o r:”'u'n-lun-l = L-‘1'|—|I.:'_-.1-|—I]

Usando este resultado recursivamente obtenemos que

DaDy —CuCp = (1 =1r2)(1 =12_))...... (1—rd

haciendo

gt =l =wdW =l )i (1 =rd

se observa que o? es el producto de factores de transmision de ida y vuelta de los n

estratos de espesor finito, asi:

D,Dy - CaCis = 02

cuando n = N en la ecuacion anterior se obtiene

CnCn - o?

n

| = NN Tn
Dy Dy Dy Dy

de esto y usando (3.13) y (3.14) se sigue que

o4 Ty

1 = Rylly = ———o
NN = (v o)

como



on = (L=l =7%_))...... (1 —12)
= (FT=rn)(L+7a)(L=rno)(V +rNag) e (I =70)(1 + 7o)
= Inln...... tolo

se sigue que

' '

_ Iy... 1L
1 — RvRy = (t”—")TnTN. (3.15)
N---

Se puede observar que la ecuacion (3.15) expresa la ley de la conservacion de la

encrgia, esto cs: la cnergia que cntra menos la cnergia que sale es igual a la energia

transmitida ([I{en 81]).

Veamos que la ccuacion (3.15) es verdaderamente la ley de la conservacion de la
energia. Se sabe que el flujo de la energia viajando en un estrato es proporcional
al producto de la impedancia del estrato por el cuadrado de la amplitud de la onda
[I{en 81], denotemos con Zg la impedancia de la roca base, y Z,4; la impedancia
del aire. Supongamos que el sistema sedimentario, inicialmente esta en reposo, y
la entrada es un pico unitario descendente incidente sobre la superficie. La salida
del sistema es la reflexion respuesta Ry rellejado hacia fuera dentro del aire y la
transmision respuesta Ty transmitida hacia abajo en la roca base, como se muestra
cn la figura(3.9) como cl sistema es sin pérdida de energia, entonces parte de la
energia de la entrada se relleja y parte se transmite. La cnergia del pico de entrada
es proporcional a Z,4,, la energia de la onda de salida reflejada es proporcional
a Zvp RVRN, y la energia de la onda de salida transmitida es proporcional a

ZoTnTN. La ley de la conservacion de la energia cstablece que la energia de entrada
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entrada
i iy
ar ZN 41 |
sistema sedimentario
con N estralos
roca base Zo l
Tn

Figura 3.9: Rellexion y transmision respuesta del sistema de IV estratos

en el sistema sedimentario deberia ser igual a la energia de la salida del sistema

sedimentario; esto es:

Znsr = Znp Ry Ry + ZoTNTN

de aqui se sigue que

1— RRN = (

)TnTN (3.16)
n+1
se sabe tambien que los coeficientes de transmision ¢, y t., de los estratos n + 1y n

estan dados en funcion de las iinpedancias Z, 4, y Z,, mediante:

27t . 22,
IR . .. SN Z,
" zn-l-l o Zn " Zn+l +

de aqui se sigue que
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por lo tanto se tiene que

In. Uty  Zn...2:Zy  Zy
In... it ZNsr---222)  Zny

(3.17)

. . . o L '
(3.17) dice que 522 es dado por el cociente del factor de transmision gt . . . Uy ascen-
Zn 4y 0“1 N

dente através del sistema sedimentario y por el factor de transmiasion toly ... IN-1tN
descendente atravez del sistema sedimentario.  Substituyendo (3.17) en (3.16) o
(3.17) en (3.15) se siguec que (3.15) y (3.16) son iguales, lo cual prueba que (3.15)

expresa la ley de la conservacon de la energia.

Como la reflexion respuesta Ity es observada en el trazo sismico y por tanto esta a

nuestra disposicion, definimos la funcion espectral ¢ como sigue

& =1- RyRx. (3.18)

ahora de (3.16) se tiene que

Zo
Zﬂ+l

d = ( ) TnTn;

y como Ty = iﬂﬁ—'ﬂ se sigue que

= “:’\f s J'l[;.}[:‘,'” o ilo)

» DnDy '

esto da

; 3.19
DD’ (3.19)
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asi el polinomio Dy y la constante o}, se pucden encontrar de la funcién espectral
conocida ®, usando uno de los métodos de lactorizacion espectral de minimo retardo,

tratado cn la seccion 1.5 de cste trabajo, tambien sc pucde ver en [Pap 88].

Como

DyTy=t,......04ts = cle

entonces el polinomio Dy es la funcion gencratriz del operador error de prediccion

que reduce la onda transmitida de minimo retardo a un pico.

Los estratos scdimentarios actiian como un sistema de dos componentes una feed-
forward y la otra fecdback produciendo la onda reflejada de salida 2y (esto es cl
trazo sismico observado). Ademas, la componente feedback cs idéntico a un sistema
feedback puro que produce la onda transmitida de salida. Asi la funcion generatriz

del trazo sismico es dado por:

Cn

Ry = —.

Dn
donde el polinomio Cn de grado N representa la componente feed-forward, y el
polinomio Dy de grado N que representa la componente feedback, es el mismo
que aparece en (3.19). Se Puede ahora deconvoluir ¢l trazo sismico observado con

el operador error de prediccion calculado de (3.19). In términos de las funciones

generatrices, esta deconvolucion es dado por:

RyDy =Cy



aqui la componente feed-forward Cn representa la estructura dinamica deseada del
sistema sedimentario (esto es, los coelicientes de rellexion), mientras que la compo-

nente feedback representa los efectos reverberantes del sistema sedimentario.

Explicitamente veainos que la componente feed-forward representa la estrutura dinamica:
Iscribimos explicitamente Cn para N = 3 usando las [6rmulas recursivas derivadas

anteriormente.

Cs(z) = raDs(2) + Calz)z
= 73(Di(z) + 12Ci(2)2] + [r2Di(2) + Ci(2)z]2
= 713(Do(z) + 71Co(2)z2] + r273[r1 Do(z) + Co(2))z
+ 72[Do(2) + 11Co(2)2)z + [r1 Do(2) + Co(z)z]2?
= 73(l 4 riroz] 4 rora[ry + 102)z 4 2l + r1702)2?
+ (ry + 102)2?

Cs(z) = ra+(ra+rorira+ ryrara)z + (ry + roryra + :"ur'-p';]z?' + roz°

Como |ru| < 1, luego el producto de tres o mas coeficientes de reflexion seran de
un orden de magnitud menor que cualquier coeliciente de reflexion simple, por lo

tanto.

3
Cazmrystriz+ '_121 + roz;

em general para N estratos tenemos

Cory+rygz+...... -+ t*.zN_' + rﬂz*”.



Puesto que el proceso de deconvolucion produce los coeficientes de Cy, el proceso

determina aproximadamente los coeficientes de rellexion, lo cual representa la es-

tructura dinamica descada del sistema sedimentario.

[En retrospectiva, el trazo sismico se puede escribir como:

Ry = Cn——
Dy
lo cual en el dominio del tiempo es:
trazo sismico = (série de reflerion dindmica)*(reverberacioes de minimo retardo)
el proceso de deconvolucion es

(trazo sismico)*(operador error-prediccion) = série de reflexion dinmica

[sto es el proceso de deconvolucion produce la estructura dinamica descada y des-
truye el efecto reverberante no deseado, por tanto tambien se llama a este proceso

el método de Deconvoluciéon Predictiva Dinamica.

3.2.2 Proceso Computacional
[l proceso computacional para la deconvolucion dinamica predictiva en términos

del modelo geofisico es como sigue: El trazo sismico observado (esto es, la reflexion

respuesta del sistema sedimentario para un pico unitario) es la série de tiempo

Ty Ty T2y, T3y v

(la funcion generatriz de esta série de tiempo es Ry )



e primer paso: Computar la aultocorrelacion ¥, del trazo sismico obser-

vado mediante la formula

L
Py =D TigsTi
=0

teniendo en cuenta (3.18) calculamos la funcién de autocorrclacén ¢

dado por:

1 — o
_ur‘.l'r

¢o =
d}l = ﬁ#ﬂ

Nota.- La funcion generatriz de la autocorrelacion ¢, es la funcion

espectral ¢

e segundo paso: Computar el operador error-prediccion (esto es, el
operador de deconvolucion) dy = 1,d;,d,,...,dyN solucion del sistema

de ecuaciones normales.

(40 & ov |1 ] [o2]
o do dN-1 dy 0
| ¢N ¢N—1 (150 i th 0

donde dy = 1,d,,d,,.
Dy

..,dn son los coelicientes del polinomio feedback

e tercer paso: Deconvoluir el trazo sismico ¢; mediante la {6rmula

N
=) daie,, 1=0,1,2,...,N.
s=0



El trazo deconvoluido es el conjunto de coelicientes del polinomio feed-

forward Cn, y representa aproximadamente el conjunto de coelicientes

de reflexion, esto es

donde cp =N € Ny = To.

Observaciones

1. Podemos descomponer los coclicientes polinomiales de los polinomios fe-
edback y feedforward para producir los coeficientes de rellexion exacta,
usando las férmulas recursivas dadas anteriormente y resolviendo para

Cn-1y Dn_, en términos de C, y D,, esto es

Cocy = (1=72)"Y(Cn —raDy)z™!

Doy = (1=73)"YDy = rpnCp)z""
donde D,(0) = 1, C,(0) = r,. Puesto que despues del tercer paso com-
putacional, se conocen los coelicientes (co, cy, . . . ... ,en)e(do,dyy...... ,dN)
de los polinomios Cn(z) y Dn(z), ™~ = Cn = Cp se puede obtener los

polinomios Cn_y(z), Dn-1(z) € rn—1 = Cn-1(0).

2. Ilemos visto tambien que el trazo sismico de reflexion se puede escribir

como



(@]
(W ]

donde Cn y Dn son polinomios cuyos coelicientes son funciones de

los cocficientes de reflexion 7o, 7(,72,...... ,Tn; por ejemplo si N = 3,
entonces

2 3
Cs(z) = r3+ (r2+rorrs +rirarz)z + (11 + rorir2 + rorars)z” + 1oz
D3(z) = 14 (riro+ rary + 1312)z + (1210 + 137 + 13727170)2° + 1302

generalmente los coeficientes individuales de reflexion son pequeiios en
magnitud. Por tanto si se desprecia el producto de tres o mas coefici-

entes de rellexion, entonces C3 y D3 se pueden escribir como

Cs(Z) = 13 + 722 + 7'|Z2 + 7'023
D3(Z) ~ |+ (7'17'0 + oy + 1‘31’2)2 + (7‘27'0 + 7‘31‘1)22 + 7'37'023

s I+T|Z+'}'122+'}'323

— 52 R ) . — 50 . . .
donde vi = FioTi417i y Y2 = LicoTi42"i » 13 = Lo Ti4aTi, €N general

para esta aproximacion se tiene

Cn(z) = rn+ryiz+...... +r2V 7 4 1oz

Di(z) =~ l4+yz4+7224+...... INZ

N-4 . . .
donde v; = ¥;2¢" ri4mi, j=1,2,...,N . Asi el trazo del sismograma

puede ser escrito como

N

rw+ry—iz+ .00 g2
Ry = - 7
l4+mz4+ 7z 4 ......9n82

1

3
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3.3 Esquemas Recursivos para Ecuaciones
Normales que Involucran la Matriz Toeplitz

La solucion del problema de filtrado 6ptimo por minimos cuadrados significa resolver
un conjunto de ccuaciones simultaneas llamadas equaciones normales. La lécnica
recursiva, inicialimente halla un filtro de longitud uno, luego usando este filtro se
construye el filtro de longitud dos y asi sucesivamente hasta alcanzar el filtro de

longitud descado.

El enfoque hace uso de la forma especial de la matriz de autocorrelacion R, llamada

forma toeplitz. Iista forma se puede escribir como

To r ~rC P

Ty o Tm-1
R =

Tem Tom+l i Yo

Asi, dadas las entradas en la columna izquierda y la fila superior la matriz queda
completamente definida. Las matrices toeplitz pertencen a la clase de matrices
persimétricas, esto es, son sinétricas con respecto a la diagonal nor-este, sur—

este. Bsto equivale a lo seguinte:

R=ERE

donde

E = [6",...,61]
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es la matriz de permutacion de n-ésima orden. Una propiedad importante es que
la inversa de una matriz toeplitz no singular es persimétrica [Gol 84]. Teniendo
en cuenta que trabajaremos con procesos estacionarios, resolveremos las matrices

toeplitz para el caso simétrico, es decir: r(—m) = r(m) y definida positiva.

Supongamos que tenemos los escalares ry,...,r,_; y que las matrices

| T Th—1
T 1 Tk-2

Rk = k= 1,. )
Thol Tke2 ... 1

son todas definidas positivas. Describiremos dos algoritmos para resolver ecuaciones

que involucran matrices toeplitz:

1. El algoritmo de Durbin, para resolver el problema de Yule-Walker

2. El algoritmo de Levinson para resolver ¢l problema

Ithz=10

En la deduccion del método, denotaremos la matriz de permutacion de orden k por

Ec=[e",... e

El Algoritmo De Durbin

Consideremos los numeros reales 19 = 1,7,7,,...,7, y supongamos que tenemos

resuelto el sistema de Yule-Walker de k-ésima orden
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”ky = -[r, ' ..Tj,]

Calculamos la solucion del sistema de (k + 1)-ésimo orden
R  Ewr z —r
L O | x —Vh1
del anterior sistema se puede observar que

2= Ry (=r — aliyr) =y — alty' Fyr

a=—rry — 1 Egz.

de la persimetria de R;' se sigue que

R;l E, = E;-R;l

y asi

z=y+aby

substityendo z en la anterior expresion para a, se obtiene
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a = —rep — 1 Ex(y + aEry)
k41 + 1 Ery
14ty

Basandonos en cste resultado presentamos el algoritmo que resuelve el sistema de

Yule-Walker

forh=1,...,n:

y = —n
for k = 1,...,n—-1
B = 14 rRiy®

o = ("k+1+7‘(k)'Eky(k))/ﬂk

RO S o )
k
) = 24
a

[Este algoritmo requicre %nz lazos para generar la solucion. Sin embargo podemos

disminuir la cantidad de trabajo modificando cl algoritmo y teniendo en cuenta que

B = 14 rfy
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y &1 4y By

1 + [ r(k—l)l Tk ]

(09

_ I+r(k-l)1y(k—|)+nk_l(r(k-l):,,—;k_ly(k-l)+rk)

Br-1 + ak—1(—Pr-r1ak-1)
(1- GZ—I)ﬁk—I

Asi el algoritmo modificado queda

Yy =1
p:=1
a = —n

for k=1,...,n—1
B: = (1—a?)beta

k
a: = —(Tk+|+zrk+l—iyi)/ﬁ
i=1
for 1 s 1,...,l€

2. = Yi+ aYrkpi-i
¥i: B z; (i=1,...,k)
Y41 : = «

Este algoritmo requiere n? lazos para encontrar la solucion.

El Algorimo De Levinson
Consideremos los vectores formados por nimeros reales (ro =1 7, rp...7,)4b =
(b1by ... b,)t y supongamos que tenemos resuelto el sistema de k-ésima orden 1 <

k<n

Rex =b=(by...b)
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Calculemos la solucion del sistema de (k + 1)-ésimo orden

1% Eyr u b (3.20)
rE, 1 v by -

De (3.20) podemos observar que

v + Eyru = b;

r'Ew 4 u = bisy-

Suponiendo que tenemos calculado la solucion del sistema de Yule-Walker de orden

k. Ryy = —r, se sigue que

v=R'(b-ulyr)=x+4ully

U = by —1r'Erz —ur'y
bk+l - T' Ek.’l'
1 +rty

Iistos resultados sugieren que podemos resolver el sistema 2,z = b resolviendo los

sistemas
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Ruz'™ = ¥ = (by... I'J;;J'l

Riy™ = —(r*) = —(ry...100)

paralelamente for k = 1,...,n:

Presentamos a continuacion el algoritmo que resuelve R,z = b basado en los resulta-
dos anteriores y en el APENDICLE A-1 programas hechos en el software matematico

MATLAB para calcular la solucién de R,z = b.

Y= -1y
Ty :=b|
g:=1
o= —T]
(or k = 1,...,n—1
p: = (1-a*)B
k
u: = (bepr — D riZky1-:)/0
i=1
Vit = i+ uYK41-i (i=1,...,k)

T = v (r=1,...,k)
Tkgr1: = U
si k < n — 1, entonces
a: = —(rep — i}"i$k+l—i)/:3
i=
2i: = Yit+ aYisr-; (t=1,...,k)
Yi: = z (t=1,...,k)

Y411 = @

Este algoritmo requiere 2n? lazos para generar la solucién del sistema Tz = b.
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Comentario.- [l sistema de ccuaciones de Yule-Walker proviene de la suposicion de
que la Transformada-Z de la respuesta impulsiva de um Sistema Discreto Invariante
en el Tiempo y la entrada una secuencia aleatoria estacionaria de media cero es dado

por

|

M) = S e

3.4 Aplicaciones, Ventajas y Limitaciones

[En esta seccion se mencionara las ventajas y limitaciones de los métodos descritos

en las secciones anteriores.

3.4.1 Aplicaciones

Dentro del campo de aplicacion la prospeccion sismica tiene una amplia aplicacion

en la exploracion petrolifera, gas natural, agua subterranea, mineria, etc.

3.4.2 Ventajas y Limitaciones

En el método de deconvolucion se debe conocer explicitamente la fuente sismica
b[n] para poder calcular del filtro f[n]. El método de deconvolucion predictiva es
mas practico que cl de deconvolucion, pucsto que con el solo conocimiento del trazo
sismico z[n] se puede determinar el opcrador de prediccion que a su vez éste sirve
para calcular los coeficientes de reflexion de la tierra estratificada. Tambien cabe
sefalar que la técnica de filtros predictivos constituye un enfoque mas generalizado
que la técnica de deconvolucion. El modelo de estratos planos ofrece una base a

partir del cual se puede construir modelos mas complejos dado que la roca estra-
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tificada no es plana sino que tiene cicrtas curvaturas, pero dentro de los margenes
de aplicacion se pueden considerar como planos de separacion. Una de las limita-
ciones, por el momento, es que, la implementacion numeérica del método aun esta
en desarrollo y esta enmarcado en el plan de investigacion del autor. El modelo de
cstratos planos debe tambien considerar parametros estadisticos para corresponder

a la situacion de campo.
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4 CONCLUSIONES

LLa cnergia usada para mover carros, aviones, ctc. cs el petrdleo, que se encu-
entra en depositos profundos. Uno de los maneras de encontrarlo es mediante el
método sismico de refllexion, en arecas geoldgicas donde los coelicientes de reflexion
son pequenos cn magnitud, y ademas de cso, alcatorios. £l sismograina de rellexion
enflatiza las reflecciones primarias, y como resultado, tales registros pueden ser in-
terpretados visualmente. Tal fue el caso en la exploracion de petrdleo entre 1,930 y
1,960, sin embargo la cresciente demanda de petroleo obligd que se explorasen areas
que no producian registros sismicos [avorables. [En muchos casos, la interpretacion
de registros de tales areas no fue posible por que las rellecciones miltiples oculta-
ban la reflexion primaria. [sto sucedia particularmente en areas costeras donde el
mar producia coelicientes de reflexion grandes y por tanto reverberaciones. [ste
fenomeno ocultaba completamente las reflecciones primarias. Para resolver este
problema, se desarrollaron métodos digitales que transforman los trazos sismicos en

dalos procesados que pueden ser interpretados.

Los métodos tratados aqui son herramientas ttiles para la deconvolucion del trazo
sismico. [n el caso de los filtros predictivos, perinite controlar la salida, o sea, de-
terminar el grado de resolucion deseado para la distancia de prediccion especificada.
Consecuentemente, la habilidad para especificar la distancia de prediccion implica

la habilidad para controlar la resolucion deseada.

En el caso del modelo de la tierra estratificada horizontalmente ademas de ser usado
para determinar métodos de procesamiento de datos sismicos, ofrece Ltambien una

base a partir del cual se pueden construir modclos mas complejos.

[Finalmente podemos decir que, debido a la gran cuantidad de datos que se deben

procesar, los modclos sismicos deben tener una hase estadistica y, para corresponder
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a la situacion de campo, los modelos de estudio deben permitir ruido y datos inciertos

lo que significa que los inétodos deben incorporar parametos estadisticos.
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