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Lista de Simbolos

. ¢: velocidad de la Luz.

Zy: posiciéon de la n-ésima particula.

t,: velocidad de la n-ésima particula.

. 7 : tensor métrico.

A : transformacién de Lorentz.

V#: cuadrivector contravariante

Vi cuadrivectpr covariante.

z#(X) : linea de universo de la n-ésima particula.

F*: tensor de campo electromagnético de Faraday.
A*: tensor cuadripotencial de campo electromagnético.
J#: tensor de cuadricorriente eléctrica.

p: densidad de carga.

: vector de densidad de corriente.

S accién o accién integral.

8S: variacién de la accién.
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Resumen

En este trabajo analizamos mediante algunos métodos perturbativos el Hamilto-
niano correspondiente al Lagrangiano de Darwin para dos particulas con carga o-
puesta (interaccién atractiva). Este es un Lagrangiano aproximado de interaccién
instantanea que incluye correcciones relativistas de primer orden en % = ('u_cn)z,
donde v, es la rapidez de la n-ésima particula y ¢ es la velocidad de la luz. Dicho

Lagrangiano (o Hamiltoniano) sirve para estudiar la dindmica aproximada de un

sistema fisico de particulas cargadas que interactuan electromagnéticamente.
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Abstract

In this work we study with help of some perturbative methods the Hamiltonian ob-
tained from Darwin Lagrangian for two oposite-charged particles. This Lagrangian
includes relativistic corrections of first order on 82 = (%")2, where v, is the speed
of the n-th particle and c is the speed of light. This Lagrangian (Hamiltonian) is

used to treat the aproximate dynamics of a system of interacting charged particles.
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Capitulo 1

Introducion

Las ecuaciones de Maxwell describen las leyes bésicas del electromagnetismo. Es-
tas son capaces de explicar fenémenos observados espontaneamente en la naturaleza,
y en laboratoérios a través de la descripcion de campos eléctricos y magnéticos, asi
como sus interacciones con la materia. Estas son fruto del desempefio de algunos
fisicos como Oersted, Ampére y Faraday, que trabajaron desde 1820 para relacionar
la electricidad y el magnetismo, fenémenos hasta entonces observados y entendidos
independientemente. Las ecuaciones tomaron su forma final en 1864, con la correc-
cién de la ley de Ampere por Maxwell. Las ecuaciones de Maxwell implican ondas
de campos eléctricos y magnéticos que se propagan a la velocidad de la luz. En 1888
fue confirmada por Henrich Hertz la hipétesis de que la luz es una onda electromag-
nética que se propaga en el espacio. Esta confirmacién produjo la incorporacién de
la, 6ptica al electromagnetismo. El electromagnetismo de Maxwell es un instrumento
de diversas ramas de la fisica y proporcion6 grandes avances tecnolégicos para la
sociedad, principalmente en el drea de la comunicacién [16].

Por otra parte, la asi Hamada teoria especial de la relatividad se concretizd como
la conocemos hoy en 1905, con el trabajo de Albert Einstein. Antes de él, hubo gran
actividad de los fisicos y matemaéticos de la epoca por dar cuenta de los experimentos

que intentaban encontrar alguna manifestaciéon del éter. Lorentz contribuyé sustan-



cialmente con sus trabajos en electrodindmica desde 1890 para adelante. Poincaré
hizo contribuciones importantes, sin embargo correspondié a Einstein (quien se basé
s6lo en dos postulados) hacer la crucial generalizacién a todo fenémeno fisico, no
solo electrodindmica. La teoria especial de la relatividad es asumida vélida para ser
aplicada a toda forma de interaccién excepto a los fenomenos gravitacionales de
gran escala. Esta sirve como piedra angular en la fisica moderna para posibles for-
mas de interacciones entre particulas fundamentales. S6lo teorias consistentes con
la relatividad especial deben ser consideradas. Esto frecuentemente limita severa-
mente las posibilidades [1]. La teoria especial de la relatividad es la que brinda la
adecuada descripcién de la dindmica de un sistema de particulas cargadas en su
interaccion con el campo electromagnético. Debido al caracter finito de la velocidad
de propagacion de las interacciones, no es posible tratar como en mecanica clasica
ordinaria al sistema de particulas en interaccién mutua, mediante una funcién de
Lagrange que dependa sélo de las coordenadas y velocidades de las particulas (unas
y otras al mismo instante) [1, 2]. Sin embargo, si las velocidades de las particulas
son pequefias comparadas con la velocidad de la luz, el sistema se puede describir
por una funcién de Lagrange aproximada'. Este Lagrangiano fue obtenido primero
por Darwin en 1922 (3]. Hoy en dia el Lagrangiano de Darwin es todavia objeto de
estudio, ver por ejemplo [4, 5].

En este trabajo obtendremos el Lagrangiano de Darwin para dos particulas car-
gadas, luego el Hamiltoniano respectivo, para despues aplicar métodos perturba-
tivos en la obtencién de correcciones relativistas de magnitudes que caracterizan
un movimiento periédico, tales como la frecuencia (para el caso de la perturbacién
candnica [6]) y la perturbacién de pardmetros {14]). También obtendremos (mediante
el método del promedio) una trayectoria corregida al problema de los dos cuerpos

(problema de Kepler para una fuerza atractiva [13]).

2
. . . . . Un
1Consideramos sélo célculos aproximados a primer orden en 5% = (—) .
c



En el capitulo 2 sentamos las bases conocidas de la dindmica relativista de
particulas y campos. En el capitulo 3, obtenemos el Lagrangiano de Darwin, a
partir de este derivamos el Hamiltoniano correspondiente. Luego reducimos este
Hamiltoniano a una forma mé&s simple: un Hamiltoniano con sélo dos coordenadas
generalizadas (o dos grados de libertad). En el capitulo 4, aplicamos IQS métodos
de perturbacién canénica, de perturbacién de parametros y del promedio, obtenien-
do como resultado correcciones para el movimiento de dos particulas con cargas

- opuestas.



Capitulo 2

Mecanica relativista de particulas

y campos

2.1. Relatividad especial

La teoria especial de la relatividad esté basada en los siguientes postulados:

» Las leyes de la fisica son las mismas en todos los sistemas de referencia iner-
ciales. En otras palabras, no existe un sistema inercial de referencia. privilegia-

do, que se pueda considerar como absoluto.

» La velocidad de la luz en el vacio es una constante universal, ¢, que es inde-

pendiente del movimiento de la fuente de luz.

Como consecuencia de estos postulados tenemos que el tiempo t ya no puede ser
absoluto como en mecanica Newtoniana y en cambio debe incorporarse como una
cuarta coordenada, lo cual significa que el espacio euclideano tridimensional ha de
reemplazarse por un espacio plano no euclideano de cuatro dimensiones (espacio de
Minkowski) y las transformaciones de Galileo han de reemplazarse por las trans-

formaciones de Lorentz'. Otra consecuencia de los postulados es que cualquier ley

1Las transformaciones de Poincaré son mas generales pero no las usamos aqui.



fisica debe ser formulada de forma covariante, esto quiere decir que una ecuacién
que expresa una ley de la naturaleza debe mantener la. misma forma en cualquier
sistema de referencia inercial. M4s referencias sobre relatividad especial pueden ser

encontradas en [7, 8, 9, 10].

2.1.1. Transformaciones de Lorentz

Estés trasformaciones son consecuencias de los postulados de la relatividad espe-
cial y hacen que las ecuaciones de Maxwell sean covariantes relativistas. Del segundo
postulado tenemos que dos observadores diferentes S y S’, relacionados mediante
estas transformaciones, miden el mismo valor para la velocidad de propagacién de
la luz c. Si definimos X = (ct,z,y, 2) como el sistema de coordenadas asociado a
Sy X' = (ct',z',y,7') como €l sistema de coordenadas asociado a §’, tendremos

Adt? — dz? — dy? — d2? = Adt”? — dz™ — dy’? — d2"?, que en forma matricial se escribe

dXTpdX = dX"TydX’, (2.1)
siempre que
1 0 0 0
0 -1 0 O
’,7 =
0 0 -1 0O
0 0 0 -1 /

Podemos suponer una transformacion lineal dX’ = AdX, que al ser reemplazada

en (2.1) hace necesaria la siguiente condici6n:

n=ATgA (2.2)

La matriz A = A{ay, s, ...,as) depende de seis pardmetros ai, as, ..., X que ca-

racterizan la transformacién entre los sistemas S y S’. Ademaés de (2.2) tenemos



que (det A)? = 1, sin embargo para transformaciones continuas debemos exigir que

det A = 1.
Para pequeiias transformaciones (infinitesimales), esta matriz podréa aproximarse a

los primeros ordenes de su expancion en potencias de o = (ay, ..., g)
A= I+ a-Q+0(c?), (2.3)

donde A(0) = I, es la matriz identidad 4 x4 y @ = (Q1, ..., Q¢) son los generadores

de las transformaciones de Lorentz, los cuales estan definidos como

OA
Qk - (6—&];) oa=0

para k = 1,2,..,6 [17]. Reemplazando (2.3) en (2.2) y despreciando términos de

segundo orden, obtenemos

QT =nQ. (2.4)
Las matrices que satistazen la condicién (2.4) son
‘(0100\‘ (001‘0\ ?(‘0 001
1000 0000 000G
K; = , Ko = , K3 =
0 00O 1000 0000
\ 000 0) L0000 \ 1000
(O 0 0 0 (O 00 O \ (O 0 00
100 0 0] |10 00 -1, 0 0 10
J1= V’J2= ‘7‘]3:
00 0 1 000 O 0 -1 00
00 -10) (010 0 \0 0 00

K, Ky y K3 son generadores de rotaciones 2 en los planos x-ct, y-ct y z-ct
respectivamente, mientras que Ji, Jo y J3 son generadores de rotaciones puramente

espaciales.

2«Bgost” de Lorentz



Una transformacién de Lorentz en general® viene dada por
A= ew-K+8-J, (2-5)

donde w = (wy,wq,w3) y 0 = (64, 02, 03).

En particular una rotacion en el plano x-ct viene dada por la matriz

( cosha —senha 0 0

K —senha cosha 0 O
A=e"1 = (2.6)
‘ 0 0 10

0 0 01/

Esta matriz transforma las coordenadas z,t en z’, ¢ segun :
ct’' = cosh afct — z tanh @)

z' = cosh a(z — cttanh a). (2.7)

Definiendo tanh a = 8; = v, /c, donde v, es la velocidad del sistema .S’ respecto de

Sycosha=~vy= \/;T/gﬁ’ la transformacién adopta la forma conocida

oyt~ B

' =y(z — tvg). (2.8)

Analogamente podemos obtener este tipo de transformaciones con los otros ejes
espaciales, y en general transformaciones espaciotemporales donde la velocidad entre

los referenciales S y S’ esté dada en cualquier direccion.

3Sin tomar en cuenta las reflexiones



Por otro lado, una rotacion alrededor del eje z viene dada por

(1 0 0 O

0 0 cosf senf O
A=e"3= (2.9)

0 —send cosfd 0

0 0 0 1

Esta matriz transforma las coordenadas z,y en 2/, 3’ segin :

' = zcosf + ysend

!

Yy = —zsend +ycosd (2.10)

An3logamente se obtienen rotaciones alrededor de los demis ejes.

2.1.2. Espacio de Minkowski M*

Un vector de este espacio es llamado cuadrivector y es denotado en términos de
sus componentes V#, siendo pu = 0,1,2,3. Este cuadrivector se transforma segin

Lorentz ( seccién 2.1.1)
V= ARV, p=0,1,2,3. (2.11)

En (2.11) utilizamos la convenci6n de indices repetidos de Einstein A,B* = A,B%+
A;B' + Ay,B? + A3 B3,

Se define el vector covariante V, a partir del vector contravariante V* mediante

Ve=1,V", (2.12)

10



donde
(1 0 o0 O\

0 -1 0 O

o]

0 -1 0

000—1/

de modo que el producto escalar viene dado por
V-W=VW, =, V*W’ = VW' -V . W.

En particular

V2 =VHY, =0, VY = (V0)? - V2

Las trayectorias de las particulas en el espacio de Minkowski, también conocidas
como lineas de universo, son denotadas como z& = z%(A), con & = 0,1,2,3. A es un
parametro cualquieray z° =ct, z' =z, 2 =y y 2 = 2.

Utilizaremos también la notacién 8, = —, con p = 0,1,2,3, para el vector

ozt

covariante formado por las derivadas parciales respecto a la coordenadas z*.

2.1.3. Densidad de carga y corriente

La densidad de carga p(t,Z) en el punto Z para un sistema de particulas con

cargas ¢, y con trayectorias Z,(t) es
p(t, "f) = Z qn53(‘f - ‘fn(t)): (2'13)

donde 83(Z) es la funcién delta de Dirac en R3.

Tomemos la derivada temporal de p(t, Z) (ec. 2.13)

dz,

0 3 z dxn . 9 3z 7. %n
8t Z(In_é : - an 6 ) dt’

11



0 10 10 0 =
donde 5::25—— +]a—y+k5_—_v, luego

0 .0 3 dz,
ap(t, z) = ~3F (; G0 (T — Tp) —— ) : (2.14)
Definimos el vector densidad de corriente ;(t, Z) como

dZ,

i) = anJ?’ — Tp)—— o (2.15)
y al reemplazar esta definicién en (2.14) obtenemos
9 ,4v.5=0 (2.16)
atp J=Y, .

la cual es la ecuacion de continuidad, esta garantiza la conservacién de la carga como

veremos enseguida. Integremos la ecuacién (2.15), en un regién del espacio A

—/ pd3x+/ j.ds=o. (2.17)
A 24 |

Supongamos que A es una regién tal que en la frontera de esta region no existen

corrientes, es decir j_"|aA =0, luego de (2.17 ) la carga total se conserva
daQ 9
X = 3z = 0. 2.1
= = = /A pd®z = 0 (2.18)

2.1.4. Cuadrivector de corriente

En el espacio de Minkowski definimos el cuadrivector de corriente j* = (cp, ;),

luego en términos de z2, tenemos de las ecuaciones (2.13) y (2.15) que

d o3
=3 . 0%(& - fn)%, cona=0,1,2,3. (2.19)

12



Utilizamos la parametrizacién 2 = z2(\) en (2.19) para obtener

n53 z— a_fn da ct=x
o=y W B S ey, con a=0,1,2,3. (2.20)
n a’)‘—lct-—:z%()\)

Esta expresion es valida ya que ¢t = 28()\) paran = 1,2, .... Por otra parte, hacemos

uso de la siguiente propiedad

I (1130)

[ 1@)b(g(a))dz = FIENIE

donde g(z) es una funcién monétona y g(zo) = 0 para xy € [P, Q]. Luego de aplicar

esta propiedad a (2.20) obtenemos
o Q 3/ = (0] d.’L'g
o= /P AA Y 4ad*(F — (V) (et — 25 (V) 22, (2.21)
en donde en general ct # z2()). Finalmente el cuadrivector de corriente es

Q dz?®
i%=x) = /P d\> cgud*(z — a:n()\))—(g;", cona=0,1,2,3. (2.22)

Con lo cual hemos obtenido la forma relativista (tensor covariante) del cuadrivector
de corriente j*(z) de un sistema de particulas cargadas en movimiento. Esto es
importante porque nos permitirad formular la accién del campo electromagnético de
modo que aparesca naturalmente el tensor 7* en lugar de las lineas de universo de

las particulas z#()). La deduccién de este resultado se encuentra también en [8].

2.2. Accién de particulas y campos

La accién S de un sistema de particulas cargadas en movimiento que interactuan

con el campo electromagnético A* = (¢, ff), esta dada por la suma de tres términos

13



(ver [2])
S =8, + Spc + S, (2.23)

donde S, es la accién debido sélo a las particulas, S,. es la accién debido a la
interaccién de las particulas con el campo y S, es la accién debido sélo al campo. A

continuacion analizamos cada término.

2.2.1. Accién de las particulas

El primer término S, se debe sélo a la contribucién de las particulas y es pro-

porcional a la longitud de la linea de universo de estas

Q@
Splz1, T2, -] = — Zmnczj dsn, (2.24)

donde z, = [z0(N), zL()),z2(N),zi(N)], M, es la masa en reposo de la n-ésima

n

x°A

x1.2,3
L

Figura 2.1: Posibles lineas de universo para una particula relativista

particula, ¢ es la velocidad de la luz y

ds, = V/dz, - dz, es el diferencial de longitud de la linea de universo de la n-ésima

particula.

14



2.2.2. Accién de interaccion del sistema de particulas con el
campo

El segundo término S,. que contribuye a la accién S se debe a la interaccién de

las particulas con el campo electromagnético A* = (¢, A)

n €
Spelz1, 72,..] = — 3 % /P A () dz. (2.25)

Ademads, si utilizamos la parametrizacién z® = z*()), podemos expresar la accién
Spe de modo que el cuadrivector de corriente j*(z) aparesca explicitamente dentro

de esta

pc=—Z Ad" Z/ ) nﬁd)\
Z/P (/A(a:é“(x—mn)d‘*)(g:’d)\

Spo = —/VAa(a:) (; /PQ %:’—‘54@ - (A))‘ii””):m) diz,

el término dentro del paréntesis corresponde al cuadrivector de corriente j* (2.22),

luego

Spe[Au] / Ay(z)j%(z)d* (2.26)

Esta expresion presenta una integracién sobre un espacio V C M?, a diferencia de
la expresién (2.25), la cual presenta una integral de linea. La accién (2.26) acopla
el cuadripotencial A, (que describe al campo electromagnético) con el cuadrivector
de corriente j* debido a una distribucion de carga en el espacio-tiempo (sistema de

particulas en movimiento).

15



2.2.3. Accién del Campo

La accién debida sélo al campo electromagnético A, es

SulAu] = — 15— / F*E,,d'z, (2.27)

donde F,, = 3,A, — 3, A,.

2.3. Ecuaciones del movimiento para las particu-
las

Para hallar las ecuaciones de movimiento de las particulas debemos aplicar el
principio de minima accién a la ecuacién (2.23). Segin este principio 65 = 0 para
la real linea de universo z#{\)(ver apéndice A).

Calculemos primero la variacién de S, (ec.2.24)

0
5Sp = %Sp[ﬂh, wray Ly —}—'01.5.’12;, .._“azg, (2.28)

siendo

Splx1, .y T + 0y, ] = —mlc/ \/ dz; + ad(dx;))? Zmnc/ ds,. (2.29)

De (2.28) y (2.29)

) _ dz;
%Splazo = —mlc/P zl—é; d(&z:l)

5, =

Integrando por partes

dz Q
8S, = —mlc(d—s; - oxy) |2 +mlc/P d(—

16



Siempre que se cumplan las condiciones 0z} (P) = éz}(Q) = 0, tendremos:
§S, = myc / g,w 5;1,- ds;. (2.30)

Ahora calculemos la variacién de Sy, (ec.2.25)

0
5Spc = gaspc{l']_, veng L] + aaxh ~-~“a=07

donde

Q Q
Spel®1, -y THadTy, ] = —%/P A“(xl+a5xl)(d:z:{‘—i—ad(éwf))—z%3/P A (z,)dzh,

n#l
luego
5 = 5 Sy =~ [ Wotspart — L [ aaout),
integrando por partes
0Spe = —= PQ gAja Ydzl (Auax;*)@ + % /P ¢ dA,dzY, (2.31)
debido a que dz}(P) = 6z¥(Q) =0
0A, QOA,

- v ll ql V___ v 7
5Spe C/Paédx /dAa L [ Stocyd,

Q 0A, Y
+Z - B “d:v dx;

g [Q(0A, AN\ .. .
6Spe = /P ( S — 5t | dafdat.

Finalmente obtenemos

Qd
Spe= L / il 2oy Fulm)dztds: (2.32)

17



La variacién del tltimo término S, es nulo, porque este no depende de z; (I = 1,2, ...),
sino que depende solamente del campo A#(x), en otras palabras 5. = 0.
La variacién total de la accién S se obtiene sumando (2.30) y (2.32)

(@ (qdaf A
38 = /P (ZE;FW+mlcg,wd—sl2 5zds;.

Del principio de minima accién ( §S = 0), obtenemos la ecuacién del movimiento

para la l-ésima trayectoria zj* :

dz¥ d?z!
gle,u G + miCqun 2l
ds;

P g =0, (2.33)

Sin tomar en cuenta el indice [, la ecuacién (3.28) toma la forma familiar de la fuerza

de Lorentz
dz*  q ., dz¥
= = F*# ;
dr? m Ydr’ (2.34)

donde T es el tiempo propio de la particula, m es la masa en reposo y ¢ es la carga.

2.4. Ecuacién de movimiento del campo
'La accién total S (2.23) como funcional de A, es

1 1
= Aa -ad4 — / ;J.VFV 4
c2/v 4T Tene VF wd T,

S[Au] =5p—

aqui aparece el cuadrivector 7 de acuerdo con {2.26). Calculemos la variacién de S

0
08 = %S[AM + adA,)|a=0,
donde
S[A,+adA,] = S,— = [ (Ayrada,)jrdto- ! [ Pl Atab AYF,.[A+abAlds.
s ’ P2yt # 167e Jv H

18



Calculemos previamente la variacién de F,,[A] = 0,4, — 0,4,

0
O0F, = a—a_Fm,[A + ad Al}a—g,
donde
Fu[A+ adA] = 0,(A, + adA) = 0,(A, + adA,),
luego
06A 06 A
OF, = —~ — k£ .
s Ox oxY (2.35)
De este modo la variacién de S queda
0S = ——1—/ 0ALj%d T — —1—-/((5F’“’F + F¥§F,,)
v 16me Jv' e i
es claro que 45, = 0, porque S, no depende del campo A,
65=- [ (laAajad‘*m + L FwsE, ) &'z (2.36)
' Jv \c2 " 8mc e ) )
De (2.35)
{05A 06A o OFH
g —_ v v [l — v _
F*F,, = F ( Foym p ) o (F*§A,) oy 0A,
0 oOF™
_ pv .
g E0A) + A
0 OF"# oFH
v V=_FI“’ _v_FVﬂAV__ A
F"™§F, 6xl‘( A 0A,) B dA, + o A,
0 oFw  QFvH
- F;u/ _ e Y - .
oy ( F"™3A,) + ( 5 " B )Mu
Pero como F# = —F"# la expresién anterior se reduce a:
0 oFw
ny _ 1214 -
FeF,, Y (2F*3A,) + 2 57 0A,. (2.37)
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Reemplazando (2.37) en (2.36) obtenemos

Ny
68 = — /V ( 1 7+ = ) bAud' — 1 / “Q“(F‘“’Mu)d“w, (2.38)

c? drec Oxv dre Jv Oxr

el dltimo término de esta expresién se puede expresar como un término de su-

perficie

0
my 4. mxy
/V Fm (F*§A,)d x /(;V F*§A,n,ds

y como 04, = 0 en z € OV (frontera de V'), tenemos que este término se anula

a v 4
Laﬁuwagmzzu

Luego (2.38) simplemente queda

c? 4e Oxv

1 1 OF™
w=—ﬁ<ju— 9 )Mﬂ%

Del principio de minima accién 45 = 0, obtenemos la ecuacién de movimiento

I P

—05] + 4me Ozv

1 1 OF™
, 0 —0

OF® 4w,
rh ¢

(2.39)

Por otra parte F*” = n#*F,sn", luego tenemos
n“a(aaAﬁ - aﬂAa)nﬁV =

7°0,(nP" Ag) — 1 05 (1" An) = F*, (2.40)

ademés O = n"*d, y nP* As = A", con lo cual subimos indices en (2.40)
OHAY — "A* = F*, (2.41)

20



Ahora tomamos 9, a ambos lados de (2.41)

(0"0,)A” — 8"(0,A*) = 0, F*,

(2.42)
y reemplazamos la parte derecha de (2.42) por (2.39)
(0#8,) A" — 8 (3,4%) = 47” I3 (2.43)
En el calibre de Lorentz J,A* = 0, luego (2.43) se simplifica
o0H9,A” = 4—7r] ) (2.44)

donde A* = (¢, A) y

g* = (cp, 7 ) Entonces las ecuaciones de campo en el calibre
de Lorentz son

1PA oo dm-
1 9%
2.4.1. Solucion a las ecuaciones de campo
Las ecuaciones (2.45) y (2.46) tienen todas las misma estructura
16 0 .

donde f(Z,t) es una conocida fuente de distribucién. Para obtener una solucién

particular a (2.47) utilizamos las representaciones integrales de Fourier de ¥ y f

U(Z, 1) = (27r)2 / Bhdw (F, w)e ik (2.48)
— 1 3 —iwt zk:a:
f@1) = G / Bdwf(k,w)e ™t (2.49)
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reemplazando (2.48) y (2.49) en (2.47), obtenemos una relacién entre ¥ y f (trans-

formadas de Fourier de ¥ y f respectivamente)

go_ (2.50)
—w2/02 + k2
Ademés, la transformada de Fourier de f es
F(R,w) = oy / BEdLf(F, t)e =2, (2.51)

Reemplazando (2.50) y (2.51) en (2.48), reobtenemos la funcién ¥

d3 / 3,7 iwt! —ik-z’ —wt-{-zkw
Z (27T)4 / w2/62 Brdt f(7,¢)e . (2.52)

ordenando adecuadamente los integrandos en (2.52) obtenemos

- d3kd 1 Vi (F
U(Z,t) = 4m / dBz'dt f(z', ') ‘j e~ W(t)Hik(E=2) - (953)
(2m)* —w2/c? + k2
El integrando en (E, w), en la parte derecha de (2.53) es la funcién de Green
dPkdw 1 otV 5
G(z|z') = P e Ww(t=t)Fik(F-2) (2.54)
(27) —w?/c? 4+ k2
Para integrar esta expresién, primero trabajaremos con la integracién en w
oo du  —c? o
/ g———— (2.55)
oo 2T 2 — E2¢2

para, integrar esta expresion se hace una extencién al plano complejo, usando un

contorno C adecuado

d(.d -2 : ’
g G (2.56)
C 2 w2 — k22

22



Para definir el contorno de integracién C (fig.2.2) escogemos T' =t —t' > 0, lo
cual quiere decir que estamos trabajando con la solucion causal o funcién de Green

retardada Gpg.

w - fkle w + fklc X

Figura 2.2: Contorno de integraciéon C en el plano complejo

Segun el lema de Jordan tenemos que

—C2 : ’
[ et —o. (2.57)
JCr w? — k2¢?

De esta forma, debido a (2.57), la integracién en el contorno cerrado (2.56) sera

igual a la integracién en el eje real (2.55)

/+00 —c2 e—iw(t—t,) _ f —62 e—iw(t—t').
C

—oo w2 — k202 w? — k22

Sumamos iwe (¢ — 0) al denominador de (2.56) para bajar los pélos y tenerlos

dentro del contorno de integracién C, para luego aplicar el teorema de residuos (ver

[15]).

-2 e——iw(t—t’) f dw —c? e—iw(t—t’)
C

dw
fC 2 w2 — k2¢2 +iwe  Jo 2 (w — [k|c+ ie/2) (w + |k|c + i€e/2)
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—2 e—ickT - eHickT
= —9ri -
e 2 ( 2¢ck 2ck )

f{ 2wt _ i (e—ickT _ eickT)
2m 2 — k2c2 +iwe 2k ’

donde IE{ = k, finalmente la integracion en w resulta

+o0 dw —02 . ’ ic . .
haied —ww(t—t') _ ¥ [ —ickT _ _ickT
o 2n S a2 Ezcze 2% (e e ) : (2.58)
Ahora usamos el resultado (2.58) en la ecuacién (2.54), recordemos que trabajamos
con la funcién de Green retardada Gg

Bk ic KT iR (F—a7) ek T+ (T
—ic ik-(f—z') _ _ickT+ik-(Z—1’)
Cr= | Gk (e ¢ )

)

integraremos en coordenadas esféricas, para ello vemos que & - (¥ — z') = kR cos¥,

donde R = |Z — &'|

+oo k2dk ic [l N o
GR — / had / dcos @ ( 6——wkT+szcos€ _ ezck:T+szcos 0)
0 1

(27)2 2k J-
G = /+oo g:)kz 2ki26R i (e icHTHkR _ gickT—~ikR _ fickT+kR | ickT-ikR)
0
Gr = = / +oo ( 2dk g IKTHER _ o—ickT—ikR _ ickT+kR  oickT~ikR)
)

oo dke e ickT+ikR —ickT—ikRy __ _C _
Cr = 47rR/oo o —° )= g OB —cT) = §(R +T))

1
Gr= (0T - B/e) = 8(T + E/c)), (2.59)

y debido a que nuestra solucién es causal T > 0, con lo cual (2.59) resulta
Gr = ——5(T — R/c) (2.60)
Y a ’
Aparentemente la férmula para Gg (2.59) no tiene la forma de un invariante rela-
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tivista, sin embargo usando la funcién signo e(z) es posible obtener a partir de (2.59)
que Gg = f—z—?lr—cd (T? — R%/c?)e(T), la cual si tiene la forma de un escalar de Lorentz,
ya que la funcién e(z) es escalar.

Sustituimos la funcién de Green Gy (2.60) en la integracién (2.49) para obtener
el campo \Il(:i:', t)

o(t' — (t — R/c))
R

= / derdt f(o',t')

.’13 t) — /d3 ,[f(:l? t’)]ret. (2.61)

|z~ 2
El paréntesis [ ]yt significa que el tiempo ¢ ha sido evaluado en un tiempo retar-

dado t =¢ — |Z — 2| /c.

2.4.2. Potenciales retardados

Usando la solucién (2.61) para las ecuaciones (2.45) y (2.46) obtenemos los po-

tenciales retardados

Az t) = % / ](x’—tR_Ri/—cld%', (2.62)
/ P R/ PATLE— O g (2.63)

donde R = |Z — z'|. Estos potenciales retardados describen con suma propiedad el
caracter finito de las propagaciones de los campos electromagnéticos. Estas propa-
gaciones viajan a la velocidad finita ¢ (velocidad de la luz), lo cual se refleja en el
hecho de que la parte izquierda de las ecuaciones (2.62) y (2.63) estd evaluada en
un tiempo retardado en Z.

En la seccién siguiente utilizaremos los primeros términos del desarrolio en série
de potencias de R/c, alrededor del punto ¢ (interacciéon instantanea). Asf estos
primeros términos vendran a ser correcciones a las interecciones instantaneas de-

bido a efectos relativistas [9, 1].
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Capitulo 3

Lagrangiano de Darwin

Este es un Lagrangiano que contiene correcciones relativisticas de tipo electro-
magnético a la interacion de particulas en movimiento cuyas velocidades son pe-
quefias comparadas a la velocidad de la luz !. De hecho Ilevamos a cabo aproxima-

2
ciones hasta términos de primer orden en (g) . Ademas este Lagrangiano también
resulta ser una aproximacién a interacciones instantaneas, ya que los potenciales

retardados han de aproximarse a potenciales de interaccién instantanea [3].

3.1. Obtencién del Lagrangiano de Darwin

La accién de un sistema de particulas ? en un campo electromagnético, como ya

vimos en el capitulo anterior, estd dada por

S = —Zmnc/ds_n‘—Z/%"Aadx;‘

1También existe la posibilidad de obtener un Lagrangiano de Darwin en el régimen ultrarela-
tivista (ver [4]), esto no es considerado aqui.

2Trabajaremos con un sistema aislado de particulas, es decir que el campo electromagnético es
producido por estas mismas particulas y por ello estas interactuan entre si, es decir no hay campos
externos. Sin embargo la accién postulada se aplica a cualquier campo A, ( externo o producido
por las particulas cargadas)
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y es suficiente para obtener las ecuaciones del movimiento de las particulas. Usemos

0

el tiempo ¢ para parametrizar esta accién y vamos a considerar que z, = ct.

Sz—;mnCZ/dtwl—Z—i’—~zn:/dt(qn¢—gcﬁ4-17,,,)
S:/dt (—zn:mnczﬂl—%i—’—z:(qnqﬁ—qf# *)>,

.vn
n

entonces el Lagrangiano tiene la forma

2 —
L=—Ymy1-2 =Y (q9- 245

v,,) . (3.1)

2

2
) ( es decir hasta términos
c
proporcionales a — ). Para ello primero se expande la parte cinética de la funcién
c

de Lagrange
2 2 2
—mnc?y[1 — 22—" R —mgc + T;—U" + mav2 (;—;) :

podemos librarnos de cualquier término constante del Lagrangiano sin afectar la

Aproximemos sé6lo hasta términos de primer orden en (

dindmica del sistema, luego la parte cinética de la funcién de Lagrange a primer
orden resulta

mav2 muvh
K= XH:——z + Zn: R

(3.2)

Ahora debemos expandir los potenciales retardados {2.62) y (2.63) de modo que

contribuyan con términos de primer orden. Para el potencial A tenemos
B 1 [ 3(«,t— R/c) 1 13(,1)
A=) 18Ry 1 1780 0
(2.%) c R :c C. R a:

Solamente es necesario expandir A hasta el primer término, porque éste ya es pro-
v

porcional a — (segtn (2.15) la densidad de corriente 7 es proporcional a vy, asi que
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esta afirmacién es vilida). Para el potencial escalar ¢ tenemos

= 1) p(:i;,t_R/c) 3, p(:l_;’,t) 3 /_12 7 3,/
¢(a:,t)—/———R dx~/—~——R d’z cat/p(x,t)dx

22/Rat2pm t)d*z/,

debido a la conservacién de la carga el segundo miembro de esta expresion se anula
,0 3,1 . 3
(& ww/ d—%—/R&¢Wﬁdﬂ

Ahora usando las definiciomes de densidad de carga (2.13) y de corriente (2.15) en

los potenciales aproximados A y ¢ obtenemos

en resumern:

_1 GnUn
o ; el &
R Ve R L EEN OIS (34

Debemos hacer una transformacion de calibre para evitar la aparicién de términos

con segunda derivada (4,) en el Lagrangiano L

,_ . 10f
A=A+ VY. (3.6)
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Escogemos f = £ Y, 2% — Z,(t)|gs, luego de (3.5) y (3.6)

¢ = le_

Tl
Bty e YV - S0l
c T — 8t "
Calculemos explicitamente A
qnvn 1 6 a — — qnvn a a
Z G5, 2o azo onlen = Z Iz — > 515512 Zn(ldn
1 GnUn 10 T — Zp(t) 1 GnUn
Dy vy D Ly v L D Dy s
1 Un (Z—Zn(t) - Tn
— n — s t
2o X0 (g + €20
Y Qnﬁn Qn(f _ fn(t)) ’Un
A =
> (s e B 0)
finalmente presentamos los potenciales aproximados que usaremos
$=Y _ I (3.7)
n 'f - f’nl
A Qnan Qn(f - -’fn(t)) . ﬁn o o
= N . .
2 (Zc|j’— 5t 2dg—amap & =) (3:8)

Por ultimo, reemplazamos los potenciales (3.7) y (3.8) en la ec. (3.1)

L= Zm%v"z‘ +Z mnv4 —_ Z Z q"qm Z an'rn"_jm - Uy +
n n

8¢c? n m<n 'xn Tm o et 26T, — T

q’an(xn ) /U'rn(fn fm) '1777.
22 17 7 ' (39)

Este resultado se puede encontrar en {1, 2, 9] y fue obtenido por primera vez en 1920

por C.G.Darwin [3].
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3.2. Obtenciéon del Hamiltoniano de Darwin para
el caso de dos particulas

Para el caso particular de dos particulas(n = 2) la expresién (3.9) se reduce a

mi myuy Moy moUo 6162 €1€s
L= 1
5 ) B 32 +2C2R{’Ul va + (7-v1)(71 - v3)] (3.10)
donde R=|%; — 3] y i = M
|Z1 — T

Usando (3.10), obtenemos los momentos generalizados

)
mv €1€2
2z it oap!

—

p1=myv; + U + 7i(v3 - 7)), (3.11)

m2vg 0 €1€2

Do = Mol + ——— Sz 2t 5ap [01 + 7i(v7 - 7D)]. (3.12)

Con los cuales se construye el Hamiltoniano:

H=p - vi+py-03—L

miti2  3maoit mots?  3maty?  eren  eres

2 862 2 8C2. R +202R['U1 U2+(n"01)(’n-1]2)]. (3'13)

H =—

Sin embargo, debemos hacer que en (3.13) aparescan los momentos p; y ps en lugar

de las velocidades v7 y v3. Para ello elevamos (3.11) y (3.12) al cuadrado

2 —4 4
y4l -2  Min 6162 - -
~9 4
MaUs €e . o g - v
p—22 = mat3” + 222 + Sl 0+ (7 0)(7 - 53)] + O(=), (3.15)

4
v
donde O(%}) representa los términos de orden mayores o iguales a —. Elevando al

ct
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cuadrado (3.14) y (3.15) obtenemos

P _m1'1714 ’U_4

g = e TG (3.16)
4 —4 4

Py Mol v

el +0() (3.17)

Similarmente de (3.11) y (3.12) obtenemos

s Rl P (B )G )] = 5 Bl (- 31) - 53)] + O 2 (619

€1€9
262ﬂ11

Reemplamos (3.15) , (3.17) y (3.18) en (3.13) y hacemos las aproximaciones a primer

2
v
orden en ( —) , con lo cual obtenemos finalmente el Hamiltoniano de Darwin
c

4 4
p% i P €1€2 e1€e2

3

H= 2 2m2 C8emd 82md  2mimaR

[pi- P+ (pi-7) (B2 )]+ —= (3.19)

Es posible tratar este Hamiltoniano como una perturbacién del conocido problema
i N 3
2my,  2m
perturbacién canénica (seccién 4.1) , perturbacién de parametros ( seccidon 4.2) y el

6162)

de los dos cuerpos (Hy = + , para ello usaremos los métodos de
2

método del promedio (seccién 4.3).

3.3. Reduccién del Hamiltoniano de
Darwin a las coordenadas del centro de masa

Para poder continuar en el estudio de nuestro problema debemos hacer un cambio
de coordenadas que simplifique la forma del Hamiltoniano (3.19), pero antes veamos
una propiedad interesante. Del Hamiltoniano (3.19) obtenemos las ecuaciones para
p1y P2

dpp _ OH _ 0H

&= o5 oR" (3.20)
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dp OH OH
& - a5 " 9R™ (3.21)

sumando (3.20) y (3.21) obtenemos

d

Zzi(pl +p3) =0,

que tepresenta la ley de conservacion del momento lineal total
p1+ p2 = cte. (3.22)

Esto sugiere que existen unas coordenadas en donde el momento total es cero. Para
encontrar estas nuevas coordenadas ensayamos la funcién generatriz de segunda

especie Fo(11,73, D, Pen) = 71 - D — 72 - P, la cual genera la transformaciéon canénica

p1=p (3.23)
po=—p (3.24)
F=r —7 (3.25)
Tom =10 (3.26)

Esta transformacién candnica es equivalente a ubicarnos en el centro de masa (

T = 0), donde p; + p3 = 0. Luego la Hamiltoniana (3.19) se transforma a

2 4

P’ /1 1) pt (1 1 eleo g €162
H=ZF—+t—)-c5|, 31t 3 Py . == (3.27

2(m1+m2 8c2 (m§’+mg +202m1m27,[1) + (- 7)°] + . (3.27)

1 1 1 1 1 1
Hacemos — = — + —, — = — + —3, e = e y g = mymy, luego (3.27) queda
Booomy Mg Ho M My

2 4 2 o a9
p p e p* (p-7)7 e
goP _ A VL 28
2 8c%us  2Pu3 T + T3 ]+r (3.28)

Para seguir avanzando en el estudio de nuestro problema, mostraremos que la
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trayectoria del movimiento esta contenida en un plano, lo cual nos permitird reducir

el problema a dos dimensiones.

3.4. Reducciéon del Hamiltoniano de

Darwin a 2 dimensiones

Si conseguimos demostrar que el momento angular L = X p'es una constante del

movimiento, podremos reducir el nimero de coordenadas generalizadas en nuestro

problema. Una manera de demostrar que L es constante es a partir de las ecuaciones

del movimiento. Estas ecuaciones, aunque no las podamos resolver de forma exacta,

nos serviran para poder obtener algunas propiedades acerca de nuestro problema.

Del Hamiltoniano (3.28), las ecuaciones candnicas son

OH e p*7 2(p-Mp  3(p- 7"’)27" er
A= =% Tt 3 - 5
T T r

7;,__31?[_17_ P’p e @'_'_2(15"7?)7—"
- Cp 2y 23 | T r3 '

Si multiplicamos vectorialmente (3.29) por ¥ obtenemos

Luego de sumar las expresiones (3.31) y (3.32) obtenemos

FXP+FXP=0
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L=(Fxp) =0,

con lo cual verificamos que L es un vector constante en el tiempo.
L=Fxp=cte. (3.33)

Si multiplicamos {3.33) por 7 obtenemos

L-7=0, (3.34)

la cual se trata de la ecuacién de un plano, donde L es el vector normal a dicho
plano. Como L es constante, escogemos un sistema coordenado con el eje z a o

largo de I_;, conlocual L, =0, L, =0y L, # 0. Como resultado (3.34) se reduce a

. luego z = 0, la cual es la ecuacion del plano x-y. De manera andloga tenemos que
p, = 0. De esta forma hemos reducido el problema a dos dimensiones.

Ahora qﬁe estamos trabajando en dos dimensiones, podemos hacer un cambio a
coordenadas polafes, lo cual sera de mucha utilidad en nuestro problema. Usemos
la siguiente funcién generatriz de tercera especie: F5(p, Q)) = —p,7cos ¢ — p,rsen ¢

(ver[13]), con ello obtenemos la transformacién canénica

T = _8F3 =TCos¢
=5 =
Y= —% =rsen¢
Op,

OF:
Dr = _8_7’3 =pzcos¢+pysen¢
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polares se convirte a

1 2
H=wlp2+?ﬁ

212 2 9 |
2 p¢ € 1o Pr p¢ e
— — ' 2L = —. .
o |Pr 1"2] 8 [pr + } -+ [ - + 73 + - (3.35)

3.5. Parametro perturbativo ¢ << 1

Para poder aplicar cualquier método de perturbacion, es necesaria la definicién
de un parametro adimensional pequefio € << 1. Hasta ahora podemos decir que el
1
factor — en (3.35) es nuestra referencia en cuanto a correcciones de primer orden,
c
ya que si hacemos ¢ — oo recobramos el Hamiltoniano tipo Coulomb
1 2 e
lim H=Hy= — |p?+ 22| + &
c2300 2u 72 T
Sin embargo el factor — tiene dimensiones y para obtener un factor adimensional e,
c
debemos multiplicar arriba por €2 y abajo por {2, donde ! = p, = constante del movimiento,

ya que el Hamiltoniano (3.35) es ciclico en la coordenada ¢. Luego

62

£ = ——
2’

de donde

reemplazando en (3.35)

12 272 12 2 2
g R o ]
7 T

1 2 e
H=—|ip,2"+g§}+—+e
20 T T
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El Hamiltoniano de un problema ya conocido (problema de Kepler para dos cuerpos
con interaccion atractiva, e < 0, el cual tiene orbitas periédicas elipticas, ver [2]) es

en este caso

_ 1 \2 Dy _
H0~2u[’+7'2]+ (3.37)

De otro lado, el término perturbativo del Hamiltoniano H es
P} WP
Hy = —-a {pﬁ + —i} +b12 { "1 , (3.38)
r r 3

l2
2uze”

donde a = 8# e2 yb=
En resumen, tenemos un problema. en el que podemos aplicar métodos de pertur-

bacién a primer orden en €

H = Hy + eH,, (3.39)
donde por supuesto € << 1.
2 2
El problema sin perturbar H.O = 2pTr ef(r), donde V¢(r) = 2;ln°2 + —i— y

[ = py = constante, tiene trayectorias limitadas a < r < b, determinadas a partir
de la condicién V 4(r) = E < 0. Bajo esta condicién suceden los movimientos
periddicos, y bajo esta misma condicién desarrollaremos las perturbaciones, es decir
supondremos que H describe el movimiento periédico de dos particulas cargadas
que se atraen mutuamnete e < 0, y que tienen trayectorias acotadas, las cuales
supondremos estables. Ademas, si suponemos que la coordenada r esta acotada

inferior y superiormente, Hy y H; estaran también acotadas.
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En la fig.3.1 presentamos un esquema general del potencial efectivo V,¢(r) para

el problema sin perturbar, indicando el corte con la energia F.

Vef

-

(@)
-’:::N
\J"

Figura 3.1: Potencial efectivo para el problema sin perturbar.

En la fig.3.2 presentamos el mismo potencial efectivo, esta vez con parametros
definidos p=0.5, e=-2, [=0.5 y E=-0.75, este ultimo correspondiente a las condi-

ciones iniciales 7(0) = 1 y p.(0) = 1. Usaremos estos valores a lo largo de los

calculos numéricos que hagamos.
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Potencial efectivo

Figura 3.2: Potencial efectivo para el problema, sin perturbar.
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Capitulo 4
Métodos de Perturbaciones

En esta parte presentamos tres métodos de perturbaciones: el método de pertur-
bacién canénica, el método de perturbacién de parametros y el método del promedio,

que luego aplicaremos al problema descrito en el capitulo 3.

4.1. Pertubaciéon candnica

Este método® se aplicada a sistemas peri6dicos de movimiento y es util para
calcular de manera directa las frecuencias corregidas de las coordenadas del sistema
fisico perturbado.

Sea un Hamiltoniano de la forma (g, p, A), donde ¢ = (g1, ...,45) , P = (P1, -, Pn)
y A << 1 un parametro adimensional y pequeio. Suponemos conocido el proble-
ma cuando A = 0 (Hamiltoniano sin perturbar H,(p,q)) el cual tiene variables
accién-dangulo JO = (J?, ..., J%) y w® = (w?, ...,u?), y tambien conocida la funcién

caracteristica W°(g, J°), la cual relaciona las variables J° y w° con ¢ y p mediante

ow?o
v 0g;

(@, 7°) =p, (4.1)

La mayor parte de esta seccién fue tomada de [11] y [12].
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ow?o
Ahora consideraremos el Hammiltoniano perturbado H(q, p, A), €l cual tiene sus
propias variables accién-dngulo (J,w) con una funcién caracteristica W(q, J) (o

funcién generatriz de la trasformacién canénica entre (p, ¢) y (J, w)), la cual relaciona

(p,q) y (J,w) segun:

ow
ow

De las relaciones anteriores podemos observar que si pudieramos eliminar las va-
riables p y g nos quedariamos con una relacién entre las variables candnicas (J°, w®)
y (J,w), luego es seguro que existe una funcién generatriz que las relaciona. Esta
funcién (G) debe depender del pardmetro A tal que lim) Gy = w° - J, la cual
genera, la trasformacion identidad para el caso de ﬁmciones generatrices de segunda
especie F3(g, P). Luego, nuestra funcién G debe ser de segunda especie, es decir

G = G(u®, J, \). Ademés la trasformacién candnica estd dada por:

Sl = J7, (4.5)
dS

Para hallar las variables accion-dngulo (J,w) para el Hamiltoniano perturbado
H(q,p,A), lo cual permitiria resolver el problema, debemos hallar la funcién gene-
ratriz G = G(w®, J, \).

Expandimos G = G{(w°, J, A) en serie de potencias de A

G(w®, J,A) = Go(w?, J) + AG1(w®, J) + A2Ga(w®, J) + ... (4

Siendo Go(w®, J) = w° - J.
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Usando las relaciones (4.5) y (4.6) en (4.7) obtenemos

d
JO=J+ Aag; + ... (4.8)
w; = w) + )\aGl + ... (4.9)

0J;
De ahora en adelante consideraremos solo correcciones hasta el primer orden en ),
es decir hasta la primera potencia de .

Por otra parte, expandamos en potencias de A el Hamiltoniano H(g,p, \)
H(g,p,\) = Ho(q,p) + AHi(g,p) + ... (4.10)
Pero como (p, q) puede ser transformado a las variables canénicas ( JO; w?), tenemos
K, J%,\) = Ko(J°) + MK (J°,0°) + . (4.11)
Ademas H(q,p, \) = E(J, A), luego
E(J,)) = Eo(J) + AEy(J) + .. (4.12)

Evidentemente (4. 11) y (4.12) son iguales. Sin embargo, no podemos igualar términos
ya que estos no dependen del mismo modo; mientras que (4.11) depende de J°, (4.12)
depende de J.

Lo que debemos hacer es pues expandir las funciones que dependan de J° alrededor

del punto J, para luego comparar términos en A

K (w0 J,\)

K, %0 = K@, 7,0+ B8N o gy p )
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3G1

Pero segtn (4.8) J'—J = A— 50

., luego en (4.13)

OK(w®,J,)) 9G
57 Bupd

K(w® J° ) = K(w®, J,\) + A (4.14)
Expandiendo la parte derecha de (4.14) en potencias de A, con la ayuda de (4.11),

obtenemos

OKo(J) 0Gy

K(uw®, J° ) = ()+/\(K1(J,w°)+ 57 Bup

) O +... (4.15)

Como H{g,p, ) = E(J,\) = K(uw° J° )), entonces comparamos (4.12) con (4.15)
obteniendo que
Eo(J) = Ko(J), (4.16)

0Ko(J) 8G:

_ 0
Ey(J) = Ki(J,w") + 57 Bub

(4.17)

Por iltimo es necesario tomar en cuenta que ¢; es funcién periodica de w? con
periodo 27 y que también lo es de w;. Sin embargo ¢; no es funcién periodica de w})

(con i # j) ni de w;. Luego si w?

aumentara en 27, w; también debera aumentar en
2m. Luego usando la formula (4.9), reemplazamos w? por w? + 2m, lo cual hace que

se obtenga el mismo incremento en la parte izquierda de la formula

IG1(w? + 2
w; + 27 = w) + 2w + A (i + W’J).

aJ;
Ademis sumando 27 a la formula (4.9) tenemos
0
wi+27r=w?+27r+)\w.
aJ;

De donde se concluye que

G (w),J)  8Gi(w? + 2m,J)
aJ; - aJ; '
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Con lo cual podemos suponer que G; es una funcién periddica en cada variable w?,

como consecuencia podemos expresar esta funcién en serie de Fourier.

Gl (w?’ J) = Z Gm17“'7mn (J)e’L(w?ml_*—..-’-w”Olmn) *

mi,ma..,Mn

De otra parte, integramos (4.17) a ambos lados respecto a wyg

O0Ko(J)

9G
dw'Ey(J) = dw’ K1 (J, w" et
/[0,27:]” v 1(J) v/[G,Z.ﬂ']" v 1(J,w )+; 8J,- dw

[0,2x]" ouy

(4.18)

Donde [0, 27]* = [0, 27] X ... X [0,27]. Debido a la periodicidad de G, es claro

que
27
/ dw? G, =(,
0

* ouf

entonces la expresién (4.18) se reduce a

1
(2m)

Ey(J) = /[0 o B =< K () > (4.19)

Ey(J) =< Kq(J,u®) > . (4.20)

4.1.1. Variables accion-angulo para el problema sin pertur-
bar (w?, J°)
Para aplicar la teoria de perturbaciéon canénica, debemos conocer las variables

accién-dngulo (w’, J°) para el problema no perturbado, correspondiente al Hamil-

toniano Hy (3.37)

T "‘2

1 2
Hy= — (p2 + &) T (4.21)
M r
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La funcién caracteristica de Hamilton (ver [11, 13]) W° = W(r, ¢, J2, J9) genera la

siguiente transformacion canoénica

ow?o

Pr = R (4.22)
pe=2r, (4.23)
w? = aa—vg, (4.24)
wh = %—Vg. (4.25)

Esta transformacién debe ser tal que el momento generalizado J® = (J?, J3) sea

constante y venga dado por

1 rOWo

Jy = ! Tar T (4.26)
1 oW’ .
=50 F 55 % (4.27)

esto equivale a decir que el nuevo Hamiltoniano es ciclico en las coordenadas gene-

ralizadas w° = (w?, wl)

Ko(J7, J3) = Ho (r, ¢, Ba_W;'O, 6—;—?) , (4.28)
con lo cual las ecuaciones canénicas para (w®, J°) sonv
g{;; = iy, (4.29)
—g%’ = ), (4.30)
Zf,fg =—J? =0, (4.31)
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oKy
511;2

Jg=0. (4.32)

El Hamiltoniano (4.28) es independiente del tiempo, es decir Fy = Hy, siendo

Ey la energia del sistema (constante del movimiento). De este modo es claro que

Ey = Eo(J°) = Ko(J?). De otro lado, la solucién de la ecuacién (4.29) es simple, ya
que gljo es constante, luego de (4.29) tenemos
0Ky 0Ey,

c’)_J,‘? = —3—J§ =V =Wy,

cuya solucién es w?

= 197 + 3, donde B es una constante. De manera aniloga, de
4.30) tenemos que w$ = vI7 + +, siendo +y otra constante.
¢ @
Para hallar la funcién caracteristica de Hamilton W?, debemos resolver la ecuacién

algebraica (ver [13])
6W0 ow?

HO( ¢7 8¢

) EO)

donde Hy viene dada por la ecuacién (4.21), es decir

o0\ 2 . o\ 2
1 (aw ) - (0W ) + <=, (4.33)
2u T

or 2ur? \ 0¢

A continuacién hacemos la separacién de variables
WO = W2(r) +Wg(¢), (4.34)

con la que resolvemos la ecuacién (4.33)

2u T

dr 2ur? \ do |
rz (dWo\® 1 (dW9\® \
Z_(dr) +§ﬁ(d¢> +er = Eyre,
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2
. dWO 2 dWO 2
se sigue que ﬁ (—"’—) =0y 5 (—&;"—) +ay + er = Eyr?, con lo cual tenemos

d¢ 1
dW(g
%“ = V2paoy,
0
aw; _ \/2,ME0 _ % _ 2,uozl.
dr r T2

Ahora calcularemos las variables accién (J°)

o_ 1 OwW?
¢ o) ¢

do = 2ua;,

1 rowe 1 2ue
0
- dr = — j[ _ zke
Ir 27 or " 2n \/2NE r

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

para calcular esta integral debemos hacer una extensién al plano complejo (ver [11]),

tomando un contorno de integraciéon C, alrededor de los puntos extremos

TN =Tmin Y T2 = Tmaz-

Ca

xX

Figura 4.1: Contornos de integracion en el plano complejo

La integral

1
}{ —\/2uE022 — 2uez — 2uaidz
Cr 2

de variable compleja z (ec.4.38) tiene un polo en z = 0, pero este punto ests fuera

del contorno de integracién C,.. Podemos cambiar (ver [15]) el contorno C, por Cy
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y Coo(ver fig.4.1), donde Cy es un contorno de radio infinito.

/cm flz2)dz = /Crf(z)dz - /co f(2)dz,

(4.39)

donde f(z) = i\/ 2ukoz? — 2uez — 2uan. Estas integrales son faciles de calcular

1
/C f(z)dz = /c ;\/Z/LEOzQ —2uez — 2uaydz = 2miN/—2pu0q = —2m\/2p0n,
0 0

siendo \/—2ua; el residuo en z = 0. Para calcular la integral en el contorno C,,

1
hacemos el cambio z = — e integramos alrededor de u© = 0.
U

du du
d=—/—2E—2 P 2:/—2}3—2 — Zuonu?
/Coo f(z)dz o u2\/ uwEy — 2ueu — 2poiu . u2\/ uby — 2ueu — 2uoqu

—27pe

1
/coo J(2)dz = 2mi (2 2uE0) X (=2pe) = T
seguidamente (4.38) resulta

—ue
I = ﬁ — V2pa,

pero segtn (4.37) J9 = /2pa4, luego despejando Ey de (4.40) obtenemos

2
Ey=— 1"
O 2(J0 + JY)?

Apartir de (4.41) obtenemos las constantes v y v/}

0 OEy _ pe?
Y R

0Ey  pe?
o3 (JP+J9)*

0 _
V¢—

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Por otra parte, calculemos el cambio de la variable éngulo w? durante un ciclo
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de r = r(w}, wy)

du® & oW
=P @fprdr—2”

Auw? = féwf =

de igual forma en un ciclo de ¢ = ¢(wl, w?) el cambio de wy es

ot = f ot = f Fhdo f 5 = g fredo =0

€1 resumen

27 enun ciclode r
0 enunciclode ¢

De manera analoga

0 27 en un ciclo de ¢
Awd) ==
0 enuncicloder

Esto quiere decir que 7 es peri6dica sélo en la variable w? y que ¢ es periédica s6lo

en la variable w}, es decir
r=r(w),wy) = r(w) + 2r, w})

¢ = plwy, wy) = d(w}, wg + 2m).

Como las soluciones dependientes del tiempo para las variables 4ngulo son w® =

Wr+ory wg = 1/27' + ay, tenemos que los periodos de oscilacién de r y ¢ seran
TS = 1/0 yTy = 4 2% respectivamente. De este modo »? y /3 vienen a ser las frecuencias
angulares de las coordenadas r y ¢ respectivamente.

Podemos obtener las variables dngulo (wy, w3) a partir de la funcién caracteristica

WP, Para ello, calculamos primeramente W9, a partir de las relaciones (4.34), (4.35),

(4.36) y (4.37).

)

/dr\/2E 2ep _ (I3
T'2
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siendo Ey funcién de las variables accién (J3, J?) dada por (4.41). Ahora, de las

relaciones (4.24) y (4.25) podemos obtener directamente las variables dngulo

0
it (4.44)

; dr 0y2
' \/21111"3()—'%&—(—JTEi

r =

0 -
w. TV, + a1 =

pvg — Jy/r?

wy =Ty +ar=¢+ /dr (4.45)

2

(
\/ 2uEy — % — (—JT%)—
Solamente es cuestién de invertir las ecuaciones (4.44) y (4.45) para obtener las
soluciones de las coordenadas r y ¢ en funcién del tiempo, las cuales tendrén la

forma

r=r(t?, Tl/g),
¢ = (112, Tl/g).

Esto no siempre es posible, sin embargo en este caso podemos eliminar el tiempo 7

de (4.44) y (4.45)

1/72 1/r+ J9)?

p+o=J3 [dr /T — = cos”! / 22"6/(2";)
€, J, €

\/ by — 2 — =% o+ oy

donde fue tomado en cuenta que 10 = l/g y donde B es una constante, luego invir-

tiendo esta ultima expresion obtenemos

1 pe | pPe?  2uKEg
r e T \I e+ g D)

esta relacién describe la trayectoria r = r(¢) del movimiento periédico de dos

particulas.
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4.1.2. Aplicacion del método de perturbacién candnica

- Sillevaramos acabo la integracién de la relacién ( 4.44) obtendriamos una relacién
de la forma

wO w?(ﬂ Joa ¢)1

r T

evidentemente independiente de la coordenada ¢. Luego si consiguieramos invertir

esta relacién obtendriamos algo de la forma
r= T(Jv(‘)a J27w79)

De otro lado, expresemos Hi(p,q) en las coordenadas wy, J7, w3, J3 , segin el

método que se describi6 en la seccién 4.1, teniendo en cuenta las ecuaciones (4.10)

y (4.11)

2ep\? b 4 J9)?

r r2

) , (4.46)

donde Ey = Eo(J2, J3) y r = r(J7, J3, w?), definidas por las relaciones (4.41) y (4.44)
respectivamente. Ahora apliquemos el método de perturbacién canénica descrito en

la seccién 4.1. Segiin (4.19) debemos calcular
L Y T 0 0
By =< KT, Jg) >= 55 /0 /0 duldwl K (w?, J,, wl, Jy),

el cual es el valor medio de H; en un ciclo completo de las variables dngulo w? y wg.
Notemos que la funcién K, fue evaluada en las nuevas coordenadas J,, J;. Ademas,

como podemos notar K7 no depende de wg , luego

_ i 27 0 0
< Ka(Jh, Jg) >= o /0 dwl Ky (uw?, J,, J;). (4.47)
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Por otra parte, de la ecuacién (4.44) podemos obtener

puldr
\/2,U,E 2(3 _ (

Como resultado de reemplazar (4.48) en (4.47), concluimos que debemos calcular

(4.48)

una integral que se lleva acabo en un ciclo completo de r

Ki(r, Jr, Jg)p/ldr

2
\/2qu* 2 _ <J°)

Nos topamos nuevamente con este tipo de integrales (sec. 4.1.1), las cuales deben ser

(4.49)

< Kl(J-r, J¢) >= — o j{

llevadas al plano complejo para poder calcularlas con facilidad. De (4.46) y (4.49)

<K —4qBEQL dr +(8,u3eE0a + 442 F4b) odr
1 -= 2 2
2n \/2qu _ e % 21 r\/Z,uEO T
(4ue®a + 4p’eb) Vodr J2b vodr (4.50)
2T 2ue J2 2 J2 )
T2\ 2uEy — ¢ — 4 T3 2uEy — &5 — 4

Calculemos la primera integral

rdr

7{\/2/.LE0 3 f\/2uE0r2 2uer—J¢

72

para ello extendemos al plano complejo esta integracidn, utilizando un contorno C,
que encierra los puntos extremos de 7, los cuales son también puntos singulares (7;
y 72) del integrando.
 Podemos cambiar el contorno C, por un contorno de radio infinito C,, (ver
fig.4.2).

h=[ f@dz= [ f2)dz

z
donde z es una variable compleja y f(2) = . A continuacién

\/2,u,E0z2 —2pez — J§
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0

Figura 4.2: Contornos de integracién para I;

hacemos un cambio de variable z = % e integramos sobre un contorno Cy alrededor

de v = 0.

=1 du 1 du
11=/ f(z)dz=/ — = =/ — —
Coo ~Co U \/2qu — 2peu — J¢u2 Co U \/2qu — 2ueu — J¢u2

tenemos un polo de segundo orden, aplicando el teorema de residuos obtenemos

27 pe

L =——"T"_.
L (F2uE)

(4.51)

Ahora calculamos la segunda integral

1 dr dr
_[2 = %— > =f 2 - 2,
T \/QMEO e j—%’ \/ZMEOT — 2uer — J3

analogamente al caso anterior, extendemos al plano complejo usando un contorno

C, que encierra los puntos extremos

I — / dz _ / dz
> Jo 2uFy2? — 2uez — J? Coo \[2uFp2? — 2uez — J2
¢ ¢

donde C,, es un contorno de radio infinito (ver fig.4.3).

‘Hacemos el cambio de variable z = i e integramos sobre un contorno Cj alrededor
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Q

Cr
o x
N

Figura 4.3: Contornos de integracién para I,

deu=0.

I / dz / —u du
9 = — -
Coo \/2,u,E0z2 —2puez — J;  /-Co u? \/2[1,E0 — 2peu ~ J3u?

du
Co u\/2,uE0 — 2ueu — stu?'

Tenemos un polo simple en u = 0, luego

L= 2" (4.52)
Sz '

Ahora calculamos la tercera integral

dr

j{ \/Z,qu e ~7{ \/QME()Tz — 2uer — J2'

Nuevamente, hacemos un extenciéon al plano complejo utilizando un contorno C,
que encierra los puntos extremos de r (r; y 73). I3 tiene un polo en z = 0, el cual
.esté fuera del contorno C,. Sin embargo, podemos reemplazar este contorno por los
contornos Cy y Co, (ver fig.4.4), donde Cj es el contorno alrededor de z = 0 y Cyo

es el contorno de radio infinito.

Li=[ f@z= | f2)dz— [ f@dz= [ [Ede+t [ f(2)dz

53



49

Figura 4.4: Contornos de integracién para I3

De forma directa obtenemos para el contorno Cy

27 27
/Co f(z)dz = ﬁ = A

Para calcular [ f(z)dz hacemos el cambio r = L e integramos alrededor de u = 0

—du du
/Coo zz\/2uE0  2pe _Z_é - /;Co \/Q,uEO — 2peu — J3u? N /Co \/2qu — 2ueu — Jguz’
este integrando no tiene polos en u = 0 por lo que
[ sz [ g/ =
Entonces I3 resulta
| L= ?{;f | (4.53)

Finalmente calculamos

1 dr

‘7{ dr f
\/2HE0 — e ¢ \/ 2uEr? — 2per — J2’

de igual forma extendemos al plano complejo, usando un contorno C, que encierra
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los puntos extremos de r (ver fig 4.5)

I _/ dz 1
* . 22 \/2/LE022 — 2uez — Jq%'

tenenmos un polo de segundo orden en z = 0, pero esta fuera del contorno C,. Sin

ﬁ

Cr
CD/\ x
K -

Figura 4.5: Contornos de integracién para Iy

embargo este contorno seré reemplazado por Cy y Cy

| f@dz= [ f@dz+ [ f(dz,

Para calcular la integral en el contorno C,, hacemos el cambio z = % e integramos

alrededor de u = 0

—du 1 udy
f(z)dz =/ 2 u 20,2 = / 2
Coo -Co U \/Q,uEO —2peu — Jyu?  JCo \/Z,uEO — 2ueu — J3u?

du
L 1@z= [ 10/ =0
Como resultado

o dz 1 2mipe 2mpe
_1=/ dz= [ 5 = =S (454
‘ Cy U Co 22 \/2uE0z2 —2uz — J; (_Ji)g’ﬂ JS ( )

Ahora reemplazamos (4.51), (4.52), (4.53) y (4.54) en (4.50) para obtener la correc-
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cion de la energia F; =< K7 >

_ 4ap*Efer) | (8uPeaEp + 4uPbEg)v) (4’ pla+ 3ep’b)r)

< K; >= : , 4.55
ConBof? * (2pBo)” T, (459
siendo las funciones 10 = (T’j% y By = —2(7%)—2. Luego de reemplazar estas
funciones obtenemos
—4qe* 3aetyut —3bed ud 2bed u?

< Ki(J;, Jy) >= .
1> Ja) Jp (Fe+ T (e +Jp)t Ty (e +Jp)° (J+ Jp)*

Luego la energia corregida (4.12) es

—4aetpt N 3ae* ut —3bed 2bed 13
Jo (e J5)* (e +de)" " Ty (et Tyl (It Jy)*

E=E0+6( ) (4.56)

De (4.56) obtenemos las frecuencias angulares de las coordenadas r y ¢, corregi-
das a primer orden

] 4aet pt 12aefp® 12ae*
I (L+ 0 Ty (e )t (Gt )]

3bed u? 9bedud 8 e3ud
I (L+ 0 Ty (et Jp)t (et )

),

12ae*p*  12aept 933 8be3pd
Jo (Jo+ T (e Jp)° Ty (Je 4+ Jo)t (e Jp)°

)-

vy =2+ ¢(

4.2. Método de perturbacion de parametros en la
obtencién de la funcidén caracteristica W(J,r, ¢)

Con el objetivo de hacer aproximaciones a primer orden?, en nuestros clculos

algebraicos, para obtener la funcién caracteristica W y la energia E (sec.4.1.1), tra-

2Es posible hacer el calculo para ordenes superiores, pero en este trabajo nos limitamos a hacer
calculos a primer orden.
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bajaremos con el método de perturbacién de parametros. Este método perturbativo
es bien simple y lo describimos a continuacién con un ficil ejemplo (ver [14]).

Consideremos la solucién de la ecuacién algebraica
u=1+eu? (4.57)

~ para pequeios €. si € =0, u = 1. Para pequefios ¢, pero para, diferententes de cero,
hacemos

u=14+eu; + uy + Suz + - - -, (4.58)

sustituyendo en (4.57)
eur + €2ug + €2ug +eoe= e(1+ eup + Eug + Eug +--- )3, (4.59)
e*pandiendo para pequeﬁos €, reescribimos (4.59) como
euy + €ug + ug + - - = €[l + 3euy + 3 (ug + ud) + - - -]. (4.60)
Juntando coeficientes de la misina potencia en ¢, tenemos
e(u; — 1) + (ug — 3uy) + (uz — 3ug — 3ul) +--- = 0. (4.61)

Ya que esta ecuacién es una identidad en €, cada coeficiente de € se anula indepen-

dientemente. Luego

u —1=0, (4.62)
U — 3U1 = 0, (463)
uz — 3ug — 3u? =0, (4.64)
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La solucién de (4.62) es

ui = 1. (4.65)
La solucién de (4.63) es
Uy = 3u; = 3. (4.66)
La solucién de (4.64) es
uz = 3ug + 3uf = 12. (4.67)
Luego (4.58) se vuelve
u=14+e+3+123+---, (4.68)

en donde los puntos significan la existencia de mas términos en potencias de € para
n > 4. Luego (4.58) es una aproximacién de la solucién de (4.57), la cual es igual a
1 cuando € = 0. |

Acontinuacion aplicaremos este método para hallar W de forma aproximada.

W

Procedemos como en la sec.4.1.1 y reemplazamos p, = 87‘ Y Dy = a en el Hamil-

toniano H (ec.3.39), es decir H (a(.;r’v . ) = E, de donde obtenemos la ecuacién

diferencial parcial para la funcién caracterisitica W

1 {/ow\? 1 [owW\?| e
E(W)+ﬁ(%> Ty

[ 2 (G)] R G E 5]

Hacemos la separacién de variables W = W,.(r) + W,(4) en la ecuacién (4.69)

wl(%) 5 (%)
()] )

38

+e =E. (4.69)

= E. (4.70)

+-€

(%)

_a[(dgg)l



Por otra parte, como el Hamiltoniano (3.39) (H = H(pr,pe,7)) s ciclico en ¢,

dw, . -
p¢=%—‘2’;=—d$‘3=cte=a, ademés J¢=%fp¢d¢=%fad¢=%fd¢=a, por

lo cual

p¢ = J¢, (471)

luego en (4.70)

J22 ) J2
[z+—g] +b[2&+—g}
T ' 'S

1 [, J3] e
E[T—Fﬂ +otel-a =FE, (4.72)

. Resolveremos esta

donde p, = &
ecuacién de forma aproximada (¢ << 1), usando el método de perturbacién de
pardmetros. Supongamos que la solucién es de la forma p, = p? + ple + .., y la

reemplazamos en (4.72), de donde obtenemos?

A RO
2 ? 2 —
o (P2)? + 2epPpt + 2]-{-;-{-6 [( 0)% + —2] [ 1"3} = E.
Ahora igualamos términos de orden semejante:
€?:
1 0)2 Jg € _
o [(p,) t |t =E (4.73)
el
2 2
Lo ; @2 Al _
; pop}| + [(p,,) + 55|+ |24 22| =0 (4.74)
Despejemos p? de (4.73)
2ep Ji
ouE - ZE _ 2 .
U " 2 (4.75)
Substituimos (4.75) en {4.74) y despejamos p;
7 2ep o 4uE  dey Jf,
- _ |a(2uE — =5 —p(L= - =2 )] (4.76)
\/2,u E_zu_% T T T T

3Recordemos que todas las aproximaciones se hacen a primer orden en €.
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Luego la funcién caracteristica resulta

2ep\2 éLE _ dep ié
J? [ (2.U'E _E) ( 2 = )}
W = /dr\/QuE _Zen_ —l—eu/dr + Jy8.
4 \/2 B2
(4.77)

A partir de esta funcion W podriamos intentar calcular las variables dngulo w =
(wy, wy), para luego invertir estas expresiones y asi obtener soluciones dependientes
del tiempo para las coordenadas r y ¢, sin embargo este camino es infructuoso (la
inversién de estas expresiones es imposible) y engorroso (las expresiones son bastante
extensas). Por estas consideraciones no presentamos estos calculos en este trabajo.

Por otra parte, la variable accién J, = 5= § pdr = 5= § Z¥ W dr resulta de (4.77)

J2
J, f\/sz _Zen “Sir
27r

+e?{ 7 2ep. o dulE  dep Jq%
2 \/ZLE—%E——@

[a(Z,uE - ——7:—) —b(—— — — — E)|dr, (4.78)
afortunadamente estas integraciones tienen la misma forma de integraciones ya cal-

T r2 73

culadas en las secciones 4.1.1 y 4.1.2. De hecho de (4.38) y (4.46) obtenemos que la
expresién (4.78) resulta

druKi(E, Jy)

iy e

QuE — % _ ¢

(4.79)

en donde J° y K; estan evaluadas en las constantes E y Jy;. Ademas de (4.49),

tenemos que (4.79) se reduce a
I, = JNE, J,) — ;66 < K, > (E,J), (4.80)

r

en donde < K; > estd evaluada en las constantes £ y J = (J,, J3). Finalmente de
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(4.40) y (4.55) obtenemos que (4.80) resulta

e g ke deap* E? N 8apleE + 4u’Eb _ 4ae’y® + 3bep®
T % J=2Epn (—2uE)3/? vV—2uE Jy ’
(4.81)
como F < 0 hacemos —2uF = z? en (4.81) y obtenemos la ecuacién en x
. 4e2 3 2
(Jr +Jg)z=—epu+e [(3a,uze + 2ub)x® + (e’u aJ—l— Sei’d) a:} . (4.82)
é

Resolveremos esta ecuacién en z utilizando el método de perturbacién de
parametros. Hacemos la expancién £ = z° + zle + ..., siendo € << 1. Luego reem-
plazamos en (4.82) e igualamos coeficientes en € (tener en cuenta que haremos sola-

mente expanciones a primer orden en ¢)

(Jr + Jp)2° + (Jr + Jg)z e + ...

Ae? 3 2p
= —eu + [(3au’e + 2ub)(z°)* + (e'n aJ—i— Sept )xo]e + ... (4.83)
¢
Seguidamente de (4.83) tenemos
0o_ _ ¢
o = T (4.84)
s - (30'”‘26 + 2ub) (370)2 (4e’pPa + 3ep®b) 0 (4.85)
(Jr + Jp) (Jr + Jp)Js
Substituimos (4.84) en (4.85) y obtenemos la solucién para z'
1 Bapte® +262°h)  (4€’u*a + 3e%1%h) (4.86)
(e Jy)3 (Jr + Jp)2J, '
Luego la energia corregida a primer orden resulta
E= —ix2 = _—1(.'L'0 +ext+..) = -1 '((:1:0)2 +22% + ) . (4.87)
2u 24 21
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Reemplazamos (4.84) y (4.86) en (4.87) para obtener finalmente la energia a primer

orden en ¢, como funcién de las variables accién J = (J,, J,)

—e?u —4aetput 3ae*yt -3be® i 2be® 3
E= 2 J J 2 +e 3 4 3 4
( r ¢) J¢ (J,,» + J¢) (Jr -+ J¢) J¢ (Jr + J¢,) (Jr + J¢)
(4.88)

Este es un resultado satisfactorio, ya que coincide, como deberia ser, con el resultado

(4.56). Esto indica que los métodos perturbativos utilizados son consistentes.

4.3. Aplicacién del método del promedio en la ob-
tencion de una trayectoria aproximada

Los métodos perturbativos utilizados anteriormente (perturbacién canénica y
perturbacion de pardmetros) no son ttiles para encontrar una trayectoria aproxima-
da del movimiento, es decir encontrar una solucién de la forma r = r(¢). En cambio
para este fin, aplicaremos el método perturbativo del promedio.

Las ecuaciones candnicas del movimiento son:

2
'—&+el 4a(,%+’—’§)pr+4b&], (4.89)
m T T
p=2 4 e [ 4a< +p¢) + o2 } (4.90)
ur

. D3 p¢ p¢ 2p2 | 3p}

Dr = 3+ +¢|—4a + +bol - +—"11> (4.91)
pur T r

Ps =0, (4.92)

con condiciones iniciales r(0) = 1, ¢(0) =0y p,(0) = 1.
En la fig.4.6 presentamos la solucién nimerica de la ec.(4.89). En esta gréfica se
comparan los casos e=0 (problema sin perturbar) y ¢e=0.001 {problema con pertur-

bacién). Podemos observar de la grafica que la frecuencia del problema perturbado
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Figura 4.6: Coordenada r vs t para e=0(azul) y para e=0.001(rojo)

aumenta (la linea azul se corre hacia la linea roja).

En la fig.4.7 presentamos la solucién nimerica de la ec.(4.90). En esta gréfica se
comparan los casos e=0 (problema sin perturbar) y €=0.001 (problema con pertur-
bacién). Podemos observar de la grafica que la coordenada ¢ es periddica si se resta
un miltiplo de 27 (nimero de vueltas). En este sentido la frecuencia del problema
perturbado aumenta (la linea azul se corre hacia la linea roja).

En la fig.4.8 presentamos la solucién nimerica de la ec.(4.91). En esta gréifica se
comparan los casos e=0 (problema sin perturbar) y e=0.001 (problema con pertur-
bacién). Podemos observar de la grafica que la frecuencia del problema perturbado
va en aumento (la linea azul se corre hacia la linea roja,).

En la fig.4.9 presentamos la tratectoria numerica r = r(¢). En esta gréfica se
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Figura 4.7: Coordenada ¢ vs t para e=0{azul) y para ¢=0.001(rojo)

comparan los casos e=0 (problema sin perturbar) y ¢=0.001 (problema con pertur-
bacién). Podemos observar de la gréfica la presecion existente para la trayectoria
con perturbacién (linea roja).

De (4.92) tenemos que p, = cte = J, (ec.4.71).

Para obtener la ecuacién diferencial de la trayectoria r = r(¢), partimos de las

ecuaciones del movimiento (4.89, 4.90 y 4.91). Dividimos (4.89) entre (4.90) para.

obtener

9, 2\ J. J
dr Tte|4a pr+ %) o+ 2032
. (4.93)

ar _ il
a¢ %+e[~4a(pz+;3)§§+2b§g]
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Figura 4.8: p, vs ¢ para e=0(azul) y para e=0.001(rojo)

Reordenemos esta expresién

d ey ¢f---] A
g St (HJ%]) . (4.9

Tomando en cuenta que € < 1 , realizamos los calculos hasta el primer orden de

aproximacion en ¢

Jo dr _ pr [ pr]
e A £ QU Y4 .
e e ®y (4.95)
Ané,logamente, dividiendo (4.91) entre (4.90), obtenemos
I Js pe  foci (0 To) _ Pwte bufyn o (4.96)
d(,b N T J¢ J¢ Pr T2 ’I’J¢ J¢ Pr r2 ) ’

A continuacién buscamos eliminar p, para tener una ecuacién en r = r(¢). Deriva-
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Figura 4.9: z = rcos¢ , y = rseng, para los casos e=0(azul) y ¢=0.001(rojo)

" mos (4.95) respecto de ¢

d (Jydr\ 1ldp, 1dp, p,dr
d¢(ur2d¢>_ud¢+€2b[rd¢ 'r2d¢}' (4.97)

Reemplazando (4.96) en (4.97)

' J. 4 J; 372\
d (ﬁﬂ)=ﬁ+—e—+e[ aer (p3+r—§>+i<2p3+72£)—2b&@}.

dp \pr2de)  pr = Jy Jy Jy r2 dé
(4.98)
Por otra parte, de (3;36) tenemos que la energia F de este sistema es
2 J?
Br o 4 ° =E 4.99
2# +2ur2 +r+0(6) ’ ( * )
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donde O(¢) representa todos los términos de primer orden en € ( términos propor-

cionales a ¢). Despejando p.? de (4.99)

B9
Pt =B - 2% - # +0(e). (4.100)

Reemplazando (4.100) en (4.98) obtenemos una ecuacién diferencial de segundo

orden en 7 = 7{(¢).

A (Jdry_Js e
dp \pr2de) pr = Jy
e | T (BB 2mY ooy B (o p i 2me)dr
‘|72 Jy 1 K r2 d¢ a r2 r do|
(4.101)

Para obtener una forma maés familiar de esta ecuacién hacemos el cambio u = %-i— ’}?
¢

y obtenemos de (4.101)

dy b 2u2E 5u3e2b
7 72 (4aep + 2b) — 7

3,,4
_Sepa 2b(—J2u +2uE+ )1/2

i 1. (4.102)

d¢

A continuacién vamos a encontrar una solucion aproximada, a primer orden en ¢ de
esta ecuacion usando el método del promedio.

Observamos que nuestra ecuacién (4.102) tiene la forma

d2
e +u = eF(u, d¢>) (4.103)
Cuando € = 0 la solucién de (4.103) es
u=4acos{¢p+ A), (4.104)

donde @ y A son constantes. Para determinar una solucién aproximada a (4.103)
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para pequeiios € diferentes de zero, Krylov y Bogoliubov (1947) (ver [14]) asumieron

que la solucién es dada por (4.104), pero con @ y A variando con respecto a ¢, y

sujetas a la condicion -

d
a—g=——dsenA, A=¢+A.
Diferenciamos (4.104) respecto de ¢ y obtenemos

du = —asen A — &senA% + @COSA.

d¢ dp  dg
De {4.105) y (4.106) obtenemos

@cosA~&£i—A—senA=0.

d¢ d¢
Diferenciando (4.105) respecto a ¢ obtenemos

d*u da,

= ~3cosA— —sen A — a— cos A.

dg? d d¢

Substituyendo esta expresién en (4.103) y usando (4.104) obtenemos

da

do do

Resolvemos (4.107) y (4.109) para da/d¢ y dA/d¢
d' = —esen AF(@cos A, —asen A),

A= —% cos AF(@cos A, —asen A).

dA
—sen A+ a——cos A= —eF(acos A, —dsen A).

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

Notamos que la parte derecha de las ecuaciones (4.110) y (4.111) son periddicas

con respecto a la variable A, luego da/d¢ = O(e) y dA/dp = O(e). Luego @ y
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A deben ser funciones que varian suavemente con respecto a ¢ debido a que ¢ es

pequeiio, luego estas funciones cambian bien poco durante un periodo 1" = 27, por

esta razén tomamos €l promedio a (4.110) y (4.111) sobre el intervalo [¢, ¢+ 27}, ¥

suponemos que @ y A pueden ser tomados como constantes en la parte izquierda de

las ecuaciones (4.110) y (4.111)

donde

da

do

dA

dé

_gfl(a)a

€ ~
—éggl(a')a

27
fi(a@) = % / sen AF(@cos A, —asen A)dg,

0

1 o _ )
g:i(d) = - /0 cos AF (@ cos A, —asen A)dg.

En el caso de nuestro problema (4.102) tenemos que

~ donde

F = [N2U2 + Nlu + N() + Ml(MO — 11,2)1/2

du

N2 = —,U,b
2
N, = 6‘32 © + 8e*ay®
¢
212 E 5ule?b  8eluta
No=— (daep + 2b) — -
7 R
M; = —2bJ, |
2,2
©oe 2uE
My=H— 4 22
Jo
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Luego de calcular (4.114) y (4.115), usando (4.116) obtenemos
f(@) =0, 91(@) = M. (4.117)

Como consecuencia de (4.117), las ecuaciones (4.112) y (4.113) resultan

da

=0
d¢ T
dA _ M
dp 2
esto es @ = costante y A = —%L%ﬁ. Luego la solucién aproximada (4.104) es
N-
U —acosgb(l — %) ,

lo cual en términos de r y las constantes utilizadas a lo largo de nuestros cdlculos

resulta
1 ~ 614°be 2 3 |
_+ﬁ—acos¢(1—§< J;‘Z + 8e“au (4.118)

En la fig.4.10 presentamos la tratectoria nimerica r = r{¢) *. En esta gréfica se
comparan los casos e=0 (problema sin perturbar) y e=0.001 (problema con pertur-

bacién). Podemos observar de la grifica la precesién existente para la trayectoria.

4.4. Conclusiones

Considerando efectos relativistas para el problema de dos particulas cargadas, se

tiene que:

= La energia corregida a primer orden como funcién de las variables accién J =

“En el apéndice B pueden encontrarse los valores de las constantes usadas para hacer este
grafico.
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-0.

trayectoria corregida

Figura 4.10: x = rcos¢ , y = rseng, para el caso ¢=0.001

(Jr, Jp) es

B —e2u e —4ae*yt 3aetut -3bed u? 2be ud
2+ 6l s (4 J) (4 d) Ty (et )’ (et Jy)t)

la cual fue encontrada usando dos métodos perturbativos diferentes, lo cual

nos da mas seguridad sobre este resultado.

Como consecuencia de haber encontrado la energia corregida tenemos que las

frecuencias angulares corregidas para las coordenadas r y ¢ son

d4qet yt 12ae® yt 12ae* ut
T2 (Lo +Jdg)°  Js (e Jp) (e + Jp)°

l/¢=l/g+6(

71



3bed ud 9be3d 8bedud
J2 e+ Jf Ty (et Jo)t (Jot Jy)°
12aefp®  12aept | 9e®  8bely?
Ty (he+J)t (4 e Js (et dg)t (Gt )

),

vy = V2 + ¢(

)-

En este caso debido a que v, # v, la trayectoria no se cierra y existe precesion.
En el caso del caso no relativista ambas frecuencias coinciden y la trayectoria

es cerrada.

= La trayectoria corregida a primer orden, esto es r = r(¢), para dos particulas

cargadas resulta
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Apéndice A

Calculo variacional

Funcionales

En las ciencias fisicas y mateméaticas frecuentemente surgen los problemas de
hallar los valores extremos (méximos o minimos) de una funcional. Una funcional
viene a ser una funcién que relaciona a una o més funciones (escalares o vectoriales)

con un nimero. Asi por ejemplo :

1. La longitud ! entre dos puntos fijos A y B es una funcional de y(z), siendo la

ecuacién y = y(x) la que determina la curva que une estos dos puntos

Hy@) = [ i+ @)de

2. El 4rea S de cierta superficie es una funcional de 2(z,y), siendo la ecuacién

z = z(z,y) la que determina la superficie en cuestién

S{z(z,y)} = / /D \J1 + (%)2 + (%)me

donde D es la proyeccién de la superficie en el plano Oxy.

El cilculo variacional estudia los métodos que permiten hallar los valores extremos

(méximos o minimos) de una funcional.
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Algunas definiciones

Presentamos aqui algunas definiciones importantes del cdlculo variacional (ver

[18]).

1. La variacion de la funcién ¢(z) (argumento de la funcional F[¢]) es la diferencia

entre dos funciones arbitrarias del dominio de F.

8¢ = ¢(z) — p1(z).

Las funciones se pueden considerar cercanas en el caso de que el médulo de
su diferencia ¢ — ¢; sea pequeino para todos los valores de z en el dominio de

estas funciones.

2. La diferencial de é¢ es igual dd¢(z) = dop(z) — dé1(z), que por la definicién
anterior resulta

d6d = 8d.

3. La variacién §F de una funcional F{¢(x)} es definida como :

6F = a—aa—F{qb(a:) + a6} amo. (4.119)

Teorema fundamental para las funcionales

Si la funcional F{¢(x)}, que posee variacién, alcanza su maximo o su minimo
para ¢ = ¢o(z), siendo @o(z) un punto interior de la regién de definicién de la

funcional, entonces para ¢ = ¢o(x) serd
0F =0 (4.120)

Una aplicacién directa de este teorema se tiene en mecanica clasica; este es el
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principio de minima accién [13, 2], el cual se enuncia: El movimiento de un sistema
de un tiempo ¢; a un tiempo ¢, es tal que la linea integral (llamada accién o accién
integral)

Sal)) = [ Lt 20,506

donde L =T — V, tiene una valor minimo para la real trayectoria del movimiento.

Esto quiere decir que 4.5 = 0 para la real trayectoria de movimiento.

75



Apéndice B
C(’)digos usados para hacer las

graficas

Los cédigos para hacer las grificas (cdlculo numérico) de este trabajo fueron
realizados con el paquete Octave(software libre), el cual es equivalente a MathLab.

Este codigo fue usado para obtener la figura 3.2

r=linspace(0.1,10,200) ;
u=0.5;

1=0.5;

q=-2;

Vef=1"2;

Vef=Vef./r."2;
Vef=Vef+q./r;

po=1;

_ ro=1;

E=po~2/ (2*u)+17°2/ (2*u*ro~2) +q/ro;
plot(xr,Vef,’b’)

hold on |
plot([0,10], [E,E], ’r’)

hold off
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grid

title(’Potencial efectivo’)
xlabel(’r’)

ylabel(’Vef’)

print -dpdf potencial.pdf

Este codigo fue usado para obtener las figuras 4.6, 4.7 y 4.8.

function der=f(x,t)

1u=0.5;

q=-2;

a= 1;

b=q/2;

1=0.5;

epsilon=0.001;
der (1)=x(3) /utepsilon* (-4*a*(x(3) "2
+(1/x(1))"2)*x (3) +4*b*x(3) /x(1)) ;

der(2)=1/ (u*x(1)~2) +epsilon* (-4*a*(x(3) ~2+(1/x(1)) ~2)*(1/x(1)~2)
+2%b*1/x(1)73) ;

der(3)= 172/ (u*x(1)~3)+q/x (1) ~2+epsilon* (~4*ax (x(3)~2+(1/x(1))~2)*(1~2/x(1)
+b* (2xx(3) "2/x(1) "2+3%172/x(1)74)) ;

endfunction

x_0=[1,0,1 1;

t=1inspace(0,20,200);

y=lsode("f",x_0,t);

function deri=h(x,t)

U=0.5;
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Q=-2;

L=0.5;

deri(1)=x(3)/U;
deri(2)=L/(U*x(1)"2);

deri(3)= L2/ (U*x(1)73)+Q/x(1)"2;
endfunction

w=lsode("h",x_0,t);

plot(t,y(:,1),’r?)

hold on

plot(t,w(:,1),’b’)
hold off

grid

title(’ r vs t’);
xlabel(’t’);
ylabel(’r’);

print -djpg r_vs_t.jpg
Este cédigo fue usado para obtener figura 4.9

function der=f(x,t)
u=0.5;

qQ=-2;

a= 1;

b=q/2;

1=0.5;

epsilon=0.001;

der(1)=x(3) /u+epsilon* (-4*a*(x(3) "2+ (1/x (1)) ~2) *x(3) +4*b*x(3) /x(1));
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der(2)=1/(u*x(1)"2)+epsilon* (—4*a*(x(3) " 2+(1/x(1))~2)*(1/x(1)"2)
+2xb*1/x(1)"3) ;

der(3)= 172/ (u*x(1)"3)+q/x(1) "2+epsilon* (—4*a*(x(3) "2
+(1/x(1))72)%(172/x(1) "3) +b* (2*%x(3) ~2/x (1) ~2+3%172/x(1)"4) ) ;
endfunction

x_0=11,0,1 1;

t=linspace(0,8,400);

y=1sode("f",x_0,t);

function deri=h(x,t)
U=0.5;

Q=-2;

L=0.5;

deri(1)=x(3)/U;
deri(2)=L/(Uxx(1)"2);
deri(3)= L2/ (Uxx(1)"3)+Q/x(1)"2;
endfunction
w=1sode("h",x_0,t);
X=y(:,1).*cos(y(:,2));
Y=y(:,1).*sin(y(:,2)5;
plot(X,Y,’r’) |
hold on

A=w(:,1) .*cos(w(:,2))

B=w(:,1) .*sin(w(:,2))

plot(A,B,’b?)
hold off

grid

79



title(’ Trayectorias ’);
xlabel(’°x’);
ylabel(’y’);

print -djpg trayec.jpg
Este cédigo fue usado para obtener la figura 4.10

u=0.5;
q=-2; .
a=1;
b=q/2;
1=0.5;
epsilon=0.001;
r0=1;
£i0=0;
pro=i1;
fi=linspace(0,20,350) ;
w=epsilon/2;
w=wx(6%u” 2%bxq/1” 2+8xq~2*a*u” 3);
w=1-w;
am=1+u*q/172;
r=am*cos (wxfi) ;
r=r-uxq/17°2;
r=1./r;
x=r.*cos(fi);

y=r.*sin(fi);

plot(x,y,’r’)

grid
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title(’trayectoria corregida’)
xlabel(’x’)
ylabel(’y’)

print -djpg tra_corr.jpg
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